MECANICA

CaprituLO III

CINEMATICA DE LA PARTICULA. MAGNITUDES
FUNDAMENTALES. MOVIMIENTO RECTILINEO

A) MAGNITUDES FUNDAMENTALES

FORMULARIO

Ecuaci6én vectorial horaria (radio vector o vector de posicion):
r=x(t)i+y(t)j+z(t) k
Ecuaciones analiticas de la trayectoria v ley horaria:

fI (Xsy:z}:cl

Flrysi=0 s=s(t)

Velocidad media y vector velocidad media:

Av _  Ar
—_— D=—
At At

0=

Vector velocidad:

Vector desplazamiento. Vector velocidad media.

dr dr dr
v=—=r=v_(t)i+v (t)j+v (t)k =57 F=—=—
b= 40, 0]+, ) i
7. es el vector unitario tangente a la trayectoria y es una funcién del tiempo. 7
Ty ] a /
dr = J. v(t)dt a
b t F:r_; e P bl
_— " Av
Vector aceleracién media: a=— A A
At T 5
Vector aceleracion: 0] L
d’r dv vz 2
a=f=d=aqa.(t)i+a,{t)j+ta,tlk=—F=— A dv:J.a{t}dt X
dt dt Uy t

1

U v a pertenecen al mismo plano
(plano osculador).

Problema III-1. La ecuacién vectorial horaria de una particula que se mueve en un plano, viene

dada en el si por la expresién: r=(2t?—1) i+ (t*+ 1) j. Calcular:

1. Elvector de posicién inicial.

2. ladistancia al observador (distancia al origen del sistema de referencia) a los 5 s de haber em-
pezado a contar el tiempo.

3. Espacio recorrido por la particula en el tercer segundo.

Solucién

biso o £y (L0

2) t=5s = r;=49i+126jm = ’7d=r=,.l'492+1262=135‘2m‘

3
3) #=4t1+3%) = |i|=8=t 16&9t2=%:— - s:J.t,.l'16+9t2dtz%[(16+9t2)3”]zz21,5m
2

Problema I1I-2. La ecuacién vectorial horaria del movimiento de una particula escrita en el si
es: r=(3-6t2-3t% i+ (5+4t2+2t% j+ (2 + 2t + t°) k. Determinar la ecuacién analitica de su
trayectoria y su ley horaria.
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Y (m)

~ Nt A oo N O

X (m)

o]

1z 3 4 5
Problema I1I-3-1%.~ Trayectoria.

4s(m)

s=i§"(-_2-[(:+1)3€2—1]

t (s)
9] 1 2 3 4 5

Problema [II-3-2% — Ley horaria.

Solucidn

x=3==3121 +1%)
v—5=2(2t7 +1t%) =
z—-2=2t% +1°

x=3-6t% -3t°
y=5+4t2 +2¢3 =
z=2+2t2 +¢°

x—3=y—5_z—2
-3 2

La ecuacién analitica de la trayectoria es una recta cuyos pardmetros directores son proporcionales a
-3, 2,.1.

1 METODO:
Para t=0 = r,=3i+5j+ 2k, y como:

2 dy 2
y=—=(x-3)+5 V=—=-—
3 dx 3 X e
- = s=Ii/de=¢ﬁtx-3}
z——-l—(x-3)+2 z’—ﬁ——i . 19 g
3 Tdx 3

sustituyendo x =x(t), obtenemos: [ s(t)=5 14 (22 +t3}‘ s

2° METODO:

v=%=—3(4t+3t2)i+2(4t+3t2)j+(4t+3£2)k - u=|1"|=s'=ixfll4(4t+3t2}=-j—f-

s=Iim{4t+3:2)dt =+/14 (2t2 +1%)| s
a

Problema III-3. La ecuacién vectorial horaria del movimiento de una particula que se mueve en
un plano OXY, viene dada en el si: r==(2t+1)i+2(2t+1)**/3j. Determinar la ecuacién
analitica [v = f(x)] v su ley horaria [s = s(t)] v representarlas.

Solucién
La ecuacién analitica de su trayectoria [escrita en forma implicita v = f(x)] la obtenemos:

x=2t+1

Y =§ x32 sl (Gréfica 1%)

y= % (2t + 1)**

La obtencién de su ley horaria se puede hacer utilizando dos procedimientos:

1% METODO: :
En nuestro caso: si t=0 = x,=1 m, obteniéndose:

sm=jds=_[ 1+y?dx A y':%:& =

2

= s(x}:jx1+xdx=[§{1+x}3"2] =§[I{1+x)3"2—2v@] A x=2t+1 =
1 1

(Gréfica 22)

s(:}:-g-[{zu 2”2 4&]:% [e+2°2-1]| s

Enlaquepara t=0 = s5,=0.
2° METODO:

v:i—I:i‘z2i+2..|'2t+lj = u:é:%:ZV‘rg t+1 =

= sm=_r2J§Jt+1dr =¥[{r+1)ﬂ —1] sl
Q

Problema IlI-4. La ley horaria de un punto mévil estd dada en el si por la expresion:
s=t*+t+1. Calcular:

1. Posicién inicial del mévil.
2. Velocidad media en el intervalo comprendido entre tres y cinco segundos.
Solucién

1} t=0 = |s;=1Im

el mévil comienza su movimiento a 1 m del origen de espacios (mojén cero si fuera una pista).
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t=5s = §=31m =

2) t=3s = 5=13m A

En esta ocasién no es conocida la ecuacion de la trayectoria del mévil, sin embargo, obtenemos infor-
macién del movimiento en estudio.

Problema III-5. Un automévil ha ido de la ciudad A a la B distantes entre si 180 km en 3 h, vy
sin pérdida de tiempo retorna en 3,5 h. .

1. éCudlesla «welocidad media» en el trayecto de ida?

9. iCudlesla «welocidad media» en el trayecto de vuelta?

3. (Cuél es la «velocidad media» en el trayecto ida-vuelta?

Solucién
180 5 A : _ 2x180 _
1) |© =—3-— =60 km/h 2) {f—Tg-,J—j——SI,éT-kmah 3) U——3+3,5 =554 km/h

Problema I11-6. La ley horaria del movimiento de una particula en trayectoria plana queda de-
terminada en el si: s(t) = #? +t+ 1. Siel moévil respecto de un sistema de referencia OXY, alos 2 s
de iniciado el movimiento se encuentra en el punto (3, 3) myalos 4 s, en el (5, 7) m. Determinar:
1. La velocidad media en su desplazamiento sobre su trayectoria.

2. El vector velocidad media y su médulo.

Solucidn

La funcién s=s(t) para t=0 = s,=1 m, luego el origen de tiempo y espacio se encuenira a I m (me-
dido sobre la trayectoria) del punto O que hemos elegido como origen de referencia OXY.

1)y ;=28 =
t,=4s =

s;=7m -
v=—=7m/s

= As=s5,-5,=14m
275 At

s,=21m
At=t,—t; =25

2) rp=3i+3jm
rp=5i+7jm| = Ar=Z2i+4jm

At=25s

— Ar 4 =t
NG| [EEe

Obsérvese que & v |9] no coinciden, tampoco lo hacen Asy |Ar|=2 VEm .

Problema III-7. Una particula se mueve en el plano OXY; un observador colocado en O sabe
que las ecuaciones paramétricas de la trayectoria escritas en el St son: x=2+1t, y=2+3t+ 2¢°.
1. Determinar la forma explicita de la trayectoria.

La expresién del vector de posicion y del vector velocidad de ella.

Las condiciones iniciales del movimiento.

Los valores del vector de posicién y velocidad para t=2s.

Distancia de la particula al observador en ese momento.

El vector desplazamiento y el vector velocidad media entre t=2s y t=5s.

oG N

Solucion

1) Despejando t en la primera ecuacién vy sustituyendo en la segunda:
= [ v=2x%-5x+4 (parabola)

=i+(3+4t)j sl

t=x-2 = y=2+3(x-2)+2(x-27

A

2) ’T{f}={t+2}i+{2+3t+2r2)ﬂ vm:dt

"o = e
y v(2)=i+11jm/s

4) t=2s = |r(2)=4i+16jm

5W94MH¥=Mﬁﬂ

_I—r
At
rs=7i+67jm

¥ D.r:rs ~r_?=3i+51jm|

= (=i 7im

t=5s = At=23s

LY (m)

P'(5,7)

» Ar As

X (m)

0]

Problema IlI-6.— La particula va de P
a P’ recorriendo As sobre la trayecto-
ria.
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Problema III-8. Una particula se mueve de tal forma que en cada instante el valor de
su velocidad (médulo) queda determinada en el si por la funcién: v=10-2t. Deter-
minar:

1. Las velocidades inicial y en los instantes t=2s y t=9s.

2. Laley horaria de su movimiento (distancia al origen de espacios recorridos s = 0), si
para t=0 el punto se encuentra a 11 m del origen y hacer una representacién gra-
fica de esta ley.

3. Distancia al origen de espacios pata t=2s y t=9s, e indicar en qué instante
cambia el sentido del movimiento.

t(s) 4. Espacio recorrido por la particula entre 2 y 9 s; tomando una trayectoria cualquiera

7 I,

L
T T

T en un sistema OXYZ, representar el sentido del movimiento sobre ella poniendo los

puntos mencionados en los apartados anteriores.
5. Velocidad media de la particula en el intervalo considerado.

Solucién

Problema [II-8-1%.—~ Ley horaria del movimiento

de la particula.

1) t=0 = v,=10m/s t=2s = u,=6m/s t=9s = v,=-8mfs

El signo menos de v, indica que en el intervalo entre 2 y 9 s, la particula ha
cambiado el sentido de su velocidad y, en un instante intermedio se hace
nula; a partir de tal instante no coinciden la distancia al origen de espacios
con el camino recorrido por la particula sobre su trayectoria.

L 13
2) s=so+judr=11+-|.{10—2t)dt =
@ o

= | s(t)=11+10t - tQ—‘ (parabola)

s(t)=0 = t=11s (la solucién -1 no tiene sentido fisico).

=<

X

Problema [1I-8-2° - Trayectoria arbitraria que hemos supuesto para
la particula cuyo movimiento es: O - P — Q.

Problema I11-9.

Para t=5s se encuentra el maximo en la gréfica de la ley horaria, siendo
s;=36 m (Fig. 19).

5 9
J.Udt Judt
2 5
= [sr=185-27]+120-27|=15m |

5) Segtn la definicién de velocidad media en ese intervalo, valdré:

4) s;= s =|s5 = szl +[sg—s5| =

As _sg-s, _20-27

At 9oz g-g " imbk

U=

considerdndola como el espacio total recorrido sobre la trayectoria en At=7s, dirfamos:
v=15/7 m/s.

Problema III-9. Una particula se mueve sobre una trayectoria plana, cuya ecuacién expresada
enelsies: y=x’+1; para x=1m entonces v,=3 m/s. Calcular el vector velocidad en ese
momento.

Solucién

v
y:_x2+1 = %:2x=gxy—ﬁ=% = ux=2—;=1,5mfs = v=15i +3jm/s

Problema III-10. Si el radio vector que nos define la posicién de una particula viene dado por:
r=3¢-5)i+e'j+senntk. Calcular las expresiones del vector velocidad v del vector acele-
racion.

Solucidn

d?r

a=—
dt?

=6i+e'j-n? sen mtk

v=%=6ti+e‘j+nmsmk’

Problema III-11. El radio vector de un punto mévil queda determinado por las siguientes com-
ponentes: x=4+3t, y=t'+5, z=2t+4t°, en las que x, vy, z vienen expresadas en cm y el
tiempo en s. Determinar la velocidad y la aceleracién del punto en el instante = 1 s.

§



r=(d+30)i+(t° +5) j+(2t+ 4tk

Solucién
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v=F=3i+3t%j+(2+8)k

a=0=6tj+8k

t=1s = u=3i+3j+10kcm,’5| [:7::6Ji+8kcm;’s2

Problema I11-12. El vector velocidad del movimiento de una particula referido a un punto O
(velocidad definida por un observador en O) viene dado en el sl por: v=(2t+8)i+6j+
+ (6 —8) k. El vector que nos define la posicién inicial sobre la trayectoria es: ro=4i+3j-
_ 6k m. Determinar:
El vector velocidad inicial v su médulo.

1.
9. Elvector velocidad para t=5s.
3.

4. La distancia del mévil al origen O (distancia a que se encontraria el mévil, de un observador

La expresion del vector de posicién en cualquier instante.

colocado en el origen de los vectores de posicién) 1 s después de haber empezado a contar el

tiempo.

Solucién

1) t=0 =

[0y =8i+6j—8lmjs |

2) t=5s = |v=(2x5+8}la‘+6]+{6x25~8}k:=18i+6j+142kmfs|

3) ux=% = x:juxdr:j{2t+8)dt=£2+8t+CI

_dy
%=
dz

v, =
dt

4} t=1s =

- y:jupdt=j6dr=6t+cz

& o z=J'uzdx=_[{6r2—S)d:=2t3—8f+63

Ci=x4=4m
t=0
Cy=yp=3m
=0
Cy=2z4=—6m

[r=?+8t+4)i+(6t+3)j+ (2 -8t-6)k| s

r=13i+9j-12km =

= x=t?+8t+4

= y=6t+3

= z=2-8t-6

d=r=+x?+y? +2? = [169+81+144m=20m

Problema I11-13. El vector aceleracién de una particula referido a un punto O (vector acelera-
cién definido por un observador en O) viene dado por: a=2 (18t2+1) i+ 9j (s1). En el instante
t=0 la velocidad es nula y el vector de posicién es: ry=4j+6k m. Se trata de determinar el
vector velocidad v el vector de posicién de la particula en cualquier instante.

Caélculo del vector velocidad:

dv,

a, =—%=2(18t>+1)
dt
t=0
dv
Y ——j—gmjsz
t=0
dv,
a,=—t=
dt
t=0

Calculo del vector de posicién:

. YL
Ur—dt—2(6f +t)=0
=0 = x;=0

dy

=—=>U}

"= 4
t=0 = y;=4m
dz

:—:0
e
t=0 = z;=6m

=

=

=

=

Solucién

u, =J2{18r2 +Ndt=12t% + 2t + C,

v,=0 = C=0 =

uuz‘[9dt > 0,=%+C,

Uy =0 = C,=0 =

v,=C3

v,=0 = C3=0 =

x=-|-2(6t3+:)dt=3t4 Ty o

c=0 =
y=j9tdt=4‘5t2 +C
5=4m

z=C3

Cij=6m = 3z=6m

x=3t% + ¢

v, =128 + 2t

v, =9

v, =0

z

= [v=2(6°+1)i+9%j

= E(3t4+t2}i+(4,5t2 +4) j+ 6k

Sl

55
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Problema IlI-14. El vector aceleracién de una particula en movimiento viene expresado en el
st: a=6ti— 2k, inicialmente la particula se encuentra en P, (1,3,-2) m y transcurridos 3 s su
velocidad es: v = 3i + 2j — 6k m/s. Calctilese el vector velocidad y el vector de posicién en cual-
quier instante.

Solucién

0=J adt=I(étr‘v‘?k}dtzf&z+C,}i+C2j+(—2t+C3)k

t=3s = w3=(27+C))i+C,j+(-6+C;3)k
que comparada con la expresién dada:

27+C;=3 = C;=-24m/s

C,=2mis = [o=B-29)i+2j-2k| s
-6+C3=-6 = C;3=0

r=Jud:=j[f3r2 - 24)1 + 2j - 2tk]dt = (° - 24t + C)1 + (2t + C3) J +(~t? + Cy) k

Ct=x,=" It
=0 Cr=vo= 3m| = [r=@-24t+D1+(2+3)j-*+2k| s
Ci=z=-2m

B) MOVIMIENTOS RECTILINEOS. MAGNITUDES ANGULARES

FORMULARIO
Ecuaciones generales de los movimientos en trayectoria recta: x 0 t 0 X
—Or O - —
x=x(t) v=v(t)=x a=alt)=0=F vdv =adx O}‘ixog..{ Up
T:ix . .r; t)dt "éu " -r:; (t)dt Movimiento rectilineo.
Xy iy U ty
Magnitudes angulares
0 =0(t) w=w(t)=6 a=al)=d=0 wdw =adf
i to wy ty
d6=-|lw{t}dt da)zja{t)dt
iy (9] oty t
(@] RECTA DE REFERENCIA
Para definir la magnitud angular 8,
que en este caso es positiva por ser
su sentido el contrario a las agujas
del reloj.

Problema III-15. La férmula que da la posicién de una particula que se mueve en trayectoria
recta, escrita en el Sl es: x =7t - 2t? + 3t + 1. Calcular:

1. Ecuacién de la velocidad.
2. Ecuacién de la aceleracién.
3. Espacio recorrido por la particula en el tercer sequndo.

x=0¢t=0 t=2s t=3s % Solucién
of T == =
St [P Q A5 5is. _dv_d%x_
Xy d 1) u-dt_ZI: 4t+3 2) e, =4q2t-4| s
X3 !

3) t=2 = 55
) s = X, ml d=x3—x2:126m_]

Problema [lI-15.— Trayectoria. La particula se mueve t=3s = x3=18Im

O0-P-Q.

Problema III-16. El movimiento de un punto material en linea recta viene dado por la ecuacién
escrita en el sistema cGs: x =€ — 5. Calcular:

|

wnittttttttlmtl(11111111111111111111(lllllll(llllillllill



MOVIMIENTO RECTILINEO D57

Las expresiones de la velocidad vy aceleracién en funcién del tiempo v de la posicién,

;. Valor de la aceleracion inicial.
3. Valor de la velocidad inicial.
‘ Solucién
.-£=333‘=3(,{+5) g:ﬂzgefﬂ:g(x_'_s] cGs
e dt

2)y3) t=0 = |g=9cmis®| A |vy=3cm/s® |

Problema I1I-17. El extremo A de una varilla de longitud [ de la figura asciende por el eje OY
con una velocidad constante v, siendo y=0 en t=0. El extremo B se mueve sobre el eje OX. A f
Determinar las ecuaciones del movimiento del extremo B.

Solucién

La ecuacién del movimiento de la particula A es: v =ut, v como:

[ 2 2,2
x(t)=fIF —v?t? = U{f}=i=—ﬁ[}7t—§--§- = ’:{f)=f‘=—uz 2 ;tg}w
s —utt —-u
v LN i o %
e
Problema III-18. La velocidad de una particula que se mueve en trayectoria recta esta dada por
la ecuacién v = 7/(1 +t?) sL Calcular las expresiones de la posicién v de la aceleracién en funcién Problema I1I-17.
del tiempo sabiendo que en el instante inicial la particula esta en el origen.
Solucién
7 t=0 [ dv 14t
= di= | —=dt=7 tqt+ | x=7 tq =—=——""__ 1| g|
w=[odi= [ pa=raegice |10 | o [=7adge] o= 2o 10
Problema I1I-19. La ecuacién de la velocidad de una particula que se mueve en trayectoria rec-
ta, viene dada en el sl por: v=4t*- 6t + 2. Sabiendo que en el instante t=0, X, =3 m, calcular:
1. Ecuac?c:m de la posicién en cualquier instante. x=0 — t=0 —= ¥
2. Ecuacién de la aceleracion. ) — 7
3. La velocidad inicial del mévil. X3=3m 4
4. Aceleracién media entre los instantes t=1s y t=2s.
Problema III-19.
Solucion
dx 2
1) U:E = dx=(4t° - 6t + 2)dt
; 443 t=0 443
= | (7 -6t + 2dt="—— -3t + 2t + C = |x=—=-3t?+2t+ 3| sl
G .l-[ ) 8. & C=x4=3m P s

Ug —

4 t=1s = =0 _ Vo
t=2s = vy,=6mfs Gl a0

Problema III-20. Una particula que posee un movimiento rectilineo recorre un espacio de
7,00 m antes de empezar a contar el tiempo, v cuando t=2,00s posee una velocidad de
4,00 m/s. Si la ecuacién de su aceleracién escrita en unidades del si es: a =3,00t% — 1,00. Calcu-

lar:

1. Ecuacién de la velocidad v posicién.

2. Lavelocidad media de la particula entre los instantes t=2,00s v t=23,00s.

3. Representar gréficamente x=x(t), v=v({f) v a=a(t) en el intervalo entre t=0 Y

t=4,00s, haciendo un esquema de la trayectoria de la particula.

Solucidén
1) a:% = dv=(3%2-1dt = U:I(ch—l)dr = v=t'-t+C
I=2s

=py=-— : =t3-t-2| s
o Gen| = C=v,=-200m/s = |v sl
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b x (m) u:i'c%‘- = dx=@"-t-2)dt = x=I(t3—t—2}dt i
60+ 8
_ 1 1 t=
55 ==tt-=t?-2t+C
501 : =772 " C=x=7,00m
40 .: 1,4 1,
. i ==t —=t*-2t+7| 8l
| ; = %77 72
%01 ;
5 i 2) t=200s = x,=500m
: t=3,00s = x,=1675m
16,75 |
12" i El espacio total recorrido en tal intervalo de tiempo seré:
H t(s)
a A
AX=x3-x,=1175m = U=E=II,75ITI./S
v (m/s)
3) Punto Phb> | P—=|P,—» |P,—> | P> | P>
1 O
58 £ (s) 000 | 152 | 200| 233| 300]| 400
. vty =t -t-2
501 x (m) 7,00 | 4,14 5,00 7,00 | 16,75 | 55,00
w0 v (mvs) || 200 | 000 | 408| 832 | 2200 | 5800
a(mis) || -2,00 | 593 | 11,00 | 15,29 | 26,00 | 47,00
3 30__
L
! wr | Problema III-21. Un movimiento rectilineo es tal que su velocidad viene
4 30+ dada en funcién del desplazamiento por la ecuacién v =3x+ 1. Hallar sus
4 p H ecuaciones horarias sabiendo que para t=0 el mévil el se encuentra en el
| i t(s) .
, | ; origen.
— et {
2 1 152 2 3 4 Solucién
_10+
. 1
—In(3x+1)=t+C
| 8 u=3)c-i—1=E = -[ dx =Idt = 3 =
: dt 3x+1 120 =0
a (m/s%) =0 = x=
20T w Ewin el lln[3x+1)—: = f3x+l=¢ =
~ N f ~3 - 3 - B
o] |
i ar
a0+ | = |x=2 : = u:d—x=e3' = a=£:3e3'
___________________________ i 3 dt dt
dy . |
207 ! i
115 ______________________ i ' Problema I1I-22, Una particula parte del reposo en t=0 vy en trayectoria
1 | | E recta, su velocidad viene dada en el si por la ecuacién: v =2 /x.
' . i | } t,(f} 1. Demostrar que su aceleracién es constante con el tiempo vy calcular su
= 058 1 2 3 4 valor.
-0+ 2. Determinar su ley horaria [x = x(t)].
Problema I11-20-1°. Solucién
‘ dv dv dx 2 2
1 |aeS =S8 e 2oy .q.d.
L el U
. e dx x dx t
P, P, P P P 9 ersefr e =J'dr -
Q fr b 0 T3 : X pm e
x=0 —1t=0
L]
Problema I11-20-22 — Trayectoria: Problema III-23. El cuadrado de la velocidad de una particula que se
Py—=P, =P, =P, =P, 5P, —. mueve en trayectoria recta de origen O, como indicamos en la figura, viene
dado en el si por la expresién: v” =345 — 5x. Determinar:
1. El tiempo que tarda la particula en ir de P a Q distantes entre si 30 m.
2. Espacio recorrido por ella (Ax) un segundo antes de llegar a Q.
t=0 P R Q x(m) Solucién
O > P ()
x=0 15 Ax |45 1) La particula llega al reposo cuando v=0 = x=69m (v se mantiene en él, puesto que

345 - 5x <0 no tiene sentido fisico y las velocidades en P(v,) v en Q{v,) serdn positivas. Llaman-
Problema IlI-23.— La particula pasa do t, al tiempo empleado en el recorrido OP, t, en el OQ, At=tf,—t;, x;=0P=15m y x,=0Q=
de P2R—=Q. =45 m, tendremos:
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d_’( B Sl y I? e xz dx __2 = 3
U=5:1J345—5x = At = dt—-[qm—+g(J345—5X2_J345—5X1J = At_2,2s‘

f

el signo + de la ecuacién no tiene realidad fisica:

9) S At=1s A x3=0OR = AL=—§(J345—5X2—J345—~EX3J =

o 1:—%[\/345—5x45~\/345—5x3J = x3;=328m = |&x:x2—x3=12,2m

Problema I11-24. La ecuacién de la aceleracién en funcién de la velocidad de una particula en
trayectoria recta es: a=34/1- v? ; sabiendo que el mévil parte del reposo en el origen, calcular
las ecuaciones de este movimiento [x =x(t), v=v(t) y a=alt)].

Solucién

arcsen v =3t + C;

i o7 a7 v _
a———3\[1 ] = = 3dt T

Cdt 1—?

[ = C;=0 = arcsenv=3t =

= v =sen 3t E:S I—sen23t=3cos3£‘

y como:

1
x=——=cos3t+C
uz%zsenSE = dx=sen3tdt 3 £ = Cz=l = x:é{l—cos.gr)

3
t=0 = x=0

Problema III-25. En el proyecto de una pista de aterrizaje para grandes aviones a reaccién se
ha propuesto un estanque de agua de poca profundidad (aproximadamente 1 m). El avién en el
momento de contactar con el agua se considera que tiene una velocidad de 180 km/h v debe re-
ducirse a 27 km/h en una distancia de 300 m; durante su recorrido la resistencia que se opone al
movimiento produce una deceleracién que viene dada por: a= —kv®. Calcular:

1. Elvalor de k (que depende del tamario y forma del tren de aterrizaje que se sumerge en el es-

tanque).
2. El tiempo transcurrido en tal recorrido.
Solucién

U, = 180 km/h = 50 m/s v=27 km/h = 7,5 m/s x =300 m

Vg

1) vdu=adx = vdv=—k?dx = J.gti——‘—k-[dx = hl=k = k=w=6,324x10‘3m‘1J
v U 0 v

t ] L
2) a=0 = —kuzzd—v = —‘[kdt= ig- = kt=£—i = t=20"Y% _18s
dt ) oo U vooUg fevu,

Problema I11-26. La variacién de la aceleracioén de la gravedad con la altura viene dada por la

férmula;
GM,

ycuando h=0 entonces |g| =g,=9,8 m/s’. Teniendo en cuenta esta expresién, calcular la ve-
locidad inicial v, que habria que darle a un cuerpo (sin propulsién auténoma) para que lanzado
desde la superficie terrestre, ascienda una altura vertical de 4 000 km. (Radio terrestre
R,=6 000 km, y supondremos nula la resistencia del aire).

Solucién

Las ecuaciones diferenciales que caracterizan este movimiento rectilineo son:

dh

v=— "
| @B L L ydv=gh = _[udm—jﬂﬂzdh > L=y

e v g (Ro +h) 0¥ Problema I11-26.
dt

cuando v=0 entonces h=H =4 000 km, luego:

0= =i L)y ok . S e ol KR
AR = ® Ry +h R, +H ° 1R, + h(R, + H)

__GM, GM, be 1 1 —GM H-h
Ry+H Ry+H 2
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b " " v=uv 3 I
t=0 Ug a v X 0 . b 2g4RoH _ ’2x9,8><6x10 >6<4><10 = 6 858 m/s
L . e B8 2 |y uBMd VR, +H | 6+4)10
O x 0 Rg
Problema I1I-27.

Problema III-27. La aceleracion a de una particula que se mueve en el eje X viene expresada
en funcién de la posicién por la férmula: a=-w’x, cuando x=0 entonces y = vp v t=0. En.
contrar las expresiones de la velocidad v y de la posicién x en funcién del tiempo.

a (m/s?) Solucién
24— I 1% METODO: )
i o
A 2 2.2 2
18 I | vdv=adx = judu=—J.cu2xdx =3 22—:— ng +Cy x=0 C,:%ﬂ =
12 |/ \\ v=v,
06 i \\ =  v=4vf -0?x® = %
0 : x{m) separando variables podemos poner:
6 9 12 15 18 21
t=0
Problema I11-28. L =dt = i arcsen X = t+C, ’ C,=0 =
vE - w?x? i U x=0

= x—UU sen wt _dx_
=— U—E—uocoswt
w
2° METODO:

El problema se puede resolver también teniendo en cuenta que:

10/3 |

d?x 5 dix
a=—a=-wx = —+wix=0
dt? di?
x (m) ecuacién diferencial de segundo orden cuya solucién general es:

6 9 12 15 18 21 x=Asenwt+Bcoswt = v=Aw coswt— B sen wt

Problema [11-28-17, A este movimiento se le llama vibratorio arménico simple (Mas). Las condiciones iniciales nos condu-
cen a:
x=0=8 Uy Uy
. =" = t = t
t=0 = Ve A = A = = Lt L U =U,cosm
L a (m/s?)
" Problema I1I-28. Durante una fase del movimiento rectilineo de un vehiculo experimental, el re-
il gistro de su aceleracién en funcién de su desplazamiento [a = a(x)] viene dado por la gréfica de la
2 g b i figura. La velocidad es de 12 km/h en x =6 m v, el mecanismo del motor hace que la aceleracién
] descienda bruscamente (punto de discontinuidad en la gréfica) en x=15m. Representar
e £(s) v=u(x) en el intervalo considerado y calcular la velocidad en x = 21 m.
0 0 20 48 60 Solucién
R e r*-v b 2‘1}:1(132 —p2)=p |Areaencerrada bajo lacurva a=a(x)
b i | i o en el intervalo de v, a v
by (mys) | u
50____;__‘: I' é u5=12km;‘h:%ﬂs— en x=6m
;! i i s:  érea de un cuadro =3 x 0,6 = 1,8 m?/s*
2004 P\ Ay édreabajolacurvaentre 6y 15m = 7 5= 12,6 m¥s®
e Lo\ (s) A, érea bajo la curva entre 15y 21 m = 3,4 s = 6,12 m¥s?
i } |
O 1 2 L Y Llamando v, la velocidad en x =15 m:
P i i
| x (m) | P 1 1 100
’i‘ i i i E{ufS—uﬁz}l:A, =5 E(UJZS-—T}=12,6 = v,;=6,0m/s
:' 1 ‘ 1
| Zbn-visl=A; = G0h-67-612
Problema [II-29. Un punto mévil parte del reposo de un punto O, en trayectoria recta, acelera
durante 10s a 2m/s* y a continuacién a 3 m/s? hasta alcanzar una velocidad de 50 m/s, con-

servandola hasta que decelera durante 12 s y se para en un punto P, El tiempo total empleado en
el trayecto OP es de 60 s. Representar las curvas a = q (t), v=v(t) v x=x(t) v calcular la distan-
Problema I11-29. cia OP sobre la trayectoria.
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Solucion

Curva a=aft): alser la aceleracién constante o nula, la a=a(t) estard formada por lineas horizontales.

Como la variacion de velocidad en un intervalo de tiempo es igual al rea bajo la curva a=a(t) v dicho
intervalo: a la vista de la figura (a), obtenemos vy, t, v a,; en efecto:

L
=
L ¥
q

LI

0<t<10s lavelocidad pasa de 0 a vy Vp-v=10%x2 = uv,=20m/s
10s<t<t, lavelocidad aumenta de 20 a 50 m/s: 50-20=(t,-10)3 = t=20s

20 <t <48 la aceleracién es nula

48 <t <60 la velocidad disminuye de 50 m/s a 0: 0-50=aq,(60-48) = a,=-25/6m/s’

Curva v=uv(t): al ser la aceleracién constante o nula, estard formada por segmentos rectilineos que
uniran los puntos que hemos calculado. El desplazamiento en un intervalo de tiempo At sera igual al drea
encerrada bajo la curva v=wv(t) en dicho intervalo. Por lo que podemos calcular x4, Xy, X3 v OP =
= X;, en efecto:

OD<t<10s El desplazamiento es el drea del triangulo:

xm—0=%10><20 =  x;,=100m

10s<t<20s  El desplazamietno serd el area del trapecio:

x20—100=%(20+50}(20~-IO) = xgy=450%

20s<t<48s  El desplazamiento serd el area del rectangulo:
Xg5 —450=(48 - 20)50 = x4 =1850m

48s<t<60s  El desplazamiento es el drea del triangulo:

x50—1850=é[60~48)5o = [fw=2150m=0P

Curva x=x(t): los puntos que hemos determinado deben unirse con tres arcos de pardbola (tramos de
aceleracion constante) y una linea recta (tramo de aceleracién nula). Para el trazado de las pardbolas se 0
tendrd en cuenta que para cualquiera que sea el instante considerado t, la pendiente de la curva x =x/{t),

es igual a la velocidad en ese instante (v = dx/dt). 23 |
_1 g

Ty | SR £

Problema I11-30. El movimiento de una particula en trayectoria recta es tal que para t=0 es
x=0 y la ecuacién de su velocidad viene dada en el si por la ecuacién: v = t% - 2t.

1. Representar graficamente las funciones v(t), x(t) v a(t) en el intervalo de tiempo compren-
didoentre ty=1s y t,=3s. <h

2. Calcular el espacio total recorrido por la particula en ese intervalo de tiempo.

3. Describir el movimiento de la particula. 1
Solucién 1t
\ z t(s)
) v)=x=t-2t = jdx:f(t'?—&)dt = x(r}:%r-’—f"" alf)=5=2t-2| sl 0
(1] [l b

-1

La gréfica de v(f) es una pardbola de vértice (1, -1)mypara v=0 = t=0 y t=2s, esta tltima
solucién perteneciente al intervalo [1, 3] s.

t(s) 1| A2~ 3 4
x (m) =23 ~ |-4/3] 7 0 )
oimis) || 1| 7~ [0 | 7 |3 &
ams?)|| 0] A 2 A 4 "
2) El espacio total recorrido vendré dado por el drea encerrada entre la curva v=wu(t} v el eje del tiem- 1]
po (sombreada en la Fig. 12), es decir: £(s)
s
2 3 2 3 - (0]
1a .2 15 2} |_2|, 4
= t)dt thdt =|| = t7 — 1t e P =l=-Zle==2
o=| [oea |+ o0 ‘[3 L322 ] -5+ 5-2m

3) La particula (ver Fig. 22) para t=1s se encuentra a -2/3 m del origen y alejandose de él, disminu-

vendo su velocidad con aceleracién positiva v en aumento, hasta que a los 2 s se encuentra —4/3 m 4 J’S“ /3 Fel) x(m)
del origen donde se para {v = 0), y su aceleracién se hace 2 m/s’. A partir de t=2s la particula retro- :
cede, se acerca al origen con velocidad positiva v aceleracion también positiva v creciente; en t=3s . !..X (t),

se encuentra en el origen con velocidad y aceleracién crecientes v con valores v=3m/s vy
a=4m/s... Problema [II-30-22,
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x(t)= i"ki (1-e™®)

Problema I1I-31-1%.

Problema [11-31-22.

v
v(x) = v, — kx
Ug
(0]
Problema I11-31-32.
Y H
7
0 5 P
) d
Problema II-32.

Problema [1I-33 v 34.

Problema III-31. Un mecanismo de freno consiste esencialmente en un pistén que puede des.
plazarse en un cilindro fijo lleno de aceite. Cuando el pistén retrocede con una velocidad inicial Uy,
el aceite es forzado a pasar a través de orificios que tiene el pistén, originando en el mismo una
deceleracién proporcional a su velocidad, es decir: a=-kv. Expresar v(t), x(t) v v(x), dibujan.
do las curvas correspondientes.

Solucién

az—kv:ﬁ = jd—uzj—kdt = hv=-kt+C
dt v

= C;=hy, = v({t) = vye™

v=uy,

vge ™t =— = J-uoe"“(ﬂ:‘[dx = —%’e'h=x+cz

Problema IlI1-32. Se dispara un cohete verticalmente, su vuelo se sigue por radar desde un pun-
to O que dista d del punto de lanzamiento P como se indica en la figura. Determinar la velocidad
y aceleracién del cohete en funcién de r y 8 y sus derivadas respecto al tiempo 7 y 6.

Solucién

x=d = v, =0 [

g : v=u,=7Fsen 6 +ré cos b
y=rsenf = v,=p=rsenf+rfcost ‘ y

0

ax
a,=0,=fFsenf + 6 cos@+70cosB+récosf—rosend

= G:u,,=('r'—rézjsen3+(2r"é+ré')c058J

Problema III-33. La velocidad de rotacién de un faro luminoso es constante e igual a @ y
esta situado a una distancia d de una playa completamente recta. Calcular la velocidad y ace-
leracién con que se desplaza el punto luminoso sobre la playa cuando el dngulo que forman d
y el rayo es 6.

Solucién
po O _dx dé
dt df dt
x=dtgf & = wd azﬂzib‘_g__ﬁ_zﬁozdsens
de cos® 8 dt  do dt cos”® 0
E:w

Problema III-34. Queremos filmar un coche que viaja a velocidad v constante por una carretera
recta desde un punto que dista d de ella. Calcular la velocidad angular v la aceleracién angular de
giro con que debemos mover la camara para un angulo cualquiera 6.

Solucién

En este caso debemos obtener 6 v @; partimos de la misma ecuacién que en el problema anterior, es de-
cir (Fig. [11-34):

d d v cos® 6
= === — =
x=dtgf = wv=x == 7 coszﬁw = w 5

Derivando respecto del tiempo obtenemos la aceleracién angular:

2
a=dj=—%8cosﬁsen B=—;—2 cos® @ sen 20

A AAREEREEREERANNADARE DAY
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FORMULARIO
Movimiento rectilineo y uniforme: a=0 v =cte X=X, + vt
Movimiento rectilineo y uniformemente acelerado: a=cte v=u,+at X =Xq +Upt + % at?

Problema 111-35. Sabiendo que la estrella o-Centauro (la més préxima a nosofros después del
Sol) se encuentra de la Tierra a 4,04 % 10* km, calcular el tiempo que tarda la luz de a-Centauro

en llegar a la Tierra.
Solucion

Sabemos que la luz viaja en el vacio a la velocidad constante de c¢=3 x 10° m/s, luego:

x 4,04x10%
reeh S f=—=—r—————

e =13467 x10%s=4,27 a
c s

razén por la que se dice que la estrella o-Centauro se encuentra a 4,27 anos luz (el afo luz sera por tanto
una unidad de distancia).

Problema I11-36. La distancia minima a que debe estar un muro para que se produzca eco al
emitir enfrente de él una silaba, es de 17 m; el minimo tiempo para que se perciban dos silabas
distintamente es 0,1 s (poder separador del oido medio). Calcular con estos datos la velocidad de
propagacién del sonido en el aire, teniendo en cuenta que el sonido va y vuelve en el trayecto de
17 m. éCuél es el valor de una velocidad «supersénica» en km/h?

Solucidén

El sonido recorre: 2x 17 =34 m en 0,1 s. La velocidad es:

x 34 340 x 3600
=—=—= =340 == " km/h=1224km/h
c =01 340mfs = c=340m/s 7000 m/ m/

La velocidad supersénica es mayor que 1224 km/h

Problema I11-37. Entre dos observadores hay una distancia de 1 050 m; uno de ellos dispara un
arma de fuego v el otro cuenta el tiempo que transcurre desde que ve el fogonazo hasta que oye el
sonido, obteniendo un valor de 3,0 s. Despreciando el tiempo empleado por la luz en hacer tal re-

corrido, calcular la velocidad de propagacién del sonido.

Solucién
La velocidad es: c= ? = 1—%§9~ =350 m/s Problema III-37.

Problema I11-38. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los dos problemas anteriores,
calcular;
1. La componente de la velocidad del viento en la direccién de los observadores en la experien-
cia del problema.
2. ¢Qué tiempo tardaria el sonido en recorrer los 1 050 m si los observadores del anterior proble-
ma invirtieran sus posiciones?
Solucién

1) La componente de la velocidad del viento es la diferencia de los resultados de los dos problemas an-
teriores:

[350-340 =10m/s

2) Haciendo la observacién inversamente, el sonido se propagara en contra del viento, con una velo-
cidad:

x 1050

c=340-10=330ms = t=-c—=: o

=32s
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Problema I11-39.
n,  E U
T» X |[ ]
L - x
Problema [11-41.
. —~ .I - =
Problema I11-42.

Problema 111-39. Nos encontramos en una batalla naval, en un buque situado entre el enemigg
y los acantilados de la costa. A los 3 s de ver el fogonazo ofmos el disparo del cafién, y a los 11 g
del fogonazo percibimos el eco. Calcular la distancia a que estén de nosotros el enemigo v la cos.
ta. Velocidad del sonido, 340 m/s.

Solucién

Despreciando el tiempo empleado por la luz en su recorrido, la distancia a que se encuentra el enemigo es:

[x=340x3=1020m]

El sonido emplea para ir v volver a la costa, desde nuestra posicién, un tiempo que es:
t=11-3=8s = 2x'=340x8 = x'=1360 m

Problema III-40. Un ciclista marcha por una regién donde hay muchas subidas y bajadas. En
las cuestas arriba lleva una velocidad constante de 5 km/h y en las cuestas abajo de 20 kmjh.
Calcular:

1. ¢Cuél es su velocidad media si las subidas y bajadas tienen la misma longitud?

2. (Cuaél es su velocidad media si emplea el mismo tiempo en las subidas que en las bajadas?
3. JCudl es su velocidad media si emplea doble tiempo en las subidas que en las bajadas?

Solucién
i 5= Siotal _ Fsubidas + Xoaja _ 2x _ 2u40, =8 km/h
Eiotal . £+i Uyt Uz
Uy Uz
_ bitust v +v ~ 0 2t4ut 2u,+u, 2x5+20
2 = tr2r L 72 — 12 5km/h = gt _ alpmita _ -
)| D % 2 / 3) | o 5 3 3 10 km/h

(Obsérvese que la velocidad media es la media aritmética de las velocidades uniformes tinicamente en
el caso en que el tiempo que duran los distintos recorridos es el mismo).

Problema I1I-41. Dos méviles marchan en sentidos contrarios, dirigiéndose el uno al encuentro
del otro con las velocidades de 4 y 5 cm/s respectivamente. Sabiendo que el encuentro tiene lugar
a 1,52 m, de la posicién de partida del primero, determinar la distancia entre los méviles al co-
menzar el movimiento y el tiempo transcurrido hasta que se encontraron.

Solucion
Xy =gt X; U 152 4 xj X, 152
! = Zl=1 =2 = x,=190m = p=2L =22 o =38
X, =yt Xy Uy x; & v, v, 4
La distancia entre los méviles al comenzar el movimiento sera: | X=x;+x,=342m

Problema I11-42. Un acorazado se aleja de la costa, en la que hay un alto acantilado. A 680 m
de la costa dispara un cafonazo; el eco es percibido 4,1 s después. Calcular la velocidad del aco-
razado. (Se supone para el sonido la velocidad de 340 m/s).

Solucién
Llamamos ¢ a la velocidad del sonido:

2x;+ xg=ct 340x4,1-2x680

t— 2
= Zx;+uvt=ct = p=2 2 =83m/s
xp=ut t 4,1

Problema I1I-43. Un mévil parte de un punto con una velocidad de 110 cm/s v recorre una tra-
yectoria rectilinea con aceleracién de —10 cm/s®. Calcular el tiempo que tardaré en pasar por un
punto que dista 105 cm del punto de partida. (Interpretar fisicamente las dos soluciones que se ob-
tienen).

Solucién

La ecuacién del movimiento haciendo x, =0, es:
t;=21s

x=uot+—12-at2 = 105:110:--%10:2 = 2-22t+21=0
I, =18
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t, representa el tiempo que tarda el mévil en recorrer los 105 primeros cm.
t representa el tiempo que tarda el mdvil en pararse por su movimiento retardado y retrocediendo luego
con movimiento acelerado llegar de nuevo al punto que dista del origen 105 cm.

Problema I11-44. Hallar las férmulas de un movimiento uniformemente variado sabiendo que la
aceleracion es 8 em/s’, que la velocidad se anula para t=3s, y que pasa por el origen (x = 0) en

t=11s.
Solucion

O=v,+8x%x3 = vp=-2dcm/s | |X=—220—24t+4t2 |
- ces

1 |
0=xu—24x11+§8x121 = xo=—220cmi

Problema I11-45. La velocidad de un punto que se mueve en trayectoria recta queda expresada
en el i por la ecuacion: v=40-8t. Para t=2s el punto dista del origen 80 m. Determinar:

La expresion general de la distancia al origen.

El espacio inicial.

La aceleracién.

¢En qué instante tiene el mévil velocidad nula?

¢Cuénto dista del origen en tal instante?

Distancia al origen y espacio recorrido sobre la trayectoria a partir de t=0, cuando t=7s,
t=10s, vy t=15s.

2ol E G DD D

Solucién

x=Iudt:_[(z;@-&}d::/}m_f;f? —xp + 40t - 4f?
2) 80=x,+80-16 =

dv o2 T
3) G=E=—8ITIJS 4) 0=40-8t t=5s

x; =16+40x7-4x7% = 100m
5) |x;=16+40x5-4x5%=116m 6) | xp=16+40x10-4%x10°= 16m
x5 =16+40x15-4x15% =-284m

Caélculo de caminos sobre la trayectoria a partir de t=0:
El mévil cambia el sentido de su velocidad para t=5
El recorrido en los 5 primeros segundos es: C=x-x,= 401 —4t* =100 m
A ellos hay que sumar el recorrido en los sequndos restantes que se obtienen de la integral de la
ecuacién general de la velocidad, en valor absoluto, entre los limites t=5s y ¢ =instante final.

10
C, =100+ =116m Cap 100 J(40~8t)df =200m

5

J.rl.{40 — 8t)dt
5

15
Cys =100 + _[_(40 — 8t)dt| =500m

Problema I1I-46. Trazar la curva de la posicién v la de la velocidad en funcién del tiempo en el
movimiento dado por la férmula x = 4,00 - 26,00t + 4,00t% (s) y determinar los instantes para
los cuales la velocidad v el espacio tienen el mismo valor numérico.

Solucion
v= E ==-26+8t
dt

La curva: x=x(t), es una pardbola. Célculo del maximo o minimo:

%:-26+8:—0 = t=325s  x,=-3825m
2
g f =800=0 el punto (3,25,-38,25) es el minimo.

Célculo de cortes con los ejes:
La parabola corta el eje de las posiciones en: x=4,00m, para t=0.

116
100

16

-200 A

-284 |
~300

Problema 1ll-45-1%.— Representacién
grafica de la distancia al origen en
funcién del tiempo.

40

40+

80 4----

Problema [lI-45-2* — En la gréfica de
la velocidad frente al tiempo, el area
limitada por el eje de abcisas v la
gréfica entre dos instantes, coincide
numéricamente con el camino reco-
rrido por el moévil entre esos dos ins-
tantes.

407
34|

-201

-26

-38,25

Problema 111-46.
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Problema I1I-47.— (Las cotas en los
ejes no se han representado a escala).

Problema III-48.

La pardbola corta al eje de los tiempos en las soluciones de la ecuacién:
0=4-26t+4t* = 1t =026s t,=6,34s
La funcién: v=v(t), es una recta que corta al eje de tiempos en la solucién de la ecuacién:
0=-26,00+8,00t = t=325s
corta al eje de las velocidades en: v =-26,00 m/s

Los gréaficos son los de la figura.
La velocidad vy el espacio tendrén el mismo valor cuando:
100s

4,00 - 26,00t + 4,00t =- 26,00 + 8,00t = 4,00t —34,00t+30,00=0 = |i= - i
wUs

Problema III-47. Un automévil arranca de un punto con movimiento uniformemente acelerado,
alcanzando a los 5 s la velocidad de 108 km/h desde cuyo momento la conserva, hasta que a los
2 minutos de alcanzarla, frena hasta pararse al producirle los frenos una deceleracién de 10 m/s?,
1. Calcular el tiempo transcurrido v el espacio recorrido desde que arranca hasta que se para.
2. Hacer una representacién gréfica de x=x(t), v=v(t) v a=alt).

Solucién
1) v=108 km/h =30 m/s t,=5s L,=2x60s=120s a;=-10 m/s*
30 in 5
O=v+agt; = t3=E=3s t=t;+l,+t; =128s=2™§8
1 .2
==a,t
*1=3 91 = xlaéut1=%30x5=75m
v = a,t;

X, =vt, = 30x 120 = 3 600 m = | x=mx;txy+xy=3720 m

2 2
v=Jo+2ax = O0=v%+2a%; = Xg=———0 C. .

alt) = cte = 6 m/s?

2) En el primer intervalo: v(t)= 6t

x(t)= 3%
alt)=cte=0

En el segundo intervalo: v(t)=cte=30m/s
x(t)=3t
alt)= cte=—10 m/s*

En el tercer intervalo: v(t)=30-10t
x(t) = 30t — 5¢2

Problema III-48. El gréfico de la figura nos representa el movimiento realizado por un mévil en
trayectoria recta. Interpretar y clasificar su movimiento.

Solucién
TramMo AB.— Su ecuacién es: x=10+10t
El movimiento es uniforme de velocidad: v= % =10m/s
el espacio inicial (para t=0) vale x,=10m
TraMO BC.— Su ecuacién es: x=30m

El mévil esta parado en el intervalo de tiempo de 2 a 3 s.

Tramo CD.— Su ecuacién es: x=10+ 2391
El movimiento es uniforme de velocidad: v= % - % m/s

El mévil comienza este movimiento a los 3 s de partir vy dista del origen de espacios 30 m.

x=50-25t

dx
U—E——25mr’s

TraMo DE.— Su ecuacién es:

El movimiento es uniforme de velocidad:

—
—
—_
—
P
—
o
=
-
-
-
&
-

'1.—
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S N

el signo menos indica que se mueve en sentido opuesto al llevado en los tramos anteriores, v en el ins-
tante t =85 se encuentra en el origen de los espacios.
El mévil comienza a los 6 s de partir y dista del origen de posiciones 50 m.

FrEEpEmnss

i

Problema 11I-49. El gréfico de la figura nos representa la velocidad de un mévil en trayectoria
recta, en el que para t= 0, x,=0. Determinar las ecuaciones de la posicién y de la aceleracién
interpretando el movimiento que tiene en cada caso.

4

- Solucién
¥ TraMo OA.— Su ecuacién es: v=10t - g
1 la ecuacién del espacio: x= ju dt = -[IOfdt =5t +C, g8 mumen s -

yecomopara t=0, x=0 = C;=0 =
L L . . dv : A Bl |

El movimiento es uniformemente acelerado de aceleracién: a= - 10 m/s 101~ :
1 Tramo AB.— Su ecuacién es: v=10m/s ‘ :' : £
g luego el movimiento es uniforme (a = 0) desde el primero al tercer segundo; la ecuacién de la posicién : I E\

la calcularemos: 01 2 3 4 5 6 7 8

x = _[u dt = _[10 dt =10t +C, Problema I11-49.

para calcular C, tendremos en cuenta que en el segundo anterior (Tramo OA) el mévil recorrié una
distancia:
t=1s = xm=5t2=5m

luego: t=1s = b6=10x1+C, = Cz=-bm =

Tramo BC.— Su ecuacién es: v=-35+15¢t
téngase en cuenta que el mévil comienza este movimiento cuando t=3s y su velocidad es
v=10 m/s en ese instante. La ecuacién de la posicién sera:

x:judt:j(—35+15t]dt=—35t+%t2 +Cs

para calcular C;, tendremos en cuenta que la distancia recorrida hasta el tercer sequndo se obtendra
sustituyendo en la ecuacién de la posicién del tramo AB, t=3s.

Xop=-5+10x3=25m = 25=-35x3+75x9+4C; = Cy;=625m = |x=625-35t+75t2

téngase en cuenta que el mévil comienza a moverse cuando t=3s, entonces la distancia que ha re-
corrido antes es de 25 m.

o ; s dv .
El movimiento es uniformemente acelerado de aceleracién: g 15 m/s?

TraMO CD.— Su ecuacién es: v=25m/s
luego el movimiento es uniforme (a = 0) desde el cuarto al quinto segundo; la ecuacién de la posicién
la calcularemos:

x:Iudr:jESdr=25t+C4

para calcular C,, tendremos en cuenta que la distancia recorrida hasta el cuarto segundo se obtendra
sustituyendo en la ecuacién de la posicién del tramo BC, t=4s:

Xoc=625-35x4+75x4?=425m = 425=25x4+C, = C,=-575m = |x=-575+25t

Tramo DE.— Su ecuacién es: v= 200 . ﬁt
3 3
la ecuacién de la posicién sera: x= judr = 2—20t - 262 tZ +C4

si sustituimos en la ecuacién de la distancia del tramo CD, t por 5 s, obtendremos:

S Ro675105xE=615m = 67,5:—2—2—0-5—26—525+C5 = C5=—i§§-m = =_%+£gg —%5-£2

El movimiento es uniformemente decelerado v transcurridos 8 s el mévil llega al reposo; su decelera-
cién es:
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O

10w

Xg

Xa

Problema I11-53.

ca:fl-li :--g'?_-m,"s2
dt

y dista del punto de partida: t=8s = x=105m

Problema III-50. Dos puntos materiales A v B se mueven con movimiento uniformemente ace.
lerado partiendo del reposo; la aceleracién de B es doble que la de A y el tiempo que emplea A ey,
su trayectoria es triple que el de B. ¢éQué camino recorre B, con respecto al recorrido por A?

Solucién
2
==at
XE=g xg 2
1 = % 9
a A
=——9t
XA oo

Problema III-51. Un automévil que estd parado, arranca con una aceleracién de 1,5 m/s?. En
el mismo momento es adelantado por un camién que lleva una velocidad constante de 15 m/s.
Calcular:

1. Distancia contada desde el punto de cruce en la que alcanza el automévil al camién.

2. Velocidad del automévil en ese momento.

Solucién
§ [£=9 [x=15x20=300m |
1) x=—at’=t = 2v 30 —
2 t===15=20s [v=at=15x20=30m/s]

Problema III-52. Un automdvil y un camién parten en el mismo momento, incialmente el coche
se encuentra a una cierta distancia del camion; si el coche tiene una aceleracién de 3 m/s? v el ca-
mién de 2 m/s? y el coche alcanza al camién cuando este ltimo ha recorrido 60 m. Calcular:

1. Distancia inicial entre ambos.

2. Velocidad de cada uno en el momento del encuentro.

Solucién

1) xc=-é-ocfz = t=1’%=“l2x760=2@s =
C

=2 xA=—12—aA£2=é3x60=90m = d:x_,,,—xc=30;‘

2) UA=aAr=6JEmfs‘ ‘Uc=act=4wﬁgmfs‘

Problema III-53. Dos cuerpos A y B situados a £ km de distancia salen simultdneamente en la
misma direccién y sentido, ambos con movimiento uniformemente acelerado, siendo la acelera-
cién del més lento, el B, de 0,32 cm/s®. Deben encontrarse a 3,025 km de distancia del punto de
partida del cuerpo B. Calcular el tiempo que invertirdn en ello y cudl sera la aceleracién de A, asi
como las velocidades de los dos en el momento de encontrarse.

Soluciéon

Xg :302500-:m:%0,32t? = t=137hbs

x, =502 500 cm = % at? = |a,= % =0,53 cm/s®

[va=ast=728 cm/s=7,28 m/s | | vy =agt =400 cm/s = 4,4 m/s i

Problema III-54. Desde la cornisa de un edificio de 60 m de alto se lanza verticalmente hacia
abajo un proyectil con una velocidad de 10 m/s (tomar g = 9,8 m/s?) . Calcular:

1. Velocidad con que llega al suelo.

2. Tiempo que tarda el llegar al suelo.

3. Velocidad cuando se encuentra en la mitad de su recorrido.

4. Tiempo que tarda en alcanzar la velocidad del apartado 3).
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Solucién " —10 0
Tomamos como origen de coordenadas el punto de lanzamiento v como sentido positivo el del eje vertical e -_-I'—"J Tb‘,o
descendente. Las ecuaciones de este movimiento seran: HENE N |
[ [l |
U=0g +gt vy =10m/s ED[ U0 DB =1
s =yt +~I~gt2 g =98 m/s? h JD DD D
& M I a’r
| v=10+98t ‘ Eg‘és T= I'_i'D Dﬁ
h=60 : L .|
vz 5 60:10t+%9,8a4 , ﬂ 00 OO
¥ S

v'=10+98¢t
3)yd) h=30m

1
30=10t'+=98¢'2
+ 39
Problema I1I-54.

Problema III-55. Desde el balcén situado a 14,1 m sobre el suelo de una calle, lanzamos un
cuerpo verticalmente hacia arriba con una velocidad de 10 m/s. Calcular el tiempo que tardara en

llegar al suelo (g = 9,8 m/s?).
Solucién

Tomando como origen de coordenadas el punto de lanzamiento v como sentido positivo el del eje vertical vy =10 m/s
ascendente, nuestros datos son: G

Uy =10 m/s h=-141m g=-98m/s* ‘ g=-9,8 m/s*
y

Sustituyendo en la ecuacién general:  h=u,t + % gt? = -141=10t- % 9,812

h=-141m

Ecuacién de segundo grado en t, que resuelta nos da para valores del tiempo: t;=3s y t,=-0,96s.
El tiempo pedido es 3 s; el tiempo invertido por el cuerpo en subir hasta la cispide del trayecto y caer des-
de ella hasta al calle.

El tiempo negativo ~0,96 s (anterior al origen de tiempos) hubiese sido el empleado por el cuerpo lanzado
des@e el ’sal.lelo, en subir hasta el origen (O) v pasar por él a la velocidad de 10 m/s hacia arriba (no tiene Problema [II-55.
sentido fisico).

Problema III-56. Desde lo alto de una torre de 100 m de alta se lanza verticalmente hacia arri-
ba una piedra con la velocidad de 15 m/s. La piedra llega a una determinada altura y comienza a
caer por la parte exterior de la torre. Tomando como origen de ordenadas el punto de lanzamien-
to, calcular la posicién v la velocidad de la piedra al cabo de 1 y 4 s después de su salida. éCuél es
la altura alcanzada por la piedra y qué tiempo tarda en alcanzarla? Asimismo calcular la velocidad
cuando se encuentra a & m por encima del punto de partida y cuando cayendo pasa por el punto
de partida. ¢Cuénto tiempo transcurre desde que se lanzé hasta que vuelve a pasar por dicho pun-
to? {Cuanto tiempo tarda en llegar al suelo y qué velocidad lleva en ese momento? (g =10 m/s?.

Solucién

Tomamos como sentido positivo el del eje vertical ascendente. Las ecuaciones de este movimiento serdn:

v=ug +gt vy =15m/fs
h=u0£+%gt2 g=-10m/s?
0:15—10x1=5mx’5[subiendo} v=15-10x5=-25m/s (bajando) 15=10t = ¢=.3.5
t:IS f:45 1 U:O 2
h=15x1-L10%12=10m h=15x4-=10x16=-20m h=l102_4
;3 ! 4 27747y
) t; = 5 t,=0
8=15:-L102 | 0,7;5_ 0=15t—L 102 e 1
- < gSERY . p ) tz=3s -100=15t- ;108 = t=625
; v;=15-10x07 =8 m/s =Y v, =15-0%x10=15m/s h=-100m
vy =15-10%2,3=-8mfs v, =15-3x10=—15m/s v=15-10x6,2=-47 m/s

Problema I11-57. Una piedra que cae libremente pasa a las 10" frente a un observador situado a
300 m sobre el suelo, y a las 10" 2° frente a un observador situado a 200 m sobre el suelo
(g=10m/s). Se pide calcular:

1. Laaltura desde la que cae.

2. En qué momento llegara al suelo.

3. Lavelocidad con que llegara al suelo.
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Q Solucién

_T_

h;=300m

hy = 200m s

g =10 m/s®

hy

1 v,=v;+10x 2
hg = v4t, +Egtf v; =40m/s

1
100=2U;+EIO><4 v, =60mjs| = H =200 +180=380m

_bz =
5 |H he =2 g2 h, =180m

hy =
H=h, +h, 2x10

e irf" h : hy = 100m
1
: ! 1) vy,=v; +gt;
T

2) Llamando t, al tiempo que tarda en recorrer h;:

h; = vty + _;- gt? = 300=40t, + % 10t} = t,=5s Luego llega al suelo alas 10" 5¢

3) |u=q;’2gH=,.’2x10x380 =87 mis

5

L}; Problema III-58. Determinar la profundidad de un pozo si el sonido producido por una piedra
que se suelta en su brocal, al chocar con el fondo, se oye 2 s después de ser soltada. (Velocidad

del sonido: 340 m/s; g=9,8 m/s%).

Problema III-57.

Solucién

t;: tiempo de bajada de la piedra. t,: tiempo de subida del sonido. h: profundidad del pozo.

1
h=Egt12 =4,9tf

h=ut, = 340t, -

tl+t2=2s

Problema I1I-59. Se deja caer una piedra desde un globo que asciende con una velocidad de
3 m/s; si llega al suelo a los 3 s, tomando g =10 m/s?, calcular:

1. Altura a que se encontraba el globo cuando se solté la piedra.

2. Distancia globo-piedra a los 2 s del lanzamiento.

Solucién

Tomaremos el origen de coordenadas en el punto en que se suelta la piedra. Magnitudes positivas son las
que tienen direccién hacia arriba.

1) vy=3m/s

g =—-10mk? h=vgt+%g’c?=3x3—é10x9=—36m
t=3s

2) t'=2s. h; distancia del globo al origen en t’. h,: distancia de la piedra al origen en t".

hy=vgt'=3x2=6m

= [d=6+14=20m

hz=u0t’+%g’c’2=3x2—-§;10x4=—14m
Problema I11-59.

Problema III-60. Dos proyectiles se lanzan verticalmente de abajo hacia arriba, el primero con
una velocidad inicial de 50 m/s y el segundo con la velocidad inicial de 30 m/s. ¢Qué intervalo de
tiempo tiene que haber entre los dos lanzamientos para que los dos lleguen a la vez al suelo? (To-
mar g=10m/s?).

Solucién

El tiempo que tarda el primero en llegar al suelo se calcula:
1
h=0=vgt, —Egtf = 50t,-5t=0 = t,=10s

El tiempo real del segundo sera: 5

h=0=u02t2—%gt§ = 30t,-5t=0 = t,=6s

Problema III-61. Dos proyectiles se lanzan verticalmente hacia arriba con dos segundos de in-
tervalo, el primero con una velocidad inicial de 50 m/s y el segundo con la velocidad inicial de
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80 m/s. ¢Cudl seré el tiempo transcurrido hasta que los dos se encuentren a la misma altura? ¢A
qué altura sucedera? ¢Qué velocidad tendréd cada uno en ese momento? (g = 9,8 m/s%).

Solucién

h=50t-49t°=80(t-2)-49(t-2° =
50t =49t =80t - 160 — 4,9t* - 49x 4 + 2x 4,9% 2t

= t :3,625iI

h=50x362-49x362°=1168m |

v;=50-98x3,62=145mis | [v,=80-9,8x162 =64,1mjs]|

Problema III-62. La cabina de un ascensor de altura 3 m asciende con una aceleracién de
1 m/s>. Cuando el ascensor se encuentra a una cierta altura del suelo, se desprende la lampara del
techo. Calcular el tiempo que tarda la l&mpara en chocar con el suelo del ascensor. (g = 9,8 m/s%).

Solucién v
1% METODO:
En el instante en que empieza a caer el cuerpo al ascensor lleva una velocidad vertical y hacia arri- R s T :
ba v.

El espacio vertical y hacia abajo que debe recorrer la ldmpara es: h— (vt + at?/2) (h = altura del as-
censor) y (vt + at?/2) ascenso del suelo de éste. La lémpara al desprenderse lleva una velocidad inicial

hacia arriba v. Aplicando la ecuacién: v = vt +at¥/2, siendo positivas las magnitudes hacia arriba y
negativas las descendentes, tendremos: »
]! ut — é g't?'
1 2 7 2 2h 2x3 i
—h+vt+=at* =vt—= = t= = s=074s 1 il
2 ggt 1'g+a 98 +1 P SR = S £ &
|
2° METODO: Lot + L at?
La aceleracién de la lampara respecto al ascensor, considerando magnitudes positivas hacia abajo, es: 2

Oga =05 —0a,=98-(-1)=10,8 m/s?

Problema I11-62.
1. .3 [2n _ [2x3
= — = |— = = 4
h 2 agat = t " 108 074 s

Problema III-63. A una cierta hora del dia los rayos solares inciden sobre un lugar con un &n-
gulo ¢ con la horizontal; dejamos caer libremente un cuerpo desde una altura h sobre un terreno
horizontal. Calcular la velocidad de la sombra cuando el cuerpo se encuentra a una altura y del

suelo.
Solucién
Al ser: P Vo NN gz-—l—@ = V:—I-—u
tgp dt tgyp dt tgp

por otro lado, la velocidad del cuerpo cuando ha recorrido un espacio h-y es:
Problema I1I-63.

v=\2g(h-y) = V=7\'29{h“9}

tgy

Problema I1I-64. Si la resistencia que opone el aire en reposo produce una deceleracién

a=-kv (se opone al movimiento en su seno), y suponiendo que g es constante, calcular:

1. La posici6n en funcién del tiempo en el ascenso de un objeto lanzado verticalmente hacia arri-
ba con una velocidad inicial v,.

2. Laaltura méxima alcanzada por el objeto.

Solucién

1) Trabajando en el eje OY, tomando su direccién positiva hacia arriba; el valor de la aceleracién del mo-
vimiento rectilineo que posee el proyectil, sera:

dv 1, g+hkv

t 7]
a=-g-kv=0=— = —Id::J di = ~t==h="—— = =
dt 0 v G + kv k  g+kv,y

[(g +kvg)e™ —g]=

B

j:dy=j%[{g+kug)e'h—g1dt = |yl=L g+ ko)1 - e™) - gkt]

t
0 k?
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2) En la cispide:

ki
v=0 = (g+kvy)e=g = t=ilng'+—%
z k g
sustituyendo en v(t) v operando:

h:%(uok—glnm]
k g

D) OSCILACIONES

FORMULARIO
Movimiento vibratorio arménico simple (MAS) en trayectoria recta

x = A sen (wt + )

U=J‘(=chos(cut+go}=w-“l'A2 ek
0

0= =2m
T
a=0=%=—-Aw? sen (wt + ¢)=-w’x
Composicion de dos MAS de la misma direccién v frecuencia:
x; = A; sen (ot + ;)

AZ=AZ + AZ + 2A,A;, cos(p; — )
=x;+Xx,=A t+

x, = A, sen (wt + @,) X=Xy =Asen whte) tgp= Ajsenp, + Ay senp,
Si los dos MAS se encuentran en CUADRATURA [, —p,=m/2 6 (2K + 1) n/2, (K € Z)]

N A, cosp;+ A, cosp,
A% =A? + A2 o=@+

A
tg @ ==L
z
. xg}:Asen(w;+go} p=0 = x:Asenwt:Acos[wt—E)
=0 = xp=Asenp
y xp=0
Sien t=0, x=0 yv>0 = x=Asenwt ;):0 R 0 Q X
t=0
R 0 B, P Q X %20
x:OL_ =0 v, >0
. 05 ; x x
_A B A (p:E x=Asen|wt+— |=Acoswt
La particula en su Mas pasade Py Q>0 —-R—-0— R O Q X
P, ... realizando un movimiento de «vaivén»; en este caso ' xl= 0 (=0
v<o<mafl. X=A
P - s i =7 x =Asen (wt+ x)=-A sen wt
Composicién de n MAS de la misma direccién y frecuencia: % o N
R (0] Q X
B - T - ——
A ~JZ}Z_AJ.AJ. cos (p; — p;) .
t=0
x =% x; = Asen (ot + ¢) 2 A sen g, vy <0
I tgp=t——
;AJ cos @, rp=§—2£ X=Asen[wt+—n]=—ﬂicosw!
Composicién de MAS de la misma direccién y diferente frecuencia: R 0 Q X
& i : t=0 x=0 '
X; = sen (@t + =-A
; ; i TP x=A; sen(w,t+p,;)+ A, sen(w,t+p,) %
Xy =A, sen(w,t+p,)
si 2t _T_m
w, vy T ny

(con n; y n, nimeros primos entre si)

=

Diversos valores de la fase para distintas posicio-
nes iniciales de la particula en su mas.

N
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Composicion de MAS de la misma direccién y pequeia diferencia de frecuencia. Modulacién de amplitud. Pulsa-
ciones:

- 2 2
|05y =0, 22 |0, F 0 A(t)-iJAl +A; + 2A;A, cos(w; —w,)t

P1=p;=0 y=P1-wy 1
2n e

Alt): funcién de modulacién. »: frecuencia del movimiento oscilatorio resultante [x(t) = X; + X,]

AR vt

Superposicién de dos Mas de frecuencias parecidas. Las lineas envol- Pulsaciones o batidos.
ventes corresponden a la funcién de modulacién.

o

Wy — @, w; +w
PULSACIONES O BATIDOS: A=A, = x(t)=2A;cos —2——Ztsen—L -2}

Frecuencia del oscilador: v = (v, +v,)/2 = 1/I" (I': tiempo que la particula tarda en dar una cualquiera de sus oscilaciones).

Wy — 1 1
Alt)=2A;cos 2—2t = T =—=——"(
t Vp Vi—Vg
Movimiento vibratorio amortiguado:
_ B 2n
x = Age™* cos (wt + p) A=A gt r==-
I

— bt —kew ([t + I7) AI
A;=Age A,=Ape 0=2rxk=In—

Ay

X x
A, b
A e cog wi Age™" cos (wt + )
X, =A, cos p \\“‘H-E_H -
A oe—kw: = - 7/ Ane ot
“"““-——»/___/__ J __-___. —-____/___/_h
4 A, !
t 1 t
o) olt t,+I t+ zr\/ \/
S i e
- \ =
-4, -A, L LLIER
El movimiento vibratorio amorgiguado como funcién del tiempo El movimiento amortiguado como funcién del tiempo cuando ¢ = 0.
cuando ¢ =0. Las curvas envolventes son A = A (t). Obsérvese la disminucién continua de su amplitud.

El movimiento vibratorio amortiguado NO ES PERIODICO, lo que ocurre es que a intervalos de tiempo iguales (I") se hace x=0,
pero en ese tiempo la amplitud de este movimiento decrede en e’
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B (0]
A

Problema [11-65.

870 ondas

.

Problema I1I-68.

Problema III-65. Demostrar que un movimiento vibratorio arménico de trayectoria recta, coin-
cide con el movimiento de la proyeccién sobre un didmetro, de una particula que gira uniforme-
mente alrededor de una circunferencia®.

Solucidén

Supongamos una partfcula saliendo del punto P’ representado en la figura, girando sobre la circunferencia
en el sentido de la flecha. La proyeccién de P’ sobre el diametro QR es P. Cuando la particula pasa de P’
a M’, su proyeccién pasa de P a M; cuando llega a @, su proyeccién llega también a Q, etc. Al dar I3
particula una vuelta completa, su proyeccién describe un vaivén sobre el diametro, es decir, una vibracién
completa (de P a Q, volver hasta O; llegar a R, y retornar a P).

Si w (frecuencia angular, constante de este movimiento arménico que coincide con la velocidad angulay
del punto imaginario) es la velocidad angular del movimiento circular, en dngulo P’OM’ descrito en un
tiempo ¢, serd igual a wt. Considerando el fridngulo rectadngulo OM’M, obtendremos para valor de la elon-
gacién: OM = 0OM’ sen OM’M, es decir: x(t) = A sen (wt + ), va que el dngulo OM'M=wt+¢p velra-
dio se identifica con la amplitud del mas.

La correccién de fase (p) representa el dngulo formado por el radio en el origen de distancias, con el eje
oY (P'OY).

Si en vez de proyectar M sobre X, lo hacemos sobre Y, la ecuacién del Mas es:
v (t) = A cos (wt + ¢)

La elongacién de un MaS, como proyeccién de un movimiento circular sobre el didmetro, se expresa en
funcién del seno o el coseno, dependiendo del eje de proyeccién escogido. En realidad, se pueden emple-
ar indistintamente cualquiera de las dos funciones ajustando el valor de ¢ a las condiciones iniciales del
problema que se trate.

Problema III-66. Un punto material describe uniformemente una trayectoria circular de 1 m de
radio, dando 30 rpm. Expresar la ecuacién del movimiento vibratorio arménico que resultaria al
proyectar sobre un didmetro las posiciones del punto material en los dos casos siguientes:
1. Se comienza a contar el tiempo cuando la proyeccién del punto mévil es el centro de la cir-
cunferencia y el movimiento va en el sentido de las agujas de un reloj.
2. En el caso de comenzar a contar el tiempo cuando el radio ha girado desde la posicién ante-
rior un angulo de 57,328°.
Solucidén

1) x=Asenwt

x =100 sen xt CGS

57,328 % 3,14
B 180

A=100cm
w = 2mv = 7 rad/s

2) x=Asen(wt+p) ‘57328" . =1rad |X=IOOsenl{:zt+1]J

Problema III-67. Un Mas viene dado por la ecuacién x =A sen (wt + p) siendo las condiciones

iniciales (para t=0) x=x, v v=U, determinar las constantes A y ¢ para una determinada pul-
sacién w.

Solucién

R
A= xg+(—ﬂ)
w

WX,
@ =arctg —
Yy

x = A sen (wt + p) Xg=Aseng

t=0

x = Aw cos (wt + ) vy = Aw cos @

Problema III-68. En la experiencia correspondiente a la figura el cilindro da una vuelta en 2 s.
Dada una vuelta, el dibujo que se ha realizado en el papel consta de 870 ondulaciones completas
cuya méxima dimensién transversal es 3 mm. Determinar la frecuencia, el periodo v la ecuacién
de movimiento —supuesto vibratorio arménico simple— de la punta entintada, si entra en contacto
con el cilindro cuando pasa por su posicién de equilibrio, en el sentido que se considerara de x
crecientes. Calcular también la elongacién al cabo de 0,1 y 0,01 s de iniciado el movimiento.

Solucién

870

870 vibraciones corresponden a 2 s, luego la frecuencia sera: PR R 435 Hz

1 ,
La pulsacién sera: w = %{1 = 2mv = 8707 rad/s

El periodo sera: e i

y 435 °

* Ver movimiento circular y uniforme en el capitulo V.
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i 03
La amplitud de lavibracién es: A= - 0,15cm
La ecuacién del movimiento es: [ x=0,15 sen 870xt [ CGS
Para t=0,1s: | x;=015 sen 870z 0,1=0,15sen =0 |

Para t=0,01s: X, =015 sen 870 :rHO,OI =0,15sen 077x=0,12cm

Problema I11-69. La ecuacién del movimiento de una particula viene dada en el si por la expre-
sion: x =107 cos (2nt + w/4). Calcular:

1. Elperiodo de la vibracién.

2. Los valores extremales de la velocidad y aceleracién de la particula.

Solucién

1) Silacomparamoscon: x=Acos(wt+p) = w=~Zrradls= —?T—ir— = F;I?

9) v=x=-211072 sen [2::: +%j
| vy =+2m 1072 mfs ‘

T
Znt+—=|=%1
sen( JT. 4]

7 |
a=b=%=-4r% 107 cos{Zfrt + %J =—4x®x |

x=tA

= ‘ Ay = £47x% 1072 m/s?

Problema I1I-70. Un punto material oscila con movimiento vibratorio arménico simple de am-
plitud 2 cm y frecuencia 10 Hz. Calcular su velocidad y aceleracién extremas y la velocidad v ace-
leracién en el tiempo t=1/120s. Suponer la fase inicial nula.

Solucién
A=2cm x = 2 sen 20t
©=2nv=20ms" v =405 cos 20mt = 207 +/4 — x*
p=0 a=-800r? sen 20xt = - 4007 %x
Para cosZ0mt=%1| = Upae = 140 cmfs
Para senZ0nt=%1| = s = F800m? cmys?
20x T
v =40 cos =40r cos = = 20 /3 cm/s
; 1 120 6
=——5
120

a=-800r7 sen % =—400x% em/s®

Problema III-71. La aceleracién de un movimiento queda determinada por la expresion:
a=-16m"x, estando a medida en cm/s? v x (distancia al origen) en cm. Sabiendo que el desplaza-
miento mé&ximo es 4 cm y que se ha comenzado a contar el tiempo cuando la aceleracién adquie-
re su valor absoluto méaximo, en los desplazamientos positivos, determinar:

1. La ecuacién del desplazamiento para cualquier instante.

2. Lavelocidad y aceleracién extremas.

3. La velocidad y la aceleracién cuando el desplazamiento es la mitad del maximo.

Solucién
1) A=4cm x =4 cos 4at
‘P=% v=-167 sen 4ot = -4 ,[16 — x°
w=4gs" a=-64x? cos 4nt = -16m%x

2) Los extremos seran: L
Si cosdmt=%1 = | O = 7 64” cm /s?
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|u=—4:'r\|'16—~4 =87 /3 cm/s ‘
[a=-167°2=-32x% cm/s’ |

Problema I1I-72. Para un MAS de la particula, su velocidad es 3 cm/s cuando su elongacién es
2,4 cm vy 2 cm/s cuando su elongacién es 2,8 cm. Determinar la amplitud v su frecuencia angular,

Solucién
Sea el movimiento de ecuacion: x=A sen (wt + @)
v=k=Awcos(wt+p)=w AT -x* = v? =w? (A7 - x?)

sustituyendo los valores dados en esta dltima ecuacion:

9=0p? (A% -576) 9 A%?-576 3
! L A=31 = =153 fs
4=0p? (A% -784) ® 4TaAat 78 T ¢ J3.12-576 e

Problema III-73. Las aceleraciones extremas de un MaS para una particula son: +158 cm/s?, la
frecuencia de las vibraciones es 4 Hz vy la elongacién cuando t=0,125s es x=0,125cm y
v < 0. Escribir la ecuacién del Mas de la particula.

Solucién

Tomamos como ecuacién: x = A sen (wt + ), v como la aceleracién es extremal para x =+A, tenemos:

2 2
ay =w°A=158 cm/s ay 158
A=—"%=——-=0250
w = 2nv = 8x radfs w’  64m? o
:r+gp=%rad = 5,9:—5ﬂrad

£=0125s = 0,125=0250%enlr +¢) = sen::+gp]=é
3r+:p=%rrad = <p=—%md

x=0,250 sen (8t + ) ‘

lquier instante:
como en cualquier i PR )

ﬁf’=—5—n = u=23cos(n—%)>0
sit=0125s y:
(p:—% = u=2.7rcos(n—%]<0
luego la solucién vélidaes ¢ = — %rad, luego: x(t)= 0,250 sen [Sﬂt - %J CGs

Problema I1I-74. Una particula que se mueve con un movimiento vibratorio arménico simple,
tiene un desplazamiento inicial x,=1,5 cm, una velocidad inicial dirigida en el sentido positivo
del eje X de vy =37 \3 em/s vy su periodo es 1 s. Determinar las ecuaciones horarias del Mas.

Solucion

x(t):Asen{wt+go]=Asen(-Zl?—t+qu xp=Asengp
T 2mxy

A t=0 2 tg p=—-
i w DA T
U(f)z)'c;z;,écos{%_it-i-(p] Uy T Acos ¢ vy

=3sen| 2nt+2X
X SED[J‘I+6)

2mx 1 T
= art 0= — = g==rad
4 ¢ U()T w'@ 6 s
= = v=6mcos| 2xt + 3 CGS
A=—20_ _3cm
sen ¢

a=-127° sen [Z.ﬂ + %)

Problema I11-75. Una particula vibra con un Mas obedeciendo a la ecuacién horaria dada en €l
st x(t) =107 cos (8t + 7/6).
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1. Hacerla representacioén grafica x = x(t). R D 0P, P 0 x
9. Determinar el tiempo que tarda la particula en pasar por tercera vez por —

3 St e & xa . 0 O
la posicion de equilibrio. ‘#JI

3. Calcular el espacio recorrido por la particula en ese tiempo. A A

Solucién
Problema I1I-75-12.

1) A=102m=1cm A m:ﬁ:r:radfs:QTJI = T==s5 ~a
A t=0 = xﬂ:IO'zcos%:8.66-10'3m=0,866cm

U(f}:j:—SnIO'QSQH[SHT+%] A t=0 = ua:—8x10259n%=—43110'2m<0

La particula al pasar por P, (t=0) se dirige hacia la izquierda, es decir: va de P, a O en la Fig. 12

:is
24

= t

J b J
= = L e
x=0 = 005(83t+6] 0 = 8n +6 2
T
El intervalo de tiempo que tardaenirde Oa Res T/4=1/16s y es el mismo quede R a Ax (m) x(t) = cos [SJIf + E]
0,de Oaq, .. Luego (Fig. 22):

1
0,866
5 11 '

i F] 2
t(s) g 24 48 6 48

LN
o

x (em) || 0,866 0 N -1 A [0} 7 1 ~ |0,

To
on
(=

t(s)
5 — 0 - R - o — Q -> >

P

[t S

LY At

2) El tiempo es: P Tramelog

3) El espacio recorrido en ese tiempo por la particula sera:

1|~

s=0,866 + 4A = 4,866 cm Problema I11-75-2°.

Problema II1-76. La gréfica de la figura nos representa la posicién en funcién x (m)
del tiempo de una particula que oscila en torno al origen. Determinar:

1. Sus ecuaciones horarias x=x(t), v=v(t) v a=alt) y representar las dos
tltimas.

2x 107

v
: ; ; . 0 /T ts)
2. El espacio recorrido por la particula en el primero, sequndo v tercer segun- 4 1
do a partir de t=0.

Solucidon

._.
=]
s

oo

Ll

| I T

1} Tomamos como ecuacién: x (t) = A sen (wt + ¢). La grafica de la figura dada nos
indica que para ¢t =0, la particula se encuentra a la izquierda del punto de equi-
librio O (Fig. 1%), alejandose de €l y que la fase inicial cumple: 7 < ¢ <3m7/2.
Ademas A=2x10%m, T=17/6-5/6=25 = w=27/T=xrad/s, y que:

Problema 111-76.

i=0 = x,=-10?m = -10%=2x10%sengp = sengp:—% = qozzg-rad R F 0] P Q

| e

: ; ; » 77 :
luego las ecuaciones horarias del Mas escritas en el si: x(t)=2x 107 sen (.«rr + —TJ = &

Problema [II-76-1%.

vit)= % = 221072 cos (:ct + 76ﬂ) alt) =i =—27%107? sen [m + %) = —Jrthl
|

t=0 = a=7°10"m/s®. (x=10"m); a=27°10° m/s* (méxima) cuando: 2221072

¥=-2x10%m vy t=1/3s; a=0 (x=0) cuando t=5/6... Las graficas son

las de la Fig. 22 7’10
2r107¢

2) t=1s = x=2x10"2sen&

=10%m=1cm 0
-1,7210°*
La particula ha ido al extremo izquierdo, ha pasado por el origen y se encuen-

tra a 1 cm de él; luego la distancia recorrida es:

si=1+2;T;4C|n

Problema III-76-2°.
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y

Al 5QP, (t=0)
yOT i
O(y=0)
A
1 _OR

Problema [lI-77.— La particula oscila
en torno a su posicién de equilibrio
{O) con un MAS; elegido en O el ori-
gen para el anélisis del movimiento,
no serd necesario tener en cuenta g
(aceleracién de la gravedad), como
se demuestra en el parrafo VI-8 del
libro de teoria (Fisica General) de los
mismos autores.

Para t=2s (un periodo) la particula habré recorrido:

En t=3s=T+1 habra recorrido: | sg=4A +5, = 12cm-|

Problema [1I-77. Una particula, suspendida de un muelle vertical, realiza un movimiento vibrs.
torio arménico con una amplitud de 10 cm v una frecuencia de 0,5 Hz. se empieza a contar tier,.
po en el instante en que la particula estd 5 cm por encima de su posicién de equilibrio y bajando,
1. Obtener su ecuacién de movimiento.

2. ¢En qué instantes alcanza la méxima elongacién negativa?

3. ¢En qué instantes pasa por la posicién inicial?

Solucién
1) Tomado el eje OY en la direccién del movimiento y sentido hacia arriba, la ecuacién buscada es:
y=Asen (wt+p) con: A=10cm: v=0,5Hz = w=2705=nradls

A falta de la fase inicial la ecuacién es:  y=10sen (nt+¢) CGS

Condiciones iniciales: t=0, v =+5 cm, v<0
T
i=0g 3 =grad
= 5=10sen(0+¢) = @p=arcsen0b =
y=+5cm 5
py, =—rad
6
qp1=% = UO=IOECOS%>O
La velocidad es: v=0=10mcos(nt+¢p) =
5n 5n
:pz=? = UQ=IORCDS?<O

Por tanto el valor de la fase inicial que corresponde a la velocidad inicial negativa es 57/6, v la ecua-
cién buscada resulta:

Sn
=10 t+
y sen(::a— 6]

2) Elongacién maxima negativa: y=-A=-10cm

—10:105&n(xr+5?ﬂ] = nt+%=3§+2:m, n=0,1.2,..)

t=(-g~-—g]+2n = t:x%-!—.?ns

es decir, la primera vez a los 2/3 sequndos v después cada 2 sequndos, que es el valor del periodo.

3) Pasa por la posicién inicial cuando y=+5 em.

:rr1+-——5”=arcsen0,5=£+2xn = :1=_£+2n5

5x 6 6 3

+5=10sen m+—é— = 5 .
7ty +——t;I = arcsen 0,5=?”+2m1 = t;=2ns

La solucién t; para n=0 da un tiempo negativo, sin interés por corresponder a un paso por la posi-
cién inicial antes de que empecemos a observar el movimiento. Por consiguiente, los instantes en que
pasa por esa posicién son:

2 4 4 4
t1=—§+2n n=12,.. = t1=§, §+2, §+4, ol
t,=2n n=0,12.. = Iy=0,2,4,::5

Las soluciones t, son de velocidad negativa (bajando) v las t; de velocidad positiva subiendo).

Problema I1I-78. Una particula realiza un movimiento vibratorio arménico en el eje OX, siendo

su ecuacién: x =2 cos (2t —/3) escrita en el sl.

1. Representar gréaficamente el desplazamiento x, la velocidad v v la aceleracién a en funcién del
tiempo t.

2. Representar gréaficamente la velocidad vy la aceleracién en funcién del desplazamiento.

Solucién

1} Las expresiones que hay que representar son:
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=—4sen|2t-Z
Seﬂ.( SJ

=-8 cos [Qt - E]
3

v=—
dt
x=2cos(2£~ﬁj =
3 a—ﬂ
[ at

s n y
cuyos valores iniciales son:  x, = 2 cos (— EJ =+1m; v =+2 3 mfs; ay = —4 m/s®

x (m)
v [rrv’sg v (my/s)
gfms] ! : w81 a(m/s%)
LY
v
L\
x|= —Zm
o |
Problema [I1-78-1°. Problema III-78-22,
W 23
Son funciones periédicas de periodo: TE e 0 21 =ms
w

La funcién coseno toma los valores 0 v +1 en los instantes siguientes:

cos(2t—%}:0 = 2t—-%=(2n+1}% con: n=0,12. = th(2n+I]Z % ?;__%, 117;,,__

cos[zr—%J:—I = 2:-%:(2“1};: = t=f2n+])%+%=-2§3,5—;,%‘...

Un calculo andlogo para la funcién seno proporciona los valores necesarios para construir la grafica de
la figura 12

2) v=-4sen 2£—— =-4 ||I~cos Zr—— “

Y (cm)

G=—8cos[2t~—g-] = a=-4x

cuyas representaciones gréficas son las de la figura 2° La doble rama de la velocidad co-
rresponde matematicamente al doble signo de la rafz cuadrada, v fisicamente a que la
particula pasa por cada posicién en los dos sentidos, con velocidad positiva en uno y ne-
gativa en el otro.

Problema I1I-79. Determinar la ecuacién del movimiento vibratorio arménico que
Tesulta de estar sometida una particula a las vibraciones: x;=5sen2at y
X;=5sen (2nt + n/3) estando éstas escritas en el sistema cGs. Construir el diagrama
vectorial (Fresnel) de la composicién de amplitudes. Problema III-79.~ Construccién de Fresnel.
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Solucién
i
X=X;+X,=5 [sen Zmt + sen (2:1:: + Eﬂ

A-B

Aplicando: sen A+sen B=2 sen il 7

Ccos

y simplificando se obtiene: x =543 sen [2th + %] cGS

Problema III-80. Calcular la diferencia de fase que deben tener los movimientos vibratorigg
armoénicos del mismo periodo, direccién y amplitud, para que el movimiento resultante tenga |y
misma amplitud que cualquiera de ellos. Representar gréaficamente los movimientos componentes
y el resultante.

Solucidén

La amplitud del movimiento resultante es: AZ=AZ + AZ L 2AA, cosp

Como es condicién del problema que A, =A, =A:

A?=2A% 1 2A% cosp = cosgp:—% = (pz?]’ad

Las ecuaciones de los dos movimientos las escribiremos de la forma:
2
x; = A sen wt x2=Asen(wt+?

El movimiento resultante tendrd por ecuacién: x=A sen {wt + &)

— — Apsenp _ Asengp _ senp _ sen 2n(3 il e
A +A,cosp A+Acosp I+cosp 1+cos2n/3 3
La ecuacion es: x = Asen [wt + %)

La representacion grafica de x; = f;(t) es una sinusoide que parte del origen.

La representacién de x, = f, (i}, como: Xg2 = A sen %Ji =A —ngz 0,866 A

serd una sinusoide con ordenada en el origen x,,, teniendo en cuenta que para ot =m/3 rad se anula x,,
adquiriendo a partir de ese valor del tiempo, valores negativos:

La ordenada en el origen del movimiento resultante (t = 0) es:

x0=A5en%=A§=O,866A

idéntica a la anterior. El valor maximo de la elongacién se encuentra para wt=:/6 rad, v su anulacién
para wt=2m/3 rad.

A
0,866 A

-A

Problema [11-80.

Problema III-81. Determinar la amplitud vy la ecuacién general del movimiento vibratorio arma-
nico que resulta al estar sometido un punto material a las vibraciones x; =3 sen (8xt+x/2) v
x, =4 sen 8xt, estando escritas en el sistema CGs. Construir el diagrama vectorial de la composi-
cién de amplitudes.

" RAERCEEEREE AN Ecett TRttt t1titttTtttT1tittdictqeetetMtiatte sttt a1t
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Solucidén G A wn
A=A} + A =5cm
27 B
Como son dos Mas del mismo periodo: 8at=2t = T-= 2 s x(t)= 5 sen (wt + 0,27)
Y {em)

iendremos: A% = A + AZ + 2A/A, cos(p; — ;) =37 +47 +2x3 x4cos%: 25cm® = S

> [a=125 -5em]

A 3sen X+ 4sen0 3 36.87 x Wl non II\‘\ !
tgyp= Apsengy + Ay senps . 2 =5= 075 = ¢=3687°= W =0,27 rad = wt'+ 0,27 \‘._
Aycospr+ Az 0802 3005T 4 4cos0 *\ LRFAN
2 | w2 v X (em)
o = "3 14 15
La ecuacién del movimiento sera: x=5sen (8xt +0,27) =5 sen z (8t + 0,2) ] CGs A, / !

x(t)

Problema II1-82. Sometemos a una particula a tres movimientos arménicos de la misma fre-  Problema 11I-81.— Los &ngulos estén
cuencia y que tienen la misma direccién de vibracién; siendo 0,30, 0,35 y 0,45 mm las amplitudes  expresados en radianes.

de estos y la diferencia de fase entre el primero y el segundo 25°, y entre el segundo y el tercero

35% determinar la amplitud de la vibracién resultante y su fase relativa al primer componente.

Solucién
A;=030mm p, =0 x; =0,30x 107 sen wt
A, =0,35mm 0 =25°=g—zrad x,=035%107 sen[mt+2—z]
A; =0,45mm Py =60"= %rad x5 =045%107 sen (wt + %J

AZ‘:Z.ZAE-AJ COS{(,!)j —qoj)=Af + Ag +A§ +2A£A2 CO5|:§92 "W1)+2A1A3 COS{‘P;; _?’1]+2A2A3 cos [503 _{02)
[

Siisiifigeco: g L Asenyp _ Ajseng; + Ay sen g, + Az sen gy

Y A cosp, Ajcosp;+A,cosp,+ Az cosp

Sustituyendo valores v despejando: [A =1 mm | ITp =0,568 rad |

Problema I1I-83. Una particula se encuentra sometida a dos MaAS de la misma direccion y fre-
cuencia encontrandose en cuadratura y teniendo por ecuaciones escritas en el sistema CGS:
X, (t) =4 sen (nt + 57/6) y x,(t) =3 sen (nt+x/3). Componer analitica y gréficamente estos dos
MAS y representar su diagrama vectorial.

Solucién

Se encuentran en cuadratura ya que ¢, —p, = /2 rad. Analiticamente, el movimiento resultante sera de
ecuacién: x=A sen (nt +p). La amplitud resultante A y la fase inicial ¢, serén:

LY (cm)
L X (cm) ol e
- ks ~ e
q_\___\_\_ 5 \.\\
it + — _— \‘\‘
I . L v &
m+1,974 5 %\ \w
-~ ‘\\ 5 \\‘ P
VA o
\¢ ) I'u / il\
f ; ! Lt | X (cm)
0 ] ' 13 14 i5
C x(t) | Lo o
; \,’?
. Af i

Problema [I1-83-17. Problema I11-83-2°.
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A=.A?+A] = A=5cm

o=acig Al | = |0=0927md| = [xB=5sen+1979)] cos
2

p=p,+® = |p=1974rad

Problema III-84. Una particula estd sometida a dos MAS que tienen la mismg
direccién y cuyas ecuaciones escritas en el CGS son: x;=0,2sen5xt y
x,=0,2 sen 10mnt.
1. Hallar la ecuacién del movimiento resultante y su periodo.
2. Determinar el momento en el que la particula se encuentra por primera vez
en su maxima separacion al origen (x = 0) y, calcular ésta.
3. Representar gréficamente y en funcién del tiempo los MAS componentes
[x;(t) v x,(t)] v el movimiento resultante [x = x(t)].
Solucién

0,35

021

1) | x=x; + x5 =0,2 (sen 5at + sen 10xt) = 0,4 sen 7 5xt cos 2,5t

t(s) = o i P
s que es la ecuacién de un movimiento no arménico pero si periédico v cuyo valor
o se calcula:
2
wlz—x=5:zrad:'5 = T,;=04s
1 w; n, T, 1
2 N
w2=—ﬂ=1031‘radfs = T,=02s o4 Te W
0,2 T,

=\ [T=2T,=T,=045]

2) La particula alcanzara su méxima separacién al origen (x=0 vy t=0), cuando su
-0357 velocidad sea nula o lo que es lo mismo, cuando la primera derivada respecto del
tiempo sea cero (x =0):

Problema [1I-84.- Gréficas del movimiento resultante y
de los MAS componentes. k=m(cos5mt+2cos 10xt)=0 < cos5at+ 2 (cos? 5at —sen? 5at)=0 &

&  4dcos? Sat+cosbat-2=0 = ‘:=0,06ﬂ = [xlw:0‘35cm|

Se puede comprobar que el periodo es 0,4 s sustituyendo en x(t) elvalortpor t+04 y x(t) serala
misma; en efecto:

x(t+0,4) =02 [sen 5x (t + 0,4) + sen 10z (t + 0,4)] =
=0,2 [sen (5at + 27) + sen (10xt + 47)] = x (£)

Problema III-85. Una particula participa simultdineamente de dos Mas de la misma direccién,

cuyas ecuaciones escritas en el sistema cGs son: x, =0,3 coswt y x, =0,3 cos 2xat.

1. Determinar la ecuacién del movimiento resultante y su periodo.

2. Hallar el instante en que la particula se encuentra por primera vez en su maxima separacién al
origen (x=0) y calcular ésta.

3. Momento en que toma en valor absoluto y por primera vez su méaxima velocidad y calcular
ésta.

4. Representar graficamente y en funcién del tiempo las ecuaciones de los MaS componentes vy
del movimiento resultante.

Solucion
x (m) 1) | x =x; + x5 = 0,3 (cos mt + cos 2xt) = 0,6 cos 1,5t cos 0,5:“1
06
- m1=2—ﬂ=nrad}s = Ti=2s
' N T w, T, 1
t(s) 9 .y g B |T=2T2=T1=25
O$ 0.27 5 2 @p e zrads = T,=1s S
2
2) El valor maximo de x lo alcanzard cuando cos mrt + cos 2t =2 {maximo valor que puede to-

mar esta funcién), lo cual ocurre cuando:
Problema [II-85.- Gréficas de las ecuaciones de

los MAS componentes v del movimiento resultan- t=0 —
te. '

3) El valor méximo de la velocidad sera alcanzada por la particula cuando la aceleracién de ésta
seanula a=0=0

h_r
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v=x=-03n(sennt+2sen2at) = a=0= -0,372 (cos it + 4 cos 2at)=0 =

—  cosmt+4(cos? mt—sen® mt)=0 = cosmt+4 (cos? mt—1+cos? at)=0 =

- 8cos’mt+cosmt—4=0 = |t-—-0,27s‘ A [u=—2,57mr’5]

Problema I11-86. Una particula esté sometida a tres MAS de amplitudes A; =3 mm, A,=1mm
y Ay =2 mm y cuyas frecuencias respectivas son: v; =20 Hz, v,=60Hz y v;=100 Hz, sila di-
ferencia de fase entre ellos cuando t=0, esigual a cero:

1. Escribir las ecuaciones de las componentes de la vibracién compleja y calcular su periodo.

9. Dibujar la grafica de estas componentes.

3. Dibujar la gréfica de la vibracién compleja resultante y calcular su periodo.

(@ 4 x (mm) (6) 4 x (mm)
X1 t)

X=X+ X5+ X3

b W

t(s)

&l~
8~

Problema I1I-86.- (a) Gréfica de los MaAS componentes. (b) Grafica del movimiento periédico resultante.

Solucién
1) w;=2nav; =40n rad/s = x;(t)=3 sen 40nt
w, = 2mv, = 120x rad/s = x,(t)= sen 120t (tens, xen mm)
w;=2av; =200z rads = X3 (t) = 2 sen 200xt

T1=i=is

v, 20 T, _n, 3

1_1 ﬁ:fzfl by 1
2=;;:.6_55 Tl_n3_6' nz-_:z’ = T:nITJ=n2T2=n3T3=%s
Ts—i=i5 T_B—E_Tt \

vy 120

2) y 3) La grafica del movimiento resultante sera la de la funcién:

x=x({t)=x + %, +x3.

Problema I11-87. La ecuacién horaria del movimiento de una particula escri-

ta en el cGs es: x(t) =0,4(1 + cos 20sxt) sen 40xt.

1. Determinar las vibraciones arménicas que lo componen y represéntalas gré-
ficamente en funcién del tiempo.

2. Calcular la frecuencia de este movimiento y represéntalo gréficamente en
funcién del tiempo.

Solucién
1) x (t) = 0,4 sen 40zt + 0,4 sen 40xt cos 20xt

A+B A-B Problema I1I-87.— Gréfica de los MAS componentes y del
teniendo en cuenta que:  sen A +sen B=Z sen 7 ST movimiento resultante.
A+ B=80nt 2A=120nt = A=60xt
A= B dgus 2B = 407t S - = x(t)=0,4 sen 40xt + 0,2 sen 60zt + 0,2 sen 20xt
v las vibraciones arménicas que lo componen:
| x,(t) = 0,4 sen 40at | [ x, (t) = 0,2 sen 60t | [ x3(t) = 0,2 sen 207t | cas
2) w;=40x rad/s w; 1 2
w; 2 1
w5 = 60x rad/s by 1 nzzf = T=nT,=n,T, =n,T. =ﬁs = v:lOHzi
—_— Ng =
wy = 207 rad/s w, 3 3
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Problema I1I-88. Una particula estd sometida a dos Mas en la misma direccién y de ecuaciones
escritas en el cGs: x, = 0,20 sen 120wt y Xz = 0,30 sen 1167t

1. Determinar el periodo del movimiento resultante.
2. La funcién de modulacién, sus valores extremos y los momentos en que toma éstos.

3. Representar gréficamente la ecuacién del movimiento resultante y la funcién de modulacién,
Solucién
1) x(t) =x; +x,= 0,20 sen 120xt + 0,30 sen 1167t

w; =120 radfs
w, =116x rad/s

v; =60 Hz
v, =58 Hz

L

w, T; 29

= [T=30T,=29T,=05s]

t(s) 2) AZ(t)=0,22+03%+2%x02x03cosdat=013+0]12cosdnt =

Problema I11-88.

= lA[t}= + J0.13+ 0,12 cos dnt | (s)

Los valores extremos los obtiene cuando:

cosdat=+1 = dat=kr = t=—s (k=0,1,2,..)

N

Ay =%(A; + Ap)=10,50 cm
Af=%

e (A;~A;)=%010cm

m =

3) Llamando A;=A(0) (t=0): A;=20,50 cm. El periodo de la funcién de modulacién es:

NI -05:=T
¥ — Vg

Problema III-89. Averiguar la frecuencia de la vibracién resultante v la frecuencia de las pulsa-
ciones que se producen al estar sometido un punto material a vibraciones de la misma direccién y
de frecuencias 440 y 442 Hz. Suponiendo 5 cm la amplitud de cada una de las vibraciones y que
ambas estédn en concordancia de fase (p; = ¢, = 0), determinar la expresién general de la elonga-
cién en funcién del tiempo.

Solucion

v +v, 400+442
vl T g4l e

La frecuencia de la vibracién resultante vendra dada por:

La frecuencia de la pulsacion sera: | v, =v,—v; =442 - 440 =2 Hz |

La ecuacién del MAS resultante sera:

X=X, +x;=2Acos[x (v, —v,)t]sen[n (v, +v,)t] = | x = 10 cos (2xt) sen (882at) | CGS

Problema I1I-90. Determinar la ecuacién de la vibracién que resulta de estar sometida una parti-
cula a los movimientos vibratorios arménicos de ecuaciones: x; = 0,5 cos 10t v x,=0,5 cos 12t
(escritas en el sistema CGS y teniendo ambas la misma direccién de vibracién). Calctilese tam-
bién el periodo de batido, el de vibracién v representar graficamente la funcion de la vibracién
resultante.

Solucién

A+B A-B

cos A+ cos B=2cos cos 2 = |x=x]+x2=cos:ﬂcosl]ﬂt
w;=2awv,=10xs' = v,=5Hz
como:
wy=2mv,=12x s = v, =6Hz
El periodo de batido sera: v,=v,—-v,=1Hz = T,= 1 =1s
v
P
El periodo de la vibracion sera: L ks 18 1—2{ Hz = T= % s

e

AR R RDRDRRR DD
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Problema I11-90.

Problema II1-91. Se superponen dos MAS de la misma direccién actuando sobre una particula,
1 la oscilacién resultante viene dada por la ecuacién escrita en el si: x(t) = 0,02 cos 92,7t cos 2,3t.
- Hallar:
1. Las ecuaciones de los MAS cuya vibracién resultante pueda dar dicha ecuacion.
2. El periodo de la pulsacién resultante.

Solucién

1) cosA+cosB=2cosA+B

%, (tl=Acosw;t E

. + W Wy = W,
] x(t)= 24 cos ZLTL2 poog 21— T2y
’ e Xy (t)=Acosw,t | 2 2

comparandola con la dada obtenemos:

= A=001m [ x, () = 0,01 cos 95,0¢ |
i w;+w,=1854 w;=950rads | =
w -0, =46 w, =904 rad/s | | x, (t)= 0,01 cos 90,4t
2 = 2av », =151 Hz B
) w, av; = v 5,1 Hz B — 1 s
wy=2nv, = v;=14,4Hz Py, — vy

Problema I1I-92. Una particula sometida a dos Mas en la misma direccién, amplitudes iguales a
0,2 mm y de frecuencias muy préximas, dan como resultado pulsaciones de periodo 0,1 s. Si la
frecuencia del sequndo movimiento aumenta en 0,025 de su valor, el periodo de las pulsaciones se
duplica. Determinar la ecuacién del movimiento resultante.

Solucién
t)= t =
xp(t)=A; senw; x(t)= 24, c0s L1 @2 4 o @105

Xo(t)= A; sen wt | 2
1 | ;
T,=———=01s = v,—v,=10Hz | v, =210Hz w; = 2nv, = 420 rad/s

vy - ¥y [ 1 _H 1 1

| v, =200 Hz wy =2av, =400 radfs

Vy-v, = 0,025v,=5 = v;-1025v,=5|

| x(t)=4x 107" cos Ibnt sen 410xt | st

Problema 111-93. De un oscilador con amortiguamiento viscoso conocemos la frecuencia angu-
lar  y el indice de amortiguamiento k. Si en el instante t=0 es x= X, Y U=1U, determinar los
valores de la distancia méxima alcanzada por la particula a partir de la posicién de equilibrio A, v
la fase inicial .

Solucién

e

> Aoe'k“” sen (wt+¢) = X= —chnf\‘oe"“"r sen (wt + ) + wAye™™ cos (wt + @)

2 {ug - k(uxD]2

Ay = [x§ + ?.TE{___,._._
Xp=Apseng 7\';_ s K

t=0 = Kk 3 = —
Uy = — K sen ¢ + Ccos ]
0 0 ® o COs xp ykZ (1 - w?)
@ = arctlg ——————
vg + kwxy




86 CINEMATICA DE LA PARTICULA. MAGNITUDES FUNDAMENTALES. MOVIMIENTO RECTILINEO

Problema I11-94. Una particula oscila con movimiento amortiguado de tal forma que su ampli-
tud méxima a partir de una determinada vibracién, se reduce de A=0,2m a 0,1 m en 10 ciclos
de oscilacién. Calcular en cuéntos ciclos se reduce la amplitud de A a 0,05 m.

Solucién

A=A, &™ y transcurridos 10I" sequndos (10 ciclos) la amplitud serd: A,,=A,e™“**", con lo que:
0 10 0 q

A 10kol” 2n A 20xk 0,2 In2
—— '=— —=e =——=2 k=——
e & 5 7 B 0.1 d 207

En n ciclos, transcurridos nI” sequndos, A pasa de 0,2 m a 0,05 m, luego:

Ao _

Ag _2In2
Aﬂ

T 2mk

2ank _ 012 o

0.05 = = 20 oscilaciones

e n

Problema II1I-95. Una particula realiza oscilaciones amortiguadas de ecuacién: x(t)=
=A,e™ sen wt. Calcular:

1. La velocidad de la particula en t=20.

2. Instantes en que el punto alcanza las posiciones limites.

Solucién

1) u[t}zi:Aowe'k“"{—ksenwt-r—coswt} A t=0 =

2) x(t) serd maxima cuando la velocidad sera nula [%(t)= 0], entonces:

x({t)=0 = —ksenwt+coswt=0 = tgwt=% = £"=i[arctg%+rm] A nelN
[

Problema I11-96. ¢Cuéntas veces disminuye la aceleracién de una particula que se encuentra en
su posicién extrema, con movimiento vibratorio amortiguado, en n (¥n € N) vibraciones? El de-
cremento logarftmico de este movimiento vale 0,2.

Solucidn

0=2ak=02=kal’ = k = @l =2rrad

-1
10x
xlt)= Age ™ cos (wt+p) = vlt)=%=-Awe ™ [kcos (wt + p)+ sen (wt + )]

llamando al(t) a la aceleracién de la particula, que en ese tiempo t ha alcanzado la méxima separacion y
a,(t+nlI") asu aceleracién después de n vibraciones:

alt)=b=—AgwZe™ [(I — k?)cos (wt + @) — 2k sen (vt + :p]]
a, (t+nl) = —AgwZe et [(1 ~k?) cos[w (t + nI")+ p] - 2k sen [w (¢ + nT) + (p]]

pero como wnl”=2nmx con n € N (ndmero par de 7):

a_ (t+nl)=-Agp’e @t [(I - k?) cos (wt + ) — 2k sen (wt + gp)] = | L =gl =g
a

Problema I1I-97. La ecuacién del movimiento oscilatorio amortiguado de una particula viene
dada en el sistema cGs: x(t) = 10 €% sen 0,5zt. Hallar:
1. El indice de amortiguamiento y el decremento logaritmico.
2. (Cuénto disminuye la velocidad de la particula, a partir de una posicién en la que x=0, en
una oscilacién.
3. Hacer la gréfica de x=x(t).
Solucién

1) Comparando la ecuacién dada con la ecuacién general: x(t) = A, ™ sen (wt + ), obtenemos:

p=0
kew =0,25s7"

2 o y=L-025Hz |k==| |6=InL=2nk=1
w:%radfs=-‘§=2:rw TRl 2 A N

A, =10cm
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9) Llamando v; = vit)=x(t) y vo=v(t+N=x(t+T), tendremos:

£} vy = Aawe"‘”' (—=k sen wt + cos wt)

Uy = Aowe"""‘“” [—k senw (t+ )+ cosw(t+ F)] A ol=2xs = u,= Aowe'k‘"[”m (—k sen wt + cos wt)
[v
kol _ _2ak _ 8
luego: E—I"—ew =e™ =e =e—‘
Uz |
x (cm) x (cm)

0,8+
0,6 n

0,47

s
I}

. Problema I11-97. Problema I1I-98.

- Problema I1I-98. El decremento logaritmico de un movimiento vibratorio amortiguado es 0,40,
su frecuencia de oscilacién 5 Hz y su fase inicial 7z/4. La elongacién es 0,10 cm, 1 s después de co-
menzar a contar el tiempo.
1. Determinar la ecuacién de este movimiento vibratorio amortiguado.
2. Hallar la velocidad de la particula vibrante en los momentos en que t es igual a: 0, 0,2, 0,4

v 0,6 s.
3. Construir la gréfica x =x(t).

Solucién
1) 6=272k=04 = k=~3- -
2 5x kw=2radls A x(t)=Age ™ cos (1 Ot + JE]
W= g =10 rad/s

t=1s = x=0l10cm = O,lo:Aoe"zCOS{lOf!+%J = Ay;=104cm

b o |
x(t) = 1,04e™® cos (IOM + —}] | coes

2) v(it)=x=-2,08e* [cos (lﬂm + %] + 51 sen [10:& - %H

En cada oscilacién (transcurridos I') la velocidad disminuye (ver problema anterior) en €’, y como
t=0, I, 2I' y 3I, entonces: d = kawl" =0,4 rad, obtenemos:

t=0 = |v(0)=-2,08 [cos%+ 5m sen %] =-2457 cm/s i

t=02s = @, 2)=0v(0) e =—-24,57e™% =~16,47 cmis

t=04s = \9(0,4}=u(0,2}e-é=u{0)e-2ﬂ=—11,04cm.ssj

t=06s = \ v(0,6)=v(0) e =-7,40 cm/s |
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