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MECANICA

CAPÍTULO III
~ ~

CINEMATICADE LA PARTICULA. MAGNITUDES
FUNDAMENTALES. MOVIMIENTO RECTILÍNEO

A) MAGNITUDES FUNDAMENTALES

FORMULARIO

Ecuación vedorial horaria (radio vedor o vedor de posición):

r=x(t) i+y(t)j+z(t) k

z
P' (x', ),1',z')

Ecuaciones analíticas de la trayectoria y ley horaria:

/1 (x, y, z) = O

I/2 (x, y, z) = O
s = s(t)

y
Velocidad media y vedor velocidad media:

~U

u=M"
- ~r
V=-

~t
- t;sv=-

~t
-+ /:11<v>=-

/:1t
Vedor velocidad:

Vedar desplazamiento. Vector velocidad media.
A

dr dr
'1"=-=-

Idrl ds

r. es el vedar unitario tangente a la trayectoria y es una función del tiempo.

f.

r2

1

12
dr = v(t)dt

rl t]

y

z

Vedor aceleración media:
6.va=-
6.t

Vedor aceleración:

d2r dv

a = ;: = ¡,= ax (t) i + ay (t)j + az (t) k = dt2 = di
A

S
U2

1
12

dv = a (t)dt
tlJ tI

v y a pertenecen al mismo plano
(plano osculador).

Problema 111-1. La ecuación vedorial horaria de una partícula que se mueve en un plano, viene
dada en el SIpor la expresión: r =(2t2 - 1) i + (t3 + 1) j. Calcular:
1. Elveetor de posición inicial.
2. La distancia al observador (distancia al origen del sistema de referencia) a los 5 s de haber em-

pezado a contar el tiempo.
3. Espacio recorrido por la partícula en el tercer segundo.

Solución

1) t= O
I ro =-1 + } m I Po(-l,l)m

2) t=5s rs = 491+ 126} m

Problema 111-2. La ecuación vectorial horaria del movimiento de una partícula escrita en el SI
es: r =(3- 6e - 3t3)i + (5 + 4t2+ 2t3)J + (2 + 2t2+ t3)k. Determinar la ecuación analíticade su
trayectoria y su ley horaria.
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52 CINEMÁTICA DE LA PARTíCULA. MAGNITUDES FUNDAMENTALES. MOVIMIENTO RECTILÍNEO

y (m)
8

7

6

5

4

2 3/2
Y="3x

3
2

1
X(m)

+--
5o 2 3 4

Problema IIJ-3-la.- Trayectoria.

30
s(m)

s = 4j![(t+ 1)3/2-1]25

20

15

10

5

o 2 3 4

Problema III-3-2a.- Ley horaria.

Solución

x =3 - 6t2 - 3t3

Y =5 + 4t2 + 2t3
z =2 + 2t2 + t3

x- 3=-3(2t2 +t3)
y - 5 = 2 (2t2 + t3)
Z- 2 = 2t2 + t3 1~=9=TI=>

La ecuación analítica de la trayectoria es una recta cuyos parámetros directores son proporcionalesa
-3,2,1.

1 er MÉTODO:

Para t= O => ro=31+5) +2k, y como:

2
y=--~-~+53

1
z=--~-~+23

, dy 2y =-=--dx 3

, dz 1
z = dx =-"3

I
x

P:
4 Jlii

s = :t -dx=:t-(x-3)
3 9 3

sustituyendo x =x(t), obtenemos: I s (t) = :¡:.Jfii (2t2 + t3) I
SI

2° MÉTODO:

v=dr =-3(4t+3t2)1+2(4t+3t2)j+(4t+3t2)k => u=lrl=s=:t.J}4(4t+3t2)=ds =>dt dt

SI

Problema 111-3. La ecuación vectorial horaria del movimiento de una partícula que se mueve en
un plano OXY, viene dada en el SI: r = = (2t + 1) i + 2 (2t + 1)3/2/3j. Determinar la ecuación
analítica [y=f(x)] y su ley horaria [s =s(t)] Y representarlas.

Solución

La ecuación analítica de su trayectoria [escrita en forma implícita y = f(x)] la obtenemos:

x=2t+1

2
y =-(2t + 1)3/23

SI (Gráfica la)=>

La obtención de su ley horaria se puede hacer utilizando dos procedimientos:

1er MÉTODO: .

En nuestro caso: si t =O => Xo= 1 m, obteniéndose:

t (s)+-
5

S

S

S
x d

s(t)= ds= ~1+y'2 dx A y,=..l!...=.JX
So Xo dx

I
x

[
2

]
x 2

s (x)= .J1+ x dx = -(1 + X)3/2 =-[(1 + x)3/2- 2 H]1 3 1 3

s (t) =~ [(2t + 2)3/2 - 2 .J2] = 4;Z [(t + 1¡3/2 - 1] (Gráfica2a)

A x=2t+1

SI

En la que para t = O => So= O.

2° MÉTODO:

v = dr = r = 21+ 2 .J2t + 1 Jdt u=s= ds =2.J2.,{t+Idt

s (t) = J~2.J2 .,{t+I dt = 4 j! [(t + 1)3/2 - 1]
SI

Problema 111-4. La ley horaria de un punto móvil está dada en el SI por la expresión:
5= t2 + t + 1. Calcular:
1. Posición inicial del móvil.

2. Velocidad media en el intervalo comprendido entre tres y cinco segundos.

Solución

1) t = O ISo= 1 m I
el móvil comienza su movimiento a 1 m del origen de espacios (mojón cero si fuera una pista).
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MAGNITUDES FUNDAMENTALES DE LA CINEMÁTICA DE LA PARTÍCULA 53

1\

En esta ocasión no es conocida la ecuación de la trayectoria del mÓlJil, sin embargo, obtenemos infor-

mación del movimiento en estudio.

Problema 111-5. Un automóvil ha ido de la ciudad A a la B distantes entre sí 180 km en 3 h, y
sin pérdida de tiempo retorna en 3,5 h.
1. ¿Cuál es la «velocidad media» en el trayecto de ida?
2. ¿Cuál es la «velocidad media» en el trayecto de vuelta?
3. ¿Cuál es la «velocidad media» en el trayecto ida-vuelta?

Solución

- 180 =51,4km/h
IJ= 3,5

3) - 2 x 180 =55,4km/h
IJ= 3 + 3,5

2)

Problema 111-6. La ley horaria del movimiento de una partícula en trayectoria plana queda de-
terminada en el SI: s (t) =e+ t + 1. Si el móvil respecto de un sistema de referencia OXY, a los 2 s
de iniciado el movimiento se encuentra en el punto (3,3) m y a los 4 s, en el (5, 7) m. Determinar:
1. La velocidad media en su desplazamiento sobre su trayectoria.
2. Elvedor velocidad media y su módulo.

Solución

La función 5 =5 (t) para t =O ~ 50 =1 m, luego el origen de tiempo y espacio se encuentra a 1 m (me-
dido sobre la trayectoria) del punto O que hemos elegido como origen de referencia OXY.

1) t¡=2s ~ 5¡=7m

t2=4s ~ s2=21m

M=t2-t¡=2s

~

2) '¡ = 3i + 3) m
'2 = 5i + 7) m
M=2s

~ !:J.r=2i+4)m

Obsérvese que ¡¡ y IVI no coinciden, tampoco lo hacen !:J.sy IMI =2..f5m .

Problema 111-7.Una partícula se mueve en el plano OXY; un observador colocado en O sabe
que las ecuacionesparamétricas de la trayectoria escritasen el SIson: x =2 + t, y = 2 +3t +2t2.
1. Determinarla forma explícitade la trayectoria.
2. La expresióndel vector de posicióny del vedor velocidad de ella.
3. Lascondicionesinicialesdel movimiento.
4. Los valores del vector de posición y velocidad para t =2 s.
5. Distanciade la partícula al observador en ese momento.
6. El vedor desplazamiento y el vector velocidad media entre t =2 s Y t =5 s.

Solución

1) Despejando t en la primera ecuación y sustituyendo en la segunda:

t=x- 2 y = 2 + 3 (x - 2) + 2 (x - 2)2 Iy =2X2 - 5x + 41 (parábola)~ ~

2) I r(t) =(t + 2) i + (2 + 3t + 2t2)) I
v(t) = dr =i + (3 + 4t)j

dt
SI

3) t=O 1"0= 2; + 2) mi 1 vo =i+3)rn/s I

I v(2) =i+11)m/s I

~ y

4) t =2 s Ir(2) =4i+16)m I y~

6) <v> = !:J.r = rs - r2
!:J.t !:J.t

t=5s ~ rs=7i+67)m

~ I !:J.r =rs - r2 =3i + 51) m '

1

~ I <v>=i + 17) mIs I

!:J.t =3 s

Y(m)

X(m)
O

Problema III-6.- La partícula va de P
a P' recorriendo !:J.ssobre la trayecto-
ria.
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54 CINEMÁTICA DE LA PARTíCULA. MAGNITUDES FUNDAMENTALES. MOVIMIENTO RECTILíNEO

5 (m)

,,,I
I
I

, I, ', '
20 +--~--+ ~-----------

I I I
I I I
I I I
I I I
, I I
I I ,I , ,I , I
I I I
I I I
I I ,: I I

2 5 9

Problema III-8-1a.- Ley horaria del movimiento
de la partícula.

z

5=0

x

y

Problema 111-8. Una partícula se mueve de tal forma que en cada instante el valor de
su velocidad (módulo) queda determinada en el SIpor la función: v = 10 - 2t. Deter-
minar:

1. Las velocidades inicialy en los instantes t =2 s y t =9 s.
2. La ley horaria de su movimiento (distancia al origen de espacios recorridos s = O),si

para t = O el punto se encuentra a 11 m del origen y hacer una representación grá-
fica de esta ley.

3. Distancia al origen de espacios pata t =2 s Y t =9 s, e indicar en qué instante
cambia el sentido del movimiento.

4. Espacio recorrido por la partícula entre 2 y 9 s; tomando una trayectoria cualquiera
en un sistema OXYZ, representar el sentido del movimiento sobre ella poniendo los
puntos mencionados en los apartados anteriores.

5. Velocidad media de la partícula en el intervalo considerado.

Solución

1) t=O ~ Va= 10 mis t = 2 s => V2= 6 mis t = 9 s => V9= -8 mis

El signo menos de V9 indica que en el intervalo entre 2 y 9 s, la partícula ha
cambiado el sentido de su velocidad y, en un instante intermedio se hace

nula; a partir de tal instante no coinciden la distancia al origen de espacios
con el camino recorrido por la partícula sobre su trayectoria.

....
v=O

2) 5 = 50 + EVdt = 11 + f~(10 - 2t)dt

I5(t) = 11 + 10t - t2 I (parábola)

s (t) = O ~ t = 11 s (la solución -1 no tiene sentido físico).

3) t = 2 s => 152= 27 m I t = 9 s => I 59= 20 m I
V=O => It=5sl

Para t = 5 s se encuentra el máximo en la gráfica de la ley horaria, siendo
Ss= 36 m (Fig. 1a).

Problema III-8-2a.- Trayectoria arbitraria que hemos supuesto para
la partícula cuyo movimiento es: O ~ P ~ Q.

y

V(O, 1)
ól' 1

x=l m

Problema III-9.

IST = 135 - 271 + 120 - 271 = 15 m I
5) Según la definición de velocidad media en ese intervalo, valdrá:

1- - ili> - 59 - 52 - 20 - 27 -
1 /

I

v- ms
fJ.t 9-2 9-2

considerándola como el espacio total recorrido sobre la trayectoria en fJ.t= 7 s, diríamos:
v=1517 mIs.

Problema 111-9.Una partícula se mueve sobre una trayectoria plana, cuya ecuación expresada
en el SI es: y =~ + 1; para x =1 m entonces Vy=3 mis. Calcular el vector velocidad en ese
momento.

x

Solución

y =X2 + 1 dy =2x= dy/dt=~
dx dx/dt Vx Iv=1,5i +3jm/s IV =.3! =15m /s

x 2x '

Problema 111-10. Si el radio vector que nos define la posición de una partícula viene dado por:
r =(3f - 5) i + el j + sen :Jrtk. Calcular las expresiones del vector velocidad y del vector acele-
ración.

Solución

v = dr = 6ti + e' j + :rr.cos :rr.tk
dt

d2r
a = -Z = 6i + elj -:rr.2 sen:rr.tkdt

Problema 111-11. El radio vector de un punto móvilqueda determinado por las siguientescom-
ponentes: x =4 + 3t, y = t3+ 5, Z=2t + 4t2, en las que x, y, z vienen expresadas en cm y el
tiempo en s. Determinar la velocidad y la aceleración del punto en el instante t = 1 s.

11
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MAGNITUDES FUNDAMENTALES DE LA CINEMÁTICA DE LA PARTÍCULA 55

Solución

r=(4 +3t) 1+(t3 + 5) J +(2t + 4t2)k v= f = 31 + 3t2J +(2 + 8t)k a = ¡,= 6tj + 8k

t=ls => Iv=31+3)+10kcm/slla=6)+Bkcm/s21

Problema 111-12.El vector velocidad del movimiento de una partícula referido a un punto O
(velocidad definida por un observador en O) viene dado en el SI por: v = (2t + 8) 1+ 6j +
+(6r - 8) k. El vector que nos define la posición inicial sobre la trayectoria es: ro =41 + 3j -
- 6k m. Determinar:

1. Elvectorvelocidadinicialy su módulo.
2. Elvector velocidad para t =5 s.
3. Laexpresióndel vector de posiciónen cualquier instante.
4. La distanciadel móvilal origen O (distanciaa que se encontraría el móvil,de un observador

colocadoen el origen de los vectoresde posición)1 s después de haber empezado a contar el
tiempo.

Solución

1) t = O =>
I VD =BI+6) -Bkm/s I

2) t =5 s => Iv = (2 x 5 + B)i + 6) + (6 x 25 - 8) k = 181+ 6) + 142k mIs I

3) Vx =: =>x=fvxdt= f(2t+8)dt=t2 +8t+C¡

Vy=: => y= fvydt= f 6dt=6t+C2

I

t=O

IC¡ =Xo =4 m
=> x = t2 + 8t + 4

I

t =0

IC2 =Yo =3m
=> y = 6t + 3

dz
v =- =>

Z dt
z= fVzdt= f(6t2 -8)dt=2t3 -8t+C3

I

t=O

I

=> z=2t3 -8t-6
C3=Zo=-6m

I r =(t2 + Bt + 4) 1 + (6t + 3)) + (2t3 - 8t - 6) k I

4) t=ls => r=131+9J-12km => Id=r=~x2+y2+z2 =~169+81+144m=20ml

SI

Problema 111-13. El vector aceleración de una partícula referido a un punto O (vector acelera-
ción definido por un observador en O) viene dado por: a =2 (18e + 1) i + 9j (SI).En el instante
t =O la velocidad es nula y el vector de posición es: ro =4j + 6k m. Se trata de determinar el
vector velocidad y el vector de posición de la partícula en cualquier instante.

Solución

Cálculo del vedar velocidad:

dv 2
a =--L=2 (18t + 1) =>
x dt

Cálculo del vedar de posición:

dx
0x =-= 2 (6t3 + t)= O

dt

Vx = f 2(18t2 + l)dt =12t3 + 2t + C¡

v""= O => C¡ = O => 0x= 12t3 + 2t

Vy= f 9dt
=>

I v =2 (6t3 + t) 1+ 9tJ I

=>
=>

=> C3= O => Vz=O

=>
x= f 2 (6t3 +t)dt=3t4 +t2 +Cí

Cí=O => x=3t4+t2

y= f 9tdt=4,5t2 +Cí

Cí =4m

=> SI

z=C3

C3= 6m z=6m=>

t= O =>

do
a = ---L= 9 rn/S2 =>

y dt
t= O =>

do
a =-!.=O =>
Z dt

t=O =>

t=O => Xo=0 =>

dyo =-=9t =>
y dt

t=O => Yo= 4 m =>

o =dz=O =>
Z dt

t=O => Zo= 6 m =>
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56 CINEMÁTICA DE LA PARTÍCULA. MAGNITUDES FUNDAMENTALES. MOVIMIENTO RECTILíNEO

Problema 111-14. El vedor aceleración de una partícula en movimiento viene expresado en el
SI: a =6ti -2k, inicialmente la partícula se encuentra en Po(l, 3, -2) m y transcurridos 3 s su
velocidad es: v =3; + 2j - 6k mis. Calcúlese el vedor velocidad y el vedor de posición en cual-

quier instante.
Solución

t =3 s =>

que comparada con la expresión dada:

27 +Cl =3
C2=2rn/s

-6+C3=-6

=> Cl =-24rn/s

I V=(3t2_24)1+2j-2tk I
SI=>

r= Jvdt = J[(3t2- 24)1+ 2) - 2tk]dt =(t3 - 24t + C;)I +(2t +C2)) +(-t2 +C3)k

t= O
c; = Xo= 1m
C2=Yo= 3 m
C3=Zo=-2m

=>
I r =(t3 - 24t + 1) 1 + (2t + 3) ) - (t2 + 2) k I

SI

B) MOVIMIENTOS RECTILÍNEOS. MAGNITUDES ANGULARES

FORMUlARIO

Ecuaciones generales de los movimientos en trayectoria recta: x O t O
---o O

O~xO-1

.
110

Movimiento rectilíneo.

RECTA DE REFERENCIA

Para definir la magnitud angular 8,
que en este caso es positiva por ser
su sentido el contrario a las agujas
del reloj.

Problema 111-15. La fórmula que da la posición de una partícula que se mueve en trayectoria
recta, escrita en el SIes: x = 7t3- 2t2 + 3t + 1. Calcular:
1. Ecuación de la velocidad.
2. Ecuaciónde la aceleración.
3. Espaciorecorrido por la partícula en el tercer segundo.

Solución

I dx 2 I I dll d2x I
11=-;¡¡=21t -4t +3 2) a =di"=df2= 42t- 4

x
..

1) SI
X2

3) t=2s => X2 = 55 m

It =3 s => X3 = 181 m
=>

Problema I11-15.- Trayectoria. La partícula se mueve
O ~ p ~ Q.

Problema 111-16. El movimiento de un punto material en línea reda viene dado por la ecuación
escrita en el sistema CGS: x =e31 - 5. Calcular:

"

~

3

3

x..

..

..
"
.11....
.l'\

x=x(t) v = v(t)=x a =a(t) = ü = ¡: vdv=adx

f2 r f2 f2dx = v (t)dt dv = a(t)dt
XI tJ VJ tI

Magnitudes angulares

9 = 9(t) w=w(t)=9 a = a (t)= w = 9 wdw=ad9

f2 f2 r2 f2d9 = w(t)dt dw = a (t)dt
8, 1, WJ tI
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1. Las expresiones de la velocidad y aceleración en función del tiempo y de la posición.
2. Valorde la aceleración inicial.
3. Valorde la velocidad inicial.

Solución

I o =5fif = ge3t =9 (x + 5) I

CGS

2) y 3) t =O
I 00= 9 cm/52 I

1\

I Vo=3 cm/52 I

Problema 111-17. El extremo A de una varilla de longitud 1 de la figura asciende por el eje OY
con una velocidad constante v, siendo y = O en t = O. El extremo B se mueve sobre el eje Ox.
Determinarlas ecuaciones del movimiento del extremo B.

Solución

La ecuación del movimiento de la partícula A es: y = vt, y como:

V2¡2

o(t) = ü = - (12 - v2t2)312

Problema 111-18. La velocidad de una partícula que se mueve en trayectoria recta está dada por
la ecuación v =7/(1 + t2) SI.Calcular las expresiones de la posición y de la aceleración en función
del tiempo sabiendo que en el instante inicial la partícula está en el origen.

Solución

x=
J

Vdt=
J -4dt=7 arctgt+ C1+t

I

t=O

IXo =C =O => Ix =7 arctg t I

1\
dv 14t0=-=--
dt (1 +t2)2

Problema 111-19. La ecuación de la velocidad de una partícula que se mueve en trayectoria rec-
ta, viene dada en el SIpor: v =4t2- 6t +2. Sabiendo que en el instante t = 0, Xo=3 m, calcular:
1. Ecuación de la posición en cualquier instante.
2. Ecuación de la aceleración.
3. La velocidad inicial del móvil.

4. Aceleración media entre los instantes t =1 s Y t =2 s.

Solución

1) v=dx
dt dx =(4t2 - 6t + 2)dt

t=O

I
I 43 I

C =Xo =3 m => x =+- 3t2 + 2t + 3 SI

2) I o =5fif =8t - 61
3) t= O

I v =Vo =2 mIs I

4) t = 1s => V¡= O
It =2 s => V2= 6 mIs

Problema 111-20.Una partícula que posee un movimiento rectilíneo recorre un espacio de
7,00m antes de empezar a contar el tiempo, y cuando t = 2,00 s posee una velocidad de
4,00 mis. Si la ecuaciónde su aceleración escrita en unidades del SIes: a =3,00t2-1,00. Calcu-
lar:
1. Ecuaciónde la velocidady posición.
2. La velocidadmedia de la partícula entre los instantes t = 2,00 s Y t = 3,00 s.
3. Representar gráficamente x =x(t), u =v (t) y a =a (t) en el intervalo entre t =O Y

t =4,00 s, haciendoun esquema de la trayectoriade la partícula.
Solución

1) o=dv
dt v =f (3t2 -1)dt

dv =(3t2 -1)dt v =t3 - t + C

t= 2 s

I
4=8-21-C e = Vo = - 2,00 mIs SI

MOVIMIENTO RECTILÍNEO 57

-+
V

A

xo
x

Problema 1I1-17.

SI

x=O- t=O-
09. .? iJ ~

xo=3 m o

x-

Problema 111-19.
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v=-

dt
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x(m)

60

55 ~ -----------
50 1 4 1 2

X(t)=-t --t -2t+7
4 2

40

30

20

16,75 ' n--_------
10

7~-- .------------

2 3 4

v (miS)

50

60
58 ~ u - ----------

v (t) =f - t - 2

40

30

22
20

--- -------------- -------

10

4 ~ n--_--__--

.2
1,52 2 3 4

-10

50

:~--- -----------

30
26 u_--------------
20

-1 0,58 1 2 3 4

-10

Problema III-20-1a.

OP1P2 Po--o-o G-
x=O -t=O

Problema III-20-2a.- Trayectoria:
Po ~ P1~ P2 ~ Po ~ P3 ~ P4 ~.

dx=(t3 -t-2)dt =>=>

t = O

IC=xo = 7,00 m
=>

=>
I x =¡t4 - ~ t2 - 2t + 71

SI

2) t=2,00s

t = 3,00 s

=>
=>

X2 =5,00m

x3=16,75m

El espacio total recorrido en tal intervalo de tiempo será:
t (s)

10= 6x = 11,75m/s I
Ilt

=>

3)

t (s)

Problema 111-21. Un movimientorectilíneoes tal que su velocidadviene
dada en función del desplazamiento por la ecuación v =3x + 1. Hallarsus
ecuaciones horarias sabiendo que para t =O el móvil el se encuentra en el

origen.
Solución

v=3x+1= dx
dt

1
-In (3x + 1)= t + C3
t=O => x=O

=>f
dx

fdt
3x + 1 =

=> =>

t (s)

Problema 111-22. Una partícula parte del reposo en t =O y en trayectoria
recta, su velocidad viene dada en el SIpor la ecuación: v =2 .JX.
1. Demostrar que su aceleración es constante con el tiempo y calcularsu

valor.
2. Determinar su ley horaria [x=x(t)].

Solución

1) - dv - dv dx =~ V=2m/S2
a-dt"- dx dt 2.JX

c.q.d.

x 2) v =x = 2 .¡; = dx =>dt Ix dx l
'

r = dt =>o 2 vX o .JX = t => Ix =t2 I SI

Problema 111-23. El cuadrado de la velocidad de una partícula que se
mueve en trayectoria recta de origen 0, como indicamos en la figura, viene
dado en el SIpor la expresión: V2=345 - 5x. Determinar:
1. El tiempo que tarda la partícula en ir de P a Q distantes entre sí 30 m.
2. Espacio recorrido por ella (~) un segundo antes de llegara Q.

Solución

Problema III-23.- La partícula pasa
de P~R~Q.

1) La partícula llega al reposo cuando v =O => x = 69 m (y se mantiene en él, puesto que
345 - 5x < O no tiene sentido físicoy las velocidadesen P(VI) yen Q (V2)serán positivas.Uaman-
do tI al tiempo empleado en el recorrido OP, t2en el OQ, Ilt= t2- tI, XI= OP = 15 m Y X2= OQ=
= 45 m, tendremos:

-
-:}

Punto Po -t PI P2 -t Po -t P3 -t P4

t (s) 0,00 1,52 2,00 2,33 3,00 4,00

x (m) 7,00 4,14 5,00 7,00 16,75 55,00

v (m/s) -2,00 0,00 4,08 8,32 22,00 58,00

a (m/S2) -1,00 5,93 11,00 15,29 26,00 47,00

C=.!lnl=O 1
*J3x+ 1 = e'=> => -In (3x + 1)= t => =>

3 3

=>
I x =e3'3-1 I

=>
I v =: =e3' I

=>
I a = =3e31 I
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v = dx = :1:...J345 - 5xdt

'2 IX2 dx
Llt=

f.dt = :1:.-J345- 5xtI XJ
~

el signo + de la ecuación no tiene realidad física:

M=-~(-J345-5XZ --J345-5x3)

~ 1=-~(-J345-5X45--J345-5x3) ~

2) Si: M=ls ~ <=>/\

X3 =32,8 m

Problema 111-24. La ecuación de la aceleración en función de la velocidad de una partfcula en

trayectoriarecta es: a =3 ~; sabiendo que el móvil parte del reposo en el origen, calcular
lasecuacionesde este movimientoIx=x(t), v = v(t) y a =a (t)].

Solución

dv

~l-vz =3dt

Iv = sen3t I

I

arcsenv=3t+C1

1
t=O ~ v=o

~ arcsen v = 3t=>~ ~

~
I a =3~1- senz 3t = 3 cos3t I

y como:

v= dx =sen3t
dt

1
x=--cos3t+Cz3
t=O ~ x=O

~
I x =~ (1 - cos 3t) I

1
CZ=3

dx = sen 3tdt ~~

Problema 111-25. En el proyecto de una pista de aterrizaje para grandes aviones a reacción se
ha propuesto un estanque de agua de poca profundidad (aproximadamente 1 m). El avión en el
momento de contactar con el agua se considera que tiene una velocidad de 180 km!h y debe re-
ducirse a 27 km/h en una distancia de 300 m; durante su recorrido la resistencia que se opone al
movimientoproduce una deceleración que viene dada por: a =-k~. Calcular:
1. Elvalor de k (que depende del tamaño y forma del tren de aterrizaje que se sumerge en el es-

tanque).
2. El tiempo transcurrido en tal recorrido.

Solución

Vo = 180 km/h = 50 mis v =27 km/h = 7,5 mis x=300 m

~
I M = 2,2s I

=>

1) vdv =adx vdv =-kvz dx
f." d: = -k Ldx"o

~
I k=~ =6,324X10-3 m-l I

In~ =la:
v

~~ ~

2) a=v -kvZ = dv
dt - fkdt = f.

" dv

o UoV2
~ ~ vo-v =185

t = kvvo
~ ~

Problema 111.26. La variación de la aceleración de la gravedad con la altura viene dada por la
fórmula:

GMo

g =- (Ro + h)Z

y cuando h =O entonces Igl =go= 9,8m/S2. Teniendo en cuenta esta expresión, calcular la ve-
locidad inicial Voque habría que darle a un cuerpo (sin propulsión autónoma) para que lanzado
desde la superficie terrestre, ascienda una altura vertical de 4000 km. (Radio terrestre
Ro=6 000 km, Y supondremos nula la resistencia del aire).

Solución

Las ecuaciones diferenciales que caracterizan este movimiento rectilíneo son:

dh
v=-

dt
dv

g=-
dt

fVdV=- f GMo Z dh
(Ro +h)

~ VZ - GMo + e
2" - Ro+ h

dt = dh = dv
v g

vdv = gdh =>~

cuando v = O entonces h = H = 4 000 km, luego:

GMo +C
0= Ro + H

~-GM
[
~-~

]
-GM H-h

2 - o Ro + h Ro + H - o (Ro + h) (Ro + H)
c=- GMo

Ro+H
~~

Problema IlI-26.
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x. v =Vo

GMo
90 = Rg

18';
..
f!!
...
.-
.-
"'"
p
;8
..
C!I-
ti!-..
~
.-
.-
el!.
..
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t=O í!~ a v
~

Problema 111-27.

2,4

1,8

3+n_""-', ,
a l:2r--T :

I ,, ,"' ,, I

¡ ! t (S)

01 1~ ~ :p J¡ ~
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I

-25/6In-+-+-_n +--+
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I

u(~s)¡ ¡ ¡
I I I I
I I I I

50-1---+-- :, , ,, , ,, I ,, , ,, 1 ,, , ,, ,I ,, I

¡ !t (S)

111 2fJ 4{3 6P
I I I I
I I I I
I I I I

X (rp) : ¡ ¡
I I I I

X60t---t---1 ¡ I
X48 ~---t---¡ :

I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
r I I I

X20 ---f--- I !!
XI0 I ¡ ¡t (5)

O 48 60

Problema 11/-29.

h=O ~ ~ 2 x 9,8 x 6 x 106 X 4 X 106 =6 858 mIs
(6 + 4) 106

Problema 111-27. La aceleración a de una partícula que se mueve en el eje X viene expresada
en función de la posición por la fórmula: a = -olx, cuando x = O entonces v = Uoy t = O. En-
contrar las expresiones de la velocidad u y de la posición x en función del tiempo.

Solución
1er MÉTODO:

vdv = adx
t=O
x=O =>

~ ~

v=vo

~ v = ~V5 - w2X2 = dxdt

separando variables podemos poner:

dx 1 wx
-arcsen -=t + C2
w Vo I

t =O

I
x=O

~
~

~

I v=~ =vocoswt I

2° MÉTODO:

El problema se puede resolver también teniendo en cuenta que:

~

ecuación diferencial de segundo orden cuya solución general es:

x =Asen wt + B cos wt ~ v =Aw cos wt - Bw sen wt

A este movimiento se le llama vibratorio armónico simple (MAS). Las condiciones iniciales nos condu-
cen a:

f!!

~
~-
..
ti!
~
f!!
.....
fI
f!!
f;!!
..
.-
f5!
fJ!
"
~
e'I
@!
81
e-
81
"
"
(1
G¡

1\1

t= O
/

X=O=B

v=vo =Aw
~ A=~

w Iv = Vocos wt I
~

Problema 111-28. Durante una fase del movimientorectilíneode un vehículoexperimental,el re-
gistro de su aceleración en función de su desplazamiento [a =a(x)] viene dado por la gráfica de la
figura.La velocidades de 12 km!hen x =6 m y, el mecanismo del motor hace que la aceleración
descienda bruscamente (punto de discontinuidad en la gráfica) en x =15 m. Representar
u = u (x) en el intervalo considerado y calcular la velocidad en x =21 m.

Solución

vdv =adx
1

" 1 2 2
dv=-(v -vo)=A

.0 2 (Área encerrada bajo la curva a =a (X))en el intervalo de Vo a v

V6 =12km/h =.!Q m3-;- en x=6m

s: área de un cuadro = 3 x 0,6 = 1,8 m%2
Al: área bajo la curva entre 6 y 15 m '" 7 s = 12,6 m%2
A2: área bajo la curva entre 15 y 21 m '" 3,4 s = 6,12 m%2

Llamando VISla velocidad en x =15 m:

Problema 111-29. Un punto móvil parte del reposo de un punto 0, en trayectoria recta, acelera
durante 10 s a 2 mls2 y a continuación a 3 mls2 hasta alcanzar una velocidad de 50 mis, con-
servándola hasta que decelera durante 12 s y se para en un punto P. El tiempo total empleado en
el trayecto OP es de 60 s. Representar las curvas a =a (t), u = u (t) Y x = x (t) y calcular la distan-
cia OP sobre la trayectoria.

o' , , , , ,x (m)
6 9 12 15 18 21

Problema 1I1-28.

v (mIs)
I

7

6

10/3

It I

x (m)I ..
6 9 12 15 18 21

Problema 11/-28-1a.

1.. (vis - v:) = Al
1 (2 100) VIS =6,0 mIs"2 VIS -9 =12,62

1 2 2) A 1 2 62
IV21 =7 mIs I"2 (V21 -VIS = 2 "2(V21- )=6,12
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Solución

Curva a = a (t): al ser la aceleración constante o nula, la a = a (t) estará formada por líneas horizontales.
Como la variación de velocidad en un intervalo de tiempo es igual al área bajo la curva a =a (t) y dicho
intervalo:a la vista de la figura (a), obtenemos VIO't2Ya4;en efecto:

0< t < 10 s la velocidad pasa de Oa VIO: VIO- V=10 x 2 => VIO= 20 mIs

10 s < t < t2 la velocidad aumenta de 20 a 50 mIs: 50 - 20 =(t2- 10) 3 => t2= 20 s

20<t<48 la aceleración es nula

48 < t < 60 la velocidad disminuye de 50 mIs a O: 0- 50 =a4(60 - 48) => a4= -25/6 m/S2

Curva v = v(t): al ser la aceleración constante o nula, estará formada por segmentos rectilíneosque
uniránlospuntosque hemos calculado.Eldesplazamientoen un intervalode tiempo M será igualal área
encerradabajo la curva v =v (t) en dicho intervalo.Por lo que podemos calcularXIO'X20'X48Y OP =
= X6Q' en efecto:

O<t<lOs El desplazamiento es el área del triángulo:
1

xlO - O=-lOx 202
=> XIO= 100m

lOs<t<20s El desplazamietno será el área del trapecio:
1

X20 -100 =- (20 + 50) (20 -10)2
=> X20 =450m

20s<t<48s El desplazamiento será el área del rectángulo:
X48 - 450 =(48 - 20) 50 X48 =1850m

48s<t<60s El desplazamiento es el área del triángulo:
1

X60 - 1850 =- (60- 48)502
=>

I X60 =2150 m =OP I

Curva x =x(t): los puntos que hemos determinado deben unirse con tres arcos de parábola (tramos de
aceleración constante) y una línea recta (tramo de aceleración nula). Para el trazado de las parábolas se
tendrá en cuenta que para cualquiera que sea el instante considerado t, la pendiente de la curva x =x (t),
es igual a la velocidad en ese instante (v =dx/dt).

Problema 111-30. El movimiento de una partícula en trayectoria recta es tal que para t =O es
x=O y la ecuación de su velocidad viene dada en el SIpor la ecuación: v =e- 2t.
1. Representar gráficamente las funciones v (t), x (t) y a (t) en el intervalo de tiempo compren-

dido entre tI =1 s Y t2 =3 s.
2. Calcular el espacio total recorrido por la partícula en ese intervalo de tiempo.
3. Describirel movimiento de la partícula.

Solución

1) v(t)=X=t2 -2t
I x (t)=~ t3 - t21

SI
I a(t) = iJ= 2t - 21=> =>

La gráficade v(t) es una parábola de vértice (1,-1) m y para v=O => t=O y t=2s, esta última
soluciónpertenecienteal intervalo [1,3] s.

2) El espacio total recorrido vendrá dado por el área encerrada entre la curva v =v (t) y el eje del tiem-
po (sombreadaen la Fig. la), es decir:

3) La partícula (ver Fig. 2a) para t =1 s se encuentra a -2/3 m del origen y alejándose de él, disminu-
yendo su velocidad con aceleración positiva y en aumento, hasta que a los 2 s se encuentra -4/3 m
del origen donde se para (v = O),y su aceleración se hace 2 m/S2. A partir de t =2 s la partícula retro-

cede, se acerca al origen con velocidad positiva y aceleración también positiva y creciente; en t =3 s
se encuentra en el origen con velocidad y aceleración crecientes y con valores u =3 mIs y
a =4 m/S2...

x(m)
1 . I

I
I t (s)o

,

~
j, , o, o ,

-413+ 4 : ¡o , ,, , ,, , ,, , ,, , ,
v(mis): ¡ :, o ,, o ,

3+ t : I, ,, ,, ,, ,, ,, ,, I, ,, o, ,, ,o ,o ,, ,, ,, ,

-2/3 "nn__-
-1

2

t (s)
~ ~., ,
! ¡, o ,I , ,, , ,

! ¡ :, , ,I , I
a (m/s2): : :

4 ~ t ! :, , ,, , ,, , ,
: : :, , ,
! ¡ !

2+ 4 :
! !, ,, ,
: :
, I

: ¡ t (s)

3

o 2 3

Problema 111-30-1a.

--
-4/3 -2/3 X=O

~
x(m)..

Problema 111-30-Za.

t (s) 1 )'1 2 )'1 3

X(m) -2/3 \¡ -4/3 )'1 O

v (m/s) -1 )'1 O )'1 3

a (m/S2) O )'1 2 )'1 4
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Problema 111-31. Un mecanismo de freno consiste esencialmente en un pistón que puede des.

plazarse en un cilindro fijo lleno de aceite. Cuando el pistón retrocede con una velocidad inicialvo,
el aceite es forzado a pasar a través de orificios que tiene el pistón, originando en el mismo una
deceleraciónproporcionala su velocidad, es decir: a = -kv. Expresar v (t), x(t) y v (x), dibujan.
do las curvas correspondientes.

CINEMÁTICA DE LA PARTíCULA. MAGNITUDES FUNDAMENTALES. MOVIMIENTO RECTILÍNEO

x
x(t) = Vo (l-e-Ict)

k

o

Problema 1I1-31-18.

v

v(t)=Vo e-Ict
k

o

Problema 1I1-31-28.

v

o

Problema I11-31-38.

y

d

Problema 1I1-32.

d

Problema I11-33 Y 34.

p X

Solución

a=-kv= dv
dt Inv=-kt+Cl

I

t= O

Iv=vo
Cl = InVo

I

t= O

I
x=O

I x(t)=T (l-e-Ict) I
I v(x)=vo-Ioc I

Problema 111-32. Se dispara un cohete verticalmente, su vuelo se sigue por radar desde un pun.
to O que dista d del punto de lanzamiento P como se indica en la figura. Determinar la velocidad
y aceleración del cohete en función de r y e y sus derivadas respecto al tiempo f y 8.

Solución

x=d
y=rsen8

v =0

Iv: = y = ¡. sen e + ré cos e I v = Vy = f sen e + ré cos e I

~

~

x a =0

Ia: = Vy = ;: sen e + ¡.é cos e + ¡.é cos e + re cos e - ré2 sen e

Problema 111-33. La velocidad de rotación de un faro luminoso es constante e igual a al y
está situado a una distancia d de una playa completamente recta. Calcular la velocidad y ace-
leración con que se desplaza el punto luminoso sobre la playa cuando el ángulo que forman d
y el rayo es e.

Solución

dx dx de
v=-=--

dt de dt

x=dtge

de
-=aI
dt

dv dv dea=-=--
dt de dt

2w2d sen e

COS3e -

Problema 111-34. Queremosfilmarun coche que viaja a velocidad v constante por una carretera
recta desde un punto que dista d de ella. Calcularla velocidad angular y la aceleraciónangularde
giro con que debemos mover la cámara para un ángulo cualquierae.

Solución

....v En este caso debemos obtener é y w; partimos de la misma ecuación que en el problema anterior, es de-
cir (Rg. ITI-34):

XI ~

1: J
.

x=dtge
. d . dv=x=-e=-w

COS2e COS2e

Derivando respecto del tiempo obtenemos la aceleración angular:

2v . v2
a =ciJ=- - e cos e sen e = - ""'2coS2 e sen 2ed d
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-
C) MOVIMIENTOS RECTILÍNEOS y UNIFORMES

FORMUlARIO

Movimiento rectilíneo y uniforme: a=O v=de

Movimiento rectilíneo y uniformemente acelerado: a=de v = Vo+ at

x=xo+vt

1 2
X = Xo + vot + - at2

Problema 111-35. Sabiendo que la estrella a-Centauro (la más próxima a nosotros después del
Sol)se encuentra de la Tierra a 4,04 x 1013km, calcular el tiempo que tarda la luz de a-Centauro
en llegara la Tierra.

Solución

Sabemos que la luz viaja en el vacío a la velocidad constante de e =3 x 108 rnJs, luego:

x=ct x - 4,04 X1016 -13467 x 108 S= 4,27 a
t =~ - 3 X 108 '

razón por la que se dice que la estrella a-Centauro se encuentra a 4,27 años luz (el año luz será por tanto
una unidad de distancia).

Problema 111-36. La distancia mínima a que debe estar un muro para que se produzca eco al
emitirenfrente de él una sílaba, es de 17 m; el mínimo tiempo para que se perciban dos sílabas
distintamentees 0,1 s (poder separador del oído medio). Calcular con estos datos la velocidad de
propagación del sonido en el aire, teniendo en cuenta que el sonido va y vuelve en el trayecto de
17 m. ¿Cuál es el valor de una velocidad «supersónica» en km/h?

Solución

El sonido recorre: 2 x 17 =34 m en 0,1 s. La velocidad es:

x - 34 = 340 rnJs
c=-¡- 0,1 c = 340 mis= 34~ ~;;OO km/h = 1 224 km/h

La velocidad supersónica es mayor que 1 224 km/h

Problema 111-37. Entre dos observadores hay una distancia de 1 050 m; uno de ellos dispara un
arma de fuego y el otro cuenta el tiempo que transcurre desde que ve el fogonazo hasta que oye el
sonido,obteniendo un valor de 3,0 s. Despreciando el tiempo empleado por la luz en hacer tal re-
corrido,calcular la velocidad de propagación del sonido.

Solución

La velocidad es:
I c=~= 1~O =350m/s I

Problema 111-38. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los dos problemas anteriores,
calcular:

1. La componente de la velocidad del viento en la dirección de los observadores en la experien-
cia del problema.

2. ¿Qué tiempo tardaría el sonido en recorrer los 1 050 m si los observadores del anterior proble-
ma invirtieran sus posiciones?

Solución

1) La componente de la velocidad del viento es la diferencia de los resultados de los dos problemas an-
teriores:

1350 - 340 =10 mis I

2) Haciendo la observación inversamente, el sonido se propagará en contra del viento, con una velo-
cidad:

e = 340 - 10 = 330 mis t = !..- 1 050
e - 330 = 3,2 s

Problema 111-37.
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Problema 111-39.

É3x
->
V2..

x;¡

Problema 111-41.

~
Problema 111-42.

Problema 111-39. Nos encontramos en una batalla naval, en un buque situado entre el enemigo
y los acantilados de la costa. A los 3 s de ver el fogonazo oímos el disparo del cañón, y a los 11 s
del fogonazo percibimos el eco. Calcular la distancia a que están de nosotros el enemigo y la cos-
ta. Velocidad del sonido, 340 mis.

Solución

Despreciando el tiempo empleado por la luz en su recorrido, la distancia a que se encuentra el enemigo es:

I x =340 x 3 =1 020 m I

El sonido emplea para ir y volver a la costa, desde nuestra posición, un tiempo que es:

t=11-3=8s
I x' = 1 360 m I

2x' = 340 x 8=> =>

Problema 111-40. Un ciclista marcha por una región donde hay muchas subidas y bajadas. En
las cuestas arriba lleva una velocidad constante de 5 km/h y en las cuestas abajo de 20 km/h.
Calcular:

1. ¿Cuál es su velocidad media si las subidas y bajadas tienen la misma longitud?
2. ¿Cuál es su velocidad media si emplea el mismo tiempo en las subidas que en las bajadas?
3. ¿Cuál es su velocidad media si emplea doble tiempo en las subidas que en las bajadas?

Solución

1) iJ = Stotal = Xsubidas + Xbaja

t total t lotal

2x
x X

-+-
V¡ V2

- 2V¡V2 = 8 km/h
- v¡ + v2

2) - v¡t + v2t - v¡ + V2= 12,5km/h
v=~- 2 3) v= V¡2t+V2t

3t
2V0 V2

3
2 x 5 + 20 =10 km/h

3

(Obsérvese que la velocidad media es la media aritmética de las velocidades uniformes únicamente en
el caso en que el tiempo que duran los distintos recorridos es el mismo).

Problema 111-41. Dos móviles marchan en sentidos contrarios, dirigiéndose el uno al encuentro
del otro con las velocidades de 4 y 5 cm/s respectivamente. Sabiendo que el encuentro tiene lugar
a 1,52 m, de la posición de partida del primero, determinar la distancia entre los móviles al co-
menzar el movimiento y el tiempo transcurrido hasta que se encontraron.

Solución

x¡ =v¡t

IX2 =v2t
1,52 - i
X2 - 5

=> t=~ - X2 152
v¡ - -;;; = 4= 38 s

~=~
X2 V2

X2 = 1,90 m=> => =>

La distancia entre los móviles al comenzar el movimiento será: Ix =x¡ +x2=3,42m I

Problema 111-42. Un acorazado se aleja de la costa, en la que hay un alto acantilado. A 680 m
de la costa dispara un cañonazo; el eco es percibido 4,1 s después. Calcular la velocidad del aco-
razado. (Se supone para el sonido la velocidad de 340 m/s).

Solución
Uamamos e a la velocidad del sonido:

2x¡ + X2 =ct

IX2 =vt
=> v = ct - 2x¡ =340 x 4,1- 2 x 680 = 8 3 mis

t 4,1 '
2x¡+vt=ct=>

Problema 111-43. Un móvil parte de un punto con una velocidad de 110 cm/s y recorre una tra-
yectoria rectilínea con aceleración de -10 cm/s2. Calcular el tiempo que tardará en pasar por un
punto que dista 105 cm del punto de partida. (Interpretar físicamente las dos soluciones que se ob-
tienen).

Solución

La ecuación del movimiento haciendo Xo= O, es:

105 =110t - ~10t2
2

I t¡ =21si

I t2=1s I
=> => t2 - 22t + 21 = O
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MOVIMIENTO RECTILÍNEO Y UNIFORMEMENTE ACELERADO 65

t representa el tiempo que tarda el móvil en recorrer los 105 primeros cm.

t: representa el tiempo que tarda el móvil en pararse por su movimiento retardado y retrocediendo luego
con movimiento acelerado llegar de nuevo al punto que dista del origen 105 cm.

Problema 111-44. Hallar las fórmulas de un movimiento uniformemente variado sabiendo que la
aceleraciónes 8 Cm/S2,que la velocidad se anula para t =3 s, y que pasa por el origen (x =O)en
t:=11s.

Solución

0= Uo+ 8 x 3
1

0= Xo- 24 x 11+ - 8 x 1212

Vo=-24 cm/s

I
Xo =-220cm

I x =- 220 - 24t + 4t2 I

I v=- 24 + 8t I

CGS

Problema 111-45. La velocidad de un punto que se mueve en trayectoria recta queda expresada
en el SIpor la ecuación: v =40 - St. Para t =2 s el punto dista del origen SO m. Determinar:
1. La expresión general de la distancia al origen.
2. El espacio inicial.
3. La aceleración.
4. ¿En qué instante tiene el móvil velocidad nula?
5. ¿Cuánto dista del origen en tal instante?
6. Distancia al origen y espacio recorrido sobre la trayectoria a partir de t = O, cuando t = 7 s,

t:=10 s, y t = 15 s.
Solución

1) x= JUdt= J(40-8t)dt=40t-4t2+C I x = Xo + 40t - 4t2 I

2) 80 = Xo + 80 - 16

3) I a = E; = - 8 mls21

4) 0=40-8t

5) Ixs=16+40x5-4x52=116ml

X7 =16+40x7-4x72 = 100m

x¡o = 16 + 40 x 10 - 4 X102 = 16 m
x¡5 =16+40x15-4x152 =-2S4m

6)

Cálculo de caminos sobre la trayectoria a partir de t =O:

El móvil cambia el sentido de su velocidad para t =5 s.
El recorrido en los 5 primeros segundos es: C =x - Xo=40t - 4¡2 =100 m
A ellos hay que sumar el recorrido en los segundos restantes que se obtienen de la integral de la
ecuación general de la velocidad, en valor absoluto, entre los límites t = 5 s y t = instante final.

C¡5 = 100+ID~0- 8t)dt 1= 500m

Problema111-46.Trazarla curva de la posicióny la de la velocidad en función del tiempo en el
movimiento dado por la fórmula x =4,00- 26,00t + 4,00t2 (SI)Y determinar los instantes para
loscuales la velocidad y el espacio tienen el mismo valor numérico.

Solución

dx --26+8t
v=dt"-

La curva: x = x (t), es una parábola. Cálculo del máximo o mínimo:

dx =- 26 + St = O
dt

t =3,25s xm= -38,25 m

el punto (3,25, -38,25) es el mínimo.

Cálculo de cortes con los ejes:

La parábola corta el eje de las posiciones en: x = 4,00 m, para t = O.

x (m)

t (s)

-100

-200

-284~------------------------
-300

Problema III-45-1a.- Representación
gráfica de la distancia al origen en
función del tiempo.

v (mis)

40

-40

Problema III-45-2a.- En la gráfica de
la velocidad frente al tiempo, el área
limitada por el eje de abcisas y la
gráfica entre dos instantes, coincide
numéricamente con el camino reco-
rrido por el móvil entre esos dos ins-
tantes.

x(m)
v (mis)

40

34

10

Problema III-46.
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20

O 1 2 3 4 5 6

Problema III-48.

0=4-26t+4t2

La parábola corta al eje de los tiempos en las soluciones de la ecuación:

~=6,34stI = 0,26 S

o = -26,00 + 8,OOt

La función: v = v (t), es una recta que corta al eje de tiempos en la solución de la ecuación:

t =3,25s

corta al eje de las velocidades en: v = -26,00 mis

Los gráficos son los de la figura.
La velocidad y el espacio tendrán el mismo valor cuando:

4,00 - 26,00t + 4,00t2 = - 26,00 + 8,00t ~ 4,00t2 - 34,OOt+ 30,00 = O ~

Problema 111-47. Un automóvil arranca de un punto con movimiento uniformemente acelerado,
alcanzando a los 5 s la velocidad de 108 km/h desde cuyo momento la conserva, hasta que a los
2 minutos de alcanzarla, frena hasta pararse al producirle los frenos una deceleración de 10 m/s2,
1. Calcular el tiempo transcurrido y el espacio recorrido desde que arranca hasta que se para.
2. Hacer una representación gráfica de x = x(t), v = v (t) y a = a (t).

Solución

1) v = 108 km/h= 30 mis ~ = 2 x 60 s = 120 s

30 -3s
t3= 10 -

1 1
Xl =-vtl =-30x5=75m2 2

X2 =vt2 =30x 120=3600m

2 V2 302
v=~vg +2ax ~ O=v +2a3x3 ~ X3 =--=-=45m

2a3 2x10

2) En el primer intervalo:

a(t) = de = 6 m/S2

v(t) =6t
x(t) =3t2

a(t)=de=O
v(t)= de = 30m/s
x(t) = 3t

a(t) = de = -10 m/S2

v(t) = 30 -lOt

x(t) = 30t - 5t2

En el segundo intervalo:

En el tercer intervalo:

Problema 111-48. El gráfico de la figura nos representa el movimiento realizado por un móvil en
trayectoria recta. Interpretar y clasificar su movimiento.

Solución

TRAMOAB.- Su ecuación es:

El movimiento es uniforme de velocidad:

x=10+10t

dx
v=-=10m/s

dt

el espacio inicial (para t =O) vale Xo=10 m

TRAMOBC.- Su ecuación es: X =30 m

El móvil está parado en el intervalo de tiempo de 2 a 3 s.

TRAMOCD.- Su ecuación es:

El movimiento es uniforme de velocidad:

X =10 + 20
Tt

v=dx...;,20
dt -Tm/s

El móvil comienza este movimiento a los 3 s de partir y dista del origen de espacios 30 m.

TRAMODE.- Su ecuación es:

El movimiento es uniforme de velocidad:

x= 50 -25t

dx
v =-= -25m/s

dt
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el signo menos indica que se mueve en sentido opuesto al llevado en los tramos anteriores, y en el ins-
tante t = 8 s se encuentra en el origen de los espacios.

E! móvil comienza a los 6 s de partir y dista del origen de posiciones 50 m.

Problema 111-49. El gráfico de la figura nos representa la velocidad de un móvil en trayectoria
recta,en el que para t = O, Xo= O. Determinar las ecuaciones de la posición y de la aceleración
interpretandoel movimiento que tiene en cada caso.

Solución

TRAMOOA.- Su ecuaciónes:

la ecuación del espacio:

v=lOt

x= fVdt= f10tdt=5t2+Cl

y comopara t=O, x=O IX=5t21

I a =~~ =10 mls21

C¡=O

E! movimiento es uniformemente acelerado de aceleración:

TRAMOAB.- Su ecuaciónes: v =10 mis

luego el movimiento es uniforme (a =O) desde el primero al tercer segundo; la ecuación de la posición
la calcularemos:

x= f vdt= f lOdt=lOt+C2

para calcular C2 tendremos en cuenta que en el segundo anterior (Tramo DA) el móvil recorrió una
distancia:

t=ls

luego;
I x =-5 + lOt I

t=ls

TRAMo BC.- Su ecuaciónes: v =-35 + 1St

téngase en cuenta que el móvil comienza este movimiento

v =10 mis en ese instante. La ecuación de la posición será:
cuando t =3 s y su velocidad es

x= f vdt= f(-35 + 15t)dt=-35t + 1: t2 +C3

para calcular C3' tendremos en cuenta que la distancia recorrida hasta el tercer segundo se obtendrá
sustituyendo en la ecuación de la posición del tramo AB, t = 3 s.

v (m/s)
C D

012

Problema I11-49.

XOB =-5 + 10 x 3 =25 m IX = 62,5 - 35t + 7,5t2 I25 =-35 x 3+ 7,5 x 9+C3

téngase en cuenta que el móvil comienza a moverse cuando t =3 s, entonces la distancia que ha re-
corridoantes es de 25 m.

El movimiento es uniformemente acelerado de aceleración:

TRAMOCD.- Su ecuaciónes: v =25 mis

luego el movimiento es uniforme (a =O) desde el cuarto al quinto segundo; la ecuación de la posición
la calcularemos:

x =f v dt =f 25 dt = 25t + C4

para calcular C4, tendremos en cuenta que la distancia recorrida hasta el cuarto segundo se obtendrá
sustituyendo en la ecuación de la posición del tramo BC, t = 4 s:

Xoc = 62,5 - 35 x 4 + 7,5 x 42 = 42,5 m 42,5 = 25 x 4 + C4 C4 = -57,5 m

TRAMO DE.- Su ecuaciónes: 200 25
v =- --t

3 3

f
200 25 2

x= vdt=3t-6t +Csla ecuación de la posición será:

si sustituimos en la ecuación de la distancia del tramo CD, t por 5 s, obtendremos:

XOD =-57,5 + 25 x 5 = 67,5 m 67 5 = 200 5 - 25 25 + Cs, 3 6 Cs =- 4853m

El movimiento es uniformemente decelerado y transcurridos 8 s el móvil llega al reposo; su decelera-
ción es:

I x=-57,5 +25t I

I x = - 485 + 200 t - 25 t213 3 6
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I dv - - 25 mls21a="dt- 3

y dista del punto de partida: t=8s x=105 m

Problema 111-50. Dos puntos materiales A y B se mueven con movimiento uniformemente ace.
lerado partiendo del reposo; la aceleración de B es doble que la de A y el tiempo que emplea A en
su trayectoria es triple que el de B. ¿Qué camino recorre B, con respecto al recorrido por A?

Solución

- .! at2
Xa- 2

-.!~9t2XA- 2 2

Problema 111-51. Un automóvil que está parado, arranca con una aceleración de 1,5 m/S2.En
el mismo momento es adelantado por un camión que lleva una velocidad constante de 15 mis.
Calcular:
1. Distanciacontada desde el punto de cruce en la que alcanza el automóvil al camión.
2. Velocidaddel automóvil en ese momento.

Solución

1
1) x=-at2 =vt2

t = O

2v 30 = 20 s
t = --;; = 1,5

2)
I x = 15 x 20 = 300 m I

I v =at = 1,5x 20 = 30 mIs I

Problema 111-52. Un automóvil y un camión parten en el mismo momento, incialmente el coche
se encuentra a una cierta distancia del camión; si el coche tiene una aceleración de 3 m/S2y el ca-
mión de 2 m/S2y el coche alcanza al camión cuando este último ha recorrido 60 m. Calcular:
1. Distancia inicial entre ambos.
2. Velocidad de cada uno en el momento del encuentro.

Solución

1 2
1) Xc=-oct2

I ve =°ct = 4.J15 mis I

Problema 111-53. Dos cuerpos A y B situados a 2 km de distancia salen simultáneamente en la
misma dirección y sentido, ambos con movimiento uniformemente acelerado, siendo la acelera-
ción del más lento, el B, de 0,32 Cm/S2.Deben encontrarse a 3,025 km de distancia del punto de
partida del cuerpo B. Calcular el tiempo que invertirán en ello y cuál será la aceleración de A, así
como las velocidades de los dos en el momento de encontrarse.

Solución

It = 1375 s I

IVA = QAt = 728 cmls = 7,28 mIs I IVa = aat = 400 cmls = 4,4 mIs I
Problema 111-54. Desde la cornisa de un edificiode 60 m de alto se lanza verticalmentehacia
abajo un proyectil con una velocidad de 10 m/s (tomar g = 9,8 m/S2). Calcular:
1. Velocidadcon que llegaal suelo.
2. Tiempo que tarda el llegaral suelo.
3. Velocidadcuando se encuentra en la mitad de su recorrido.
4. Tiempo que tarda en alcanzar la velocidad del apartado 3).

A B E

1:

d .1, xa

:rXA

Problema 111-53.
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Solución

Tomamos como origen de coordenadas el punto de lanzamiento y como sentido positivo el del eje vertical
descendente. Las ecuaciones de este movimiento serán:

u =Vo + gt

1 2
S =vot+- gt2

vo=lOm/s

9 = 9,S m/s2

1)y2) h=60m

v = 10 + 9,St

60 = 1Ot + 1. 9,St2
2

I t =2,6 s I

Iv =35,7mis I

3)y4) h'=30m

v' = 10 + 9,St'

30= 10t' +1.9St'2
2 '

I t' = 1,7 s I

I v' = 26,2 mis I

Problema 111-55. Desde el balcón situado a 14,1 m sobre el suelo de una calle, lanzamos un
cuerpoverticalmente hacia arriba con una velocidad de 10 mis. Calcular el tiempo que tardará en
llegar al suelo (g = 9,8 mls2).

Solución

Tomando como origen de coordenadas el punto de lanzamiento y como sentido positivo el del eje vertical
ascendente, nuestros datos son:

Uo= 10 mis 9 = -9,S mls2h =-14,1 m

Sustituyendo en la ecuación general:
1 2

h =vot+ "2 gt
-141 = 10t -1.9St2

, 2 '

Ecuación de segundo grado en t, que resuelta nos da para valores del tiempo: t¡ =3 s Y t2=-0,96 s.
El tiempo pedido es 3 s; el tiempo invertido por el cuerpo en subir hasta la cúspide del trayecto y caer des-
de ella hasta al calle.

El tiempo negativo -0,96 s (anterior al origen de tiempos) hubiese sido el empleado por el cuerpo lanzado

desde el suelo, en subir hasta el origen (O) y pasar por él a la velocidad de 10 mis hacia arriba (no tiene
sentido físico).

Problema 111-56. Desde lo alto de una torre de 100 m de alta se lanza verticalmente hacia arri-
ba una piedra con la velocidad de 15 mis. La piedra llega a una determinada altura y comienza a
caer por la parte exterior de la torre. Tomando como origen de ordenadas el punto de lanzamien-
to,calcularla posición y la velocidad de la piedra al cabo de 1 y 4 s después de su salida. ¿Cuál es
la alturaalcanzada por la piedra y qué tiempo tarda en alcanzarla? Asimismo calcular la velocidad
cuando se encuentra a 8 m por encima del punto de partida y cuando cayendo pasa por el punto
de partida. ¿Cuánto tiempo transcurre desde que se lanzó hasta que vuelve a pasar por dicho pun-
to? ¿Cuánto tiempo tarda en llegar al suelo y qué velocidad lleva en ese momento? (g =10 mls2).

Solución

Tomamos como sentido positivo el del eje vertical ascendente. Las ecuaciones de este movimiento serán:

u =Vo + gt

h 1 2=vot+ - gt2

Vo= 15m/s

9 = -10 m/s2

t=ls
v = 15 -10 x 1 = 5 mis (subiendo)

h= 15 x l-1.lOx 12= 10m
2

t = 4 s
v = 15 -10 x 5 = -25 mis (bajando)

1
h= 15 x 4 --10 x 16 =-20m

2

h=Sm

s = 15t -1.10t2
I

t¡ =0,7s
2 t2 = 2,3 S

v¡ = 15 -10 x 0,7 = S mis
V2=15 -10 x 2,3=-Sm/s

h = -100m

0=15t-1.lOt2
I

t¡ =Os

2 t2 = 3 S

v¡ =15-0xlO=15m/s

V2 = 15 - 3 x 10 = -15 mis

Problema 111-57. Una piedra que cae libremente pasa a las 10h frente a un observador situado a
300 m sobre el suelo, y a las 10h 2' frente a un observador situado a 200 m sobre el suelo
(g= 10 m/S2).Se pide calcular:
1. La altura desde la que cae.
2. En qué momento llegará al suelo.
3. La velocidad con que llegará al suelo.

h

Ba
o

Ba
o

Ba
o

DO DO DO

Ba
o

Ba
o

Ba
o

DO DO DO

Ba
o

Ba
o

DO DO

t~
!
I

t~
¡
!

-+
V

Problema III-54.

vo=lOmls
O

E
.....
'<:1'-

'j'
11

..<::

9 = -9,S mls2

Problema 111-55.

15 =10t 3
t=-s

2v=O
h=1.102-= 45 m

2 4 4

1
-100=15t-"2lOt2 =} t:6,2s

v = 15 -10 x 6,2 = -47 mis
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Problema 1Il-57.

d

o

h

Problema III-59.

h¡ =300m
h2= 200m
h3= 100m

t¡ =2 s
9 = 10 m/S2

1) V2 = VI + gtl

1 2
h3 = VItI +2 gtl

2
h =~
4 2g

H=h2+h4

2) Uamando ~ al tiempo que tarda en recorrer h1:

V2=Vl+10x2

1
100=2vl +21Ox4

V2
h - 2
4 - 2xlO

VI =40 mIs
V2=60m/s
h4 =180m

I H =200 +180=380m I

I Luego llega al suelo a las 10h S' I

3) Iv =..J29Fi= -./2x 10 x 380 = 87 mIs I

Problema 111-58. Determinar la profundidad de un pozo si el sonido producido por una piedra
que se suelta en su brocal, al chocar con el fondo, se oye 2 s después de ser soltada. (Velocidad
del sonido: 340 mis; 9 = 9,8 mls2).

Solución

tI: tiempo de bajada de la piedra. ~: tiempo de subida del sonido. h: profundidad del pozo.

h 1 2 2
=2 gtl =4,9tl

h = vt2 = 340tz
tI + tz = 2 s

Problema 111-59. Se deja caer una piedra desde un globo que asciende con una velocidadde
3 mIs; si llegaal suelo a los3 s, tomando 9 = 10 m/s2, calcular:
1. Alturaa que se encontraba el globo cuando se soltó la piedra.
2. Distanciaglobo-piedraa los 2 s del lanzamiento.

Solución

Tomaremos el origen de coordenadas en el punto en que se suelta la piedra. Magnitudes positivas son las
que tienen dirección hacia arriba.

1) Vo=3m/s
g=-10m/s2
t=3s

2) t' = 2 s. h¡:distanciadel globo al origen en t'. h2:distanciade la piedra al origenen t'.

h1= vot' = 3 x 2 = 6 m

h2= vot'+].. gt,2 = 3 x 2 - ]..10 x 4 = -14 m2 2
I d=6+14 =20m I

Problema 111-60. Dos proyectiles se lanzan verticalmente de abajo hacia arriba, el primero con
una velocidad inicial de 50 mis y el segundo con la velocidad inicial de 30 mis. ¿Qué intervalo de
tiempo tiene que haber entre los dos lanzamientos para que los dos lleguen a la vez al suelo? (To-
mar 9 =10 m/s2).

Solución

E tiempo que tarda el primero en llegar al suelo se calcula:

Problema 111-61. Dos proyectiles se lanzan verticalmente hacia arriba con dos segundos de in-
tervalo, el primero con una velocidad inicial de 50 mIs y el segundo con la velocidad inicial de

I
I
I
I
I
:
I

,

!.
1°1

h4- '--
h3

l'
I

l' I
I
I

L :

L
-+ H
V2

I
h¡

I I
; I

: i
I

h2 i
I
I

I j
I
I
I. . i
I
I
I
I
I

l.
--o , .. . .'------ -- - I

-+
V

1 2
50tl - 5tf =O tI =10 sh = O = VOlt1 - 2 gtl

=> =>

El tiempo real del segundo será:
I

=>
I M =tI - t2 =4 s I

1 2
3Ot2 - 5t =O tz =6 sh =O= voztz -- gtz => =>

2
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80mIs.¿Cuálserá el tiempo transcurrido hasta que los dos se encuentren a la misma altura? lA
qué altura sucederá? ¿Qué velocidad tendrá cada uno en ese momento? (g = 9,8 m/s2).

Solución

h=50t- 4,9t2=80(t - 2)- 4,9(t - 2)2 =>
I50t = 4,9tZ = 80t -160 - 4,9tZ - 4,9 x 4 + 2 x 4,9 x 2t I t =3,62 s I

I h=50x3,62-4,9x3,622=116,8m I

I u¡ =50 - 9,8 x 3,62 = 14,5 mis I I Uz =80 - 9,8 x 1,62 = 64,1 mis I

Problema 1lI.62. La cabina de un ascensor de altura 3 m asciende con una aceleración de
1m/s2.Cuandoel ascensorse encuentra a una cierta altura del suelo,se desprende la lámpara del
techo.Calcularel tiempo que tarda la lámpara en chocar con el suelo del ascensor. (g= 9,8m/s2).

Solución
1" MÉTODO:

En el instanteen que empieza a caer el cuerpo al ascensor llevauna velocidad verticaly hacia arri-
ba u.
El espacioverticaly hacia abajo que debe recorrer la lámpara es: h - (ut + at2f2) (h =altura del as-
censor) y (m + atZf2) ascenso del suelo de éste. La lámpara al desprenderse lleva una velocidad inicial
hacia arriba u. Aplicando la ecuación: y =ut + atZf2, siendo positivas las magnitudes hacia arriba y
negativas las descendentes, tendremos:

1 2 1 2
-h+ut+-at =ut--gt2 2 t=~ 2h =~ 2x3 s=074sg +a 9,8+ 1 '

2° MÉTODO:

La aceleración de la lámpara respecto al ascensor, considerando magnitudes positivas hacia abajo, es:

aBA =as - aA=9,8 - (-1) = 10,8 mfgZ

1 Z
h - -aBAt-2 t= flE =~2X3 =0,74 sVa;: 10,8

Problema 1lI-63. A una cierta hora del día los rayos solares inciden sobre un lugar con un án-
guloI{Jcon la horizontal; dejamos caer libremente un cuerpo desde una altura h sobre un terreno
horizontal.Calcular la velocidad de la sombra cuando el cuerpo se encuentra a una altura y del
suelo.

Solución

Alser: y
x= tglp

dx - ~ dy
dt-tglpdt

por otro lado, la velocidad del cuerpo cuando ha recorrido un espacio h - Y es:

v = '¡2g (h - y)
tglp

u = '¡2g (h - y)

Problema 1lI-64. Si la resistencia que opone el aire en reposo produce una deceleración
a =-kv (se opone al movimiento en su seno), y suponiendo que g es constante, calcular:

1. La posición en función del tiempo en el ascenso de un objeto lanzado verticalmente hacia arri-
ba con una velocidad inicial vo.

2. La altura máxima alcanzada por el objeto.

Solución

1) Trabajando en el eje OY, tomando su dirección positiva hacia arriba; el valor de la aceleración del mo-
vimiento rectilíneo que posee el proyectil, será:

a=-g-ku=ü= dudt l
'

i
o d- dt- u

o oog+ku

1
u=¡-[(g+kuo)e-kt -g]= dydt

y

t

'
r I' ,, I' I, I
! ü!, I, I' ,,

h I '~__m__2n__m

1
ut + - atZ

2

~

Problema 111-62.

v-

Problema 111-63.

¡,¡?
111
".....

,...
A.

-4

E.U POUTÉCNICA
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2) En la cúspide: V=O

sustituyendo en y (t) Yoperando:

D) OSCILACIONES

FORMULARIO

Movimiento vibratorio armónico simple (MAS)en trayectoria recta:

x =Asen (wt + 1fJ)

v =x=Aw cos(wt+ 1fJ)=w~Az -xz

a=ü=x=-Awz sen(wt+IfJ)=-w2x

Composición de dos MASde la misma dirección y &ecuencia:

Xl =Al sen (wt + IfJI)

IXz =Az sen (wt + 1fJ2)
X=XI +XZ =Asen(wt+lfJ)

t=!ln g+kvo
k g

h= k12(vok-gln g+gkVo)

x

2:n:
w =-= 2:n:v

T

AZ = Af + A: + 2AIA2 cos (1fJ1-lfJz)

Al sen IfJI + Az sen IfJz
tg lfJ

Al COS IfJI + Az cos IfJz

Si los dos MAS se encuentran en CUADRATURA[1fJ1-lfJz=:n:/2 Ó (2K + 1) :n:/2, (K E Z)):

tg 4>=~
Az

x(t) =A sen (wt +~)

t=O => xo=Asen'P

Si en t = O, x = O y v > O => x = Asen wt
I

xo =0
'P=O

R

1-

.
O P Q X

x=o

A

La partícula en su MASpasa de Po-7 Q -7 0-7 R -7 0-7
Po... realizandoun movimientode «vaivén»;en este caso
v<'P<re/2.

Composición de n MASde la misma dirección y &ecuencia:

AZ = L L A¡Aj cos (cp¡ - CPj)
¡ j

X = L XI = Asen (wt + cp)
¡

LA, senlfJ,I
tg cP= L A, COS 1fJ,

I

Composición de MASde la misma dirección y diferente &ecuencia:

Xl =Al sen (Wlt + CPI)

IXz =Az sen (wzt + cpz)

Si: ~=~= Tz =.!2..
Wz v2 TI nz

(con nI y nz números primos entre sí)

'P = O => x = A sen wt = A cos (wt - % )
R
¡.

re

'P="2

R
I

R
¡.

3re
'P=2"

R
-O

t=O
Xo= -A

'P=re

O
O

t=O
XO=O
uo>O

x =Asen (wt +%)= A coswt

Q
1-

Q X
O--

t=O
Xo=A

x = Asen (wt+ re)= -A sen wt

O
+
x=O

o--O
xo=O
t=O
uo<O

x = Asen (wt + 3;) = - A cos wt

Q
1-

O
+

x=O

Q
1-

X

X

- - - - - - - - - -- - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - -.

-- --- --- ---o
- --- - - - - - - - - - - - - - -- - - -- - - - - --- --- - -- - - - - - - --- ----

Diversos valores de la fase para distintas posicio-
nes iniciales de la partícula en su MAS.
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Composición de MASde la misma dirección y pequeña diferencia de frecuencia. Modulación de amplitud. Pulsa-
ciones:

IWI - w21« IWI + W21

IfJI = 1fJ2 = O

A(t) =:t ~AI + A: + 2AIA2 COS(WI- (2) t

WI-W2 1v= -
2:rr T

A (t):función de modulación. v: frecuencia del movimiento oscilatorio resultante [x(t) =Xl + X2]

x

r

o

T

Superposición de dos MASde frecuencias parecidas. Las líneas envol-
ventes corresponden a la función de modulación.

PULSACIONES O BATIDOS:

X

r

Pulsaciones o batidos.

x(t) =2AI COS WI - w2 t sen WI + Wz t
2 2

Frecuencia del oscilador: v = (VI + vz)/2=liT (T: tiempo que la partícula tarda en dar una cualquiera de sus oscilaciones).

A(t) =2AI COSwI - W2 tt

Movimiento vibratorio amortiguado:

1 1

Tp =- = v - V2Vp l

T=2:rr
W

A
0= 2:rrk=ln-1..

Az

x

o

El movimiento vibratorio amorgiguado como función del tiempo
cuando <p=O. Las curvas envolventes son A =A(t).

x

Xa=Aa cos rp
Aoe-laut c~s (wt + rp)

El movimiento amortiguado como función del tiempo cuando <p;tO.
Obsérvese la disminución continua de su amplitud.

El movimiento vibratorio amortiguado NOESPERIÓDICO,lo que ocurre es que a intervalos de tiempo iguales (T) se hace X= O,
pero en ese tiempo la amplitud de este movimiento decrede en i'.
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y
P'

,;~..," M'
,¡ D

,/ ! ,/:
rp~t,/ :-¡ 'Yr I
1" I I

¿" I I

R o
x

A

Problema III-65.

Problema III-68.

Problema 111-65. Demostrarque un movimientovibratorio armónico de trayectoriarecta,coin-
cide con el movimientode la proyecciónsobre un diámetro, de una partfculaque gira uniforme-
mente alrededor de una circunferencia*.

Solución

Supongamos una partícula saliendo del punto P' representado en la figura, girando sobre la circunferencia
en el sentido de la flecha. La proyección de P' sobre el diámetro QR es P. Cuando la particula pasa de P'
a M', su proyección pasa de P a M; cuando llega a Q, su proyección llega también a Q, etc. Al dar la
partícula una vuelta completa, su proyección describe un vaivén sobre el diámetro, es decir, una vibración
completa (de P a Q, volver hasta O; llegar a R, y retornar a P).
Si w (frecuencia angular, constante de este movimiento armónico que coincide con la velocidad angular
del punto imaginario) es la velocidad angular del movimiento circular, en ángulo P'OM' descrito en un
tiempo t, será igual a wt. Considerando el triángulo rectángulo OM'M, obtendremos para valor de la elon-
gación: OM=OM'senOM'M, esdecir: x(t)=Asen(wt+rp), ya que el ángulo OM'M=wt+", yelra-
dio se identifica con la amplitud del MAS.
La corrección de fase (",) representa el ángulo formado por el radio en el origen de distancias, con el eje
OY (P'OY).
Si en vez de proyectar M sobre X, lo hacemos sobre Y, la ecuación del MASes:

y (t) =A ros (wt + rp)

La elongación de un MAS,como proyección de un movimiento circular sobre el diámetro, se expresa en
función del seno o el coseno, dependiendo del eje de proyección escogido. En realidad, se pueden emple-
ar indistintamente cualquiera de las dos funciones ajustando el valor de '" a las condiciones iniciales del
problema que se trate.

Problema 111-66. Un punto material describe uniformemente una trayectoriacircularde 1 m de
radio, dando 30 rpm. Expresar la ecuación del movimientovibratorio armónico que resultaríaal
proyectar sobre un diámetro las posiciones del punto material en los dos casos siguientes:
1. Se comienza a contar el tiempo cuando la proyección del punto móvil es el centro de la cir-

cunferenciay el movimientova en el sentido de las agujas de un reloj.
2. En el caso de comenzar a contar el tiempo cuando el radio ha girado desde la posiciónante-

rior un ángulo de 57,32SO.
Solución

1) x = Asen wt
I

A=100cm

I
w = 21tv = 1t rad/s

CGS
I x= 100 sen1tt I

2) x =Asen (wt + ",)
I

1800 1t

I57,3280 '" I x = 100 sen (1tt + 1) I57,328 x 3,14 = 1rad
'P= 180

Problema 111-67. Un MASviene dado por la ecuación x =A sen (wt + SO)siendo las condiciones
iniciales (para t =O) x =xo y v =vo; determinar las constantes A y SOpara una determinada pul-
saciónw.

Solución

x =Asen (wt + 'P)

Ix = Aw cos (wt + 'P) I

Xo =Asen 'P

IVo = Aw cos '"
t= O1\

Problema 111-68. En la experiencia correspondiente a la figura el cilindro da una vuelta en 2 s.
Dada una vuelta, el dibujo que se ha realizado en el papel consta de 870 ondulaciones completas
cuya máxima dimensión transversal es 3 mm. Determinar la frecuencia, el período y la ecuación
de movimiento -supuesto vibratorio armónico simple- de la punta entintada, si entra en contacto
con el cilindro cuando pasa por su posición de equilibrio, en el sentido que se considerará de x
crecientes. Calcular también la elongación al cabo de 0,1 y 0,01 s de iniciado el movimiento.

Solución

870 vibraciones corresponden a 2 s, luego la frecuencia será:
I - 870 =435 Hz I
v- 2

El período será: La pulsación será:
21t

W =- =21tV =8701t rad/s
T

. Ver movimiento circular y uniforme en el capetuJo V.
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MOVIMIENTO VIBRATORIO ARMÓNICO SIMPLE EN TRAYECTORIA RECTA 75

La amplitud de la vibración es: A - 0,3 = 0,15 cm- 2

La ecuación del movimiento es: IX = 0,15 sen 870nt I CGS

Para t = 0,1 s: IXI =0,15 sen 870n 0,1= 0,15 sen n = 01

Para t = 0,01 s: X2= 0,15 sen 870 n 0,01 = 0,15 sen O,7n = 0,12 cm

Problema 111-69. La ecuación del movimiento de una partícula viene dada en el SIpor la expre-
sión: x =1~ cos (2nt + n/4). Calcular:
1. Elperíodo de la vibración.
2. Los valores extremales de la velocidad y aceleración de la partícula.

Solución

1) Si la comparamos con: x=Acos(wt+cp) w = 2n rad/s = 2n
T

=>=>

2) u = fe = -2n 10-2 sen (2nt + ¡)
sen (2nt+ ¡) =:1:1

I uM =:l:2n 10-2 m/s I

a=v=x=-4n210-2 cos(2nt+¡)=-4n2x
I

x=:l:A
=>

Problema 111-70. Un punto material oscila con movimiento vibratorio armónico simple de am-
plitud2 cm y frecuencia 10 Hz. Calcular su velocidad y aceleración extremas y la velocidad y ace-
leraciónen el tiempo t =1/120 s. Suponer la fase inicialnula.

Solución

A=2cm

w = 2nv = 20n 5-1

cp=O

X =2 sen 20nt

u =40n cos 20nt =20n ~4 - X2

Q =-800n2 sen 20nt =-400n2x

Para IUmáx = :1: 40n cm/s I

I amáx = :¡:800n2 cm/52 I

cos 20nt =:1:1 =>

Para sen 20nt =:1:1 =>

1
t=-s

120

20n n '"
. u = 40n cos120 =40n cos "6 =20n -v3 cm/s

I Q = -800n2 sen % = - 400n2 Cm/52I

Problema 111-71. La aceleración de un movimiento queda determinada por la expresión:
a =-16~x, estandoa medida en Cm/S2y x (distanciaal origen) en cm. Sabiendo que el desplaza-
miento máximo es 4 cm y que se ha comenzado a contar el tiempo cuando la aceleración adquie-
re su valor absoluto máximo, en los desplazamientos positivos, determinar:
1. La ecuación del desplazamiento para cualquier instante.
2. La velocidad y aceleración extremas.
3. La velocidad y la aceleración cuando el desplazamiento es la mitad del máximo.

Solución

1) A = 4 cm

n
cp=-2
w=4ns-1

x=4cos4nt

u = -16n sen 4nt = -4n ~16 - X2

a = -64n2 cos 4nt = -16n2x

I

Si
2) Los extremos serán:

Si

sen 4nt = :1: 1 =>
I Umáx = :¡:16n cm/s I

I amáx =:¡:64n2 cm/52 I

cos 4nt =:1:1 =>
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76 CINEMÁTICA DE LA PARTÍCULA. MAGNITUDES FUNDAMENTALES. MOVIMIENTO RECTILÍNEO

A
3) x=-=2cm

2
I v=-4n~ =-8nJ3 cm/sI

I Q = -16n2 2 = -32n2 cm/s21

Problema 111-72. Para un MASde la partícula, su velocidad es 3 cm/s cuando su elongación es
2,4 cm y 2 cm/s cuando su elongación es 2,8 cm. Determinar la amplitud y su frecuencia angular.

Solución

Sea el movimientode ecuación: x =A sen (wt + '1')

sustituyendo los valores dados en esta última ecuación:

9=W2 (A2 -5,76)

I4 =W2 (A2 -7,84)

9 A2 - 5,76

4= A2-7,84

3

w = ~3,12 - 5,76
I A =3,1m I 1,53rad!s

Problema 111-73. Las aceleraciones extremas de un MASpara unapartículason::t158cm/s2,la
frecuencia de las vibraciones es 4 Hz y la elongación cuando t = 0,125 s es x = 0,125 cm y
u < O. Escribir la ecuación del MASde la partícula.

Solución

Tomamos como ecuación: x =Asen (wt + '1'), y como la aceleración es extremal para x = :!:A, tenemos:

QM =w2A=158cm/s2

1

w =2nv = 8n rad/s
A=QM - 158

W2 - 64n2 = 0,250 cm

1
t = 0,125 s => 0,125 = 0,250 sen (n + '1') => sen (n + '1')="2

'1'= - .:: rad6

5n
<p=--rad6

como en cualquier instante:
I

x = 0,250sen (8nt + '1')

Iv =2n cos (8nt + '1')

si t = 0,125 s y:

5n
'1'=-6 v =2n cos(n - 5;) > O

v=2n cos(n - i)< O
n

'1'=-6

luego la solución válida es '1'=- .::rad, luego:6 x(t) = 0,250 sen (8nt - i) CGS

Problema 111-74. Una partícula que se mueve con un movimiento vibratorio armónico simple,
tiene un desplazamiento inicial Xo= 1,5 cm, una velocidad inicial dirigida en el sentido positivo
del eje X de Vo=3TC ";3 cm/s y su período es 1 s. Determinar las ecuaciones horarias del MAS.

Solución

x(t) = Asen (wt + '1') = Asen (2; t + '1')
. 2n

(
2n

)v(t)=x=TAcos Tt+<p

Xo = Asen '1'

2n
vo=-Acos<pT

/\ t= O

2nxo -~<p=artg- T - J3Vo
CGS

v =6n cos(2nt + i)A=~=3cm
sen '1'

Problema 111-75. Una partícula vibra con un MASobedeciendo a la ecuación horaria dada en el
SI: x(t) =10-2 cos (&rt + TC/6).
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MOVIMIENTO VIBRATORIO ARMÓNICO SIMPLE EN TRAYECTORIA RECTA 77

1. Hacer la representación gráfica x =x (t).
2. Determinarel tiempo que tarda la partícula en pasar por tercera vez por

la posición de equilibrio.
3. Calcularel espacio recorrido por la partícula en ese tiempo.

Solución

2:rr
(J)=8:rr rad/s=-

T
/\

1
T=¡s

/\

/\ t=O
Xo = 10-2 cos i = 8,66 .10-3 m = 0,866 cm

R

1 -A

Problema 111-75-1a.

/\ t=O Uo = -811:10-2 sen!!.. = -4:rr10-2 m < O6

La partículaal pasar por Po (t =O) se dirige hacia la izquierda, es decir: va de Po a O en la Fig. la.

x=O 1
t=-s

24

El intervalo de tiempo que tarda en ir de O a R es T/4 =1/16 s y es el mismo que de R a

O, de O a Q, oo. Luego (Fig. 2a):

x(m)
x(t) =cos (811:t+ i)

2) El tiempo es:

3) El espacio recorrido en ese tiempo por la partícula será:

I s=O,866+4A =4,866 cm I

Problema 111-76. La gráfica de la figura nos representa la posición en función
del tiempo de una partícula que oscila en torno al origen. Determinar:
1. Susecuacioneshorarias x = x(t), u=u (t) y a =a (t) y representar las dos

últimas.

2. El espacio recorrido por la partícula en el primero, segundo y tercer segun-
do a partir de t = O.

Solución

1) Tomamos como ecuación: x(t) =A sen (wt + '1'). La gráfica de la figura dada nos

indica que para t = O, la partícula se encuentra a la izquierda del punto de equi-
librioO (Fig. la), alejándose de él y que la fase inicialcumple: :rr< '1'< 3:rr/2.

Además A =2 x 10-2m, T= 17/6-5/6 =2 s => w =2:rr/T=:rrradls, y que:

t (s)
O

Problema 111-75-2".

x (m)

2 x 102

t (s)O

Problema 111-76.

R- Po O P Q X

~ -A . A
luego las ecuaciones horarias del MASescritas en el SI:

Problema 111-76-1a.

v(t) = x = 211:10-2COS ( 1I:t + 7;)

t=O => a = K 10-2 rn/s2. (x =10-2 m); a = 2K 10-2rn/s2 (máxima) cuando:

x =-2 X 10-2 m y t =113 s; a =O (x =O) cuando t =5/6,00 Las gráficas son

las de la Fig. 2". .

2) t =1 s x = 2 x 10-2 sen 1311:= 10-2 m = 1 cm
6

La partícula ha ido al extremo izquierdo, ha pasado por el origen y se encuen-
tra a 1 cm de él; luego la distancia recorrida es:

151 =1 + 2 + 1 =4 cm I

, t (s)
O

-1,7,,10-2

Problema 111-76-2".

t (s) O l' 1 l' 5 l' 1 l' 11 l' 1
24 48 6 48 4 ...

x (cm) 0,866 '>1 O '>1 -1 l' O l' 1 '>1 0,866 ...

Po -7 O -7 R -7 O -7 Q -7 Po oo.
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Para t =2 s (un período) la partícula habrá recorrido: I S2 =4A =8 cm I

78 CINEMÁTICA DE LA PARTÍCULA. MAGNITUDES FUNDAMENTALES. MOVIMIENTO RECTILÍNEO

Problema III-77.- La partícula oscila
en torno a su posición de equilibrio
(O) con un MAS;elegido en O elori-
gen para el análisis del movimiento,
no será necesario tener en cuenta g
(aceleración de la gravedad), como
se demuestra en el párrafo VI-8 del
libro de teoría (Física General) de los
mismos autores.

I

En t =3 s =T + 1 habrá recorrido: I S3 =4A + s¡ =12 cm I

Problema 111-77. Una partícula, suspendida de un muelle vertical, realizaun movimientovibra-
torio armónico con una amplitud de 10 cm y una frecuenciade 0,5 Hz. se empiezaa contartierno
po en el instante en que la partícula está 5 cm por encima de su posición de equilibrioy bajando.
1. Obtener su ecuación de movimiento.
2. ¿En qué instantesalcanza la máxima elongaciónnegativa?
3. ¿En qué instantespasa por la posición inicial?

Solución

1) Tomado el eje OYen la dirección del movimiento y sentido hacia arriba, la ecuación buscada es:

Y =A sen (wt + '1') A = 10 cm: v = O,SHz w = 2:n:0,S=:n: rad!scon:

A fatta de la fase inicial la ecuación es: y=10sen (:n:t+cp) CGS

Condiciones iniciales: t=O, Y= +S cm, v<O

t = Os
IY=+S cm

S=10sen(0+cp) '1'= arcsen O,S

La velocidad es: v = y = 1O:n: cos (:n:t + '1')

:n:

cp¡ =6"

S:n:
'1'2 =6

:n:

vo=10:n:cos6">0

S:n:

vo = 10:n:cos 6<0

Por tanto el valor de la fase inicial que corresponde a la velocidad inicial negativa es S:n:/6, y la ecua-
ción buscada resulta:

2) Elongación máxima negativa: Y=-A =-10 cm

5:n: 3:n:
:n:t+-=-+2:n:n,

6 2
(n= 0,1, 2,...)

es decir, la primera vez a los 2/3 segundos y después cada 2 segundos, que es el valor del período.

3) Pasa por la posición inicial cuando y =+5 cm.

S:n: :n:
:n:t¡ + - = arcsen O S =- + 2:n:n

6 '6

S:n: 5:n::n:t2 + - =arcsen OS =- + 2:n:n
6 '6

2
t¡ =--+2ns3

La solución tI para n =O da un tiempo negativo, sin interés por corresponder a un paso por la posi-
ción inicial antes de que empecemos a observar el movimiento. Por consiguiente, los in~tantes en que
pasa por esa posición son:

2
t¡=--+2n3

t2 = 2n

4 4 4
t¡ =3' 3+2, 3+4, ... s

t2 = O,2, 4,... s

n=1,2,...

n = O, 1, 2,...

Las soluciones t2son de velocidad negativa (bajando) y las tI de velocidad positiva subiendo).

Problema 111-78. Una partícula realizaun movimientovibratorio armónico en el eje OX, siendo
su ecuación:x =2 cos(2t- n/3) escrita en el SI.
1. Representargráficamenteel desplazamientox, la velocidad v y la aceleración a en funcióndel

tiempo t.
2. Representargráficamentela velocidad y la aceleración en función del desplazamiento.

Solución

1) Las expresiones que hay que representar son:

y

Q

J rtp,it=O)
YO! !

O(y=O)

I 111
-A

IIP
R
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v = : = -4 sen(Zt - j)
dv

(
:n

)a=-¡¡¡=-8cosZt-s

=>

cuyos valores iniciales son: Xo=2COS(-j)=+lm; Vo = +2../3 mis;

X(m)

..s t v (m/s)
a (m/S2)

+8

v (mis)

a (mls2)

o

x=+Z m

-2 f\,,I
:
I
I
I,
:
I

i
,,
:

-6

,
I
I
I

i
I,
I
:
I
I:
i

x~-Z m

-8 -8

Problema 1lI-78-1a. Problema 111-78-2a.

Son funciones periódicas de período: T = 2:n - 2:n
w -2=:ns

La función coseno toma los valores O y:i:l en los instantes siguientes:

=> t = (Zn + 1)~ + ~ = 5:n 11:n 17:n
4 6 12' 12' 12' ...2t - ~ = (2n + 1)~

3 Z
n = 0,1, 2, ...=> con:

=>Zt - ~ = 2n:n
3

=>

cos(2t - ~) =-1
=> t = (2n + 1)~ + ~ = 2:n 5:n 8:n

2 6 3' 3' 3' ...
=>

Un cálculoanálogo para la función seno proporciona los valores necesarios para construir la gráfica de
la figura la.

=>
I v=-zF71

y (cm)

=> Ia =-4x I

cuyas representaciones gráficas son las de la figura 2a. La doble rama de la velocidad co-
rresponde matemáticamente al doble signo de la raíz cuadrada, y físicamente a que la
partícula pasa por cada posición en los dos sentidos, con velocidad positiva en uno y ne-
gativa en el otro.

Problema 111-79. Determinar la ecuación del movimiento vibratorio armónico que
resulta de estar sometida una partícula a las vibraciones: Xl =5 sen 2:nt y
x2=5 sen (2:nt+ :n/3) estando éstas escritas en el sistema CGS. Construir el diagrama
vectorial (Fresnel) de la composición de amplitudes.

X (cm)-'---
5../3

Problema111-79.-Construcciónde Fresnel.
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Solución

x = Xl + x 2 = 5 [sen 2nt + sen (2nt + j )]

Aplicando:
A+B A-B

senA+senB=2sen-cos-
2 2

y simplificando se obtiene:
x =5 /3 sen (2nt +i) CGS

Problema III-SO. Calcular la diferencia de fase que deben tener los movimientos vibratorios
armónicos del mismo período, dirección y amplitud, para que el movimiento resulta'nte tenga la
misma amplitud que cualquiera de ellos. Representar gráficamente los movimi~ntos componentes
y el resultante.

Solución

La amplitud del movimiento resultante es: A2 =Al + A:+ 2A1A2 cos 'P

Como es condición del problema que Al =A2 =A:

Las ecuaciones de los dos movimientos las escribiremos de la forma:

Xl =Asen wt
X2 =Asen (wt + ~n)

El movimiento resultante tendrá por ecuación: x =Asen (wt + a)

como: A2 sen <p

tg a = Al + A2 cos <p
sen <p = sen 2n/3 - /3

1 + cos <p 1 + cos 2:n/3
a = .:: rad

3
Asen <p

A+Acos<p

La ecuación es:

La representación gráfica de Xl =11(t) es una sinusoide que parte del origen.

La representación de X2 = 12 (t), como:
2n /3

X02 =Asen 3= A 2= 0,866A

será una sinusoide con ordenada en el origen X02' teniendo en cuenta que para rot=n/3 rad se anula Xl'
adquiriendo a partir de ese valor del tiempo, valores negativos:
La ordenada en el origen del movimiento resultante (t =O) es:

n /3
Xo =A sen-= A-=0866A

3 2 '

idéntica a la anterior. El valor máximo de la elongación se encuentra para rot=n/6 rad, y su anulación
para rot = 2:rr/3 rad.

x

rot

Problema IlI-80.

Problema III-st. Determinar la amplitud y la ecuación general del movimiento vibratorio armó-
nico que resulta al estar sometido un punto material a las vibraciones Xl =3 sen (8:rrt + :rr(2) y
X2 =4 sen8:rrt, estando escritasen el sistema CGS.Construir el diagrama vectorialde la composi-
ción de amplitudes.
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COMPOSICIÓN DE MAS DE LA MISMA DIRECCIÓN 81

Solución

Como son dos MASdel mismo período:
8

2:rr
:rrt=-t

T
1T--s

-4

=>

:i=0,754
=>

3687:rr
'P ==36,87° = -jso == 0,2n rad

Al = 0,30 mm 'Pl= O

25 0 5n
'P2= =-rad36

x¡ = 0,30 X lO-s sen wt

X2 = 0,35 x lO-s sen(wt+ ~~)

Xs = 0,45 x lO-s sen ( wt + ~ )

=>

tendremos:

CGS

Problema 111-82. Sometemos a una partícula a tres movimientos armónicos de la misma fre-
cuenciay que tienen la misma dirección de vibración; siendo 0,30, 0,35 y 0,45 mm las amplitudes
de estos y la diferencia de fase entre el primero y el segundo 25°, y entre el segundo y el tercero
350;determinar la amplitud de la vibración resultante y su fase relativa al primer componente.

Solución

=>

Problema 111-83. Una partícula se encuentra sometida a dos MASde la misma dirección y fre-
cuencia encontrándose en cuadratura y teniendo por ecuaciones escritas en el sistema CGS:
x¡ (t) =4 sen (nt + 51t/6) y X2(t) =3 sen (nt + n/3). Componer analítica y gráficamente estos dos
MASy representar su diagrama vedorial.

3 sen ~ + 4 sen O
A¡ sen rp¡ + A2 sen 'P2 = 2

tgrp= A¡ cosrp¡ +A2 COS'P2 3cos~+4cosO
2

La ecuación del movimiento será:
I x =5 sen (8nt + O,2n) =5 sen n (8t + 0,2) I

A2 =0,35mm

As = 0,45 mm

A = JAf + A~ = 5 cm

x(t) =5 sen (wt + 0,2n)

y (cm)

4 ,5
!

x(t)

Problema III-81.- Los ángulos están
expresados en radianes.

A2 = L L AlA} cos (rp, - rp}) = Af + A~+ A~+ 2A¡A2 cos (rp2 - rp¡) + 2A¡AS cos ('Ps - 'P¡) + 2A2As cos (rps - 'P2)
I }

Sustituyendo:
L Al sen rpl

tg 'P= L Al COS rp,

A¡ sen rp¡ + A2 sen rp2 + As sen rps

A¡ cos 'P¡ + A2 cos 'P2 + As cos 'Ps

Sustituyendo valores y despejando:
I rp = 0,568 rad I

Solución

Se encuentran en cuadratura ya que <p¡- rp2 =n/2 rad. Analíticamente, el movimiento resultante será de
ecuación: x =A sen (nt + rp). La amplitud resultante A y la fase inicial <p,serán:

X (cm)

5

4

3

t (s)

-2

-3

-4

-5

Problema III-83-1 a.

y (cm)

o

,,

Problema III-83-Za.
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x (cm)

-0,2

0,2.-

o

-0,35

Problema 111-84.- Gráficas del movimiento resultante y
de los MAScomponentes.

Problema 111-84. Una partícula está sometida a dos MASque tienen la misma
dirección y cuyas ecuaciones escritas en el CGS son: Xl = 0,2 sen 5n:t y
Xz = 0,2 sen 10m.
1. Hallar la ecuación del movimientoresultante y su período.
2. Determinar el momento en el que la partícula se encuentra por primeraVez

en su máxima separación al origen (x =O) y, calcular ésta.

3. Representar gráficamente y en función del tiempo los MAScomponentes
[Xl(t) Y xz(t)] y el movimiento resultante [x =X (t)].

Solución

t (s)
1) Ix = XI + X2 = 0,2 (sen Sn:t + sen 10n:t) = 0,4 sen 7,Sn:t cos 2,Sn:t I

que es la ecuación de un movimiento no armónico pero si periódico y cuyo valor
se calcula:

2n: = Sn: rad/s
WI = TI

2n: = 10n: rad/s
Wz = T2

=> TI = 0,4 s
=>

=> Tz = 0,2 s

=> IT = 2Tz = TI = 0,4 s I
2) La partícula alcanzará su máxima separación al origen (x = O y t = O), cuando su

velocidad sea nula o lo que es lo mismo, cuando la primera derivada respecto del
tiempo sea cero (x = O):

x = n: (cos Sn:t + 2 cos 10n:t) = O ~ cos Sn:t + 2 (cosz Sn:t - sen2Sn:t)= ° <=)

4 COS2 Sn:t + cos 5n:t - 2 = O It = 0,06 s I => Ix,., = 0,3S cm I=>

Se puede comprobar que el periodo es 0,4 s sustituyendo en x (t) el valor t por t + 0,4 y x (t) será la
misma; en efecto:

x (t + 0,4) = 0,2 [sen Sn: (t + 0,4) + sen 10n: (t + 0,4)] =

= 0,2 [sen (5m + 2n:) + sen (10m + 4n:)] = x (t)

Problema 111-85. Una partícula participa simultáneamente de dos MASde la misma dirección,
cuyas ecuaciones escritas en el sistema CGSson: Xl = 0,3 cos n:t y Xz= 0,3 cos2n:t.
1. Determinar la ecuación del movimiento resultante y su período.
2. Hallar el instante en que la partícula se encuentra por primera vez en su máxima separación al

origen (x = O) y calcular ésta.

3. Momento en que toma en valor absoluto y por primera vez su máxima velocidad y calcular
ésta.

4. Representar gráficamente y en función del tiempo las ecuaciones de los MAScomponentes y
del movimiento resultante.

x (m)
0,6

0,3

o

ProblemaIII-85.- Gráficas de las ecuaciones de

los MAScomponentes y del movimiento resultan-
te.

t(s)

Solución

1) Ix = XI + Xz = 0,3 (cos n:t + cos 2n:t) = 0,6 cos 1,Sn:t cos O,Sn:t I
2n:

W 1 = - = n: rad/s
TI

2n
W2 = - = 2n: rad/s =>

Tz

=> TI =2s

2) Elvalor máximo de x lo alcanzarácuando cosn:t+ cos2nt = 2 (máximo valor que puede to-
mar esta función), lo cual ocurre cuando:

Ix,., = 0,6 cm I
3) El valor máximo de la velocidad será alcanzada por la partícula cuando la aceleración de ésta

sea nula a = ¡j = O

A = ..[Af + A: I => I A=Scm

Al
lb = 0,927 rad I I x(t) = S sen (n:t + 1,974) Ilb = arctg - => => cGS

Az

'P='Pz+1b => 'P= 1,974 rad
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COMPOSICiÓN DE MAS DE LA MISMADIRECCiÓN 83

v = x = -0,3n (sennt + 2 sen 2nt) a =ü = -0,3n2 (cos nt + 4 cos 2nt) = O

=> cos nt + 4 (COS2nt - sen2 nt) =O cos nt + 4 (COS2 nt - 1 + COS2 nt) = O

8 cos2 nt + cos nt - 4 =O
I t = 0,27 s I 1\ Iv =-2,57m/s I

Problema 111-86. Una partícula está sometida a tres MASde amplitudes A¡ =3 mm, A2= 1 mm
YA = 2 mm y cuyas frecuencias respectivas son: V¡ =20 Hz, V2= 60 Hz Y V3 = 100 Hz, si la di-3 .
ferenciade fase entre eUos cuando t =O,es Iguala cero:
1. Escribirlas ecuaciones de las componentes de la vibración compleja y calcular su período.
2. Dibujar la gráfica de estas componentes.
3. Dibujar la gráfica de la vibración compleja resultante y calcular su período.

(a) +x (mm)
(b)4t~ (mm)

x=X¡ +X2+X3
/

t (s) t (s)
1
;¡¡¡

1
20

o

Problema 111-86.- (a) Gráfica de los MAScomponentes. (b) Gráfica del movimiento periódico resultante.

Solución

1) w¡ =21CV¡ = 40n rad/s

W2 =21CV2 = 120n rad/s

W3 = 21CV3 = 200n rad/s

x¡ (t) = 3 sen 40nt

X2(t)= sen120m

X3 (t) = 2 sen 200nt

(t en s, x en mm)

~

~

1 1
T¡ =-=-5

vl 20

1 1
T2=-=-s

V2 60

1 1
T3=-=-s

V3 120

2) Y3) La gráficadel movimiento resultanteserá la de la función:

nl =1

n2 =3
n3 =6

x =x(t) =X¡ +x2 +x3"
x (cm)

Problema 111-87.La ecuación horaria del movimientode una partícula escri-
ta en el CGSes: x (t) = 0,4 (1 + cos20m) sen 40m.
1. Determinar las vibraciones armónicas que lo componen y represéntalas grá-

ficamente en función del tiempo.
2. Calcular la frecuencia de este movimiento y represéntalo gráficamente en

función del tiempo.

t (s)

0,4

0,2

o

Solución

1) x (t)= 0,4sen40nt+0,4sen40ntcos20nt
. A+B A-B

temendoen cuentaque: senA + senB = 2 sen~ cos ~
Problema m-87.- Gráfica de los MAScomponentes y del
movimiento resultante.

A + B = 80nt

I
A - B = 401ft

A = 601ft

IB = 201ft
2A = 1201ft

2B = 401ft

=>
~

x (t)= 0,4 sen 40nt + 0,2 sen 601ft + 0,2 sen 201ft

y las vibraciones armónicas que lo componen:

I x¡ (t) =0,4sen 401ft I I X2 (t) =0,2sen 601ft I I X3 (t) = 0,2 sen 201ft I

CGS

2) W¡ =401f rad/s
nl =2
n2=3
n3=1

W2 = 601f rad/s

W3= 201f rad/s
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x (cm)

0,5
0,4

0,2

o
-0,2

-0,4
-0,5

Problema 111-88.

Problema 111-88. Una partícula está sometida a dos MASen la misma dirección y de ecuaciones
escritas en el CGS:x¡ =0,20sen 120nt y X2=0,30sen 116nt.
1. Determinar el período del movimiento resultante.
2. La función de modulación, sus valores extremos y los momentos en que toma éstos.
3. Representar gráficamente la ecuación del movimiento resultante y la función de modulación.

Solución

1) x (t)=X¡ + X2=0,20 sen 120m + 0,30 sen 116nt

WJ = 120:n: rad/s

IW2 =116:n: rad/s

VJ =60 Hz
IV2 =58 Hz

!!!.L- T2 - 30
W2 -T;- 29

=>

=>
I T = 30TJ = 29T2 = 0,5 s I

t (s) 2) A2 (t) = 0,22 + 0,32 + 2 x 0,2 x 0,3 cos 4:n:t= 0,13 + 0,12 cos 4m

=> I A(t)=:t .J0,13 + 0,12 cos4:n:t I (SI)
Los valores extremos los obtiene cuando:

0,50

cos 4:n:t=:t1
(k=0,1,2,...) I

=> =>

luego:
Au =:t (AJ + A2) = :tO,50 cm

Am =:t (A¡ - A2) = :t0,1O cm

3) Uamando Aa = A (O) (t = O): Aa = :t0,50 cm. El período de la función de modulación es:

1
Tu =-=0,5s=T

v¡ - V2

Problema 111-89. Averiguar la frecuencia de la vibración resultante y la frecuencia de las pulsa-
ciones que se producen al estar sometido un punto material a vibraciones de la misma dirección y
de frecuencias 440 y 442 Hz. Suponiendo 5 cm la amplitud de cada una de las vibraciones y que
ambas están en concordancia de fase (I/'¡ =1/'2 = O), determinar la expresión general de la elonga-
ción en función del tiempo.

Solución

La frecuencia de la vibración resultante vendrá dada por:

La frecuencia de la pulsación será:
I Vp =V2 - V¡ =442 - 440 =2 Hz I

La ecuación del MASresultante será:

x =X¡ + X2 =2A cos [:n: (v¡ - V2) t] sen [:n:(v¡ + V2)t] I x =lOcos (2:n:t)sen (882:n:t) I CGS=>

Problema 111-90. Determinar la ecuación de la vibración que resulta de estar sometida una partí-
cula a los movimientos vibratorios armónicos de ecuaciones: x¡ =0,5cos 10m y XZ= 0,5cos12nt
(escritas en el sistema CGSy teniendo ambas la misma dirección de vibración). Calcúlese tam-
bién el período de batido, el de vibración y representar gráficamente la función de la vibración
resultante.

Solución

cosA+cosB=2cosA+B cos A-B
2 2

=>
I x =X¡ + X2 = cos:n:t cos 11:n:t I

como:
I

W¡ = 2=¡ = 10:n:S-1
W2 = 2=2 = 12:n:S-1

=>
=>

VI = 5 Hz
V2= 6 Hz

El período de batido será: Vp=v¡-v2=lHz =>

El período de la vibración será: VI + V2 =.!!.. Hz
v= 2 2

=>

\
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x (cm)

0,5

t (S)

r

o 3

-1

Problema 111-90.

Problema 111-91. Se superponen dos MASde la misma dirección actuando sobre una partícula,
la oscilaciónresultante viene dada por la ecuación escrita en el SI: x(t) = 0,02cos92,7t cos2,3t.
Hallar:
1. Lasecuacionesde los MAScuya vibración resultante pueda dar dicha ecuación.
2. Elperíodo de la pulsación resultante.

Solución
A+B A-B

1) cosA + cos B =2 cos -¡- eos-¡-

XI (t)=Acoswlt

IX2 (t) = A cos w2t
x(t)=2Acos WI +W2 teos wl-w2 t

2 2

comparándola con la dada obtenemos:

A=O,Olm

WI+W2=185,4

1WI - w2 =4,6

I Xl (t) = 0,01 cos95,Ot I

I X2 (t) = 0,01eos 90,4t II

W¡ = 95,0 rad/s
W2 = 90,4 rad/s

2) WI = 2nvI

W2= 2nv2

=>
=>

v¡=15,lHz
IVI = 14,4Hz

Problema 111-92. Una partícula sometida a dos MASen la misma dirección, amplitudes iguales a
0,2 mm y de frecuencias muy próximas, dan como resultado pulsaciones de período 0,1 s. Si la
frecuenciadel segundo movimiento aumenta en 0,025 de su valor, el período de las pulsaciones se
duplica.Dp.terminarla ecuación del movimiento resultante.

Solución

Xl (t) =Al sen wlt

IX2 (t) =Al sen w2t
x(t)=2AI eos WI -W2 tsen WI +W2 t2 2

1
Tp=-=O,ls

VI - V2

VI - V2 - 0,025 V2 = 5

VI- V2 =10Hz VI = 210 Hz

IV2 =200 Hz I

WI =2lrVI =420n rad/s

W2 =2nv2 = 400n rad/s
VI -1,025V2 = 5

I x(t) =4 x 10-4 cos 10nt sen 410nt I

SI

Problema 111-93. De un oscilador con amortiguamiento viscoso conocemos la frecuencia angu-
lar (¡)y el índice de amortiguamiento k. Si en el instante t =O es x =xo y v = va' determinar los
valores de la distancia máxima alcanzada por la partícula a partir de la posición de equilibrio Aa y
la fase inicialcp.

Solución

t=O
I

Xo = Ao sen 'P

IVo= -kwAo sen rp + wAo eos rp

2
2 (II~ - kwxo)

Ao = ./xo + k2 + kwxo
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Problema 111-94. Una partícula oscila con movimiento amortiguado de tal forma que su ampli-
tud máxima a partir de una determinada vibración, se reduce de A = 0,2 m a 0,1 m en 10 ciclos
de oscilación. Calcular en cuántos ciclos se reduce la amplitud de A a 0,05 m.

Solución

A =Ao e-l<wly transcurridos 10r segundos (10 ciclos) la amplitud será: AJO=Ao e-ko>(1+10r), con lo que:

r= 2:n:
w

~= e20"k= 0,2 = 2
AlO 0,1

k= In2
20:n:1\

En n ciclos, transcurridos nr segundos, A pasa de 0,2 m a 0,05 m, luego:

Ao = e2"nk= 0,2 = 4
An 0,05

21n 2
20 ' l

'

n =- = OSC1aClOnes
2:n:k

'j'

Problema 111-95. Una partícula realiza oscilaciones amortiguadas de ecuación: x(t) =

=Aoe-k",tsen wt. Calcular:
1. La velocidad de la partícula en t =O.
2. Instantesen que el punto alcanza las posicioneslímites.

Solución

1) v (t) = x = Aowe-kw. (-k sen wt + cos wt) 1\ t= O

2) x(t) será máxima cuando la velocidad sera nula [x(t) = O], entonces:

x(t)= O ~ -k sen wt + cos wt = O ~
1

tg wt = - ~k
1\ neN

Problema 111-96. ¿Cuántas veces disminuye la aceleración de una partícula que se encuentra en
su posición extrema, con movimiento vibratorio amortiguado, en n ('v'nE N) vibraciones? El de-
cremento logarítmico de este movimiento vale 0,2.

Solución

ó = 2:n:k= 0,2= kwr
1

k= 10:n:
wr=2:n:rad

x(t) = Aoe-kw.cos (wt + <p) v(t) = x = -Aowe-kw.[k cos (wt + <p)+ sen (wt + q;»]

llamando a (t) a la aceleración de la partícula, que en ese tiempo t ha alcanzado la máxima separación y

an (t + nr) a su aceleración después de n vibraciones:

pero como wnr = 2n:n:con n E N (número par de :n:):

an(t + nr)= -Aow2e-kw(l+nr)[(1- k2)cos (wt+ <p)- 2k sen(wt +<p)]
~ = ek"'nr= eO,2n

an

Problema 111-97. La ecuación del movimiento oscilatorio amortiguado de una partícula viene
dada en el sistema CGS: x(t) =10 e-O,25tsen 0,5nt. Hallar:

1. El índicede amortiguamientoy el decremento logarítrnico.
2. ¿Cuánto disminuye la velocidad de la partícula, a partir de una posición en la que x = 0, en

una oscilación.
3. Hacer la gráficade x =x(t).

Solución

1) Comparando la ecuación dada con la ecuación general: x(t) =Ao e-l<wlsen (wt +<p), obtenemos:

<p=0

kw = 0,25 S.1

:n: 2:n:
w =- radls = - = 2:n:v

2 r
Ao=10cm

1
v=-=025Hz

r '

.
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2) Uamando IJ¡= lJ(t)= x(t) y 1J2 =IJ (t + r) =X (t + r), tendremos:

IJ¡ = Aowe-km' (-k sen wt + cos wt)

IJz = Aowe-km('+r) [-k sen w (t + r) + cos w (t + r)]
/\ wr =2n s
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1J2 = Aowe-km(.+r¡ (-k sen wt + cos wt)

t (s)
2

luego:

Problema 111-98.

Problema 111-98. El decremento logarítmico de un movimiento vibratorio amortiguado es 0,40,
su frecuencia de oscilación 5 Hz Ysu fase inicial ¡r/4. La elongación es 0,10 cm, 1 s después de co-
menzara contar el tiempo.
1. Determinar la ecuación de este movimiento vibratorio amortiguado.
2. Hallar la velocidad de la partícula vibrante en los momentos en que t es igual a: O, 0,2, 0,4

y 0,6 s.
3. Construir la gráfica x =x (t).

t (s)
14

Problema III-97.

Solución

1) c5=2nk=O,4 ~

2n
w =- =10n rad/sr

k=~
5n /\

x(t) = Aoe-z, cos (10m + ¡)
km = 2 rad/s

t = 1s
0,10 = Aoe-z cos (10n + %)

=> x=O,10cm

x(t) = 1,04e-z, cos (10nt + %)

Ao = 1,04 cm

CGS

2) lJ(t)=x = -2,OBe-z,[cos(10m +¡)+ 5n sen(10m+~)]

Encadaoscilación(transcurridosr) la velocidaddisminuye(verproblemaanterior)en e6,y como
t =O,r, 2r y 3r, entonces:c5= kwr =0,4rad, obtenemos:

t=O
1J(0)=-2,OB (cos¡+5n sen%) =-24,57 cm/s

~, 2)=1J(0)e-6=-24,57e-O,4=-16,47 crn/sI

IIJ (O,4) = IJ (O,2) e-6 = IJ(O)e-Z6 = -11,04 cm/s I

IIJ (O,6) = IJ (O) e-36 = -7,40 cm/s I

t=0,2s =>

t = 0,4 s =>

t = 0,6 s =>

x (cm)
I

0,8

0,6

0,4

0,2

O

-0,2

-0,4

-0,6

-0,8

x (cm)
I

8

6

4

2 r

2

-2

-4
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