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PREFACIO 

El presente texto tiene como propósito principal auxiliar al estudiante en e l estudio de la materia de Energías 
Mecá"ica y Eléctrica , ta l como ésta se imparte actualmente en el Tronco General de Asignaturas de Ingeniería en la 
Universidad Autónoma Metropolitana en Azcapotzalco. 

El contenido de este escrito se distribuye en tres módulos, a saber. 

Módulo 1. 
Módulo !l . 
Módulo 111. 

Cinemática rectilínea y plana de la partícula. 
Cinética de la panícula. 
Trabajo, energía y potencia. Un enfoque de sistemas. 

En estos módulos se incluyen respectivamente 40, 32 Y 44 ejemplos resueltos con detalle. El texto contiene además un 
total de 182 problemas con sus resultados numéricos o algebraicos. Los ejemplos y problemas se han seleccionado con 
cuidado, apegándose al nivel introductorio de la materia. 

En el módulo 1, capítulo 1, hacemos una distinción clara entre los conceptos de marco de referencia y sistema 
de coordenadas (No empleamos en este texto la frase "sistema de referencia"). En el capítulo 2 emprendemos el estudio 
del movimiento rectilineo. Hemos usado una notación consistente para las cantidades cinemáticas empleadas, evi tando 
la propensión a designar con los símbolos t, x, v, etc. las cantidades tiempo, coordenada y velocidad, respectivamente, de 
cualquier punto del movimiento, sin importar que sea un punto arbitrario o un punto particular (es decir, de que dichas 
cantidades sean variables o constantes). El capítulo 3 es un tratamiento extenso del movimiento uniformemente 
acelerado en linea recta. En los problemas relativos a este tema el estudiante tiene una primera oportunidad de ejercitar 
una notación consistente, de aprender a organizar los datos e incógnitas y traducirlos a relaciones matemáticas, etc. 
Asimismo se da cuenta que en muchos problemas existen varios canunos hacia la solución. Los capítulos 4 y 5 se 
dedican a la cinemática de la partícula en el plano. Estos capítulos exigen un buen nivel de matemáticas, pero son 
indispensables para la comprensión de los conceptos de velocidad y aceleración como vectores. 

El módulo 11 está dedicado a la formulación y aplicaciones de las leyes de Newton y la ley de gravitación 
universal. La discusión de las leyes de Newton, en el capítulo 6, es didáctica; no entramos en una discusión pronmda de 
estas leyes. En el capítulo 7 aplicamos las leyes de Newton a movimientos recti líneos en que todas las fuerzas que 
intervienen son constantes. Damos un método general (el método "DELIRO") con objeto de que el estudiante no pase 
por alto unas etapas importantes en la resolución de los problemas. Asimismo damos unas reglas para evitar los tan 
comunes errores de signo que se cometen al ut il izar relaciones cinemáticas en problemas de dinámica. En el capitulo 8 
se ejempli fican las leyes de Newton en problemas sobre movimiento circular, donde nos hemos restringido a (a) 
movimientos en un plano horizontal con ve locidad angular constante, (b) movimientos en un plano vertical bajo la 
acción de la fuerza de gravedad, (c) movimiento de la Luna y los planetas, supuestos circulares. 

El módulo 111 trata sobre el tema de la energía, de capital importancia en ingeniería. Al respecto nos hemos 
apartado de los tratamientos estándar de muchos libros de texto. Específicamente, como concepto principal subyacente 
al desan'ollo del tema de energía hemos adoptado el concepto de sistema [fzsicoJ, esto es, el cuerpo o conjunto de 
cuerpos materia les al que vamos a aplicar la ecuación de balance de energía mecánica. Expliquemos. 

En muchos textos se introduce la energía prácticamente como una función matemática asociada con una 
partícula, y se habla por ejemplo de que "la suma de las energías cinética y potencial de la partícula permanece 
constante". La energía potencial, por otra parte, también se asocia con las fuerzas y se habla de "Ia energía potencial 
asociada con la fuerza gravitatoria". Además, pocas veces se esripu la cuál es el sistema fisico considerado al aplicar la 
ley de conservación de la energía y otras relacionadas. Este enfoque tiene sus ventajas: permite " librarse" de la teoría 
rápidamente y pasar cuanto antes a resolver problemas. Efect ivamente. es posible resolver problemas de esta manera. si 
bien son problemas muy simples casi siempre relativos a una o dos partículas. Sin embargo, en este enfoque no se 
vis lumbra una conex ión lógica con la pr imera ley de la termodinámica, ni se an ticipa ulla comprensión clara de los 
balances de energía en sistemas más complejos como mecanismos, máquinas, sistemas eléctricos, flu idos, elc. 

E! desarro llo de la teoría sobre el concepto de energía debe tener como fin primordial adquirir una aceplable 
capacidad para resolver problemas, los cuales no deben verse exclusivamente como vehiculos para ilustrar ID. teoría. 
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Igualmente importante es que la teoria debe desarrollarse con la extensión y profundidad necesarias para pisar terreno 
ftrme a la hora de aplicarla. Hemos tratado en este texto de equil ibrar ambos propósitos. 

Según el "enfoque de sistemas" que hemos tomado en relación con el tema, la energía es una propiedad de los 
cuerpos materiales. no de las fuerzas que los solicitan. En especial, la energía potencial es un concepto aplicable a un 
sistema fisico compuesto de al menos dos cuerpos (que interacruan con fuerza conservativa). Así, en lugar de la frase "la 
energía potencial de la partícula en el campo gravitatorio de la Tierra" empleamos la frase "la energía potencial del 
sistema (Tierra, partícula)". En los ejemplos de aplicación de la teoría siempre especificamos el sistema fisico cuya 
ecuación de balance de energía vamos a plantear. Este enfoque no es nada nuevo y su principal desventaja es el requerir 
de un gran cuerpo de teoría antes de poder pasar a las aplicaciones. Pero el esfuerzo vale la pena, porque el estudiante 
puede extender su estudio de la energía en cursos más avanzados sin necesidad de "reaprender" los conceptos 
fundamentales. 

Dedicamos este libro al Dr. Francisco Medina Nicolau, gran maestro y amigo, por su incomparable labor dt 
motivación e ilustración en tantas ocasiones que tuvimos la fortuna de discutir con él sobre temas de fisica . 

REFERENClAS 

J. L. Meriam y L.O. Kraige 
Mecánica para Ingenieros - DINÁMICA , 3a. Edición 
Editorial Reverté , S. A. 

F. Beer y Johnston 
Mecánica vectorial para ingenieros. Vol. n. Dinámica, 6a. edición 
Editorial Mc Graw Hill 

Russell C. Hibbeler 
Mecánica para Ingenieros. Vol. Il. DINÁMICA. 6a. Edición 
Edi torial CECSA 

Ferdinand L. Singer 
Mecánica para ingen ieros: Dinámica, 3a. edición 
Editorial Harper & Row Latinoamericana 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



CONVENIOS SOBRE NOTACiÓN. 

1. Cant idades positivas por definición se escriben en fuente Times New Roman normal de 10 puntos. 
Caracteres en fuente normal : 

abcdefghijklmnopqrstuvwxyz ABCDEFGHIJLMNOPQRSTUVWXYZ 

Ejemplos: masa m, energía cinética K, longitud L, etc. 

XI 

2. Cantidades algebraicas (o signadas), es to es, que pueden tener signo positivo o negat ivo, se escriben en fuente cursiva. 
Caracteres en fuente curs iva: 

abcdefghijklmll opqrstuvwxyz ABCDEFGHIJLAflVOPQRSTUVWXYZ 

Ejemplos: coordenadas (x, y). energía E, trabajo W, ace leración a (magnitud "a"), ve locidad v (magnitud "y"), etc. 
Lo anterior no se apl ica a las letras griegas: n , 13, X. n, etc. 
Las "deltas" son siempre cantidades algebraicas ~K, etc. 

3. Los vec tores se escriben en negrita. 
Vectores: a, b , e, .. . , A, B, e, ... , n, ro, etc. 

4. El vec tor separac ión o desplazamiento entre dos puntos P y Q se escribe PQ. La diferencial de un vector A se escribe 
dA. La magnitud del vector A se escribe "A" o bien IAI. La magnilud de PQ se escribe PQ; la de dA se escribe IdA I. 

5. El fomlato de cursiva y negrita aplicado a un término o frase indica que dicho témúno o fIase está definiendo un 
concepto nuevo. Ejemplo. En lugar de poner "Se defme el trabajo W como esto o aquello . . " se pone "El /rabajo W es 
esto o aquello ... ". 

6. Para las unidades físicas se usa la fuen te Courier New en negrita y con un tamaño de 9 puntos. 
Ejemplos; 

N ~ 200N (Fuerza nonnal igual a 200 newton) 

(Valor de aceleración) 

7. Como es usual en fisica, los símbolos matemáticos de las ecuaciones contienen sus unidades fisicas. Así, en la 
igualdad "x = 12 m" el símbolo "x" engloba tanto el va lor numérico "12" como la unidad "m". Ahora bien, en los 

cálculos muchas veces suprimiremos las unidades para mejor visualización, teniendo cuidado de expresar todo 
previamente en el Sistema ln tem aciona l de Unidades. A l final del cálculo sí añadiremos las unidades, entre paréntesis (s i 
esto le parece chocante, incluya las unidades en cada paso). 
Ejemplo. Calcular W ~ F &T. con F ~ 24 N Y Ilx ~ 5 m; 

W~24·5~ 120 (N ' m) 

Si incluyéramos las unidades en cada paso escr ibiríamos 

W ~ 24 N · 5m ~ l20 N · m 
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8. Los productos de unidades se indican con un punto" . " o un pequeño guión" - " . De esta manera, "mm" es milímetro 
y "m . m" es metro al cuadrado, por s i se lo encuentra algún día. 

9. Para evitar cosas como "consulte la ecuación 823" o "véase la Fig. 3456", las ecuaciones, figuras . ejemplos y páginas 
se numeran desde " 1" en cada módulo. Las figuras de los ejemplos se numeran como en "Fig. E I2b", que indica la 
figura "b" del Ejemplo 12. 

10. Al número de página se le antepone el número del módulo, como en "página 2- 12". Cuando hacemos referencia a 
una ecuación contenida en la misma página o la página precedente indicamos simplemente el número de la ecuación, 
como en " la ecuación (15)". Si la ecuación referida se encuentra "lejos", se añade la página donde se localiza, como en 
"la ecuación (15).ps", que se encuentra en la página 8 del módulo actual. 
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CINEMÁTICA RECTILÍNEA Y 
PLANA DE LA PARTÍCULA 
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1-3 

CAPÍTULO 1 

CONCEPTOS PRIMARIOS 

1.1. Introducción 
La cinemática es la rama de la mecánica que 

se encarga de la descripción del movimiento, sin entrar 
al estudio de sus causas. Este último asunto le compete 
a la cinética. La cinemática y la cinét ica hacen la 
dinámica, que es el estudio general completo del 
movimiento. 

Los conceptos fundamen tales de la cinemática 
son los de espacio y tiempo. En un primer acercamiento 
a ellos debemos basamos en nuestras ideas intuitivas, 
adquiridas a través de nuestra experiencia cotidiana. 
Esto es lo que haremos aquí. 

La cinemática se clasifica según el ámbito 
espacial del movimiento y la clase de cuerpo móvil de 
que se trate. Hay cillemática rectilínea , como su 
nombre lo indica, para estudiar movimientos a lo largo 
de una recta. Hay cillemática plana y cillemática en 
tres dim ellsiolles. El móvil puede ser una partícula, 
esto es, un cuerpo tan dirnjnuto, en relación con la 

región donde se enmarca su movimiento, que puede 
considerarse como un "punto". Puede ser también un 

cuerpo extendido como un trompo, un avión, e tc. O 

puede ser un jluido como un gas, un líquido, etc. 

La cinemática de la partícula es básica, pues 

otra clase de cuerpos siempre pueden subdividirse en 

un gran número de par1ículas. Por ejemplo, para 

describir el movimiento de un fl uido se podría divid irlo 

en numerosos y pequeños "elementos de fluido" o 

partículas, que fuesen digamos cubitos de volumen 
1 nun], o bien 1 cm3, u otra d imensión conveniente. 

Cosa análoga puede hacerse en el campo de la c inéti ca. 

De hecho las leyes de Newton de la c inét ica se 

enuncian para partículas, y se hacen extensibles luego a 

'cuerpos más complejos. 

En este texto abordaremos la cinemática de la 
partícula ( llamada también cill emática del p Ull tO) en 

movimiento rectilíneo o plano. 

1.2. Marco de refer encia o referencial 
Todo movimiento es una relación entre al 

menos dos cuerpos: uno es e l móvil, cuyo movimiento 

nos interesa observar, describir, medi r o analizar; el 
otro es el llamado marco de referencia o referencial, 
cuerpo o "platafomla" desde donde se rea lizan las 

observaciones. 

El referencial es algún cuerpo rígido que se 

adopta como "soporte" (material y conceptual) para la 

detemlinación experimental de todas las cantidades 

físicas referentes al móvi l. Esto es, en el referencial se 

fij an los instrumentos y aparatos de medición uti li zados 

para efecruar las mediciones de t iempos, di stancias, 

ángulos, etc. , con que se describe numéricamente 

("numeriza") el movimiento. A la vez, el referencial da 

significado preciso a las definiciones de las cantidades 

físicas. 
El referencia l más común en ingeniería es una 

porción de la superficie terrestre o (equivalentemente) 

algún cuerpo fij o a ella, como un laborato rio , un 

edificio, etc. Cuando no especifiquemos el referencial 

explícitamente, supondremos que es éste. Le llama· 

remos referencial Tierra. Otro ejemplo de referencial 

es un vehículo en movimiento con respecto a Tierra. 

Por definición, dos referenciales (cuerpos 

rígidos) que guarden siempre "la misma re lación 

espacial" el uno con el otro (es decir, que estén en 
reposo re lativo mutuo), son equivalelltes: constituyen 

de hecho un mismo referencial. Por ejemplo, el 

referencial "Laboratorio" es equivalente a l referencial 

"Tierra". 

Si los referenciales están en movimien to, 

según se obser van muruamente, entonces sc trata por 

definición de dos referenciales distilltos. 
La distinción enrre referenciales tiene un 

contenido fisico fundam ental. Los valores 

experimentales de las cantidades fisicas siempre van 

ligadas al referencial subyacente, en el sentido de que 

no se puede afi.rmar a priori que tales medidas resulten 

las mismas al efectuarse desde otro referencial distin to . 

En particular, dado que la distinción entre 

referenc iales se da por sus movimientos re lativos 

mutuos, todos los conceptos asociados con 
desplazamientos tendrán un carácter relativo evidente. 

Todos nos percatamos, por ejemplo, de que la 
velocidad de un Automóvil con respecto a Tie rra puede 

no ser la misma que con respecto a un Tren que viaje 

paralelamente a él. Tampoco es la ve locidad del Tren 

en general la misma con respecto a TielTa que con 

respecto a l Automóvil. Adviena que se puede trata r a 

un cuerpo unas veces como el móvil , otras veces corno 

el referencial. Podemos hab lar así de los refe renciales 
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Tierra, Automóvil y Tren, y de los móviles Automóvi l y 

Tren. 

En la teoría de la relatividad especial de 

Einstein se introduce un nivel adicional más profundo 
de "relatividad" de las cantidades f1sicas, que toca 
incluso Jos conceptos fundamentales de espacio y 

tiempo. Sin embargo, no abordaremos este tema aqui. 

En la fisica, la frase "según el observador X" 
significa "según se mide desde el referencial X", El 
observador no necesariamente es una persona; puede 
ser un instrumento o aparato. Por ejemplo, un satélite 
artificial puede hacerla de "observador" de fenómenos 
atmosféricos o aSlro í'i sicos. 

Demos orros ejemplos de referenciales: 

El Sol se usa como marco de referencia para 
descrihir los movimientos de los planetas del sistema 
solar. 

• Un av ión en vuelo. 
• Cierto conj unto de es trellas, de las más 

distantes de la Tierra, sirve como marco para 
estudiar los movimientos de cuerpos celestes. 
A este se le llama el referellcial de las 
estrellas fijas . 

• Un e levador en caída libre. 
• Una cabina centrífuga. 
• Una estación espacial en orbita terrestre. 

• La Vía Láctea, nuestra galax ia (para el 
movimiento del Sol y otras estrellas). 

• Un vehículo acelerado en línea recta. 
• La pluma de una grúa durante una maniobra. 
• Un satél ite artificial o sonda espacial. 

Etc. Etc. 

La teo ría física permite traducir valores 
medidos en un referencial a otro. De esta manera, no es 
necesario mantener instrumentos de medición en todos 
los referenciales utilizados. El referencial puede ser 

incluso un cuerpo fisico muy pequeño incapaz de 
albergar instrumentos de medición, como por ejemplo 
un elemento de un mecanismo. 

1.3. Sistema de coo rdenadas 
Una vez escogido un marco de referencia, el 

siguiente paso en el aná lis is del movimiento es fijar en 
él uno o varios sistemas de coordenadas, según 
convenga. Por ejemplo, para describir el curso de 
navegac ión de un barco en alta mar se usa el el sistema 
de coordenadas geográfi cas (longitud y latitud 

geográficas) fijado en el referencia l Tierra. 

Nosotros usaremos principalmente dos 
sistemas de coordenadas: el sistema de coordenadas 

cartesianas y el sistema de coordenadas polares. 
Un sistema de coordellada." consta de uno o 

más puntos (origen, polo) y direcciones especiales 
(ejes), y de un procedimiento para asignar coordenadas 

a los puntos de l espacio. Cabe hacer notar que estos 

puntos y direcciones especiales se establecen con ayuda 
de puntos materiales inmutables y fácilmente 

distinguibles del referencial. Por ejemplo, una mesa de 
billar puede hacerla de marco de referencia para 

estudiar el movimiento de las bolas de billar. 
Podríamos definir un sistema cartes iano cuyo origen 
fuese una esquina de la mesa, y cuyos ejes fuesen dos 
bandas perpendiculares. 
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CAPÍTULO 2 

MOVrMIENTO RECTILÍNEO 

2. I. Camino o Eje X 
En el movimiento rectilílleo, como su nombre 

lo indica, el móvil recorre un camino recto. En la Fig. I 
se muestran unos ej emplos de movimientos rec tilíneos. 

~-
) 

- - -
Objeto lanzado verti- Oscilador en el extremo 
calmente hacia arriba de un resorte 

\ I /0 \ :1:! - O - @ - - -
- - -

Esferita que cae en el Objeto atraído en línea 
seno de un rec ta por la Tierra 

medio viscoso 

Fig. I 

Sobre el camino se finca un eje de 
coordenadas, que se suele designar en general como 
Eje X, dotado de un origen O y una escala de longitud. 
Podemos visualizar e l camillo y el eje X como la 
misma cosa. 

La trayectoria de una partícula en movimiento 
rectilíneo puede ser un sólo segmento recto (trayectoria 
simple), como por ejemplo las de la esferi ta y el objeto 
atraido por la Tierra (Fig. 1), o bien puede constar de 
dos o más segmentos rectos solapados, como las del 
objeto lanzado verticalmente y el osc ilador (Fig. 1). En 
la Fig. 2 se mues tra una trayectoria con tres segmentos 
tales. Los tres están situados sobre el camino o eje X, 
pero los hemos trazado en la figura un poco separados 
con objeto de disti nguirlos bien (10 mismo hicimos en 
la Fig. I para el objeto lanzado vel1 icalmente y el 
osci lador). 

Trayactoria 

Punlo de "\ 

"tomo \ • \ 

---+-~~(::::~;:~:;~=-~------ - ----<)- ) '¡ 
/ PWllode 

Partícula Ietomo 

OngtnO Eje X 

Fig.2 

Esta trayectoria corresponde a una partícula que 
inicialmente se mueve hacia la derecha; llega a un 
plinto de retorno , donde invierte la dirección de su 
movimiento; prosigue por el mismo camino hasta un 
segundo punto de retorno; finalmente retoma su 
dirección inicial de movimiento. En los puntos de 
retomo la partícula se detiene, ya sea durante un rato , o 
bien "momentáneamente" . 

Puesto que una misma trayectoria puede ser 
recorrida de muchas maneras (en mayor o menor 
tiempo, con paradas el1 el camino, etc.), el movimiento 
no queda determinado únicamente por la trayec toria . Se 
requiere conocer además la cOITespondencia entre los 
puntos de la trayector ia y los ti empos cuando el móvil 
pasa por ellos. 

2.2. Posición x y tiempo t 
A la coordenada del móvil relativa al eje X se 

le nombra la posición del móvil. La deno taremos como 
en geometría analítica con el símbolo "x" (Fig. 3). 

Móvi.l en el tiempo t 

'\ 
T(lI.yectoria 

\ o . 

Fig.3 

En cuan to a la variable tiempo, la denotaremos 
eon " (". El va lor de t es el ti empo transcurrido a part ir 
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de algún momento (o "instante") prefijado. Usualmente 
es ta referencia es el instante cuando se inicia el 
movimiento o nuestra observación del mismo, y se le 

hace corresponder convencionalmente al va lor t == O. De 
este modo, t será siempre no.negativo l

: t ~ O. 
Usaremos las literales " t" y "x" para denotar el 

tiempo y la posición del punto general (variable, 

indeterminado, arbitrario) del movimiento. Estas 
cantidades son variables. 

Un punto particular (detenninado, específico) 
del movimiento con'espande a valores particulares de t 
y x. Estos puntos los distinguiremos mediante un 

número de orden O, 1, 2, .. , n, .. .• etc., conforme a 
orden temporal creciente. Así, el valor t = O se asignará 
al "punto iniciar' o "punto O", Los valores de t y x para 

el punto "i" se escribirán ti y xi , respectivamente. Estas 

cantidades son constantes. Un punto particular 

arbitrario es cualquiera de los puntos particulares que 
se hayan definido. 

Observe la Fig. 4. Se muestra una trayectoria 
en la que hemos señalado 7 puntos particulares, 

numerados del ° al 6. El reloj se echa a andar cuando el 
móvil está en su punto inicial 0, esto es, to = ° por 
defin ición. En tal punto el móvil tiene una posición 
simbolizada por "xo". 

t o = O 
, • --. '1 '3 

O, ' 1 P , , 
xo O x, x, x, x, Eje X 

(Origen) x, x, 
Fig. 4 

Los puntos 2 y 4 son de retomo. Note que los puntos 1, 

3 Y 5 tienen la misma posición o coordenada: 

Se diferencian, sin embargo, en sus tiempos: 

Entiéndase bien el signifi cado de la variable 
tiempo: dado que el reloj se echa a andar cuando la 

partícula está en el punto 0, tendremos que 

I Si se desea podrían considerarse también tiempos negativos. Así, un 
tiempo t = - 5 s se referiría a un instante que es 5 s anterior a 1= 0. 
Sin embargo, en este texto supondremos que t ~ O. 

o t) es el tiempo invertido por el móvil entre los 
puntos O y 3. 
o 1(j es el tiempo invertido por el móvil entre los 
puntos O y 6. 
o t6 - 13 es el tiempo invertido entre los puntos 3 y 6. 

Observe que xJ - Xl = 0, pero que t3 - ti ::t. O. 

2.3. Ecuación de movimiento 
Obviamente, el móvil no puede hallarse en dos 

lugares distintos al mismo tiempo. Es decir, su posición 

X es una función del tiempo 1. La ecuación que da a .x 
como función de t se denomina ecuación de 
movimiento: 

x = ¡(t) 

En la "notación fis ica" la relación anterior se escribe 

Ecuación de movimiento 

(1) x=x(t) 

Es decir, se usa la misma letra "x" para denotar tanto el 
valor numérico de la posición como la regla para 
asociar valores de t con x (sea una función lineal, 

cuadrática, sinusoidal, etc.). 

Dado que hemos acordado escribir Xi para la 

posición en ti. tenemos la siguiente equivalencia 
notacional: 

X(ti) =X¡ (o también x(t = ti) = Xi) 

Con la ecuación de movimiento podemos 

calcular directamente dónde se encuentra el móvil en 
cualquier tiempo dado. Pero no solamente ello; dicha 
ecuación nos permitirá extraer todas las características 
del movimiento (como desplazamientos, velocidades, 

aceleraciones, etc.), como explicaremos más adelante. 
La siguiente sería una posible ecuación de 

movimiento : 

Al sustituir en ella algún valor del tiempo en segundos, 
obtenemos un valor de x expresado en metros. Por 
ejemplo, poniendo t = 2 s en la ecuación anterior, 
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m m 2 m 3 
x=-5m+8-(2,)+12-(2,) -3(2,) =5 1m 

s 52 s 

o sea, en t = 2 s el móvil se baila en x = 5 ( m. 

Para mejor visualización se suele suprimir las 
unidades físicas, apuntándolas por separado: 

x = - 5 + 81 + 121' - t' 

(t en segundos, x en metros) 

2.4. Desplazamiento y distancia recorrida 
El desplazamiento es una cantidad que se 

refiere a dos puntos (o instantes) del movimiento. 
Se denne el desplazamiento del móvi l en el 

intervalo de tiempo [ti, tr], denotado con "dx" . como la 
diferencia de posiciones: 

Desplazamiellto 

(2) ruco. X(If) -x(li) = xf- Xi 

Desplazamiento es sinónimo de cambio de posición. 
Un desplazamiento nulo en un intervalo [ ti, lr] 

puede resu ltar de dos maneras: 

• Que la partícula no se baya movido en absoluto 
durante el in tervalo considerado. 

• Que la partícula, a partir de su posición Xi en t = ti, 

haya recorrido una trayectoria que la llevó de regreso al 
mismo punto Xi en t = lr. 

En ambos casos, como Xi = xr, el desplazamiento es 
ruc = o. 

Volvamos a la Fig. 4, reproducida en la Fig. 5, 
con el fin de captar gráfi camente la noción de 
desplazamiento. 

Consideremos el desplazamiento entre los 
puntos 1 y 4, dado por 

La magnitud de .::lx es la distancia entre los puntos 1 y 
4, medida a lo largo del Eje X, o sea ~T4 - x]l . En cuanto 
al signo del desplazamiento, se puede obtener 
gráficamente imaginando un vector que vaya desde el 

pW1l0 inicial Xi hasta el punto fi nal xr. Si este vector 
apunta en el mismo sent ido que el eje X, entonces el 
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desplazamiento es positivo, y es negativo en caso 
contrario. Entonces el desplazamiento entre los puntos 
I y 4 tiene signo negativo; el desplazamiento entre los 
puntos 1 y 6 es positi vo, y entre los puntos t y 5 es 

cero. 

o x 

Fig. 5 

La distallcia recorrida por el móvi l entre dos 
puntos (o instantes) de l movimiento, que denotaremos 
con "O", es la longitud total del recorrido de l móvil 
entre ambos pumas. La distancia recorrida se mide a lo 
largo de la trayectoria, en una y otra dirección del Eje 
x. Si el móvil fuese un automóvil , es 10 que marcaría el 
odómetro. 

Así pues, para calcular la distancia recorrida 
digamos entre los puntos I y 4 de la Fig. 5, tendríamos 
que sumar los tramos de I a 2 y de 2 a 4. Está claro que 
esta distancia vendría dada por 

(3) D = fx' - xd + ~'4 - x,l 

Para calcular un desplazamiento no es 
necesario conocer los detalles de la trayectoria. 
Simplemente calculamos con la ecuación de 
movimiento las posiciones inicial y final y formamos 
su diferencia. En cambio, para calcular la distancia 
recorrida durante un lapso [ti, tr] debemos averiguar si 

es que existen puntos de retorno entre ti y tr. En caso 
afi rmativo, obtendríamos la distancia recorrida como 
una suma de valores absolutos de desplazamientos 
(análogamente a como en la expresión (3)) , en la que 
fi gurarían las posiciones de cualesquiera puntos de 
retorno intermedios entre ti y lr. 

Como vemos, no es lo mismo 
"desplazamienw" que "distancia recorrida". Sin 
cmbargo, existe un caso en que la magnitud de un 
desplazamiento sí es igual a la distancia recorrida. 

Definiremos un despla"amiemo directo como 
aquel que se verifica sin que el móvil invierta la 
dirección de su movimiento. Por ejemplo, en la Fig. 5 
los siguientes desplazamientos son direclOs: 
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DeOa 2 De 2 a4 De4 a 5 

Si un desplazamiento es di recto sí existe igualdad entre 
su magnitud y la distancia recorrida. As í, la distancia 

recorrida entre los puntos 2 y 4 es 

D = Ix. - x,1 = lruj (entre 2 Y 4) 

Entre los puntos 5 y 6 la distancia recorrida es 

(entre 5 Y 6) 

La duración "6t" de un intervalo de tiempo 

[ti. tr] es el tiempo elapsado entre ti y tr. esto es, 

Duración 

3 
Ej. X 

" 

E:je t 

4 4 

o 

2 ••• x1. . _________________ 2 

(4) ót = tr- (; Fig.6 

2.5. Gráfico x Vs. t 
Para darse una idea global del movimiento es 

conveniente graficar la ecuación de movimiento x = x(t) 

en un espacio cartesiano abstracto con un eje de 
tiempos (Eje t) y un eje de posiciones (Eje X). Un 

punto de este espacio plano tiene abscisa " t
n y ordenada 

"x", esto es, coordenadas cartes ianas (t, x). 
El grúfico x vs t es el lugar geométrico de los 

puntos (1, x) que satisfacen la ecuación x = x(t). 
Eche un vistazo al gráfico de la Fig. 6. Se 

supone que es el gráfico x vs t de alguna ecuación de 
movimiento cuya expresión matemática no viene al 

caso ahora. Notemos lo siguiente: 
• El eje de tiempos tiene parte positiva solamente, ya 

que hemos acordado que t ~ O. 
• El movimiento tiene 3 puntos de retomoJ marcados 

como puntos 1, 2 Y 3. En los puntos de retorno la 
pendiente a la curva x = x(t) es horizontal. 

• La trayectoria del móvil entre lo == O Y L¡ consta de 
4 segmentos solapados, que hemos trazado a la 
izquierda del Eje X. Recuerde que el Eje X es el 
camino del móviL Como se ve, la trayectoria es 
una espede de imagen muy angosta (achatada 

horizontalmente -+ +- ) de la curva x(r). 
• Recíprocamente, la curva x(t) se obtiene 

"desplegando" la trayectoria apropiadamente bacia 

la dirección del eje de tiempos. A mayor 
desp liegue mayor será el tiempo de recorrido entre 

los punlos O y 4. 

• A cada punto de la trayectoria le corresponde uno 

y sólo un punto del gráfico x(t) y recíprocamente. 
En cambio, a un mismo punto del eje X (o sea a 

una posición Xi) pueden corresponderle varios 

puntos del gráfico, correspondientes necesaria­

mente a tiempos diferentes . 
• Si la pendiente de la curva x vs t es positiva 

entonces el móvil se está moviendo en la dirección 
del Eje X (entre 1 = O Y 1" Y entre t, y 1»; si es 
negativa, se mueve en dirección contraria a la del 

Eje X (entre t, y 1,. Y entre t) y",). 

La Fig. 7 muestra otro ejemplo de gráfico x vs 

1. Corresponde a la ecuación de movimiento de un 
oscilador armónico: x = Ao sen ID t. El movimiento de l 
oscilador, a lo largo de l Eje X, está esquematizado a la 

izquierda de dicho eje. 

x 

Fig. 7 

t 
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2.6. Velocid ad 
El concepto ~e velocidad se ofrece en una 

variedad de sabores. El de vaini lla es el que se nos 
presenta por primera vez en la escuela secundaria, en la 
forma 

(5) l . d "d."is"ta",n",c"i"a-Or=ec=:o",TT""id",a veoclda :; -., 
tiempo empleado 

Esta es la noción del ciudadano común, y se usa mucho 
también en el lenguaje técnico informal. Corresponde 
técnicamente al concepto de "rapidez media", que se 
derme como sigue: 

Rapidez media 

La rapidez media "Rm" en un intervalo de 

tiempo dado es el cociente de la distancia recorrida 
durante este intervalo y la duración del mismo. En 
símbolos, 

(6) 
o 

Rm =­
Al 

(D es la distancia recorrida, Ót es la durac ión del 
intervalo de tiempo considerado). 

!E jemplo 1.1 Calculemos la rapidez media de UII 

recorrido en automóvil México--Cuemavaca- México. 
Tomemos la distancia entre ambas ciudades igua l a 60 
km Y supongamos que los viajes de ida y regreso duran 
cada uno 45 mino 

Entonces la distancia recorrida es D = 120 km. 
Y la duración del recorrido ót = 90 min = 1.5 h . por lo 
que 

R = 120 Ion = 80 1on 

m I.5 h h 

!Ejemplo 2d Un móvil tiene la ecuac ión de movimiento 

siguientt! : 

x= IOt - I' 

(x en metros, t en segundos). 
Calcular su rapidez media en el illterva lo [O s , 12 s1· 

Hemos vis to anteriormente que para calcular 
distancias recorridas usando la ecuación de movimiento 
debemos averiguar si el móvíl ti ene puntos de retomo 

en e l interva lo considerado. 

Como la función xCt) es continua en el 
intervalo dado, tendrá un punto de retomo dentro del 

intervalo dado si su derivada es cero en algún punto 

dentro de dicho intervalo: 

dx 
- = 10 - 21 = 0 para [ = 5 E [0, 12] 
dt 

(Observe el gráfi co x vs 1 en la Fig. E2). 

25 

25 m 

24m 

·24 
o 

Fig. E2 

12 

En vista de que efecti vamente existe un punto de 
retomo, calculemos las posiciones en t = O, 1 = 5 Y 
1= 12: 

x(O) = O, x(5) = 25, x( 12) = - 24 (m) 

La distancia recOITida en [O s , 12 s ] es entonces 

0 = 125 - 01 + 1-24 - 251 = 74 (m) 

y la ra pidez media en [O s , 12 s ] es 

74 ro ro 
Rrn = --= 6.16-

12 s s 

Notemos que la rapidez media es un concepto asociado 
con un intervalo de Tiempo. 
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Si al evaluar el cociente (7) usamos el 
desplazamiento 6x en lugar de la distancia recorrida .D, 
obtenemos otro sabor de velocidad, denominado 
velocidad media: 

Velocidad media 

La velocidad media "vm" en el intervalo [ti. tr] 
es el cociente del desplazamiento "L\x" durante este 
intervalo y la duración "6t" del mismo. En símbolos, 

(7) 
& 

v = ­
m ót 

(& = x(tr) - X(ti) = xr-Xi, Ót = tr - ti) 

!Ejemplo 3d La ecuación de movimiento de un móvil 
viene dada por 

x(t) = - 2 t] + 4 t' - t + 8 

(x en metros, t en segundos). 
Calcular la velocidad media en el interva lo de tiempo 
entre t1 = 2 s y 12 = 10 s . 

Para calcular velocidades medias no es 
necesario obtener los puntos de retomo (s i existen) en 
el lapso considerado, ya que lo que se requiere son 
unicamente las posiciones del móvil en los tiempos 
extremos del intervalo de tiempo dado. 

Calculemos las posiciones del móvil en estos 
tiempos (valores en metros): 

Xi = x(t = 2) = - 2(2]) + 4(2') - 2 + 8 = 6 

Xf= x(t = lO) = - 2(10]) +4( 10' ) - 2 + 8 = - 1594 

Entonces el desplazamiento en el intervalo dado es 

& =Xf - Xi = - 1594 ·- 6 = - 1600 

Por otra parte la duración del intervalo dado es (en 
segundos): 

Ót = 10 - 2 = 8 

y entonces la ve locidad media en el intervalo dado es 

Óx - 1600 m 
v = - = --::---

m 6t 8 S 
-200."'. 

S 

El concepto de velocidad media tiene poca 
utilidad práctica cuando se refiere a intervalos de 
tiempo muy grandes, sobre todo si el intervalo incluye 
puntos de retomo. Por ejemplo, al calcular la velocidad 
media en el recorrido México-Cuemavaca-México 
considerado en el Ejemplo 1 obtenemos el valor O, 
puesto que el desplazamiento entre el punto de partida 
(México) y el punto final (México) es igual a O. Lo que 
ocurre aquí es obviamente que el desplazamiento es 
positivo en el viaje de ida y negativo en el viaje de 
regreso, de modo que el desplazamiento total es igual a 
cero. 

La velocidad media puede ser positiva, 
negativa o cero, según l1x sea mayor. igual o menor que 
cero, respectivamente. Un valor O de la velocidad 
media indica ya sea que el móvil no se movió en 
absoluto, o bien que al fmal del lapso regresó al punto 
de partida. 

En contraste, la rapidez media siempre es 
positiva, ya que la distancia recorrida D siempre es 
positiva. La única manera en que la rapidez media 
puede valer O es que e l móvil no se haya movido en 
absoluto durante el lapso considerado. 

Un uso importante del concepto de velocidad media es 
el de servir como "intermediario" en la obtención del 
concepto más general de velocidad: el de velocidad 
instantánea. 

Existe un tercer sabor de velocidad, que es el 
más general: el de velocidad instantánea. Corno su 
nombre lo indica, es una velocidad asociada ya no con 
un intervalo de tiempo, sino con un instante. 

Para medir una velocidad media en el 
laboratorio es necesario medir la distancia que recorre 
el móvil en un lapso de tiempo dado. Si durante este 
lapso el móvil no invierte la dirección de su 
movimiento (o sea si su desplazamiento es directo ). 
entonces la distancia recorrida D coincidirá con el 
desplazamiento Ax y la medición dará indistintamente 
la rapidez media Rm o la velocidad media Vm durante el 
lapso de medición. 

Ahora bien, si la medición es reproducible y 
vamos reduciendo la duración .6.1 del intervalo de 
medición. y calculando las correspondientes veloci­
dades medias, llegaremos a una situación en que 
reduciones ulteriores de 61 ya no afectan el valor de la 
velocidad media, dentro de cierto grado de precisión 
supuesto. Demos un ejemplo. 
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¡Ejemplo 4) En la Fig. E4 se muestra un arreglo 

experimenta l para medir la velocidad media de una 

baJa, correspondiente a un cortísimo lapso de ti empo 

después de ser expulsada. La bala perfora dos hojas 
delgadas práct icamente sin alterar su velocidad; las 

hojas están fijas a una flecha giratoria que efecrua "n" 

revoluciones por segundo ("n" se mide con un medidor 

de revoluciones o tacómetro acoplado a la necha). 

Motor 

l,. 

Pistola w 
W \. gr-- .-

Fig . E4 

V _ _ ___ 0-+ 

Como veremos enseguida , el interva lo de 

tiempo de esla medición será del orden de 1 milésima 

de segundo: 
El tiempo invertido entre las hojas se calcula a 

partir de l ángulo que definen ambas perforaciones. 

Supongamos que la distancia enere las hojas se rija en 
300 :mm, que n = 60 revoluciones por segundo. y que el 

ángulo gi rado resultó de 20°. En virtud de que las hojas 

giran 360· en 6
1
0 de segundo, girarán l · en 6

1
0 I 360 de 

segundo y 20° en una fracción de segundo igual a 
l 1 

20 x 60 x 360 = 0.00092 s . Entonces la ve locidad 

media es 

_ _ 0-,.3_m_ 
vrn = 

0.00092 s 
326-"'-

s 

Repitamos la medición separando ahora las 

hojas en 200 mm. Obtendríamos para Vrn prác ti camente 

el mismo valor. Se j ustificaría dec ir entonces que el 
va lor de 326 mi s es la velocidad de la bala en el 
instante en que es expulsada. Esta velocidad 

"extrapolada" se denomina velocidad instantál1ea (o 
velocidad, a secas). La denotaremos con el símbolo "v". 

Hasta aqu í lo que se refiere a la medicitJlI de 

una ve locidad " instan tánea". Analicemos ahora el 

proceso de (.'a!cu!ay una velocidad instan tánea para un 

1-1 l 

móvil cuya ecuación de movimiento se conoce. Para 

ilustrar, consideremos uno cuya ecuación de 

movimiento es 

(8) 
3 2 

x(t) = - 2t + 4t - t + 8 

Traduzcamos a términos matemáticos el 

proceso de medición de la ve locidad instantánea. 

Debemos calcular la velocidad media en un intervalo 

que empieza en un instante t cualquiera y cuya durac ión 

.ó.t es arb itraria, o sea el intervalo [t, t + 6 t]. Luego se 

va reduciendo .ó.t. 
El desp lazamiento en el intervalo [t, t + Llt] 

viene dado por la diferencia de posiciones en los 

ex tremos del intervalo, o sea x(t + .ó.t) - x(t). Se tiene 

x(t + Llt) = -2(t + Llt)3 + 4(t + Llt)2 - (t + Llt) + 8 = 

= _ 2t3 + 4t2 _ t + 8 + (- 6t2 + 8t - 1) Llt + 

+ (- 6t + 4)(Llt¡2- 2(M)3 

La ve locidad med ia en e l lapso [t, t + Llt] es, por (7), 

(9) 
x( t + Llt)-x(t) 2 2 

vm = --6t +8t - I+ (- 6t + 4)t.t -2(Llt) 
Llt 

= Vm(t, Llt) 

Como vemos, vm es una función tanto del ¡m·fante 

inicial t como de la duración 6.1. Ahora bien. la 
expresión (9) tiene sentido incluso para el valor 
6.1 = O, lo cual corresponde a "colapsar" el intervalo de 

tiempo [t, t + .ó.t] a su instante inicial " t". POlliendo 

Llt = O en (9) tenemos 

( 10) 
2 

vm(t, O) = - 6t + 8t - l 

Esta expresión no es propiamente una ve loc idad 
" media" porque ya no se refiere a un in tervalo 6 t, si no 

a un instante 1. Es la velocidad instantánea correspon­

dien te al instante t, denotada con "v": 

(11 ) 
, 

v(t) = - 6t- + 8t - 1 

Si x(t) es una fu nción polinomi al, como en (8), 

es vá lido poner la ve locidad instantánea igual al valor 
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que toma la ve locidad media vm(t, At) para.6.1 = O: 

Velocidad instantánea = v( t) = vm(t, O) 

(si x(t) es polinomiaf) 

Para otras clases de funciones xCt) el insertar 

.ó.t == O en la expresión vm(t, 6 t) puede conducir a una 
indetenninación del tipo "O/O". En estos casos se evalúa 
la velocidad instantánea en la forma 

v= Iím vm( t,L'lt) 
D.t --+0 

o equivalentemente, 

(12) ( ) 1
, x(t + L'l t) - x(t) l ' L'lx v t = 1m = un -

Ó t-)O .11 ót ....... O At 

Esta es la operac ión matemática de sacar la derivada de 
xCt) con respecto al tiempo: 

Velocidad instantánea 

(13) 
dx 

v(t) =­
dt 

Es muy conveniente visualizar la cantidad 
. dx 

"dx" que aparece en la denvada v = - como un 
dt 

pequeño desplazamiento directo que tiene lugar en un 
corto tiempo "dC'. Con esto la velocidad instantánea se 

interpretaría simplemente como el cociente de distancia 
recorrida y tiempo empleado. En relación con la 

medición de la velocidad de la bala, tratada en el 
Ejemplo 4, podríamos fi guramos que dt = 0,00092 s y 

dx = 300 mm. 

Una ve locidad instantánea posi tiva significa 

que el móvi l se está moviendo en la dirección del eje X, 
puesto que v > O implica que dx > O. Si la velocidad 
instantánea es negativa, el móvil se está moviendo en la 
dirección contraria a la del eje X. 

Es muy conveniente utilizar flechas para 
indicar la dirección (y con ello el signo) de la velocidad 
instantánea, como en la Fig. 8. 

v>O 
• 

Fig, 8 

Naturalmente, si el eje X en esta figura se di rige hacia 

la izquierda, los signos de las velocidades se 

intercambiarían. 
La magnitud de la velocidad instantánea v, 

denotada con 1 v 1 o con "v", se denomina la rapidez 
instantánea (o simplemente la rapidez) 

Rapidez (instantánea) 

(14) Rapidez instantánea = Ivl = v 

Ya no hay más sabores de ve locidad. 
Recopi lemos aquí las diversas nociones que hemos 

introducido: 

Rapidez media 
D 

Rm =­
L'lt 

L'lx 
Velocidad media Vm =­

L'lt 

dx 
Velocidad (instantánea) v=-

dt 

Rapidez (instantánea) Ivl = v =1:1 

Cuando usemos los términos "velocidad" y 
"rapidez", a secas, nos estaremos refiriendo a la 

velocidad y rapidez instantáneas. 

2.7. Interpretación gráfica de las velocidades 
media e instantánea 

La ve locidad media Vm y la velocidad 
instantánea v poseen interpretaciones geométricas 
simples en el gráfico x vs t. De la expresión general 

vm = Llx vemos que la ve locidad media es la 
L'l t 

pendiente de la recta que conecta los puntos P(t, x) y 
Q(t + ~t, x + Llx) en el espacio cartesiano t-x. Esta recta 
se denomina secante (Fig. 9). 
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x(t+ M) 

x(t) 

Eje X 
Tangente en P 

Q 
--- ------ -- -- - ~--~-~~ 

p :t>x 
~--------- ---- -----1 

M 

t+ t>t 

Fig. 9. (Espacio cartesiano t-x). 

• Secante 

Eje t 

Hacer tender 6.1 -t O equivale a ir acercando el 
punto Q cada vez más a P. La secante se va pareciendo 
cada vez más a la recta tangente a la curva x = x(t) en 
P. Por consiguiente, 

La velocidad instantánea en P es igual a la 
pendiente de la tangente traí'.ada a la curva x vs t en el 
punto P. 

En un máximo o mínimo de (a curva x vs t la 

tangente es horizontal , paralela al eje 1. Entonces su 
pendiente es cero, lo cual corresponde a ve locidad 
instantánea cero. Por otra parte, si el gráfico x(t) posee 

un tramo recto, en ese tramo la velocidad instantánea es 
constante. 

De esta manera, el gráfi co de la ecuación de 

movimiento x = x(t) da información no solamente sobre 
las posiciones del móvil , sino también sobre las 
velocidades medias e instantáneas, a través de las 

pendientes. 

¡Ejemplo sJ Describir grosso modo el movimiento cuyo 

gráfico x vs t es el mostrado en la Fig. ES. 
Imaginemos que el móvil se desp laza a 10 

largo del Eje X. 

El móvil parte del punto x = XA. situado sobre 
el Eje X. En este punto la pendiente del gráfico es 
positiva, de tal modo que la ve locidad es posit iva, es 
decir, el móvil se mueve hacia la dirección +X. 

A partir del punto A la velocidad va 
disminuyendo (la pendiente del gráfico va 
disminuyendo) hasta hacerse nula en e l punto B, donde 
el móvil se detiene. 

1·13 

Entre los tiempos ta Y te el gráfico es una recta 

paralela al Eje t. Durante este lapso el móvil pennanece 

en reposo en el punto x = Xa = Xc· 

x 

B e 
--- ---- -------:r------.. 

A 

Fig. ES 

En t = te el móvi l se desplaza en dirección ~X 
(velocidad negativa), arribando al punto D, donde varia 
su ve locidad abruptamente de un valor negativo a uno 

positivo. Entre t = to Y t = tE el móvil se mueve en la 
dirección + X. 
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2.8. La velocidad instantánea es una "tasa" 
Una velocidad instantánea de, digamos, 8 

metros por segundo, ¿significa que el móvil, desde el 
instante a que se refiere dicha velocidad, recorrerá 8 
metros en un segundo? ¡No! 

No es vá lido proyectar indiscriminadamente la 

veloc idad instantánea. Todas las derivadas matemáticas 

son tasas. En particular, la velocidad instantánea es la 
tasa a la que el móvil gana distancia en relac ión con el 
tiempo. 

EjeX 

X = 11m _________ __ ________ "o Q 

x =3m 

- , , 

P.- __ -<-_,,_-_-_-_~ - - - - - ~ R 

' s , 

t= 4s t= 5s 

Fig. JO 

Eje t 

Examinemos el asunto gráficamente. En la 

Fig. la está el gráfico x· t de a lgún móvi l. Como vemos, 
la posición del móvil en t = 4 a es x = 3 m. La recta PQ 

se supone que es la tangente a la curva en el punto P. 
La pendiente de esta recta tangente, como dijimos, es 
igual a la velocidad instantánea en P, o sea 

Vp = QR = ~=8."'. 
PR 1 s s 

Si a partir de P el móvil recorriera 8 m en 1 s , 
arribaría al punto Q, en x = II m. Esto es evidentemente 
fal so. El móvil ll ega realmente al punto S en t = 5 s . 

Solamente si el gráfico x vs t es una recta es vá lido 
proyectar para tiempos arbi trariamente grandes. Este es 
el caso para el "movimiento uniforme", que trataremos 
a continuación. 

2.9. Movimiento uniforme. 
En el movimiento más simple de todos, la 

posición x es una fun ción lineal del tiempo t: 

( 15) x = A + B t (A . B constantes) 

La interpretación física de las constantes A y B es 

inmediata: 

Poniendo t = O en (1 5) obtenemos 

xo=x(t = O) = A 
Sacando la derivada de x(t) con respecto a t 

obtenemos 
v = B (la velocidad es constante). 

Luego, ( 15) se escribe mejor en la fonna más 
reveladora s iguiente: 

Ecuación del movimiento uniforme 

(16) x = xO+ v l 

Esta clase de movimiento se denomina 
uniforme. Se verifica en línea recta con velocidad 

constante v. Tiene las siguientes propiedades: 

• Su gráfico x vs 1 es una recta (Ejemplo: Fig. 11). 

• La ve locidad instantánea, que es constante, 
coincide con la velocidad media calcularla con base en 
cualquier intervalo de tiempo [t, t + .6.1]: 

dx ill; 
(17) o bien (dt arbitrario) V = Vrn 

dI dI 

• En el movimiento unifonne todos los 
desplazamientos son directos, de modo que la magnitud 
del desplazamiento, (lix(. coincide con la distanc ia 
recorrida D. 

X 

A -- -- -- - -- ----

'b.x 
An - - - - - - - - - - - -

b.t 

t, 

Fig. 11. Gráfico x vs t de un movimiento uniforme. 

Los problemas sobre movimiento unifonne 
son muy simples. Se pueden resolver partiendo de la 
ecuación de movimiento (16), o sea 

[( 16) ] x = xo+ vt 
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Los parámetros Xo y v pueden ser conocidos O no. La 

estrategia consiste en aplicar (16) para determinar estos 

parámetros, tras lo cual aplicarnos la actua lizada 
ecuación de movimiento para calcular las demás 
incógnitas. 

Alternati vamente se aplica la relación 

'[( 17)] 
óx 

v=-
8 1 

a un intervalo conveniente. 

Nota importante 
Tenga presente que la ve locidad instantánea se 

puede calcular como el cociente del desp lazamiento Ax 
y la duración lit, como en ( 17), solamente si el 
movimiento es uniforme (pues solamente en este caso la 
velocidad instantánea coincide con la ve locidad media) 
En el caso general habría que sacar la derivada de la 

posición con respecto al tiempo. 

!E jemplo 6.1 Una partícula ~i ecuta un movimiento 
uniforme. Se sabe que a los tiempos 2 s y 6 s les 
corresponden las posiciones --6 m y 14 m, respect iva­

mente. Obtener la ecuación de movimiento. ¿Dónde se 
halla la partícula en t = 9 8? 

Planteemos la ecuación de movimiento en la 

forma 

(rl) x = xo+ v t 

Aparecen aqui las incógnitas Xo y v. 

1-15 

Ahora podemos obtener la posición en t = 9 s : 

x(t = 9) = - 16 + 5 . 9 = 29 ( m) 

Método alternativo. 
En virtud de que conocemos las posiciones 

correspondientes a dos valores del tiempo, podemos 

calcular directamente la ve locidad. 
La duración del lapso dado [2 s , 6 s 1 es 

8t = 6 s - 2 s = 4 s 

Por otra parte, el desplazamiento en este lapso es 

óx= 14m - (- 6 m) = 20 m 

Así que la velocidad es 

(rS) v = óx = 20 In = S~ 
lit 4 s s 

Escribamos ahora la ecuación de movimiento en la 

fomla (16), insertando el valor conocido de v: 

(r6) x = Xo + 5 t 

Para calcular Xo usamos aquí el dato x(t = 2) =-6: 

- 6 = Xo + 5 (2 ) 

Xo = - 16 (posición in icial) 

Sabemos que en t = 2 s , x = -6 m. Pongamos Etc. 

estos va lores en la ecuación (r 1) : 

(r2) - 6 = Xo + v· 2 

También sabemos que en t = 6 s , x = 14 m: 

(r3) 14 =xo+v· 6 

Resolviendo simul táneamente (r2) y (r3) hallamos 

xo =-16 v = 5 

La ecuación de movi miento es entonces 

(r4 ) x =- 16+5t 

<Nota. Alternativamente podemos usar en (r6) el dato 

x(t = 6) = 14. Llegaríamos al mismo valor para xo.> 

!E jemplo 7J Un automóvil rea liza un movimiento 

uniforme con velocidad de 36 km ¿Qué distancia 
h 

recorre en 5 segundos? 

~ 
I'c.x= ? 

I'c.t = 5s , , 00: , , , , , , , , , , 
" " "" """' -------------------------.. X 

Fig. E7 
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En el movimiento uniforme todo es color de 
rosa y la distancia recorrida es el producto de la 

veloc idad y el tiempo empleado. Para demostrarlo 

tomemos en cuenta que en esta clase de movimientos se 
tiene 

(r 1 ) 

(donde ru: y ó t SO I1 e l desplazamiento y la duración 

correspondientes a un intervalo de tiempo de cualquier 
tama¡io) . Por otra parte, como todos los desplazamien­

tos en esta clase de movimiento son di rectos, se cumple 
que 

llixl = D 

y entonces de (r 1) tenemos 

( 18) D = v 111 (distancia = velocidad x tiempo) 

donde v = I \1 I rap idez. La fó rmula (18) nos es 
familia r desde la escuela secundaria . 

Nota. Un poco más adelante explicaremos cómo 

calcular distanc ias recorridas cuando el movimiento no 
es unironnc. Veremos que hay que efcernar una 
integración. 

Hagamos el cálculo: 

km 1000 m 
D = v lit = 36- ·5. = 36 = 50 m 

h 3600 s 

¿ y s i e l movimien to no fuera uniforme, podríamos 

calcular la dis tancia con los datos proporcionados? No. 

2.10. Aceleración. 
Si la ve locidad de un móvi l va cambiando, el 

móvi l está acelerado. Se define la aceleración "a" de 

un movimicll to como el ritmo de variac ión de la 

velocidad, en la forma 

Aceleración 

d v d 2x 
(19) a =-=--

dI d l 2 

En general la aceleración de un movimiento es 

función del ti empo, es decir, la veloc idad no va 

cambiando siempre a la mi sma tasa Cll el transcurso del 

ti empo. 

En el caso especial de l movimiento uniforme 

la ace leración del movimiento obviamente es cero, ya 

que la ve locidad es constante. 

Si la ace leración es constante el movimiento se 

denomina IlJliformem eJlle acelerado: la velocidad 

disminuye siempre en la misma cuantía cada unidad de 

tiempo . Demos un ejemplo. 

Supongamos que la aceleración de un móvil es 
a = - 5 m/ s 2

, y que en t = O el móvi l posee velocidad 

inic ial v = 20 mIs . El va lor constante "a = - 5 m/s 2
" 

signifi ca que la velocidad va cambiando a razón de -5 
m/ s cada segundo; por lo tanto, en los 4 segundos 

sucesivos a part ir de t = O toma los valores 

v= 15 m/ s ent = I s 
v = IOm/sent = 2s 

v = 5 m/ s en t = 3 s 
v = O m/ s en t = 4 s 

Ahora bien, el valor v = O en t = 4 a no significa que el 

móvi l se de ti ene permanentemente. A partir de t = 4 s 

la velocidad toma los valores 

v =-5 m/ sent =5 s 
v= - IOm/sent = 6 s 
v = - 15 m/ s en t = 7 s 
v = - 20 m/ s en t = 8 s 
Etc. 

Como vemos, la velocidad sigue disminuyendo a razón 
de 5 m/ s cada segundo. Eslas velocidades negativas 

indican que el móvi l invirtió su dirección de 

movimiento en t = 4 s, tiempo cuando su ve locidad 

llegó a anularse (momentáneamente) . 

Un ejemplo típico de esta clase de movimiento 

es el que rea liza un objeto que sube o cae verticalmente 

bajo la única acc ión de su peso cerca de la superficie 

terrestre. Se le llama movimiellto de caída libre, y su 

ace leración, ll amada aceleración de caída libre o 

aceleración úe la gravedad, vale aproximadamente 

a = 9.8 ~ 
8' 

Este va lor se sue le abreviar con el símbolo "g". 

Cuídese del siguiente elTor común: 

¡_Error! "Cuando un cuerpo se lanza vertica lmente 

hacia arri ba, la aceleración vale cero en el punto de 
máx ima altu ra." 
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Lo que es cero allí es la velocidad, no la 
acele ración. Al llegar el cuerpo a su punto de máxima 

altura su ve locidad sigue cambiando, a razón de 9.8 
mI s cada segundo. 

Algunos otros errores y confusiones que 
surgen infortunadamente en el análisis del movimiento 

rectilíneo provienen de no caer en la cuenta que la 
ve locidad y la aceleración son cantidades con sigilo 
algebraico. Al respecto, be aquí una pregunta que 
causa extrañeza a primera vista: 

¿Es posible que mientras la velocidad de un 
móvil vaya disminuyendo, su rapidez (o sea la 
magnitud de la velocidad) vaya aumentando? 

La respuesta es: si es posible. Basta con dar un ejemplo 
numérico: si la velocidad pasa del valor v = - 4 mI s al 
valor v = - 10 mIs , tenemos una disminución de la 

velocidad, pues to que se hace más negati va. Sin 

embargo, la rapidez pasa del valar Ivl = 4 mI s al valor 
Ivl = 10 mI s . O sea, experimenta un aumento. En este 

caso, aunque la ve locidad v del móvil va disminuyendo, 
¡el móvil se va moviendo más rápidamente! Esta 
circunstancia no causa grandes problemas en la 
práctica, empero. 

Una aceleración pos itiva se representa 
mediante un vector que apunta en el mismo sentido que 
el Eje X, y una negativa mediante un vector dirigido en 

sentido contrario al Eje X. 
Para interpretar el signo de la velocidad 

conviene compararlo con el s igno de la velocidad. 

Veamos. 
Si las flechas que representan la velocidad y la 

ace leración tienen la misma dirección, como en los 

casos ilustrados en la Fig. 12, entonces la rapidez del 
móvil va aumentando. En estos dos casos v y a son 

ambas positivas o ambas negativas. 

v > O, a > O 
Rapidez aumenta. 

~ 
-----+. V 

~ 

v< O, a < O 
Rapidez aumenta. 

Fig.12 

a --v •• --

~ 
Eie X 
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Por otra pane, s i v y a tienen signos distintos, como en 

los casos ilustrados en la Fig. 13 , la rapidez del móvi l 

va menguando. 

v > O, a < O 
Rapidez disminuye. 

a ----_.. v 

~ 

v< 01 a > O 
Rapidez disminuye. 

v • 

._~ 

Fig. J3 

Eie X 

Para evitar errores de s ignos, se recomienda 
inclui r en las figuras las flechas asoc iadas a las 

ve locidades y aceleraciones. 
Cuando la veloc idad y la ace leración apuntan 

cn d irecciones opuestas decimos que el móvil está 
desacelerado. En estos casos se le llama alternativa­
mente desaceleración al valor numérico de la 
aceleración, y en algunos casos a la magnitud de la 
aceleración. Por ejemplo, si se dice que un móvil tiene 
en un momento dado una velocidad de 10 mI s y una 
desaceleración de 2 mI S 2, entonces la aceleración de l 
móvil es a = -2 m/s 2 (signo opuesto al de velocidad). 

La relación entre la aceleración y las 
variaciones de la rapidez se comprenden mejor a la luz 
de la segunda ley de Newton. Ésta relaciona la 

aceleración directamente con la fuerza lotal que actúa 
sobre el móvil, en la fo rma 

F=ma 

(Fuerza = Masa x Aceleración) 

Según esta ley los signos de a y F son iguales. 
ya que la masa "m" siempre es positiva. Así que si un 
móvil posee aceleración entonces debe ex istir sobre él 

ulla fuerza neta en la misma dirección que la 
aceleración. Ap liquemos esto a los casos de la Fig. 12; 
en ambos existe una ruerza sobre el automóvil en la 
misma di rección que la veloc idad, que provoca un 
aumento de la rap idez. En cambio, en los casos de la 
Fig. 13 la fuerza se opone a la veloc idad (el móvi l es 
"re rrenado") por lo que la rapidez va disminuyendo. 
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[Ejemplo sd La ecuación de movimiento de un móvil es 

la función cuadrática del tiempo 

x ~A + B t + et' 
donde A. B Y e son constantes. Interpretar físicamente 
estas constantes. 

Poniendo en la ecuación dada t = 0, tiempo 
que suponemos corresponde al punto inicial del 

movimiento, designado corno "Punto O", tenemos 

Hemos interpretado así la constante A: es la posición 
del móvil en el instante inicial t = O. 

Derivemos x(t) con respecto al tiempo 
obtener la velocidad como función del tiempo: 

v ~ B + 2et 

para 

Poniendo aquí t = O obtenemos v(t = O) == Vo = B. 
Finalmente, la aceleración es la derivada de la 
velocidad, o sea 

a~2 e (constante) 

de donde e = a/2. Entonces la ecuación dada puede 

ponerse también en la forma más descriptiva siguiente: 

1 , 
x = xo+ vo t + - a C 

2 

En el gráfico x vs t, los puntos (t, x) donde la 
aceleración va le cero son puntos de inflexión. En estos 
pl,Intos la pendiente a la curva (es decir, la velocidad) 

pasa de ir aumentando a ir disminuyendo, o viceversa. 

OO: ¡cmplo 9.1 Analizar en el interva lo [O s. 8 sl el movi.­

miento rectilíneo descrito por la ecuación de 
movimiento 

x ~ - t' + 14 t' - 59t + 70 

(x en metros, t en segundos) 

Estudie el gráfico x-t del movimiento en la 
Fig. 9a. Tenga presente que el movimiento ocurre a lo 
largo del eje X. La trayectoria del móvil está dibujada a 

la izquierda del eje X con línea gruesa. 

70m 

' , " 3.2t 4- t3:z 6.120 

.~ .. ~ .. . ~ ... ~ .. ~ ... ~ .. ~ .. ~ ... ~ ... ~ ... ~ .. ~._~ ... ~ .. ~ ... 2···~·~1=3~~~E~jet . 
1 s 8 s 

l 3 
10m 

2 ........................ 2 P 

4 .. ......... ........... .... ... ......... _ . .......... .. .. .... . _ 4 

Fig. E9a 

Derivemos la ecuación x(t) para obtener la velocidad 

como función del ti empo: 

v ~ - 3t' + 28t - 59 

La ve locidad es cero para 

t ~ 3 . 2 14 Y t ~ 6.120, 

tiempos que corresponden a valores extremos de la 
función x(t), donde la tangente a la curva x(t) es 

horizontal. En este ejemplo se trata de puntos de 
retomo, si bien podría tratarse también de puntos de 
inflexión en otros casos. 

La aceleración viene dada por la derivada de la 
velocidad: 

a ~ - 6 t + 28 

Esta se hace cero en t = 4.67 . Corresponde al punto "P" 
del gráfico. En este punto la velocidad pasa de ir 
aumentando a ir disminuyendo (¡algebraicamente!). 
Efectivamente, la pendiente de la curva x(t) va 
aumentando desde el valor v = - 59 en t = O hasta el 
valor v = 6.33 en t = 4.67. En es te momento empieza a 
disminuir desde el valor v = 6.33 hasta el valor v = - 27 
en t = 8. 

La rapidez disminuye entre los puntos l y 2, 
de 59 a O; aumenta de 2 al punto P, de O a 6.33 ; luego 
disminuye de P a 3, de 6.33 a 0, y aumenta de 3 a 4, de 
O a 27. 
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La distancia recorrida por el móvil entre los 

instantes t, = ° y 4 = 8 s es 

16>:( 1 --> 2)1 + 16>:(2 --> 3)1 + 16>:(3 --> 4)1 = 

= 78.2 1 + 12.27 + 22.06 = 112.54 

Esta se calculó de Jos valores XI = 70, X2 = - 8.21, 
x) = 4.06 Y x, = - 18. 

En la Fig. E9b se muestran superpues tos los 
gráficos de posición y velocidad contra el tiempo. Se 
advierte que cuando la velocidad es máxima la 
aceleración es cero, y que cuando la velocidad es cero 
la posición tiene un máx imo o un mínimo. 

vm.llll"" 6.33 

\ v(t) 

~~X(t) - ~ 
o , 

vm.n'"' ·5S 

Fig. E9b 

¡Ejemplo lOJ Una partícula ejecuta un movimiento de 

acuerdo COIl la ecuación 

(x en metros, t en segundos) 

Grafiear la ecuación . Calcular la velocidad y 
aceleración para cualquier tiempo [, y los tiempos en 

que estas cantidades son cero. 

El grafico x vs t se muestra en la Fig. E l O. 

IUIBIIIIIUIII •• U 
2893936 

Eje X 

0.406 

Se tiene 

2 

3 

Fig. E10 

dx -2. 2 v=-=6e ( t - t) 
dt 

t i = 0.293 
t2 = 1 

t3 = 1.707 

d v -21 2 a=-=6e (J - 4t + 2t) 
dt 

1-1 9 

La velocidad es cero en t = ° y en t = I (el 
máximo absoluto de x(t». 

La aceleración es cero en t = 0.293 Y t = 1.707, 
correspondientes a los puntos 1 y 3 del l:,7fáfico, donde 
la pendiente pasa de ser creciente a decrec iente o 
viceversa. 

La rap idez del móvil aumenta en los lapsos 
[O, 0.2931 Y [1, 1.707], Y disminuye en los lapsos 
[0.293, 1] Y [1.707, ro). 

En la vecindad de los puntos 1 y 3 la curva x 

vs t se asemeja mucho a una rec ta . La razón es que muy 
cerca de estos puntos la acelerac ión es casi cero, o sea 

e l movimiento es prácticamente unifonne allí , y como 
sabemos, el gráfico x vs t de un movimiento uni forme 
es una recta. 

¡Ejemplo ll J Un osci lador armónico s imple tiene por 

ecuación de movimiento la siguiente: 

(r1 ) 

donde (t) y él son constantes (posit ivas o negativas). 
Demostrar que: 
(a) La velocidad varía periódicamente entre l o~ valore:) 

lim ites - wA y wA . 
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(b) Se cumple la siguiente relación entre la posición y 
la aceleración: 

( 
'E) 

~ 
Fig. E10 

Derivemos x(t) para obtener v(t): 

v = - w A sen (wt+o) 

Como la función "seno" varía periódicamente entre los 

valores - 1 Y + 1, la velocidad variará entre los valores 
- wAywA. 

Volvamos a derivar para obtener la 
aceleración, 

a = - w' A cos (wt + o) 

Comparando (r2) con (ri) tenemos que 

Nota. De acuerdo con la segunda ley de Newton, 
F = ma, la fuerza sobre el oscilador es F = - moo2 x, o 
bien F = - k x, donde k es la constante mei. 

2_1l * _ Representaciones alternativas 
del movimiento 

La ecuación de movimiento, x = x(t), contiene 

información completa sobre el movimiento. De ella 

podemos calcular la velocidad y la aceleración como 

func iones del tiempo. 
Existen otros modos de detennjnar un 

movimiento. Podríamos especificar la velocidad y 

como función del tiempo, o bien como función de la 
posición. También podríamos dar la ace leración como 
función de una cualquiera de l, x ó v. 

Cantidad Función de 

x t 

v tóx 

a t. x ó v 

En forma todavía más general, la velocidad puede darse 

como función de ambas t y x, o sea v = v(t, x), y la 
aceleración como función de las tres: a = a(t, x , v). Sin 

embargo. no trataremos estos casos aquí. 
Veamos algunos ejemplos. 
Dada x(t) , sabemos como pasar a v(t), y de ésta 

a a(t) : derivamos con respecto al tiempo. El proceso 

inverso, o sea pasar de a(t) a v(t) y de ésta a x(t), se 

efectúa mediante la operación de " integración" . 
Para obtener v(t) a partir de a(t) es preciso 

conocer el valor "vo" de la velocidad para algún tiempo 

particular "tn". 

¡Ejemplo 121 La aceleración de un móvil como función 

de) tiempo viene dada por la expresión 

a(t) = 4 - t + 5 t' 

Dado que en t = 2 la velocidad es v = 6, obtener v(t). 

He aquí un procedimiento formal para 
resolver. Partimos de )a definición de aceleración como 
la derivada de la ve locidad: 

dv 2 
- =4 - t +5t 
dI 

Luego "separamos las variables": 

dv = (4 - I + 51') dI 

Seguidamente integramos en ambos lados de la última 
relación: 

Fíjese en los límites de la integral. Los limites 
superiores son va lores indefinidos ("v" y "t") de las 
respectivas variables de integración. Los límites 
inferiores son va lores particulares "apareados" de 

dichas variables (a l limite t = 2 le corresponde el límite 
v = 6, según el dato). 

Finalmente 
dermidas: 

efectuamos 

[ ]' rl 1 2 5 J] t V 6 = 4t- - \ +-t 
2 3 2 

las integrales 
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v - 6 = 4, --, +-, - 4(2) -- (2 )+-(2 ) 1 253[ 1253 ] 
2 3 2 3 

40 1 2 5 3 v= - - + 4t- - l +- t 
323 

Los pasos seguidos en este ejemplo para 
obtener v(t) a partir de a(t) los podemos resumir en esta 
fórm ula : 

Obteller Y(t) a partir de 0(1) 

ve,) = Yn + f' o(' )dt 

" 
(20) 

Para obtener XCI) a partir de v(r) es preciso 
conocer el valor "xn" de la posición para algún instante 
particular " In". 

¡Ejemplo 131 Para el móvil del ejemplo an'erior, 
obtener x(t) sabiendo que en I = 1, x = - 3. 

El procedimiento es análogo al del ejemplo 11. 

dx 40125 3 
-::;:- -+4t- - t +-t 
d, 3 2 3 

Ix s'l 40 1 2 5 J J dx= - -+4t- - t +-1 dt 
-3 I 3 2 3 

[ ]' x 40 2 1 3 5 , 
[xl 3 = -- 1+ 21 -- 1 +- 1 

- 3 6 12 I 

40 2 1 3 5 , 
x= 130 - -1 + 21 -- 1 +- 1 

3 6 12 

El procedimiento de este ejemplo se resume as í: 

Obteller x(t) a partir de v(t). 

(2 1) X(I) = x n + f' v( t)dl 
t" 

donde Xn = x( tn) 

1-21 

¡Ejemplo 141 Dada la aceleración como función del 

tiempo en la fonna 

4 
Q=---

(9 _ t)2 
( I E [O, 5]) 

obtener v(t) y x(t), con los siguientes datos adicionales: 

X(I = O) = 5 v(t=O)=-S 

De acuerdo con (20), pongamos como 
integrando la expresión de a(t): 

v(t)=-S + [ --dt =-S+--, 4 [ 4 ]' 
JO(9_t)2 9-1 O 

76 4 
Y( I) =--+-

9 9 - t 

Usemos ahora la fórmula (21) para calcular x(t): 

X( I) = 5+ [' (- 76 +~ I d' 
Jo 9 9 -1 ) 

[ 
76 ]' x(t )=5+ - 9 ,- 41n(9 - t) O 

76 9-1 
x( I)=5- - 1-4In-

9 9 

Como sabemos, la aceleración viene dada por 

dy d2x 
a::::: -:o;;--

dI dl 2 

Ex iste otra fónnula , muy útil , que se obtiene aplicando 
la regla de la cadena en la siguiente fonna: 

dv dv dx dy i 
L-(2_2_) ___ a __ ~_d_'_=_d_<_·_d_I_=_dx __ ·_Y ______________ J 

La aplicaremos en el siguiente ejemplo. 
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¡Ejemplo 151 Un punID se mueve a lo largo del Eje X 

de acuerdo con la ley 

v=2x + 3 

En t.", 1 el punto pasa por el origen. ¿Cuánto vale su 
aceleración entonces? ¿Cuánto tiempo le lleva 
desp lazarse desde el origen hasta el punto x = 13 .S? 

Calculemos la aceleración usando la relación 
dv 

Q = \I-: 

dx 

dv 
a(v) = v- =(2x+3)·2 = 4.< + 6 

dx 

En el origen (x = O) la aceleración vale 6. 
Para obtener la relación entre la posición y el 

tiempo, usamos la definición de velocidad v = dx/dt e 

inlegrarnos. Pongamos t i =' (tiempo cuando el punto 
está en x = 13.S). 

dx 
v=-=2x+3 

dI 

dx 
--= dl 
2.<+3 

113.5 dx J Il 
--= dI 

O 2x+3 1 

(Observe la correspondencia de valores en los límites 
de las integrales: cuando t = 1, x = 0, y cuando t = t I. 
x= 13.5). 

Encontramos 

I ] 13.5 
11 -1 =- ln(2x+3) 

2 O 

I I 
= 2[ln(2 . 13.S + 3)- ln(3)] = 2ln(10) = l.lSI 

2.12. Problemas 

1. Para un movimiento unifonne se sabe que e l móvi l 
se hal la en x = 3 m en t = 5 s , y en x = 8 In en t = 2.5 s . 
¿Dónde se encontrará en t = 5 s? 

2. Un movimiento se rige por la ecuación 

x = (t - 2)'(1_ S) 

cuyo gráfico se muestra abajo. 

4 2 3 

o 

¿En cuál de los puntos 1,2,3,4 la pendiente pasa de 
creciente a decreciente o viceversa (punto donde la 
aceleración es cero)? ¿En qué puntos es nula la 
velocidad? ¿La posición? 

3. Analice el movimiento descrito por la ecuación 

x ~ l' - 1St' -671 - 60 

tal como se hizo en el Ejemplo 9 en la página 18. 

4*. La aceleración de Wla partícula que está cayendo en 

línea recta hacia el centro de la Tierra es a = _ G~ T , 
x 

donde G = 6.673(10-11
) es la conslanle de gravitación 

universal, MT ::::: 5.976(1024
) es la masa de la Tierra y x 

es la distancia de la partícula al centro de la Tierra (o 
igualmente la coordenada x relativa al eje mostrado en 
la figura). Los valores están en unidades S.l . 

v-" /" EjeX 

~ 
partícula 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Calcular la veloc idad de escape de la partícula, esto es, 

la velocidad mínima con que debe proyectarse desde la 
superficie terrestre para que ya no regrese a és ta. 

Sugerencia. Use a = v(dvldx) para encontrar v como 

función de x. Defma Ve == ve locidad de escape. Para 

x = rad io de la Tierra = R = 6.378(10'), v = Ve, Y para 

x = ce, v = O. 

Resp. Ve = 11.2 kml s. 

5 *. Un punto se mueve a lo largo del eje X con una 

velocidad dada por v = 3x2
. En e l instante t = O, se 

encuentra en x = 2. Hallar e l ti empo que requiere para 

ll egar a x = 3, Y la aceleración en este punto. 

Resp. 1/ 18; 486. 

6*. Una esferi lla de acero es atra ída en línea recta por 

un imán con una fuerza q ue depende del cubo de la 
distancia a l centro del imán. La aceleración resultante 

de la esferilla es a = _ ....:...... donde c es una constante. 
x 3 

Determinar la velocidad de la esferi lla a una distancia L 
del imán, si parte del reposo desde x = 2L. 

Resp. J 3c . 
4L2 

ll1\án esferilla 

~ 1- L -1 .-ª-- ) 
0---+ 

O X 

7* . La aceleración de Wl movimiento viene dada por la 

función 

a = 2t' - 8t + 12 (t en s, a en mis') 

Se sabe que x(t = O) = - 5 m, y que v(O) = 10 mis. 

Calcular la veloc idad y la posición como funciones de l 

ti empo. 

Resp. v= l t4 _ 4t2+ 12t + 10 
2 

x= I~ t' - ~ t' + 6t' + 10t - 5 

8*. La ace leración de una partícula que cae 

verticalmente dentro de un medio viscoso está dada en 

términos de la ve locidad por 

a = 5 - 2v 

1-23 

Partiendo la partícula del reposo, ¿cuánto tiempo 

invierte en adq uirir una velocidad de 1.25? 

Resp. 0.5 In 2 = 0.347. 

9"' . Un punto material que se mueve a lo largo de una 

recta ti ene una velocidad en metros por segundo dada 

por v = J 2 - 3t2, donde t está expresada en segundos. 

Calcular la distancia total D recorrida durante el 

intervalo desde t = O hasta t = 3 s y halla r el desplaza­

miento LU durante el mismo intervalo. 
Resp. D = 23 m; ~ = 9 m. 

lO"'. La velocidad de un móvi l viene dada en ténninos 

de la pos ición por 

2 
V = --=----;;-

(4+3x)2 

Dado que x = - 1 en t = O, hallar la posición en t = 4. 

Resp.0.06. 
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CAPÍTULO 3 

MOVIMIENTO RECTILÍNEO UNIFORMEMENTE ACELERADO 

3.1. Introducción 

Al movimiento unifonne le sigue en 

simplicidad el movimiento ulliformemente acelerado 
(abreviado MUA), que es todo movimiento que tiene 
lugar con aceleración constante. 

De acuerdo con la segunda ley de Newton, si 
un cuerpo se mueve a lo largo de una recta bajo la 
acción de una fuerza constante entonces ejecuta un 
MUA. Este es el caso, en particular, de un objeto que se 
lanza verticalmente hacia arriba o abajo dentro del 
campo gravitatorio terrestre; la fuerza responsable es el 
peso del objeto. y la acelerac ión correspondiente es la 
aceleración de cuída libre o aceleració" de la 
gravedad, cuyo valor se denota con "g" y es aprox ima­
damente igual a 

m 
g=9.8 -

.2 

3.2. Propiedades del movimiento 
TRA YECTORIAS. 

Hay dos clases de trayectorias posibles en el 
movimiento recti líneo uniformemente acelerado. 

(a) Si en un momenlo dado la velocidad y la 
aceleración tienen el mismo sentido la trayectoria es 
una reCla simple (Fig. 14). El móvil se desplaza 
siempre en la misma dirección y su rapidez va 
aumentando indefinidamente. 

Caso 
a_ 
vO- Trayec tOri) 

~o--~----~------~:~2'--------

o 
Origen 

Fig.14 

! .. 

(b) En cambio, si la velocidad y la aceleración 
tienen sentidos opuestos (Fig. 15), la rapidez va 

disminuyendo hasta volverse nula en un punto de 
retorno, donde el móvil se detiene momentáneamente 
para luego invertir la dirección de su movimiento. 

Después del punto de retorno se revierte al caso (a). La 
trayectoria consta de dos segmentos rectos solapados. 

Caso 
a_ Punto de 

VO- Trayectoria retomo 

í 4 ¿ 
> : 

O 2 
• • O X4 Eje X 

Origen 

Fig.1S 

En un tramo del movimiento donde la 
velocidad y la aceleración tengan sentidos opuestos se 
dice que el móvil está desacelerado . En estos casos a la 
aceleración se le suele llamar también desaceleración . 

P UNTOS y CANTIDADES CINEMÁ nCAS. 

Como ya explicamos en el Capítulo 2, los 
puntos de interés de un movimiento (como el punto 
inicial, el punto de retomo y otros puntos específicos 
del movimiento) se distinguen mediante un número 
secuencial 0, 1, 2, ... , etc. conforme a tiempos 
crecientes. Les llamaremos puntos particulares o 
puntos relevantes . 

El tiempo, la posición (o coordenada), y la 
velocidad de W1 punto particular "n" se denotan con tn, 

Xn y Vn, respectivamente. Estas son las cantidades 
dilemáticas del punto, y representan valores numéricos 
[ljos. Por ejemplo, en la Fig. 15 las cantidades 
cinemáticas del punto 2 mostrado se denotarían con 

{l" x" v,¡. 
El tiempo, posición y velocidad del pumo 

general (arbitrario, variable) del movimiento se 
denotan con t, x y v, respectivamente. Estas cantidades 
son variables. 

La aceleración del movimiento se denota con 
el símbolo "a". 

El punto inidal del movimiento es el primer 
punto de interés. Corresponde al punto donde se inicia 
el movimiento o nuestra observación o estudio del 
mIsmo. 
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El punto inicial se designa siempre como 
"punto número O", y llsualmellle se fija t =: O all í, esto 
es, el reloj se echa a andar cuando el móvil está en el 
punto inicial , de tal manera que to = O. Sin embargo, 
estamos en libertad de fijar el valor de lo arbitraria­

mente, y en algunos casos tiene, o le asignamos, un 

valor distinto de cero (Consulte el ejemplo 22 en la 
página 38). 

SIMETRÍAS CON RESPECTO AL PUNTO DE RETORNO. 

De existir un punto de retorno, el movimiento 

es simétrico con respecto a él. Refiriéndonos a la 

Fig. 16, consideremos cuatro puntos denominados 1,2, 
3 Y 4. tales que 1 y 2 se encuentran de un lado del punto 
de retomo y 3 Y 4 del otro lado del mismo. 

Supongamos que X4 = X l Y X 3 = X2' Entonces, 

Punto de 
~v 1 2 íretomo 

l O ¡ ¡ -a , ) - 4 ~ 
V 

! • x, x, Eje X x, " 

Fig. 16 

El tiempo que invierte el móvil en desplazarse 
de I a 2 es el mismo que de 3 a 4: 

Las velocidades en puntos a la misma 
distancia del punto de retomo, antes y después del 
mismo, se diferencian solamente en el signo algebraico: 

En los ejemplos usaremos estas propiedades sin 
demostrarlas. 

Las propiedades anteriores se pueden 
demostrar mediante las ecuaciones de movimiento, que 

daremos a continuación. 

3.3. Ecuaciones de movimiento 
La forma más general dI! las ecuaciones de 

movimiento es la siguiente: 

1-25 

Ecuaciones generales 

(23a) 

(23b) v = vn + a (1 - tn) 

(23e) 

a es la aceleración, y tn• x n y vn son el ti empo, posición 

y velocidad de cualquier punto "n" particular del 

movimiento. 

El punto particular " n" que se escoge para plantear 
estas ecuaciones se denomina " pUIlfO base" de las 

mismas. 
So lamente dos de estas ecuaciones son 

independientes. (La tercera se puede obtener de las dos 

primeras eli minando el ti empo.) 

Las ecuaciones se simplifican algo si se toma 
como punto base el punto in icial "O" del movimiento, 
donde suponemos que se ha definido lo '= O. Se tiene la 

siguiente forma: 

(24.) 

Ecuaciones simplificadas 

x = Xo + va t + ..!.. a t
2 

2 

(24b) v ~ va + a l 

(24e) .' ~ va' + 2 a Xo 

Existe Wla tercera forma de las ecuaciones. 

Sean "i" y "r ' dos puntos particulares cuales· 
quiera. Definamos las siguientes di fe rencias o "deltas" : 

6.t = tf - ti 

Lll = Xf -X¡ 

ÓV=Vf -V¡ 

que indican respectivamente la duración del intervalo 

de tiempo [ti, tr], el desplazamiellto efecmado durante 

el intervalo anterior, y In variación de ,'e/pcidad en el 
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mismo. Se cumplen las siguientes ecuaciones: 

Ecuaciones de intervalo 

(25a) 

(25b) óv ~ a ÓI 

(25c) óv' ~ 2 a ru: 

Esta faona de las ecuaciones es sumamente 
útiL Note que en la ecuación óx aparece la velocidad 
"Vi" propia del punto inicial del intervalo considerado. 
Así por ejemplo, si se aplican las ecuaciones entre los 
puntos "2" y "3", digamos, tomarían esta forma 
desarrollada: 

I , 
X, - X, ~ V,(I, - 1, ) + - a (1, - 1, ) 

2 

Y, - v, ~a (1,- 1, ) 

3.4. Plantear las ecuaciones de movimiento. 

En los problemas sobre MUA debemos tener 
la mira puesta en obtener las ecuaciones de movi­
miento, ya que con ellas podernos deducir todas las 
características del movimiento. Dis tinguiremos dos 
casos, que ejemplificamos a continuación. 

CASO l. Se conoce la aceleración y un punto cuyo 
tiempo, posición y velocidad son datos del problema. 

lE.iemplo 16) En un MUA con aceleración a ~ - 2 mI .' 
se sabe que en t = 1 s , x = 10 m y v = 8 mI s . Ca1cular la 
posición y velocidad en t = 7 s . 

o 

Hagamos un diagrama como el de la Fig. E 16. 

1, 1 
x, ~ 10 

v,=8 G2J 
1 2 

.----4.~ ____________ ~.~ 

Fig. EI6 

• Eje X 

Tomemos como punto base el punto I en la 
ecuación general (23a), o sea en la ecuación 

1 , 
x ~ Xn + vn(t - to) + 2 a (1 - In) 

En otras palabras, tomemos aquí n = I J dando la 
ecuación 

Con los dalos a ~ - 2, 1, ~ 1 X, ~ 10, Y v, ~ 8 lenemos 

I , 
x ~ 10+8(1- 1) + - (-2)(1 - 1) 

2 

que se reduce a 

(rl ) X ~ 1 + 101 _ 1' 

Derivando x(t) con respecto al tiempo obtenemos la 
velocidad: 

(r2) v ~ 1O - 21 

Unas ecuaciones como (rl ) y (r2), en las que 
figuran las variables 1, x y v junto con términos o 
factores numéricos solamente , las llamaremos 
ecuaciones sin parámetros. 

Ahora podemos calcular la pOSlClon y 
velocidad en el "punto 2" que definimos en la Fig. E 16. 
Poniendo t2 = 7 en la ecuación (rl ) tenemos 

, 
x,~ 1 + 10(7) - (7) ~ 22 

(Nota que esta es la relación X2 = 1 + 10 12 - t2\ 
Análogamente la ecuación (r2) da, aplicada al punto 2, 

v, ~ 10 - 2 (7) ~ -4 

(Esa es la relación Y, ~ 10 - 2 1,) 

Nota. Recuerde que cualquier punto panicular del 
movimiento conduce a las mismas ecuaciones de 
movimiento. Así, sustituyendo en la ecuación general 
(23a) los valores correspondientes al punto 2, o sea 
t2 = 7, X2 = 22 Y V2 = -4, arribamos a la misma 
ecuación: 

1 , 
X ~ 1 - 4 (1 - 7) + - (- 2)(1 - 7) 

2 

X ~ 1 + 101 - 1' . 
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CASO 2. No se cuenta con ningún punto base completa­

mente conocido (o sea no se conocen las tres 
cantidades tn• Xn . Vn para ningún punto) . 

En este caso conviene escoger como punto 

base uno cuyo tiempo y posición se conozcan, con 

objeto de obtener ecuaciones de movimiento no muy 

complicadas. Tome en cuen ta que muchas veces 

estamos en libertad de escoger el origen de 

coordenadas del Eje X, y de defini r t := O en algún punto 

conveniente. Esto lo podemos aprovechar para 

conseguir un punto cuyo tiempo y posic ión estén 

determinados. 

!E jemplo 17.1 Se observa que en un momento dado un 

automóvil en MUA, cuya ace leración es 5 m/s2
, cubre 

una distancia directa de 50 metros en 2 segundos. ¿Qué 
distancia cubrirá a los 4 segundos? 

El primer punto de interés, o "punto O", 

corresponde al punto a parti r del cual el móvil recorre 

50 m en 4 s . Definiremos allí ro == O y Xo == O, como 

vemos en la Fig. E 17. 

[IT] xo= O [];] x, = 50 11,- 41 
O 1 2 

• 
• O Eje X 

Fig. E I7 

Definiremos e l "punto 1" tal que t ] = 2 s Y X I = 50 tn. 

Finalmente, el "punto 2" es e l que se a lcanza a los 4 

segundos. Se desea calcular la di stancia entre los 

puntos O y 2, O sea "X2". 

Notemos que no se conoce la velocidad en 

ninguno de los puntos. Podemos escoger como punto 

base ya sea el punto O o el punto l. Escogiendo el 

primero, la ecuación general (23a)-p25 se vuelve 

(r1) 

1 , 
x ~ va 1+ - (5 ) I 

2 

X = Vo t + 2.5 t
2 

Deri vando x(t) con respec to a l tiempo, 

(r2) v ~ Vo + 5 t 

En las ecuaciones de movimiento (r l) y (r2) aparece el 

1-27 

parámetro "vo" (por e llo las llamaremos ecuaciones 
con parámetros). Para determinar Vo empleamos los 

demás datos, referentes al punto 1. Sustituyendo t1 = 2 

Y x ] = 40 en la ecuación (rI): 

50 ~ va (2) + 2.5 (2)' 

de donde 

Vo= 20 

Por lo tanto la ecuación x(t) se vue lve 

(r3) x - 20 t + 2.5 t' 

Para t2 = 4 nos da 

X4 ~ 20 (4) + 2.5 (4)' ~ 120 

Con esto se ha resuelto el problema. 

También podríamos haber escogido como 

punto base el punto 1. Conduciría a la ecuación de 

movimien to 

(r4) 
1 , 

x ~ 50 + VI ( 1 - 2) + - (5) (, - 2) 
2 

Poniendo en e lla los datos 10 = O Y Xo = O tenemos 

0 - 50 + VI (- 2) + 2.5 (_2)' 

de donde sacamos que 

V, - 30 

Sustituyendo este valor de v ] en (r4 ) se llega a la misma 

expres ión (r3) para x(t). Deri vando (r3) con respecto al 
tiempo, 

v = 20 + 5 t 

de donde, sustituyendo ro = 0, 

\10 = 20 

Cuando los da tos no conducen directamente a unas 

ecuaciones sin parámetros, se procura que fi guren a lo 

más los parámetros "vn" y "a" , dondi..' "n" es 

usua lmente e l "punto O" , aunque puede ser cualquier 

otro punto particular (estc rue el caso del pumo 1 CIl la 
ecuación (r4) de l presente ejemplo) . 
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3,5, Gráficos de posición y velocidad 
contra tiempo 

Las ecuaciones sin parámetros tienen la 
siguiente estructura algebraica: 

1 , 
x = Xo + Vo t + '2 a t v = vo+ at 

donde Xo, Vo y a son números y el "punto O" 

COITcsponde a t = O. Por ejemplo, la ecuación 

x = 3 - 4 1 + 5t' 

nos revela que 

Xo = 3, Vo = - 9 Y a = 10 

El gráfico x vs t es un arco de parábola, cuyas 
características dependen de los s ignos de la velocidad 

inicial Vo y la aceleración a. 

Eje X 

( vo > O, a > O) 

, 
_ ," "'-Becta tangente en Xo 

Su pendiente es Vo 

0 1-----------+ Eje t 

Fig,17 

La parábola corta al Eje X en el punto x = Xo_ 

La tangente a la parábola en este punto es igual a Vo; si 
Vo > O la tangente corre de izquierda a derecha y de 
abajo hacia arriba, como en la Fig. 17. Si a > O la 
parábola "se abre hacia arriba", Si a < O. bacia abajo. 

En la Fig. 18 se muestra un gráfi co en el que 

Xc < 0, vo> O Y a < O. No pierda de vista que el móvil se 
imagina desplazándose a lo largo del Eje X. A la 
izquierda del Eje X se muestra la trayectoria, que posee 

un punto de retomo. 
Note que la trayectoria es una especie de 

""achatamiento horizontal" de la curva x(t). 

Eje X 
Trayectoria. Punto de 

retomo .,. \ .................... ,--_._-
o 

,. --.--.• X
o 

Fig,18 

(vo>O, a< O) 

Eje t 

El gráfico v vs. t es una recta que corta al Eje 
X en el valor vo, correspondiente a t = O (Fig. ¡ 9). La 

pendiente de esta rec ta es la aceleración a. 

Eje v 

o Eje t 

Fig,19 

El área bajo la recta v vs t representa el 
desplazamiento Llx. Las áreas se consideran positivas 

arriba del Eje X, y negativas por debajo, como indica la 

Fig.20. 

Eje v 

+ 
- 1 t 2 , 

Fig,20 
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3.6. Estrategia de resolución de problemas 
sobre MUA 

La estrategia para resolver problemas incluye 

varias tareas que son comunes a muchas c lases de 
problemas de fisica en general. Héla aquí: 

• Estudiar con cuidado el enunciado del 

problema. 

• Hacer una figura clara del problema. 

• Escoger unos ejes y origen apropiados. 
• Expresar los datos del problema en fonna de 

relaciones matemáticas, usando los símbolos 
de las variab les y cantidades cincmáticas 

propias del problema . 
• Plantear las ecuaciones de movirnjento. Si 

estas ecuaciones contienen parámetros (por 

ejemplo Va ya), centrarse en calcular estos 
parámetros antes que otra cosa. 

• Aplicar las ecuaciones para calcuJar las demás 
incógni tas del problema. 

• Verificar que los resu ltados tengan sentido 
físico. 

Comentarios sobre las tareas anteriores: 
Obviamente el enunciado del problema se lee 

COIl ca lma. Aquí es bueno apuntar por separado (o 
subrayar) todos los valores numéricos dados en el 
enunciado, con objeto de veri fi car, durante la 

resolución, que todos estén tomados en cuenta. 
Haga un esbozo de la situación. Bosqueje la 

trayectoria de l móvi l, incluyendo unos croquis de los 
objelOs circundantes como paredes, bardas, pozos, etc. 
El esbozo le permite visualizar el problema 
rápidamente. 

Si no ti ene suficiente infonnación para dibujar 
la trayectoria (por ejemplo, no sabe si tiene o 110 punto 

de retorno, o las posiciones re lativas de dos puntos, 
etc.), haga una hipótesis de trabajo: supóngala de 

alguna forma y prosiga. Una vez resuel to el problema 
podrá verificar si su hipótes is fue correcta o no. 

T race el Eje X parale lamente a la trayectori a. 
Póngalo "a un ladito", para no confund ir ésta con aquél. 
Escoja el origen y el sentido del Eje X. 

Marque sobre la trayec toria los puntos 
relevan/es del movim iento, numerándolos en sucesión 

0, 1, 2, ... ctc. de ti empos crccientes. Estos son puntos 
particulares relac ionados con los datos e/o incógni tas 
del problema, es decir, puntos acerca de los cua les se 
posee o desea información relativa a tiempos, 

posiciones y/o velocidades. 

1-29 

Los "errores de signo" son comunes, as í que es 

sumamente importante advertir que: 
- La ubicación del origen determina los signos 

de las posiciones del móvil. 
- El sentido del Eje X es el que determina los 

signos de la aceleración y de las velocidades del móvil. 

Por ejemplo, en un problema de eaída libre, la 
aceleración va le 9.8 si el Eje X se dirige verticalmente 

hacia abajo, o ·-9.8 si hacia arri ba. 

Solamente después de haber completado las 

tareas anteriores es que puede pasar a la tarea clave de 

traducir los datos e incógnitas del problema a 
relaciones matemáticas. Estas son relaciones en las que 
aparecen los simbo los algebra icos propios de los 

tiempos, posiciones y veloc idades de los pUf/lOS 

relevantes. 
Los datos podrían darse de diversas formas: 

'Forma l. Se proporciona directamente el ti empo, la 

posición y/o la velocidad de algunos puntos rclevantes. 
Por ejemplo, 

x ) = - 20 ro, 14 = 5 s , etc. 

Forma 2. El dato es un "dafo·delfa" , es deci r, se refiere 
a la duración de un lapso de tiempo, o al desplaza· 
miento o variación de veloc idad en un lapso. Por 
ejemplo, el da to 

".1.t = 15 s entre Jos puntos 2 y 3" 

(mismo dato que "t) - t2 = 15 s" ) 

signi fica que el móvil tarda 3 segundos en pasar de l 
punto 2 al punto 3. 

El punto final asoc iado con un da to·delta Se 

toma siempre posterior al punto in icial, es decir, Ót es 

positivo siempre, pero & y .1.v pueden ser positivos o 
negativos. Para evitar un error de signo al asen tar un 
dato-8x es conveniente trazar el vector·separación que 
une los puntos inicial i y final f (trace una Occha quc 
vaya del uno al otro, o imagínesela). Si este vector 
apunta en el mismo sentido que el Eje X, en tonces la 
ax es positiva, y es negati va en caso contrario. Por 

ejemplo, en la Fig. 2 J la distancia entre los puntos 3 y 4 
es de 24 m; pero el desplazamiento entre ambo~ es 
negativo (-24 ro ), porque la Oecha que representa al 

vector desp lazamjento entre J y 4 tiene sentido opuesto 
al del Eje X. 
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x 

o 

Fig.21 

Forma 3. Existe una relación multiplicativa entre 
cantidades cinemáticas correspondientes a dos puntos 
relevantes. Por ejemplo, el dato 

"La velocidad en la estación A es el 
doble de la velocidad de partida." 

se traduce en la relación 

en la que hemos supuesto que la estac ión A es el punto 
4 y el punto de partida, como siempre, es el punto O. 

También las incógnitas deben expresarse en 
términos de los símbolos usados. Por ejemplo, alguna 
incógnita puede expresarse como "- X4", o bien como el 

tiempo necesario para desplazarse entre dos puntos "3" 
y "5", es decir, "t5 - t3". 

Una vez traducidos los datos e incógnitas a 
relaciones matemáticas, se procede a aplicar las 
ecuaciones del MUA. El criterio para aplicar ya sea las 
ecuaciones generales, o bien las ecuaciones 
simplificadas, o bien las ecuaciones de intervalo, dadas 
por las fórmulas (23a-c), (24a-c) y (25a-c) se desprende 
de la forma misma de las ecuaciones. Expliquemos lo 
que queremos decir con esto, tomando por caso las 
ecuaciones de intervalo, reproducidas a continuación: 

[(25a)] 

[(25b)] 

[(25c)] 

I 2 
W = V; I'>t +Za (M) 

.1.v = aó't 

.1.i = 2 a Llx 

La ecuación (25a) nos podría servir para 
calcular la velocidad " Vi" en el punto inicial "¡O> de un 

segmento del movimiento, detemlinado por dos puntos 
particulares "j" y "f'. Ello si contamos con los datos 
" a",I'>t y w . 

La ecuación (25c) se aplicaría por ejemplo a 
un escenario en que se conocieran Llx y las velocidades 
Vi y Vf, Y se quisiera calcular la aceleración Q. 

Se comprende, pues, la idea: hay que buscar 
una ecuación de la cual podamos despejar una 
incógnita en términos de cantidades conocidas. Si esto 
no es posible con las ecuaciones de intervalo, entonces 
plantearíamos las ecuaciones generales con base en 
algún punto particular cuyo tiempo y posición sean 
conocidos. 

Ilustraremos la estrategia en algunos ejemplos. 

!E jemplo 18) Intervalos. 
En problemas muy simples, donde existan sólo 

dos (o quizás tres) puntos relevantes, no hay necesidad 
de plantear las ecuaciones de movimiento, porque Ia..c¡ 
ecuaciones de intervalo podrían conducir rápidamente a 
la solución. Reunimos varios casos en este ejemplo. 

Caso l . Un móvil reduce uniformemente su velocidad 
del va lor 9 mI s al valor 1 m/9 durante un lapso de 2 s . 

¿Cuánto vale su aceleración? 

El dato "durante un lapso de 2 s" es un "dato­
delta" . Denotemos con "i" y " f' los puntos donde las 
velocidades valen 9 y 1, respectivamente. Entonces 
podemos escribir los datos aSÍ: 

v¡ = 9 Vf = I I'>t = 2 

Aplicando la ecuación de intervalo.1v = a.1.t tenemos 

.1v vf - v· 1- 9 
a =-=---' =--=-4 

I'>t I'>t 2 

Caso 2. En un momento dado un móvil en MUA 
horizontal posee una velocidad de 8 mi s hacia la 
derecha. La aceleración es --6 m/ s l

. ¿Cuál es el despla­
zamiento del móvil en un lapso subsecuente de 3 9? 

Llamemos "i" al punto in icial dado y 
apliquemos la ecuación de intervalo Llx con los datos 
(en unidades S.I.) 

Vi = 8 I'>t=3 a =- 6 

Obtenemos (en metros) 

I 2 I 2 W = Vi I'>t + - a (I'>t) = 8 (3) + - (- 6)(3 ) = - 3 
2 2 
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Dado que óx es negativo, al término del lapso el móvil 

está a la izquierda de su posición al inicio del lapso, es 
decir, entre los puntos i y f considerados hay un punto 

de retomo. 

Caso 3. Un móvil en MUA parte del reposo y tarda 5 

segundos en recorrer una distancia de 40 metros. 
¿Cuánto vale su aceleración? 

En el punto de partida, denotado con 1 , la 

veloc idad es Vi = O. Por otra parte, tenemos los datos 

"', ~ 5 s y óx ~ 40 m. 

Apliquemos la ecuac ión fu: 

1 , 
óx ~ vi "'t + - a ("'t) , 

Como vi = O, se reduce a 

1 , 
óx ~ - a ("'1) , 

Despejando la ace leración, 

2óx 
a = --",,' 

Sustituyendo los datos, 

a=2.40 = 3 2 (mi s ') 
5' . 

Caso 4. Un móvil reduce uni fonnemente su ve locidad 
del va lor 12 mi s al valor 3 mi s en un trayecto de 24 m. 

(a) ¿Cuánto vale su ace leración? (b) ¿Cuánto tiempo le 
tomará reduci r su velocidad hasta cero desde el primer 

va lor dado? 

12 ~ 3 ~ 
S 

-~-+. -+ 
S 

. 

1- 24m ----..4 

Fig. EI8 

Apliquemos la ecuación de intervalo 
.1i = 2 a .1x, con los valores 

Vi = 12 Vr ~ 3 "'x = 12 

• x 

Obtenemos 

, 2 
a = vr - Vi = 3- 12 = -2.8 1 

2óx 2 ·24 
(mi .') 

Usando ahora la ecuación de intervalo 

Óv = a ó.t con los valores 

a = - 2.8 1 Vi= 12 

obtenemos 

"'V 0-12 
"'t~-=-- = 4 .27 (s ) 

a - 2.8 1 

Vf = O 

1·3 1 

Caso 5. La aceleración de un móvil es a = 5 m/i. Dado 
que recorre un tramo de 30 m en 1.5 segundos, calcular 

su ve locidad al inicio y término de este tramo. 

Los datos son la aceleración y dos "deltas" , a 

saber, 

a=5~ 
s' 

óx ~ 30 m "'1 = 1.5 s 

Estos datos nos pennitcn calcular las 
ve locidades en los puntos extremos del intervalo 
considerado. Dado que las expresiones resu ltantes son 
muy útiles en otros problemas, las deduc iremos en 

genera l: 
De la ecuación lll", a saber, 

1 , 
óx ~ Vi "'1 + - a ("'1) , 

obtenemos, despejando Vi , 

(26) Ecuación Vi : 
óx 1 

v- =---a~t , "'t 2 

Luego la ecuación ó v nos da Vf = Vi + a Ót, o sea, 

sustituyendo la expresión anterior para Vi • 

(27) Ecuación vf. 
óx 1 

vr=-+- aÓt "'t 2 
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Las ecuaciones Vi. vr también las consideraremos como 
"ecuaciones de intervalo" , 

presente: 
Apl iquemos las ecuaciones Vi. vr al problema 

30 1m 
v; =---·5·1.5=20 - 3.75= 16.25-

1.5 2 s 

30 1 
vf = - + -·5·1.5 = 20 + 3.75 = 23.75 ~ 

1.5 2 B 

A manera de comprobación, 

a = _ll_v = _vf_-_"_, = .::2.:.3:.:.7.::5_-..:.1.::6:.:.2:.:.5 
llt llt 1.5 

7.5 
=5 

1.5 

lE.lemplo 19. 1 Jlustrar las ecuaciones generales. 

Un avión suelta un paquete desde una altura de 
1300 metros. Durante los primeros 5 segundos el 
paquete cae libremente. Entonces se abre un paracaídas, 
cayendo ahora el paquete con ace leración de 6 m/s2 

dirigida hacia arriba (este es ya el efecto combinado de 
la gravedad y la resistencia de l aire). Cuando la 
ve locidad del paquete ha disminuido hasta 3 mI s , 

conserva este valor constante hasta llegar al sucio. 
¿Cuánto tarda en tocar ticrra? 

lliota. El paquete abandona el avión con una 

componente horizontal de ve locidad. Para simplificar el 
aná lisis, hemos abstraído el movimiento horizontal. ) 

2 
' a - -6 t 

', a = O 

3 

x 

Fig . El9a 

Fijémonos bien en los datos consignados en la 
Fig. E 19a. El problema tiene 4 puntos relevantes: 

Punto O. El punto donde el paquete abandona 
el avión. 

Punto l. A los 5 s de haber abandonado. 

Punto 2. Donde la velocidad llega al valor de 3 mis. 
Punto 4. T ierra. 

El eje X se escogió hacia abajo, de modo que 
la acelerac ión de la gravedad es positiva, a = 9.8, Y la 
aceleración en el tramo intennedio es negativa, a = - (). 
La aceleración en el último tramo es cero, ya que se 
verifica a velocidad constante. 

Advierta que en todo momento las posiciones 
y ve locidades son positivas. 

El movimiento del paquete es una 

combinación de dos movi mientos uniformemente 

ace lerados y uno unifonne (éste en el tercer tramo, 
donde la ace leración es cero), de tal modo que existirán 
tres ecuaciones de movimiento distintas, una para cada 
tramo, 0-1 , 1-2y2-3. 

La forma general de la ecuación de movi· 
miento x(t), válida en lodos los tramos, es la ecuación 

donde tn, Xn y Vn son las cantidades cinemáticas de 

cualquier punto relevante del tramo considerado, y a es 
la aceleración vigente en dicho tramo. 

En el trayecto de O a 1, tomemos como punto 
base "n" el punto O. Es decir, sustituyamos en la 
ecuación x(t) los valores 

to ~ lo = O, XO = Xo ~ O 

Vn = Vo = O, a = 9.8 

Obtenemos la ecuación de movimiento 

x=4.9t' 

y de aquí, derivando con respecto a "tI" 

V- 9.8 t 

Poniendo t I = 5 en estas ecuaciones sacamos 

x, = 4.9(5}' = 122.5 m 
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VI ~ 9.8(5) ~ 49 mis 

El punto 1 pertenece también al tramo 
intermedio 1·2 y puede tomarse como punto base para 

obtener las ecuaciones de movimiento en dicho tramo. 
Sustituyendo entonces en la ecuación x(t) los valores 

correspondientes al punto 1, o sea 

Vn :: VI = 49 

con a = ~ 6, resultan 

X(I) ~ - 197.5 + 791- 3 l' 

viO ~ 79 - 6 t 

Del dato V2 :: 3, ap licando la ecuación v(t) al punto 2, 
obtenemos 

3 ~ 79 - 61, 

o sea 

t, ~ 12.667 s 

Para obtener X2 uti lizamos el valor conocido de t2 en la 
ecuación x(t): 

x, ~ - 197.5 + 79(12.667) - 3( 12.667)' ~ 

~ 321.83 m 

Pasemos al tercero y último tramo. La 
aceleración ahora es igual a cero. Basando las 

ecuaciones en el punto 2, es decir, poniendo en la 
ecuación x(t) los valores 

In ~ t, ~ 12.667, Xn ~X, ~ 321.83, 

con a = 0, obtenemos 

x ~ 283.83 + 31 

Sabernos que x) = 1300, de modo que 

1300 ~ 283.83 + 3 1, 

1·33 

1, ~ 338.72 S" 5 min 39 s 

Este es lo que tarda el paquete en tocar tierra. La mayor 

parte del tiempo el paquete se mueve con velocidad 

constante. 

x 

j, 

Discusión. 

12.667, 

Fig. E19b 

5min 265 
) 

Es fác il equivocarse en los cálculos numéricos. 

Por ello se recomienda verificar, en lo posib le, que los 
signos de las cantidades calculadas concuerden con los 
esperados, y que 105 valores calculados no estén 
disparatados. 

Algunos estudiantes adolecen de una 
propensión a designar con los símbolos "t", "XII Y "v" 

las cantidades cinemáticas de todos los puntos que 
consideran . Es una práctica que debe evitarse a toda 
costa. Los símbolos citados están reservados para 
cantidades variables. Si revisa los cálculos de este 
problema aceptará que es fáci l que otra persona los 
e.ntienda, debido a que se ha utilizado una notación 
consistente para las cantidades cinemáticas de todos los 
puntos relevantes del problema. 

Como vimos, las ecuaciones del movimiento 

unifOlmemente acelerado también son ap licables al 
caso especial en que la aceleración es nula (o sea al 
llamado movimiento unifonne). 

Finalmente note que para poder ca lcular t ) (e l 

ti empo cuando el paquete toca tierra) fue necesario 
calcular algunas otras cantidades " intelmedias". 

Un mismo problema se puede resolver de 
distintas maneras, como ilustraremos en el siguiente 
ejemplo. 

289393 0 
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!E jemplo 20.1 Varios métodos de resolución. 
Se desea ilustrar en este ejemplo que existen 

diversos modos de resolver un mismo problema. 
Se lanza una piedra hacia arriba. A los 4 

segundos vuelve a pasar de bajada por el punto de 

lanzamiento, y prosigue hacia dentro de un pozo de 10 
m de profundidad. ¿Cuánto tarda en llegar al fondo del 

pozo? 

Observe la Fig. 20a, que muestra la 
trayector ia. Aunque e l problema no pide nada acerca 
del punto de máxima altura , siempre es buena idea 
incluirlo como punto relevante. 

o O 2 

10 m 

3 

Eje X 

Fig. E20a 

Muchilanga lo resolvió como sigue. Escogió el 
eje X dirigido hacia abajo, de modo que la aceleración 
es positiva: 

Con ello, las velocidades serán positivas si apuntan 
hacia abajo, negativas si hacia arriba, de tal manera que 
la velocidad de lanzamiento (vo) es negativa. 

Colocó el origen del Eje X junto al punto 
inicial y estableció allí to == O. 

He aquí los datos traducidos a relaciones 
matemáticas: 

lo ~ O, Xo ~ O 

X, ~ 10 

Usó las propiedades de s imetría con respecto al punto 

de retomo para agregar estos otros datos: 

(Nota. No confunda el significado de la variable 

tiempo. t2 es el tiempo desde el momento de partida 

hasta que e l móvil llega al punto 2. t3 es el tiempo 

desde el momento de partida hasta que el móvil llega al 

punto 3, etc.) 
Planteó la ecuación x(t) tomando como base el 

punto O, con lo ~ O, Xo ~ O, 1'0 ~ ?, Y a ~ 9.8 (Véase la 

ecuación (24a).p25): 

(rl) x~vo t +4.9t2 

Derivando con respecto al tiempo, 

(r2) 1'~vo+9.8t 

Para calcular el parámetro "vo" utilizó los 
datos del punto I (t, ~ 2, v, ~ O); (r2) da entonces 

O ~ Vo + 9.8 (2) 

o sea 

1'0 ~ - 19.6 

Entonces las ecuaciones sin parámetros son 

(r3) x~-19.6t+4.9t2 

(r4) v ~-19.6+9.8t 

Calculó '3 del datox3 ~ 10; de (r3) obtuvo 

10 ~ - 19.6 13 + 4.9 t,' 

Esta es una ecuac ión cuadrática para t). cuyas 
soluciones son 

t3 ~ 4.458 Y t3 ~ - 0.458 

Desecha la segunda solución, ya que debe ser t) > O. 
Por lo tanto, la piedra tarda z 4.46 s en llegar al fondo 

del pozo. 

Método alternativo. 

A Burundanga le gustan mucho las ecuaciones 
de intervalo, así que él resolvió como sigue: 
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Aplica la ecuación de intervalo L\v = a .1.t al 
intervalo 0-1 (Note que 6.v = V1 - vol: 

VI - Vo = a.1.t 

=> 0 - vo~ 9.8(2) ~ 19.6 

de donde Vo = - 19.6. Note que entonces será 
V2=-VO= 19.6. 

El problema pide el valor de lJ. que es lo que 
dura el movimiento desde el punto de partida O, cuando 
se empieza a medir el tiempo, hasta el punto 3, cuando 
el reloj marca "IJ". 

Aplica la ecuación ru entre los puntos 2 y 3, 
conI2~ 4,v,~19.6yfu~ 1 0: 

(r5) 

I 
I O ~ 19.6 (1, - 4) + 2 (9.8) (t) - 4)' 

Resolviendo esta ecuación cuadrática para la incógnita 
"tJ - 4" encuentra la raíz aceptable t) - 4 = 0.458, de 
donde 

Esto es lo que tarda la piedra en completar su viaje. 

Nota. En lugar de (r5) podría haber aplicado alterna­
tivamente la ecuación 6.v2 entre los pun tos 2 y 3, o sea 

2 2 
V ) - V2 = 2a6.x 

Como el desplazamiento de 2 a 3 va hacia abajo, en el 
mismo sentido que el Eje X, se tiene que 6.x = 10. 

VJ =)(- 19.6)2 +2(9.8)(10) =±24.1 

Mire la Fig. 20a y dése cuenta que v) es positiva , de tal 
modo que v) = 24. 1. Luego aplicó la ecuación 8V a los 
puntos 2 y 3: 

.1.v= a L\ t 

Despejando 6.1 Y susti tuyendo va lores, 

Óv 
Ót=­

a 

24. 1-(-19.6) 

9.8 

De aquí obtuvo, como antes, t) = 4.46 s . 

~iemp lo 21.1 Hipólesis fa lsa. 
Un móvil cuya aceleración (constante) es 

1-35 

a = 4 m/ s 2 se desplaza 12 m entre los tiempos t = 3 s y 

t = 7 s . ¿Cuál es su velocidad en t = O? 

Hagamos una fi gurilla que muestre los puntos 
correspondientes a t = 3 y t = 7, como la Fig. 21a. 
Ahora bien, el punto correspondiente a t = O (nombrado 
"punto O" en la figura) puede caer a la izquierda, entre, 
o a la derecha de los puntos 1 y 2. Hagamos la hipótesis 
de que cae a la izquierda , como se muestra. 

to = O t, = 3 S t2 = 7 s 

' o 
, 

' 2 1 

O 1-
12 m ·1 • X 

Fig. E2la 

Para e l tramo 1-2 conocemos .ó.t = 4 s y 
6.x = 12 m. Además tenemos la aceleración a = 4 mIs?, 

por lo que podemos obtener las ve locidades V I y 1'2 

aplicando las "ecuaciones Vi, vr" 

fu 1 12 l 
v· = - --aÓI = - --(4)(4)=-5 
, Ót 2 4 2 

fu I 12 I 
v¡ = -+-aÓI = -¡- + -2 (4)(4) = 11 

ót 2 

Con esto ya conocemos todas las cantidades 
cinemiHicas de l punto 1, y podemos obtener las 
ecuaciones de movimiento lomando como base el punto 
I en la ecuación x(t), con t 1= 3, Xl ;;;¡ O, \/1 = - 5: 
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x ~ - 5(t - 3) + 2(t - 3)' - 33 17t + 2t' 

v ~-1 7 + 4t 

Para el punto O tenemos 

Xo ~x(O) ~ 33 .. 

y la velocidad por la que pregunta el enunciado es 
m 

Vo ~ v(0) ~ - 17 -
s 

Deseamos ahora averiguar si nuestra hipótesis 
sobre las ubicaciones relativas de los puntos 1, 2 Y 3 
fue correcta. 

Dado que X I = O, Xl = 12 Y Xo resultó ser 33, el 
punto O queda a la derecha del puntO 2. Además, como 
Vo ::: - 17, el móvil empieza moviéndose hacia la 
izquierda. Finalmente, la velocidad del móvil se vuelve 
nula, de acuerdo con la ecuación v = - 17 + 41:, en 

t ~ 17/4 ~ 0.425 

o sea entre los ti empos t i = O Y t2 = 3 correspondientes a 
los puntos I y 2. 

De tal maDera que la situación real es la que 
vemos en la Fig. E21 b. 

t D 4.25 t," 3 t 2 = 7 

\., j, ;/ Vo = -1 7 to o O , 
" 1! 2' 

, 
!o , , • O 12 33 X 

Fig. E21b 

3.7. Problemas 

1. Un móvil cuya aceleración es a = - 5 m/s
2se 

encuentra en x = 4 m cuando t = 5 s, y su velocidad aUí 
vale v = - 6 m/ s . Obtener su ecuación de movimiento. 
¿En qué tiempo y posición su velocidad vale 4 mIs? 
Resp. x ~ - 28.5 + 19\ - 2.51' ; en 1 ~ 3 s ; x ~ 6 m. 

2. ¿Qué características tiene un MUA descrito por las 
ecuaciones 

v = a t (v'~2ax) ? 

3. Un automóvil posee en cierto lugar "A" una 

velocidad de 2 ~ Y aceleración constante de 5 ~ . ¿A 
s s ' 

. In 
qué distancia de "A" alcanza una velocidad de 27 -? 

s 

Resp. 72.5 m. 

4. Un automóvil viaja en línea recta con una velocidad 
constante de 22.22 m/ s (equivalentes a 80 Jan/h). Con 

objeto de rebasar un camión el conductor le imprime a 
su automóvil una aceleración de 5 m/s2 durante 10 
segundos, tras los cuales desacelera a razón de 6 m/s2 

duran te 7 segundos, manteniendo luego la velocidad 
alcanzada entonces. Tornando el origen de coordenadas 
en el punto donde empieza a acelerar, y defmiendo 
t == O allí, obtenga las ecuaciones de movimiento 
válidas en los lapsos [Os, 10 -1, [10 s, 1751 Y 1 > 17 s . 
¿Cuánto vale la posición en t = 8 8 yen t = 25 5 ? ¿Cuál 
es la velocidad cn t == 14 8? 
Resp. 337.8 m, 959.3 m, 48.2 m/s. 

S. Un bloque se deja ir del reposo desde lo alto de un 
plano inclinado a 37°. Se sabe que la aceleración del 
bloque es a = g sen e, donde g es la aceleración de la 
gravedad y e es el ángulo del plano. 

/' 
0.8 In 

/ , , , 37' 

¿Cuánto tarda el bloque en llegar al pie del plano? 
¿Cuál es su velocidad allí? 
Resp. 0.52 s ; 3.1 m/s. 

6. Desde la azotea de un edificio se deja caer un objeto 
desde el reposo. Un muchacho ve pasar el objeto frente 
a la ventana de su departamento. El campo visual del 
muchacho se extiende solamente desde el borde 
superior de la ventana hasta su borde inferior (entre los 
puntos señalados en la figura). El tiempo que el objeto 
está a la vista del muchacho es de 0.2 8 Y la altura de la 
ventana es de 2 m. ¿Desde qué altura, medida sobre el 
borde superior de la ventana, se lanzó el objeto? 
Resp. 4.1 ... 
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D 

7. Un móvil parte del reposo con ace leración constante 
a = 5 m/s2

, ¿Qué distancia recorre en 6 segundos? 

¿Cuál es su velocidad entonces? 
Resp. 90 m; 30 m/ s . 

8. La velocidad de un cuerpo en movimiento 
uniformemente acelerado se incrementa desde 4 mI s 
hasta 12 mIs en un trayecto de 20 m. ¿Cuánto va le su 

aceleración? 
2 Resp. 32 m/ s . 

9. La velocidad de un cuerpo en movimiento 
uniformemente acelerado pasa del valor -4 mIs al valor 

12 mIs durante un lapso de 5 s . ¿Qué distancia recorre 

el cuerpo en dicho lapso? 
(Sugerencia. Necesitará obtener el punto de retomo) 

2 Resp. 3.2 m/s ; 25 DI. 

10. Un móvil cuya aceleración (constante) va le -4 m/e2 

efectúa a partir de cierto punto P un desplazamiento de 
18 ro en un tiempo de 4 segundos. ¿Cuál es su velocidad 

en dicho punto? 
Resp. 12.5 m/s. 

11. Una pared vertica l tiene 16 m de altura. Se lanza una 

piedra verticalmente hacia arriba desde la base de la 
pared, con una velocidad in icia l de 18 mIs . ¿Cuánto 

tiempo dura la pelota por encima de la pared? 

2 

Pared 

l 
3 

o 

(Sugerenc ia. Establezca el Eje X y su origen O. Ello 
fij a los signos de la ace lerac ión y de la ve locidad 
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inicial. Calcule la veloc idad y el tiempo del punto l . 

Calcule el tiempo del punto de retorno. 
Resp. 0.66 s. 

12. Los bloques del sistema mostrado tienen una 

aceleración común, cada cual a lo largo de su recta de 

movimiento. Se observa que, liberado el sistema desde 

el reposo, el bloque de masa m ] recorre 0.8 m en 2 s . 

rn,=4kg 

37' 

Dado que la aceleración común viene dada por 

rn2 - mI sen e 
a= .g 

m] +m2 

¿cuánto vale la masa rn2? 
Resp. 2.67 kg. 

13. Una piedra lanzada verticalmente hacia arriba llega 
a su punto de altura máxima en t = 2 s . Calcular la 

aceleración de la gravedad del dato de que la velocidad 
de la piedra en t = 2.003 s es 0.0294 m/ s . 

2 Resp.9.8m/s. 

J4. Bosqueje el gráfico x(t) de un movimiento 
uniformemente acelerado con las siguientes caracterís­

ticas (e l punto O corresponde a t = O, x = Xo y v = vo): 

(a)xo< O, Vo > 0, a > O 

(b)xo> O, Vo = 0, o > O 

(c)xo= O, vo< O,o < O 

(d) Xo = O, Vo = O, o > O 

15. Un coche parte del reposo con aceleración 
constante de 1.2 m/ s

2
. 

(a) ¿A qué distancia del pUnlO de partida alcanza una 
ve locidad de 16 mi s ? 

(b) ¿Cuánlo tarda en alcanzar dicha ve locidad? 
(e) ¿Entre qué posiciones recorre 10m en 1 segundo? 
Resp. 106.6 m; 13 .3 s ; entre 36 .8 m y 46 .8 m. 
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3_8_ Más ejemplos 

[E jemplo 22J Sobre un movimiento con acelerac ión 

constante se sabe que (en unidades S. l.): 

En t = 1 la posición es x = O. 

En t = 3 la posición es x = 14. 

En t ~ 5 la velocidad es v ~ 25. 

¿Cuánto valen la posición y la velocidad en t = lO? 

En la Fig. E22 mostramos los datos del 
problema. Note que no estamos en libertad de elegir el 
instante t s O. 

to ~ 1 t, ~ 3 t2= 5 t3 = 10 

xo= O x, ~ 14 v2=25 

3) ~o \1 2) , 
¡ • O X 

Fig. E22 

Como ve, no conocemos la aceleración, ni hay 

punto alguno con todas sus cantidades cinernáticas 

conocidas. 
Planteemos las ecuaciones de movimiento 

tomando como base el punto O (observe que to :t:. O): 

(r 1) 

(r2) 

x~ xo+ vo (t - to) + ~ a (1 - 10)' 
2 

v = Vo + a (I - to) 

1 1 x = vo(t - I) + - a(t - l) 
2 

v ~ vo + a(t -I ) 

Pongamos en la ecuación (TI) los datos 11 = 3 Y Xl = 14. 
Obtenemos 

(r3) 14 = 2vo+2a 

Pongamos en la ecuación (r2) los datos 12 = 5 Y V2 = 25. 
Obtenemos 

(r4) 25 ~ Vo + 4 a 

Resolviendo s imultáneamente (r3 ) y (r4), 

Vo ~ - 5, a = 6 

de tal modo que, sustituyendo en (rl) y (r2) , las 
ecuaciones de movimiento resultan ser 

x ~ 2 - 51 + 3r' v ~ - 5 + 6t 

Por lo tanto, en 1) = 10 la posición es x) = 252 Y la­

velocidad es v ) = 55. 

IE jemplo 23.1 Un automóvil va reduciendo unifonne­

mente su velocidad. Se observa que recorre 
directamente un tramo AB de 30 m en 2 s , y que a 10 JI!, 

después de B llega al reposo. Calcular su 

desaceleración. 

Apliquemos primero la máxima: 

Buena fi gura = menos problemas 

(Estudie con cuidado la Fig. E23a): 

~ A:~)~=_0 ___ 3_0_m_e_n_2_S ____ -.B~I_0_m~¡,V2=0 
~O- l' 2' 

• O X 

Fig. E23a 

Basemos las ecuaciones de movimjento en el 

punto O, con 10 == O, Xo = O: 

1 , 
x = vo t+2"a t 

v= vo+at 

i = vo2 + 2 ax 

Apliquemos la primera al punto 1, con X I = 30 Y 11 = 2: 

vo+ a = 15 

Apliquemos la tercera al punto 2, con X2 = 40 Y V2 = O: 
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vo2 +80a=0 

Eliminando Vo de las dos ecuaciones subrayadas se 
llega a la ecuación cuadrática 

a' + 500 + 225 = O 

cuyas soluciones son 

y 0= - 45 

¿Cuál de estas dos soluciones es la correcta? Para 
decidir tome en cuenta que la primera conduce a los 
valores 

Vo:::: 20, t2 = 4 
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La meta es obtener la ecuación de movimiento 
y luego particularizarla para el instante t :::: 4 .5 s . En las 

ecuaciones generales tomemos como punto base "n" el 

punto O, con lo :::: 2, X o == O Y Vo == parámetro. Obtenemos 

I , 
x = Vo (t - 2) +20 (t - 2) 

Hay que calcular Vo ya. Aplicando esta ecuación al 

punto 1, conX j = 21 Y t 1:::: 3, 

o sea 

(rl ) 

I , 
2 1 = Vo (3 - 2) + - a (3 - 2) 

2 

I 
21 :::: vo+- a 

2 

y la segunda a Vo lvamos a ap licar (1) a cada uno de los puntos 2 y 3. 

Vo = 60, t, = 1.33 

Es instructivo examinar los gráficos x(t) 

correspondientes a las dos soluciones (Fig. E23b). 

40 

1.335 

""', \. 

Fig. E22b 

\ 
4, 

¡Ejemplo 24J Un móvil uniformemente ace lerado 
recorre 21 m en el lapso [2 s , 3 sl y 93 m en el lapso [6 
s , 9 s] . Calcular su velocidad en el instante t :::: 4.5 s . 

En la Fig. E24a se muestra nuestra elección 
del sentido y origen del Eje X y se anotan los datos del 

problema. 

~ 
to= 2 t , - 3 t 2'" 6 t 3- 9 

<o \ . ~2 ~3 
• • • • 

01 • 
2. m 93 m 

X 

Fig. E2) 

Obtenemos 

(r2) 
I 

·4' X2 = Vo . 4 +-a 
2 

(r3) 
I 7' x ) = Vo . 7 + - o· 
2 

Todavía no hemos utilizado el dato de que la distanc ia 
entre los puntos 2 y 3 vale 93 m. Este dato lo podemos 

expresar así: 

Examinando (r2), (r3) y (r4) vemos que podemos 
eliminar X2 Y x) res tando miembro a miembro las 

ecuaciones (r2) y (r3) y luego usando (r4). Llegamos a 

o bien 

(r5) 

33 
93 = 3 "0 + -o 

2 

II 
31 =vo+-Q 

2 

Hemos obtenido así un sistema de dos 
ecuaciones, la (rl ) y la (r5), con dos incógnitas, Vo y a . 
Resolviendo el sistema, 

Vo = 20, a = 2 
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Las ecuaciones del movimiento son entonces 

x - 36 + 16 t + t' 

v - 16 + 2t 

En t = 4.5 s tenemos 

m 
v(t ~ 4.5) ~ 16 + 2(45) ~ 25 -

s 

!E jemplo 25.1 Una pelota recorre la tercera parte de su 

distancia total de caída libre durante el último segundo 
de su movimiento a partir del reposo. Calcular la aJtura 
desde la que se dejó caer y el tiempo total de caída. 

Sea "h" la distancia total de ca ida. Tomando el 

Eje X como se ve en la Fig. E25 tendremos que la 
aceleración es positiva e igual a 

a ~ g ~ 9.8 mI.' 

o o 

h 

1 

..J........¡.~ L_I~ h en 1 , 

2 

x 

f ig. E25 

Entre los puntos I y 2 tenemos Lll = t h Y 

6t = 1. Aplicando la ecuación Vi a dichos puntos, 

VI = Llx 1 t h 1 
v, ~---aÓI ~ --- (9. 8)(I ) 

ót 2 1 2 

(rl ) v, ~ th - 4.9 

Por otra parte, apliquemos la ecuaClOn ó \l entre los 

puntos Oy 1, COIl VO= O,Ax = 1h, 

(r2) v,' ~ 1 9.6(5- h)~ I3h 

Elevando la ecuación (r1) al cuadrado y luego 
sustituyendo el valor de Vl

2 dado por (r2) tenemos 

v ,~ 1 h' - ~ h + 24 
'9 ) 

13 b ~ 1 h' - 9.8 h + 24 
9 ) 

Simplificando se llega a una ecuación cuadrática para 
h: 

0.1 11 h' - 16.266 h + 24 ~ O 

cuyas raíces son 

h~ 145.5m y h ~ 15m. 

La raíz 1.5 m se desecha porque corresponde a 

un valor negativo de v ¡, como se saca de (rl). La 
respuesta es pues 

h ~ 145.5 m 

Esta corresponde, como es fácil detenninar, a 

t i = 4.45 s , X I = 97 m, VI = 43 .6 mIs, y a 

1, ~ 5.45 S , x, ~ 145.5 m, v, ~ 53.4 mIs. 

/Ejemplo 26) Run the boo (Encuentro). 

Dos móviles parten el uno hacia el otro a lo 
largo de la misma recta, desde dos puntos separados 
400 m. El primer móvil se mueve hacia la derecha con 

velocidad inicial de 20 mIs y aceleración 2 m/s2 

dirigida hacia la izquierda. El segundo móvil parte 3 

segundos después que el primero, moviéndose hacia la 
izquierda desde el reposo y con aceleración 4 m/s2 

dirigida hacia la izquierda. ¿En qué punto se encuentran 
los móvi les y cuáles son sus veloc idades allí? 

En vista de que intervienen dos móviles, es 
necesario distinguir bien las cantidades cinemáticas de 

cada uno. Usaremos {x, v, a} para el primer móvil, y 
{x ', v' , al } para el· segundo (obviamente, no h~y 

necesidad de distinguir el tiempo t. que es una variable 
común). 
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La meta consiste en obtener las ecuaciones de 

movimiento de los móviles, x ~ x(t) y x' ~ x'(t), y luego 

impo ner la condición de encuentro, x( t) = x'(t), que nos 

dará el tiempo en que ocurre. 

Las trayecto rias de los móviles tienen dos 

puntos interesantes cada una: el punto inicial de cada 

móvil, y el punto donde se encuentra con el otro; hemos 

designado estos puntos por "punto O" y "punto )" para 

el primer móvil y "punto A" y "punto B" para el 

segundo (Fig. E26a). Según los datos, tenemos que 
lo E O S Y que tA ~ 3 s . 

2 m 
_ s2 

ay 
o; 

4 m 

B~. __ .,. • .: .. ~=s:2~~:. A 

t 1 , 

400:m 

fig. E26a 

x 
• 

Hemos incluido en la figura los vectores 
correspondientes a la velocidad inicial del primer móvil 

y a las ace leraciones. Escogemos un eje X hacia la 

derecha, con su o rigen en el punto O. 
Plantearemos las ecuaciones de movimiento de 

los móviles. Para el primer móvil basamos la ecuación 

general x(t) en el punto 0 , con 

Í{) = O, xo = 0, Vo = 20, a = - 2 

(Ojo con los signos). Obtenernos la ecuación 

x-20t t' 

Para el segundo móvil , la ecuación x '(t) 
basada en el punto A es 

Sustituyendo los datos 

t' A = 3, x' A = 400, v' A = 0, a' = - 4 

Resulta 

x' ~ 382 + 12 t - 2 t' 

La condición x = x' conduce a la ecuac ión 
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t' + 8t - 382 ~ O 
cuya solución positiva es t = 15.95 s . Por lo tanto, los 

móviles se encuentran en 

x( 15.95 s ) ~ x'( 1 5.95 s)~64 . 6 m. 

Las velocidades en el punto de encuentro las 

calculamos de las expres iones 

V~ 20 - 2t Y 

\/~ 1 2-4t: 

Para el primer móvil , 

VI ~ v(tl) ~ v(t ~ 15.95) ~ - 11.9 mi s 

Para el segundo, 

V. ~ v(t.) ~ v(t ~ 15 .95) ~- 5 1.8 mis 

Ambas ve locidades son negativas, por lo que ambos 

móviles se están moviendo en la dirección -x en el 

momt:nto del encuentro. 

Los gráficos x vs t se muestran en la figura. 

E26b. A la izquierda del eje X se muestran las 

trayectorias. 

A 
A 

400 

64.6 
1, B 

" ~ '" 
O~-+----------~1759~5~'~~20~ 

3 , 

Fig. E2 6b 

, , 
\ 

)E jemplO 27.1 Un t: lc"ador va ascendiendo con una 
ace leración de 1 m/ s 2

• En cierto momento, cuando la 

veloc idad del elevador es "V", se desprende un perno 

del techo del elevador. La distancia de techo a piso es 
de 2.6 m. Calcular el ti empo que tarda el perno en 

chocar con el p iso del elevador. Ana lizar el problema 

para diversos valores del parámetro " V". 
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Nos interesan los movimientos del perno y del 

piso del elevador. Hallaremos sus ecuaciones x = x(t) y 
x' = x/(t) y calcularemos dónde chocan imponiendo la 
condición x = X'. 

No es necesa rio conocer las trayectorias 

exactas del perno y del piso. Podemos hacer esta 
hipótesis: el perno encuentra al piso cuando viene ya en 

su movimiento de bajada. Después de resolver el 
prob lema esta hipótesis puede validarse o invalidarse. 

Vamos a colocar el eje X con su origen frente 
al piso del elevador en el momento en que se desprende 

el perno (t E O). La dirección del eje X la ponemos 
hacia arriba (con lo que a = 1 para el piso y a/= - 9.8 
para el perno). Inicialmente el techo y el perno están en 
sus respectivos puntos "O". La velocidad del perno 

cuando se separa del techo es la misma que la del 

elevador entonces: Vo = v' o = V. 

10= O 

'0=0 
Vo = V 1\ 

10 al cubo fi 
d el elevador '" 

O 

X 

1 

..-/ 

O 

Fig. E27a 

Perno : 

~~98~ 
" , 

1 
~ 1'0=0 

O xó=2.6 

v~ = V 

t Piso 
m 

1-

" 

Cuando chocan, el piso y e l perno se 
encuentran en sus respectivos puntos" 1 ". 

La ecuación x(t) para el piso, basada en su 

punto O es, con lo = 0, Xo = 0, Vo = V ya = 1: 

x = V t + 0.5 t' 

La ecuación análoga para el perno, basada en su punto 

O con fo = O, x'o = 2.6, v'o = V Y a' = - 9.8 es: 

Perno: x' = 2.6 + V t - 4.9t' 

La ecuación x = x' tiene la solución positiva 

t = 0.694 s = t" Note que no depende de V. La posición 

común en el momento del choque es x(t l ) = x'(t¡) o sea 

(rl) x,=x,'=0.24+0.694V 

La velocidad del piso en este momento es 

(r2) ", = ( : Lt = V + 0.694 

y la del perno es 

(r3) ·(dx') 
V'I = dí I=t l 

= V - 6.80 1 

Ejemplo numérico 
Si el elevador tiene velocidad V = 3 m/ S ' en el 

momento del desprendimiento, entonces en el momento 
del choque XI = x' I = 2.32 m y las velocidades de piso y 
perno son respectivamente VI = 3.694 m/ s y 
VI = - 3.801 m/s < O. Como la del perno es negativa, 

encuentra al piso en su movimiento de bajada. Observe 

los gráficos x(t) y x'(t) correspondientes en la figura 
E27b. Se ha incluido el gráfico del movimiento del 

techo, para comparación. 
La distancia neta que ha recorrido el perno 

relativa al cubo del elevador es de 0.28 m hacia abajo. 

x 

T 
0.28m 

2.6m 
2.32m 

T echo 

Perno 

Piso 

/ 
/ 

/ 
/ , , 

/ 

/ 
/ 

, 

, 
/ 

, , , , , 1 ~------------~------~t 
O 0.694, 

Fig. E27b 
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Para una velocidad V = 8 mis , el perno no 

tendría tiempo de llegar a su punto de retomo y 
encontraría al elevador en su movimiento de subida 

(Fig. E27e). 

x 

5.79 m - - - - - - - - - - - - - -:;.-.-,?- -

Perno 

2.6m 

Piso 
t 

o 0.694 s 

Fig. E27c 

3.9. Problemas 

1. Un móvil realiza la primera parte de su movimiento 

desde el reposo con aceleración uniforme B, y la 

segunda parte con aceleración uniforme 2B. Dado que 
la di stancia total viajada es de 729 m y que el tiempo 

total del movimiento es 30 s , calcular el valor de B. , 
Resp. 2.43 mI s . 

2. Un tren se desplaza con velocidad de 20 mi s . En 

cierto momento desacelera unifornlemcnte durante 40 
segundos a razón de 0.25 m/s2

. A continuación 

desacelera uniformemente a otra tasa durante SO s hasta 

llegar el reposo. ¿Cuánto vale la desal,..eleración en este 

último tramo? , 
Resp. - 0.2 m/9 . 

3. Un globo asciende desde el suelo con una 
aceleración de 0.5 m/s2

, partiendo del reposo. Cuando 

ha subido una altura de 120 ro se desprende de él una 

bolsa de lastre . Calcular el tiempo que le toma a la 

bolsa caer al suelo desde el momento en que se 

desprendió. 
Resp. 28.1 s. 

4. Una partícula parte en t :::: O con velocidad inicial y 

ace leración desconocidas. Se observa que entre t == 3 s 
y t = S s recorre 42 m, Y que en t ;;o lOs su posic ión es 

x = 19 m. Calcular la aceleración. , 
Resp. - 19.1 mI s . 
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5. Un móvil cuya ace leración es a = - 5 m/i se 

encuentra en x :::: 4 m cuando t :::: S s , y su ve locidad allí 

va le v = - 6 mi s . Obtener su ecuación de movimiento. 

¿En qué tiempo y posición su veloc idad vale 4 mi s ? 

Resp. X ~ - 28.5 + ¡ 9t - 2.51' ; en t '" 3 s; x ~ 6 m. 

6. Una piedra lanzada verticalmente hacia arriba llega a 
su punto de altura máxima en t :::: 2 s . Calcular la 

aceleración de la gravedad del dato de que la velocidad 
de la piedra en t ~ 2.003 s es 0.0294 mI s . , 
Resp. 9.8 mIs. 

7. Bosqueje el gráfico x(t) de un movimiento 

uniformemente acelerado con las siguientes caracterís­

ticas (el punto ° corresponde a t :::: 0, x:::: Xo y V = vo): 

(a) Xo < O, Vo > O, a > O 
(b) Xo > O, Vo ~ O, a > O 
(e)xo ~O, vo < O,a < O 
(d) Xo ~ O, Vo ~ O, a > O 

8. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba COI1 

una velocidad de 19.6 mis. Hallar su posición y 

velocidad al caho de 3 segundos, y la distancia total que 

ha recorrido entonces. Suponiendo que la pelota rebasa 

el pun to de lanzamiento, prosiguiendo bacia dentro de 

un pozo de profund idad 15 m, calcular cuánto tarda en 

llegar al fondo. 
Resp. 14.7 m; 24.5 m. 

9. Desde una banqueta se lanza una piedra 

verticalmente hacia arriba. Un muchacho detrás de una 
ventana de 2 ro de alto observa la piedra durante 0.8 s , 

desde que aparece frente a él de subida basta que 

vuelve a desaparecer en el movimiento de bajada. El 

campo de vis ión frontal del muchacho no se ext iende 

verticalmente más allá de los bordes superior e inferior 

de la ventana. ¿Qué distancia alcanza a subir la piedra 

sobre el borde superior de la ventana? 
Resp. 0.47 m 

10. Desde un punto "P" se proyecta una part ícula A 
hacia arriba, con una velocidad de 49 mI s . Al mismo 

tiempo se deja caer una partícula B desde un punto "Q" 
verticalmente arriba de P. Las partículas se encuentran 

en el instante cuando la velocidad ascendente de A es 

igual a la velocidad descendente de B. Calcular la 

altura h del punto Q sobre el punto P. 
Resp. h ~ 122.5 m. 
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11. Una pelota recorre la mitad de su distancia total de 
caída libre durante el último segundo de su movimiento 
a partir del reposo. Calcular la altura desde la que se 
dejó caer y el tiempo to lal de caída. 
Resp.57.12 m,3.4 1 s . 

12. Un coche parte del reposo con aceleración 
constante de J.2 m/e2

, 

(a) ¿A qué distancia del punto de partida alcanza una 
velocidad de 16 mI s ? 

(b) ¿Cuánto tarda en alcanzar dicha velocidad? 
(e) ¿Entre qué posiciones recorre 10 m en I segundo? 
Resp. 106.6 m; 13.3 s ; entre 36.8 m y 46.8 m. 

13. Un tren se desplaza en Línea recta con 
desaceleración uni forme. El tren tarda 80 a en viaj ar de 
A a B, y 120 s en viajar de B a e, con AB ~ Be ~ 3 
km. 

(a) Hallar la desaceleración del tren. 
(b) Hallar la distancia desde e hasta el punto donde se 
detiene. 

2 Resp. 0.125 mi s 

14. Entre los instantes t ::: 2 s y t ::: 3 s un móvil recorre 
16 m, y entre t = 5 s y t = 6 s recorre 28 m. Suponiendo 
que el móvil se mueve con aceleración constante, 
calcular: 
(a) La aceleración. 

(b) La distancia total que recorre en 9 segundos desde 
el inicio del movimiento en t = O. 

2 Resp. 4 mi s ; 196 m. 

15. Para un movimiento uni fonnemente acelerado se 
tienen los siguientes datos 

Tiempo t (s ) Posición x (m) 

O -3 

1 3 

2 17 

¿Cuánto vale la posición en t = 3 s ? 
Resp. 39 m. 

16. Se desea medi r la aceleración de la gravedad 
mediante el siguiente arreglo experimental: se deja caer 
desde cierta altura un balín de plomo; el bal ín perfora 
tres hojas paralelas muy delgadas, cuya separación 
mutua es D, sin afectar apreciablemente su velocidad; 

se miden los tiempos que invierte el balín entre la 
primera y segunda hojas, y entre la segunda y tercera. 
Sean éstos respectivamente T y T' . Hallar la 
aceleración en función de D, T y r . 

2_=.D(>..:.T-=-T-,-') Resp. a =­
TT'(T+T') 

T 
D 

+ D 

1.. 

x 

17. Demostrar la ecuación delta 

6x = vi + vf .11 
2 

18. Un móvil A parte del reposo desde cierto punto P 
con una aceleración de 4 m/ s 2

• A ese mismo instante 
detrás de él y a una distancia de 400 m, parte en su 

persecución otro móvil B con velocidad V y 
aceleración constante de 2 m/ s 2

. ¿Cuál es el valor 
mínimo de V que permitirá a B dar alcance a A? 
Sugerencia. Obtenga las ecuaciones de movimiento 
(XA ~ 400 + 2t' Y XB ~ VI + t') relativas al Eje X 
mostrado en la figura. 
Resp. 40 mi s . 

Eje X 

A parte 
del reposo 

~el::~~~~ \ P 

~ 
o 

Parábola 
deA Parábola 

de B 

Eje t 
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J9. Dos móviles parten simultáneamente el uno hacia el 
otro a lo largo de la misma recta , desde dos puntos 
separados 400 m. El primero se mueve hacia la derecha 
con velocidad uniforme de 15 m/ s desde el inic io. El 
segundo se mueve hacia la izquierda partiendo del 
reposo y con aceleración constante de 5 m/5

2
. ¿En que 

punto se encuentran y cuáles son sus velocidades 
entonces? Resp. En x = 150 m. 

Eje X 

T 
400 m 

Eje t 

o 

21. Las liebres Paula y Tina van a jugar carreras. Tina 
parte de l reposo desde un punto distante 20 m de Paula, 
con una aceleración de 4 ro/5

2
. Paula parte 

simultáneamente con una velocidad inicial de 7 mIs y 
aceleración de 3 m/ a 2

. ¿Cuánto tarda en alcanzar Paula 
a Tina? ¿Cuánto tarda luego en alcanzar Tina a Paula? 
Resp. Observe los gráficos x(t) de los movimientos de 
las liebres (son biónicas). 

x 
220 ................... , . .... ....... __ ... ... ....... . 

S2 

20 
Paula 

4 10 
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20. Una pared tiene 30 m de altura. Se lanza una pelota 

verticalmente hacia arriba desde la base de la pared. El 
tiempo que la pelota está por sobre la pared es de 2 s . 

¿Con qué velocidad fue lanzada? 
Cuando la pelota va bajando y se encuentra a una altura 
de 20 m sobre el suelo, se lanza una segunda pelota 

hacia arriba desde el suelo con velocidad inicial de 20 
mIs. ¿En qué punto se encuentran ambas pelotas? 
Resp. A 9.39 m sobre el suelo. 

T 
20m 

Eje t 

21. Se arroja una piedra desde una azotea verticalmente 
hacia abajo, con una velocidad inicial de 12 mIs. El 
sonido de la piedra al golpear la banqueta se oye 2 s 
más tarde. Calcular la altura de la azotea. Tome la 
velocidad del sonido igual a 340 mIs. 
Resp. 39.95 m. 

22. Un móvil uniformemente acelerado recorre dos 
trechos contiguos de longitudes D y 2D en lapsos de 
mismas duraciones de T segundos. Hallar su 
aceleración en ténninos de D y T. 
Resp. a = Drr2 

23. Un móvil realiza la primera parte de su movimiento 
desde el reposo con aceleración unifonne B. y la 
segunda parte con aceleración un iforme 2B. Dado que 
la distancia total viajada es de 729 m y que el tiempo 
total del movimiento es 30 s , calcular el valor de B. 
Resp. 2.43 mis' . 

24. Suponer que se ha planteado la ecuación de un 
móvil cuya aceleración es desconocida, hallándose la 
ecuación 

Explicar cómo calcu lar la aceleración si se tienen 
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adicionalmente los s iguientes datos: 
(a) El tiempo y la posición en algún punto específico, 

{tn• xn}. 
(b) El tiempo y la velocidad en algún punto especifico. 
{tn• vn}. 

(e) La posición y la ve locidad en algún punto 
específico, 

{xn, vn}. 

(d) Los valores tn • tm Y Llx propios de algún segmento 
del movimiento. 

(e) Los valores Xn• X m y ~t propios de algún segmento 

del movimiento. 

25. Hacer lo mismo que en el problema 24 para el caso 
que se tenga una ecuación de la forma 

x=4+vot + 6t2 

26. Una piedra es proyectada verticalmente hacia 

arriba. Pasa por un punto a una altura de "h" metros a 

los 3 segundos de ser lanzada, y pasa por el mismo 

punto de bajada después de 2 segundos adicionales. 

Calcular la altura h y la velocidad con que se lanzó. 

Resp. 73.5 m; 39.2 mis . 

27. Una partícula A pasa cierto punto P con velocidad 

vp. Tres segundos más tarde otra partícula B pasa por el 

mismo punto P con velocidad (1/3)vp. La partícula B 

alcanza a la A cuando sus velocidades son respectiva­

mente 9.3 y 8.1 mis. Calcular vp y la aceleración de A. 

Ambas partículas se mueven con movimiento unifor­

memente acelerado; la aceleración de B es 4/3 la de A. 

Resp. 0.9m/s; 0.15 mis' . 
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CAPÍTULO 4 

MOVIMIENTO PLANO. DESCRJPCIÓN EN LA BASE NATURAL 

4. L Conceptos básicos. Extensión al plano 

Camino v trayectoria. 
Consideraremos una partícula que se mueve en 

un plano. El camillo de la partícula es el conjunto 

continuo de los puntos del espacio por los que transita 
la partícula. En general, el camino será una curva 

conten ida en el plano de movim iento. 

A veces el camino está prefijado, como en el 
movimiento a lo largo de: 

Una carretera. 

Un carril de una pista de carreras. 
Una montaña rusa . 
Un tramo de vías férreas. 

Una tubería de gas o agua 
Etc. 

Un mismo camino puede ser recorrido de 
muchas maneras. La trayectoria de la part ícula se 
refiere ya al modo particular o "it inerario" de 
movimiento de la partícula a lo largo de l camino 

En este capítulo supondremos que el camino y 

la trayectoria están especificados de antemano. 

Posición o coordenada "s". 
Observemos la Fig. 22. Figurémonos que el 

eje recto X (que usamos para describir el movimiento 
rectilíneo) fu ese un alambre delgado. Doblémoslo, 
dándole la forma de un camino curvo. El eje X se 
transforma así en una especie de "eje curvo" que 

nombraremos "Ej e S". Sobre este eje curvo se define 
un origen O y una escala de longitud. La abscisa "x", 

medida a lo largo de l eje X, se vuelve la coordenada 
"s" , medida a lo largo del eje S. El movimiento 
rectilíneo a lo largo del eje X se vuelve un movimiento 
a lo largo del camino curvo o eje S. 

Al igual que en el movimiento rectilíneo, 
podemos pensar que el ;'camino" y el "cje" son la 

misma cosa. 

Definición. La coordenada o posición del móvil P. 
denotada con "s", es la distancia d irecta desde el origen 
O hasta P, medida a lo largo del Eje S. El origen O 
divide el eje S en dos segmentos que corresponden a 

va lores negativos y positivos de s. La coordenada s es 

lo que se llama "longitud de arco" en la teoría de 
curvas. 

~P 
s 

~. \ Móvil 

Ej. S 

CominO"\ 
O 

, 
Origen 

\ 
\ .. \ 

\ , 
O \ , 

\ 

f-- x ----i p • 
I , I O • O Ej.X 

Origen 

Fig.22 

Ecuación de movimiento. 

A cada tiempo 1 la partícula se encucn Lra en 
uno y sólo un punto del camino, es decir, la posición es 
lIna función del tiempo: 

(28) s ~ s( t) 

La ecuación (28) es la "ecuadón de mo v;miemo" de la 
partícula. 

La ecuación de movimiento describe en qué 
lugar del camino se encuentra la partícula en todo 
momento. El movimiento de una partícula viene 

detcrminado por dos e lementos: 

• La forma del camino o cje S (por dónde se mueve 
la partieula). 

• La I.!cuación de movimiento (dónde está la 
partícula a cada instante). 

Como veremos, todas las particularidades del 
movimiento (distancias recorridas, ve locidades, 
acc leraciones, etc .) se pueden obtener a partir de estos 
dos clementos. 
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Gráfico s vs t. 

Para darse una idea global del movimiento uno 
se auxil ia de dos figuras. Una de ellas es el camino 

(Fig. 2 3)~ la otra es el gráfico de la posición s contra el 
ti empo 1 (Fig.24). 

Móvil 

<. 
Camino .. 
'\ Eje S 

Origen O 

Fig.23 
(El papel representa el espacio fisico) 

s 

s -- ----------- -

t 

t 

Fig.24 
(gráfico en un espacio cartes iano abstracto s-t) 

Debe distinguir claramente ambos elementos 
gráficos. Daremos un ejemplo al respecto. 

tE jemplo 28J Una partícula recorre el camino en fanna 

de ri zo mostrado en la Fig. E28a, de acuerdo con la 
"ley" (o ecuación de movimiento) 

(r 1) s ~ - 120 + 941 - 191' + l' 

(s en metros, t en segundos) 

donde suponemos que el tiempo t se restringe al 
inlcrvalo [O s , 1351. Analizar el movimiento. 

Origen O 

A 

I Eje S 
\ ; o -----.....:"'-<:::::::. __ --+-__ .)8" _ .. 

s==-120 ? 
1.13.-" 
s'" 88 

Fig. E28a 

El gráfico s vs. t, mostrado en la Fig. E28b, 
proporciona una vista global del movimiento. 

Vemos que la función s(t) tiene un máximo en 
t = 3.37 s y un mínimo en t = 9.30 s . En el primero de 

estos valores la distancia al origen, I s 1, pasa de ser 
creciente a decreciente, y viceversa en el segundo 
valor. Es dec ir, la partícula invierte entonces la 

dirección de su movimiento. Estos son puntos de 
retorno. del movimiento. 

Observa bien cómo se corresponden los puntos 
de la Fig. E28b con los de la Fig. E28a. 

s 
88 

(3 .37, 19 .27) 

\ 
t 

7 8 

-' (9.30,- 84.75) 
-120 

f ig. E28b 

En t = O la partícula se encuentra en la parte 
negativa del Eje S, a 120 metros del origen O. 

En t = 13 se halla a 88 metros del origen, en la 

parte posi ti va. Estas ub icaciones corresponden a los 
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puntos termina les A y B, respectivamente. 

La partícula parte de A y se desp laza 
directamente has ta el "Punto de retomo 1", el cual 

alcanza en t "" 3.37. Allí se detiene momentaneamente y 
regresa por donde mismo hasta e l " Punto de retomo 2" 
llegando allí en t = 9.30, momento cuando vuelve a 
invert ir su movimiento, hac ia B. 

Notemos que el móvil pasa tres veces por el 
origen. 

Para mejor visualización del movimiento a lo 
largo de este camino, en la Fig. E28c hemos indicado 

las direcciones en que se recorren los diversos tramos 
A -) I -) 2 -) B de l rizo. Esta ti gura es e l recorrido 

específico o trayectoria de la partícula a lo largo del 
rizo. 

A 

8 

Fig. E28c 

Desplazamiento y distancia recorrida. 
Los conceptos de desplazamiento y distancia 

recorrida, en e l movimiento plano. se corresponden 
estrechamente con los mismos conceptos introducidos 
en relación con el movimiento rectilíneo. 

La di ferencia de posiciones (esto es. 
coordenadas "s") correspondientes a dos va lores del 
tiempo, tJ y t2, se denomina el "desplazamiemo" 
efectuado por la partícula al cabo del intervalo de 
tiempo [tl> 12]. Denotando el desplazamiento con ó.s 

tenemos 

(29) as E s(t,) - s(t ,) 

La dislanda recorrida por el móvi l en el lapso 
[t" 121. que denotaremos con UD", es lo que m:1rcaría el 
odómetro en tre t I y 12. s i suponemos que la partícula es 
un au tomóvil. 

La distanc ia recorrida se mide a 10 largo de la 
trayectoria, independientemente de l sent ido de 
movim iento. Es una cantidad siempre positiva por 

de finición. 

1-49 

Por otra parte, el desplazamiento en el 

intervalo [tJ, 12] es una cantidad algebraica que nos dice 
cómo están las posiciones de l móvil al inicio y término 

del intervalo. Mirando en el sentido del eje S tenemos 
que si tll es positivo, la posición en t2 es ta detrás de la 
posición en t J; si es negat ivo, la posición en t2 está 

de lante de la posic ión en 11' 

¡E jemplo 29) Util icemos el movimiento del ejemplo 

precedente para cuantificar la distinción entre 
desplazamiento y distancia recorrida. 

s 

(3.37. 19 .27) 

\ 

-44 

J' 
(9.30 ,- 84.75) 

Fig. E29a 

1= 2 

~ 
1=9.30 ' 

1= 0 

J A 1 = 13 

\ 
B 

Fig. E29b 

Tomemos algun intervalo de tiempo, digamos 
[1,8], Y comparemos el va lor del desplazamiento con la 
distancia recorrida en este intervalo. Para calcu lar el 
desplazumiento no es necesario conocer los detalles del 
gráfico s vs. t. Basta sustituir en la ecuación s ::: s(t ) los 
va lores dados t = 1 Y t = 8 para obtener las respectivas 
posic iones, y calcular su diferencia. Así , el 
desplazamiento en el lapso [1 , 8] es 

ós = s(8) - s(I) = 72 - (- 44) = · 28 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



1-50 

Este desplazamiento corresponde a un pequeño 
segmento del Eje S en e l gráfico s VS. 1, como vernos en 

la Fig. E29a. Localice en 1<1 Fig. E29b los puntos 

correspondientes a t = I Y 1 = 8. La di ferencia de sus 
posiciones es 28 ID, pero la distancia recorrida por e l 
móvi l en [ 1, 8J obv iamente no es 28 m. 

Para calcular la distancia recorrida en un 
intervalo necesitamos averiguar si existen puntos de 
retomo den tro de dicho interva lo. Refiri éndonos a la 

Fig. E29b vernos que el intervalo l l . 8] contiene un 
punto de retorno en t = 3.37. Entonces dividimos el 

tramo de movimiento en dos porciones, una de t = 1 
hasta t ~ 3.37, Y la otra de t ~ 3.37 hasta t ~ 8. En cada 

una de estas dos porciones e l desplazam iento es 
directo , esto cs, se lleva a cabo sin que la part ícula 
invierta la dirección de su movimiento. En un 

desplazam iento di recto el va lor absoluto del 

desp lazam iento sí es igual a la distancia recorrida. 
Calculando los desplazamientos cn los lapsos [ 1, 3.37] 
Y [3 .3 7, 8J tenemos 

s(3.37) - s( I )~ 1 9.27 - (- 44)~63.27 

s(8) - s(3 .37) ~ - 72 - 19.27 ~- 91.27 

La distancia recorrida en [1, 8] es la suma de los 
valores absolu tos de estos dos desplazamientos 
direc tos: 

D ~ 63 .27 + 91.27 ~ 154.54 m 

Velocidad. 

Las de fi niciones son análogas a las de l 
movimiento rectilíneo. La velocidad media durante 
algún in tervalo de tiempo [t, t + 6t], la cual denota­

remos con "vrn", se de fine como el cociente del 
desplazamiento e fectuado durante este interva lo, tls, y 
la duración del mismo, ót: 

(30) 

(31) 

(Velocidad media) 

La velocidad (illstantánea) se define por 

ds 
I'( t):­

dt 

Si la velocidad es positi va (o sea ds > O), el 
móvil se desp laza en el ins tan te considerado en la 

misma dirección que la de l eje S. Si es negativa, lo hace 

en la dirección contraria. 

La magn itud de la velocidad, I vl ~ v, se 
denomina la rapidez del móvi l. 

La rapidez media es 

(32) 
. . distancia recorrida 

rapIdez media = Rm = tiempo empleado 

Un movimiento plano se denomina ulliforme 
si es rectilíneo y ocurre a velocidad constante. Su 

ecuación de movimiento es 

(33) s= so+ v(t - to) (so, v, lo constantes) 

Si en es ta ecuación sustinlÍmos t por lo encontraremos 

que s = so; es decir, la ecuación (33) representa un 
movimiento uniforme para el cual e l móvil está en So en 
el instante I{). 

4.2. Problemas 

J. En una hoja de papel trace un camino curvo como 

desee. Suponga que un móvil describe este camino de 
acuerdo con la ecuación de movimiento 

s ~ 2t' - 21 t + 40 

(a) Ponga marcas en el camino, que muestren la escala 

de longitud. Señale con "puntos gruesos" las 
posiciones correspondientes a t = O, 1, 2, 3, 4, 5 Y 6 

un idades de tiempo (a ojo de buen cubero). Elija 
apropiadamente el origen del Eje S de modo que se 

vean todas estas posiciones en el dibujo. 
(b) Haga el gráfi co s vs t del movimiento. ¿Existe algún 

punto de retom o? En caso afinnativo localicelo en 
la trayectoria. 

(c) Haga otra figura de la trayectoria a la manera de la 

Fig. E29b de la página 50, donde se vean las 
direcciones de recorrido de la trayectoria. 

(d) Calcule el desplazamiento en los intervalos de 
tiempo [O, 4J Y [5, 6]. 

(e) Calcule la distancia rccOlTida en el lapso [1, 5]. 
(l) Obtenga la ve locidad media en el intervalo 

[3, 3 + atJ. 
(g) Obtén la velocidad instantánea como función del 
tiempo. 

2. Una partícula ejecuta un movimiento uniforme . Se 
sabe que en t = 6 s su posición es x = - 10 m. 
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La velocidad del movimiento es y = 7 mI s . Obtener la 

ecuación de movimiento y graficarla en el espac io 
cartesiano t·x. 

3. La figura es el gráfico s vs t de un movimiento. Los 

tiempos están en segundos y las posiciones en metros. 

Todos los segmentos del gráfico son líneas rectas entre 

puntos de coordenadas enteras (t, s). ¿Qué puede dec ir 
sobre el movimiento y sus velocidades? 

Eje s 

150 

120 
I 

90 

60 

30 
Ej et 

10 15 

4. Obtener por derivación con respecto al tiempo las 
velocidades de los movimientos descritos por las 

ecuacIOnes 

(a) 
2t 

s=--
1 + 4t 

(b) So Y b constantes) 

(e) s = 5 sen(2t' - 1) 

1-51 

que haremos a partir de esta sección. 
Hasta ahora conocemos la velocidad como una 

cantidad algebraica. Procederemos a definirla ya del 

modo más general como una cantidad vectorial. La 

velocidad tendrá así una magnitud y una direcc ión, y un 

cambio de velocidad implicará cambios tanto de su 

magnitud como de su dirección. Hacia este objetivo 

introduciremos ahora una base ortonormal muy 

adecuada, relacionada de manera natural y di recta con 

el camino del móvil. 
Consideremos un movimiento a lo largo de un 

camino o eje S (Fig. 25). 

Q 

Eje S 

o 

La base ortollormal "atural se compone de 

dos vectores uni tarios, denotados con T y N. A cada 
punto de la trayectoria le corresponde una base local 
[T, N], "anclada" en él. Esta base se erige en cada 

punto de la siguiente manera: 

• El vt:ctor un itario tangencial T es tangente a la 

trayectoria en el punto considerado, y apunta hacia 
(d) 

1 , 
s = So + vot + - at 

2 
(so. Vo. a constamcs) donde crece la coordenada s. 

4.3. Base ortonormal natural 
De acuerdo con la primera ley de Newton, Jos 

cuerpos tienden la tendencia natural de conservar su 
rapidez y su dirección de movimiento. Es decir, el 

movimiento "namra'" de un cuerpo es un movimiento 
unifomle, en línea recta y con velocidad constante. Para 
sacar a un cuerpo de su movimiento uniforme es 
necesario aplicarle fuerzas . Las fuer ¿as modifican la 
ve locidad, es decir, producen una ·'aceleración". 

En el módulo de dinámica estudiaremos más a 
fondo cómo es que las fuerzas aplicadas sobre un móvi l 
alteran su ve locidad. Previamente debemos estud iar 
cÓmo se describen las variac iones de velocidad, cosa 

• El vector unita rio normal N es perpendicu lar al 
tangencial T. Se dirige hacia la parte cóncava de la 

trayectoria en el punto considerado. Dicho de otra 
manera, apunta hacia el centro de curvatura loca l, 
como explicaremos un poco más adelante. 

En la Fig. 25 se muestran las bases 
correspondientes a dos puntos P y Q de la trayectoria. 
Se trata de una base variable, como vemos, pues 
aunque las magnitudes de T y N no varían, si lo bacen 
sus direcc iones. Es de Dotarse que si se invierte la 

dirección del Eje S, automáticamente se invierte la 
dirección de T , no así la de N. 
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Imaginando que el móvi l es un vehículo, el 
versar tangencial T apunta en la línea visual del 
conductor, bacia el frente; el normal N apunta hacia la 

izquierda o derecha del conductor, según el vehículo 
esté virando hacia la izquierda o la derecha, 
respectivamente. 

Conforme la partícula se desplaza a lo largo de 
su trayectoria, los vectores T y N que la "acompañan" 
van rotando. La curvatura de la trayectoria es una 
medida de qué tan rápido rotan los vectores de la base 
conforme se gana terreno. La curvatura es una 

propiedad local, o sea, definida en cada punto de la 
trayectoria. 

En la analogía del vehículo y el conductor, una 
curva muy pronunciada (de gran curvatura) es una 

donde el vehículo (o la base [T, N)) debe virar un 
ángulo grande en una distancia corta. 

Expresaremos a continuación la noc ión de 
curvatura en una forma matemática precisa. 

4.4. Curvatura y radio de curvatura 
Refiriéndonos a la Fig. 26, sean P y Q dos 

puntos muy próximos, separados espacialmente por 

cierto desplazamiento directo 6s y temporalmente por 
cierta duración Ót. Si P es el punto general de 

coordenada s y tiempo t, entonces Q tendrá coordenada 
s + tls Y tiempo t + 6 t. Tendremos además que 

t:.s = s(t + "'t) - s(t). 
Tracemos los versores tangenciales en P y Q, 

denotados con T(t) y T(t + "'t), respectivamente. 
Tracemos además los segmentos pero y QCm 

perpendiculares a estos versores. Cm es el punto donde 
se intersecan. 

El ángulo 68 entre estos segmentos es el 

mismo que entre los versores T(t) y T(t + "'t), de modo 
que al desplazarse la partícula de P a Q, la dirección del 
versar tangencial cambia en 68. Ahora bien, 
consideremos P fijo y hagamos tender tls ~ O (o lo que 
es lo mismo, 6t ---;. O); es decir, acerquemos cada vez 

más Q a P . Entonces, 

• El punto Cm tiende a cierto punto C denominado el 

centro de curvatura correspondiente a P. 

• La longitud PCm (o bien QCm) tiende a cierto valor 
p denominado el "rudio de curvatura" de la 
trayectoria en P. 

T(t + Llt) 

Q EjeS 

Lls 
T(t) 

~P 

• 

(34) 

• 

(35) 

Fig.26 

1 . ",e. d 1 E COCIente - tIen e a a 
t:.s 

que se denomina la 

curvatura K de la trayectoria en P, 

K = Iím ",e = de 
"'-+0 t:.s ds 

(En vista de que 60 es el ángulo que rota el vector 
T , la curvatura es la tasa de variación de la 

dirección tangencial con la distancia a lo largo de 

la curva.) 

Resulta además que el radio de curvatura p es el 
recíproco de la curvatura K, 

1 
p=­

K 

Combinando las igualdades 

de 
K=-

ds 

1 
p= ­

K 

tenemos que 

(36) ds = p de 

Es decir, el arco ds es igual al radio p por el ángulo de, 
lo cual trae a la memoria la relac ión análoga entre un 
arco de circunferencia s, el ángulo e que subtiende este 
arco en el centro de la circunferencia, y el radio r de la 
misma (Fig. 27, lado izquierdo) . 
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e s 

s= r8 

, , 

Fig.27 

Trayectoria 

, , 

ds 

, , 

ds= de 

Efectivamente, si el tramo de trayectoria ds es 

muy pequeño (Fig. 27, lado derecho), podemos suponer 
que es un arco de circunferencia, con centro en el 
centro de curvatura e, y radio igual al radio de 
curvatura p. 

Necesitamos obtener todavía otro resultado 
matemático antes de entrar a los conceptos vectoriales 
de ve locidad y aceleración. 

T(t~út) . ÚT 
Úe 
T(t) 

Fig.28 

Partiendo de un mismo punto, dibujemos los 
versares tangenciales T(l) y T(t + 6.t), como vemos en 
la Fig. 28. Dibujemos también el vector diferencia 

ó T = T(t + /lt) - T(t) 

COnf0l111C Ól tiende a cero, el ángulo entre 105 vectores 

T y óT tiende a 90°, de tal modo que la dirección de 
~T tiende a coincidir con la del versar nonlla l N. Por 
otra parte, la magnitud de óT se aprox ima cada vez 
más a la de un arco de circunferencia de radio 
IT(t)1 = 1, que subtiende un ángulo "'8, es decir, 

I,.,TI = "radio x angula" = 1 . ,.,e = ,.,8 

1·53 

Haciendo los cambios fonna les "'1' .... dT Y ,.,8 .... de 
tenemos entonces, en magnitud y dirección, 

Ui~~_d~T~=~d~e~N ________________ ~ 

Usaremos esta expresión en la siguiente sección. 

4.5. Velocidad como vector 
Hasta aho~a hemos manejado la velocidad 

como una cantidad algebraica. Defmiremos abora la 
velocidad como vector, de l siguiente modo (mire la 
Fig. 29): 

La velocidad del móvil es un vector definido 
en cada punto (o a cada instante del movimiento) 
mediante 

E3S) v = dsT 
dt 

----------------------~ 

En cada punto P de la trayectoria, el vector 
velocidad es paralelo a T, es decir, v es tangente a la 
trayectoria. 

El factor de T en la relación (38) , es decir la 

·d d ds . cantl a - , es la componente de la velocidad v a lo 
dt 

largo de T. Ya la hemos denotado anteriormente con el 
símbolo "y". 

---

¿ 
d, Q,,- . 

~P\' -
\ t+ dt t -
N 

o 

Trayectoria 

Fig.29 

(39) 
ds 

v=-
dt 

Expresando el vec tor velocidad como "componente x 
vector unitario paralelo", 

(40) v = v T 
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La magnitud del vector ve locidad v se 
denomina la rapidez del móvil. Se denota con el 
símbolo "v": 

(41) v=l v l=l vT I=l vII T I=l vl 

La componente v de la velocidad puede ser 
positiva, negativa o cero. La rapidez v es siempre no­
negativa. 

Un valor negativo de v indica que la 
coordenada "s" va disminuyendo con el tiempo, es 
decir, que en el punto considerado el móvil se está 
moviendo en la dirección opuesta a la de l Eje S (o 10 
que es lo mismo, a la de T). Si v > 0, el móvil se mueve 
en la di rección del Eje S (o sea en la dirección de T ). 

Cuando se usa el término "velocidad" en el 

habla informal uno puede estar refiriéndose realmente a 
la rapidez "v'\ o a la componente "v", o al vector 

velocidad " v". Pero debe ser inmediato averiguar de l 
contexto cuál es la intención del término. Así , cuando 
decimos por ejemplo uel móvi l se mueve en un círculo 
con velocidad constante" no podemos estar 
refiriéndonos al vector velocidad, sino a su rapidez o a 
su componente v, puesto que si el móvil describe una 
curva su vector velocidad necesariamenc varia , al 
menos en dirección . 

4.6. Aceleración 
Si la velocidad de un móvil cambia, el móvil 

está acelerado. 
La aceleración se define como la tasa de 

variación de la velocidad con el tiempo. La 

De acuerdo con el cálculo diferencial, si la componente 
v varia en dv y la dirección T varía en dT, la variación 
de v se saca de la relación ,t = vT apalicando la fórmu la 

de la diferencial de un producto: 

dv = dI' T + v dT 

Usando aquí la relación (37), dT = da N, tenemos 

dI' = dv T + v da N 

Dividiendo por dt obtenemos la aceleración en la fonna 

dI', da a==- r +v-N 
dI dt 

Transformemos la derivada de 9: 

de de ill I ill v 
-=:-._:;::--=-
dI ds dI P dI P 

dO I 
(Se usó K= -=-) 

ds p 

Entonces, 

(43) 
dv v2 

a=-T+- N 
dI p 

o bien 

:::~~: ;",,,m.,,, "<o,,,," I iL_(4_4_) __ a_=~::::_;_T_+...:;:....:.( ___ ~~J:...2_N ________ ---.J 

Como vemos, la aceleración a tiene en general 

Aquí, "dv" es el cambio de velocidad ocurrido en el 
tiempo ·'dt". 

Poniendo el vector velocidad en la forma 

Velocidad: v =v T 

vemos que puede variar ya sea porque 

• Varíe solamente su magnitud 1 v 1 (o equiva­
lentemente su componente v), o 

• Varíe solamente su dirección T , o 
• Varíen ambos la magnitud y la dirección. 

dos componenlcs (Fig. 30): 

La componente tangencia l, denotada con al Y 
denominada aceleración tangencial, es 

(45) 

La componente normal, denotada con 3N y 
llamada aceleración I/ormal, es 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



(46) 

En general, entonces 

La magnitud de la acelerac ión es 

Representac ión Gráfica de la Relación 

dv V
2 

3= - T+-N 
dt p 

, , 

Trayectoria 

\ 
Fig.30 

La ace leración tangencial al' puede ser 

positiva, negativa o cero. Si aT Y v tienen el mismo 
signo, entonces la aceleración tangencial tiene la misma 
dirección que la velocidad (Fig. 3 1, lado izquierdo). En 
este caso la rapidez va aumentando. Si QT Y v tienen 
signos distintos (Fig. 31, lado derecho), la velocidad y 
la aceleración tangencial S~ contraponen y la rapidez va 

disminuyendo. 

Rapidez aumenta Flapidez ru'nUnuye 

Fig.31 

La componente normal 3 N siempre es positiva 
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(o cero), por lo que ti ene invariablemente la misma 
dirección que N, hacia la parte cóncava o centro de 

curvatura. 

\Ejemplo 30.1 En cierto punto P de su trayectoria, una 
partícula tiene una velocidad de magnitud v = 12 mI s y 

una aceleración de magnitud a = 5 m/ a
2

, con las 

direcciones dadas en la Fig. E30. 
(a) La rapidez del móvil en P, ¿está aumentando o 

disminuyendo? 
(h) ¿A qué ritmo aumenta la ve locidad v? 
(e) ¿Cuál es el radio de curvatura de la trayectoria en P? 

(d) ¿Cuánto vale la curvatura en P? 

v 

Trayectoria 

Fig. E30 

(a) En vista de que la componente tangencial de la 

aceleración tiene la misma dirección que la velocidad v, 
la rap idez va aumentando. 

(b) El ritmo de variación de la velocidad v es 

precisamente la aceleración tangencial . 

dv = GT = 5·,en 32' = 2.65 ~ 
dt 9 2 

La velocidad v aumenta a razón de 2.65 ro cada 
9 

segundo. 
(e) El radio de curvatura p lo obtenemos de su relac ión 
con la aceleración nomlal: 

Despejando p y evaluando 8N obtenemos 
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(d) La curvatura K es el recíproco de l radio de curvatura 

p, 
1 1 

K = - = 0.029 -
p m 

(o bien K = 0.029 rad ) 
m 

La dirección de la velocidad tiende a girar a razón de 
0.029 rad (o sea 1.66°) por metro recorrido (en e l 
punto P considerado). 

4,7, Cálculo de la curvatura 
Imagine una partícula que se mueve a lo largo 

de una curva cuya ecuación, en coordenadas 
cartesianas, es (Fig. 32) 

(49) Y = y(x) 

La dirección de movimiento es la de la tangente a la 
curva. El versar tangencial T apunta a lo largo de es ta 
tangente, en el sentido hacia donde crece la coordenada 
x. Confonne la partícula se desplaza, la direcc ión de la 
tangente va variando. Digamos que en dos puntos P y 

Q, éste distanciado en "ds" de aquel, la tangente forme 
ángulos e y e + de con el eje X, como vemos en la 

figura 32. Entonces entre estos dos p untos la dirección 
de la tangente ha variado en de . 

Tangente 
enP 

y 

Tangente 
enQ 

Fig,32 

IHd8 x 

La curvatura en el punto P es la tasa de 
variación de la dirección e con la distancia recorrida s a 
lo largo de la curva, 

de 
K= -

ds 

Ahora bien, el ángulo e que forma la tangente con el 
eje X viene dado por 

e _1(dY) :: tan -
dx 

y la longitud de arco "ds" por 

de tal manera que 

(50) 

~iemplo 31 ) Calcular la curvatura de 
(a) La reetay=a.x + b. 
(b) La parábola y = ex'. 
(e) El circulo x' + y' = R'. 

d2y 
Para la recta y = ax + b tenemos que -- = O , 

dx 2 

por lo que su curvatura es cero en todo punto. El radio 
de curvatura de la recta es indeterminado (p:: 00 ) 

Para la parábola tenemos 

dy = 2cx 
dx 

por lo que 

2e K= . 

{1+4c 2x2 )1 

La curvatura es máxima en el origen x 
disminuyendo con x. 

o, y va 
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y 

y = ex' 

x 
o 

Fig. E3! 

Para 4c2x » 1 podemos despreciar el " 1" en el 
denominador, obteniendo 

(p '" 4c'x») 

Para el círculo la curvaru ra es constan te, igua l 
a 

I 
1(=-

R 

El radio de curvatura es R, igual al radio de l circulo. 

4.8. Aceleración y fuerza 
Para comprender mejor la relación entre los 

vectores velocidad y aceleración nos valdremos de la 
segunda ley de Newton. 

(51) F =m a 

En palabras: si se aplica a una partícula de masa ro una 

fuerza F, ésta le imprime una acelerac ión a cuya 
dirección es la misma que la de la fuerza, y cuya 
magnitud es proporcional a la fue rza. 

Aplicar una fuerza F a una partícula libre de 
moverse es comunicar a esta una aceleración a en la 
misma dirección que la fuel7...a. Entonces podemos 
basarnos en nuestra noción intuiti va del efecto de las 
fuerzas con el fin de averiguar el "efecto" de la 
aceleración a sobre la velocidad v. As í como pensamos 
en la fuerza como un jalón o empujón, también 
podemos pensar en la aceleración como un "jalón" o 
"empujón" que modifica la dirección (yen genenll 
también la magnitud) del vcc·tor velocidad v. 
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Si damos a un móvil un impulso en la misma 
dirección en que se está moviendo, provocamos que 

aumente su rapidez. Si el impulso es en dirección 

contraria a la velocidad v, el móvil d isminuye su 
rapidez (es refrenado) . Por otra parte, para hacer que el 

móvil se desvíe de un camino recto, ello sin que la 

rapidez aumente ni disminuya, debemos jalar o empujar 
el móvil transversalmente (en dirección perpendicular a 
su velocidad). 

Observemos la Fig. 33 . El móvil tiene 
ve locidad v y está sujeto a una fuerza F, la cual hemos 

descompuesto en componentes FI I Y F.lo la primera 
paralela a la velocidad, la segunda perpendicular. Es tas 
son las componen tes tangencial y noonal de la fuerza 
en el punto de la trayectoria considerado. 

Fig.33 

El efecto de FII es modificar la rapidez exclus­
ivamente. 

El efecto de F..l es modificar la dirección de la 
velocidad exclusivamente. 

En lugar de hablar sobre el "efecto" de la 
fuerza F podemos hablar equivalentemente sobre el 
"efecto" de la aceleración 3 , dada la relación de 
proporcional idad F = ma. Si en la Fig. 33 

descomponemos la aceleración a en dos componentes, 

una paralela a la ve locidad (es decir, la componente 
tangencial aT) y la otra perpendicular (o sea la 
componente normal aN), los efectos de es tas 
componentes son los mismos que los de las respccti vas 
componentes de la fucí¿a: la componente tangencial aT 

afecta la magnitud de la ve locidad pero no su dirección; 
la componente normal 3N afecta la dirección de la 
veloc idad pero no su magnitud. 

En particular, si la fuerza aplicada sobre un 
móvil siempre está en la misma dirección que su 
velocidad (Fig. 34), entonces el móvil efectua un 
movimiclllo rectilíneo, puesto que para desviarlo de su 
camino recto se requeriría una componente de fuerza 
perpendicu lar a la veloc idad, que suponemos no existe. 
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_a 
-------<0 • v 

--•• F 

Fig.34 

A la inversa, s i un cuerpo efectúa un movimiento 

rectilíneo, entonces su aceleración es W1 vector dirigido 

siempre a lo largo de la rccta del movimiento. 

Por otra pane, supongamos que un móvil 
recorra una traYl!ctoria de tal modo que su aceleración 

siempre sea perpendicular a su velocidad (Fig. 35). 

Como en este caso no existe componente tangencial de 
aceleración que modifique la magnitud de la velocidad, 
entonces el móvil recorre su trayector ia con rapidez 
constante. La curvatura de esta trayectoria variará 
según los valores de la l = laNI. 

a 
v 

a 
v 

~ Trayectoria 

Fig.3S (a.L v => v = Iv l = constante) 

Lo único que "hace" la aceleración en este 
caso es desviar al móvil de un camino recto. Un caso 
particular importante de esta situación es el movimiento 
circular uniforme, en el que el móvil describe una 

circunferencia con rapidez constante (Fig. 36). La 
fuerza (o aceleración) necesaria para ello debe estar 

dirigida en todo momento hacia el centro del círculo. 

Partícula en movimiento 
circular uniforme ~ 

a ó F 

, , 
", , , 

Fig.36 

a 

Lo anterior es consistente, naturalmente, con 

las expresiones matemáticas de las aceleraciones 
tangencial y normal. Si un movimiento es rectilíneo, la 

curvatura de la trayectoria es O y el radio de curvatura 
es oo. Entonces la acele ración normal vale cero: 

La acelerac ión del móvil es puramente tangencial, es 

decir, a lo largo del movimiento. 

Por otra parte, s i el móvil recorre una 

trayectoria curva con rapidez constante, entonces 

v = constante y por lo tanto a T = dv = O. Es decir, la 
dt 

aceleración del móvil es puramente normal 

(perpendicular a la velocidad y dirigida bacia el centro 

de curvatura correspondiente a cada punto). 

!E jemplo 32J Una partícula se mueve en línea recta con 
ve locidad constante v = 4 mIs. ¿Qué ace leración debe 

comunicárselc para que: 
(a) aumente su ve locidad uniformemente al valor v = 10 
mI s en un lapso de 3 segundos sin alterar la dirección 

de su movimiento? (Fig. E32a). 
(b) la partícula vire a lo largo de un arco de círculo de 
radio 5 metros sin alterar su velocidad v? (Fig. E32b). 

4~ 10~ 
s s 

--o~~· __ --~05· ==~ 
3 s 

Fi g. E32a 

4~ 
s 

-----f.~ 

4~ 
s 

Fig. E32b 

De acuerdo con lo que discutimos en las 
páginas precedentes, en el primer caso debe aplicarse a 

la partícula una fuerza en la misma dirección que .1a 
velocidad (Fig. E32c). Hablando en términos de 
aceleraciones, debe darse a la partícula una aceleración 
en la misma dirección que su veloc idad. 
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El va lor de es ta ace leración (puramente 

tangencial) se obtiene de la I '. dv I re ae loo QT = - en a 

forma 

dV 10 -4 
aT=-=--= 2 

dt 3 

dI 

(La derivada dv/dr es igual al cociente de incrementos 
óvló,t porque aquí aT es constante). 

F F F F 

~ 

Fig. E32c 

~F , ... 
.. - - F 

Fi g. E32d 

Para hacer que la partícula cambie solamente 
de dirección sin alterar su rapidez, debe aplicársele una 

fuerza que sea en todo momento perpendicular a la 
velocidad v (Fig. E32d). Lo que es lo mismo, debe 
imprimírsele una aceleración puramente normal. Para 
que el radio sea p = 5 m tenemos, de la ecuación 
aN = v2/p, que la ace leración normal debe ser 

4.9. Problemas 

1. En una hoja de papel trace una trayectoria curva 
como desee. Escoja arbitrariamente 4 puntos de esta 

trayectoria . 

(a) En el punto # 1, dibuje un posible vector velocidad y 
trace un pos ible vector aceleración de modo que en 

es te punto la rapidez del móvil esté aumentando. 

(b) Ídem en el punto #2 , ahora con la rapidez 

disminuyendo. 

(e) ¡dem en el punto #3, ahora con velocidad v 

instantánea nula. 

1-59 

2. U na partícula describe una circunferencia. En cierto 

momento su ve locidad y aceleración es tán como se 

indica en la fi gura. 

(a) ¿Cuánto va le el radio "r" de la circunferencia? 

(b ) ¿A qué ritmo está disminuyendo la rapidez del 

móvil? 

Resp. Ca) 1.82 m; Cb) a razón de 4.95 lO/ S cada segundo. 

e 

45' 

, 
, 

, r 3 ~ 
s 

3. Un automóvi l se mueve con velocidad constante 

v = 15 mI s en línea recta. Se le va a someter a una 

aceleración de magnitud constante a = 5 m/ e2
. ¿Cómo 

debe "aplicarse" esta ace leración para que el automóvil 

(a) Incremente su velocidad v lo más posible? ¿Cuál 

será la velocidad de l automóvil después de 2 
segundos de aplicada la aceleración de esta manera? 

(b) Vi re lo mas posible? ¿Cuál es el radio de la curva 
descrita? 
Resp. Ca) 25 mis; (b) 45 m. 

4. Utilice la expresión de la curvatura de una parábola , 

dada en el ejemplo 3 1 de la página 56, para resolver 
este problema. 

Un motocicl ista asciende por un cerro cuyo 

perfil se puede aproximar por una parábola y = cx2
• En 

x = 10 m la velocidad del motociclista es v = 8 mI s y 

está aumentando a razón de 2 m/s2
• ¿Cuánto va le la 

aceleración lal del motoc iclista allí? 
Resp. 2.86 lo/S'. 

y 

Motocicleta 

T 
8m '\ x 

I ¡"·--20m-~·i 
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5. Una partícula se mueve según la ecuación de 
movimiento 

31 s=---
4 +1 

(s en metros, t en segundos) 

Supongamos que en el instante t = 2 s la partícula se 

encuentra en un punto donde el radio de curvatura va le 
6 m. Calcular para este punto: 

(a) Las aceleraciones tangencial y nom1aL 
(b) La magnitud de la aceleración. 

(e) En el punto considerado, ¿a qué tasa está rolando la 

partícu la la dirección de su movimiento por metro 
recorrido? (Expresarla en radianes por metro y en 
grados por metro). 

(d) ¿A qué ritmo está variando la velocidad v de la 
partícula en dicho punto? (expresarlo en m/sl). 

2 2 2 ( ) Resp. (a) 0.111 mi s , 0.018 mis; (b) 0.112 mi s ; e 
0.167 ud/ m; 9.57°1 m; (d) 0.018 mi s'. 

6. Una canica cae en t = O verticalmente desde cierta 
ahura. Colocando el Eje X como se ve en la figura a la 

derecha, la ecuación de movimiento de la canica es 

x = 4 + t + 4.9 t' (x en m, ten s ) 

(a) La canica ¿cae desde el reposo o con velocidad 

inicial distinta de cero? 
(b) ¿Es constante la velocidad de la canica? 

1 
(e) Demostrar que x = 4 + - Vm t, donde Vm es la 

2 
velocidad media en el intervalo [O, t]. 

o 

canica 

Eje X 
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CAPÍTULO 5 

DESCRIPCIÓN EN LAS BASES CARTESIANA Y POLAR 

5.1. Introducción 
La base ortononnal natural [T , N) que 

empleamos en el capítulo anterior conduce a unas 

expresiones para la velocidad v y la aceleración a en 
términos de la longi tud de arco "s", a saber, 

v = ds T 
dt 

Estas expresiones son muy útiles cuando se conoce la 
ecuación de movimiento s = s(t) y la fonna de la 
trayec toria. 

Sin embargo, en general resulta más útil 
descomponer los vectores velocidad y aceleración en 
componentes relativas a la base cartes iana o la base 
polar, principalmente. Este es el programa que 

emprenderemos en este capítulo. 

5.2. Ecuaciones para métricas de la trayectoria 
En el espacio cartesiano XV, una trayectoria 

curva se describe a través de una función de la forma 
y = y(x). Pero lal función no da información sobre los 

tiempos del movimiento. Por esta razón se prefiere 
describir la trayectoria med iante unas ecuaciones 
paramétricas de la forma 

(52) { 
y = y(t) 

x = x(t) 

donde (x, y) son las coordenadas del punto variable de 
la curva, y el parámetro "r" es el tiempo. La curva 

y = y(x) se obtiene eliminando el tiempo de estas dos 
ecuaciones. Las ecuaciones (52) matan dos pájaros de 
un tiro: constituyen las "ecuaciones de movimiento" y a 
la vez detelminan la fonna de la trayectoria. De ellas se 
extrae toda la infonnación sobre el movimiento. 

Dado un valor del tiempo t, estas ecuaciones 

nos permiten calcular una pareja de valores (x, y ) que 
corresponde a un punto del plano, aquel donde se 

encuentra la partícula en el instante 1. 

Un valor del tiempo "t + dt" dará un punto 
muy cercano ("infm itesimalmentc próximo") al que 

corresponde al valor "e'. Las coordenadas de este punto 

cercano son (x + dt, y + dy), donde las diferenc iales se 

obtienen de (52) en la fonna 

(53) 
dr 

dr= - dt 
dt 

dy 
dy=-dt 

dt 

El vector de posición r de la partícula, en la 

base ortononnal cartesiana {i, j }. es 

(54) r ~ (x, y) = x i + Y j 

El vector de posición de la partícula en t + dt es 

(55) r + dr = (x + dr, Y + dy ) = (x + dr) i + (y + dy) 

Aquí, dr es el desplazamiento de la partícula en el 
intervalo infinitesimal [1 , t + dt] : 

(56) dr = (dr, dy) = dr i + dy j 

En la Fig. 37 se muestran estos vectores gráfi camente. 

y 

Posición en t 
Trayectoria 

x 
o x x+dx 

Fig.37 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



1,62 

5.3 . Velocidad en componentes cartesianas 
Podemos traducir fác ilmente la expresión de la 

velocidad, v = ds T , a la base cartesiana. Basta 
dt 

observar que el desplazamiento infmites ima l de la 
partícula, cl r , ti ene por magnitud precisamente la 

longitud de arco "1 ds 1", y por dirección la del versor 
tangencial T (Fig. 38). 

Fig.38 

Es decir, 

(57) dr ~ ds T 

Por lo tanto, sustituyendo e l producto "ds T" por dr en 
la expresión \' = (dsldt) T obtenemos para la ve locidad 
la expres ión: 

(58) 
dr 

v= -

o 

dt 

y 

v 
Vy 

- - - - - - - - ,. - *:---.,."-> 
,P V x 

. • ' ig. 39 

v 

x 

En la base cartesiana, la velocidad se puede poner en 
general 

(59) v = (vx• Vy) = Vx i + vy j 

donde las componentes Vx y vy son 

I (60) 
d< 

v =-
, dt 

dy 
v =-

y dt 

Estas componentes tienen una interpretación simple. 
Proyectemos la particula sobre los ejes X y Y (Fig. 39); 

conforme la partícula se mueve a lo largo de su 

trayectoria con velocidad v, su proyección sobre el Ej.e 

X se mueve a lo largo de este eje con velocidad Yx, y su 

proyección sobre el Eje Y lo hace con ve locidad vy. 

Entonces podemos visualizar el movimiento 
de la partícula en el plano XV como la combinación de 

dos movimientos rectilíneos: aquellos de sus 

proyecciones sobre los ejes coordenados. Cuando la 
partícula se desplaza "dr" a lo largo de su trayectoria, 

su proyección sobre el eje X se desplaza "dx" y su 
proyección sobre el eje Y se desplaza "dy" . Existe la 
relación (Fig. 38) 

(61) 

La rapidez se obtiene directamente de las 
expresiones (59) y (60) en la forma 

(62) 

Altemativamente, 
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(Ejemplo 33J Consideremos el movimiento descrito 

por las ecuaciones paramétricas (unidades S. I. ): 

x = 1 - 21 y= - 3+t' 

La Fig. E33 muestra e l tramo de trayectoria 
correspondiente al intervalo de tiempo [O s , 5 sl 

y 

(-9,22) 

-'(-5,6)-
_._.1-- _._ 

- (-3,1) x 

(-1,- 2) 
(1,- 3) 

Fig. E33 

Despejemos el tiempo de la ecuación x(t), o 

sea t = (x - 1 )/2, Y sustituyamos en la ecuación y(t). 
Llegamos a la ecuación de la trayectoria: 

que es una parábola con su vértice en el punto ( 1, -3), 
correspondiente a t = O. 

El vector velocidad para cualquier instante es 

dx 
V x =-=-2 

dt 

v = (v" vy) = (- 2,2 t) 

dy 
v y = -= 2t 

dt 

La velocidad en t = O es un vector paralelo al Eje X: 

veO) = (- 2, O). 
Observe en la Fig. E33 las posiciones de las 

proyecc iones de la partícu la sobre los ejes. 
Un metodo vec torial para obtener las 

relaciones de ve locidad consiste en partir del vector r y 

derivar con respecto al tiempo: 

r = (1 - 2t, - 3 + t') 

dr 
v = - = (-2, 2t) 

dt 

5.4, Componentes de la aceleración en 
la base cartesiana 

1-63 

En la base cartesiana, la ace leración a viene 

dada por 

(63) 

o sea, 

(64a) a = (a" ay) = a, i + ay j 

con 

(64b) y 
dvy a =--

y dt 

Un objeto que se mueve en un plano vertical 

bajo la acción de la gravedad terrestre posee una 
aceleración constante dada por 

(65) a " g = (O. - g) 

o bien 

m m 
a = (O, - 9.8 - ) = (O, - 9.8) -

S2 6 2 

Ello si suponemos que el eje X apunta horizontalmente 
y el eje Y vert icalmente hacia arriba. 

Para el móvil considerado en el Ejemplo 
anterior encontramos que la velocidad es 

v = (- 2, 2t) = - 2; + 2t j 

La aceleración de este móvi l resulta constante, iguala 

a = d" = i. (-2, 2') = ( d(-2) , d(2t) ) = (O, 2) 
dt dt dt dt 
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!E iemplo 34J Estudiemos el movimiento descrito por 

las ecuaciones pararnélricas 

x = 2(t - sen t) 

y= -2(I - cos t) 

y 

x = 211 )( = 411 
A 

a 

-2 

a a 
-4 ______ ___ ____ ,O-_~ __ ~B--

""--,~ n 

Fig. E34 

La trayectoria es una curva denominada 
cicloide (Fig. E34). 

Durante el lapso t e [O, 2n], el móvi l recorre 
su trayectoria en el sentido A --J> 8 --J> C. La velocidad 
viene dada por 

v = (2 - 2 cos t, - 2 sen t) 

El móvil parte en t = O del origen y desde el reposo: 

VA = v(O) = (O, O). Su velocidad vuelve a hacerse cero 
en t = 2IT, en el punto C. 

La aceleración es 

a = (2 sen t, - 2 cos t) 

En el origen O la aceleración es a = (O, - 2). 

Se advierten las siguientes propiedades del 
movimiento: 

- La rapidez se puede escribir en la forma 

- La magnitud de la aceleración es constante: 

a=I · I= 2 

!E jemplo 35,1 Escribir las expresiones vectoriales del 
vector de posición y la velocidad para 
(a) el movimiento urufonne en un plano. 

(b) el movimiento uni formemente acelerado en 

un plano. 

(a) Sea v la velocidad constante de la particula. Su 
vector de posición depende del tiempo en la fonna 
s imple 

(rl ) r == ro + v t 

donde f O es el vector de posición en t == O. Si en t = t I la 
posición es r l , la ecuación se convierte en 

(rl) r = r, +v(t - td 

(b) Sea a la aceleración constante de la partícula. Sean 

ro y Vo la posición y ve locidad en t = O. Entonces, 

(r2) 

(r3) 

I 2 
r = ro + vo t + - a t 

2 

v = vo + a t 

Si en t = t1 la posición y la ve locidad son r ] y v}, 
respectivamente, entonces 

(r4) 

(r5) 

Notemos que estas fórmulas se reducen a las 
del movimiento uni fonne cuando a = O. 

Todas estas ecuaciones se pueden expresar por 
componentes. Así tenemos que (r4) y (r5) equivalen a 
estas: 

I 2 
Y = y¡ + V' y (t - t,) + - a y (t - t,) 

2 
Vy = Vly + ay (t - t¡) 
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s.s. Velocidad y aceleración en la base polar 
Cuando no convenga la base cartesiana {i, j } 

para la descripción del movimiento, una alternativa es 
usar la base polar {en ee}, sobre todo cuando el 
movimiento es a lo largo de un círculo. 

Revisemos los conceptos 
velocidad y ace leración en el sistema 
polares. 

y 

Trayectoria 

~ 

Fig.40 

de posic ión, 

de coordenadas 

x 

En la Fig. 40 se representa una partícula P que 
describe cierta trayectoria. Las coordenadas polares de 
P son (T, 0), defin idas en la famla conocida. La base 

polar {eh ee} se construye as í: 

• El vector unitario rad ial er está en dirección 

desde el origen O hacia la posición presente de 
la part ícula (esto es, "radialmcnle hacia 
fueran). 

• El vector unüario azimutal G angular Cn es 

perpendicular a er, y se dirige hacia donde 

crece la coordenada e. 

y 

x 

Fig.41 

1·65 

A diferencia de la base cartesiana {i, j }, formada por 

vectores constantes i y j , la base polar es una base 
variable . Aunque las magnitudes de Cr y Co siempre 

valen la unidad, sus direcciones varian con el punto 

considerado en el p lano. 
El vector de posición de la partícula 

una expresión muy s imple en la base polar: 

(66) r = r Cr 

(magn itud r, d irección radial ea 

P tiene 

Obtendremos el vector velocidad geométrica y 

analíticamente. En el método geométrico observamos 
que las componentes radial y azimutal del desplaza­
miento vectorial d r son "dr" y " r de" , respect ivamente 

(Fig. 41). de modo que 

(67) d I" ~ dr e, + r de ee 

Dividiendo dr por dt obtenemos la ve locidad: 

(68) 
dr dr de 

v =-=-e +r-ee 
dt dl' dt 

En la base polar la veloc idad se escribe 

Sus componentes radial y azimutal son entonces 

I (70) 
dr 

v = -
, dI 

da ve :=:. r -
dI 

Tamhién podemos obtener la ve locidad 

analí ticamente derivando el vector r con respec to al 
tiempo. Particndo de (58) tenemos 

(71 ) 
dr d dr de , 

v = - = - (re )= ·- e + r -
dt dt r dI r dt 

Ahora bicn, son vá lidas las relaciones 

de , dO 
-- = - eo 
dt dI 

(72) 
deo 

dI 

da :=:. - - e 
dt ' 

Sus ti tuyendo la derivada de er en (7 ¡) por la pr imera de 

estas relaciones obtenemos (68) . 
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Es fáci l interpretar las componentes de la 
veloc idad: 

Imagine un observador situado en el origen de 
coordenadas 0, mirando el movimiento de la partícula 
P. La componente radia l de la velocidad de P, o sea 

vr = de , es la velocidad con que el observador percibe 
dt 

que la partícula se acerca o aleja de él. La componente 
de 

azimutal, va = r - es la velocidad con que el 
dt 

observador percibe que la partícula P se desplaza 
transversalmente a su linea visual OP. 

La aceleración a no es tán faci l de obtener 
geométricamente. Sin embargo, tenemos el método 

ana1ítico: derivando la expresión (68) de la velocidad, 

a = dv =~( dr c +rdeea )= 
dt dt dI ' dt 

Usando (72) obtenemos 

dg e,J+(.'!': 
dI dt 

o bien , 

(73) 

a = [~- r( de )' J e, + ( r d'e + 2 dr . de ) ee 
dt 2 dt dt 2 dt dt 

Las expresiones generales obtenidas para la 
ve locidad y la aceleración se pueden poner en una 
forma más compacta. En primer lugar notemos que la 

derivada de es la rapidez con que gira la línea visual 
dI 

OP; se le denomina velocidad angular de la línea OP, o 
bien "velocidad allgular de la partícula P", y se denota 

con 

(74) 
de 

w=-
dI 

La derivada temporal de (() es la llamada "aceleración 
angular" de la línea OP o de la partícula p2. Se denota 
con "a.", 

(75) 
dw d 20 dw 

a= - = -- =Ol -
dI dt 2 de 

Quedan así 

(76) 

(77) 

dr 
v= - er +w ree 

dl 

5.6. Movim iento circular 
Una apl icación muy importante de las 

fórmulas de velocidad y aceleración en coordenadas 
polares es al movimiento circular del punto. 

En la Fig. 42 se muestra una partícula cuya 
trayectoria es una circunferencia de radio "r". La forma 
general de las ecuaciones paramétricas del movimiento 
es 

T = constante 

e = e(t) 

En otras palabras, solamente la coordenada e (llamada 
posición angular de la particula) es la que varía con el 
tiempo. 

2 Las partículas no pueden rotar, só lo pueden trasladarse. El 
objeto geométrico más simple suscepti.ble de rotación es el 
segmento recto. Al moverse la partícula P, lo que está rotando 
no es ella sino el segmento radial OP. Sin embargo, se ha 
genera lizado el uso de "velocidad angular de la partícula" y 
nosotros lo adoptart:mos, con las reservas del caso. 
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y 

v ee v er 
a 
~/' 
, , , ar , 

, e x 
o r 

Fig.42 

Como u f " es constante, todas sus derivadas 
son nulas. Por lo tanto, las expresiones (76) y (77) se 
reducen a 

(78) v =wrCe 
(velocidad en e l movimiento circular) 

(79) a =-w2r e r +ra e& 
(aceleración en el movi miento circular) 

La velocidad obviamente es tangente a la 
c ircunferencia. Su componente (ún ica) es 

(80) v=w r 

En cuanto a la aceleración, en general posee dos 
componentes: 

• 

(81) 

La componente tangencial a la circun ferencia, 

dro 
°o.:::;:ra= r­

dt 

llamada aceleración tangencial. 
• La componente radial, dirigida hacia d centro de la 

circun ferencia 

(82) 
2 \' 2 

ar= - ro r =-­
r 

Se le llama aceleración radial o (:emrípeta . 

J 
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!Ejemplo 36.1 Una partícula describe una circunferencia 
de radio r = 4 m de acuerdo con la ley 

6(t) = 5t - sen 21' 

t en segundos, e en radianes 

Calcular su ve locidad y aceleración cuando t = 5 s. 

Apliquemos las fónnulas 

v = ro r aa=a.r 

con 

de d 2 2 
ro = - = - (51 - sen 21 ) = 5- 4 1 cos 21 

dI dI 

En t = 5 tenemos (todo en unidades S.I. ): 

ro(1 = 5) = 5 - 4(5) cos (50) = - 14.3 

a (t = 5) = - 4 cos 50 + 16(25) sen 50 = - 108.0 

Entonces, 

v=- 14.3 (4) =- 57.2 

a, = - (-14.3)' (4) = - 817.96 

a,=- 432 

La velocidad y la aceleración son entonces, en 
t = 5 s y en unidades S. l. , 

v =- 57. 2ea 

• = - 817.96 e, - 432 c, 

lal = 925 
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5.7. Tiro parabólico 

El problema general. 

"Se lanza un proyecti l dentro del campo 
gravitatorio de la Tierra, con una velocidad 

inic ial Vo que forma un ángulo e con la 
horizontal. Analizar el movimiento" , 

Propiedades del movimiento. 

Fijemos el origen de l s istema de coordenadas 
XY en el punto de lanzamicnlO. Defin amos t :;::¡: O como 
el instante cuando se lanza el proyecti l. 

y 

,. T 
(tiempo de vuelo) 

Punto de 
lanzamiento 
( ,. O) 

R 
Alcance 

( 
'1 

Trayectoria ~ 
parabólica 

Fig.43 

La aceleración del proyectil es 

a = (O, - g) = - g j 
m 

g = 9.8 -
s2 

La velocidad inicial (en t = O) es el vector 

Vo = (vo~, VOy) = (vo cos e, Vo sen 9) 

donde Vo es la magnitud de vo. 

Alcance 

x 

El alcance R es la distancia que alcanza el proyectil 

horizontalmente, es decir, medida al mismo nivel que el 
punto de lanzamiento. 

Tiempo de vuelo 
El tiempo de vuelo T es la duración de l movimiento 

entre el punto de lanzamiento y e l punto al mismo nivel 
que éste (donde x = R). 

Ecuaciones de movimiento: 

x = vo cos e . t 

1 
Y = Vo sen e . t - 2" g l ' 

Si el origen se coloca en el punto (xo. Yo), cámbiense x y 

y por x - Xo y y-ya-

Velocidad en función del tiempo: 

vK = Vo cos e = constante 

vy = Vo sen e - g t 

Ecuación de la trayectoria 

y= tan8 ·x 

[Si parte de (xo, Yo), cambiar x por x - Xo y Y por Y - Yol 

Fórmulas para el alcance, la altura máxima y el tiempo 
de vuelo: 

v5 sen 2e 
R =-"--­

g 

h 
v~ sen2 e 

2g 

T = _2-,vo,-s_e_n_0 
g 

He aquí otras propiedades del movimiento: 

• El movimiento es una superposición de dos 

movimientos rectilíneos a lo largo de los ejes 
X y Y. El movimiento en X se verifica a 

ve locidad constante igual a Vo cos e. El 
mov imiento en Y tiene lugar con aceleración 
uniforme igual a "- g". 

• Las velocidades de puntos situados a la misma 
altura son iguales en magnitud, diferencián· 
dose solamente en su componente Y. 
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El máximo alcance R se obtíene cuando el 
proyectil se lanza a 450 con la horizontal. 

En el punto de altura máxima h la componente 
y de la velocidad es cero. 

¡Ejemplo 371 Se lanza una pelo ta con una velocidad 

cuya componente horizontal es 15 mi s , desde un punto 

a 2 m por arriba de l suelo. La pelota apenas libra una 

pared que se halla a 10 m del p Wlt O de lanzamiento y 
que tiene una altura de 18 m. ¿Cuánto tarda en llegar al 

suelo? 

Tenemos tres puntes relevantes del 
movimiento (Fig. E37): 

Punto # O: Punto de lanzamiento. 
Punto # 1: En lo alto de la pared. 

Plmto # 3: Suelo. 

Situarnos el origen del sistema XY en el punto 
de lanzamiento. 

y 

18m 
x 

2 m lO m-........¡j 2 

Fi g. E37 

Expresemos los datos e incógnitas en términos 

de Jos símbolos apropiados. Se dese.a calcular t2· 

10 = 0 X, ~ 10 y, ~ - 2 

xo~O YI~ 1 6 ~ 
Yo~ O 

I_V",O,,-, _~-,1:.:5,---__ -,---____ _ ____ ---' 

En la ecuación de la trayectoria, 

g ,2 
Y = tan e· x - , sustihlyamos las coorden-

2v6 cos 2 e 
adas (10, 16) del punto 2 y el dato Vo cos 8 ~ Vo, ~ 15: 

1 6 ~ tane·1 0 

e ~ arctan( 1.8 177) ~ 61.2 ' 

Ahora, de VOl( = Vo cos e o sea 15 

obtenemos 

vo~ 31. 14m/s 

1-69 

VD COS 61 .2° 

Finalmente, ap licando la ecuación y(t) al punto 2, con 

Y2 = - 2 obtenemos 

- 2 ~ 3 1.14 sen 61.2' t, - 4.9 t,' 

4.9t,' - 27.3 t, - 2 ~ O 

t, ~ 5.64 s . 

¡EjemplO 381 Una particula se proyecta desde un punto 

de un plano de inclinación 30°, con una velocidad de 6 
mI s que fonna un ángulo de 80° con el plano. Calcular 

el alcance D sobre el plano. 

D 

30' 

Fig. E3 8 

La ecuación de la trayec toria es 

9.8x 2 
y = tan 50°· x- ., 

2(6cos50') -

y~ 1.192 x- 0.329x' 

Esta ecuación la satisrace e l punto 1, cuyas 
coordenadas son (D cos 30°, - D sen 30°). Sus ti tu­
yendo éstas en la ecuación de la trayector ia, 
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- 0.5 D ~ 1.192 (0.866 D) - 0.329 (0.866 D)' 

0.247 D' - 1.532 D ~ O 

D ~ 6.2 m 

!Ejemplo 391 Un proyectil que se lanza con velocidad 
de 30 mI s tiene un alcance de 20 m. Calcular la altura 
máxima que alcanza. 

Uti lizaremos las fórmulas 

R ~ v6 sen 20 2v6 sen ScosO 

g g 

Despejemos sen e de la segunda: 

sen e ~ .j2gh 
vo 

Sustituyamos esta expresión en la primera y 

despejemos cos 9; 

R ¡g 
cose~ -,I~ 

2v o , 2h 

Para eliminar el ángulo imponemos la condición 

sen2 9 + cos2 e = 1 

que arroja la ecuación 

16gh' - 8vo' h + gR' ~ O 

Sustituyendo los datos del problema, esta ecuación se 
reduce a 

156.8 h' - 7200 h + 3920 ~ O 

que tiene las soluciones 

h, ~ 45 .37 m h, = 0.55 m 

(¿Por qué dos soluciones?) 

tEJemplo 401 Se lanza una piedra horizontalmente 
desde lo alto de una torre de 55 m de altura, con una 
ve locidad de 16 mIs. Simultáneamente se lanza otra 

piedra en el mismo plano venical, desde la base de la 
torre, con una velocidad de 32 mI s y a un ángulo de 
600

. Demostrar que las piedras se encuentran, y hallar 
el punto donde se encuentran. 

y 

55m 

Fig. E40 

Cada piedra parte de su respectivo "punto O", 
marcado en la Fig. E40. Se supone que se encuentran 
en el punto l . El origen del sistema XY se ha tomado 
en la base de la torre. 

Denominemos con "p" y "q" las piedras. Sean 
p' y q' las proyecciones de las piedras sobre el eje X. 
Durante el movimiento parabólico de p y q, sus 
proyecciones p' y q' efectúan sendos movimientos 
rectilíneos con la misma velocidad vI" = vq' = 16 mIs . 

Esto es, sus coordenadas X siempre coinciden. Por otra 
parte, es obvio que sus coordenadas Y llegarán a 
coincidir, esto es, las piedras efectivamente chocan. 

Las ecuaciones de movimiento son 
Piedra lanzada desde arriba 

2 9.8x 2 
y = 55--- ~ 55-0.019x 

2(16) 2 

Piedra lanzada en la base de la torre 

y = (tan 60' )x 

, 
9.8x · 2 

2 = 1.732x-0.0 19x 
2(32 cos 60') 
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(La fórmula dada anterionnente para la trayectoria 
debió ajustarse en el caso de la piedra lanzada desde 
arriba de la torre, pues ésta no parte del origen sino del 
punto Yo ~ 40 m). 

Igualando las y's obtenemos 

55 ~ 1.732 x, x,~31.75 m 

y, ~ 55 - 0.019x ,' 

y , ~ 55 - 00 19(3 1.75)' ~ 35.85 m 

5.8. Problemas 

1. Se dispara una bala con una velocidad cuya 
componente horizontal es 500 m/ s. ¿A qué ángulo debe 
dispararse para que dé en una marca situada a lA m por 

arriba del punto de proyección, a una distancia de 400 
m? 

1.4 ro 

------.~ 
--- - --- -- -4iici;;'- -- ------T 

2. Una partícula es proyectada desde lo alto de un 
acantilado a 100 m sobre el nivel del mar, con una 
velocidad de 25 mi B y a un ángulo de 37° con la 

horizontal. Calcular qué tan lejos de la base del 
acantilado golpea la superficie del mar. 
Resp. 126 m. 

37" 

~'T 
100 111 

3. Un niño puede lanzar una piedra, lo más lejos 
óptimamente, hasta una distancia de 40 m. ¿Con qué 
velocidad la lanza y cuánto tarda la piedra en el ai re? 
Resp. 19.8 mIs; 1.69 s. 

1-71 

4. Se proyecta una partícula hacia adentro de un túnel 
horizontal de 5 m de alto, con una velocidad de 50 mI s. 

¿Cuál es el mayor alcance posible? 
Resp.99",. 

5ro 

5. Un cuerpo es lanzado bajo un ángulo tal que su 
alcance horizontal es cinco veces su máxima altura. 
Calcular el ángulo al que se lanzó. Para un alcance de 
200 ro.. hallar la velocidad inicial y el ti empo de vuelo 

correspondientes . 
Resp. arctan(4/5); 44.8 mI S. 

~ 
1- 5h ·1 

6. El máximo alcance de un rifle es 25 km. Hallar la 
velocidad de salida de la bala y la altura de la misma 
después de que ha viajado 6.4 km horizontalmente. 
Resp. 0.495 km/ s ; 4.8 km. 

7. Se desea que el alcance de un proyecti l sea R, y que 
su tiempo de vuelo sea T. Demostrar que el ángulo de 
lanzamiento debe ser 

(
gT

2
J 9 = arctan 2R 

8. ¿Qué velocidad inicial rrumma debe tener un 
proyectil para poder librar una pared de 12 m de altura, 
distante 15 m, y pegar en el plano horizontal de la base 
de la pared a una distancia de 8 m más allá de la misma? 

El punto de lanzamiento está al mismo ni vel que la 
base de la pared. 
Resp. 16.1 mI s . 
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12m 

1" 
15m ·1" ·1 

9. Una bala de cañón explota en un punto al mismo 
nivel del cañón, a los 10 s de haber sido disparada. El 
sonido de la explosión llega al cañón después de un 
lapso adicional de 3 s . Hallar el ángulo de elevación 
de l cañón y la ve locidad inicial de la bala. (Tome la 
velocidad del sonido igual a 335 mi s). 
Resp. arctan(0.49); II 1.8 mi s. 

10. Se lanza un proyectil con una velocidad de 245 mI s 
bajo un ángu lo de 60° con la horizontal, desde el pie de 
un plano de inclinación 30°, Hallar el alcance D sobre 
el plano inclinado y el tiempo para el impacto. 
Resp. 4083 m; 25.5 s . 

, , 
30' 
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CAPÍTULO 6 

LAS LEYES DE NEWTON DE LA MECÁNICA 

6.1. Enunciados de las leyes de Ncwton. 
He aquí los enunciados de las leyes de 

Newtao, tal como fueron dados originalmenl'e en 1687: 

Primera ley 
• Todo cuerpo material persiste en su estado de 

reposo o de movimiento uniforme en linea recta, a 
menos que sea obligado a cambiar es te estado por 
la aplicación de una fuerza externa no balanceada. 

Segunda ley 
• La fuerza neta externa (no balanceada) que actúa 

sobre un cuerpo material es directamente propor· 
cional a, y está en la misma dirección que, la 
aceleración del cuerpo. 

Tercera ley 
• A loda acción siempre se le opone una reacción 

igual, o: las acciones mutuas de dos cuerpos son 
siempre iguales y dirigidas en sentidos opuestos. 

Las leyes de Newtao están fonnuladas para 
partículas, esto es, cuerpos muy diminutos en 
comparac ión con e l ámbito espacial donde se 
desarrollan sus movimientos. Estas leyes se pueden 
extender a cuerpos rígidos (cuerpos extendidos), para 
los cuales las dimensiones geométricas son relevantes. 
La posición de una parncula en el plano XY 
corresponde a la de un punto de dicho plano, y se da 
mediante una pareja de coordenadas, que podrían ser 
las cartesianas (x, y), las polares (r, e), etc. 

Presentaremos a continuación una discusión 
didáctica de las leyes de Newton. 

6.2. Sobre la primera ley de Newton 
La primera ley proporciona un criterio para 

reconocer cualitativamente la presencia de una fuerza 
no balanceada, a saber: si se observa que, en un 
momento dado, una partícula que se venía moviendo en 
línea recta con velocidad constante experimenta una 
desviación de es ta linea recta, entonces se puede 
concluir que en dicho momento entró en operación una 
fuerza DO balanceada sobre la panícula. La fuerza no 
balanceada es pues la "causa" del cambio de velocidad, 
es decir, de la acele ración que experimenta la particula. 

De acuerdo con la primera ley, los cuerpos 

oponen una resistencia a cambiar su estado de reposo o 
de movimiento uniforme en línea recta , en el sentido de 
que es necesaria una influencia externa (una fuerza no 
balanceada) para sacarlos de dicho estado. Esta 
propiedad de los cuerpos se denomina inercia . 

Por la primera ley, las fuerzas que actúan 
sobre un cuerpo en reposo es tán balanceadas, es to es, la 
suma vectorial de todas estas ñlerzas es igual a cero: 

(1) 

La ecuación (1) es la ecuación fundamental de la 
estática de la partícula. Dado que no excluye el caso en 
que el cuerpo se mueve con movimiento uni forme , la 
condición (1) es solamente necesaria (no es suficiente) 
para el equi librio estático (el estado de reposo). 

Demos un ejemplo de "equilibrio dinámico". 
Una gota de lluvia se fonna en la nube y desciende, 
supongamos que vertical­
mente, con la aceleración 
de caída libre inicialmente . 
Conforme la gota adquiere 
velocidad experimenta una 
fuerza de resistencia del 
aire. Esta resistencia va 
aumentando con la 
ve locidad, y va provo­
cando que la aceleración 
de la parucula vaya 
disminuyendo desde su 
valor inicial "g". Llega un 
momento en que la 
resistencia R se hace igual 
al peso de la particula , mg. 
En este momento las 
fueí¿as están balanceadas, 
de tal modo que a partir de 
entonces la velocidad de la 
gOla permanece constante 
(su movimiento es uni­
forme desde entonces). 

R 

( .= 0 
(v;; constmte) 

mg 

Fig.l 
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6.3. Sobre la segunda ley de Newton 
De acuerdo con la segunda ley, la fuerza Fnela 

sobre un cuerpo es proporcional a la aceleración a: 

(2) Fneta oc a 

Evidentemente, el factor de proporcionalidad debe ser 

constante, y una propiedad exclusivamente del cuerpo 
considerado. Se le llama a este factor la masa del 
cuerpo, de tal modo que (2) se escribe en la fonna 

La masa "m" de un cuerpo es una medida 
cuantitativa de su inercia puesto que, por (3), si 
consideramos dos cuerpos A y B, el segundo con el 
doble de masa que el primero, entonces para producir 
una misma aceleración a ambos cuerpos es necesario 
ap licar el doble de fuerza al cuerpo con la doble masa. 
Este último cuerpo "tiene mayor inerc ia" que el 
primero, se res iste más a ser acelerado. 

La segunda ley introduce as í dos conceptos 
nuevos: el de fuerza y el de masa. Para pod!::r obtener 
una medida cuantitativa de cualquiera de estas 
cant idades es menester contar previamente con un 
método para medir la otTa. Lo que se hace es 10 
siguiente : 

Se escoge un cuerpo especial, único, como el 

estándar universal de masa. A este cuerpo, denominado 
el kilogramo patrón , se le asigna así una masa unitaria 
cuyo valor se define como un k i logramo ( 1 kg). El 

kilogramo patrón es un cilindro compuesto de una 
aleación de 90% de platino y 10% de iridio, que se 
conserva en la Oficina lntem acional de Pesas y 
Medidas en Sevres, un suburbio de París. 

Ya con esta referencia podemos medir fuerzas. 
El procedimiento consistiría en aplicar la fuerza a medir 

al kilogramo patrón, y medir la aceleración que le 
produce. Daremos a continuación una manera de 

hacerlo, va liéndonos de un arreglo idealizado. 
Colocamos el kilogramo patrón sobre una 

superficie horizontal Jisa (esto es, fri cción insigni­

ficante). Sujetamos este cuerpo a un resorte muy ligero, 
no calib rado, y j alamos el cuerpo horizontalmente, 
como vemos en la Fig. 2. En este escenario la única 

fuerza no balanceada es la fuerza del resorte (ya que s i 
damos un impulso al cuerpo es tando sólo, se moverá 
con ve locidad constante - supuestamente- a lo largo de 

la mesa lisa) . 

1 kg 
F [}-vMvM,.---

Superficie lis a 

Fig. 2 

Si el j alón se controla de modo que la 

configuración del resorte se mantenga invariable, 
entonces la fuerza es constante 1, Y la aceleración es por 

lo tanto también constante. La medida de la aceleración 
nos da la medida de la fuerza. Por ejemplo, s i se 

observa que el cuerpo adquiere una aceleración de 2 
m/ s I

, entonces la fuerza del resorte es 

m 
F ~ ma ~ 1 kg ·2-~ 2 N 

. 2 

donde hemos definido la unidad de fuerza 

(4) 
m 

l kg ·-= I N = I newton 
s 2 

De esta maDera podemos calibrar un resorte para medir 

fueí.laS en algún rango de valores, construyendo así un 
dinam ómetro . 

De hecho, el dinamómetro DOS permite luego 
medir masas. Para ello aplicamos una fuerza conocida, 
medimos la ace leración resultante, y aplicamos la 

relación (3). De esta manera la segunda ley de Newton 

y la elección arbitraria del estándar de masa determinan 
la unidad de fuerza, y nos facilitan asimismo un método 
operacional para medir masas. 

De acuerdo con la segunda ley de Ncwton, 
toda aceleración es debida a una fuerza (no 

balanceada). Podemos producir aceleracioncs jalando o 
empuj ando cuerpos mediante contacto directo con otros 

cuerpos, como resortes, cuerdas, etc. Pero también 
podemos acelerar un cuerpo simplemente dejándolo 

caer cerca de la superficie terrestre . El cuerpo 
experimenta en estc caso una ace leración que se denota 
con la lerra "g", cuyo valor es aproximadamente 

(5) 
m 

g ~ 9.8 ;;> 

1 De acuerdo con la ley de Hooke para cuerpos elásticos, si se repite 
la experiencia, elongando al resane en la misma cantidad , se obtendrá 
el mismo valor medido para la aceleración. En otras palabras , la 
fuerza del resorte se puede suponer conSI:mle si la deformación es la 
misma. La experiencia es perfectamente reproducible en el 
laboratorio. 
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La "g" se denomina aceleración de caída libre o 
aceleración de la gravedad. Su valor depende de la 
10caHdad terrestre y varía a lo más en un 0.5 % sobre 
todo el planeta. 

La fuerza responsable de la aceleración de 
caída libre se denomina el peso del objeto (o también 

fuerza gra,'itatoria), y es una fuerza debida a la Tierra . 
La existencia de la fuerza gravitatoria. junto 

con la primera ley de Newton, nos proporcionan un 
método alternativo para medir masas, como se explica a 
continuación. 

Tomemos un resorte calibrado en unidades de 
fuerza, como explicamos anterionnente, y sujetemos en 
su extremo un cuerpo cuya masa deseamos medir. 
Dispongamos el resort'c verticalmente, como se muestra 
en la Fig. 3, y dejemos que el sistema llegue al reposo. 

Fig.3 

Por la primera ley de Newton tendremos que la fuerza 
neta sobre el cuerpo es cero, es decir, la fuerza ejercida 
hacia arriba por el resorte es igual al peso del cuerpo, 
ejercido por la Tierra hacia abajo. Dividamos la fuer¿3 
del resorte por la aceleración de la gravedad en la 
localidad presente. Obtenemos así la IDdsa del cuerpo. 
Esto constituye un método estático para medir masas 
(en contraposición al método dinámico mencionado 
anteriormente). 

Sin embargo, ¿realmente estamos midiendo 
con este método aquel10 que hemos definido antes 
como la masa del cuerpo? Veamos. 

En e l método dinámico para medir masas (con 
el arreglo experimental de la Fig. 2) el cuetpo es 
acelerado por el jalón de la fuerza aplicada, y la masa 
así determinada es verdaderamente una medida de la 
inercia de l cuerpo. Aquí no entra para nada la fuerza de 
atracción gravitatoria Tierra-Cuerpo. De hecho el 
experimento puede realizarse en un lugar del espacio 
exterior donde las fuerzas gravitatorias sean práctica­
mente inexistentes. Por otra parte, el método estático 110 

podria llevarse a cabo sin la existencia de la f uerza 

2-5 

gravitatoria. En este caso el método depende de una 
propiedad de los cuerpos materiales, muy distinta de la 
propiedad de inercia, a saber, la de ser atraídos por la 
Tierra (tómese aquí un tiempeciHo para convencerse de 
es ta afmnación). Aquí la propiedad de inercia no 
interviene: el cuerpo no está siendo acelcrerado. 

Demos en este punto una analogía. Digamos 
que medimos la distancia entre dos puntos A y B 
mediante dos procedimientos distintos. En el primer 
procedimiento tendemos una cinta métrica a lo largo de 
todo el carnina entre A y B. En el segundo mandamos 
una señal acústica que se hace refl ejar en B y regresa a 
A después de cierto tiempo tR." y calculamos la distancia 
AB mediante la expresión 

1 
AB = - v IR 

2 

donde "v" es la ve locidad del sonido. EstTictamente 
estaríamos núruendo dos cantidades conceptualmente 
distintas . Podriamos llamarlas digamos "distancia 
métrica" y "distancia acústica". Sin embargo, ambas 
medidas arrojan el mismo valor de AB, gracias a una 
ley fisica concerniente a la propagación del sonido. Por 
es ta razón denominamos "distancia" al resultado de un 
u otra medición, fundiendo ambos conceptos de 
"distancia" en uno sólo. 

La analogia no es perfecta, pero da una idea de 
lo que queremos decir. Con el método dinámico 
estamos midiendo una propiedad de los cuerpos que se 
denomina masa inercial; con el método estático 
es tamos midiendo una cantidad distinta que se 
denomina masa gravitatoria . 

Ahora bien, es un hecho sorprendente que el 

resul tado es el mismo con ambos métodos de medición 
(de nuevo, tómese un momento para convencerse de 
que no necesariamente ambos métodos deb~rían arrojar 
el mismo valor de la "masa"). Esto viene confinnado 
experimenta lmente con una precisión extraordinaria. Es 
decir, 

La masa inercial es igual a la masa gravitatoria 

Semejante igualdad no es accidental , SInO que 
tiene un signi ficado muy profundo, pero no nos 
corresponde en este curso introductorio ir más allá de lo 
que hemos expuesto. 

No habrá necesidad, pues, de distinguir entre 
masa inercia l y masa gravitatoria; ambos conceptos los 
fundimo s en uno sólo: la masa del objeto, a secas. 
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De acuerdo con la segunda ley de Newtoll, el 
peso de un cuerpo, o fuerza gravitatoria, denotado con 
"\V", es igual al producto 

(6) W = mg 

donde "g" es la aceleración de caída libre en e l lugar 
terrestre considerado. Notemos que el peso varía 
ligeramente con el lugar, y es una fuerza asociada con 
el planeta Tierra. 

El peso de un mismo cuerpo es distinto en 
distintos planetas. dado que la aceleración de caída 
libre es distinta en cada caso. La masa, sin embargo, es 
una propiedad universal , y es la misma en cualquier 
lugar del espacio fisico. 

La segunda ley de Newteo no especifica cuál 
es la fuerza en una situación dada. Esto es algo que 
debe investigarse por separado. Para aplicar la segunda 
ley de Newton es necesario investigar las fuerzas, cuyas 
expresiones matemáticas podrían deducirse teórica­
mente, o de las observaciones experimentales, o bien 
"fenomenológicamente" (empíricamente), como es el 
caso de la fuerza de fricción cinética, cuya expresión, 

(fl = coeficiente de fricción, N = fuerza normal) se saca 
de mediciones en el laboratorio. 

Otra fuerLa común es la que ejerce un resane 
elástico lineal. Si x es la defonnación del resorte, 
entonces esta fuerza puede ponerse en la forma 

F =- kx 

donde "k" es la constante elástica del resorte. (El origen 
del Eje X se toma en el punto donde el resorte no está 
deformado.) 

El mismo Newton, basándose en datos 
obtenidos observacionalmente por Kepler, dedujo la 
expresión de la fuerza de atracción gravitatoria. 

6-40 Ley de gravitación universal de Newton 
La fuerza de atracción gravitatoria entre dos 

partículas de masas mi Y m2 es una fuerza de magnitud 

(7) 

(Véase la Fig. 4). G es la llamada constante de 

gravitación "niversal, y "d" es la distancia entre ambas 
partículas. 

m, 

Figo 4 

El valor experimental de G es, con tres 

decimales, 

G = 6.672 (10-") (unidades S. I. ) 

La fuerza es central, es decir, está dirigida a 10 largo de 
la línea recta determinada por ambas partículas. 

Se puede demostrar con los métodos del 
cálculo integral que la expresión (7) también es 
aplicable al caso en que una de las partículas se cambia 
por una esfera homogénea (Fig. 5). 

rigo 5 

En este caso la distancia Ud" se mide desde el centro de 
la esfera hasta la particula. 

Se deduce que (7) también da la fuerza entre 
dos esferas uniformes. La distancia "d" sería ahora la 
que hay entre los centros de las esferas. 

Apliquemos la ley de gravitación al caso 
especial de la fuerza entre la Tierra (masa M T) y un 

obj eto de masa "m" situado cerca de su superficie. 
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Fig.6 

Dado que la distancia entre el centro de la Tierra y el 
objeto es prácticamente igual al radio de la Tierra, R, 
tenemos que (7) se vuelve 

(8) 

Calculemos el factor de " m" (unidades S.! .): 

(~) 
.2 

Este valor es precisamente lo que hemos denotado antes 
con <eg", de tal modo que (8) se puede poner también en 
la forma 

(9) 

la cual, naturalmente, coincide con la expres ión general 
del peso dada en (5). 

En la tabla que sigue damos los valores de la 
ace leración de la gravedad para algunos cuerpos del 
sistema solar. Todos los valores son relativos a los 
terrestres. 

Cueroo Masa Radio 2 

Luna terrestre 0.0123 0.25 0. 19 

Mercurio 0.05 0 .38 0.35 

Júoiter 3 17.9 11.23 2.58 

Sol 332,831.3 109.2 27.9 

En la Tierra, el peso de un cuerpo cuya masa 
es l kg es 

(10) 
m 

W ~ mg ~ 1 kg x9.8 - ~ 9.8N 
. 2 

2-7 

En Júpiter, un cuerpo de masa de 1 kg tendría 
un peso 2.58 veces mayor que en la T ierra (25.28 N). 

6.5. Sobre la tercera ley de Newton 
La tercera ley de Newtao expresa que: 

Si un cuerpo A ejerce una fuerza FAS sobre un 
cuerpo B, entonces éste ejerce sobre el primero una 

fuerza FBA igual a - F AB, es decir, 

( 11 ) FSA=- FAB 

Cualquiera de estas fuerzas se nombra la acción , y la 

otra recibe automáticamente el nombre de reacción , de 
tal manera que 

acción = reacción 

No se implica aquí una relación causa-efecto : la 
"acción" no es la causa de la "reacción"; son solamente 
nombres. 

La tercera ley de Newton nos penni te entender 
cómo se " transmiten" las fuerzas de cuerpo a cuerpo. 
Veamos. 

La noción básica de fuerza se remonta a la 
acción de nuestros músculos: al jalar o empujar un 
objeto estamos ejerciéndole una fuerza . 

Las fuerza s se caracte rizan por dos efectos: 

- Pueden deformar cuerpos restringidos 
a no moverse. 

- Pueden acelerar cuerpos libres de moverse 

(es decir, modificarles su velocidad). 

Al jalar un resorte sujeto a una pared (Fig. 7), 
el resorte se deforma, aumentando de longitud. El 
efecto de la fuerza ejercida por el brazo es deformativo. 

Hg.7 
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No es el resorte el único cuerpo que se deforma; 
también la pared sufre una deformación (casi impercep­
tible, pero mensurable), así como los dedos de la 
persona que jala el resorte. Los tres cuerpos encerrados 
en la Fig. 7 se ejercen fuerzas mutuamente. 

Una sitllación estática es aquella donde todos 
los cuerpos considerados están inmóviles o "en 
rcposo". Se dice que estos cuerpos es tán en equilibrio. 
En una situación dinámica los cuerpos están en 
movimiento, sea éste acelerado o no. 

En una situación estática, fuerzas que actúan 
sobre cuerpos conectados en cadena lineal por cuerdas 
y/o resortes en tensión se transmiten de cuerpo a 
cuerpo. Así, en la Fig. 7 la mano ejerce ciena fuerza F 
sobre el resorte, y el resorte a su vez ejerce la misma 
fuerza F sobre la pared. Para reconocer esta transmisión 
podemos hacer el experimento indicado en la Fig. 8: al 
jalar el resorte derecho observamos que el resone 
izquierdo (que escogemos idéntico al anterior) se 
deforma lo mismo una vez que el bloque se mantiene 
en reposo. La fuerza de la mano aplicada sobre el 
resorte derecho se transmite al bloque, y de este cuerpo 
al resorte izquierdo y fmalmente a la pared. 

Fig.8 

En un sistema en equilibrio, en general todos 
sus elementos se ejercen fuerzas mutuas. Gracias a la 
tercera ley, el equilibrio del sistema garantiza el de 
todos y cada uno de sus elementos. Todos ellos 
"coexisten pacíficamente" en equilibrio) y es vá lida una 
ecuación del tipo "1: F = O" para cada elemento, o 
combinación de éstos, o todo el sistema completo. 

Al colocar un bloque sobre una mesa (Fig. 9), 
la mesa se deforma, Se deduce que el bloque está ejer­
ciendo una fuerza sobre la mesa2

• Recíprocamente la 
mesa ejerce una fuerza sobre el bloque (que también lo 
deforma), la cual evita que el bloque acelere hacia 
abajo. 

l Seria un error afirmar que la Tierra es la que deforma la mesa. Si no 
estuviera el bloq ue sobre la mesa, ésta no sufrirla la deformación. Así 
pues, el bloque es el responsable directo de la defonnación de la 
mesa, a rravés de una fuerza de contacto denominada "fuerza 
normal". 

o 
Fig_ 9 

Efectivamente, por una parte la Tierra atrae al 
bloque con una fuerza que es el peso del bloque; por 
otra parte el bloque ejerce sobre la mesa una fuerza de 
contacto deformativa (llamada fuerza normal), la cual 
por razones de equilibrio es precisamente igual al peso 
del bloque. La fuerza de la Tierra sobre el bloque la, 
transmite el bloque a la mesa. 

En una situación dinámica las fuerzas ya no se 
"transmiten" con su mismo valor. Veamos. 

En la situación dinámica (acelerada) represen­
tada en la Fig. 10 la mano empuja con ciena fuerza FA 
al bloque A. Por su parte, el bloque A empuja con 
cierta fuerza Fa al bloque B. Resulta que FA :1; Fa: la 
fuerza de la mano ya no se transmite al bloque B con el 
mismo valor. Entran en j u~go aquí las propiedades 
inerciales de los bloques (sus masas): el bloque B 
"capta" solamente la fuerza Fa necesaria para igualar su 
aceleración con la del bloque A, de modo que los dos se 
muevan juntos. Esta fuerza es menor que la que FA que 
necesita ejercer la mano sobre el bloque A para acelerar 
al conjunto {A, B}, cuya masa es mayor. 

Bloque A "\. Bloque B 

~ 
Fig_ 10 

La tercera ley de Newton permite asimismo un 
"escalamiento" de la expresión F = roa, como expl ica­
remos a continuación. 

Consideremos un cucIlJo rígido extendido. Las 
moléculas del cuerpo se ejercen mutuamente fuerzas 
(predominantemente de tipo eléctrico), que se 
denominan fuerzas internas. Supongamos que exista 
una fuerza externa FexI no balanceada sobre el cuerpo. 
Se puede demostrar que la siguiente relación es válida: 

(12) Fext ~ M a G 
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donde M es la masa del cuerpo y 3 G es la aceleración de 
un punto especial del mismo, "G", denominado centro 
de masa . 

Vemos que la ecuación (12) tiene la misma 
forma que la segunda ley de Newton, ecuación (3). Sin 
embargo, (12) se refiere no a una partícula, como 

aquella, sino a un cuerpo extendido. 

6.6. Principio de superposición de las fuerzas 
El efecto (defonnativo o acelerador) de una 

fuerza depende no solamente de la intensidad o 
magnitud de la fuerza, sino también de su dirección. 
Supongamos que un bloque se jalara con un resorte 
inclinado con respecto a la horizontal, como ve rnos en 
la Fig. 11. Observaríamos que la aceleración producida 
es menor que la correspondiente a si se jalara horizon­
talmente. Esto se explica asociando a la fuerza del 
resorte una dirección: precisamente la dirección del eje 
longitudinal del resorte (en el sentido bloque-+resorte). 

Las fuerzas son vectores. Según las leyes de 
Newton. en la Fig. 11 es la componente horizontal de la 
fuerza del resorte la que produce la aceleración 
horizontal del bloque. La componente vertical de esta 
fuerza no produce aceleración horizontal, sino que sirve 
para contrarrestar la presión del bloque sobre la mesa. 

Fig.1I 

¿Qué pasa si aplicamos al bloque dos fuerzas 
F I Y F 2 simultáneamente, contenidas en el plano de la 
mesa? (Véase la Fig. 12 .) 

Mesa (Vista superior) 

F, .. 

F2 

Fig.12 

2·9 

Encontraríamos que el efecto acelerador conjunto de las 
fuerzas F I Y F 2 sería el mismo que el que produciria 
una sola fuerza R igual a la suma vec torial de las dos 

fuerzas dadas, 

R = F,+ F, 

Esta regla para combinar fuerzas se denomina principio 
de superposición de las fuerzas. El efecto de una fuerza 
sobre un cuerpo no depende de la existencia de otras 
fuerzas que actúen sobre él. 

6.7. Marcos de referencia inerciales 
Las leyes de Newton no son válidas en todo 

marco de referencia. Es fácil darse cuen~a de ello, como 

veremos a continuación. 
Consideremos una partícula en movimiento 

uniforme con respecto a un observador A. Supongamos 
válidas las leyes de Newton para este observador, y 
además que según él no existan fuerzas no balanceadas 
sobre la partícula (o no existan fuerzas en absoluto). 
Por otra parte, sea B otro observador apostado sobre un 
marco de referencia giratorio con respecto al marco de 
A (sobre un carrusel, como se muestra en la Fig. 13). 

B 

Fig.13 

El movimiento de la part ícula, visto por B, ya 
no será uniforme. Con respecto a él la partícula 
describe una espiral con ve locidad variable. Pero el 
sólo hecho de cambiar el marco de referencia no 
introduce fuerzas nuevas sobre la part ícula. Es decir, 
tanto el observador A como el B detectan las mismas 
fuerzas sobre la partícula. Sin embargo, la primera ley 
de Newton no es válida para a, puesto que el 

movimiento de la part ícula no es unifomle a pesar de 
que no existen fuerzas no balanceadas sobre ella. 
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Un gran triunfo de las leyes de Newton, junto 
con la ley de gravitación universal, consistió en 

explicar el movimiento de los planetas y lunas del 

sistema solar. El marco de referencia subyacente fue el 
Sol junto con algunas de las llamadas "estrellas fijas,, 3. 
Con ayuda de estos objetos celestes se puede construir 
un sistema de coordenadas (p.ej . uno de los ejes puede 
dirigirse desde el Sol hacia una estre lla determinada), 

con ayuda de l cual se puede registrar el movimiento de 

los planetas y demás cuerpos celestes como asteroides, 
lunas y cometas. 

En lo tocante al movimiento de cuerpos 

materiales cerca de la superficie terrestre y en el 
sistema solar, las leyes de Newton son válidas (con 
asombrosa precis ión) en tal marco de referencia, 
denominado el marco de las estrellas fijas . Esto viene 
corroborado por el experimento . 

Las leyes de Newton también son válidas con 

respec to a cualquier otTo marco de referencia que se 

traslade con veloc idad (vectorial) constante 
(movimiento uniforme) con respecto al marco de las 

estrellas fijas . La razón es que en ambos marcos se 
mide la misma aceleración para toda partícula, de tal 
manera que las expresión de la segWlda ley, F = roa , 
contiene cantidades del mismo valor en uno y otro 
marco. 

Se da el nombre de marco de referencia 
inercial a eSlas marcos donde valen las leyes de 
Newton. 

La Tierra no es un marco de referencia 

inercial, pues no se mueve con velocidad constante con 
respecto al marco de las estrellas fijas. De hecho, el Sol 
tampoco, sino que describe una órbita dentro de nuestra 
galaxia, la Vía Láctea, invirtiendo unos 250 millones de 

años en completar una revolución. 
Sin embargo, si consideramos tiempos no muy 

grandes, podemos suponer para fmes prácticos que el 
Sol y la Tierra son marcos inerciales. Veamos. 

En el lapso de un año, digamos, el movimiento 
del Sol con respecto a las estrellas fijas se lleva a cabo 
prácticamente en línea recta y CaD velocidad constante. 
Por esta razón podemos considerar como inercial al 
marco del Sol. Es más, podemos extender a muchísimo 
más de un año esta consideración. 

En lo que respecta a la Tierra, sabemos que 

describe una elipse alrededor del Sol, y que además gira 

J Las estrellas fijas son algunas estrellas espec iales de las más lejanas 
a la Ti erra . Dada su lejanía, estas estrellas parecen ocupar puntos fijos 
en la esferd celeste durante siglos. 

en tomo a su eje norte-sur, completando un giro cada 

día (es un carrusel ce le~te). Ahora bien, al analizar 

desde el marco Tierra el movimiento de lUla partícula, 

podemos aplicar las leyes de Newton al movimiento 

s iempre y cuando el período de observación no se 
extienda durante un tiempo prolongado (que puede ser, 

de segundos, minutos e incluso boras, según el tipo de 

movimiento en consideración y el grado de precisión 
deseado). 

La segunda ley de Newton se puede formular 

de tal manera que sea aplicable a marcos de referencia 

no inerciales. Su expresión ya no sería simplemente l ~ 

que conocemos, F = m a, sino que figurarían más 
términos, que contendrian la velocidad y la aceleración 
del marco no inercial considerado con respecto a un 
marco de referencia inercial. Sin embargo, no 

entraremos a este asunto en este curso introductorio. 
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CAPÍTULO 7 

LEYES DE NEWTON. FUERZAS CONSTANTES 

7. L El problema general. 
El problema general que abordaremos en este 

capitulo se puede formular así: 

Un cuerpo, que suponemos es una 
pardcula, se halla sometido a varias fuerzas 
constantes, de tal manera que su 
aceleraci6n también es constante. La 
partícula está restringida a moverse en 
línea recta mediante superficies y otros 
apoyos. Se trata de calcular la aceleración y 

las fuerzas de restricción desconocidas. El 
problema puede implicar varias partículas 
que interactúan mediante contacto simple, 
cuerdas inextensibles, varillas ligeras, etc. 

Un cuerpo se puede modelar como "partícula" 
cuando: 

- Las fuerzas que acnían sobre él son todas 
concurrentes: sus lineas de acción se intersecan en UD 

punto. 
- Aun si las fuerzas no son concurrentes, son 

tales que no producen movimiento de rotación del 
cuerpo, y por otra parte nos interesa solamente el 
movimiento traslacional, 10 cual significa en particular 
que en el problema no intervienen los puntos de 
aplicación de las fuerzas. 

Hay casos en que un conjunto je cuerpos (en 
contacto simple o unidos mediante cuerdas tensas, 
varillas rígidas, etc.) se puede tratar como si fuese una 
partícula. Esto se puede hacer cuando el conjunto es 
rígido como un todo, de tal manera que todos los 
cuerpos del conjunto se mueven con la misma 
aceleración. La fuerza sobre esta "partícula" sería la 
fuerza externa total sobre el conjunto de cuerpos 
(Consulte los ejemplos 1, 2, 4 un poco más adelante). 

7.2. Método para resolver el problema general 
El procedimiento para resolver el problema 

general incluye las siguientes tareas: 

1. Hacer los diagramas de cuerpo libre (De L's) de 
todas y cada una de las partículas implicadas. 
Incluir aquí las hipótesis pertinentes. 

2. Escoger un sistema de ejes cartesianos X-y para 
cada partícula. Fijar el origen del tiempo. 

3. Aplicar a cada partícula la segunda ley de Newton 
(o sea, plantear la ecuación de movimiento de 
cada partícula). 

4 . Hacer un recuento de incógnitas y ecuaciones. 

5. Tomar en cuenta cualesquiera condiciones 
cinernáricas o dinámicas aplicables al problema. 

6. Los pasos 3 y 5 producen un sistema de ecuaciones 
que debemos resolver para las incógnitas. 

Para recordar estas etapas en la resolución del 
problema le daremos a este método un nombre muy 
fácil de recordar: método DELIRO. Está sugerido no 
por experiencias personales en el aula sino por el 
siguiente acróstico: 

Diagramas de cuerpo libre 
E jes y referencia de tiempo 
L eyes de movimiento 
1 ncógnitas y datos 
Relaciones cinemáticas y/o dinámicas 
O peraciones matemáticas 

Comentarios sobre las etapas del método. 
• Diagramas de cuerno libre. 

En esta primera etapa se identifican todas las 
fuerzas que actúan sobre la partícula considerada. Este 
análisis de fuerzas se presenta en el diagrama de cuerpo 
libre, un método gráfico muy poderoso para visualizar 
la relación fuerzas-movimiento y para plantear las 
ecuaciones de movimiento. 

Es muy importante señalar que en el DCL 
vienen incorporadas las hipótesis que se adoptan tanto 
para hacer manejable matemáticamente el problema 
como para estudiar condiciones particulares del 
movimiento. 

Entre las hipótesis más comWles tenemos las 
siguientes: 

(a) Cuerdas inextensibles y sin masa ("ligeras" 
o "ingrávidas"). 

(b) Poleas lisas y ligeras (sin masa). 
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(e) Vari llas rígidas y sin masa. 
(d) Existencia o no de fricción en el contacto 

de un cuerpo sobre otro. 
(e) Cuerpo a punto de deslizarse (o "en movi­

miento inminente") sobre otro cuerpo móvil o super­

ficie fija . 

(f) Situación exacta en la que dos cuerpos 
dejan de hacer contacto. 

(g) Igualdad de aceleraciones de dos cuerpos 

conectados. 
Etc. 
Las bipótesis (e), (f) y (g) dan lugar a rela­

CIOnes matemáticas. Al respecto, en los DCL's 

usaremos la siguiente notación: 

Coeficiente de fricción estática: Il 
Fuerza de fr icción estática 

(menor que la máxima): f 
Fuerza de fricción estática máxima: fm = I-l N 

Coeficiente de fricci ón cinética: I-lc 

Fuerza de fr icción cinética: fe = ¡...te N. 

Recuerde, entonces, que la fricción cinética y su coefi­

ciente correspondiente llevan e l subíndice "c", 
En los DCL's a veces incluiremos el vector 

aceleración, si bien dibujándolo con trazos a rayas, para 

no confundirlo con una fuena, así: 

----- - ---+ 

• Ejes y referencia de tiempo. 
Dado que el movimiento es rectilíneo, 

conviene usar unos ejes cartesianos X-y. En la mayoría 

de los ejemplos situaremos el Eje X de modo que 
apunte en la dirección supuesta de la ace leración. 

• Leyes de movimiento. 
A cada particula se le aplican las ecuaciones 

• Incógnitas y datos. 
Obviamente, desde el principio debemos saber 

cuáles son los datos del problema, y cuáles las 
incógnitas. De todas maneras, en esta etapa conviene 
hacer un recuento de datos e incógni tas, con objeto de 
averiguar si ya se tiene un sistema completo y 
consistente de ecuaciones. En caso de faltar ecuaciones, 

se obtendrán en la siguiente etapa de l método. 

• Relaciones cinemáticas y dinámicas. 
Las relaciones cinemáticas son ecuaciones 

entre las aceleraciones de dos o más cuerpos inter­

conectados. 
Las relaciones dinámicas son ecuaciones en 

las que figuran fuerzas. Por ejemplo, una ecuación del 

tipo "fe = ~c N" es una relación dinámica. Otra de este 

tipo sería "N = O" (que corresponde al caso en que un 

cuerpo deja de hacer contac to con otro, de modo que la 
fuerza normal de contacto, N, se vuelve nula). 

• Operaciones matemáticas. 
Las dos etapas anteriores deben proporcionar 

un sistema completo y consistente de ecuaciones. 

Hasta aquí los comentarios sobre el método 

DELIRO. Ilustraremos el método en los ejemplos. 

Abara bien, el método DELIRO describe 
solamente el aspecto de mecanización en la resolución 

del problema. Sirve principalmente como recordatorio 
de unas etapas que no hay que pasar por alto. De mayor 
importancia son los siguientes puntos: 

• Antes de atacar el problema debemos formarnos 
una idea de cómo se moverá el sistema. A este 

respecto ayuda el darle valores exageradamente 
pequeños o grandes a los parámerros; analizar un 

problema similar pero simplificado, etc. 
En otras palabras, hay que tener cierra idea de 

qué clase de solución esperamos. Esto se adquiere 

con bastante práctica. 
Conforme vamos resolviendo problemas 

vamos aprendiendo nuevas formas de "pensar 

fisicamente". y adquiriendo más confianza en la 

aplicación de las leyes físicas. Ello nos permite 
desarrollar nuestra capacidad de análisis e intuición 

física. 
Los problemas no siempre arrojarán resultados 

que concuerden con nuestra intuición. En estos 
casos debemos ajustarla . Una intuición fisica bien 

desarrollada nos pennite describir y analizar 
nuevos problemas en los términos más simples a 
nuestro alcance, y ser capaces de predecir el 
comportamiento mecánico sin necesidad de hacer 
muchos cálculos o resolver detalladamente el 

problema. 

• En la primera etapa, la de los DeL 's, enunciamos 
y aplicamos las hipótes is bajo las cuales 

resolveremos el problema. 
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Una vez resuelto el problema, cualquier 
hipótesis que se haya formulado de partida debe 
validarse a la luz de la soluc ión del problema. Si 

alguna de las hipótesis no se cumple la solución 
obtenida no es vá lida, y el problema debe 
resolverse otra vez desde el principio, adoptando 
otras hipótesis. 

Algunas de las hipótesis son cosas sobreenten­
didas, que no es necesario mencionar explícita­
mente. Este es el caso, por ejemplo, para las 
hipótesis: 

T <! O N <! O 

que indican que la tensión T de una cuerda no 
puede ser negativa, lo mismo que la fuerza normal 
de contacto N entre dos cuerpos. Dada la expresión 
matemática de T ó N, deben obtenerse los valores 
límites de los parámetros, por encima o debajo de 
los cuales estas fuerzas se vuelven negativas. 
Análogamente, en algunos casos se trabaja con una 
aceleración que no puede ser negativa, lo cual 
también da lugar a valores límites de los 
parámetros. 

• En muchos problemas 10 realmente interesante no 
es el proceso de llegar a la solución en sí, sino lo 
que la solución expresa. Después de resolver el 
problema debemos hacer W1 análisis de la 
solución . A veces no "entendemos" bien la 
situación fisica en tanto no hayamos examinado la 
solución obtenida . A este respecto conviene 
resolver los problemas usando valores paramé­
tricos para las cantidades re levantes. Esto nos 
permite estudiar la solución en cuanto a casos 
particulares, valores límites, rango de validez de la 
solución, etc. No menos importante es que también 
nos permite detectar errores algebraicos, que 
usualmente vienen revelados por valores absurdos 
de alguna cantidad ("masas negativas", "denomi· 
nadores que pueden valer O sin razón fisica 
alguna", "valores imaginarios de alguna cantidad". 
etc.). En es ta actividad de "variación de 
parámetros" es úti l hacer gráficos de cómo varian 
algunas cantidades al variar otras de las que 

dependen. 

En los primeros 4 ejemplos no describiremos 
con detalle las etapas del método DEURO. Dejamos al 
lector la tarea de identificar estas etapas durante la 
resolución de cada uno de estos ejemplos. 

2-1 3 

7.3. Combinar varias partículas en una sóla 

!E jemplo 1) Dos bloques, de masas 3 y 9 kg, se ponen 
en contacto sobre una superficie horizontal lisa, como 
en la Fig. Ela. Se aplica al conjunto una fuerza de 48 N. 

Calcular la aceleración de cada bloque y la fuerza de 
interacción entre los bloques. 

ñl
)'9 9 ),9 

48H • 

Fig. Ela 

Resolveremos primeramente con todo detalle. 
Empezamos por trazar los diagramas de cuerpo libre 
(DCL's) individuales de los bloques, que se muestran 
en la Fig. El b. "N" es la fuerza de contacto (o fuerza de 
interacción) entre los bloques. 

A continuación planteamos las ecuaciones de 
movimiento para cada bloque. Según el sistema de ejes 
propuesto en la Fig. El b obtenemos: 

Bloque I 

F -N= m, a 

Bloque 2 

F 

~ mlE 

~xN2 
Fig. El b 

En estas 4 ecuaciones figuran 4 incógnüas: N, a, N, y 

N2. La solución del sistema es 

F 
N , = m¡g a 

mi + m 2 

N 
m 2F 

N2 = m2g 
m} + m2 

Notemos que la fuerza de contac to ~ es proporcional a 
la masa m 2 del segundo bloque. 
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Con los valores dados (mi = 3, ffi2 = 9, F = 48, 
en unidades SI) obtenemos 

a ~ 4 mi s ' , N ~ 36 N, N , ~ 29.4 N, N, ~88.2 N 

Resolvamos ahora este mismo problema con 
un método alternativo, como se describe a 
continuación. Sería el método de un "ducho" en estos 
menesteres; en él no hay necesidad de hacer los DeL 's, 
y los cálculos se pueden hacer mentalmente. 

Es obvio que ambos bloques poseen la misma 
aceleración . Es como si fueran un sólo bloque de masa 
12 kg, sometido a la fuerza de 48 N. De am que la 
aceleración valga 

48N m 
a~--~4-

12 kg s2 

Para calcular la fuerza de contacto entre ambos 
bloques notamos que el bloque de masa 9 kg es 
ace lerado so/amente por la fuerza de contacto "N" con 

que 10 empuja el bloque de 3 kg. Entonces, la segunda 

ley de Newton aplicada a este bloque da 

m 
N ~ 9 kg x 4 - ~ 36 N 

.2 

Podemos verificar este cálculo haciendo un análisis 
similar para el bloque de 3 kg. Éste sufre una fuerza 
positiva de 48 kg , Y una negativa (la reacción uN" del 
bloque mayor) de 36 kg, o sea en total 12 N . Como su 
masa es de 3 kg, su aceleración será de 4 m/ s I

, mismo 

valor encontrado anteriormente. 

Ejercicio la. Tres bloques, de masas 2, 8 Y 5 kg, son 
empujados por una fuerza de 45 N, como se muestra en 
la figura. Intente calcular mentalmente la aceleración 
común del conjunto, así como las fuerzas de contacto 
entre los bloques. No hay fricción en ningún lado. 

Resuelva de nuevo el problema "a pie", 
haciendo los DCL's de cada bloque y trabajando con 
valores paramétricos m I, m2. m3 para las masas y para 
la fuerza ap licada. 

_4_5_H_·ñ 
8kg 

5kg 

. , 

Resp. 3 m/ 9' ; 39 N; 15 N. 

Ejercicio 1 b. Los bloques 2 y 3, de masas 50 y 20 kg, 
respectivamente, están unidos por una varilla rígida 
ligera. Calcular la fuerza de compresión de la varilla si 
se aplican las dos fuer¿as mostradas. Suponer que la 
superficie horizontal es lisa. 

50 kg 

120N 3FjOk
9 ~2._0k9 

. 1 2 .. 20 N 
----0>1. : \ 3 

Resuelva a panir de los DCL's de los bloques, o bien 
como sigue: trate el sistema de 3 bloques junto con la 
varilla como si fuesen una sóla partícula. ¿Cuál sería la 
fuerza externa total sobre esta "partícula"? 
Seguidamente calcule la fuerza de compresión de la 
vari lla aplicando la segunda ley de Newton al bloque 3. 
Etc. 
Resp. 40 N. 

E jercicio le. Un tren tiene Wla locomotora de 40 Mg de 
masa (l megagramo = 106 9 = 103 kg), que jala cuatro 
vagones de masas iguales de 10 Mg. Calcular las fuerzas 
en los acoplamientos de la locomotora con el primer 
vagón, y en los de vagón con vagón, suponiendo que el 
tren rueda con aceleración de 1 m/ s 2

. 

Resp. 40, 30, 20 Y 10 MI< (meganewton). 
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!E jemplo 2] Una caja de masa 50 kg es transportada en 

un camión. En cierto momento el camión aplica los 
frenos de modo que su desaceleración es constante, de 
magnitud 6 m/ s 2

, El coeficiente de fricción es tática 

entre la caja y la plataforma del camión es suficiente 
para que la caja no resbale. 

~ 6~ 
"~" ""'" ~,~ 

Fi g. E2 

¿Qué tipo de fuerza es la que desacelera la caja, y 
cuánto vale? Calcular el coeficiente de fricción 
suponiendo que la caja está a punto de resbalar. 

Resolveremos este problema sin necesidad de 
hacer los DeL's. Nuestra hipótesis es que la caja no 

resbala. 
Si la caja no resbala podemos tratar ambos 

cuerpos, caja y camión, como si fueran uno sólo. 
Entonces la caja también tiene aceleración de - 6 m/ s 2

, 

de donde la fuerza horizontal uf " que desacelera la caja 
tiene magnitud 

f ~ 150 kg x (- 6 m/ s')1 ~ 300 N 

Esta fuerza, "f ", no es otra que la fuerza de fricción 
estática sobre la caja debida a la plataforma. 

¿Es válida nuestra hipótesis? 
Para va lidar O invalidar la hipótes is necesita­

mos acotar el coeficiente de fricción estática caja­
plataforma, que denotaremos con " )1". Ahora bien, para 

que la caja no resbale es necesario que en el contacto 
caja-plataforma se genere una fuerza d~ fricción 
estática suficiente para poder frenar la caja con la 

desaceleración supuesta. Pero la fricción estática no 
puede rebasar su valor máximo "fm = flN", que es igual 

a "490 ~" (ya que la nonnal N es el peso de la caja, 
igual a 50 kg x 9. 8 m/ s' ~ 490 N). Debemos (ener 

entonces que! f ¡ S [m, es decir, 

300 ,; ~ 490 o sea ~ ;, 0.6 

Si ~ < 0.6 la caj a resbala , pues no hay suficiente 
fricción como para desacelerarla en 6 m/ s

I
. Si ¡.t = 0.6 

la caja está a pw1l0 de resbalar. 

2- 15 

Ejercicio 2a. Se comunica al sistema de dos bloques 
una aceleración de 2 m/ s 2

. ¿Cuál es el mínimo valor 

del coeficiente de fricción estática entre los bloques 

para que no haya deslizamiento del bloque superior? 

2 rrJs' 1 5kg~ 
I l -----· 

, '" '" '" , .... , < '" '" , '" '" 

Note que no se requiere la masa de l bloque inferior. 

Resp. ~ ~ 0.2 . 

Ejercicio 2b. Se empuja un bloque de 35 kg con una 
fuerza de 150 N, como se muestra en la figura . Sobre 
este bloque descansa otro bloque de 15 kg. El conjunto 

se mueve sobre una superficie lisa, sin que el bloque de 

aniba se deslice. Calcular la fuerza de fricción estática 
entre ambos bloques. ¿Puede calcular el coefi ciente de 

fricción con estos datos? 

15 kg 

150N J ==::J 35 kg 

Resp. 45 N; No. 

7.4. AceJerómetro 

(Ejemplo 3J Un vagón de ferrocarril viaja en línea recta 

con aceleración constante a. Del techo del vagón cuelga 
una bola de masa m atada a un hilo, como vemos en la 
Fig. E3a. ¿Qué ángulo 9 forma el hilo con la vertical 

para una ace leración dada? 

Fig. E3a 

Observe el De l de la bola y nuestra elección 
de ejes en la Fig. E3b. 
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T 
:e 

mg 

Fig. E3b 

Aplicando las ecuaciones 

y notando que las componentes de la aceleración son 

ax = a y ay = 0, obtenemos las relaciones 

(r 1) Tsen8 = ma (ya que a, = a) 

(r2 ) Tcos9 - mg = 0 (ya que ay = O) 

Eliminemos la tensión T de las ecuaciones (rl) 
y (r2), dividiéndolas miembro a miembro: 

Tsen8 ma 
---=-
T eose mg 

(r3) a=gtan8 

A mayor aceleración, mayor es el ángulo de 
inclinación del hilo. Cuando la ace leración tiende a 

infinito, dicho ángulo tiende a 90°, que correspondería 
a la posición horizontal del hilo. 

El conjunto {hilo + bola} sirve como 
"acelerómetro" . Una persona que viaje en el vagón 

puede obtener la acele ración midiendo el ángulo e. En 
particular tenemos que si el ángulo vale 45°, entonces 
la aceleración es a = g. Si e = O, el movimiento del 
vagón es uniforme. 

Calculemos la tensión en función de la 
aceleración. De las ecuac iones (r l ) y (r2), o sea 
T sen e = ma y T cos e = mg tenemos 

T' sen' 9 + T' cos' 9 = (ma)' + (mg)' 

Usando sen2 e + cos2 e = 1 hallamos 

(r4) T = mJa' + g' 

Ejercicio 3. Un vagón de ferrocarril que viaja con 

velocidad constante empieza a desacelerar uniforme· 
mente. Dentro de1 vagón está un sislema formado por 

un bloque y un resorte que antes de la desaceleración se 
hallaba en su configuración no defonnada. Se observa 

que mientras el vagón desacelera, el resorte mantiene 

una compresión o. Dada la constante elástica del resorte 

(lineal), k = 1000 N , la masa del bloque, m = 4 kg, Y la 
m 

desaceleración a = -5 m/s
2 

, calcular la compresión del 
resorte. 

Suponga que no existe fricción entre el bloque y ~u 
guía horizontal. 

Resp. 6 = 20 11lDI. 

7.5. Ojo con las hipótesis 

a --

¡E jemplo 4J El obrero Alán Tigüita, de masa M, 
sentado sobre el andamio de masa m, jala la cuerda con 

una fuerza F tal que genera una aceleración "a" del 
conjunto hacia arriba. Calcular F en ténninos de las 
masas y la ace leración supuesta. 

a 

Fig. E4a 

Hipótesis: ambos cuerpos tienen la misma 
aceleración (que denotaremos con "a"). 
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Bajo esta hipótesis la solución se puede 

obtener rápidamente considerando al obrero junto con 
el andamio como una sóla partícula, de masa "M + m". 

El DeL de esta "partícula" sería el que vemos en la 
siguiente figura: 

Eje X 

F 

Fig. E4b 

Estudie bien el DCL: 

F 

t 
I 
la 
I 
I 

- La tensión de la cuerda es la fuerza F que le 

aplica el obrero en su extremo. 

- El DeL incluye solamente las fuerzas 
externas sobre el conjunto. (Existe una fuerza interna 
que es la de interacción obrero H andamio.) 

Escogiendo un Eje X como se muestra, la 

segunda ley de Newtoo conduce a la ecuación 

2 F - Mg - mg ~ (M + m) a 

de donde 

(rl) 
1 

F =-(M+m)(g + a) 
2 

Si se deseara calcular la fuerza de contacto 
"N" entre el obrero y el andamio, tendríamos que hacer 

el DCL de alguno de estos cuerpos. En la Fig. E4c se 
muestran los DCL's de ambos. 

Las ecuaciones de movimiento correspon­

dientes son: 

F+N - Mg ~ Ma 

Andamio: 

F -N - mg ~ ma 

Fig. E4c 

Resolviéndolas se halla 

(r2) 
1 

N~-(M-m)(g+a) 
2 

así como el valor (rl ) de F ya encontrado. 

Examinemos la solución. 
Para M ~ m obtenemos de (r2) que 

N=O 
F F 

a=--g = --g 
m M 

2-1 7 

F 

En este caso el obrero y el andamio se comportan como 
partículas independientes, de la misma masa y 
sometidas a la misma fuerza F. (En la Fig. E4c suprima 
la fuerza N en ambos diagramas e imagine m = M.) 

Por otra parte, si m > M (andamio pesa más 
que obrero) obtenemos que N es negativa. Esto es 
absurdo, de modo que la solución obtenida no es válida 
para m > M. Lo que ocurre es que esto viola la 

hipótesis. Revísela y explique qué ocurre con el sistema 
Alán-Andamio cuando m > M (Sugerencia. Si no logra 
averiguarlo pase al ejercicio 4a y regrese aquí) . 

Ejercicio 4a. Alán (masa m) desea trepar por la cuerda 
con una aceleración "a", sin que la caja de masa M se 

separe del piso. ¿Cuál es la máxima aceleración que 
puede lograr? 

M-m 
Resp. a = - -g 

m 

m 
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E jercicio 4b. Una persona de masa m se encuentra 
dentro de un elevador de masa M. ¿Cuánto vale la 
fuerL.a de contacto persona- elevador si el elevador está 

_celerando (a) hacia arriba; (b) hacia abajo, con 
aceleración "a"? 
En el DeL del elevador no incluya las fuerzas laterales 
debidas al cubo. 

, 

I 

¿Cuánto vale la fuerza P que ejerce el cable para 
acelerar al conjunto? ¿En qué caso se tendría que la 
fuerza de contacto es igual a cero? 

Resp. N ~ m (g + a), P ~ (M + m) (g + a) 

7.6. Sistemas con aceleración común 
Observe los sistemas ilustrados en la Fig. 14. 

Dejados en libertad de moverse, todos los bloques 
recorren distancias iguales en tiempos iguales, a lo 
largo de sus respectivas rectas de movimiento. Como 
las cuerdas se suponen inextensibles, las velocidades 
son iguales en todo momento: V1(t) = vz(t) = 

También las aceleraciones tienen el mismo valor, el 
cual llamaremos aceleración del sistema. Denotando 
con a¡, a2, ... las componentes (únicas) de las 
aceleraciones a lo largo de la respectiva dirección de 
movimiento, tendremos que se cumple la siguiente 
"relación cinemática": 

para el caso (a) 

para los casos (b), (e) y (d) 

Denotaremos con "a" la aceleración común 
(a , ~ a¡ ~ ... sal. 

Generalmente se conocen las masas de los 
bloques (m" ID" ... ) Y la "geometría" del problema, es 
decir, las longitudes relevantes, los ángulos de los 
planos inclinados, etc. Las poleas se consideran 
"ideales", esto es, lisas e ingrávidas. Se trata de calcular 
la aceleración "a" del sis tema y las fuerzas de reacción 

desconocidas, que son las tensiones de los cables y las 
fuerzas normales y de fricción en los planos. 

Resolveremos unos ejemplos de esta clase de 
sistemas. En ellos iremos describiendo paso a paso las 
diversas etapas del método DELIRO. 

(a) (b) 

2 

(e) (d) 

3 

2 se mueven 

Fig.14 

!E jemplo sJ Consideremos el sistema mostrado en la 
Fig. ESa. Los datos son las masas mI. ffi2 y ID) de los 
bloques y los ánguJos a y p. Supondremos que todas 
las superficies son lisas. 

m, 

el 
m, 

Fig. E5a 

DELIRO 
t Diagramas de cuerpo libre 

El sistema tiene dos modos de movimiento: 
que el bloque ID) esté acelerado hacia arriba o hacia 
abajo. Supondremos la segunda posibilidad. 
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Conviene hacer el DCL de cada bloque 
separadamente. Estos diagramas se muestran en la Fig. 
E5b. Hemos incluido los vectores aceleración en los 
DeL's . 

y 7 .­
VTfT". '>~ 

.' 
./ O: NI 

¿~.\~: .......... "''.'" 
Fig. E5b 

Hemos representado cada bloque por W1 punto " • " con 
objeto de facili tar la obtención de las componentes de 
las diversas fuerzas . Notemos que las tensiones son 
iguales a ambos lados de cada polea fija, debido a que 
éstas son lisas por hipótesis. 

DELIRO 
i Ejes y referencia de tiempo 

Con el fin de facil itar la expresión matemática 
de las relaciones cinemáticas, as í como las operaciones 
matemáticas, conviene escoger para cada bloque uno de 
los dos ejes en la misma dirección que su 
correspondiente aceleración. Este eje lo hemos 
designado "Eje X" en todos los casos. El otro eje, 
designado "Y", se traza perpendicularmente al eje X. 

Entonces, de acuerdo con la hipótesis de que el 
bloque 3 baja, trazamos los ejes tal como vemos en la 
Fig. E5b, de tal modo que para cada bloque el eje X 
apunte en la di rección de movimiento, misma en este 
caso que la de cada aceleración. En virtud de nuestra 
elección de ejes, los vectores aceleración de las 
partículas, a ], 3 2 y a3, tendrán componentes positivas 
(por hipótesis) a lo largo del correspondiente eje X. 

D EL IRO 
t Leyes de movimiento 

Apliquemos la segunda ley de Newton a cada 

bloque. Las ecuaciones ¿ Fx = m G}( y L F)' = m ay 

dan 

2-19 

Bloque I 

(r l ) T 1- m.g sen a = m\ G 

(r2) N,-m,gcosa ~ O 

Bloque 2 

(r3) T, - T, - m, g sen ~ ~ m, a 

(r4 ) N,- m, gcosp ~ O 

Bloque 3 

(r5) m, g - 1', ~ m, a 

Observaciones. Las aceleraciones de los bloques son al. 

a2 Y al; sin embargo, ya hemos tomado en cuenta que 
las tres son una misma y hemos designado esta 
aceleración común con "a". Debemos tencr cuidado 
con los signos de las componentes, los cuales vienen 
determinados por las direcciones de los ejes. Así, en el 
caso del Bloque 3, el peso m3g es positivo y la tensión 
T2 es negativa, puesto que el eje X para este bloque 

apunta hacia abajo. 

DELIRO 
t Incógnitas y datos 

Tenemos 5 incógnitas, TI. G, N h T 2 Y N 2, Y 5 
ecuaciones. No faltan ni sobran ecuaciones. 

DELIRO 
t Relaciones cinemáticas 

y/o dinámicas. 

Las relaciones cinemáticas son ecuaciones 
entre las aceleraciones de los distintos cuerpos, o 
condiciones iniciales sobre posiciones y velocidades. 
En este problema son las relaciones II I = 11 2 = a J =: a, 

que ya han sido consideradas en las ecuaciones. 

DELIRO 
t Operaciones matcmátic 'ls 

Se recomienda obtener primeramente la 
aceleración, "ebminando las tensiones". Para ello se 
suman miembro a miembro las tres ecuaciones que 
contienen tensiones «rI), (r3) y (r5)): 
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(TI - ml g sen a) + (T, - TI - m, g sen p (m, g - T,) ~ 

Corno vemos, las tensiones se cancelan. Despejando la 
aceleración obtenemos 

(r6) a 
rn )g + m 2g seo P - m lg seo 11 

mI + m2 + m ) 

Ahora, para calcular las tensiones T, Y T 2 

sustituimos este valor de "a" en las ecuaciones. 
Encontramos 

(r7) TI = m lm )( I + seoo)+ rn lm2(sen o+sen p) g 

m I + m 2 + m ) 

Análisis de la solución. 

• La aceleración "a" resulta negativa si 

(r9) ID) + ffi2 sen p < mI sen a 

Si se cumpliera esta desigualdad nuestra hipótesis de 

que el bloque 3 baja no sería cierta. E l bloque 3 subiría . 

Pero la solución obtenida es vá lida en ambos casos. 

• Observemos el numerador de la expres ión (r6) para 

la aceleración. Es la suma algebraica de las 
componentes de las fuerzas a lo largo de las respectivas 

direcciones de movimiento de los bloques, como vemos 
en la Fig. E5e. Esta suma la llamaremos la "fuerza 
impulsora" del sistema, y escribiremos 

(13) Aceleración = 
Fuerza impulsora 

Masa del sistema 

foig. ESe 

La masa del sistema es su masa total, igual a 
m i + ml + ID). Las fuerzas de tens ión no figuran en ( 13) 

porque son fuerzas internas del sistema formado por 
los tres bloques y las cuerdas. Tampoco figuran en (13) 
las fuerzas normales, cuya función es guiar los bloques 
y no afectan la magnitud de la aceleración. Note que la 

componente "mlg sen 0." se opoDe a las otras dos; por 

eso aparece con signo negativo en (r6). 

• La Figs. E5d y ESe muestran unos casos 

particulares del sistema. 
El de la Fig. E5d se obtiene pooieodo m, = O. 

La expresión (r6) de la aceleración se reduce a 

(rIO) a = -'-(m---=.2_se_o-'p'--- _m--'l'--se_n_ o'-.:) g" 
m i + m2 

m~ 
" 

Fig. E5d 

m, 

m, 

Fig. E5e 

El de la Fig. E5e se obtiene pooiendo a = O, 

P = 90· Y mi = O. Resulta 

(rll) a 

Si no existiera el bloque 2 (o sea m2 = O), entonces el 

bloque 3 caería con la aceleración de la gravedad 
(a = g). Por otra parte, si ffi, = O, el bloque m, no se 
movería (a = O). 

En la expresión simple (rll) el peso del 
bloque 3, m)g, es la única fuerza impulsora del sistema. 
Esta es la fuerza que acelera a ambos bloques. 
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Ejercicio 5a. 
Aplique la idea expresada en la fórmula (13) a 

los dos sistemas mostrados en las Figs. A y B. Suponga 
que no hay friccion en ninguna parte. Compruebe que 
la aceleración de cada sistema tiene el valor dado, de 
acuerdo con los datos propuestos. 

3kg 4kg 

5kg 

Fig.A 

a = (5 /12) g 

6kg 

2kg 4kg 

Fig. B 

a = 1/6 

Ejercicio 5b. El sistema de la figura se denomina 
"Máquina de Atwood". Demuestre que la aceleración 
común de los bloques es 

m, m, 

Ejercicio 5c. Considere el sistema de la figura. 
Suponga que existe fricción cinética de coeficiente J.lc 
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entre el bloque m! Y la mesa. Resuélvalo con el método 
DELIRO y llegue a la siguiente expresión de la 
aceleración: 

Examinela a la luz de la ecuación (13). 

f, = 1", N = 1", m,g 

Ejercicio 5d. Resolver con el método DELIRO el 
sistema (b) de la Fig. 14, página 18. Suponga masas In], 

m2. fi) . ángulos a a la izquierda y ~ a la derecha, y 

coefi cientes de fricción cinética )..lCI, ~C2 Y ~C3 · 
Resp. 

!E iemplo 6) En el sistema mostrado en la Fig. E6a 
existe fricción entre el bloque I y el 2, de coeficiente 
cinético )..Le Y entre el bloque 2 y la mesa, de coeficiente 

cinético )..Le' . Calcular la aceleración de l sistema. 

m, 
m, 

m¡ 

Flg. E6a 

Hipótesis. 
El sistema está acelerado (la aceleración del 

bloque ID) está obviamente hacia abajo). 

Diagramas de cuerpo libre. 
Observe en la Fig. E6b el De l de cada 

bloque. En los recuadros después de esta figura se 
detalla el origen de cada una de las fuerzas sobre el 
respec tivo bloque encerrado entre llaves "{ } ". 
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El recuadro correspondienre al Bloque 3 es evidente y 
lo hemos suprimido. Existen dos cuerdas en el sistema, 

denominadas Cuerda 1 y Cuerda 2 ~ sus tensiones son T , 

y T 2. respectivamente. Observe en los dos recuadros las 
fu erzas normales y de fricción Bloque 1 H Bioque 2. 

La fuerza de fricción munta entre los bloques 1 y 2 se 

opone al movintiento de los mismos. 

~
T' 

~x 

m,g 

Fig. E6b 

IBloque 1 
Tierra m¡g 

Cuerdal T I 

BloQue2 NI, fel 

IBloque 2\ 
Tierra mzg 

Cuerda 1 TI 

Cuerda 2 Tz 

Bloque t NI. fel 

Mesa Nz, fez 

Ejes y referencia de tiempo. 
El sistema se mueve de ta l manera que el 

bloque 3 desciende. Por lo tan to, el eje X para este 
bloque se escogió hac ia abajo. Por o tra parte, el bloque 
2 se mueve hacia la derecha y el bloque 1 hacia la 
izquierda. En tales direcciones se toman sus respectivos 

ej es X. 

l ,eyes de movimiento. 

Bloque t 

(r2) 

Bloque 2 

(r3) - T, - fel - fez + T, ~ m, a 

(r4) - N, - m, g + N, ~ O 

Bloque 3 

(r5) m, g - T, ~ m, a 

Favor de observar que en el caso del bloque 1, 
que se mueve hacia la izquierda, el eje X apunta hacia 
la izquierda por lo que T ¡ es positiva y f l negativa. 
Análogamente, sobre el bloque 3 el peso m)g es 
positivo y la tensión T2 negativa. 

Incógnitas y datos. 

Tenemos 7 incógnitas. T¡, f l, G, NI, T2• f2 Y N2• 

Y 5 ecuaciones. Las dos ecuaciones faltantes provienen 
del siguiente paso. 

Relaciones cinemáticas ylo dinámicas. 

En el presente problema ya hemos tomado en 
cuenta que todos los bloques poseen la misma 

aceleración "a" (o sea al = a2 = a) == a). 
Las "relaciones dinámicas" se refieren a 

fuerzas. En el problema presente existen dos relaciones 

dinámicas, que expresan que las fricciones son las 
máximas, puesto que existe deslizamiento: 

(r6) fel ~ ~ N, 

(r7) fe ' ~ ~' N, 

Estas dos ecuaciones complementan las 5 anteriores, 
por lo que ya podemos resolver. 

Operaciones matemáticas. 
Eliminemos las tensiones, sumando miembro a 

miembro las ecuaciones que las contienen. Obtenemos 
la ecuación 

(r8) - 2 fe l - fe2 + m ) g = mi a + m 2 a + ffi) a 
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Ahora bien, las fuerzas normales son 

N¡= m¡g 

N, = (m, + m,) g 

y las fricciones, 

fel = ~' N, = ~' (m, + m')g 

Sustituyéndolas en la ecuación (r8) resulta 

(r9) Q = 
-2~cmlg-~~(m l + m,)g+m3g 

m I +m2 +m3 

Ya conociendo la aceleración, las demás incógnitas se 
encuentran fácilmente . 

Análisis de la solución. 
Remitiéndonos a la Fig. E6a: 
Según nuestra intuición, si mi es muy pesado y 

el coeficiente de fricción ~c (o bien !le') muy grande, es 

posible que el sistema no se mueva. ¿Cuál sería la 
condición para que el sistema se mueva acelerada­
mente? Veamos. 

De (r9), la condición a > O equivale a la 
condición 

(r JO) m,g > 2~cm , g + ~ c' (m, + m,)g 

Sin embargo, el sistema debe vencer la :ricción estática 

para poderse mover, por 10 que (rlO) no es cOlTecta, 
sino que debe sustituirse por esta otra: 

(rll) ffi3g > 2~ m,g + ~l' (m, + m,)g 

en la que figuran los coeficientes de fricción estática )..1 

y ~'. El miembro derecho de (rlI) es mayor que el 
correspondiente de (rlO) (los coeficientes de fricción 
cinét ica son grosso modo un 25% menores que los de 
fricc ión estática). 

Nota. Si la desigualdad ">" en (rl l) se cambia por una 
igualdad, el sistema está en equilibrio, y su movimiento 
es inminente. 
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Ejercicio 6a. Calcular la aceleración del sistema de 
dos bloques mostrado, al aplicar la fuerza constante F a 
lo largo del plano inclinado. Existe fricción de 

coefic ientes cinéticos j..lCl entre ambos bloques y ~C2 
entre el bloque inferior y el plano. Calcular la 
aceleración del sistema. Tome el eje X para m2 hacia 

abajo del plano. 

F 

Resp. 

a 
F -[2~cJm ¡ + J.lc2(m¡ + m2)Jg cos8+(m2 - m¡)gsen8 

m¡ + m2 

Ejercicio 6b. Hallar las aceleraciones de los 4 bloques 
del sistema mostrado en la fi gura, suponiendo que m¡ 
está acelerado hacia la izquierda y m2 lo está hacia la 
derecha. 

m, 

m, 

Resp. 
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7.7. Sistemas con una polea móvil 

Mire los sistemas ilustrados en la Fig. 15. 
En todos ellos existe una polea móvil 

(denominada "P"), sobre la que COITe un cable. Uno de 

los exrremos de este cable está fij o (el extremo "F"), y 
el orro extremo remata en un bloque (e l extremo "B"). 

(a) (b) 

F 
;; ,;;;;;;;;;; 

(e) (d) 

Fig.15 

La relación cinemática que aplicaremos en esta 
clase de sistemas es esta: as = 2ap, o sea, el bloque B es 

más rápido que la polea móvil P (puede llegar a 
alcanzarla). 

x 

. P 

o F 

Fig.16 

Demostración. Como la cuerda es inextensible, la suma 
de las longitudes de los tramos de cuerda a uno y otro 
lado de la polea móvil permanece constante. Entonces, 
Xp + (xp - xe) = constante , o sea 2xp - XB = constante . 
Derivando con respecto al tiempo tenemos 2vp - Ve = O. 

Volviendo a derivar, 

all = 2 Up QED 

~iemplo 71 Resolvamos el sistema de la Fig. E7a. 
Existe fricción entre los bloques y los planos 

inclinados, de coeficiente cinético común !J.c- Se 

desprecia la masa de la polea móviL 

m, 

Fig. E7a 

Hipótesis. 
Polea ingrávida. Bloque m2 acelerado hacia 

abajo. 

Diagramas de cuerno libre. 

Fig. E7b 

Como el bloque 2 baja, las fuerzas de fricción 
actúan como vemos en los DCL's de la Fig. E7b . 

Ejes de referencia. 

El eje X se coloca para cada bloque en el 
mismo sentido que su aceleración. 

Leyes de movimiento. 
Las ecuaciones de movimiento de los bloques 

son: 

Bloque 1 

(rl ) 

(r2) 

T - fel - m i g sen a == mi al 

N I - 011 g cos a = O 
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Bloque 2 

(r3) 

(r4) N2- m2gcos p ~ O 

Incógnitas y datos. 

En las ecuaciones anteriores aparecen las 
incógnitas T, feh ah N], [e2, a2 Y N2, siete en total. Nos 
faltan 3 ecuaciones, que obtendremos en el siguiente 
paso. 

Relaciones cinemáticas ylo dinámicas. 

De acuerdo con lo discutido en la página 
precedente, existe la condición cinemática 

(r5) a ,~ 2a2 

Además, en vista de que existe deslizamiento, 

(,6) fel ~ flo N, 

(r7) 

O peraciones matemáticas. 
Empecemos por eliminar la tensión T, 

multiplicando la ecuación (T I) por 2 y sumándola con la 
(TI). Luego sustituyamos las fricc iones por sus 

expresiones dadas eo (r6) y (r7). Despejemos las 
nonmales de las ecuaciones (,2) y (,4). Finalmente 
usemos la relación (r5). Llegaremos a 

a = _-.::2"m", "g("s"e.::o..:u=+'-!:.Il.>.c ..:c.::o,=u::.)c.+.:...::m"2,,,g,,( ,-se::.:o"p=-'-!:.Il.>.c ..:c.:.o'",P,-,-) 
4m] + m2 

E jercicio 7. Resuelva el siguiente sis tema. Suponer que 
la polea móvil no tiene masa y que no existe fricción. 
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Sugerencia. El sistema contiene dos cuerdas, con 
tensiones que denotamos con T, Y T2. Al aplicar la 

segunda ley de Newtan a la polea móvi l tenemos que 

T , - 2 T 2 = masa x aceleración = O 

ya que la masa es cero. Se sigue que T, = 2 T2. Por otra 
parte, la aceleración de la polea móvi l es la misma que 

la del bloque m,. 

Resp. 

7.8. Illoque sobre plano ioclinado áspero 

!E jemplo SJ Un bloque de masa ro se coloca sobre un 
plano fijo, inclinado a un ángulo e, con el que existe 

fricción de coeficiente estát ico ~ y cinético flc . ¿Bajo 

qué condiciones se mueve el bloque y cuál es su 

aceleración? 

m 

e 

Fig. ESa 

Supongamos que el bloque se desliza acelera4 

damente. Entonces su DeL es el mostrado en la 

Fig. E8b, donde fe es la fri cción cinética bloquc4plano. 

~ f~~ ",.; (J N 
X ~ -, mg 

,-;J~ , , , , , , , , , , , " 
Fig. E8b 

Observe que el ángulo entre la normal ~ y el 
peso mg es el mismo que el del plano, 0, y que hemos 

escogido el eje X hacia abajo, ell la misma dirección 
que la aceleración de l bloque. 

De la condición de equilibrio podremos 
averiguar las condiciones para que efec tivamente haya 
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deshzamiento. Claramente, si hay mucha fricción y/o el 
ángulo e muy pequeño, el bloque no se deslizará. 

Las ecuaciones de movimiento del bloque son: 

mgsen 8 - fe~ma 

N - mgeos8 ~ 0 

A estas hay que añadir la condición de deslizamiento, 

Tenemos 3 incógnitas (fe , a , N) y 3 

ecuaciones. La solución es 

(rI ) a ~ gsen 8 - ~cgcos8 

(r2) N ~ mgeose 

(r3) fe ~ ~mgeos8 

Analicemos la solución. 

• Si no hubiese fricción (J.lc = O), el bloque descen­

dería con una aceleración igual a a = g seD e, la 
cual es obviamente menor que la de caída libre. 

Notemos que tal ace leración es independiente de la 
masa, tal como ocurre con la caída libre. 

• La existencia de fricción reduce la aceleración libre 

en la cantidad -~ g cos 8. 

• Claramente, la solución obtenida no es vá lida para 
e '"" 0, porque en tal caso no exist'e fricción. Sí es 
válida hasta e == 90°, ángulo para el que a = g, 

como era de esperarse. 

• Para obtener la condición bajo la cual puede existir 
des lizamiento hacia abajo debemos resolver el 
problema de equi librio en la siruación de 
movimiento iruninentc. Obtenemos la condición 

gsen 8 ,, ~g eos() 

o sea 

(r4) tan 8 " ~ 

(Esto equivale en este caso a poner a ~ O en (rl ), y 

sustitui r ).le por !--l. el coeficiente de fricc ión estático.) 

Al igual que se hace en Estática, se define el ángulo de 
fricció" u E" del bloque de tal modo que 

tan E = ).l 

Recopilemos los resultados: 

La ace leración de un bloque a lo largo de un 

plano inc1inado de ángulo 8, con el que existe fricción 

de coeficientes estático ).l y cinético !le. viene dada por 

(14.) a ~ g sen e - ~c g cos e 

Para que el bloque resbale es necesario que 

(14b) E '; 8 

donde E es el ángulo de fricción del bloque, definido 
por la relación 

(~ ~ eoe f. estático.) 

Ejemplo numérico. 

Pongamos los va lores m ~ 3 kg, ~ ~ 0.5, ~ ~ 0.4 Y 

() ~ 30°. El ángulo de friceión del bloque es, de ( 14c), 

Como E = 26.56° < e = 30°, si hay movimiento acele­
rado. Usando (14a) la aceleración es, en m/i, 

a ~ gsen0-~geos8 

~ 9.8 sen 30° - 0.4 (9.8) cos 30° ~ 1.5 

Si e fuese exactamente igual al ángulo de fricción 
(8 ~ E ~ 26.56°), el bloque se mantendría en reposo o 

estaría a punto de resbalar. Tome en consideración, sin 
embargo, que los valores del coeficiente de fricción 

tienden a ser muy imprecisos; de hecho los decimales 
del ángulo 26.56° no son muy relevantes que digamos. 

Ejercicio Sa. Para el movimiento del ejemplo anterior 
pongamos e = 40°. ¿Cuál es el máximo coeficiente de 
fricción por debajo del cual hay movimiento acelerado 
del bloque? 
Resp. ~ ~ 0. 8 
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Ejercicio 8b. Para el movimiento del ejemplo an terior, 

jado un coeficiente de fricción JJ. = 0.3 bloque-plano 
¿por encima de que ángulo se movería el bloque 

aceJeradament'e? ¿Puede calcular la ace leración del 
bloque con este dato? 

Resp. 16.7°. No (Se necesita el coeficiente Jic). 

Ejercicio 8e. Se lanza un bloque de 5 kg hacia arriba 

de un plano inclinado a 42° grados, con una velocidad 
inicial de 3 mI s . El coeficiente de fricción cinética 

bloque-plano vale 0.25. ¿Qué distancia logra recorrer el 

bloque antes de detenerse? 
Resp. 0.36 m. 

!E jemplo 9) Dos bloques de masas m, y m2 se abando­
nan desde el reposo sobre un plano inclinado a 36.87°, 

como se muestra en la Fig. E9. Los ángulos de fricción 
de los bloques son E l = 25° Y e2 = 30°. ¿Cuánto tarda el 

bloque mI en alcanzar al bloque 012? 

Tome ~c, = 0.4 Y ~C2 = 0.5. 

m, 

e = 36.87° 

Fig. E9 

Note que los datos Eh 62 determinan los 

coelic; ientes de fricc ión estática entre los bloques y el 

plano inclinado, pues de la relación (14c) , 11 = tan e, se 

sigue que 

~ , = tan(25°) = 0.46 

~2 = tao(300) = 0.58 

Como ambos ángulos de fricc ión El y E2 son menores 

que el ángulo e del plano inclinado, ambos bloques se 
mueven aceleradamente hacia abajo con ace leraciones 
que según ( 14a) son, en m/ s Z, 

a l = g sen e - !le l cos 8 = 2. 74 

a 2 = g sen e - ~2 eos e = 1.96 

2-27 

Dado que al > a2, el bloque superior alcanza al inferior 

(suponiendo, claro está, que el plano es lo suficiente­

mente largo para que esto ocurra) . 

Ahora usaremos dos cosas: 
- Primero : la sigui t:!nte ecuación del movi­

miento uniformemente acelerado, vá lida cuando el 

móvil parte del reposo: 

I 2 
!>x = - (l (L'> t) 

2 

donde tu es el desplazamiento en el tiempo 61. 
- Segundo: imaginamos el bloque 2 en reposo. 

Entonces el bloque 1 se le acerca con una aceleración 

"a¡ /2" dada por la fórmula de la aceleración re lativa: 

El tiempo necesario para el alcance se obtiene 

de las dos ecuaciones anteriores como: 

donde 

a'l2 = a, -- a, = 2.74 - 1.96 = 0.78 (m/ s') 

Resulta 

L'> t = )2ClX = P(0.6) = 1.24 (s ) 
al 12 0.78 

En este lapso la distancia recorrida por cada bloque es 

(Note que L\x l - d,.l"2 = 0.6 m, como debe.) 
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Ejercicio 9. Dos bloques de masas 6 kg Y 8 kg se 
ponen en contacto sobre un plano inclinado a 36.87° y 

se dejan ir. Existe fricción con el plano, de coeficiente 
estático 0.6 y cinético 0.5 para el bloque de 6 kg Y 0.4 Y 
0.3 para el de 8 kg. ¿Cuánto tardan los bloques en 
separarse 0.9 metros? 

Resuelva sin hacer los Del 's, aplicando las fóm1UIas 
(14a,b,c).p26 y las propiedades del movimiento 
uniforme-mente acelerado. 

Resp. 1.07 s . 

7.9. Otros movimientos con fricción 

!Eiemplo lO) En el sistema de la fig . E lOa hay fricción 
sólo entre los bloques de 4 y 8 kg, con coeficiente 
estático Jl = 0.4. Liberado el sistema, ¿se mueven juntos 
los bloques que están sobre la supeficie horizonta l? 

4kg 

6kg 

Fig. E10a 

Preanálisis. 

El bloque de 4 kg es acelerado hacia la 

derecha solamente por la fuerza de fricción debida al 
bloque de 8 kg. Ahora bien, para que ambos bloques en 

contacto se muevan juntos, o sea con la misma 
ace leración, ta l fuerza de fricción debe ser la suficiente 
para dar al bloque superior la misma aceleración que la 
del bloque inferior. Tome en cuenta que si el 
coeficiente de fricción entre ambos bloques fuese muy 
pequeño, la fuerza de fricción máxima podría ser muy 

pequeña, no podría acelerar suficientemente al bloque 
superior y entonces éste se rezagaría con respecto al 
inferior. 

Resolución semiplaticada. 
La fuerza impulsora es el peso del bloque 

colgante, 6g. Si los 3 bloques se mueven juntos, los 

bloques en contacto se comportan como un sólo cuerpo. 
La masa del conjunto es entonces 18 kg Y su 

aceleración es a = 6g118 = ( 1/3)g. Para que el bloque de 
4 kg se mueva con esta aceleración necesita actuar 

sobre él una fuerza de fricción "f' cuyo va lor debe ser 

masa x aceleración = 4·(1/3)g = 1.33g 

Comparémosla con la máxima fricción, cuyo valor es 

f" = ~ N = 0.4(4g) = 1.6g. Como f < fo" sí se mueven 
juntos. 

Para resolver con detalle estudie los DCL's de 
la Fig. E JOb (Note las dos parejas acción-reacción f y 
NI entre ambos bloques en contacto). Plantee las 
ecuaciones de movimiento de cada bloque de acuerdo 

con los ejes X mostrados. Bajo la hipótes is de que 
existe una aceleración común, debe encontrar que 

f :tttlN' 
f 

T 

x 
• x 

m,g 

Fig. E10b 

E jercicio 10. ¿Cuál debe ser el mínimo coeficiente de 
fricción estático Jl para que el bloque mI pueda 

arrastrar consigo, con la misma aceleración, al bloque 
m2? Suponga que la superficie que sostiene los bloques 
es lisa. Tome m1 = 10 kg, m2 = 6 kg, F = 64 N. 

Resp.0.24. 

rn, Of-_F_. 
rn2 I JI. 
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!Ejemplo 111 El sistema de la Fig. E ll a se deja caer 
desde el reposo, con la cuerda apenas tensa (tensión 
prácticamente igual a cero). Analizar el movimiento. 

Fig. Ella 

Preanálisis. 
De acuerdo con lo que hemos discutido 

anteriormente, podemos distinguir estas situaciones: 

(a) Los ángulos de fricción E l y &2 ambos son menores 
que el ángulo 9. 

En este caso ambos bloques tienden a 
deslizarse no bien soltados. 

(b) E, < 9 pero 6 , > 9. 
El bloque de arriba tiende a deslizarse y el de 

abajo no. 

(e) E, > 9pero6, < 9. 
El bloque de arriba tiende a quedarse quieto y 

el de abajo a deslizarse. 

(d) Ambos ángulos de fricción son menores que el 
ángulo 8. 

En este caso los bloques permanecen donde 
están. 

Los casos (a) y Ce) pueden dar lugar a movimientos en 
que la cuerda permanece tensa. 

Al resolver el problema encontraremos las 
condiciones cuantitativamente. 

Hipótesis. El sistema se mueve con aceleración común 
"a" y con la cuerda en tensión (T > O). 

Resolución, 
Los DCL's están en la Fig. El lb . 

2-29 

Fig. EI ¡b 

Como ejercicio, plantee las ecuaciones de 
movimiento y resuélvalas. Debe llegar a 

(rl ) a = gsenO - ilcgcos8 

(r2) T ~ ~~, m,. g cos 9 

donde hemos definido 

(r3) 

(r4) 

rn¡J..lc¡ + m2J..l c2 

m¡ + m2 

ffi¡m 2 
rn r = (masa reducida del sistema) 

m1 + ro2 

(r5) ~f" '" fl<, - ~" 

Note que ¡:¡ c es el promedio pesado de los coeficientes 

J..le] Y !le2, con factores de peso iguales a las masas m] y 
rn2' El valor de ¡:¡ e está comprendido entre el más 

pequeño y el más grande de los valores ~C] y PC2 ' La 
masa reducida, (r4), es menor que cualquiera de m i Y 
m,. 

Compare (rl) con la fónnula (14a)-p26. 

Análisis de la solución. 
Las hipótesis son: 

(r6) T > O 
(la cuerda se mantiene tensa) 

(r7) El sistema está acelerado hacia abajo. 

La condición (r6) se traduce, por (r2) y (r5), en 

(r8) ~C1 > fl< ' 
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La condición (r7) se traduce, por (r1), en 

(r9) fl, < lan e 

Observación. Un valor negativo de la lensión T, aunque 

absurdo en el sistema considerado, de todas maneras 
posee una interpretación útil. Si en lugar de la cuerda 

los bloques estuvieran unidos por una varilla rígida. la 
tensión T podría ser negativa, en cuyo caso seria una 

compresión. La condición (r8) ya no sería necesaria, 
quedando solamenle la (r9). 

Ejercicio 11. El sistema de la figura está acelerado. 

Determinar si el resorte está en tensión o en 
compresión, usando los datos siguientes: 

mI = 5 kg , 

~2c = 0.5 , 

e = 30° 

~2' = 0.2 

Calcular la aceleración del sistema y la fuerza del 

resorte. 

8 

Resp. 2.22 mis', 7.83 N (Compresión) 

¡Ejemplo 12) Se aplica una fuerza F a la cuña de masa 
M = 20 kg. Sobre la cuña se halla un bloque de masa 
m = 5 kg, Y existe fricción bloque-cuña de coeficiente 

estático Jl = 0.25. La superficie horizontal es lisa. ¿Cuál 
es el va lor máximo que puede tener F para que el 

bloque no resbale hacia arriba? 

m 

F 
M 

8 

liso 

Fig.1 2a 

HiPÓtesis. Supondremos que el bloque está a punto de 
resbalar hacia arriba. lo cual corresponde al va lor 

máximo de F. 
Si el bloque m no resbala o está a punto de 

resbalar hacia an·iba de la cwla. podemos tratar cuña y 

bloque como un sólo cuerpo de masa "M + m". La 
ace leración del conjunto sena entonces 

(r 1) 
F 

a=-­
M+m 

Pasemos a calcular esta aceleración. 

Diagrama de cuerno libre. 
Estudie la Fig. E l2b. Note que la aceleración 

del conjunto es horizontal hacia la derecha. 

y 

---~ 
N 8 

mg 

Fig El2b 

Las ecuaciones de movimiento son: 

(r2) fm cos e + rng sen 8 = m a cos e 

(r3) N - mg cos e = m a sene 

Además tenemos la condición 

inminente~ 

(r4) fm = ~ N 

de movimiento 

Resolviendo el sistema de ecuaciones hallamos 

(r5) 

(r6) 

sen8+j..1cosO 
a= .g 

cos9 - J.1sen8 

N = _ --,-I=-""g_-,­
cos 9 - j..1 sen 8 

La fuerza que pide el problema es F = (M + m) a. 
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Análisis de la soluc ión. 
Tanto la aceleración como la fu erza normal 

son funciones crecientes de 8: a mayor ángulo mayor 
debe ser la aceleración (y la fuerza F) para lograr que el 
bloque empiece a moverse hacia arriba. Mayor es 
entonces la fuerza normal y consiguientemente la 
fr icción máxima. 

Como debe ser a > O se sigue de (r5) que 
tan e < I /~ Ó e < arctan(I /~). Por ejemplo, si ~ ~ 0.4, 
S debe ser menor que 68.2°. Cuando 8 crece digamos 
desde el valor de 30° y se acerca a 68.2°, tanto la 
aceleración como la fuerza normal tienden a infinito. Es 
decir, si 8 > 68.2° no es posible lograr que el bloque 
esté en movimiento inminente hacia arriba, no importa 
qué tan grande fuerza F se aplique (la fricción máxima 
crece con F a un ritmo ta l que no es posible vencerla). 

E jercicio 12. En la figura , el collarín C se mueve a 10 
largo de la guía recta inclinada G, con aceleración 
constante "a" dirigida como se muestra. Existe fri cción 
de coeficiente f.l entre el bloque de masa m y su apoyo 
horizontal, soldado al collarin. ¿Qué valor máximo 
puede tener la aceleración sin que el bloque se deslice? 
Tome el Eje X en la misma dirección que "a". 

G 

8 

Interprete la solución. 

Rcsp. 

a ~g 

cos 8 - ).isen 8 

7.10. ¿Hay deslizamiento o no? 

En problemas donde puede existir o no des li ­
zamiento de una partícula sobre otra, sin que se sepa a 
priori cuál de ambas condiciones ocurre, aplicamos el 
siguiente método: 

- Resolvemos el problema bajo la hipótesis de 
que no hay deslizamiento. 

2-31 

En especial, calculamos la fuerza de fricción 
" f ' entTe ambas partículas. Recordemos que si no existe 
deslizamiento de un cuerpo sobre otro no podemos 
aplicar la fórmula f = ).iN al contacto entre ambos 
cuerpos. 

Comparamos la fuerza de fricción que 
calculamos en el paso anterior, "f', con la máxima 

posible, "fm = J..LN". 

Si f .::;;: fm entonces no hay deslizamiento y el 

problema es tá resuelto. Si f > [m entonces se viola la 

hipótesis de no des lizantiento y la solución obtenida no 
es vá lida. En este caso hay que resolver de nuevo el 
problema desde el pri.ncipio, ahora con el dato de que 
hay desl izamiento, por lo que es aplicable la re lación 
"fe = ~cN" . La fricc ión tendrá la misma dirección que 

se calculó bajo la hipótesis de no-deslizamiento. 
Ilustraremos el método en el siguiente 

ejemplo. 

!Ejemplo 13J Con respecto al sistema de dos bloques de 
la Fig. E13a, ¿cuál es el valor máximo que puede tomar 
la fuerza F sin que se produzca deslizamiento del 
bloque superior? Si la fuerza rebasa dicho valor 
máximo, ¿cuál es la aceleración del bloque superior 
relativa al inferior? 

Fig. El3a 

Hagamos los De l ', (Fig. E 13b). 

[" 

Eje X par. 
ambos bloques 

F 

Notemos que la fuerza que mueve al bloque 
mI es la fricción debida al bloque 1112. Por OIra parte, el 
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bloque ro2 se desliza sobre la superficie, de modo que 
la fricción debida a ésta, denotada por "fc2", es la 

fr icción cinética (Jlc2N2) . En cuanto al bloque mI, la 

fricc ión estática f1 no es la máxima (J.L¡ N \) porque este 

bloque no se desliza sobre el bloque inferior, por 
hipótesis. 

Corno ambos bloques se mueven hacia la 
derecha, escogernos el Eje X como se \fe en la fi gura . 

Las ecuaciones de movimiento son, tomando 
en cuenta que se mueven juntos con aceleración "a": 

Bloque 1: 

N, - m,g = O 

Bloque 2: 

N,- N, - m,g= O 

Tenemos en ellas 5 incógnitas (f" a, NI. fe2, 

N2). Falta una ecuación, que es la condición dinámica 

(r l ) 

(r2) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones se halla: 

a 
F - ¡le2(ml + m2)g 

m i + ro 2 

Para que mI no se deslice debe cumplirse que 

o sea 

que se trans forma, usando (r2), en 

(r3) 

Veamos un ejemplo numérico antes de continuar. 
Pongamos 

F = 70 N, mi = 3 kg, m 2 = 7 kg 

1' , = 0.2, ¡l" ~ 0. 1 5 , ¡lC2 = 0.3 

Entonces la condición (r3) no se cumple, pues F = 70 Y 

(1', + !le,)(m, + m,)g = 0.5 (lO) (9.8) = 49 

En este caso no son válidas las soluciones (rI ) Y (r2), )' 
el problema debe resolverse de nuevo, suponiendo 

ahora que existe des lizamiento arriba y abajo . Las 
ecuaciones apl icables a este nuevo caso son 

B loque 1: 

fel = m I a l N, - m,g = O 

Bloque 2: 

F - fe , - fe2 = m, a, N,- N,-m,g = O 

junto con las condiciones 

f" = !le, N, 

Note los siguientes cambios en relación con las 

ecuaciones obtenidas anterionnente: 

- La fricción estática f l sobre el bloque 

superior se cambió por la fr icción cinética fel . 

- Los bloques tienen ahora distintas acelera­
ciones, que se denotaron con al ya2. 

- Se anexó la relación fel = Jlcl NI. 

Note también que la fricción sobre mI sigue acruando 

hacia la derecha. 

Ahora las incógnitas son 6, pero se adicionó 
una ecuación. La solución (parc ial) del sistema es 

mas 

a ,= ¡Ic,g fel = ~I m ¡g 

a2 
F - (¡le2 + ¡le2 )ml g - ¡le2m2g 

m2 

Sustituyendo los datos dados arriba encontra-

a l = 1.47 m/ s 2 

02= 5.17 m/ s
2 

El bloque de arriba se va rezagando con respecto al de 
abajo. 
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Ejercicio ]3a. Analice el movimiento del sistema 

mostrado en la figura. Suponga coefi cientes de fricción 

estática y cinética ~I, J.1Clo J.12 Y IlC2· 

m,~ 
F 

• 
" " " " " '" 

Sugerencias: 

Resuelva bajo las siguientes hipótesis: 

(A) mI se mueve pero m 2 queda en reposo. 

al *- 0, a2 = O. símbolos: fClo fl 

(B) m1 Y m2 se mueven con la misma aceleración. 

al = a2, símbolos: [ 1, fe2 

(e) mi Y m 2 se mueven con distintas aceleraciones. 

al *- a2, símbolos: feh fC2 

Haga los DCL' s correspondientes a cada una de las 

situaciones anteriores. Cuando haya deslizamiento 
denote la fricción respectiva con "fc1 " o "fe2", según el 

bloque; en caso negativo dcnóte la por "f1" o " f2". 

Resp. 

(A) 

(B) Q= 
F - 1l2(m, +m2)g 

mi +m2 

(e) 

Esta condición es a l > a2 : 

F > (Ilcl - f12)m, (m, +m2 )g 

m2 
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Ejercicio 13b. Resuelva el sistema del Ejemplo 13 en 
la página 31, con los siguientes parámetros: 

m2= 10kg 

¡t, = 0.5 

!lel = 0.4 J.!cl = 0.3 
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7.1 I. Otros ejemplos. 

!Eiemplo 14) Un bloque tiene soldado un disco 
ranurado que sobresa le de su cara fronta l, como se ve 
en la figura . Se aplica una fuerza constante F en el 
extremo de una cuerda que pasa por la ranura del disco. 
La fuerza se mantiene s iempre vertica l. La masa del 

bloque j unto con el disco es M. Calcular la fuerza F 
necesaria para producir una aceleración a hacia arriba. 

Suponer que no hay fricción en ninguna parte . 

F 

Fig. EI4a 

El DeL del bloque es la Fig. E14b. Note en 
especial cómo actúa la cuerda sobre el disco. 

F Mg 

Fig. E14b 

Supondremos que el bloque está acelerado 
hacia arriba, por lo que dirigimos el Eje X hacia arriba. 

Las ecuaciones de movimiento son: 

F - F sen S ., Mg sen e ~ M a 

N - F cosS - Mgcos e ~ o 

La solución es 

(rI ) 

(r2) 

F ~ ~M~a:,+.c.:.:M:!g"s::e:::n .::.S 
l -sen 9 

N 
M(a + g)cosS 

l -sen S 

lliota. En fUDción de la fuerza F la aceleración y la 
normal son: 

(r3) 
F(I -sen S) - Mg sen S 

a ~ 

M 

(r4) N ~ (F + Mg)cosS 

Análisis de la solución. 

Cuando e 4 90° la fuerza F tiende a infinito, 

lo mismo que la fuerza normal N, ya que 

l' ( COSS ) ti (-sens ) 
e~%o ¡ -sen S =9-+%0 -cose =00 

(Se derivó con respecto a e e l numerador y el 
denominador.) Se requiere cada vez mayor fuerza para 
acelerar al conjunto confonne el ángulo del plano es 
cada vez más grande. 

Cuando e --+ 0° tenemos que 

F --> Ma 

N --> F + Mg 

como era de esperarse (Vea la 
Fig. EI4c). Fig. El4c 

De (r3) vemos que la fuerza tiene que cumplir 
la condición 

F > MgsenS 
l -sen S 

para que el bloque esté acelerado hacia arriba (a > O). 
Si esta condición no se cumple, el bloque está 
acelerado hacia abajo (o < O). 
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[E jemplo 151 Un bloque de masa m se desliza sobre 

una cuña de masa M. La cuña no está fija al piso; 
calcular su aceleración suponiendo superficies lisas. 

m 

M 
() 

o . 

P Q 

Fig. EI5a 

Diagramas de cuerno libre. 

Observe la Fig. E 15b. En e l DCL de la cuña 

no conocemos el punto de ap licación de la nonnal 
debida al piso, N', pero esto no se requerirá en el 
cálculo. 

e: N , 

" - -- .;.. 

Mg 
N' 

Fig. E15a. DeL de la cuña. 

Fig. E15c. DCL del bloque. 

E jes de referencia. 
Se muestran junto a los DeL 's del bloque y de 

la cuña. Ambos sistemas de ejes están fijos a Tierra. 

Leyes de movimiento. 
En la Fig. E15a, P es el punto (de la superJicie 

horizontal fija) a l que arribaría el bloque si la cuña 

estuviese fija. Como la cuña se mueve aceleradamente 
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hacia la derecha, el bloque arribará a orro punto, Q, 
situado a la derecha de P. El desplazamiento del bloque 

es un vector hacia dicho punto Q, lo mismo que su 

ace leración. En la Fig. E lSc hemos agregado todos los 

vectores acelerac ión con flechas punteadas: al Y 3 2 son 

las aceleraciones del bloque y la cuña, respectivamente , 

con respecto a T ierra, y a 1/1 es la aceleración de l bloque 

con respecto a la cuña. 

Las ecuaciones del movimiento se p lantean en 

e l marco de referencia inercial "Tierra". Son éstas: 

Bloque: 

rng sen 8 =- rn al x 

N - rng cos e = ma ly 

Cuña: 

Nsen9 = Maz 

- N cos e - Mg + N' ~ o 

Incógnitas y datos. 

5 incógnitas (a])[., aly, N, N', al), 4 ecuaciones. 

Relaciones cinemáticas ylo dinámicas. 

La condición cinemática de l problema es ésta: 

"La aceleración a ll2 está dirigida 

a lo largo de la cuña". 

Expresémosla matemáticamente, usando los 

ejes X y Y definidos para el bloque (Fig. E l5d). 

y 

x 

Fig. E15d 

De la relac ión 

tenemos, tomando componentes Y, 

a l y = - a 2 sen e 
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Operaciones matemáticas. 
Con esta última relación ya podemos resolver 

el sistema de ecuaciones para la incógnita a2' Resulta 

rng sen 8cos9 
a2 = 

M + m scn 2e 

Análisis de la so lución. 
Cuando M --+ 00 tenemos que a2 --+ O, como 

debe ser. 

Para 0 = O Y 8 = 90' tenemos que "2 = O. La 
función tiene un maximo entre estos valores de 8. Lo 
entendemos como sigue: 

La fuerza que acelera horizontalmente a la 
cuña es N sen e. Para que a2 sea grande conviene que N 

sea grande, lo cual viene favorecido por ángulos 
pequeños. Pero al disminuir el ángulo disminuye el 
fac tor'sen e. Existe pues un compromiso. 

Como ejercicio, ponga 111 = M Y encuentre el 
máximo de a2 al variar e. Ocurre para (Fig. E15b): 

3.465 
/í~ 

I i ~\ 
/ : , 

I " / : \ 
i I \ 

,. i \\ 
I I ' \ 

\ 
o 

Fig. E15e 

!E jemplo 16.1 Un eollarin de 2 kg insertado en una goia 

ve rtical lisa es jalado hacia arriba por medio de una 
cuerda a la que se aplica una fuerza constante de 200 N, 

como se muestra en la figura . Calcular la aceleración 
de l collarín y la fuerza normal de la guia sobre él 
cuando la cuerda forma un ángulo de 30°. 

200 N 

3 kg 

Liso 

rig. E16a 

La Fig. E 16b es el De L de l collarín. 

Fig. E16b 

Plantearemos las ecuaciones de movimiento 
para el instante mostrado en es ta figura : 

EnX: Feos8 -N = 0 

En Y: F sen8 - mg = m a 

La solución es 

N = F eos 8 ~ 200 eos 30' = 173 (N) 

F 
a = -sen 8 - g = (200/ 10) sen 3D' - 9.8 

m 

= 0.2 (mi s') 
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*7.12. Relaciones cinemáticas en general 

Veremos ahora sistemas de cuerpos inter­
conectados con cuerdas, que dan lugar a unas 
relaciones cinématicas no tan simples que las tratadas 
hasta ahora. En esta sección reuniremos unas reglas 
para encontrar las relaciones entre las aceleraciones de 
los diversos cuerpos. 

En la Fig. 17, parte izquierda, se muestra una 
polea en movimiento vertical acelerado. La aceleración 
de la polea es ap = 4, relativa a un marco de referencia 

fijo (digamos Tierra) donde se ha fijado un eje vertical 
X. La polea impulsa dos bloques a través de una 
cuerda; se muestran también las aceleraciones de estos 
bloques relativas a Tierra, cuyos valores son digamos 

GI = 6y a2= 2. 

X a p =4 

1 
a llf' = 2 

t 
t ! 

a, =6 a,=2 
a2IP = - 2 

En el marco "Tierra" En el marco "Polea" 

Fig.17 

¿Le parecen extraños los valores de al Y a2? No lo sou 
si calcula las aceleraciones de los bloques con respecto 
a la polea según las fórmulas de aceleraci",n relativa: 

(15a) a(/, = a,-ap 

(15b) a2IP = a, - ap 

Obtiene a¡1P = 6 - 4 :::: 2 y a 2lP = 2 - 4 = - 2, como se 
muestra en la Fig. 17, parte derecha. Claramente se 
cumple la relación 

(16) a (/, =- a21' 

porque la cuerda es inextensible (por hipótesis). 
Poniendo (15a,b) en (16) tenemos 
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o bien 

La aceleración de la polea es el promedio de las 
aceleraciones de los bloques. 

(17) 
1 

a p =- (a ) +a2) 
2 

Para evitar errores de signo al aplicar la relación 
cinemática (17), tenga presente que presupone un 

mismo eje X para los tres cuerpos (polea, bloque 1 y 

bloque 2). 
Veremos a continuación cómo deducir 

relaciones cinemáticas en sistemas de cuerpos inter­
conectados por cables. En el siguiente ejemplo 
exponemos un método. 

!Ejemplo 17 J Deducir las relaciones entre las acelera­
ciones de los bloques B 1 Y B2 mostrados en la Fig. 
E17a. 

E, 
r;,----------"(~ -F 

~ O~ 

Fig. EI7a 

Tomemos un eje X fijo a Tierra y denotemos 
las posiciones de los bloques con Xl y Xz. como se 
muestra en la Fig. E17b. Si se da al bloque 2 un 
desplazamiento digamos hacia la derecha, entonces el 
desplazamiento del bloque 1 ya no se puede especificar 
arbitrariamente. En vista de que sólo uno de 105 
desplazamientos (o ve locidades, o aceleraciones) es 
independiente, decimos que el sistema tiene un grado 

de libertad. 

1-
e- x 

1" 11 

E, g> ¡ <TI 
. , • 

O ~X,~ 
.. ,-~-...:..- X, ----+-~.'ii 

1- e .1 
x 

Fig. El7b 
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Para el sistema considerado la condición de 
que la longirud de la cuerda sea constante es 

2(x, - x, ) + (e - x ,) ~ constante 

donde e, la coordenada de la bisagra fija, es también 
constante. Es decir, 

2X2 - 3x ¡ = otra constante 

Como es ta relación se cumple para todo tiempo, 
podemos derivarla con respecto al tiempo: 

o sea 

3 
v2 = - VI 

2 

Volviendo a derivar se ti( ne para las 
aceleraciones 

3 
a2 = - al 

2 

Dado un sistema, el número de grados de libertad se 
encuentra como sigue: como pOI hipótesis las cuerdas 
son inextensibles, sus longitudes permanecen 
constantes. Estas longitudes se pueden expresar en 
términos de las coordenadas x' s de los bloques, lo que 
lleva a una ligazón entre dichas coordenadas. Esta 
relación se deriva con respecto al tiempo para obtener 
una relación entre las velocidades, la cual se puede usar 
para expresar alguna de ellas en términos de las demás, 
es decir, cada relación disminuye en uno el número de 
grados de libertad. 

Ahora bien, el número de condiciones del tipo 
"Longitud = Constante" es igual al número de cuerdas, 
por lo que el número de grados de libertad será igual al 
número de bloques presentes menos el número de 
cuerdas que los enlazan. 

En el ejemplo anterior tenemos 2 bloques y 
una cuerda, de modo que hay 2 - I = 1 grado de 
libertad. 

Ejercicio 17. Obtener las relaciones cinemáticas del 
sistema mostrado en la figura. Suponer que el bloque 
B3 es tá acelerado hacia la derecha. 

Sugerencias. Hay tres bloques y una cuerda, de tal 
modo que los grados de libertad son 3 - 1 ~ 2. Es decir, 
se pueden asignar posiciones arbitrarias a dos de los 
bloques, y la posición del tercero quedará ya 
detenninada. Finque un eje X en Tierra y denote las 
coordenadas de los bloques digamos como en la 

siguiente figura : 

8, 

¡ 
-"3-- - -...,· 1 

x 

Resp. Dos aceleraciones arbitrarias, y la otra dada por 
la relación a 2 - 3a I + 20) = O. 

*7.13. Método turbo para obtener 
relaciones cinemática s 

reglas: 
El método turbo se basa en las siguientes 

(i) Todos los puntos de un tramo recto de 
cuerda que se mueva en la dirección 
detenninada por el tramo mismo (o sea 
en su propia línea), poseen la misma 
velocidad. (Esto porque la cuerda se 
supone inextensible). 

(ii) La velocidad del centro de una polea 
es el promedio de las velocidades 
(paralelas por hipótesis) de los puntos 
de cuerda diametralmente opuestos 
donde la cuerda entra y sale de la polea 
(Ecuación (17). 

(iii) La velocidad de los puntos de una 
cuerda no se altera (en magnitud) al 
bordear la cuerda una polea fija , perno 
fijo o superGciefija. 
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Aplicaremos este método en el siguiente 
ejemplo. 

!Eiemplo lSJ Hallar las condiciones cinemáticas del 

sistema de bloques y poleas mostrado en la Fig. E 18a. 

Flg. E18a 

Son tres partículas y una cuerda, por lo que el 

sistema tiene 2 grados de libertad . Esto lo puede ver 
también así : fije el bloque 1 en alguna posición. 

Manteniéndolo fijo, puede bajar el conjunto central 2 
hasta otra posición arbitraria. O sea que las posiciones 
de los bloques 1 y 2 son independientes, no así la 

posición del bloque 3. 
Existe por lo tanto una relación entTe las 

aceleraciones a l, a2 Y a3· 

Por las reglas (i) y (iii), la velocidad del 

bloque izquierdo, VII la tienen todos los puntos de la 
cuerda desde ese bloque hasta que entra en la polea 
móvil (esto se debe a que la polea fija superior 
izquierda simplemente redirige la velocidad V" sin 
alterar su magnitud). Lo mismo podemos decir de la 
velocidad V2 , que se puede "transportar" hasta la orilla 

derecha de la polea móvil. Ahora bien, por la regla (ii) , 
la velocidad del centro de la polea móvil, que coincide 
con la del bloque 3, es el promedio de las velocidades 

VI y V2, o sea 

Derivando esta relación con respecto al tiempo 

obtenemos la relación buscada : 
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Ejercicio 18. EncuC!ntTe la re lación entre las acelera­

ciones de los bloques B 1 Y 82 mostrados en la figura . 

BI 

Sugerencia. Suponga que 
B2 baja y denote las 

velocidades de B I Y B2 
con VI y V2, respecliva­
mente. Encuentre las ve lo­
cidades de los puntos de la 
polea móvil dadas en la 
fi gura a la derecha . 
Aplique luego la regla (ii) . 

Resp. 3a l = a2. 

B2 

V t 

V t 

!E jemplo 19) En el sistema de la Fig. E19, supongamos 

conocidas las velocidades 

La siguiente figura muestra las velocidades de varios 

otros puntos del sistema. 

B, B, 

Fig. E19 

Hemos hecho la as ignación de velocidades 
tornando en cuenta las reglas (i), (ii ) Y (j ii): 
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• Como B y D son puntos fijos del bloque 1 tenemos 
lIB = VD = V1 = 2. 

• Como F y H son puntos fijos del bloque 2 tenemos 
VF = VB = \12 = - 4. 

• El punto J es un punto fijo del bloque 3 por lo que 
YJ = Y3 = 5. 

• En el sistema de la Fig. E 19 identificamos 4 tramos 
de cuerda: AK, CG, HI y DE. Por la regla (i) 
tendremos VA = V¡(, Ve = VG. VH = Vr y VI) = VE' 

• Por la regla (ii) tenemos 

1 
VB = - (VA + ve) 

2 

1 
VF ~ - (VG+ VE) 

2 

1 
V¡ ~ - (Vx + VI) 

2 

de donde 

VK ~ 2v¡ - VI ~ 2(5) - (- 4) ~ 14 

VA = 14 

vc~ -- IO 

VA ~ 2VJl - vc ~ 2(2) - (- 10) ~ 14 

!Ejemplo 20J Consideremos el sistema de una polea 
fija y una móvil P, ilustrado en la Fig. E20a. 

Supondremos que las poleas son lisas y de masa 
despreciable. Deseamos obtener las aceleraciones de 
los 3 bloques, así como las tensiones en las cuerdas 
(serán 2 tensiones T ¡. T2• en vista de que existen dos 
cuerdas). 

En la Fig. E20b están los DCL 's. Hemos 
supues to que la polea P sube, por lo que hemos 
escogido el eje X hacia arriba para la polea P y los 
bloques 1 y 2 , Y hacia abajo para el bloque 3. 
(Recuerde que conviene tomar un eje X común para los 
bloques m1 , m2 Y la polea móvil) . 

P 

m3 

m2 
m, 

Fig. E20a 

6 X 

.. 
<lp ¡ Tt 

T2 T2 

r 
"3 

.... '~ 
4
1
, ¡ m3g 

"2 m2g X 
mtg 

Fig. E20b 

En cuanto a los bloques, no sabemos a priori 

hacia dónde estarán dirigidos sus vectores aceleración. 

La solución del problema lo dirá . Sin embargo, para 
aplicar la ecuación (l7)-p37 tal como está, supondremos 

que a1 Y a2 están en la misma dirección que ap, como se 
muestra en la Fig. E20b. 

He aquí las ecuaciones de movimiento: 

Polea P : Bloque 1: 

(rl ) TI - 2T2~ O (r3) T 2 - mI g == m i al 

Bloque 2: Bloque 3: 

(r4) T2 - m2g = m2a 2 (r5) ml g - TI = m) al 

En las ecuaciones anteriores figuran 5 

incógnitas: TI , T2, ah a2, a l. Falta una ecuación. 
Una de las relaciones cinemáticas de este 

problema es 
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Pero debemos eliminar de aquí la ace leración 01'. 

Conocemos la re lación entre la ace leración de la polea, 
01' (igual a o)) y las ace leraciones al Y a2 de los bloques. 
Es la ecuación ( 17)-p37, que expresa en este caso que: 

(r6) 

Para resolver el sistema de ecuaciones 
procederemos así: 

Restemos miembro a micmbro las ecuaciones 
(r3) y (r4): 

(r7) 

ESla ecuación la juntamos con la ecuación (r6), escrita 
en la forma 

(r6') 2a] ~ a, + a, 

Resolvamos ahora (r7) y (r6') como un sistema de 
ecuaciones simultáneas para a l Y a2 en términos de a): 

(r8a) 

(r8b) 

a, (m, - mJlg +2m,a) 

mi + m2 

Usando (r1), escribamos (r5) en la forma 

(r9) m] g - 2T,~ m]a] 

Despejemos T, de (r3) y sustituyamos en (r9): 

Pongamos aquí el valor de a. en ténninos de a). dado 
por (r8a). Obtenernos una ecuación con la so la 
incógnita OJ' Resolviendo, 

con 
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m, 

Para m, ~ 131, ~ 50 kg Y m] ~ 100 kg obten­

dríamos aJ = O. En t:ste caso el bloque de 100 kg esta 

en reposo o se mueve con velocidad constante. ¿Qué 
pasa con los otros dos? (Fig. E20c .) 

60 kg 

40 kg 

Fig. E20c 
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7.14. Problemas 

l. Dos vagones con las masas indicadas se mueven 

hacia la derecha. Cada vagón tiene un s istema de 
frenos, los cuales se apLican simultáneamente, 
generándose lUla fuerza frcnadora de 50 kN sobre cada 

vagón. ¿Cuánto va le la fue rza en el acoplamiento 
durante la ' desaceleración? ¿Es de tensión o de 
compresión? Repetir el problema intercambiando las 
masas de los vagones. 

30Mg 45Mg 

'" " 
Resp. 10 kN (tensión). 10 kN (compresión). 

2. Un cilindro de masa M descansa sobre dos 
superfic ies a ángulo recto como se muestra en la figura. 

No existe fricción en ninguna parte. ¿Para qué va lor de 
la acele ración el cilindro está a punto de rodar hacia la 
izquierda? 

M 

a 

Resp. g tan e. 

3. Se ap lica una fuerza constante F como se muestra en 
las figura s abajo. Las polcas son ideales y las 
superficies lisas. ¿Puede dar la ace leración del sistema 

en cada caso, s in necesidad de plantear las ecuaciones 
con deta lle? 

60N 

Resp. 4.2 mi s , 14 mi s . 

4. Se ap lica una fuerza F sobre una polea ligera y lisa! 

como se muestra en la t1gura . Calcular el valor máximo 
de F tal que el bloque M no se mueva, y la aceleración 

consiguiente de l bloque m. Tomando F igual al doble 
de este valor máximo calcular las aceleraciones de los 

bloques. 

F 

m 

Resp. F = 2Mg, a = 
(M- m)g 

m 

5. Para el sistema mostrado en la figura, calcular las 
aceleraciones de los bloques y la tensión de la cuerda. 

No hay fricción para el bloque sobre el lado inclinado. 

ó kg 

50N 
¡Le - 0.2 

Resp. a = 5.9 mi s'. 
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6. Comparar las aceleraciones del bloque de masa mI 

en los dos casos mostrados. 

m, 

Resp. a = -,-:2",n",12,-,go..-
4m¡ + m 2 ' 

m, 

m, 

7. Se quiere acelerar un bloque de masa m sobre una 
superficie horizontal relativa a la cual el coefi ciente de 

fricción cinética es ~c. ¿A qué ángulo e debe aplicarse 

la fuerza para lograr la máxima aceleración? 

'"' '"' '"' 
~

F 

-!---- --
Resp. arctan(~). 

8. Un bloque acanalado de masa 8 kg se mueve 

vertica lmente en una guía lisa, mediante una fuerza 

constante F ap licada como se muestra. Calcular el va lor 
de F que imprime una aceleración de 2 m/ sI al bloque. 

F 

8kg 

Resp. F = 11 1.3 N . 

9. Suponiendo que todas las superficies son lisas , que la 

cuerda es inextensible y que la polea es de masa 
insignificante, calcular la aceleración del bloque de 
masa M y la tensión de la cuerda. 

mg 
Resp. a =--­

M+2m 

M 
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m 

10. Sobre el carrito actúa una fuerza que le produce una 
aceleración "a" . En cierto momento se rompe la cuerda. 
Existe fricción entre el bloque de masa ro y el carrito, 

de coeficiente estático J.I.. ¿Cuál es el mínimo va lor de J.I. 

tal que el bloque no caiga? 

a 

o o 

Rcsp. g/a. 

11. Una chaquira resbala sin fricción desde lo alto de 
un círculo cuyo plano es vertical , a 10 largo de una 
cuerda que [onna un ángulo a. con la vertical. Calcular 

el tiempo necesario para que la chaquira llegue al 
extremo inferior de la cuerda. Demostrar que el tiempo 

es el mismo para cualquier cuerda del circulo. 

In 

Resp. t = 2 j!f 
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12. Calcular el mínimo valor de la fuerza F tal que el 

bloque ro no resbale hacia abajo. Calcular también la 

fuerza normal sobre el bloque M, debida al piso. 

Resp. 

F .~} 
, , , , , , , 

F m(m+M)g 

~M 

Liso 

M 

I , , , , , , , 

13. Resuelva el problema 12 con los bloques 

intercambiados (F aplicada sobre M, el bloque "m" 
haciendo contacto con la superficie derecha de M). 

(m+M)g 
Resp. F 

14. El collarin e se mueve a lo largo de la guía recta 

inclinada G, con aceleración constante "a" dirigida 
como se muestra. Existe fricción de coeficiente estático 
¡.l entre el bloque de masa m y su apoyo horizontal, 

soldarlo al collano. ¿Qué valor máximo puede tener la 
aceleración sin que el bloque se deslice? Compare con 
el resultado obtenido en el Ejercicio 12 de la página 3 1. 
¿Puede explicar fisicamente la diferencia? 

() 

Resp. a = ~g I(cos e + ~ sen e) 

15. Dos bloques de masas 6 kg Y 8 kg se ponen en 

contacto sobre un plano inclinado a 36.87° y se dejan 
ir. Existe fricción con el plano, de coe fi ciente 0.3 para 
el bloque de 6 kg Y 0.5 para el de 8 kg . Calcular la 

acele ración de cada bloque y la fuerza de contacto 

entre ellos. 

Resp. 2 .63 mi s'; 5.37 N. 

6 kg 

0.5 

36.87· 

16. Analizar el movimiento del sistema mostrado en la 
figura . ¿Bajo qué condiciones se mueven juntos (como 

uno solo) los bloques m) y ro2? 

Resp. mJ > Jl)m) 

Jl lffi¡ > Jl2(ml + ro2) 

17. Dos bloques BI y B2 de la misma masa descansan 

sobre un plano inclinado fijo . EKiste fricción entre el 
bloque B I Y el b loque B2, de coeficiente ~ I , y entre el 

bloque B2 y el plano, de coefic iente ~" Dejado el 
sistema en libertad, ca lcular las aceleraciones de los 

bloques. 

BI 

B2 

() 

¿Qué pasa si las superficies son lisas, o si ¡.t I = 

O Y ~2" O, o si ~ I " O Y ~2 = O? 
¿Puede ser la aceleración de] bloque superior 

mayor que la del inferior? ¿Menor? 
¿Puede el bloque superior estar acelerado y el 

inferior no? 
¿Cuál es la solución para la aceleración 

cuando los dos bloques se mueven juntos? 
¿Siempre se cumple que f = ¡.tN para ambos 

bloques? 
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*18. Calcular la acelerac ión de cada bloque. Despreciar 
las masas de las poleas. 

Sugerencia. Deduzca la condición a l = ( 1/4) a2. 

100 kg 

300 kg 

Resp. a l = (4/19)g 

19. Una varilla de masa insignificante y longitud L 

porta en sus extremos sendos bloques A y B de masas 

ml Y ffi2. respectivamente. La varilla descansa 

formando un ángulo e con la vertical , con el bloque A 

contra un plano vertical liso y el bloque B contra un 

piso horizontal liso. El sistema se libera desde esta 

configuración. Calcular la aceleración del bloque A en 

este momento. 

D.tos: mi = 75 kg, m, = 50 kg , L = 2 m, 8 = 40°. 

Sugerencia. Existe la siguiente relación cinemática en 

este problema: 

" las aceleraciones al Y a 2 de los bloques A y B tienen 

en todo momento la misma componente a lo largo de la 

varilla", 

Resp. 

A 

m, 

a, = __ m--", g,-,_an_ 8_--,- = 5.03 mi s'. 
mi tan e + m2 cote 
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CAPÍTULO 8 

LEYES DE NEWTON. MOVIMIENTO CIRCULAR 

8.1. El problema general 

Fonnulación del problema general que 
abordaremos en este capítulo: 

Una partícula se halla sujeta a varias 

fuerzas, cuyo efecto conjunto es bacer que 

la partícula describa una trayectoria 

circular. Aplicar las leyes de Newton para 
deducir las propiedades del movimiento 
(Fig. 18). 

T ra.ye ctaría 

~ F¡ 

I 

e 

Fig.18 

8.2. Repaso de cinemática circular 

Repasemos el aspecto cinemático. Para 
describir el movirruento circular se utiliza un sistema de 

coordenadas polares (r, 8) con base ortonormal {eT, ee}. 

Como la coordenada "r" es cansante , basta con la 
función S(t) para describir el movimiento. Los vectores 
de posición r , velocidad v, y aceleración a de la 
pa11ícula toman esta forma general en la base polar: 

(18) r = TeT 

(19) 

(20) 

v = v ee 

y' 
a = --er + ar ee 

r 

Vea estos vectores en la Fig. 19. 

v 

a 

e 

Fig.19 

El unitario er define la dirección radial en la 

localidad considerada, y ee defme la dirección 
tangencial. El vector de posición de la partícula es 
puramente radia l, el vector velocidad puramente 

tangencial. La aceleración tiene en genera l una 

componente radial Gr Y una tangencial as. La 

componente radia l (llamada también aceleración 
centrípeta ) siempre se dirige hacia el centro e de la 
trayectoria (por 10 que siempre es negativa). La 
componente tangencial puede estar en la misma 

dirección o en dirección opuesta a la velocidad. 
Denominaremos plano de movimiento al 

p lano que contiene a la trayectoria circular. 

Se denominafllerza centripeta al término LFr. 
esto es, a la suma de las componentes radiales de todas 
las fuerzas existentes sobre la partícula. Es sólo un 
nombre. No es una fuerza debida a ningún cuerpo en 
especial, sino que todos los cuerpos activos presentes 
contribuyen a ella, cada cual a través de su componente 

radial. 
Nota. Evite el error común de llamarle " fuerza 
centrípeta" al término 

r 
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Eje ~ 
t angen cial El 

g ~ 

C....:....:=-- t--_ 
Eje X 

Fig. Z3 

• El ej e radial R lo trazamos desde el centro e de la 
circunferencia, pasándolo por la posición actual de 
la partícu la y prolongándolo "hacia fuera", esto es, 

en dirección centrifuga. 

• El eje tallgellcial e es perpendicular a l eje radia l 
R. Este eje 6> se sima en el plano de la 

circunferencia, y su dirección es hacia donde crece 
la posición angular e de la partícula. 

• El eje vertical Z es perpendicular al plano de los 
ejes R y 0. A l girar el eje R hacia el eje e se 
obtiene la dirección del eje Z por la regla de l 

tirabuzón (La tema {ReZ} es derecha}. 

La posición angular e de la partícula se mide 
desde alguna dirección fija en el plano de movimiento. 

Tal direcc ión la tomaremos como la del eje X de un 
sistema cartesiano auxi liar, corno vemos en las figuras 
anteriores. 

Ahora bien, en el movimiento en un plano 
horizontal supondremos que la velocidad v (y con ello 

la ve locidad angular ro) es constante. Es decir, no 
existirán fuerzas a lo largo de la dirección tangencial 0 , 
de tal modo que trabajaremos solamente con los ejes R 

y Z. 
Por otra parte, en el movimiento en un plano 

vertica l trabajaremos con los ejes R y e , como en la 

Fig. 23. Si tales ejes están en el plano de l papel, cosa 
que supondremos en lo sucesivo, el eje Z apunta hacia 
(o contra) el lector. No existirán fuerzas a lo largo del 

eje Z. 

En el movimiento en un plano horizontal son 

vá lidas las relaciones 

(26.) ¿ Fo ~ O 

(26b) e ~ eo+ rol 

(26c) v = constante = ro r 

(26d) 
de 

ro = - = constante 
dt 

dro 
(26d) aS =ar=- r = O 

dt 

Esta clase de movimiento obedece las 

ecuaciones 

(27a) 

(27b) 

Ecuaciones del movimiento 
en un plano horizontal 

En cuanto al movimiento en un plano vertical 

tendremos en general que la posición angular e no 
variará linealmente con el tiempo t, como en (26b). Es 
decir, la función 8(t) no será tan simple, y velocidad 

angular ro será una función de l tiempo, lo mismo que la 

aceleración angular Q. 

Las ecuaciones de movimiento correspon­

dientes son: 

(28. ) 

(28b) 

Ecuaciones del movimiento 
en un plano vertical 

(28c) ¿F, ~ O 
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El método general de resolución que 
emplearemos es el mismo método "DELIRO" 
empleado ya en el capítulo anterior. Explicaremos las 

particu laridades de cada etapa del método en los 
primeros ejemplos. 

8.4. Movimiento en un plano horizontal 

!E iemplo 21 j Observe la Fig. E2 1a. Una partícula de 
masa "m" está atada a un hilo y se apoya sobre una 
mesa horizontal lisa. La partícula describe una 

circunferencia de radio "r" con rapidez constante "v". 

Se desea calcular las fuerzas debidas a la 
cuerda y a la mesa. ¿A qué velocidad pierde la partícula 
el contacto con la mesa? 

h 
----,-\------~ 

.. ~ r - - .:- - - _ . 

, 

" ·· .•. r 
, 

..... _- ---_ ... m 

Fig. E21a 

DELIRO 
t Diagramas de cuerpo libre 

Veamos la Fig. E21b. Se ha sombreado el 
plano vertical determinado por el eje vertical Z y la 
posición presente de la partícula. Es en este plano 
donde actúan todas las fuerzas sobre la misma, ya que 
por hipótesis no existen fuerza s tangentes a la 
trayectoria circular (fuerzas que serían perpendiculares 
al plano RZ). Es por ello que la rapidez y la velocidad 
angular son constantes. En visla de lo anterior conviene 
trazar el DCl en una figura bidimensional en la que el 

plano del papel sea el plano sombreado mencionado. El 
DeL luciría entonces como en la Fig. E2 1 c. 

Note que en esta figura el círculo descrito por 
la partícula se ve como una línea diametTal de centro 
"C" (esta línea es la "traza" de la trayectoria en el plano 

vertical). 
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EjeZ 

Eje R 

Fig. E21b 

La partícula tiene contacto con la mesa (N) y con el 
hilo (T). 

Traza de la 
circunferencia en.1Pl"'\ 

tEje Z 

, 
h: 

e r 

Fig. E2 lc 

DELIRO 
t Ejes y referencia de tiempo 

Usaremos los ejes radial R y vertical Z 
mostrados en la Fig. E21 c. 

DELIRO 
i Leyes de movimiento 

En el movimiento horizontal las ecuaciones de 
movimiento son las ecuaciones (27a) y (27b): 
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Apliquemos estas ecuaciones: 

v2 
- T cos p = m(-- ) 

r 

N + Tsenp - rng = O 

DELIRO 
t Incógnitas y datos 

Datos: m, r, h, v. Con r y h se obtiene P; con v y r se 

obtiene ro. Incógnitas (2): T1 N. Tenemos 2 incógnitas 

y 2 ecuaciones y podemos proceder a resolverlas. 
La ctapa "Relaciones cinemática s y/o 

dinámicas" no se necesita en este problema. 

DELIRO 
i Operaciones matemáticas 

Usemos 

cos p 
r 

y despejemos la tensión T de la primera ecuación: 

2g2 T = mv 1+-
r 2 

Sustituyendo T en fa segunda ecuación obtenemos la 
normal N: 

Discusión. 

• La normal se hace cero cuando v = r Jf . A esta 

velocidad y mayores se puede retirar la mesa 

horizontal y no pasa nada. 

!Eiemplo 22J Dos varillas ligeras están articuladas en 
un extremo común A a un objeto de masa M. Los oo-os 

extremos, B y e, están articulados a dos puntos fijos 
situados sobre una linea vertical. El ángulo ¿ (BAC) 
vale 90°. Dado que el sistema rota con velocidad 
angular constante ú) alrededor de Be, calcular las 

fuerzas en las varillas. La longitud de la varilla BA es 
L, y el ángulo ¿ ABC es conocido, igual a p. 

Diagrama de cuerpo libre. 

Una variUa de masa insignificante solamente 

puede estar en tensión o en compresión simples. 

Se advierte fácilmente que si la velocidad 
angular es muy pequeña, el objeto descansará sobre la 
varilla CA, por 10 que esta varilla estará en c.ompresión, 

a diferencia de la varilla BA que siempre está en 

tensión. Si (O es muy grande, ambas varillas estarán en 
tensión, lo cual hemos supuesto al trazar el DCL de la 

Fig. E22a. 

Objeto de 

A 

C 

Fig. E22a 

Ejes y referencia de tiempo. 

En la Fig. E22b el centro del circulo que 
describe el objeto A es el punto 0, y el radio "r" es la 
distancia OA. 

Ej e vertlc al Z 

B 

(3 

0, 

, , , 
" C · , 

A 

mg 

Fig. E22b 
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Leyes de movimiento. 

Lo Fr = m ar: - F , sen p - F, cos P ~ m(-w' r) 

¿ F, ~ O: F , cos P - F, sen p - mg ~ O 

Incógnitas y datos. 

Datos: l , P, rn, w Incógnitas: T ¡, T 2 

Operaciones matemáticas. 
Resolviendo simultáneamente las ecuaciones 

obtenemos 

T, ~ m(ro'r sen P + g eos P) 

T, ~ m(ro'r eos p - g seo P) 

Poniendo r = L sen p vemos que T2 es negati va 

(compresión) si ro < J g . 
leosp 

!E jemplo 23. 1 Un carro para vías férreas , de masa M, 
viaja en una curva con forma de arco de circunferencia 
de radio R. Dada la velocidad V del carro, calcular el 
peralte p de la curva justo para que no haya fueí¿a 
transversal sobre los rieles a esa velocidad. Calcular la 
fuerza transversal en el caso que la ve locidad del carro 
sea 2V. Tratar el carro como si fuera una partícula. 
<Nota. Para un tratamiento adecuado de este problema 
debe aplicarse la dinámica rotacional del cuerpo rígido. 
El resultado que obtendremos aquí es una buena 
aproximación cuando R es muy grande pn comparación 
con las dimensiones del carro>. 

Diagrama de cuerno libre. 

M Riel 

Al centro de ~) 
lacUIVa R ¿ 
~-------------- - - - ~ 

Fig. E23a 

Observe el Del en la Fig. E23b. Se han 
descompuesto las reacciones en los rie les según una 
dirección a 10 largo del plano incl inado y otra 
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perpendicular al mismo. Como el carro tiende a irse 
hacia fuera, hemos supuesto que la reacción del riel 
exterior es la única que posee componente 
"transversal", denotada con F. Alterna ti vamente, F 
puede pensarse como la fuerza total tranversa l sobre 
ambos rieles, sin que se altere el resultado. 

Ejes y referencia de tiempo. 
El eje radial R es paralelo al terreoo plano. El 

eje Z es vertical. 

r Eje Z 

EjeR 

N, 

Fig. E23b 

Leyes de movimiento. 
La segunda ley de Newton proporciona las 

relaciones 

V 2 
- N , sen p - N, seo p - Feos p ~ - M -- R 

N, eos p + N, eos p - F sen p - Mg ~ O 

incógnitas y datos. 
Datos: M, V, R. Ineógnilas (3) : p, N" N, . 

Tenemos 2 ecuaciones. Falta una. 

Relac iones ci nemáticas y/o dinámicas. 
Se desea el va lor del peralte 13 para el cual 

(esta es la ecuación faltanl c). 
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Operaciones matemáticas. 
Las ecuaciones anteriores dan tan p = V2/gR. 

Para una ve locidad 2V el problema debe resolverse de 
nuevo con p conocido y sin la condición F = O. Se 

obtiene F = 3 Mg sen ~. 

!E jemplo 24 .1 Un automóvil de masa M toma una curva 

circular de radio r y peralte p. (a) Deternunar la 

máxima velocidad a la que puede tomarla sin resbalar 
suponiendo que el coeficiente de flicción estática es Jl . 

(b) Determinar el peralte rrúnimo para que no resbale si 
la toma con velocidad dada v. 

Diagrama de cuerpo libre y Ejes de referencia. 

Como el automóvil se considera una partícula, 

lo representamos por un punto en el De L mostrado en 
la Fig. E24. Este DeL concsponde a fricción máxima 

fm, que es la situación que nos interesa. 

El eje radial viene desde el centro de la cW"va, 
situado a gran distanc ia "r" del automóviL 

~ Eje Z 

Fig. E24 

Leyes de movimiento. 

(rl) 

¿ F, = O: 

v 2 
-Nsen~ - fm cosp= - M ­

r 

(r2) N cos ~ - f,,, sen ~ - Mg = O 

Incógnitas y datos. 

Datos: M, r, ~. (a) ~ (b) v. 3 

Incógnitas: (a) N, fo" v (b) N, f,,,. ~. Falta una 
ecuación. 

R elaciones cinemáticas v/o dinámicas. 
Existe la condición dinámica de deslizamiento, 

(r3) ~T1=)..lN 

Operaciones matemáticas. 
Veamos las ecuaciones (rI ) y (r2) como un 

sistema simultaneo para fm Y N. Resolviéndolas 

encontramos 

Mv 2 
f m =--cos ~-mgsen~ 

r 

Mv 2 
N = --sen ~ + mgcos ~ 

r 

De la condición ~n = )..lN se saca 

(a) v= 
(~ + tan ~)gr 

I - ~tan~ 

Despejando de la expresión anterior obtenemos 

(b) tan ~ 

!E jemplo 25.1 Un bloque de peso W reposa sobre un 

plano inclinado liso soldado a una flecha que gira con 
velocidad angular OJ. Calcular la ro necesaria para que 

la tensión de la cuerda sea igual al peso W. 

Uro 

33· 

Fi g. E25a 

Diagrama de cuerpo libre y Ejes de referencia. 
El De l incluye las tres fuerzas mostradas en 

la Fig. E2 5b. Note cómo están colocados los ejes radial 
y vertica l. 
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Eje vertical Z 

T 

e r 

Leves de movimiento. 

En la dirección rad ial. 

Eje radial R 

w 
(j 

Fig. E25b 

(r l ) - T cos e + N sen e ~ m (- ",' r) 

En la dirección vertical, 

(r2) T sen e + Neos e- mg ~ O 

Se tiene también que 

(r3) r ~ Leos e 

Relaciones cinemáticas ylo dinámicas. 

Existe la condición de que la tensión de la 
cuerda sea igual al peso, o sea 

(r4) T ~ W 

Operaciones matemát icas. 
Poniendo (r3) y (r4 ) en las ecuaciones, 

despejando N de (r2) y sustituyéndola en (rl ) 
encontramos que 

"'~ 
l- sen HJl. 

cos 2 O L 

!E jemplo 26) Una esferilla de masa m describe un 
circulo horizontal de radio 0.4 D'I dentro de una 
superficie li sa semiesférica de radio interno 0.5 m, 

colocada con su borde horizonta l. Un hilo delgado 
atado a la esfer ilJa pasa por Wl pequeño agujero en el 
fondo de la superficie y sostiene otra csfcrilla de la 

misma masa que cuelga en reposo. Calcular la 
ve locidad de la primera esfcrilla. 

2-53 

_.-. ---- --- -.. _- .. . --

m 

Fig. E26a 

Diagramas de cuerno libre y Ejes de referencia . 

El DeL de la csferilla giratoria se traza en el 

plano vertical que contiene a dicha esferilla, al cenlro O 

de la copa, al centro e del círculo que describe la 

es teri lla, y a la cuerda. És te es el plano de los ejes 

rad i.l y vertica l (Véase la Fig. E26b). 

Hemos introducido los ángulos auxiliares P y 

$, y denotado los radios de la copa y de la trayectoria 

con R y r, respectivamente. 

o R 
Eje 

vertical 
.-- - -- _.- -. _. _. -_ ..... -. - - ----- -- --_ .. --. -

T 
. -- N 

mg 

Eje 
rawa1 

La esferilla giratoria tiene contacto con la copa y con la 
cuerda, de ahí las fuc:rzas N y T en el DeL Note que la 
norma l N. por ser perpc::ndicular a la copa, apunta hacia 
el centro O de la misma. 
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Leyes de movimiento. 
Las ecuaciones de la esferilla giratoria son 

Radial : 
v 2 

- N cos P - T cos <1> = m (- - ) 
r 

Vertical: N sen p - T sen <l>-mg = O 

y la ecuación de la esferilla colgante es 

T - mg = O 

Incógnitas y datos. 

En las ecuaciones anteriores aparecen las 
incógnitas N. T Y 00, Se tienen pues tres ecuaciones con 
tres incógnitas. 

Operaciones matemáticas. 

a 
Resolviendo el sistema de ecuaciones se llega 

v = 
cos<l>(l + sen <1> + cosP) . .!!. 

cosp 

Calculemos los ángulos P y <1>. Refuiéndonos a la Fig. 

E26c. la línea OP es un radio de la copa. por lo que 
hemos puesto OP = 0.5 . Por otra parte, del triángulo 
rectángulo ope encontramos el cateto OC, que resulta 

ser de 0.3 . Entonces el segmento eB es la diferencia 
0.5 - 0.3 = 0.2. 

o 0.5 
------_ . . .• -------------------, ' 

0.3 : ",0.5 . . 
: 0.4 (3", e ~ ------ --- -----. p . '" ---: v::,' 

0.2 

8 

r-ig. E26c 

Por lo tauto, 

P = cos-' (O.4 / 0.5) = 36.87' 

<1> = tan -' (0.2 / 0.4) = 26.56' 

Sustituyendo en la expresión encontrada para la 

velocidad "v" tenemos 

v=7.84 mis . 

8.5. Movimiento en un plano vertical 
En esta clase de movimiento, el campo 

gravitatorio terrestre está en el plano vertical de 
movimiento. De nuevo, explicaremos el método en los 

ejemplos. 

!E jemplo 271 Una partícula de masa "m" resbala por 

una guía circular lisa de radio "e" en UD plano verticaf. 

La partícula parte del reposo en el extremo A de un 
diámetro horizontal. Calcular la reacción de )a guía 

como función de la profundidad "h", así como la 
aceleración anguJar en el punto A y en el punto más 

bajo. C. 
Una de la caracterís ticas que diferencian esta 

clase de movimiento del movimiento en UD plano 
horizontal con velocidad constante, tratado en las 
páginas anteriores, es que la posición angular e ya no 
variará linealmente en general , y la velocidad angular ro 

ya no será constante. 

A 

T 
h 

1 

e 

Fig. E27a 

Diagrama de cuerpo libre. 
El De l es muy simple, incluye solamente la 

normal N y el peso "rng" (Fig. E27b). 
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r 

,/" 
Eje R :-e e 

Eje e 

Fig. E27b 

E jes y referencia de tiempo. 
No interviene aquí el eje Z, que estaría 

perpendicular al plano del papel en la Fig. E27b, 

apuntando hacia el lector. Intervienen los ejes radial R 

y tangencial El, situados en el plano de la trayectoria 

circular. 
En esta clase de problemas la posición angular 

e es una cantidad de interés, junto con su derivada la 
velocidad angular ro, La posición angular puede 
medirse desde cualquier dirección rya del plano de 
movimie1lto, y en sentido alllihorario u horario. según 

convenga . En este ejemplo se ha escogido medirla 
desde la dirección DA en sentido antihorario. Para 
evitar errores de signo debemos tener cuidado al trazar 
el eje tangencial e. Recuerde que la regla es: dirigirlo 

hacia donde crece la posición allgular 8. 

<Nota. Si en la Fig. E27b hubiéramos definido la 
posición angular e midiéndola desde la dirección 
vertical OC en sentido horario, el eje tangencial e 
apuntaría en la dirección contraria a la que tiene all í.> 

Leyes de movimiento. 
Las ecuaciones que gobjernan el movimiento 

son las ecuac iones (28a,b) de la página 48: 

¿Fe = m a r 

Recordemos además las re laciones 

v = m r 
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(29) 
de 

00= -
dI 

Generalmente se trata de encontrar las funcione s 9(t), 

ro( l) o bien rote) ya(e). 
Apliquemos las ecuaciones: 

- N + mgsen 8 =- m ú)2 r 

'[Po ~ lTlllO: 

mgcos8= mar 

Incógnitas y datos. 
Los datos del problema son m y r. En las 

ecuaciones ante riores aparecen adicionalmente las 

cantidades N, e, ro ya. En vista de las relaciones (29) , 
la segunda ecuación de movimiento es una ecuación 
diferencial para la variable 8. Resolviéndola hallaremos 
rote) y ate), y luego sustituiremos en la primera 
ecuación de movimiento para calcu lar N(8). 

Relaciones cinemáticas vio dinámicas. 
Tenemos las siguientes condiciones iniciales: 

(30) O ~ O y ro~ O 

en t = 0, cuando la partícula parte de A. 

Operaciones matemáticas. 
Consideremos la segunda ecuación de 

movimiento, que si mplificamos a 

a = .fcose 
r 

Corno vemos, a es función de 8. El método matemático 
de integración que describiremos a continuación es 
aplicable a ecuaciones como la anterior, de la fonna 
general a ~ j{O). 

Tornemos la representación a = med ro/dO) y 
pongámosla en la ecuación a = j(8), 

dw 
0)- = I(e) 

de 
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Separemos las variables e integremos entre 1 = O Y un 
liempo arbitra rio t, correspondientes a valores 90• roo y 
9, ro, respectivamente, de la posición y velocidad 
angulares, 

mdm ~ j\a)d8 

r'" mdm = re f(8) d8 
Lo .\Jo 

1 2 2 , => -(m -mo ) = f(8) d9 
2 O 

Esto es ya la ve locidad angular ro como función de 8. 

Pongámosla como una fórmula general que podemos 
usar en otros problemas: 

(31) 

Primera integral de la ecuación diferencial 

dm 
a=m-=f(9) da 

En el problema actua l tenemos 

a ~ j\8) = ~ cos 8 
r 

m, ~ O 

m2 = 2 J e~cos8 d8= 2g sen8 
O r r 

Una vez obtenida esta <:>(8), orra integración nos 
conducirla a 9(t). Sin embargo, no la efectuaremos. 
Sustituyendo w2(0) en la primera ecuación de 
movim.iento hallamos 

N(9) ~ mm'r 1 mg sen 8 = 

3mgh = 3 rng sen e = -­
r 

La aceleración angular en té rminos de r y h es 

En el punto superior A. h ~ O Y a ~ glr (la partícula 

empieza con una aceleración lineal igual a la de caída 

libre). En el punto más bajo C. h = r y a ~ O (la 
velocidad angular pasa de ir aumentando a ir 

disminuyendo). 
Notemos que la velocidad cuando la panícula 

se halla a profundidad h es v = ml" = )2gh . 

!EJemplo 28) UD bloque de masa m = 0.2 kg se coloca' 

sobre una tablita , con la que existe fri cción de 

coefi ciente estático )..l = 0.4. Mediante mecanismos no 

mostrados en la Fig. E28a, se comunica al conjunto un 
movimiento circular de radio r = 0.5 m, con velocidad 

constante v en sentido horario. Analizar el movimiento. 

Q_ Bloque 

T ablita --:-""~-::::::==::-::;-1.l 

. 
• 

-_ O 

Fig. E28a 

, 

Si la velocidad v es pequeña la experiencia 
dicta que no pasa nada interesante, el bloque pennanece 
en un mismo lugar. 

Las fuerzas sobre el bloque son: 

- El peso rng, el cual es constante. 

- Las fuerzas debidas a la tabla, que son la 
nonnal N y la fricción f. Estas fuerzas son variables . 

Escogeremos medir el ángulo e a partir de la 
dirección vertical de la plomada, en sentido horario. 
Está claro que el ej e tangencial e debe estar como se 
muestra en la Fig. E28b, hacia donde crece e. 
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EjeT 

~ · c , , 
, , 

, , 

N 

rig. E28b 

El objetivo es primeramente obtener N y f 
como funciones de v y e y luego, dada una velocidad, 
calcular a qué ángulo empier¿a a deslizarse el bloque, si 
es que ello ocurre. 

Las ecuaciones de movimiento son: 

LFr = mar: 

(r 1) 

(r2) 

v2 
- fseoe + mgcos 8 - N cos 8 = 01 (- - ) 

r 

- fcos 8 - mg sen 8 + N sen 8 = O 

Existe además la condición dinámica de deslizamiento 

inminente, 

(r3) 

Resolvamos las ecuaciones (rl) y (r2) para N y 
f en térrrúnos de v y O; obtenemos 

(r4) 

(r5) 

mv2 
f =--se0 8 

r 

mv2 
N = mg ---cos9 

r 

La fricción es pos itiva en el viaje de subida desde e = o 
hasta e = 180°, de modo que estuvo correcto trazarla 
hacia la derecha en el DeL de la Fig. E28b (el bloque 
tiende a deslizarse hacia fuera , o sea hacia la izquierda, 

en este rango). 

La condición de des lizamiento inminente, 

f = IlN, conduce a la ecuación 

(r5 ) 

2-57 

Pongamos v = 1.5 mI s . Obtenemos las 

soluciones 

8d = 75.86° Y 8d = 147.74° 

Pongamos un valor muy pequeño de v, digamos v = 0.2 
mI s : la ecuación (rS) no tiene solución; no hay 

deslizarrtiento. 
Una vez que el bloque empieza a deslizarse, el 

des lizamiento es intemutente. 

tt: ¡cmplo 29. 1 E l péndulo simple. 
Una masa m pende de un hilo inextensible de 

longitud L La masa osclla en un plano vertical bajo la 
acción de la gravedad. Estudiar el movimiento. 

L 

----~ - ~ 

Fig. E29a 

Diagrama de cuerno libre. 
Es la Fig.E29b. 

, 
'--e 

.... _ - _ . _ ~ 

mg 

m 

, , 
Eje T 

EjeR 
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Ejes y referencia de tiempo. 

Escogemos medir la posición angular e a partir 
de la dirección de la plomada, en sentido antihorario. 
De ahí la dirección del eje T. 

Leyes de movintiento. 

LFr = ma,: , 

- T + mg cos e = - m ú:,z L 

~ mg sen e = rn a L 

Incógnitas y datos. 

De la segunda ecuación se obtiene roCe) o bien 
9(t). Luego, de la primera se obtiene la tensión como 
función de e. 

Relaciones cinemáticas ylo dinámicas. 

Supondremos que el péndulo se abandona 
desde cierta posición angula r inicial 80 : 

6(1 ~ O) ~ eo m(I ~ O) ~ O 

Operaciones matemáticas. 

La aceleración angular es, de la segunda 
ecuación de movimiento, 

(r 1) a = - !. sen e 
L 

Aplicando el método descrito en el Ejemplo 27 
(Ecuación (3 1 )-p56) podemos calcular la ve locidad 
angula r como [unción de la posición angular: 

(r2 ) 

OJ2 ~ _ 2g ro sen8d8 => 
L J90 

2g 
- (cos 8 -cos60 ) 
L 

Según esta expresión debernos tener cos e ;::: cos e, o 

sea ¡ e ¡ ~ I 90 l. El movimiento está confinado al 
intervalo e E [- 8o• 80]. El signo positivo de ro vale en 
la fase oscilatoria antihoraria, el negativo cuando la 
oscilación es en sentido horario. La ro máxima ocurre 

cuando a. = dro/dt = O, o sea en e = O, en la 

confi guración vertical del péndulo. 

Es dificil el problema matemático de obtener 

8( t) a partir de la expresión 00(6). Conduce a unas 

funciones llamadas "elípticas", expresadas como 
integrales defInidas. 

El problema matemático es simple si 
suponemos que las oscilaciones son pequeñas (9 « 1 
radián). En (r2) pongamos a ~ d'8!dt', 

d28 2 
- 2-+ k sen e == O 
di 

con 

Para pequeñas osci laciones aproximamos sen e ~ e y 
obtenemos la "ecuación del 
simple", 

(r3) 

oscilador armónico 

La solución de esta ecuación para las condiciones 
iniciales 6(0) ~ 80 Y OJ(O) ~ O es 

(r4) 8(t) ~ 60 cos kl 

El período t del movimiento es el tiempo 
elapsado entre dos posiciones consecutivas iguales, o 
sea 10 que tarda el péndulo en ejecutar una oscilación. 
Se saca de la condición 

cos (k(t + ,» ~ cos kt 

o sea kr = 2rr. Despejando t y sustituyendo k, 

(r5) 

Un péndulo cuyo período sea de un segundo tendrá una 
longitud ~ 2S CIII. 

La frecuencia u de las oscilaciones es el 
número de osci laciones ejecutadas por segundo. Es 
igual al inverso del período, 

(r6) 
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!E jemplo 30J Una chaquira de masa m está insertada en 

una guía semicircular lisa de radio r) y está sujeta a un 
resorte lineal de constante k. Calcular su aceleración 
angular cuando el resorte está horizontal. 
Datos: m ~ 0.5 kg ; k ~ 30 N/m; r ~ 0.8 m. 

Longitud natural del resorte Lo ~ 0.4 m. 

B 

r 
2 ' , 

e 

Diagrama de cuerpo libre. 

La chaquira tiene contacto con la guía (N) y 

con el resorte (R). En la posic ión de interés, 

S ~ angcos(~) ~30° 
2 

La longitud del resorte es 

L ~ r cos 300 ~ 0.693 m 

y su fuerza, 

R = k(L - LO) '" 8.8 N . 

Ejes y referencia de tiempo. 

e 

Fig . E30b 

Eje T 

EjeR 

mg 
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Observe que la posición angular 8 se define 

desde la dirección horizontal derecha) en sentido 

antihorario. 

Leyes de movimiento. 

Las ecuaciones se plantearán para el instante 

particular considerado. No son vá lidas para posiciones 

arbitrarias de la chaquira. 

N - Reos e - rng sen e = - m rol r 

R sen e - mg cos e = m a r 

Operaciones matemáticas. 

Con los datos propuestos no podemos calcular 

N ni (t) , pero sí la aceleración angular: 

1 , 
a = - (R sellS - rng cos S) = 0.626 rad/ s 

mr 

8.6. Movimientos de la LUDa y la Tierra 
El movimiento de la Luna alrededor de la 

Tierra, y el de ésta alrededor de l Sol, se pueden analizar 

con muy buena aproximación suponiendo que las 
orbitas son circulares. 

He aquí unos da tos que usaremos: 

Constante de gravitación: G = 6.67 (10- 11
) (S. T. ) 

Masa de la Tierra: 5.98 ( lO") kg 

Masa de la Luna: 7.36 (10") kg 

Masa del Sol: 1.99 (!O" ) kg 

Distancia media T ierra- Luna : 3.84 (108
) m 

Distancia media Tierra-Sol: 1.49 ( 1011
) m 

!E jemplo 3 1 J Calcular el periodo de la Luna en su 
movimiento alrededor de la Tierra, dada la masa de 1<1 
Tierra y la distancia Tierra- Luna. 

Denotemos con M L y MT las masas de la Luna 
y la Tierra, y con "d" la distancia mutua (rig. E31a) . 

Supues ta la Tierra como marco de rererencia 
inercial, las ecuaciones de movimiento de la Luna son 
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Eje T Eje R 
- - - .. -

Mr ,< 0 1 --- --
Fig. E31a 

(r l ) 

(r2) O = m a d 

(a = O => ro = constante) 

donde F es la magnitud de la fuerza gravitatoria 
terrestre, dada por 

(r3) 

Susti tuyendo este valor de F en la ecuación (rl ) 
obtenemos la veloc idad de la Luna, Y, la cual de hecho 
no depende de su masa: 

v = J GM
d 

T = IC6",.6:..:.7--,,(\:..:.0_-
I
_
1 
)'-. .:;;5.:..:.98",(",1 0,-2-!-4) 

3.84(108 ) 

= 10 19 (mi s ) 

El periodo de la Luna, 'l, se saca de la relación 

vr = 21td 

Se obtiene 

'( = 27.3 día 

¡EjemplO 32) Calcular la masa del Sol a parlir de la 

masa de la TicITa y su período. 

En forma completamente análoga al ejemplo 

anterior podemos deducir la relación 

(rl ) 

para la ve locidad de la Tierra, VT. en términos de la 
masa del Sol, Ms. Y la distancia Sol- Tierra, d. 

Por otra parte, el período de la Tierra, t . se 
expresa en términos de su velocidad VT como 

(r2) 
2nd 

t=--
vr 

Despejando VT de (r2) y susti tuyendo en (r l ), 

2nd = JGMs 
t d 

Despejando ahora la masa del Sol, 

(r3 ) 

Sustituyendo los valores 

2 
G = 6.67(10-11) N . ~ 

kg 

d = 1.49 ( lO" ) m 

t = 1 año = 365.24 dia = 3.15 ( lO') s 

obtenemos 

M s = L96 (IOJO
) kg 

valor bastante aproximado al valor rea l. 
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8.7. Problemas 

1. Dos panicuJas iguales están conectadas por una 

cuerda que pasa a través de un agujero en una mesa 

lisa. Una de las partículas está sobre la mesa, y la otra 

por debajo. ¿Cuantas revoluciones por segundo debe 

dar la partícula sobre la mesa, en una circunferencia de 

radio 150 mm, para mantener a la otra partícula en 

reposo? 

_.---'-_ '~--. 

, 

::' ~50,"m ': . , . , . 
. • ' •• ___ • .. ~ _ .• __ .--- ' ro 

, 
~------------'!-------{ 

m¿ 
Resp. 1.28 rev / s . 

2. Una masa m sobre una mesa giratoria li sa está unida 

a los extremos de un diámeo'o mediante dos cuerdas 

iguales de longitud L. La mesa se hace girar con 

velocidad angular constante 00, Calcular la tensión en 

las cuerdas. 

2 Resp . (2/3)m", L. 

L 

3. Un anillo liso puede deslizarse a 10 largo de una 

cuerda de longitud 11 0 mm. Los extremos de la cuerda 

están fijos a dos puntos A y B si tuados en línea verl ica l 

2·61 

a distancia de 40 mm uno de l otro. El sis tema gira con 

velocidad angular constante, de tal modo que la 

distancia del anillo a A y B es 60 mm y 50 mm, 

respectivamente. Calcular la velocidad angular. 

60 mm 

40 mm 
m 

B 

Resp. 0.9 rad/s . 

4. Un can'o de ferrocarril , de masa 3000 kg, se mueve a 

razón de 45 km/h en una curva circular de 250 m de 

radio. No hay peralte, es decir, el riel exterior no se 

levanta sobre el interior. Calcular la fuerza lateral que 

se ejerce sobre el riel exterior . 

Resp. 1875 N. 

5. Una partícula de masa ';m" está sujeta, a través de 

una cuerda inextensible de longitud L, a un punto fijo O 

situado a una altura 'oh" sobre UDa mesa horizontal lisa . 

La partÍCula describe un círculo sobre la mesa, con 

rapidez constante "v". Calcular la fuerza ejercida por la 

mesa y la tensión en la cuerda. 
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Resp. 

o 

-"'-h: __ o 

f..., .. \.. 
". 

L " 
, 

, 

m 

6. Una varilla ligera CB, de longitud "s", está pivoteada 

libremente en su extremo e, el cual está fijo, y porta en 

B una masa m. La varilla se mantiene en posición 

horizontal por medio de una cuerda atada a B y a un 

punto fijo A situado verticalmente sobre e aUlla 

distancia "b" de éste. Calcular la magnitud y dirección 

de la fuerza de CH cuando CH rota alrededor de la 

vertical a "n" revoluciones por segundo. 

b 

B 
clx>=-====:n 

S m 

7. Dos esfcrilJas A y B de la misma masa "m", 
apoyadas sobre una mesa horizontal lisa, están aradas a 
cuerdas de la misma longitud L como se ve en la figura. 
El sistema rota alrededor de la vertica l a traves del 

punto fijo O de tal manera que las cuerdas OA y AB se 
mantienen ce lineales. Calcular las tensiones en las 
cuerdas. 

. m 

L~"B 
~ , 
O ' 

-. --_." ----

, 2 
Resp. 3mw-L; 2mw L 

8. Una tomamesa rugosa puede girar alrededor de 411 

eje vertica l. Se coloca sobre ella una partícula de masa 

"m", a una distancia "c" del eje. Luego se hace girar la 

mesa aumentando gradualmente su velocidad angular. 

Demuestre que la particula no se mueve relativamente a 

la mesa, a menos que el número de revoluciones por 

segundo exceda el valor 

donde .u es el coeficiente de fricción estático parúcula­

mesa. 

9. Una masa "2m" reposa sobre una superficie 

horizontal lisa, y está conec tada con una masa "m" 

mediante una cuerda inextensible que pasar por un 

pequeño ani llo liso y fijo a una altura "h" sobre la 

mesa. Dado que la masa 2m describe un círculo de 

radio (1/2)h Y centro en la mesa verticalmente por 

debajo del anillo, calcular el tiempo necesario para una 

revolución. 
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h 

,m 
t) 

2m 

,esp. h)~h 

10. Dos masas desiguales están conectadas por una 

cuerda de longitud L que pasa a través de un anillo fijo 

y liso. La masa menor se mueve como un péndulo 

cónico mientras que la otra cuelga verticalmente. 

Calcular el semi ángulo b del cono y la frecuencia 

angular de movimiento si una porción de longitud "s" 

de la cuerda cuelga ve rticalmente. 

m ~ 
s 

M 

Resp. cos -. - ----l(m) 1 ~g 
M 2n m(L-s) 

11. Un cono circular de semiángulo vertica l b está fijo 

con su eje vertical y su vértice hacia arriba. Se ata una 

cuerda inextensible de longitud L en el vértice por uno 

de sus extremos, y en el otro extremo se ata una 

partícula de masa " m" que descansa sobre la superficie 

lisa externa del cono. Luego, la partícula se hace rotar 

con veloc idad constante ro en Wl círculo horizontal en 

contacto con el cono. Calcular la velocidad angular y la 

tensión de la cuerda. 

2-63 

m 

Resp. 

12. Una partícula de masa m está suspendida desde un 

punto fijo por medio de un resorte elástico lineal de 

longitud natural LO y constante elástica " k". La 

particula describe un CÍrculo con velocidad angular 

constante. Demostrar que se cumple la relación 

, g ( m ,) (O cos9 = - I --ro 
Lo k 

13. Una partícula cuelga de una cuerda inextensible de 

longi tud L, alada a un pun to fijo O. Una segunda 

partícula de la misma masa cuelga desde la primera 

mediante otra cuerda iguaL Todo el sistema g ira con 

velocidad angular cons tante w alrededor de la verrical 

a través de 0 , de tal manera que las cuerdas superior e 
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inferior forman ángulos constantes Il y $, respectiva­

mente. Demostrar que se cumple la relación 

",2L 
2 ranp- tan$ = --sen p 

g 

o 

(3 L 

m 

L 

m 

14. CalcuJ ar la masa del planeta Júpiter conociendo que 

el período de su Luna lo es de 1.77 día, y la distancia 

de lo al centro de Júpiter es de 4.22 (10' ) m. 

27 Resp. 1.90 (10 ) kg . 

15. ¿Qué velocidad debe tener un satélite artific ial en 

órbita circular alrededor de la Luna ten"estre para que el 

radio de su órbita sea 1.5 veces el radio lunar. 

Dato. el radio de la Luna es 1.74 (lO' ) m. www.yo
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Módulo 111 

TRABAJO, ENERGÍA Y POTENCIJ 
UN ENFOQUE DE SISTEMAS 
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INTRODUCCIÓN 

En el lenguaje coloquial las ecuaciones de 
balance más simples se enuncian así: 

Lo que se tiene ahora es igual a lo que se tenia antes, 

más lo que entró y menos lo que salió en el ínterLn. 

La pequeña Lulú fue al bosque con 3 moras en 
su canasta. Recogió 12 moras más. En el camino de 

regreso regaló 4 a Tobi y la bruja Ágata le quitó 5. 

¿Cuántas moras tiene ahora la pequeña Lulú? 
El tema general de este módulo es una 

ecuación de balance análoga. Las moras en la canasta 
son la energía mecánica E, y las moras en curso de 
cambiar de dueño son el trabajo W. 

El concepto primerísirno detrás de una 
ecuación de balance es claramente: ¡Ja canasta! 

perdón: ¡el sistema ! 
El sistema es el cuerpo material (o conjunto de 

cuerpos materiales) que guarda (o "posee", o 
"almacena"), la cantidad "balanceada" , trátese de 
moras , energía mecánica, energía eléctrica, etc. La 

analogía con las moras no va muy lejos: las moras son 
algo que podemos ver, tocar y comer, pero la energía 
mecánica es un ente abstracto, intangible, invisible. 
Hubo tiempos cuando una fonna especial de 
transmisión de energía, el calor, se veía como un ente 
material, que se denominó "calórico", pero los tiempos 

cambian y la idea de calórico se enfrió . 
En la fis ica existen diversos tipos de 

ecuaciones de balance: de masa, de fuerzas, de energía, 
de momento lineal, etc. Antes de plantear cualquier 

ecuación de balance debemos estip ... lar cuál es el siste­
ma al que se refiere o pertenece. La tarea de e8pecificar 

el sistema debe ser algo . pues .. . sistemático. 
El siguiente torito, conocido por todos 

nosotros, apunta a la importancia de los sistemas en las 
ecuaciones de balance, sean balances energéticos, 

monetarios , etc. 
Tres viajeros llegan a pernoctar al Hotel Otelo. 

Comparten un cuarto triple por el que desembolsan la 
camidad de $30. Al otro día es el cumpleaños del 
manager, el Sr. OteJo, qujen en un ataque de despren­

dimiento les hace a los viajeros un descuento colectivo 
de $5. Entrega al botones esta cantidad para que se la 
devuelva a los viajeros. Como 5 entre 3 no da pagado, 
en el camino el botones se embolsa $2, los viajeros 

reciben $3, y todos contentos por el cumpleaños. 

3-3 

El problema es que los viajeros pagaron 
netamente $27, que sumados a los $2 del botones arroja 

529. ¿Dónde quedó el otro $ 1 que completa los $30 

entregados inicialmente? 
(Dicen que si le pregunta a un buen contador público le 
contestará: "¿dónde desea que lo hagamos quedar?") 

Podemos defirur aquí muchos sistemas: 

{Viajeros}, {Botones}, {Otelo}, {Viajeros + Botones} , 
{Botones + Olelo}, etc. Cada uno tiene su ecuación de 

balance de dinero. Antes de continuar la lectura, 
plantee la ecuación de balance del sistema compuesto 

por el Sr. Otelo y el Botones. 

Esperando . 
¿Ya? Prosigamos. Plantearemos la ecuación de 

balance del sistema {Viaj eros + Botones}. Supongamos 
que antes de toda transacción los viajeros poseen en 

total $1000 Y el botones posee $50. La ecuación de 

balance es 

(Dinero inicial) + Entradas - Salidas = (Dinero final) 

o bien ($ 1000 + 550) + $5 - $30 = (SI025) 

Efectivamente, los viajeros tienen al final $973 y el 

botones $52. 
Vea el siguiente diagrama (El sistema es el 

recuadro a rayas): 

Viajeros salen $30 
(Ti enen $1000) 

1 
$3 r Sr. ate l o 

Botones 
(Ti ene $50) • 

Entran $5 

._----------------------_. 
Note que el flujo de $3 que ingresa a los 

viajeros proveniente del botones es imerno al sistema 
{Viajeros + Botones}, por lo que no aparece en la 
ecuación de balance (más sobre esto a su debido 
tiempo). Dicho flujo figuraría en la ecuac ión de balance 
del sistema {Viajeros } o {Botones}, para el cual 
constituye un flujo externo . (En la analogía de la 
canasta de Lulú, podría haber compartimentos en la 
canasta, y pasarse las moras de uno a otro, pero ello no 
influiría en la ecuación de balance de moras.) 

Volviendo a la fisica, para defmir un sistemll 

"S" simplemente se estipulan o enumeran los clle/pos 
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materiales que lo constituirán. Todos los cuerpos que 
quedan excluidos del sistema S, y que son capaces de 
influenciarlo, forman a su vez otro sistema que 

denominaremos el sistema externo de S, y que 

denotaremos con Sext' También se le llama a Sext los 

alrededores 'del sistema dado. Los cuerpos miembros 

de Sext no son todos los restantes cuerpos del universo 

físico. No tiene caso iccluír en Sext cuerpos que no 

actúan sobre S. Podemos excluir a la Nube de Dort. 
UDa represenl'ación pictórica del balance de 

energía podría ser esta : 

Sistema 
Went 

Sistema S 
externo 

Wsal 
Sext !1E=Went - W sa1 

En cierto momento el sistema poseía cierta 
energía El- Durante un lapso de tiempo subsecuente el 

sistema externo realizó trabajo total ' Went (entrante) 

sobre el sistema y por su parte éste efectuó trabajo total 
W sal (saliente) sobre el sistema externo. Al término del 

lapso considerado el sistema hubo incrementado su 
energía a E2 = El + 11E, donde M = W ent - W sal, 

El siguiente diagrama de energía es 
equivalente al anterior: 

Sistema Wext Sistema S 
externo 

Sext M = Wext 

En este diagrama, Wext es el trabajo " e/o sobre el 

sistema. igual a W cnt - W sal ' En " Wext" ya están 

contabil izadas (sumadas algebraicamente) las energías 

que entraron y salieron del sistema disfrazadas de 
trabajo, es decir, las energías que suministraron los 
alrededores al sistema, y viceversa, en forma de trabajo 
(que no hay ot1"3 forma en mecánica, por cierto). 

Cuando se efectúa un trabajo sobre un sistema, 
este trabajo pierde su identidad, se acaba su rol en la 

vida. ¿Adónde fue? Se "transmutó" o transformó en 
"energía mecánica" del sistema. Es decir, el trabajo no 
es energía "poseída" o "almacenada", sino "energía en 

tráns ito" entre sistemas. Constituye la única forma en 
que los sistemas mecánicos intercambian energía. 

En sistemas no-mecánicos existe otra forma de 

intercambio de energía: por calor. El calor es tema de 
estudio de la termodinámica, disciplina en que la 

energía de un "sistema termodinámico" se denomina 

energía interna (corresponde a la energia mecánica de 
un sistema mecánico). La ecuación de balance de 

energía en la termodinámica tiene la fonna 

l!.U~ (Went + Qent) - (W,al + Q,al) 

donde U es la energía interna del sistema y Qent Y Qsal 

son energías entrantes y salientes del sistema, 
respectivamente, en forma de calor. La ecuación 

anterior es la expresión matemática de la primera ley dO' 
la termodinámica. Esta ley se reduce a la forma 

" Wext = DE', aplicable a la mecánica, al poner 

U=E y 

La energía mecanica se compone de dos 
contribuciones que son la energía cinética y la energía 
potencial del sistema. La primera es "energía de 
movimiento", la segunda es "energía de configuración 
(o posición)". 

Un sistema mecánico aislado (uno que no 
interactúa con ningún cuerpo en absoluto). o uno que 

no recibe netamente trabajo desde el exterior, no cobra 
ni paga energía. Su energía se conserva en el tiempo. 
Esta es la ley de conservación de la energía, la cual 
demostraremos para sistemas mecánicos. Esta ley se 
elevó a la categoría de un principio fundamental de la 

naturaleza, al irse extendiendo el estudio a sistemas que 
admiten fenómenos no mecánicos. 

Ni qué decir que el tema de la energía es de 
gran importancia en ingeniería. Los protagonistas 
principales del tema en mecánica son: 

El sistema S. 

El sistema externo Sexto 

El trabajo W. 

La energía cinética K. 
La energía potencial V. 
La energía mecánica o energía total E = K + V. 

El villano de la obra es el trabajo. Saber 
calcuJar trabajos es el escollo matemático que hay que 

salvar en relación con el tema de la energía. Vale la 
pena dedicar el esfuerzo suficiente al respecto. Pagará 
muchos dividendos. 

Al fma l de la jornada sabremos si faltan 
moras. 

. .. O si sobran. 
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CAPÍTULO 9 

TRABAJO EN EL MOV1MIENTO RECTILÍNEO 

Este es un capín¡Jo en su mayor parte 

matemático. Está dedicado al cálculo de trabajos, y 
hemos preferido apartarlo de los capítulos con más 
contenido fisico para no perder el hilo allí. 

Empezaremos por dar un repaso a algunas 

fuerzas de importancia en el movimiento rectilíneo (o, 
como se suele decir, movimiento en una dimensión). 

Luego introduciremos la definición matemática del 
trabajo y finalmente daremos unos ejemplos de cálculo. 

9.1. Repaso de fuerzas en una dimensión 
En el movimiento rectilíneo el móvil se 

desplaza a 10 largo de una recta bajo la acción de 
alguna fuerza total FT (Fig. 1). 

Móvil 
Trayectoria 

\. O,\:::::F:::T ~. -~\ _ 

• 
r ; 1 

. i ~ .. 

O x X 

Fig.l 

El vector de posición r , los vec tores ve locidad 
y aceleración v y a , así como el vector fuerza F r. están 
dirigidos paralelamente al eje X en todo momento. Sus 
expresiones vectoriales generales son 

r =x i v = v i a = a i 

Para no padecer de ¡-itis, todos los asuntos 

relacionados con estos vectores los trataremos con sus 
representantes legales, o sea sus respectivas 
componentes x, v, a y FT . El signo de la componente 
revela la dirección del vector. Así por ejemplo, una 
fuerza negativa FT significa que el vector FT aplUlta en 
la direcc ión negativa del eje X, que también 
nombraremos la dirección -X, hacia donde disminuye 
la coordenada x. Fuerza positiva FT corresponde a un 
vector FT hacia la dirección +X, misma que la del 

vector unitario básico i . 
Repasemos algunas de las fuerzas mas 

comunes. Es importante notar en cada caso cómo se 
coloca el sistema de coordenadas. 

Peso cerca de la TielTa. 
La fuerza de atracción gravitatoria terres tre 

que experimenta UD objeto cerca de la superficie 
tenestre es muy aproximadamente constante. Su 

magnitud es "rng", el producto de la masa m y la 
ace leración de la gravedad g. Esta fuerza se denomina 

el peso del objeto. 
Si dirigimos el eje X hacia arriba (Fig. 2), el 

peso es 

(1) P ~- mg 

X 

O 
r .;l., 

Fig. 2 

Fuerza de un resorte elástico. 
Un resorte elástico lineal ejerce una fuerza 

proporcional a su deformación. Conviene fijar el origen 
del eje X en el punto de equilibrio del resorte (Fig. 3), 
para que la coordenada x coincida con la defonnac ión 
del resorte y la expres ión matemática de la fu erza 
elástica quede en la fonna simple 

(2) F(x)~ - kx 

donde " k" es una constante positiva denominada 
constaute elástica o rigidez del resorte, con unidades 
de N/ m. 

~briO (x -o , F- o) 

, X 
' o 

, X 

Fig.3 
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Si la deformación es llua elongación o 
alargamiento, como en la parte inferior de la Fig. 3, 
entonces x > O Y la fuerza F(x) = - kt es negativa así 

que F apunta en sentido contrario al eje X (en la Fig. 3: 
hacia la izquierda). Si el resorte está comprimido, x es 

negati va, F(x) es positiva, y F apunta hacia la derecha. 

Por 10 tanto, la expresión de la fuerza es válida para 
lodo valor de x, sea positivo, negativo o cero. 

Peso lejos de la Tierra. 
Observe la Fig. 4. Suponemos que un objeto, 

de masa m y siruado lej os de la Tierra, se mueve 
directamente hacia (o huyendo de) el centro del planeta 

x 
m 

Fig. 4 

(pues de otra manera el movimiento no sería rectilíneo). 
Tomando el origen O del eje X en el centro de la 
Tierra, tenemos que la coordenada x del objeto coincide 

con su distancia al centro, de tal modo que la fuerza 
gravilatoria es 

(3) 
GM m F(x)= ___ T-

x' 
(MT = masa de la Tierra ; G = constante de gravitación 

wliversal. ) 

Fuerza res istiva en un medio viscoso. 
Una esferilla que cae bajo la acción de su 

propio peso dentro de Wl medio viscoso experimenta 
por parte de éste una fuerza de resistencia al 
movimiento. En un modelo simple, ta l fuerza es 
proporcional a la ve locidad. de acuerdo con la 
expresión 

(4) F(v) =- b v 

"b" es una constante positiva con unidades de 
N- s/m. Debido al s igno menos en (4), la fuerza 

F( v) = - bv siempre se opone a la velocidad v. 

x 

Fig.5 

Fuerza de fricción o rozamiento. 
La fTicción cinética ordinaria también es una 

fuer¿a que siempre se opone a la velocidad v, si bien su 

magnitud no depende de l va lor numérico de la 
velocidad. Se puede poner en la forma 

(5) f= - sgn(v) · ~N 

donde J..l es el coeficiente de fr icción y N es la fuerza 
normal debida al contacto con la superficie sobre la que 
se des liza el cuerpo. 

La función signo, denotada por "sgn( )", se 
defIne por 

sgn(v) = { ~ 
- ) 

(6) 

si v> O 

si v = O 

si v < O 

Por ej emplo, en el caso simple de l 
deslizamiento de un bloque sobre una superficie 
horizontal (Fig. 6), la fuerza normal N vale "rng" y la 

fricción cinética es, suponiendo el Eje X hacia la 
derecha: 

, , 

f=-~ mg 

f=~ mg 

v>O 
---.,. 

~qcf< , , 

si el movimiento es --» . 
si el movimiento es +- . 

v<O 
..--

, , < '" ;;;; 
, 

mg N r~ < 
Eje X 

• 
Fig.6 
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La fricción cinética en este caso tiene 
magni tud constante, pero no podemos decir que sea una 
fuerza constante, puesto que su dirección varía según el 
sentido del movimiento. 

9.2. Def'mición del trabajo 
Considere el siguiente escenario: 

• Se tiene un cuerpo que se mueve en línea recta 
bajo la acción de una o más fuerzas paralelas a la 
dirección de su movimiento. 

• A lo largo del camino recto se tiende un Eje X, y la 
coordenada (o posición) del cuerpo se denota como 
usualmente por "x". 

• F es una de las fuerzas que actúa sobre el cuerpo. 
Puede ser función de una o más de las variables 
tiempo t, posición x y velocidad v. 

• El cuerpo se mueve desde xI hasta X2 bajo la 

acción de todas las fuerzas presentes, entre las 
cuales se incluye F. 

En relación con esta situación general 
conviene introducir la siguiente cantidad fis ica: 

Trabajo realizado por la fuerza F entre las 
posiciones XI y x2 

(7) I w= f~2 Fdx I F arbitraria. 

A reserva de discutir en el siguiente capítulo el 
significado tísico de esta cantidad, examinemos ahora 
algunas de sus propiedades: 

• Las unidades fís icas de trabajo son las de l 
integrando en la expresión (7), esto es, las de l 
producto de fuerza F y desplazamiento dx: 

newton-metro = N-m 

Este producto se le denomina j oule y se abrevia por 
" J " . 

• El trabajo ~s distributivo, es decir, 

Prooiedad de distributividad del trabaio 
El trabajo realizado por varias fuerzas F I , F2, 

... , FN , que actúan conjuntamente, entre dos posiciones 
dadas, es igual a la suma algebraica de los trabajos 
efectuados por cada fuerza separadamente. En 
símbolos, 

3-7 

• El trabajo es adictivo, perdón, "aditivo", por lo 
cual se entiende lo siguiente: 

Teorema de aditividad del trabaio 
El trabajo realizado por una fuerza desde una posición 
x I hasta otra x) es igual a la suma algebraica de los 
trabajos rea lizados entre XI y x2 Y entre x 2 Y Á3. donde 
x2 es una posición arbitraria. 

• Si el cuerpo sobre el que actúa la fuerza F 11 0 se 
mueve, entonces la fuerza F no realiza trabajo 
sobre él. Esto se deduce de (7), ya que en este caso 
dx = O. 

La definición (7) del trabajo se extiende al 
caso en que la fuerza se aplica en el extremo de una 
cuerda, resorte o vari lla rígida. En este caso "x" es la 
coordenada de l punto de aplicación P de la fuerza, y 

"dx" es el desplazamiento infinitesimal de tal punto 
(Fig. 7). 

D Cuerda P F 

) ~ . 

Punto de 

aplicación \ 

Resorte F ~. p • 
;,: 

Fig.7 

En el caso de la fuerza aplicada al extremo de una 
cuerda, sabemos que la cuerda adquiere una tensión 
precisamente igual a la fuerza ap licada allí. Lo mismo 
OCUlTe con el reso:-te. 

Note que aunque hablamos usualmente de 
"trabajos efecmados por fuerzas sobre cuerpos", 

también usarnos la fra se "tTabajo efectuado por un 
cuerpo C J sobre otro cue'1)Q C2" (a través de la fuerza 
que ejerce el sobre e2). Así, refiriéndonos a la 
situación de la cuerda y el bloque de la Fig. 7, podemos 
decir que la tensión ejerce un trabajo sobre el bloque o, 
equiva lentemente, que la cuerda ejerce un trabajo sobre 
el bloque. 

Por otra parte está claro que el trabajo que 
ejerce F sobre la cuerda es igual al que ésta ejerce sobre 
el bloque. Análogamente con respecto al resorte. 
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9.3. Trabajo de la fuerza total 
Sea Fr la fuerza total que actúa sobre un 

cuerpo. El trabajo de la fuerza total se denotará con el 
símbolo especial" Wext". Viene dado, según (7), por 

Traba' o de la fuerza total 

r (8) W", ~ FT dx x, 

Si una partícula realiza un movimiento uniforme la 

fuerza total sobre cIJa es idénticamente cero, de tal 
manera que no se efectúa trabajo neto sobre la 
partícula. 

9.4. Cálculo del trabajo de fuerzas comunes 
(A) El trabajo de una fuerza constante F en un 
desplazamiento entre x I Y X2 es 

W~ f ' Fdx=F r"dx=F(x, - x,) =F~x 
XI JX] 

Definiendo la cantidad "d" en la forma: 

tenemos 

d =Ix, - xtl=f ru f= 
= magnitud del desplazamiento lit = 
= distancia entre los puntos 

tenrunales xI Y X2 

Trabajo de una fuerza constante F en un desplaza-
miento Lll = x2 - X I de magnitud d. 

W = Fru 

(9) o bien F=f F f 
Signo "+" si F está en la 

W =± Fd 
dirección del desplazamiento; 
u_" en caso contrario. 

m F --------<;)1------=_. - .... , .. -
: ! 

• I t 

o x, x, 
I I.é.xl =d 

I 

Fig.8 

• X 

Esta expresión es la familiar fórmula "trabajo 

= fuerza x distancia" que Ud conoce de su primer curso 
de fisica. Note que el desplazamiento no necesita ser 
directo (o sea que ud" no necesariamente es la distancia 

reconida por el móvil. Más bien d es la distancia que 
separa los puntos inicial xl Y final x2 del trayecto). 

Conviene tener presente que si la fuerza 

(constante) F está en la misma dirección que el 
desp lazamiento ÓX, entonces el trabajo es positivo. En 

caso contrario es negativo. 

(B) El trabajo de la fuerza gravitatoria terrestre cerca 

de la Tierra, o sea del peso "rng", se obtiene como un 

caso particular de la fónnula (9), ya que el peso es una 
fuerza constante. Poniendo en la fórmula W = ± F dios 
valores 

y 

donde h es el desnivel vertica l entre las posiciones 
inicial y fmal del cuerpo, tenemos 

Traba'o del peso cerca de la Tierra 

(10) 
W=- rngru Eje X vertical hacia arriba 

W= ±rngh Signo "+" si el objeto baja; 
"- " si sube. 

X W>O W<O 

~nfu ~H·, 
O O O 

Fig.9 

(e) Calculemos el trabajo realizado por una fuerza de 
fricc ión de magnitud constante. 

Considere un bloque que se desliza sobre una 
superficie horizontal áspera (Fig. 10). 

La magnitud de la fricción es constante, igual 
a f = ¡..tN = IJ.mg. Sin embargo, el trabajo de la fricción 
no viene dado por la fórmula (9) porque la dirección de 
la fricción es en general variable, y ello ocasiona que la 
fricción no sea una fuerza constante. De hecho la 
fricción cinética/depende de la velocidad v en la fOnTIa 
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J =-sgn(v) · f, con f = IJI (ec. (5)-p6) 

En otros términos, f= - J.lmg si el móvil se mueve en 
dirección + X. y f = Ilrng si lo hace en la dirección - X. 

f 
" " \: " '" " " " " '" • o x, x, x 

Fig.10 

El bloque se mueve directamente de x I a xl; 

allí regresa hasta x2. Y luego vuelve a invertir su 

movimiento hasta x4' En todo el camino existe fricción 

sobre el bloque, de magnitud constante. Es válido 
aplicar la fórmula (9) por tramos en los que la 
dirección de la fricción no cambie. En cada tramo el 
trabajo de la fricción es negativo y de magnitud igual al 
producto de "f' por la longitud del tramo considerado. 
Entonces el trabajo desde X I hasta x 4 a lo largo del 

camino mostrado en la Fig. 10 es 

Generaljzando tenemos la siguiente fórmula: 

Traba' o de la fricción cinética 
W < O siempre. 

(11) W=- fL f = ~lN es la magnitud de 

la fricción y L es la 
distancia total recorrida. 

Suponemos que la superficie sobre la que se desliza el 
cuerpo está fija . (Consulte el Ejemplo 10 en la pág. 14.) 

(D) Trabajo de un resane elástico. 
El trabajo de la fuerza elástica de un resorte es, 

coo F=-b:, 

(12) 1-'2 IX2 w~ Fdx = (-kx)dx~ 
.tI X] 

1 2 1 , 1 , 
-(-kx, - - kx , )=-ó(- kx) 

2 2 2 

Para usar esta expresión tal como está es 
preciso colocar el origen del eje X en el punto de 
longitud natwal del resorte, puesto qu~ es en esta 

3-9 

situación que la expresión de la fuerza es "- kx". Pero 
conviene más poner este resultado en una forma 
"invariante", esto es, que no dependa de dónde se 
coloque dicho origen (así lo hemos hecho con los 
trabajos calculados anteriormente). Para ello basta 
simplemente con escribir (12) en términos de la 
defomzación del resorte, cantidad geométrica cuyo 
significado es independiente del sistema de 

coordenadas: 

Traba' o de un resorte elástico 
8 es la 

1 , 
deformación del (13) W~- - kó(8) 

2 resorte. 

Debido a que la deformación aparece al cuadrado en 
(13), el trabajo para defonnación 8 es el mismo tanto 
para elongación como para contracción del resorte. 

(E) El trabajo de la fuerza gravitatoria lejos de la Tierra 
es (usando la eco (3)-p6): 

W~ Fdx~ - - -- dx= 1'2 1'2 ( GMTm ) 
XI x] x2 

Su expresión en forma invariante es 

Trabajo de la fuerza de atracción terrestre lejos de 
la Tierra 

"d" es la distancia de 

(14.) W= GMrmÓm 
la partícula de masa 
"n1" al centro de la 
Tierra. 

Recuerde que la aceleración de caida libre se 

puede expresar como 

de modo que el trabajo (1 4) se puede poner también: 
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9.5. Interpretación gráfica del t rabajo 
en una dimensión 

En el espacio cartesiano abstrac to x-F, el 
trabajo entre XI y x 2 es e l "área" hajo el gráfico de F(x) 

contra x, medida en newton - me t ro o joule. 

!E jemplo Il Calcular el trabajo entre x = O Y x = 6 de la 

fuei¿3 cuyo gráfico se muestra en la fig. El. 

F ( nevton) 

4l ._. ____ •••• ____ _ 

30 

2 x (aet r o) 

fig . El 

w= 0.5 (2)(30) + 0.5 (70)(4) ~ 170 (J ) 

<Nota. El arca del trapecio entre x .= 2 y x = 4 es la 

semisuma de las bases (igual a 0.5(30 • 40)) por la 

altura (igual a 4).> 

®i!!!P.!!iiJ Una fuer'la F depende cuadrári camentc de 

la posición, tal que el gráfico F vs x es como se muestra 

en la Fig. E2a (la curva es una parábola). Calcular el 

trabajo de la fuerza desde x = O m hasta x = 6 m. 

F(x) 

180 N - - - -, 
1 
1 
1 
1 
l 
1 

1 
1 
1 

X 
O L---------~L-· 

Fig. E2a 

Ca lcularemos este trabajo primero con el 

método directo y luego con el "método turbo" , 

Tomando en cuenta que la panibola pasa por el 

origen, y que su concavidad es hacia abajo, propon­

dremos la siguiente función para la fuerza: 

F(x) = e, x - e,x' 

Las constantes el y C2 las evaluamos como sigue: 

- En x = 3, F = 180, o sea 

180 = 3 e,- 9 e, 

Simplificando, 

(r 1) 60 = e, - 3 e, 

- La pendiente de la parábola es O en x = 3, o sea 

Pendiente: 

(r2) O = e, - 6 e, 

Resolviendo (rl ) y (r2) bailamos 

e, = 120, e, = 20 

=> F(x) ~ 120 x - 20 x' 

Entonces 

El segundo método es bastante más rápido. 

Sabemos que el área de una parábola inscrita en un 

rec tángulo es igual a los 2/3 del área de l rectángulo, de 

modo que el área bajo la curva F(x) vs x es 

/ji = ~(6)( 1 80) = 720 (J) 
3 

y s i F(x) variase como una semielipsc, ¿cuál sería su 

trabajo? (Fig. E2b). (Sugerencia : el área de una elipse 

de semiejes a y b es nah. Resp. W = 848 .23 J ). 

F 
180 N 

x 
6m 

Fi g. E2b 
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9.6. T rabajo cuasiestático 
Efectuar un trabajo sobre un cuerpo es 

ejercerle una fuerza a lo largo de una distancia. 

Dependiendo de los apoyos del cuerpo, O de la fOlma 
como se aplique la fuerza, el efecto de este trabajo 

puede ser el acelerar al cuerpo, que es el caso más 

común, o deformarlo, o simplemente trasladarlo de un 

lugar a otro sin imprimirle velocidad. Este traslado se 

efectuaría muy lentamente, de tal modo que la veloci­

dad del cuerpo dwante el mismo fuese prácticamente 
nula. 

En este último caso el trabajo se denomina 

cuasiestático, conforme a la siguiente definición: 

Traba·o cuasiestático 

El trabajo realizado por una fuerza sobre un 
cuerpo se denomina cuasiestático cuando el 

(15) desplazamiento del cuerpo durante la acción de 
la fuerza se lleva a cabo con velocidad 

prácticamente nula. 

Se dice que el cuerpo está en todo punto 
durante el traslado en un estado de "equilibrio 
dinámico" (1a fuerza total sobre él es nula o práctica­
mente nula). 

!E jemplo 3J Comparar el trabajo cuasiestático nece­
sario para elevar una pesa P directamente o mediante 

los sistemas de poleas mostrados en las Figs. E3a,b,c. 

Fig. E3a Fig. E3b Fig. E3e 

(a) Directamente (Fig. E3a). 
Apliquemos a la pesa una fuerza apenas mayor 

que su peso P , elevándola muy lentamente una altura h . 

El trabajo necesario es 

(con P = rng) 

(b) Por el sistema de poleas de la Fig. E7b. 
En este caso se requiere una fuerza PI2 para 

3·11 

izar la pesa, pero la distancia que baja el punto de 
aplicación de dicha fuerza debe ser 2h para que la pesa 
suba h. Entonces el trabajo que debemos efectuar sobre 

la cuerda 1 es 

w = ~ . 2h = Ph 
2 

p 

Fig. E3d 

Note que este es el mismo trabajo que efectúa la cuerda 
2 sobre el bloque, ya que la tensión en esta cuerda es P, 
y el desplazamiento del b loque es h. 

(b) Por el sistema de poleas de la Fig. E3c. 
Por análogas 

razones, el trabajo en el 
caso del dispositivo de 
la Fig. E3e es el mismo, 

W= Ph 

La Fig. E3c muestra las 
tensiones en las diversas 
cuerdas, y los desplaza­
mientos requeridos. 

P 
2" 

Ih 

P P 
4 4 

p 
2" 

Flg. E3e 

E 

I~ 4 

¡Ejemplo 4J Calcular el trabajo euasiestático necesario 

para alargar "8" metros un resorte, partiendo de su 
longitud natura l. 

k x 
't-WWWvro---... 

Fig. E4 

El proceso consiste en aplicar en el exlremo 
libre del resorte una fuerza que e[1 IOdo momenro 

equi libre la propia fuerza del resorte. Cuando la 
elongación del resorte es x, la fuerza de l resorte (;'s 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



3-12 

- kx, Y la fuerza externa que debe aplicarse es por lo 
tanto +kx. El trabajo de esta fuerza es 

!E jemplo 5_1 El siguiente ejemplo de trabajo cuaSl­

estático concierne a un tema de Termodinámica. 

n 
. . 

Fig. ES 

Consideremos un gas en equilibrio termodinámico, 
confinado en un recipiente (Fig. ES). La presión del gas 
igua la la debida a la pesa sobre el émbolo. 

Aumentemos la presión de l gas colocando 
sobre el émbolo una pesa ad icional mucho muy 
pequeña. Entonces el volumen del gas disminuirá en 
una cantidad muy pequeña "dV", Suponiendo que el 

émbolo baja una distancia "dx", y que el área del 
mismo es "A", tendremos que dV = A dx. 

El trabajo realizado por la pesa sobre el gas (a 
tTavés de la fuerza normal de contacto F con el émbolo) 
en este pequeño desplazamiento es 

dV 
Fdx ~ F - ~ P dV 

A 

donde hemos introducido la presión del gas, dada por 

F 
p ~ -

A 

En tal proceso "cuasiestático", en el que se 
lleva al gas desde un vo lumen inicial V I hasta uno fi nal 

V 2. el trabajo realizado es entonces 

( 16) I
V, 

w ~ PdV 
VI 

A lo largo de este proceso el gas adopta una sucesión 
de estados de equilib rio. 

9.7. Potencia en una dimensión 
Cuando un cuerpo sometido a una fuerza F se 

mueve un trecho "dx", la fuerza efectúa sobre él un 
trabajo F dx. Supongamos que el cuerpo tarda "dt" en 

desplazarse "dx", o sea que el trabajo se efectúa en un 
tiempo "dt". Entonces el trabajo por unidad de tiempo 

entregado por la fuerza es 

Fdx dx 
--=F-=Fv 

dt dt 

cantidad que se denomina la potencia instantánea 
suministrada por la fuerza. 

Potencia en una dimensión. 
La potencia instantánea es el 

(17) P=Fv producto de la fuerza y la 

velocidad instantáneas. 

Esta cantidad depende en general del instante t 

considerado, así que la potencia P suministrada en el 
instante t, denotada con P(t), es el trabajo por unidad 
de tiempo efectuado por la fuerza sobre el cuerpo en 
dicho instante. 

El trabaj o de li1a fuerza en un intervalo de 
tiempo [ti ' t:zJ. en términos de su potencia P(t) . viene 

dado por 

(18) [,

12 
W ~ P(t)dt 

11 

La unidad fisica de potencia es la de trabajo 
dividida por la de tiempo, o sea 

joule 

segundo 

J 
;:: -= W;::watt 

s 

!E jemplo 6J Un alpinista que pesa 80 kg escala una 
montaña de 8000 m de altura. Para ello las fuerzas de 

sus músculos realizan un trabajo de elevación "mgh", 
igual a 

W~ 80 kg x 9.8 m X 8000 m ~ 6.272 (10') J 
2 

s 

Usando la equivalencia 

kilowatt hora 
1 J '" 1 watt - seg = .:.::::.::::::-= 

1000 3600 

~ 0.277 (10-') kilowatt - hora , 
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este trabajo es igual a 

w= 1.74 kW- h 

El costo del kW-h anda por los $2.00, de modo que el 
costo de este trabajo anda por los $4.00. Barato. 

!Ejemplo 7 J La potencia suministrada a un cuerpo 
varía con el tiempo según el gráfico de la Fig. E7. 
Calcular el trabajo realizado sobre el cuerpo desde 
t = Oshastat= 10 • . 

El trabajo se obriene con la integral ( IS): 

i'2 
W = P(t)dt 

" 

P(t) 
(w.tt) 

1250 

1000 

750 

500 

250 
t(segundo) 

2 4 6 8 10 

Fig. 67 

La integral es el "área" bajo la curva P(t) vs t, medida 
enwatt-segundo, o jou le. 

El área del trapecio entre t = O s y t = 4 s es 

-'- (750 + 1250) ·4 = 4000 (J) 
2 

El área del triángulo entre t = 4 s y t = lOs es 

-'- (6)( 1250) = 3750 (J) 
2 

Por lo tanto, el trabajo es 

W = 4000 J + 3750 J = 7750 J 

9.8. Ejemplos 

tE jemplo 8.1 Un bloque de masa ID está inicialmente en 
equilibrio, suspendido de un resorte lineal de constante 
k: En esta sihlación se le aplica una fuerza constante F 
dirigida hacia abajo (Véase la Fig. ESa,b,c). 

3·13 

Calcular el trabajo de la fuerza total sobre el bloque 
cuando éste se desplaza una distancia "d" hacia abajo. 

(a) (b) (e) 

Figs. E8a ,b,c 

Aplicaremos las siguientes fónnulas: 

Trabajo de una fuerza constante: W = ± F d 

Trabajo del peso: W = ± mgh 

Trabajo de un resorte lineal: I 2 
W = - - k 1'>(8 ) 

2 

Favor de tener presente qué significa cada símbolo en 
es tas fórmulas (Son las ces. (9)-p8, (1O)' p8 Y (13)-p9). 

En la Fig. ESa está el resorte solo, en su 
configuración inextendida. En la situación de equilibrio 
de la Fig. E8b el resorte tiene una elongación Do que se 

calcula de la condición de equilibrio de fuerzas 

Resorte·Tierra, o sea "k °0 = mg" . Es decir, la 

elongación an tes de aplicar F es 

(rl) 8 
_ rng 

o-­
k 

En la sihlación fmal (Fig. E8c) la elongación del resorte 
es "00 + d". Ya con las elongaciones inicial y final 

podemos calcular el trabajo del resorte como 

I 2 2 I 2 - - k [ (80 + d) - 80 1 = - - k(2d80 + d ) 
2 2 

Usando (rl) se simplifica a 

w = - mgd - -'- kd2 
res 2 

Por otra parte, el tTabajo del peso es 
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Wpeso = rngd 

(positivo porque tanto el peso como el desplazamiento 
están dirigidos hacia abajo.) 

Finalmente, el trabajo de la fuerza constante es 

W,= Fd 

(positivo por la misma razón concerniente al peso.) 
El trabajo de la fuerza total es entonces 

o sea 

1 2 
= - rngd - - kd + rngd + Fd 

2 

W,,, = - ~ k d' + Fd (independiente de ( 0) 

!E jemplo 9.1 A un bloque de masa 6 kg que está sujeto 
a un resorte de constante k = 200 N/m, inicialmente no 

deformado, se le da un tirón con una fuerza sostenida 
de 100 N. Hay fricción bloque H mesa, de coeficiente 

cinético Jl = 0.2. Calcular el trabajo de la fuerza total 

horizontal cuando el bloque ha recorrido una distancia 
de 0.25 m. 

200 I'! 6kg m 

t-WV#MfJ 100 N 
• 

. / ' "-1 -----1 
/lo 0.2 í 0.25 m 

Fig. E9 

Trabajo de la fuerza constante de 100 N : 

W, = 100 N x 0.25 m = 25 J 

Trabajo del resorte entre 61 = O Y 62 = 0.25 ro: 

1 1 
W, = - - k ",(1)') = - - 200 (0.25)' J = - 6.25 J 

2 2 

Trabajo de la fricción: 

W, ~ - f x 0.25= 0.2 x 6 x 9.8 x 0.25 ~ -2.94 (J ) 

El trabajo de la fuerza total horizontal lotal es 

W~ 25 J - 6.25 J - 2.94 J = 15.8 1 J 

(Ejemplo lOJ Un camión que viaja a velocidad cons­

tante Vo = 54 Jan transporta un embalaj e de 100 kg. En 
h 

cierto momento to el chofer aplica los frenos, que 

m 
desaceleran el camión con a = - 22"' Calcular el 

s 

trabajo de la fuerza de fricción sobre el embalaje desde 
to hasta que el camión se detiene, para los siguientes 

valores de los coeficientes de fricción estática y 

cinética: Ils = 0.25, Ilc = 0.20. 

1", .1"0 
Fig. E10 

En el momento que empieza la desaceleración 

se genera una fuerza de fr icción sobre el embalaje, pues 
este tiende a deslizarse sobre la platafonna del camión. 

Ahora bien, puede suceder que el embalaje no se 
deslice sobre la platafonna (10 que puede ocurrir si la 
desaceleración es pequeña y/o el coeficiente de fricción 

estático IJ.s es grande), o que sí se deslice. Tenemos que 

investigar estas posibilidades. 
Para que el embalaje no se deslice su desa­

celeración debe ser la misma que la del camión. La 

fuerza que frena al embalaje es la de fricción embalaje­
plataforma, que para producir una desaceleración de 
2 m/e

2 
a una masa de 100 kg debe ser igual a 

m 
J= ma ~ 100kg · (- 2 2 ) =- 200N 

s 

Si la fricción máxima que se genera en el contacto 
embalaje-plataforma es menor que los 200 N nece­

sarios, el embalaje resbala. CalcuJemos la fricción 
máxima: 

fmáx = Ils N = Ils mg = 

m 
= 0.25· 100 kg ' 9.8 2 = 245 N 

s 

Como fmax > I f 1, vemos que no hay deslizamiento y 

que la fuerza que frena al embalaje es la fricción 
estática, cuyo valor se ajusta a los 200 N requeridos. 
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Para calcular el trabajo de la fricción estática 
debemos calcular la distancia que recorre el camión 
antes de detenerse. La velocidad irucial es 

km 1000 m ni 
vo~54 - ~ 54 -- ~ 15 

h 3600 s s 

y la final es O, así que usando la ecuación ~i ::= 2aAx 
tenemos 

02 
- 152 ~ 2 . (- 2) . llx 

llx ~ 56.25 m 

Esta es también la distancia que reCOITe el embalaje, de 

modo que el trabajo de la fricción es 

W~ fllx~ - 200 N ' 56.25 m ~- 11250 J 

(E jemplo ll j El sistema de la Fig. Ell se abandona 
desde el reposo, con mI = 8 kg Y m2 = 4 kg. No existe 

fricción en ninguna parte. Calcular, para un 
desplazamiento de d = 5 m del bloque mI' el trabajo 

hecho por la tensión de la cuerda sobre dicho bloque y 
sobre el bloque m2. Calcular el trabajo de la fuerza total 
sobre el bloque m2' 

m, 

Fig. Ell 

Debemos calcular primeramente la tensión de 

la cuerda. La aceleración común de los bloques es 

a _ m""2,,,-g_ ~ _4_9.8 ~ 3.267 ( _~) 
8 + 4 s2 

Con ésta podemos calcular la tensión T como la fuerza 
que acelera al bloque m], o sea 

m 
T ~ m¡a ~8 kg ·3.267 2 ~ 26.14N 

s 

El trabajo de la cuerda sobre m I es entonces 

W¡ ~ T d ~ 26. 14 N · 5 m ~ 130.7 J 

3-15 

Como el bloque rn2 se desplaza también 5 m, el trabajo 

de la cuerda sobre él es el mismo, excepto por el signo: 

11'2 = - Wl 

El signo menos proviene de que el bloque n12 baja y la 

tensión sobre él se dirige hacia arriba. Notemos pues 
que la suma de los trabajos de la cuerda sobre ambos 

bloques es igual a cero. 
La fuerza total sobre el bloque m2 consta de su 

peso, 39.2 N, Y de la fuerza de tensión, 26.14 N, en las 

direcciones indicadas en la Fig. E 11 b. Entonces el 
trabajo de la fuer¿a total 

sobre este bloque es 

Wex1 = - 26.14 x 5 

t 39.2 x 5 

~ 65.3 (J) 

x 

39.2 N 

Fig. EIOb 

~~ Se tiene un bloque de masa m unido a 
dos resortes. En la situación inicial los resortes, de 
constantes elás ticas kl y k2, no están deformados. 

Existe fri cción bloque t40 superficie, de coeficiente 
cinético 11. El bloque se desplaza una distanCIa "s" 

hacia la izquierda y luego se suelta. Calcular el trabajo 
real izado por la fuerza total horizontal sobre el bloque 
cuando la deformación del resone izquierdo alcanza 
por primera vez una elongación ó l . 

f-- Lo, ----1 

<b~~d1 , , , 
, S ' 

1--+-"--1 
f--L-1 : 

k 1 I I k2 

~ \ \ , , , 
: I () 

~ 
<~ 

Flgs . EI2a,b.c 
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En la situación de la Pig. E 12b, el resorte 

izquierdo tiene una contracción - 5, y el derecho una 
elongación s. En la trans ición a la configuración de la 
Fig. El2e, el resorte izquierdo obtuvo elongación "81! y 

el derecho contracción "- 8", Por lo tanto, el trabajo del 
resorte izquierdo es 

1 2 1 2 2 
W¡,q = -"2 k 6(8) = - "2 k (8 - (-s) ) 

y el de l resorte derecho es 

I 2 1 2 2 
Wd" =- "2 k 6(8 )= - "2 k «-8) -s) 

El trabajo conjunto de los resortes es 

W,,,, = _ k (8' _ s') 

Por otra parte, el trabajo de la fricción cinética es, con 

f= mN = ~mg. 

Wf =- fl =- ~ mg (s+ 8) 

La suma de estos dos trabajos es lo que se pide. 

9.9.1'roblemas 

1. U na partícula sometida a varias fuerzas se desplaza 
desde la posición x == 12 m hasta x = 23 m; luego vira 
hasta la posic ión final x = 16 m. Una de las fuerzas 

sobre la partícula es constante y vale 20 N . Calcular el 

trabajo de esta fuerza entre la primera y la última 
posición. 
Resp. 80 J 

2. Calcular el trabajo realizado por la fuer¿a 

F(x) = 5 x' - 2x 

desde x = 1 hasta x = 3; desde x = - 1 hasta x = 1; Y 
desde x = - 1 hasta x = 3 (F Y x en joule y metro, 

respectivamente). 
Resp. 92 J ; O J; 92 J . 

3. Una particula se mueve en una recta bajo la acción 
de varias fuerzas. Una de las fuerz;as depende de la 
posición x y la velocidad v en la forma 

F = 6 sgn(v) . x 

donde "sgn" es la función "signo". Calcular el trabajo 
de F en un trayecto que consta de dos lTamos, uno 

recorrido en dirección + X desde x = 1 hasta x = 7.5, Y 
otro tramo de regreso recorrido en dirección - X desde 

x ;:: 7.5 hasta x = 5. (Unidades arbitrarias.) 

q ) , 

• O 5 7.5 X 

Resp. 259. 5. 

4. Un cuerpo está sujeto al extremo de un resorte de 
constante k = 200 N/ m. El otro extremo del resorte está 

fijo a una pared. Calcular el trabajo del resorte sobre el 
cuerpo cuando aquel pasa de: 
(a) Una contracción de 0.2 a una elongación de 0. 5. 
(b) Una elongación de 0.2 a una elongación de 0.5. 

(e) Una contracción de 0.2 a una elongación de 0.5. 
(valores en metros). 

5. El bloque m i de la figura se desplaza aceleradamente 
hacia la izquierda entre dos posiciones del bloque m i 

que distan 0.5 m. Existe fricción con la mesa, de 

coeficiente cinético ~ = 0.25. Calcular el tTabajo 
realizado por las cuerdas sobre el bloque In l • así como 

el trabajo de la fricción entre dichas posiciones. 

m,= 4kg 

- ( -~ 
l' = 0.25 

m2= 10 kg 

Sugerencia. La aceleración del sistema es 

a 

Resp. 42.5 g; -34.5 g; -g 

6. El sis tema mostrado en la figura está inicialmente en 
equilibrio, con F = 100 l!. A partir de esta situación se 

empieza a incrementar la fuerza F paulatinamente, 
hasta que la defonnación del resorte llega a 1.225 m. 
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60N 

1000 !:I. F 

1': 0.3 

Calcular el trabajo cuasiestáüco realizado sobre el 
bloque por el resorte, la cuerda y la fricc ión del plano. 
Calcular el trabajo efectuado por la fuerza F sobre la 
cuerda. 
Sugerencia . Resuelva el problema de equilibrio in icia l 
con objeto de obtener la defonnación correspondiente 
del resorte. 

Re,p. - 299 J ; 275 J ; - 0.396 J. 275 J 

7. El trabajo cuasiestático necesario para comprimir un 
gas desde un vo lumen V 1 hasta otro V 2 viene dado por 

la integral 

I
V, 

w = PdV v, 

donde P es la presión del gas . Un gas ideal es sometido 
a un proceso descrito por la ecuación 

P =~ 
V' 

donde e y y son constantes. Calcular el trabajo cuasi­
estático necesario para comprimir el gas desde un 
volumen V 1 hasta V 2. 

Resp. 
V 1-, V I-y e 2 - 1 

I -y 

3-1 7 
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CAPÍTULO 10 

ECUACIÓN DE BALANCE DE ENERGÍA PARA UNA SÓLA 
PARTÍCULA EN MOVIMIENTO RECTILÍNEO 

Dada la fuerza total sobre Wla partícula, así 
como su posición y ve locidad en un tiempo particular 
to. las leyes de Newton nos permüen calcular su 

movimiento, esto es, obtener su posición y velocidad 
para cualquier tiempo anterior o posterior a too En este 

capítulo expondremos otro método para resolver ta l 
problema general, basado en el concepto de trabajo. ya 
introducido, y uno nuevo: la energía cinética. 

10.1. Teorema Trabajo-Energía cinética 
en una dimensión 

La expresión matemática vectorial de la 
segunda ley de Newton es 

FT == ma 

donde FT es la fuerza total sobre una partícula de masa 
m y a es la aceleración de la misma. En una dimensión, 
esta expresión se escribe 

(19) FT ~ m a 

donde FT Y a son las componentes X (únicas) de los 
vectores F T Y a. 

La expresión matemática de la energía 
mecánica nació del problema de resolver la ecuación 
( 19). Ésta es una ecuación diferencial, como se advierte 
poniéndola en la fonna 

(20) 
d'x dx 

m-, ~ FT( t,x,-) 
dt dt (a~d'X) 

dt ' 

Hemos supuesto aquí que la fuerza total depende de 
todo: del tiempo "t", de la posición x y de la ve locidad 

dx 
v == dt ' El problema consis te en encontrar la func ión 

x(t) que satisface la ecuación diferencial (20), dados los 
valores de x y v en un tiempo particular too Expon­

dremos a continuación un método de resolución, de 
utilidad práctica cuando la fuerza total FT depende 
exclusivamente de la posición x. 

Escribamos el producto " roa" como una 

derivada con respecto a la posición x, 

(2 1 ) 

ma ~ m :~ ~ m : . ~ ~ m : . v ~ ! (~rnv' ) 
(Se ap licó la regla de la cadena a la derivada dvldt). 

Una breve pausa para bautizar la cantidad que 
está entre paréntesis en (2 1): 

Energia cinética de una partícula de masa m y 

velocidad v 

(22) 
1 , 

K =:- rnv-
2 

I Siempre positiva. 

Esta defInición subsiste en el ámbito del movimiento 
plano arbitrario. al cambiar v por v = I v l. 

Usando (19), (21) Y (22) vemos que la segunda 
ley de Newton se puede expresar también as í: 

Otra forrna de la seeunda ley de Newton 

(23) 
dK 

FT =­
dx 

La fuerza total FT es la tasa de variación de la energía 
cinética con la distancia recorrida. Si una partícula se 
desplaza dT bajo la acción de la fuerza total FT• su 
energía cinética varía en dK = FT dx. 

Ahora integremos la ecuación (23) entre dos 
posiciones Xl y X2 arbitrarias del movimiento, 

(24) fX' fX' FT dx ~ dK 
XI x¡ 

La integral del lado izquierdo no es'" otra cosa que el 
trabajo efectuado por la fuerza total FT entre Xl y x2, 

denotado con" Wext" . 

La integral del lado derecho de (24) es 
simplemente el cambio de energía cinética entre las 
posiciones consideradas. Si VI Y v2 son las velocidades 

en estas posiciones, este cambio es 
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(25) 
1 , 1 , 

=- mv2 --mv1 2 2 
óK = K,-K, 

Hemos arribado con este procedimiento al 
siguiente teorema: 

Teorema trabaio-enerefa cinética 
El trabajo realizado por la 
fuerza total FT entre dos 

(26) Wext = .1K posiciones arbitrarias xI Y x2 

es igual al cambio de 
energía cinética entre ambas 
posiciones. 

Advertimos que el .teorema es útil si la fuerza 
total FT depende exclusivamente de la posición x, de tal 

manera que la integral en (24) pueda cfecruarse sin 
rodeos. Por otra parte, la ecuación (26) no resuelve 
completamente el problema de movimiento, sino que 

proporciona una relación entre la velocidad y la 
posición. v = v(x). Para obtener la posición como 
función del tiempo, x = x(t) , habría que efectuar una 

integración adicional, ahora de la relación v(x) = dr 
dI 

(por eso se dice que la ecuación (26) es solamente una 
"primera integral" de la ecuación Fr .= ma). De todas 
maneras el teorema trabajo-energía cinética es 

sumamente útil en problemas en que se desea 
relacionar directamente las posiciones con las 
ve locidades, sin hacer intervenir el tiempo. 

Las unidades de la energía cinética son las 
mismas que las de trabajo, o sea joule. 

10.2. Ecuación de balance de energía 
Vamos a vestir el teorema trabajo·energía 

cinética, 

con el atuendo de una "ecuadón de balance de energía" 

(abreviada EBE). 
En estos balances están implicados dos 

sistemas, que en el contexto acrual son: 

• Un sistema que consta de una sólo parricltla , cuya 

"energía mecánica", o "energía", a secas, es 

puramente su energia cinética K. 

• El sistema externo , compuesto por todos aquellos 
cuerpos que interactúan con la partícula . Estos 

3-1 9 

cuerpos son los responsables de la fuerza tota l FT 

sobre la misma. 

<Nota. Un nombre alternativo para la fuerza total Fr es 
fu. erza exle",a total; por eso hemos indicado su trabajo 

con " JV ,,1> ext . 
Nos auxiliamos del diagrama de flujo de 

energía mostrado en la Fig. 11, centrando nuestra 

atención en el sistema "partícula", el cuadro a la 

derecha. 

Sistema ext.erno 
Wext 

Sistema 

(fados los cuerpos 
(P articula) 

que ejercen fuena. I1K= W.xt sobre la particula) 

Fig. II 

Cuando la partícula está en XI ti ene ciena 

energía cinética K ¡. Las fuerzas que sufre (que total izan 

FT) la jalan y/o empujan todo el camino hasta x2' En 

este lTayecto la energía cinética de la panícula va 
variando, y toma en x2 un nuevo valor K2. Decimos que 

hubo un "flujo" de energía , en ''forma'' de trabajo 
Wext' desde el sistema externo hacia el sistema· 

partícula. La energía que ingresó a este sistema· 
partícula, en cant idad Wexl' quedó acumularla en él en 

calidad de energía cinética. o hubo desvíos: todo el 
lTabajo se "convirtió" o "transformó" en energía 
cinética: Wext =: óK = K2 - K l ' 

En el diagrama anterior, WCX1 representa el 

trabajo nelo sobre la partícula. 
Hemos definido el trabajo de una fuerza sobre 

una partícula mediante la integral fdx. Según esta 

defm.ición, un trabajo positivo es hecho por el exterior 
sobre la paltícula. y uno negativo es hecho por la 
partícula sobre el exterior. Si a fm de cuentas Wex1 es 

menor que cero, entonces la pan ícula netamente hizo 

1 Una part ícul a no tiene panes y por lo mis mo es un sistema 
sin ruerzas internas. Todas las ruerzas que actúan sobrc una 
panícula son necesariamente externas. 

2 La relación entre el signo del trabajo y la direcc¡¡jn del flujo 
de energía es convencional (pues nada nos impide defi01r el 

trabajo como el negarivo de la integral fdx). En mecánica 
un trabajo posi tivo es uno hecho por el exterior sobre el 
sistema. En termodinámica se prefie re la convención opuesla: 
trabajo positiVO es el que hace el sistema sobre el exterior. 
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trabajo sobre el exterior y el diagrama de energía 

correspondiente podría pintarse alternativamente así: 

Sistema IWextl Particula 

externo LlK<O 

Fig.12 

(En estos diagramas se suele anotar j unto a cada fl echa 

la magnitud de la cantidad transferida, pues el signo de 
esta cantidad viene dado ya por la dirección de la 
flecha) . 

Es vá lido decir por ejemplo: "sobre la 
partícula se efectuó un trabajo de - 34 J". Se entiende 

que realmente fue la partícula la que efectúo trabajo 

sobre el exterior, a costa de su energía cinética que 
debió disminuir. El asunto es meramente convencional. 
Es como si se dijera "gané en las carreras - $34" en 
lugar de "perdí $34". 

Consideremos un ejemplo. En la Fig. 13 el 
resorte está en su configuración de equilibrio cuando se 

aplica la fuerza constante F al bloque. ¿Cómo 
estuvieron los flujos de energía una vez que el resorte 
fue comprimido "o" metros? 

m k 
------'F'----+I.~ 

Fig.13 

Consulte su tarjeta-acordeón de trabajos y 
compruebe que: 

La fuerza F efecruó un trabajo (positivo) sobre 
el bloque, igual a F o. El resorte hizo un trabajo 
I/egarivo sobre el bloque, igual a - ( 1/2)k82. En virtud 

de tal signo negativo podernos decir alternativamente 
quc fue el bloque el que efectuó un trabajo (1 /2)k82 

sobre el resorte. El trabajo de la fuerza F tiende a 
aumentar la energía cinética del bloque; el que hace el 
bloque sobre el resorte tiende a disminuirla. 

En sistemas muy simples, como el formado 
por una sola partícula, no se gana mucho diferenciando 
entre trabaj o hecho sobre la partícula o por la partícula. 

En la práctica uno habla siempre de trabajos hechos 
sobre la particula, aunque estos trabajos sean negativos. 
Es decir, pensamos en términos de un diagrama de flujo 
C01110 el de la Fig. 11 , donde Wcxt es el trabajo neto 

sobre la particula. 
Existe una excepción importante a la regla de 

signos y flujos de energía, concerniente a un fenómeno 

de naturaleza no-mecánica: la disipación de energía 

mecánica pOI efecto de la fricción. 
Consideremos un bloque de masa m que se 

mueve sobre una mesa horizontal áspera y que en cieno 
momento posee una velocidad v. Eventualmente es ta 

velocidad se reduce a cero, es decir, el bloque llega a 

perder toda su energia cinética por efecto de la fricción. 

v=O 

Of 
• I 

Fig.14 

Ahora bien, el trabajo de la mesa sobre el 
bloque (a través de la fricción) es negabvo. ¿Es válido 

decir que realmente es el bloque el que efectuó trabajo 
sobre la mesa, a costa de su energía cinética? 

No. El bloque no efectuó ningún trabajo sobre 
la mesa porque si bien ejerce una fuerza ~mg sobre ésta 
(1a reacción de la fricción), la mesa no se Iza movido. 
Como no hay desplazamiento, no hay trabajo. 

La fricción da lugar a una disipación 
irreversible de energía. La energía cinética que pierde 
el bloque se distribuye en un enorme número de 

moléculas constituyentes del bloque y de la mesa. 
Ambos cuerpos experimentan un ligero aumento de 
temperatura. Parte de la energía cinética perdida se 
transfonna al fin y al cabo en energía interna, en 
energía sonora, en energía de radiación calorífica, etc. 

Intervienen, pues, fenómenos que quedan 
fuera del ámbito de la mecánica3

. Por este motivo, en el 
caso de la fuerza de fricción no cabe decir que el 

sistema fisico realiza un trabajo sobre el exterior. Esta 
es la excepción mencionada; constituye una razón por 

la que conviene hablar siempre de trabajo neto sobre el 
sistema. Algo análogo ocurre con otros tipos de fuerzas 
"disipa ti vas", como por ejemplo la resistencia de un 
medio viscoso, F( v) = - by; en el movimiento bajo esta 
clase de fuerza también hay pérdida de energía cinética 
del sistema, no asociada con la realización de un 
trabajo sobre e l exterior. 

J El sistema bloque-mesa no es un sistema mecánico. En este 
tipo de sistemas ladas las fuerl.as internas deben ser 
conservativas. La fuerza bloque f-+ mesa, interna del sistema 
conjunto, no es conservativa. 
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10.3. Ejemplos 
Presentaremos a continuación unos ejemplos 

de aplicación de la ecuación de balance de energía 
(EBE) para una sóla partícula. 

Tenga presente lo siguiente: 

La EBE Wex{ = ó'K sirve para relacionar 

posiciones y velocidades del movimiento. Si bien la 
EBE es válida para cualquier clase de fuerza total Fr. 
su utilidad se restringe a fuerza s dependientes 

solamente de la posición. 

La EBE se aplica entre dos posiciones 
convenientes xI Y x2 de la partícula. Debe calcularse el 

trabajo de todas y cada una de las fuerzas que actúan 
sobre ella entre ambas posiciones. Entonces el "Wext" es 

la suma de todos estos trabajos individuales. Por otra 
parte, el cálculo de AK es trivial en muchos casos. 

!Ejemplo 131 Una pelota de masa m se deja caer 

" libremente" (es decir, se desprecia la resistencia del 
aire) del reposo desde cierta altura h sobre el suelo. 
¿Con qué velocidad llega a éste? 

Evidentemente el problema se puede resolver 
con las fórmulas del movimiento uniformemente 
acelerado, en particular, con la ecuación 6.v2 ::::: 2a ó,x: 

Si colocamos el eje X como en la Fig. E 13 tendremos 
que 

Por lo tanto, 

a =-g, 
xf = O, 

Xi = h, 

Vi = 0 

m 
o r 

000 
000 
000 h 

000 
000 

Fi g. EI3 

vl - 02 ~ 2 (- g) (O - h) 

Vr ~ J2gh 

x 

o 

Alternativamente, con un enfoque de energía 
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tenemos : 

Sístema ~ {Pelota} 

Sistema externo = {Tierra} 

Trabajo hecho por las fuerzas externas sobre la 
pelota (únicamente el peso): 

WeX1 = mgh 

Cambio de energía cinética de la pelota: 

I 2 I'.K ~ - mVf - O 
2 

De la igualdad WCX1 = ó.K se sigue la expresión ya 

encontrada para vf' La Tierra invierte un trabajo rngh 

para acelerar a la pelota desde el reposo hasta la 

velocidad J 2gh . Este es un "trabajo de aceleración" . 

!Ejemplo 14J Desde una posición en donde e l resorte 
tiene una elongación "00" se suelta el bloque de masa 

"m" mostrado en la Fig. E14. La mesa sobre la que se 
desliza el bloque es áspera, con coeficiente de fri cción 
cinética 11 relativo al bloque. Supongamos que 
eventualmente el resorte alcanza su configuración no 
deformada. ¿Qué longitud total recorrió el bloque hasta 
este punto? 

Fig. El4 

Apliquemos la ecuación WCX1 ~ óK entre las 

dos posiciones mostradas en la Fig. E14 . La deforma· 
ción pasa del valor 80 al valor O; por lo fanto el trabajo 

I 2 1 2 I 2 
del resorte es - - k 1'.(8 ) ~ - - k (O 80 ) - - k80 . 

2 2 2 
El trabajo de la fricc ión es -ll lllgL, donde L es la 
distancia [otal reco lTida por el bloque. En virtud de que 
el cambio de energía cin¿tica es ó K .: O tenernos 

1 2 
- k80 -~mgL ~ O 
2 
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de donde 

kli ' 
L =--'-

2~mg 

Nota importante. Hemos dicho que eu el fenómeno de 

fricción cinética hay producción de calor, el cual es una 
clase especial de energía. Parecería que esta energía no 

está tomada en cuenta en la expresión Wext = ~K, 

aplicada a casos que incluyan trabajo de la fuerza de 
fricción. Sin embargo, haciendo un análisis cuidadoso 
de la fuerza de fricción se puede demostrar que el 

trabajo de la fricción, "W[ = - f L", incluye esta compo­

nente de energía rransmitida como calor. En lo que 
respecta al fenómeno puramente mecánico, entonces, 

podemos aplicar a ecuación de balance tal como lo 
hemos hecho en este ejemplo. 

!Ejemplo lSJ Se desea calcular la velocidad de escape 
de un objeto en la Tierra. Esta velocidad es la mínima 
con que debe proyectarse el objeto verticalmente desde 
la superfic ie terrestre para que ya no regrese a la Tierra. 

Nuestro "sistema", la partícula, está sometida 
únicamente a la fuer La gravitatoria terrestre, es decir, la 
Tierra es su "sistema externo". La EBE Wext = ó.K se 

aplica entre dos puntos convenientes del movimiento, 

relacionados con los datos e incógnitas del problema. 
Escojamos como primer punto aquel desde 

donde se proyecta el objeto. En este punto la distaJlcia 
al centro de la Tierra es igual al radio de la misma, R, y 
la velocidad es la de escape, ve' a detenninar. 

Queremos que la ve locidad de proyección Ve 

mande a la partícula bastante lejos, teóricamente hasta 
el infinito y, dado que deseamos la mínima velocidad 

de proyección, que lo haga en la forma más económica 
posible, esto es que v = O en el infinito. Este es nuestro 
segundo punto. 

Fig. E15 

Apliquemos ahora la ecuación Wext = ó.K entre 

los dos puntos considerados. Wex1 es el rrabajo de la 

fuerza gravitatoria terrestre o sea, aplicando la ecuación 

(14a)-p9, 

Por orra parte, el cambio de energía cinética es 

Igualando Wext a ó.K y despejando ve obtenemos (en 

unidades S.I.) 

o bien 

v ~ J2GM r = , R 

km 
v, ~ 11.2 

s 

km 
v, ~ 40,320 -

h 

2 .6.67.10- " .5.97. 10" 

6.37 ·10' 

(La vuelta al mundo en 1 hora) 

Las molécuJas de la atmósfera terrestre se 
hallan en agitación térmica por la acción de los rayos 

solares. Sus velocidades están distribuídas de acuerdo 

con sus masas y la temperatura, y la ve locidad media de 
estas moléculas atmosféricas es del orden de 1 mIs , 
bastante menor que la necesaria para que escaparan 
hacia el espacio exterior, privando a la Tierra de su 

atmósfera. 
Qué respiro. 

!Ejemplo 16) Sobre un cuerpo de mas. 4 kg que 
inicilmente está en reposo en x = O se aplica una fuerza 

F que depende de la posición x de acuerdo con el 
gráfico F vs x mostrado en la Fig. E16. Calcular l. 
velocidad del cuerpo como función de x para x :2: 40 m. 
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F(,) (N) 

90 - - - - - - - - - - /-;--_;--_ 

60 

20 40 ,(m) 

Fig. E16 

El trabajo de F en el intervalo [O, xl es el 
"área" bajo la curva F vs x (medida en N-m): 

f Fdx ~ ..!. (20)(60) + ..!. (20)(75) + 90(x - 40) 
2 2 

Igualando a ó K = ~ mi = 2 v2 y despejando "VOl , 

(x 2: 40) 

!E jemplo 17 J Una bloque de masa rn pende tranquila­
mente de un resorte elástico de rigidez k (Fig. E 17). Se 
jala el bloque hacia abajo un trecho d y luego se suelta. 
¿Qué velocidad Vo ti ene el bloque cuando pasa de 

subida por su posición inicial? 
Lo primero que notamos es que en la situación 

"(O)", antes de jalar el bloque hac ia abajo, el resorte 
tiene una elongación 80 = rnglk, valor obtenido del 

equilibrio de fuerzas resorte-peso, o "ca "k 00 = rng". 

Longitud 
na.tural ""'" 
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El sistema {Bloque} tiene por sistema externo 
el sistema {Resorte, Tierra}, que son los cuerpos que 
acnlan sobre él una vez soltado. Para calcular el trabajo 
Wex1 entre las configuraciones "( 1)" y "(2)" mostradas 

en la Fig. El? notemos que la deformación del resone 
pasa del valor 00 + d al va lor 00, y que el bloque sube 

una distancia d. De las fórmu las (1 0)-p8 Y (13)-p9 
tenemos entonces para el trabajo conjunto del resorte y 
la Tierra: 

l 2 2 W", ~ - - k [00 - (00 + d) ]- rngd 
2 

Por otra parte, la ve locidad pasa del valor O al valor vo. 
con 10 que 

1 2 1 2 
~K= - mvO - 0 = - rnvo 

2 2 

Igualando Wext a ~K y tomando en cuenta la relación 

, _ rng 
Uo -

k 

obtenemos 

va ~ d¡g (independiente de 00) 

<Nota. Otro modo de escribir este resultado es 

donde roo ~ ¡g es la fi·eeuencia nantr.1 del resorte.> 

T 
---18

0
----- --- --I

O
: - - - -:0 - --18

0 ~ _ _ _ _ _ _ _ _ . _ _ _ ____ -l 1: 
d 

del resorte ~ __ _ 

(O) (1) (2) 
Inicialmente Jalado Soltado 

Fig. El 7 
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!Ejemplo 18j Un carro de masa M que viaja a 

velocidad v va a ser frenado por un sistema de tres 
resortes. El resorte central tiene constante elástica k¡ y 

los otros dos k2. Calcular la longitud "s" de tal modo 
que la compresión de los resortes iguales sea igual a Wl 

valor dado "&" cuando el carro se haya detenido. 

Nota. Como demostraremos posteriormente, el peso del 
carro y la fuerza normal sobre él no afectan el resultado 
que obtendremos aquí. 

rig. E18 

En la situación inicia l mostrada en la Fig. EI8 

la energía cinética del carro es 

En la situación fmal la energía cinética es cero, de tal 
modo que el cambio de energía cinética del carro es 

AK= - ~ mi - 2 

Por otra parte, usando la fórmula 

l , 
W~ -- 6(0) 

2 

para e llTabajo de un resorte tenemos: 

Para el resorte largo la deformación pasa de O a s + S, Y 
su trabajo es 

l , 
W¡ ~ - - k¡ (s + o) 

2 

Para los resones iguales la deformación pasa de O a S, y 
el trabajo conjunto es 

1 , 
W,~ - 2 - k, o 

2 

Aplicando la ESE Wex1 = LlK obtenemos 

1 , 1, 1 , 
- - k¡ (s + o) - 2 - k, o ~ - - rov 

2 2 2 

Simplificando se llega a 

, , ' k¡ s ++ 2k¡ o s + (k¡ + 2k,) o - rov- ~ O 

Esta es una ecuación cuadrática para "s", cuya raíz 

positiva es la solución del problema. 

Nota. Para que la ecuación anterior no tenga raíces 

complejas, que corresponde a la situación en que los 
resortes iguales no llegan a comprimirse, se requiere 

que 

s< 

como se puede demostrar imponiendo la condición de 

que el radicando que figura en la solución de la 
ecuación cuadrática sea mayor que cero. 

10.4. Otra vez la potencia 
En el Apartado 1.7 de la página 12 defmimos 

la potencia instantánea sumi nistrada por una fuerza F 
como el producto de la fuerza y la ve locidad, o sea 

[( 17») P ~ Fv 

Ahora bien, si la fuerza considerada es la fuerza total 
sobre la partícula, entonces tenemos, según la ecuación 

(23)-p18. 

[(23») 
di( 

FT~­
dx 

Sustituyendo en la ecuación PT = FT v tenemos 

di( dK 
PT =-v~-dx dI 

donde hemos usado la relación 

dx dx 
\1=- ~ dt=-

dI v 
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Potencia suministrada por la fuerza total FT 
La potencia de la fuerza 

(27) p. = dK tota l es la derivada de la 

T dt energía cinética con 

respecto al tiempo . 

Esta relación, que hemos demostrado ahora para una 

partícula en movimiento rectilíneo, tendrá la misma 
forma para el movimiento de una partícula en un plano, 
como veremos. 

!Ejemplo 19J La fuerza motTiz impulsa U11 auto con una 
potencia constante P. Suponiendo que el auto parte del 

reposo, describir su movimiento. Despreciar la 
resistencia del aire y suponer que no hay pérdidas por 
fricción. 

m 
v 

, 
o x Eje X 

Fig. EJ9 

Sea "m" la masa del vehículo. De la relación 

P =Fv 

tenemos que la ruerza que ace lera el vehículo viene 
dada por la expresión 

F = ~ 
v 

Notemos que esta fuerza no es constante, as í que la 
aceleración no es constante. Calculemos la velocidad y 
la ace leración como funciones de l tiempo, 

De (27) tenemos que 

Pdt = dK 

Integrando esta relación entTe t = O Y un tiempo 
indefinido "t", y considerando que P es constante, 

1 2 
Pt = - mv 

2 

De aquí obtenemos 

3-25 

v = c..ft donde 

La aceleración la obtenemos derivando la velocidad 

con respecto al tiempo : 

e 
a =--

2..ft 

Como vemos, la ve locidad aumenta y la aceleración 

disminuye confonnc transcurre el tiempo. 
Respondamos ahora la pregunta : ¿qué 

distancia L\..r necesita recorrer el vehiculo para que su 
velocidad aumente desde O hasta "v" bajo la potencia 

constante P? 

De la fónnula (27), 

dK = Pdt 

Poniendo aquí dK = mv dv y dt = dx/v tenemos 

Integrando entre x == O Y un valor x indefinido, COITes­

pondientes a v = O Y un va lor v indefinido tenemos 

Jmv
2
dv:::: JPdx 

de donde se obtiene 

ITIv
3 

x =--
3P 

Por otra parle, el tiempo " tI' necesario para 

acelerar el cuerpo desde v == O hasta "v" en un trayecto 
de longitud "x" bajo una potenc ia constante P se puede 
obtener integrando la relación 

dT = vdt = c..ft dt 

desde x = O hasta "x" . Resulta 

2 

l =U~J' 
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10.5. Problemas 

1. Desde una azotea se lanza verticalmente hacia abajo 
una pelota. con una velocidad inicial de 6 mIs . La 
altura de la azotea sobre el suelo es de 30 m. ¿Con qué 

velocidad llega la pelota al suelo? Resolver usando la 
ecuación de balance. 
Resp. 25 mi s . 

T 
30m 

1 
<Nota. En los problemas 2-4 incluya en Wext el trabajo 

de las fuerzas excl usivamente en ]a dirección de 
movimiento de la partícula considerada. En el siguiente 
capítulo haremos ver que el peso y la normal, que son 

perpendiculares a tal dirección, no afectan los 
resu ltados.> 

2. Un bloque de masa m = 2 kg viaja sobre una mesa 
horizonta l li sa, sobre la cual se ha fijado un resorte de 
constante k = 3200 N/ m como se muestra en la figura . 

¿Con qué ve locidad debe el bloque encontrar al resone 
para causarle una compresión máxima de 70 mm? 
Resp. 2.8 mi s . 

3. Un bloque de masa m = 3 kg sale despedido de un 
resorte de constante 8000 N/ m, comprimido 120 mm. El 

bloque, que se ruut;:ve sobre una superficie horizontal ' 
lisa, pasa a complimir otro resorte de constante 2000 
N/ m. ¿Cuánto va le la compresión máxima de éste? 
Rcsp. 240 mm. 

Comprimido Nonnal 

rhiill ~ 

4. Un bloque de masa m = 6 kg se suelta desde la 

posición HA" mostrada en la figura, en la que sufre la 
fue rza de un resorte de constante 2000 N/ m, 

comprimido 0 .2 m. El resorte no está pegado al bloque. 

Existe fricción bloque H mesa, de coeficiente cinético 
~ = 0.2. Calcular la velocidad del bloque cuando llega 
al punto "S", a 0.5 m del punto de partida. 

Resp. 3. 62 mi s . 

A : I ;S 
i i 

0.3 m 0.2 m 

5. Inicialmente , un bloque de masa " m" está en 
equilibrio en el extremo de un resorte en su 

configuración no deformada. Se desea comprimir el 
resorte "cuasies táticamente", esto es, aplicándole al 
bloque una fuerza F que en todo momento equilibre 
justamente la fuerza del resorte. ¿Qué trabajo efectúa F 

sobre el bloque cuando éste ha llegado hasta cierta 
posición x? ¿Qué nos dice la EBE Wex1 == 6K aplicada 

al sistema {Bloque} entre x = O Y x = valor arbitrario? 

Suponer que la mesa horizontal es lisa. 
Resp. ( 1/2)kx2

; 0 = 0. 

_F-+I'~ 
! 1; . ~ • ~ J r- " • , 

• • o " x 
6. Una persona mantiene un bloque de 3 kg de masa 
presionado contra un resorte de constante 4000 N/ m, de 
modo que la compresión sea 00 = 0.2 m (parte jzquierda 

de la figura). La persona retira súbitamente la fuerza, 

permi tiendo que el bloque se eleve. ¿Hasta qué altura h 
sobre el nivel de partida alcanza a subir el bloque? 
Suponga que las masas del resorte y de la tablilla fija a 
él son insignificantes. 
Resp. 2 .52 m. 
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7. Se aplica al collarín de masa "m" una fuerza 

constante "P" a lo largo de una distancia "h", tras la 
cual desaparece la fuerza P. Calcular la ve locidad con 

la que el collar m regresa al punto más bajo. 

h 

p 

m 

PPh Resp. v = --;;-. 

8. Un conjunto Resorte-Bloque desciende con 
velocidad constante "v" a lo largo de una guía li sa, 
como se ve en la figura . Unos topes causan que el 

extremo superior del resorte se detenga súbitamente. 
Calcular la deformación ad icional "5" del resorte 

cuando el bloque se ha detenido. 

Resp. Es la soluc ión positiva de la ecuac ión 

3-27 

1 ' ks +4mg S - rnv- = O 

9. La fuerza tota l sobre una partícula viene dada por 

FT(x) = - 3x' + 8x' 

(x en merros, FT en ncwtons). Calcular el cambio de 
energía cinética de la partícula desde x =- O m hasta 

x=2 m. 

Resp. 24 J . 

lO. La energía cinética de una partícula como [unc ión 

de la posición es 

donde A Y k son constantes. ¿Cuál es la fuerza total 
sobre ella como función de x? 

11. La posición de una partícula de masa "m" como 
función del tiempo es 

x(t) = xoe- bl 

donde Xo y b son constantes. Expresar la energía 

cinética en términos de la posición. Calcular el trabajo 
de la fuerza total sobre la parricula entre x = O Y x = L. 

1 2 ) 
Resp. 6 mb L . 

12. Una partícula de masa ro sufre una fuer¿a atractiva 

donde C es una constante positiva . Demostrar que su 
"velocidad de escape" desde ""o es 

13. Una parlícuJa esrá sometida a un3 fuerza que 
depende únicamente de la posición: 

F = F(x) 

Demostrar que si la partícula pasa dos o más veces por 
una rrusma posición x r- liJ hace con la misma rapidez (:11 

cada caso. 
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(Sugerencia: aplique el teorema trabajo-energía 
cinética al circuito desde xp hasta xp.) 

14. La velocidad de una panícula de masa 6 kg como 
función del tiempo es (con " t" en segundos y "v" en 
metros por segundo) 

v(t) ~ 4¡2 

Calcular la potencia de la fuerza total en t -= 3 s . 
Resp. 5184 w. 

15. Un trineo de masa M impulsado por cohetes va a 
deslizarse a panir del reposo sobre una pista horizontal 
recta. con la que existe fricción de coeficiente cinélico 
IJ. Suponiendo que los cohetes generan una ruena 
constante F, calcular la potencia suministrada por los 

cohetes como función del tiempo. Suponga que el 
sistema tiene masa constante y desprecie la resistencia 
del aire. 

M 

--=.F---;., ~ 

Resp. p = F(F - flMg) .t 
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CAPÍTULO 11 

TRABAJO EN EL MOVIMIENTO PLANO 

Existe un teorema trabajo-energía cinética, o 
lo que es lo misrpo una ecuación de balance dI! energía 
para una partícula en movimiento plano arbitrario. Esta 
EBE tiene la misma forma matemát ica que en una 
dimensión, o sea Wext = ó,K. Sin embargo, el trabajo de 

una fuerza cuya dirección puede ser una cualquiera del 
plano ya no se calcula con la fónnula (7)-p7. pues ahora 
ia posición de la partícula ya no es solamente "x", sino 
una pareja (x, y). En esta sección daremos la expresión 
más general del trabaj o, la cual se reduce a la fónnula 
citada si el movimiento es rectilíneo. 

Antes de presentar la EBE aplicable al 
movimiento plano, hemos reunido en este capítulo todo 
lo concerniente al trabajo de las fuerzas más comunes. 

11.1. Trayectoria recta y fuerza constante 
Sea una part ícula de masa m, sujeta a varias 

fuerzas (Fig. 15). 

Fig.lS 

Trayectoria. 
rech. 

o 

Supongamos que las fuerzas existentes sobre 
la partícula la hacen recorrer un camjno recto en la 
vida. Sea F una de es tas fuerzas, que suponemos 
conslallle. Sean r l Y r z dos posiciones de la partícula 
sobre su trayectoria recta y sea 6 r = rz - r l el vector 
desplazamiento entre ambas. He aquí la defin ición del 
trabajo en es te caso: 

Trabajo de una fuerza cOIIslallte en un 

des lazamiento recIo 

(28.) W = F- Llr 
F Y 6 r son los vectores 
fuerza y desplazamienlO. 

En términos de las magnitudes F ~ IFI y d ~ 16r l. y del 
ángulo e que forman F y Ll r, el producto escalar de 
estos vectores es 

W~ F d eos 8 

Notando que 

es la componente de F a lo largo de la dirección de Ll r 
(dirección de movimiento o di rección "tangencial " a la 
trayectoria), podemos escribir el trabajo (28a) en la 
forma alternativa siguiente: 

des lazamicnlo recto 

(28b) W ~ F, d 

F¡ es la componente de la 

fucíCa en la dirección del 
desplazamiento, y "d" es la 
ma nitud de éste. 

Se sigue de la definición de trabajo que si F y 

ó,r forman un ángulo agudo el trabajo es positivo. Si 
este ángulo es obtuso el trabajo es negativo, y si es un 
ángulo recto el trabajo es nulo (Fig. 16). 

f& F & 
------J «: 

W > O W < O W ~ O 

Fig.16 

La noción técnica de trabajo, huelga decirlo, 
no corresponde a la idea del ciudadano comun. Uno 
puede sostener levaOlada una pesa de 30 kg duran te 10 

rrUllu tos y sentir que erectuó un gran trabajo. Sin 
cmbargo, el trabajo risico (de la fi sica, no del 
físicoculturismo) no e!!J lo mismo quc sudar la gota 

gorda. El pesista no efec tuó trabajo porque la pesa no 
se movió. 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



3-30 

!Ejemplo 20J Un collarin desciende aceleradamente 

por una guía recta lisa en el campo gravitatorio de la 
Tierra (Fig. E20). En su camino el collarín es refrenado 

por una fuer¿3 horizontal constante F . Calcular el 
trabajo de la fuerza total sobre el collarín en un 
desplazamiento Llr dirigido hacia abajo. 

Fig. E20 

Para identificar la fuerza total hacemos el 
diagrama de cuerpo libre. 

Podemos aplicar cualquiera de las fórmu las 
(28a) o (28b). Apliquemos la segunda, W ~ FI d, donde 

Ft es la componente de cada fuerza en la dirección de 

M (o sea hacia abajo del plano inclinado) y d - IM I. 
Las diversas componentes "F¡" son: 

De la fuerza F : - F cos e 
Del peso " mg": rng sen e 
De la normal N: o 

El trabajo total es entonces 

Wex1 = - F cos e . d + rng sen e . d 

!Ejemplo 2l j Un bloque de 6 kg baja por un plano 
inclinado a 37°, con el que se genera m cción de 
coeficiente cinético ¡...t = 0. 3. El bloque está atado a una 
cuerda que pasa por una polea li sa en lo alto del plano y 
remata en otro bloque de masa 2 kg. Calcular el trabajo 

de la fuerza total sobre el bloque de 6 kg entre dos 
posiciones que distan 0.8 m, como se ve en la Fig. E21. 

El bloque considerado está sujeto a las 4 
fuerzas mostradas en la Fig. E2 1, que son todas 
constantes. Nuestra primera tarea consiste en calcular 
estas fuerzas. 

La aceleración del sistema, común de ambos 
bloques, cs 

a-
m lgsen e - m 2 g - J.lffi¡gcos8 

m 
Sustituyendo valores numéricos, a = 0.212 

.2 

f:,r T 

e m,g 

Fig. E21 

m, 

El vector aceleración apunta hacia abajo del plano. 
Ya con la aceleración es fácil calcular las 

fuerzas fy T. Tenemos 

Peso: P - 58.8 N Tensión: T - 20 N 

Normal: N - 47 N Fricción : f - 14 N 

El desplazamiemo ó r está hacia abajo del plano 
inclinado y su magnitud es d = 0.8 m. Aplicaremos la 
fórmula W = F¡ d. donde F¡ es la componente de cada 

fuerza hacia abajo del plano inclinado, y d = 0.8 m en 

todos los casos. 
He aquí el trabajo de cada fuerza, en joule: 

El trabajo de la normal N es cero puesto que es 
perpendlcu lar al desplazamiento. 

El trabajo de la tensión es negativo: 

- T d - - 20 (0.8) - - 16 

El trabajo de la fricción es negativo: 
- f d = - 14 (0.8) - - 11.2 

(T)' t.r 01 ) 

(f )' M "') 

Finalmente, el trabajo del peso es positivo 
(m,g sen e) d - 28.3 «mg), '" t.r "') 

El trabajo de la fuerza total es la suma de 
todos estos trabajos, 

WCXI - O - 16 - 11.2 + 28.34 - 1.1 (J) 
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\\.2. Trayectoria curva y fuerza constante 
Las fórmulas (28a) y (28b) de la pág. 29 son 

aplicables también al caso en que la partícula describe 

una curva. como demostraremos más adelante. En la 
Fig. 17 se muestran las cantidades F , llr , F t y d . 

Trayectoria 

r 

F 

A B 

, 

F 

r, 

Fig.17. (W~ F . M ó W~F, d) 

F 

(E jemplo 221 Un pequeño collarín de 2 kg se hace 

deslizar en un plano vertical a lo largo de una guía 
semicircular lisa de 5 m de radio mediante una fuerza 
horizontal constante de 40 newton. Calcular el trabajo 

de la fuerza total sobre el collarín entre las posiciones P 
y Q mostradas en la Fig. E22a. 

40N Q 

, , 
" " , 

Fig. E22a 

En lugar de usar la expresión W = FI d, que 

requiere sacar las componentes de las fuerzas a lo largo 
de la dirección del desplazamiento, ó'r = PQ, usa remos 
la expresión vectorial W = F • Llr , más cómoda en es te 

caso. 
Introduzcamos un sistema de ejes X ~ Y i 

con su origen en e l centro de la guía. Los vec tores de 

posic ión de P y Q son, en metros, 

3-3 1 

y r Q ~ ( - 5 sen 20' . 5 cos 20' ) ~ (- 1.71. 4.7) 

El desplazamiento es entonces 

ór ~ rQ - rp ~ (- 5.71. 1.7) (m) 

En cuanto a la fuerza tOlal sobre el collarin, se compone 

de las siguientes fuerzas: 

• La normal N. 
(La normal aquí es una fuerza de magnitud y 

dirección variables, pero como no efectúa trabajo no es 

necesario dar su expresión vectorial) 

• Elpeso - mg j ~- 19.6 j ~ (0, - 1 9.6) (N) 

• La fuerza constante - 40 i = (- 40, O) (N) 

Estas fuerzas se mues tran en el De l del collarín en la 

Fig. E22b. 

r: ig. E22b 

La fuerza que produce n'abajo es entonces 

F ~ (O. - 19.6) + (- 40. O) ~ (- 40. - 19.6) (N) 

y su trabajo es, por la fóm1l11a W = F. Ar, 

W ~(- 40, - 1 9 . 6) . (1.7 , - 5 .7 1) ~ 

~- 40(J.7) - 19.6(- 5.71) ~ 44 ( j oule) 

Cuando la partícula se mueve en una curva son 

de mucha utilidad los métodos vec toriales en el cá lculo 

de l rrabaJo. 
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!E jemplo 23) Una fuerza constante de 112 N actúa 

sobre una partícula todo el camino entre dos puntos A y 
S, como se muestra en la Fig. E23. Calcular el trabajo 

de esta fuerza entre dichos puntos. 

B 
F 

6m 
F 

90" 

F A 8.5m 

Fig. E2 3 

Tomemos el sistema XY con su origen en A y 

los ejes X y Y del modo estándar. Entonces, 

F = (- 11 2 sen 55 ' , - 112 ces 55') 

lIr = AB = (8.5, 6) 

El trabajo es 

F • lIr = (- 91.74, - 64.24) • (8.5 , 6) = 

= - 11 65.23 (J) 

¿Cuánto vale ellTabajo de B a A? 
¿Cuánto vale el trabajo si la partícula parte de A y 

recorre una curva cerrada, terminando de vuelta en A? 

11.3. Trayectoria curva y fuerza variable 
Ahora extenderemos la definición de trabajo al 

caso general de movimiento a lo largo de curvas, bajo 
fuerzas variables. Nos basaremos en la relación 
W "" F • ó r , válida para lramos rcctos y fuerzas 
constantes, yen los métodos del cálculo integral. 

Denotemos con 'T" la trayectoria curva de la 
partícula considerada, y sea de nuevo F una de las 
fuerzas que actúan sobre ella. Supondremos que: 

• Se conoce la trayectoria r. 
• La fuerza F depende exclusivamente de 

la posición r . 

Trayectoria 
[' 

o 

Fig.18 

Consideremos un tramo curvo de r , comprendido entre 

dos puntos A y B (Fig. 18). Marquemos sobre este 
tramo una serie de N puntos "p¡" (con i = 1,2, ... , N) 

espaciados más o menos uniformemente, haciendo 
coincidir PI con A y PN con B . Estos puntos determinan 

un conjunto numeroso de segmentos de la curva, los 

cuales supondremos tan pequeños que: 

• Podamos considerarlos rectos, con buena aproxi­

mación. 
• La fuerza F sea prácticamente constante en cada 

segmento. 

¿Desplazamiento recto y fuerza constante? 

Entonces va le (28a)-p29 y el trabajo realizado por F en 
el segmento representativo [Pi. Pi + d es 

F¡ • ~ri con F¡:= F(r ¡) y Ó.r i == r i+1 - r ¡ 

Formemos la suma de todos estos trabajos, 

N- t 

¿F¡ e ó.r ¡ 

i=1 

Conforme N ---t 00 a la vez que jó.r¡ l--) O para toda i, esta 

swna tiende a un valor determinado, que defIniremos 
como el trabajo hecho por F a lo largo de r entre A y 

B. Este límite defme a la vez una operación de 
integración denominada integral de línea. Se simboliza 

así : 

(29) 
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Fórmula general del traba io 

(30) w; J:F o dr 

El trabajo efectuado por una fuerza F a lo largo de una 
trayectoria r , entre dos puntos A y B, es la integral de 
linea de la fuerza, a lo largo de r , desde A hasta B. 

Visualizamos el integrando F • dr corno el 
trabaj illo "I5W" hecho por F en el desplazamieotillo dr , 

y la integral como la suma de trabaj illos semejantes. El 

trabajo (30) también goza de las propiedades de 
distribut ividad y aditividad mencionadas en la página 7 
en relación con el movimiento rectilíneo. 

Dado que la integral (30) contiene vectores, se 
puede evaluar en cualquier sistema de coordenadas. Lo 
haremos para los sistemas más comunes, el cartesiano y 

el polar. Supondremos que la fuerza F , o campo de 
fuerzas, depende en general de la posición. 

11 .4. Cálculo d e la integral d el t r abaj o 
en coordenadas cartesianas, 

En coordenadas cartesianas la expresión 
general de una fuerza variable, o campo de fuerzas que 
depende de la posición (x, y), es 

F(x, y) ; Fx(x, y) i + Fy(x, y) j 

Por otra parte, el desplazamiento infinitesimal dr viene 
dado por 

dr ~ dx i + dy j 

de tal manera que el producto escalar F • dr es 

F o dr ; F,(x, y) dx + F,(x, y) dy 

o abreviadamente 

F o dr ~ Fx dx + Fy dy 

donde se sobreentiende que las componentes F,; y Fy 

dependen de x y y. 
Entonces la integral 

coordenadas car tesianas queda en 

general : 

de l trabajo en 
la siguiente forma 

Fórmula general del trabajo en 

coordenadas cartesianas 

(31) W ~ I: (F, dx+ Fy dy) 

3-33 

Para evaluar la integral (3 1) hay que hacer lo 

siguiente: 
1. Sustituir en ella las expresiones de Fx y F y como 

funciones de (x, y), quedando 

(32) w ~ I: F,(x, y)dx + I: Fy (x, y) dy 

2. Usando la ecuación de la trayectoria, cuya forma 

es 

y = ¡(x) 

expresar y en términos de x en las integra les de 
(32). Sustituir también dy por 

dy ~ f' (x) dx (f'(x) = df ) 
dx 

3. Queda as í x como única variable de integración. 
por lo que los límites dc integración simbólicos A 

y B en (32) se sustituyen por las abscisas XI>. y xe 
de los p WltOS limites. 

4. Efectuar la integración sobre la variable x. 

!E jemplo 24J Una partícula se halla sometida a un 

campo de fue rzas F que depende de la posición (x , y) 

según la ley 

F(x,y) ; 10(- Y i +x j) 

Calcular cl trabajo realizado por la fu erza F entre los 
puntos (O, O) Y (2, 4), a lo largo de 
(a) La parábola y ~ x2 

(b) La recta y; 2x. 

(e) El segmento del Eje X desde x ; O hasta x ~ 2, Y 
luego el segmento de l Eje Y desde y = O hasra y -= 4. 
(d) La circunrerencia de radio 5 y centro en el ori g~ll. 

Démonos un;] idea gráfica del campo. 
Nolarnos que la fuer.l.a en un punto arbilrario es perpen­

dicular al vcctor de posición respectivo, ya que 

F o r ~ 10(-y i -x j ) o (x i +y j)- IO(-ytTxv) ;O 
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Entonces las lineas de fuerza del campo son 
circunferencias con centro en el origen de coordenadas, 
corno vemos en la Fig. E24a. 

y 

x 

Fig. E24a 

Notemos además que la magnirud de F es 
proporcional a la del vector de posición r: 

(rl) F ~ 11 0( - y i + x j ) l~ 1 0~x' +Y' ~ IOr 

En la Fig. E24b se muestran las trayectorias en los 
casos (a), (b) y (e). 

y 
(2,4) 

(0,0) x 

Fig. E2Jb 

Poniendo en la fónnula (3 1) las expresiones 

F, ~ - IO y y 

obtenemos la integral a calcular: 

(r2) 

(al Parábola y ~ x' 
De la ecuación de la parábola tenemos 

y ~? y dy~ 2xdx 

Sustituyéndolos en la integral (r2) queda 

r' , r' , 80 W = IO · Jo(- x dt+x·2xdx)=10· JoX dx=) 

(Como la integral queda sólo ' sobre la variable x, los 
límites son los valores extremos de x, o sean O y 2.) 

(b) Recta y - 2x. 
Análogamente, poniendo y ~ 2x y dy ~ 2dx 

en la integral (r2), 

W=lO· J:(- 2xdx + 2xdx) =0 

El campo no bace trabajo a lo largo de la recta. 
Esto es fácil de entender, puesto que en todo punto de 
la recta F y dr son perpendiculares, de donde el 
producto F . dr es nulo idénticamente, y entonces 

fF . dr = O. 

(c) Segmentos ligados del Eje X y el Eje Y. 
En el segmento horizontal de x = O a x =- 2 

tenemos y =- O Y dy =- O, de modo que el integrando en 
(r2) es 

10 (- ydx + x dy) = lO (- O· dx + x · O) " O 

y la integral es cero en este tramo. En el tramo vertical 
de y ~ O a y ~ 4 tenemos x ~ 2, dx ~ O y el integrando 
en (r2) se vuelve l O (- ydx + xdy) ~ lO (-y. O + 2 dy) = 
20 dy. Entonces 

w = 120dY = 80 

fd) Circunferencia de radio 5 y centro en el origen. 
Podríamos usar aquí la ecuación de la circun­

ferencia de radio 5, y obtener la diferencial de y, 

y = -hs - x ' dy 
-xdx 
~, etc . 

v2S-x' 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Sin embargo, hay un método más fáci l, basado en que a 
lo largo de todo el circulo los vectores F y dr son 
paralelos; y la magnilud de F (dada por (rl» es 
conslante (Fig. E24c). 

r r 

o 

Fig. E24c 

Entonces el producto escalar F • dr se vuelve 
simplemente el producto de las magnitudes de F y dr , 
denotadas con F y ds respectivamente: 

F.dr ~ Fds 

y la integral general del trabajo da 

(Se sacó F de la integral ya que F = IOr y es constante 
sobre el círculo. Por otra parte, la integral de "ds" sobre 
el círculo es la suma de las longitudes de todos los dr 's 
dispuestos a lo largo de la circllOfe-rencia, o sea la 
longitud de la misma, 211 r. El trabajo es entonces 
W = 20m2 o bien 

w~ 500 1t 

Como vemos en este ejemplo, el trabajo es 
distinto a 10 largo de las 4 trayectorias consideradas. 

11.5. Fuerzas conservativas 
La integral general del trabajo se evalúa a lo 

largo de una trayectoria dada r . Ahora bien. existen 
campos de fuerzas F(x, y ) cuyo trabajo entre dos puntos 
dados es independiente de la curva que enlace ambos 
puntos. Esta clase de campos juega un papel muy 
importante en el desarrollo del concepto de energía. Se 
denominan c(lmpos (o fuerzas) conservativos. 

El campo F = - y i + x j que consideramos en 
el ejemplo anterior no es conservativo, puesto que los 

3-35 

trabajos resultaron di stintos para distintas trayectorias. 
Hay muchas clases de campos conservativos. 

Una clase de campos tales es la que se expresa como 
sigue: 

(33) F(x, y) ~ h(x) i + g(y) j 

La componente X del campo depende solamente de x, y 
la componente Y solamente de y, a través de las 
funciones h(·) y g('), respectivamente: 

(34) F, ~ h(x) 

Veámoslo. Sea y = f (x) la ecuación de la trayectoria 
de integración r. Sustituyamos en la integral (3 1)-p33 

las expresiones (34) . Obtenemos 

(35) w ~ I:(h(X) dx +g(Y) dY) 

Confonne al método que dimos, el siguiente paso sería 
sustiluir y por I(x) y dy por f ' (x) dx. Sin embargo, 
no hay necesidad de hacerlo, puesto que la integral (35) 
se puede evaluar tal como está, en la forma 

(36) Ix, J" w ~ h(x) dx + -g(y )dy 
XI Y¡ 

En otras palabras, la trayectoria de integración y = f(x) 

no se necesita. No intelviene para nada en el cálculo, de 
tal manera que el trabajo es independiente de la 
trayectoria. Esto demuestra que el campo considerado 
es conservativo. 

Por ejemplo, esle campo es de la forma (33): 

F 3 '· 2 ) ' = x 1 - y J 

Tenemos aqui F, ~ h(x) ~ 3x' y I-'y ~ g()') ~ _2y3 El 

trabajo de estc campo a lo largo de cualquier trayec­
torÍa entre dos puntos (x l' YI) Y (x" y,) es, de (36), 

w = r" 3x' dx + r" (-2y J)dy 
JX¡ Jy¡ 

W=x/ 
3 I .¡ 1 .¡ 

x¡ - - y, + - Y 
2 - 2 I 
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Como vemos, el trabajo depende solamente de los 
puntos terminales (x , . y,) y (x, . YÚ. 

Para un campo de f uerzas conservativo el 
trabajo entre dos puntos cualesquiera no 
depende de la trayectoria de integración. sino 

(37) exclusivamente de las coordenadas de los puntos 
límites de integración. En símbolos: 

w= f: F . dr = función de (XA' YA, XB'YB) 

Más adelante volveremos a las propiedades de 
los campos conservativos. Por ahora pasaremos a 
calcu lar trabajos de algunas fuerzas comunes. 

No todos los trabajos los calcularemos 
ap licando directamente la fórmula general. Para las 
fuerzas más comunes exis ten atajos en el cálculo del 
trabajo, como veremos. 

11.6. Galería de trabajos 
Primeramente demostraremos que la fórmula 

[(28a)] W = F . 'ó'r 

que define el trabajo de una fuerza constante sobre una 
partícula que se mueve en líuea r ecta, sirve también 
para cuando la panícula describe una trayectoria cU1>Ia 

bajo fuerza constante, cosa que ya usamos en los 
ejemplos 22 y 23 en las págs. 31 y 32). 

Trabajo de una fuerza constante. 
Si la fuerza F es constante sus componentes Fx 

y Fy son constantes y podemos sacarlas de la integral 
del trabajo: 

Obtenemos así 

donde ó r =: rs - r A = (xo - xA) i + (ya - YA) j es el 
desplazamiento entre los pumos A y 13, QED. 

Como vemos en (38), el trabajo en este caso 
depende solamente de los puntos terminales A y B, por 
lo que 

Un ca mpo de fuerzas conSlante es conservat ivo 

Trabajo del peso. 
La fuerza constante más importante es, por 

supuesto, el "peso mg". Si dirigimos el eje vertical Y 
hacia arriba, podemos escribir vectoria lmente el peso P 
en la forma 

Calculemos el trabajo del peso sobre una 
partícula que describe una trayectoria arbitraria r entre 
dos puntos A(XA' YA) y B(XO' YB) (Véase la Fig. 19). 

y 

B . - -- -

x 

- -- - ----- - -- - _. 
A Ilx 

Fig. 19 

Poniendo ó r = Lll i + Óy j y usando la fórmula 
(38) o la (28a)·p'9 tenemos 

w ~ F • ór ~ (- mg j) • (m i + "'y j) 

=> W~- mg"'Y 

donde "'Y ~ YB - YA-

Definiendo h ~ l"'yl. O sea h ~ desnivel vertical 
entre los puntos A y B, tenemos entonces 

T raba ·o del peso "me" 

W~ -mg"'Y 
h = distancia que el cuerpo 

(39) 
sube o baja. 
Signo "+" si el 

W~ ± mgh 
cuerpo 

baja, "-" si sube. 

Note que esta expresión tiene la misma forma 
que la de l trabajo del peso en el movimiento rectilineo. 

El peso es una fuerza conservativa 
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Trabajo de la fuerza normal de contacto 
entre dos superficies. 

Como su nombre lo indica, la fuerza normal 
siempre es perpendicular a la dirección de movimiento 
de la partícula, por lo que el trabajo de esta fuerza es 
cero en todos los casos. 

En la Fig. 20 tenemos un movimiento en el 
que la nonnal N es una fuerza variable en magnintd y 

dirección. De todas maneras en todo punto se cumple 
N o dr =O, dedonde W~ O. 

N 

N 

Fig, 20 

Traba ' o de la fuerza normal N 

N puede tener magnitud 
(40) W~ O constante o variable. La 

superficie sobre la que se 
desliza el cuerpo está fija. 

Trabajo de una fuerza de fricción de magnitud 
constante. 

La fricción f es una fuerza que en todas partes 
apunta contra la dirección de movimiento, es decir, f y 

dr forman un ángulo de 1800 y su producto escalar es 

ro dr ~- fds ( f ~ l f l, ds ~ldrD 

y dr B 
h 

dr 

Vi 
" 

X 

Fig. 21. (Plano horizontal) 
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Si la magnitud de la fricción es constante, su trabajo es 

w ~ ffo dr ~- ffds ~-f IdS 

Ahora bien, la integral de "ds" es la suma de las 
magnitudes de todos los desplazamientos "dr", la cual 
es igual a la longitud de la trayectoria entre los puntos 
límites de integración. Así pues, 

Traba'o de la fricción de magnitud constante 

(41 ) W~- fL 

f es la magnitud de la fricción y L es la longitud del 
cantino recon ido bajo la acción de la fricc ión. La 
superfic ie sobre la que se desliza el cuerpo está fija. 

El trabajo de la fricción siempre es negativo. y 
depende del camino, puesto que a distintos caminos r 1 

y r 2 corresponden en general distintas longitudes (Ver 

Fig. 21). Por lo tanto, 

[La fricción es una fu erza IIo-conservath la 

En el ejemplo de la Fig. 20 la normal es una 
fuerza variable y también lo será la fricción, habida 
cuenta de la relac ión de proporcionalidad f = ).IN. En 
es te caso el trabajo de la fricción no es (41); para 
calcularlo habría que obtener la fricción como función 
de la posición y efectuar la integral correspondiente. 

Examinando las fórmu las de los trabajos de l 
peso, la normal y la fr icción, advertimos que tienen la 
misma fOlTna que las correspondientes al movimiento 
rectil íneo. Lo mismo ocurrirá con el trahajo de un 
resorte, como veremos más adelante . 

Trabajo de la fuerza de tensión constante de un cable. 
Observe la Fig. 22. El bloqoe es jalado por un 

cable que pasa por un perno liso, cambiando de 
direcc ión. Del extremo e del eable se jala con una 
fuerza de magnitud constante T (misma cosa que la 
tensión de l cable), que provoca que el bloque se 
desp lace sobre una mesa horizontal. En esta mesa se 
fija un eje X como se ve. Se desea obtener el trabajo 
realizado por la cuerda sobre el bloque trJ S un cierto 
desplazamiento t1x del mismo. 
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D 

Perno fijo 
y liso 

L 

<. e 

.... , .. ~ 
• x 

Fig.22 

En la inlegral general del trabajo, W = f F • dr, 
sustituyamos la siguiente expresión de T(x): 

F = T = T eos ~ i + Tsen ~j 

dr = dx i 

El integrando se reduce a 

T . dr = T eos~ dx 

1"' w= Teosp, dx 

"' 
(~ y x variables) 

Notando que 

eos~ = =-- (D-x) + h = D -x d(J ,,) 
J(D -x)' + h ' dx 

= 
dL 

dx 

donde L(x) es la longin,d del pedazo "hipotenúsieo" de 
cuerda comprendido entre el punto de sujec ión al 
bloque y el perno, tendremos 

fX' dL 
W = - T · - dx = - T(L , - L, ) 

.fl dx 

Pero L2 - L¡ == .ó.L es la longitud de cuerda cobrada 

desde el extremo e, donde está aplicada la fuerza 
externa al cable. El resultarlo no depende de cómo se 
desplace C. Tampoco se altera si en lugar del perno está 
una polea lisa. 

Trabajo de un cable inextensible 
cuya tensión T es COlfstanle 

óL es la longitud de cuerda 
cobrada desde el extremo 

(42) W=- TóL desde donde se jala la 
cuerrla. Este extremo puede 
moverse en una curva . 

Debemos tener cuidado al aplicar la expresión 
(42), pues existen muchas situaciones donde la tensió~ 
no tiene magnitud constante (corno por ejemplo en los 
sistema de las Figs. 25, 26 Y 27 en la página siguiente). 

Las tensiones son fuerzas que no incluiremos 
en la clasificación de conservativas o no-conservativas, 
por razones que expondremos posrerionnente. 

11.7. Trabajo de fuerzas restrictivas en 
sistemas conectados 

Considere dos partículas mi Y ffi2 unidas por 
una varilla recta, rígida y de masa insignificante, como 
en la Fig. 23. La varilla ejerce fuerza s de tensión o 
compresión dirigidas a lo largo de la misma. Deseamos 
calcular el trabajo de ambas fuerzas de tensión (o 
compresión) sobre las masas durante un desplaza­
miento arbitrario de la mancuerna . 

m, v, 

Fig.23 

En virtud de que la varilla es rigida, las partículas mi Y 
ffi2 no pueden acercarse ni alejarse a lo largo de la línea 
que las une (la varilla ). Esto se traduce en que las 
partículas se desplazan lo mismo a lo largo de la 
dirección de la varilla , y por ende las ve locidades vI Y 
v2 de las partículas deben tcner la misma componente a 
lo largo de la varilla , es decir, 
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d 
m, 'Vedr,), 

Fig.24 

Se s igue que los desplazamientos de m1 Y m2 

correspondientes a un corto lapso dt son vectores cuyas 
componentes vectoriales (dr ¡)r y (dr2)r a 10 largo de 

la varilla son iguales (Fig. 24). Por otra parte, dado que 
la varilla no tiene masa, las fuerzas de tensión que 
ejerce sobre m I Y m2 son iguales y opuestas. 

Por 10 tanto, el trabajo realizado por T sobre 
m} es el negativo del que realiza - T sobre m2. de ta l 

manera que el trabajo total es cero. 
Situaciones análogas de trabajo rotal nulo se 

presentan en otros sistemas cuyos cuerpos están 
conectados entre sí por cuerdas. Eche un vistazo a los 
de las Figs. 25 y 26. 

m, 

m, 

Fig.25 

m, 

Fig.26 

Demosrrémoslo. 
En el sistema de la Fig. 25 ambos bloques 

tienen la misma velocidad a todo ins tante, por lo que 
también sus desplazamientos 5011 iguales. Para el 
bloque que se desliza sobre la mesa la tensión y el 
desplazamiento tienen direcciones iguales; para el otro 
bloque tienen direcciones contrarias. Por lo tanto , el 
trabajo de ambas fuer¿as de tensión es nulo. 
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En cuanto al sistema de la Fig. 26, 

comparemos los desplazamientos y las tensiones sobre 
el bloque mi y el conjunto {Polea móvi l + bloque m2}' 

Sobre el primero actúa la tensión T y sobre el conjunto 
actúa 2T, pero el desplazamiento de éste es la mitad del 

desplazamiento de aquel. Nuevamente se deduce que el 
trabajo de las tensiones es nulo. 

Consideremos ahora el sistema ilustrado en la 

Fig.27. 
El sistema tiene semejanza con el de la Fig. 

22. Sin embargo, en el caso presente no se jala de la 
cuerda con fuerza constante: la tensión de la cuerda 
varia conforme el bloque de la derecha cae. 

PoI .. fija 

Fig.27 

La relación entre las velocidades de ambos 
bloques se saca de la siguiente observación: como la 
cuerda es inextensible, las ve locidades de los extremos 
"a" y "b" deben tener la misma componente a lo largo 

de la cuerda. Estas velocidades coinciden con las de los 
bloques a que están atados dichos extremos. Tenemos 
así que 

(43) Vt cos 8 ~ v2 

Debido a esta relacIón los extTemos a y b se desplazan 
lo mismo en la dirección de la cuerda, que es la linea de 
acc ión de las fuer.las de tensión sobre los bloques, así 
que el trabajo de ambas fuerzas de tensión es cero. 

11 .8. Fuerzas activas y diagra ma de fuerzas 
activas 

Lbmaremos fu erzas aClil'as a aquellas que 
realizan trabajo cuando el sistema fisico se desplaza. La 
fuerza normal N )' las parejas de fuerzas dc tensión 
debidas a cables iucxtensibles o de tensión/compres Ión 
debidas a va rillas ligeras en Sll S extremos no son 
fu erias activas. 
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El diagrama de fu erz.as ac/blas (OFA) de un 
sistema es un bosquejo del sistema que muestra todas 
las fue rzas activas sobre el mismo (naturalmente se 
excluyen, al igual que en el DeL, las fuerzas internas 
en el sistema). Usaremos los DFA's en el CapítuJo 13. 

11.9. Cálculo de la integral del trabajo 
en coordenadas polares 

La expresión general de una fuerza variable en 
coordenadas polares es 

F(r, 8) = F, (r, S) . , + F, (r, S) ee 

o bien 

Es decir, tanto la componente radial Fr como la angular 
F, dependen en general de la posición (r, S). Por otra 

parte, el desplazamiento vectorial infmites imal en 
coordenadas polares es 

di':::: de er + r de ee 

Entonces 

F· dr = F,(r, S) dr + Fe (r, e) r d8 

y la integral general del trabajo queda en la fanna 

Fórmula general del trabajo en coordenadas polares 

(44) 

Al igual que en el caso de coordenadas 
polares. la inlegral (44) es una suma de dos integrales. 
en las que figuran en general las dos variables de 

integración r y e. Para expresarlas en términos de una 
sóla variable de integración empleamos la ecuación de 
la trayectoria de integración, la cua l es una curva cuya 
ecuación tiene la forma 

r ~ , (S) (dr = r ' (8)dS) 

Sin embargo, en este módulo nos limitaremos 
a fuerzas que dependen sólo de la coordenada "r". Se 
tratan en el siguiente Apartado. 

11.10. Campos de fuerzas centrales. 
Un campo de fueras es central si la fuerza del 

campo depende solamente de la distancia "f" a un 
punto fijo O, denominado el celttro de fuerzas, y se 
dirige en todo punto a lo largo de la recta radial desde 
O (Fig. 28). En el centro de fuerzas conviene coloca, el 

polo de un sistema de coordenadas polares (r, e), con 

base orlonormal [cp cO]. La expresión matemática de 

toda fuerza central en esta base es 

Expresión general de una fuerza central en la base. 

polar 

(45) F(r) = F(r) . , 

er es el vector unitario radial y F(r) es la componente 

radial (única) de la fuerza F. 

Centro de , 

fue",.~ ____ ~\..é __ _ 
O T raye ctoria 

Fig.28 

Poniendo F, = F(r) y Fe '" O en la fórmula 

general (44) obtenemos una fónnula para el trabajo de 
un campo central : 

Trabajo de UD campo de fuerzas central, entre las 
posiciones ri Y rf 

f' (46) W = F(r)dr 
r, 

F(r) es la componente radial (única) de la fuerza F y el 
centro de fuerzas está fijo . 

Se advierte que la integral (46) se puede 
evaluar ta l como está, sin necesidad de emplear 'Ia 
ecuación de la trayectoria de integración. Es decir) 

(47) I Toda fuerza central es conservativa ·1 
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Ejemplos de fuerzas centrales importantes son 
la ejercida por un resorte elástico lineal, la fuerza del 
campo gravitatorio de una masa puntual, y la fuerza del 
campo electrostático de una carga puntuaL 

Trabajo de un resorte elástico lineal. 

En la Fig. 29 se representa una partícula que se 
mueve a lo largo de cierta trayec toria r . La partícula 
está fija a un resorte de constante elástica "k", y el otro 
extremo del resorte está fijo al origen O. En un punto 
general A, el vector de posición de la partícula es "r". 
El vector unitario radial en A es cf' y ro es un vector de 

magnitud constante, igual a la longitud natural del 
resorte, "ro", y de dirección variable, hacia la posición 

corriente de la partícula. 
Favor de comprobar que la fuerza del resorte 

es en magnitud y dirección 

o bien, 

(48) F = -k (r - ro) e, 

ya que r = r e.- y fO = ro ero Notemos que r - fO es la 

deformación del resorte. 

y le, 
Trayectoria r 

x 
o 

Fig.29 

Como vemos en (48), la fu erza elástica es una 
fuerza central cuya componente radial es 

F(r) = - k (r - ro) 

Su trabajo entre dos posiciones J I y r 2 viene dado 

entonces por la fórmula (46) en la forma 

f" L" w = - F(r)dr =-k (r - ro)dr 
'1 1 
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I 2 1 2 w= - - k(rr rO) + - k(r l - rO) 
2 2 

Introduciendo las elongaciones 

61 = rl- rO y 

correspondientes a las posiciones f l y f2 resulta 

Traba'o de un resorte lineal 
k es la rigidez del 

(49) w=- ~ k 1'>(02) 
resorte, y 

2 2 2 2 1'>(0 )=02 -01 

1(50) I La fuerza de un resorte lineal es conservativa 

!E jemplo 2SJ Un collarín insertado en una guía lisa, y 
cuyo peso es 30 N, es jalado por medio de un cable 
inextensible con una fuerza constante de 900 N como se 
ve en la Fig. E25a. El collarín está sujeto a un resorte 
de constante 4000 N/ m, que está inextendjdo y 
horizontal en la situac ión inicial . Calcular el trabaj o 
realizado por la fuerza total sobre el collarín cuando 
éste sube una distanc ia de 0. 8 m. 

900 N 
0.6 rn 

0.9 :m 

... 1.- i , . 
t! ~ _' 

~ ... ~-

Fig. E25a 

t'" 
30N 

Las fuerzas actuantes sobre el collarín son su 
peso, la normal dt: la guía, la tensión dd cable y la 
fuerza de l resorte. Para calcular el trabajo de las últimas 
dos debemos calcular la defonnación de l resane en la 
si tuación fi na l y la distancia que se mueve 1:1 extremo 
de la cuerda donde está aplicada la fuerza de 900 N . 

La longitud final del resorte se saca del 
triángulo rectángulo de cate lOS 0.9 m y 0.8 m, y vale 

)(0.9) ' + (0.8) ' = 1.2 (m) 

i 
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por lo que la deformación fmal vale 

Of = 1.2 m - 0.9 m = 0.3 m 

Ahora calcularemos la 

diferencia de longitudes 0.6 In 

L, - L" mostrada en la 

Fig. E25b. La longitud " ,;-2 
LI se saca a partir del 

ángulo de 60' y el lado 
de 0.6 m, en la fo rma L, 

0.6 = L, sen 30' 

=:> L¡ = 1.2 m 

Ahora, por la ley de los 
cosenos tenemos 

Fig. E25b 

L, = ~1.2 ' + O.S' -2(1.2)(0.8)cos30' = 

NOImal: 

Resorte: 

= 0.64 (m) 

Los trabajos son entonces: 

Wpeso=- 30 x O.S= - 24 (J ) 

1 , , 
WRes = - - kOf = - 0.5 (4000) (0.3) = 

2 
=- ISO (J) 

Cable (o fuerza de 900 Nl: 

WCabJ, = - T ó L = - 900 x (0.64 - 1.2) = 

= 504 (J ) 

(Se usó aquí la fórmula (42)-p38.) 

El trabajo de la fuerza total sobre el collarín es 

W,,, = - 24 J - ISO J + 504 J = 300 J 

11.11. Trabajo de las fuerzas de interacción 
centrales entre dos partículas 

La importancia de las fuerzas centrales estriba 

en que las fuerzas gravitatoria y eléctrica entre dos 
partículas son centrales, por lo cual se entiende ahora 
que su línea de acción es la línea actual que une las 

partículas, y que su magnitud depende solameme de la 
distancia entre ambas. ¿Dónde quedó el centro de 
fuerzas en este caso? No cabe hablar de él, pues ambas 

partículas están en movimiento en general y no existe 
un centro de fuerzas fijo . 

Uno puede preguntarse cuál es el trabajo qué 

realiza sobre una de las partículas la fuerza que le 
ejerce la otra. Pero será de más utilidad calcular el 
trabajo que realizan ambas fuerzas de interacción sobre 

una y otra partícula. Con este fm tracemos la Fig. 30, 
que incluye las fuerzas acción~reacción F y - F , los 
radiovectores r ¡ y r2 relativos a un referencial inercial, 

y el vector separación r entre ambas partículas. 

m, 

~ 

Fig. 30 

<Nota. Si denotamos la fuerza sobre una de las dos 
particulas con UF" , entonces la fuerza sobre la otra será 
automáticamente "- F'. Para evitar errores de signo al 
calcular trabajos tome en cuenta esta regla: 

" La partícula sobre la que actúa la F tiene 
vector de posición (relativo) r , el cual se mide desde la 
otra partícula". > 

Imaginemos desp lazamientos arbitrarios de mI 

y mlo denotando respectivamente con dr¡ y dr2 sus 

desplazamientos infinitesimales. En la elección de la 
Fig. 30, F trabaja sobre m2 Y - F sobre mJ, y el trabajo 

conjwlto es 

W= fF.dr2 + f (-F) . drJ 

r 2 1-1 
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donde la primera integral se evalúa a lo largo de la tra­
yectoria í 2 de rn2, Y la segunda a lo largo de la 
correspondiente í l . 

Se puede demostrar que este trabajo se puede 
poner también en términos del vector "r " en la forma 

(510) 

donde la trayectoria de integración es la trayectoria de 
m2 vista desde un sistema donde mi está en reposo. 
<Nota. Si bien la fónnula (51a) tiene la misma forma 
que la expresión general del trabajo, ecuación (30)-p33, 
su interpretación fisica es otra.> 

La integral (51 a) es fácil de evaluar si conside­
ramos que dr es el desplazamiento de 012 relativo a un 

sistema de coordenadas fijo en m i, de tal modo que la 

expresión (51a) se puede enunciar también así: 

(51b) 

El trabajo de las fuerzas centrales acció fl ­
reacción en un sistema de dos partículas se 
puede calcular suponiendo fija una de ellas y 
calculando el trabajo realizado sobre la 
partícula móvil por la fu erza debida a la 
partícula [ija. 

Ahora bien, si imaginamos lija una de las 
partículas, la podemos ver como un cenlrO de fuerzas 
fijo, y como la fuerza es central caemos en el caso de la 
fórmula (46)-p40. Se sigue: 

Trabajo de ambas fuerzas acción-reacción de un 
sistema de dos particulas con interacción central 

f' "r" es aquí la distancia 
(52) W = r. F(r)dr interpartículas. , 

<Nota. Cabe aquí el mismo comentario que hicimos en 
la nota anterior: aunque la expresión (52) es idéntica a 
la (46)-p4o, la interpretación es distinta.> 

Notemos que existen muchas configuraciones 
distintas correspondientes a una misma distancia 
interparticulas ro. El trabajo depende solamente de las 
distancias ri Y rf, no de las orientaciones del sistema de 

dos particulas. 
Como aplicación de (52) calcularemos el 

trabajo realizado por dos fuel7,as centrales 
ñlOdamentales: la fuer ¿a gravitatoria entre dos 
partículas de masas mI y m], y la fuerza eléctrica entre 

dos cargas punnlales q I Y q1' 
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Sus expresiones matemáticas son 

Fuerza e;ravitatoria entre dos masas R.uotuales 

(53 a) F = 
Gm lm 2 

, e, 
r 

m, 
Fig.31 

Fuerza eléctrica cnlre dos careas puntua les 

(53b) F= 
qlq, 

, e, 
(4noo) r 

Fig.32 

La Fig. 32 corresponde a fuerza eléc tr ica 
repulsiva (q ¡ > O y '12 > O o bien q¡ < O Y '1 2 < O). 

Queremos calcular en cada caso el tTabajo 
realizado por las dos fuerzas acción-reacción F y - F , 
entre dos configuraciones en las que las distancias 
interpartícuJas son ro y r. 

La fuerza F(r) es en cada caso el factor de er 
en las explcsiones (53a) y (53b), o sea 

F(r) = F(r) = q¡qz , 
(4ncO)r-

Entonces el trabajo de las fuerzas gravitatorias 
m¡ .... m 2 es, por (52), 
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y el trabajo de las fuerzas eléctricas q I (-7 q2 es: 

Notemos que los trabajos de estas fuerzas, 
desde configuraciones en que las partículas están 
infinitamente separadas hasta alguna configuración 
donde la distancia interparnculas es " f" . no es infinito, 
sino 

(54 a) W (Trabajo gravitatorio 00 ----7 r) 

(54b) (Trabajo eléctrico 00 ----7 r) 

El trabajo desde ex) a "r" de la fuerza de atracción 
gravitatoria siempre es positivo. E l eléctrico tiene un 

signo que depende de los signos de las cargas. Si la 
fuerza eléctrica es de atracción el trabajo eléctrico es 
positivo, y si es de repulsión es negativo. 

OO:¡emplo 26) Dos bloques de masas mI ; 10 kg Y m, ; 
6 kg están unidos a los extremos de un resorte de 

constante k "'" 800 N/ m, que inicialmente tiene una 
contracción de 0.25 m. Se rompe el hilo que mantiene al 

resorte comprimido. Calcular el trabajo de las fuerzas 
que ejerce el resorte sobre los bloques desde la 

situación inicial hasta que la de[onnación del resorte es 
una elongación de 0.1 m. 

\O kg 800~ 6 kg m 

, , , uYYYYZZ\tyiJ , " , 

Fig. E26 

Aunque las fuerzas que ejerce e l resorte sobre 

los bloques no son de acción· reacción, sí son fuerzas de 
magnitudes iguales y direcciones opuestas. Adaptando 
las ideas que llevaron a (52) tenemos entonces 

l 2 2 2 W;-- Iffi(o); - O.5·800(O.I - 0.25) ; 21 (J) 
2 

*11-12_ Más sobre las fuerzas conservativas 
Hemos visto que la integral del trabajo, 

depende en general de: 

• Las coordenadas (xA, YA ) y (xB, YB) de los puntos 

límites de integración, y también de: 
• La ecuación de la trayectoria de integración, 

y ; y(x). 

Sin embargo, como sabemos, existen fuerzas 

para las cuales el trabajo es independiente de la 
trayectoria, las llamadas fuerzas conservativas. Para 
esta clase de fuerzas la integral del trabajo sigue 
dependiendo, por supuesto, de las coordenadas (XA' YA) 

y (XB, YB) (Consulte la eco (37)-p36). Dicho de otra 

manera, el trabaj o es una función de dos puntos, A y B. 
Ahora bien, si fijamos uno de los puntos, digamos A, y 

vemos el punto B como un punto variable con 
coordenadas (x, y), entonces la expresión del trabajo 
será función de un sólo punto (x , y). De es ta manera 
podemos asociar con cada fuerza conservativa F una 
funció n de punto (o función de /0 posición) q>(x, y). 

Demos un ejemplo. Consideremos la siguiente 
fuerza conservativa: 

(55) F(x,y) = 3x2 i _ y3 j 

(es de la fonna (33)-p35). El trabajo de esta fuerza entre, 

digamos, el punto fijo (2, 1) Y el punto variable (x , y), a 
lo largo de cualquier trayectoria entre ambos, es 

(x,y) y 

W = f( 3x2 dx-y3 dy) = J;3x 2 dx-1 y3 dy 

(2,1) 

Obtenemos 

(56) 

o bien 

(57.) 

con 

(57b) 

W [(2,1) -> (x, y ») ; ~ (4x 3 _ y 4 - 31) 
4 

W[(2 ,1) -> (x , y») ; q>(X, y) 

I 3 4 
q>(x,y)=-(4x -y -3 1) 

4 
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Reiteramos que (57a,b) da el trabajo de la 
fuerza particular (55) entre el plmto fijo (2, 1) (llamado 
punto de referencia) y el punto arbitrario (x, y). Por 
ejemplo, el trabajo entre los puntos (2, 1) Y (5, - 3) 

seria igual , con x = 5 Y Y = - 3, a 

_ _ 1 3 4 
W- q>(5, - 3) - ¡(4 .5 - (-3) - 31) = 97 

¿Y si quisiéramos evaluar el trabajo entre dos 
puntos cualesquiera, digamos (- 3, 6) Y (7, - 2)? 

Podríamos hacerlo aplicando un par de 
propiedades de la operación de integración, a saber, 

e r: =-e 
Combinándolas tenemos 

o bien, en notac ión obvia, 

(58) W[A ~ B] =- W[P --> A] + W[P ~ B] 

que se puede poner (ver eco (57a)): 

(59) W[A ~ B] = - q>(A) + q>(B) = óq> 

Notemos que la referencia al punto fijo (2, 1) ha 
desaparecido en la ecuación (59), la cual es válida 
independientemente del punto fijo Que se escoja. 

De acuerdo con (59), entonces, el trabajo entre 
(-3,6) Y (7, - 2) es 

W[(- 3, 6) ~ (7, - 2)] = '1'(7, -2) - '1'(- 3,6) = 

l 3 4 l 3 4 
= -(4 ·7 -(-2) - 31) --(4 ·(-3) - 6 -3 1) 

4 4 
= - 27.5 

cuadros : 

(603) 

Resumamos la discusión anterior en estos 

El trabajo de una fuerza conservativa F(x, y). 
entre un punto de referencia rijo (xo. Yo) Y un 

punto variable (x , y), es una flUlción de la 
posición: 

W[(xo, Yo) ~ (x, y)] ~ '1' (x, y) 

(60b) 
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El trabajo de una fuerza conservativa F(x, y), 
entre dos puntos cualesquiera (xl> YI) Y 

(x2' Y2), se puede poner en la forma 

fl1(x , , y,) --> (x2'Y2)] ~ liq> = 

= q>(x2' >'2) - c¡>(x " y,) 

La función "cp" asociada a la fuerza 
conservativa F(x, y) la llamaremos funciólI 

potencial del campo. 

Hay un par de interrogantes que debemos 
atender en relación con las fuerzas conservativas: 

• ¿EXIste algún criterio simple para averiguar si un 
campo dado es conservativo o DO? 

• ¿Cómo calcular fácilmente la función potencia l de 
un campo que se sabe es conservativo? 

Con respt:cro a la primera pregunta, exami­
nemos la integral general del trabajo en coordenadas 
cartesianas, a saber, 

(61) 

Si el integrando de (61) se puede escribir, sin necesidad 
de emplear la ecuación de la trayectoria, como la 
diferencial de alguna función "<p" , o sea, 

(62) Fx dr + Fy dy ~ dq> 

entonces el campo F es conservativo, ya que la integral 
(62) queda 

W=JB(F,dx+ F dy)= J Bdq>; 
A Y A 

= [q> l ~ = q>(B)-q>(A) = li<p 

Esta función q> sería la función potencial del campo. 
Ahora recurramos al cálculo diferencial, quc 

nos dice que si x varía en dx y Y varía en dy, entonces la 
función <p(x, y) varia en "d<p", dada por 

Diferencial total de una función <p(x, y) 

(63) 8<p O<p 
dq>=-dr+- dy 

Bx 0-
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Comparando (63) con (62) tenemos el siguiente 
teorema: 

(64) 

Si las componentes del campo son las 
derivadas parciales de alguna función q>, 

F=O<p , ay 

entonces el campo es conservativo, 
ñmción potencial es dicha función <p. 

y su 

<Nota. El recíproco del teorema también es cierto, pero 
no lo demostraremos: si un campo es conservativo, 
entonces sus componentes se pueden poner como las 
derivadas de una func ión.> 

Naturalmente, queda el problema de cómo 
obtener esta [unción <p. Pero, por lo pronto, el teorema 

nos da un modo de generar campos conservativos a 
granel. Hélo aquí: 

• Invente alguna función cp(x, y ). 

• 

• 

Defina el campo F, = O<p y 
ox 

F = o~ 
y ay . 

Presto. El campo F = F" i + Fy j es conservativo, y 

su función potencial es "ep". 

!Ejemplo 27J Inventemos la función 

~ = 4x'y' 

Deseamos que esta sea la función potencial de algún 
campo. ¿Cuál es este campo? 
De acuerdo con el teorema (64), pongamos 

F = O<p = 8xy ' )( ax ' 
iJcp 2 2 

F =-= 12x y 
y ay 

Entonces el campo cuya func ión potencial es 4x2
/ es 

F(x, y) = 8x/ i + 12 x'/ 

Ahora podemos calcular el trabajo realizado por este 
campo entre dos puntos cualesquiera. Por ejemplo, el 
rrabajo entre los puntos (0, 3) Y (- 2, 5) seria 

w~ ó~ = ~(-2, 5) - ~(0,3 ) = 

= 4 (_2)'(5)' - 4 (0) ' (3)' = 2000 

Evidentemente tal generación de campos 
conservativos no tiene gran utilidad práctica. Pero el 
teorema (64) nos proporciona un criterio para saber si 

un campo dado es conservativo o no. Veamos. 
Si F es conservativo, entonces existe una 

función <p tal que 

F =O<p )' , 
ox 

F=~ 
y ay 

Derivando Fx parcialmente con respecto a y y Fy c~n 

respecto a x tenemos 

oF, 

ay 
a ' ~ 
ayox 

y 
aFy = 0 2~ 
í'Jx oxoy 

Si la función <p es continua y de derivadas continuas, lo 
cual supondremos cierto, las segundas derivadas en los 

miembros derechos de estas relaciones son iguales, de 
modo que obtenemos el siguiente teorema: 

Teorema 
Si el campo F - Fx i + Fy j es conservativo 

entonces la derivada parcial de F x con respecto 

a y es igual a la derivada parcial de Fy con 
(65) respecto a x. 

oF, = aF , 

ay ax 

El recíproco de este teorema también es cieno 

(no lo demostraremos) y es el que nos da el criterio 

para averiguar la conservatividad de un campo: 

Criterio para decidir sobre la conservatividad 

Si se cumple la relación aFx = 
aFy 

(66) --, entonces ay Dx 
el campo campo F = Fx i + F j es conservativo. 

Por ejemplo, el siguiente campo es 
conservativo: 

F 21 
. 2x. 

= nY I + - J 
y 

puesto que 
2 

Y 
y OF, = ~. 

ox y 
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Otro ejemplo: los campos que se escriben en la 
forma F ~ h (x) i + g(y) j son conservativos, ya que la 
parcial de Fx con respecto a y (igual a cero) es igua l a la 

parcial de Fy con respecto a x (también cero). 

Finalmente abordemos el problema de cómo 
calcular la función potencial de un campo que hemos 

demostrado que es conservativo. 
El problema consiste en integrar el campo 

desde algún punto de referencia fijo) digamos el punto ' 
(xo• Yo), hasta un punto arbitrario (x, y). Esta integral 

será una función <p(x, y) exclusivamente del punto final 

(x, y ) y será la función potencial asociada al campo. 

Ahora bien, dado que el campo es conser­
vativo por hipótesis. podemos calcular la integral a 10 
largo de cualquier trayectoria que una los puntos 
(xo, Yo) Y (x, y) . La más simple es la que consta de dos 

segmentos rectos consecutivos , como vemos en la 
figura 33: uno a lo largo del Eje X desde el punto 
(xo, Yo) hasta el punto (x, Yo), Y el otro a lo largo del Eje 
y desde el punto (x, Yo) hasta el punto Cmal (x, y). 

y 

Fig.33 

La integral se formula entonces así : 

Ambas integTales a la derecha se extienden sobre los 

dos tramos rectos. 
Con respecto a la primera integral : como dx == O sobre 
el segmento ve rtical , es ta integral se extiende 
solamente a lo largo del segmento horizontal , sobre el 

que además y es constante, igual a Yo' Entonces esta 

primera integral queda 
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r F, (x, Yo ) dx 
" 0 

Por un razonamiento análogo, la segunda integral se 
extiende sólo sobre el segmento vertical y queda 

donde x debe considerarse constante (Vea la Fig. 33). 
Por lo tanto, 

Función potencial de un campo conservativo 
F(x, y) 

(68) <p(x, Y) ~ r F, (x, y o )dx+ r F, (x ,y)dy 
..lo yo 

x se considera constante en la segunda integral. 

!EJemplo 28) Demostrar que el campo 

F - 2x sen y i + ,l cos y j 

es conservativo , y calcular su función potencial. 
Tenemos 

Fx = 2x sen y y 

De acuerdo con (65), evaluemos las derivadas: 

8F, 2 - ,- = xcos y 
0' 

y 
aF, 
- - = 2x cosy ax 

Dado que son iguales. el campo es conservativo. 
Para encontrar su función pOlencial aplique-

11105 la fórmula (68) . Tenemos que Fix, Yo) = 2 \" sen Yo 

y Flx, y) ~ x2cos y , porloquc 

f' f" q>(x, y ) ::::: 2xsen Yo dl' + x 2 cosy dy 
..lo YO 

f' , J' = 2 sen y o x dx +x - cos ." dy 
..ro >"0 

(Recuerde que x se considera constante en la integral 
sobre y ). 

Enlonces 

(r 1) 
, 2 

<p(x,y) = x- seny - xo sen yo 
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En las aplicaciones del presente lormalismo 
interesan diferencias de valores de la función potencial 
q>(x, y); entonces el término constante "- X02 sen Yo" de 

(r l ) se puede suprimir, puesto que desaparece al fOlmar 
la diferencia ~q>. Queda finalmente 

(r2) q>(x,y) ~x' sen y 

Note que se cumple 

F , y F~&P 
y ~ 

como debía . 

!Eiemplo 29) Calcular la función potencial del campo 
conservativo 

L ' 2 1 . 2x. r= n Y I+- J 
y 

De acuerdo con (68), la componente Fx se 
integra sobre x desde Xo hasta x, sustituyéndose y por la 

constante Yo- La componente F y se integra sobre y 

desde Yo hasta Y. tal como está, pero imaginando x 

constante. O sea, 

f' JY 2x q>(x,y)~ J, 21nyo dx + -dy ~ 
.lo YO y 

f' fY dy 
~ 21n Yo J, dx + 2x - ~ 

.lo YO y 

Esto se simplifica a 

q>(x, y) ~ 2x In y - 2.<0 In yo 

Podemos suprimir el término constante, así que 
finalmeme 

q>(x,y) ~ 2x In y 

11.13. Potencia en el movimiento plano 
El trabajo efectuado por una fuerza F en un 

desplazamiento dr es F • dr. Si este tnbajo se efectúa 

en un tiempo dt. entonces el trabajo realizado por 

unidad de tiempo es 

F . dr dr 
-- =F . - =F · v 

dI dt 

Esto es lo que se defme como la potencia suministrada 

por la fuerza en el instante t: 

(69a) P(t) ~ F • v 

Análogamente a lo que ocurre en el caso 

unidimensional, la potencia de la fuerza total, PT • se 

puede poner en la forma 

(69b) 
dK 

PT =­
dI 

11.14. Problemas 

1. Un collarín de masa 5 kg se mueve en una guía 
vertical lisa en un plano verticaL Calcular el trabajo 

efectuado sobre el collarín por el resorte y la Tierra 
entre las dos posiciones mostradas en la figura. Se tiene 
d = 4 m y h = 3 m. La constante elástica del resone es 

k = 400 N/m y su longitud natural es 3.8 m. 

d 

h 

Resp . - 280 J ; 147 J . 
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2. El bloque de la figura se deja ir desde la posición en 

el punto superior, en donde el resorte de constante k 
tiene una compresión de Ri2. Calcular el tTabajo del 

resorte y del peso enrre dicha posición inicial y la 
posición final donde el resorte fonna 370 con la 
vertica l. Tome R ~ 1 m, k ~ 300 N/ m, m ~ 1 kg. 

R 

Resp. 30.37 J ; 10.02 J . 

3. Una bola de masa 5 kg se mueve a lo largo de una 
guía lisa con fonna de elipse de semiejes mayor I m y 
menor 0.7 m. La bola se mueve en un plano vertical, 
sujeta a un resorte de conSlante elást ica k = 400 N / m. 

Calcular el trabajo que ejerce la fue rza total sobre la 
bola entre las posiciones A y B, cuando el resorte está 
vertical y horizontal , respectivamente. El resorte no 
es tá defonnado en la posición A. 

A 

Resp. Wext = - 52 .3 J . 

4. Se jala un bloquecillo de 12 N de peso sobre una 
superficie semiesférica de radio 2.3 m median te! una 

cuerda a la que se ap lica una fuerza horizonta l 
constante de 66 N . Inicialmente el tramo de cuerda entre 
el bloque y el perno fijo mide 3.2 m y esta inclinado a 

30° con la horizontal. Calcular el trabajo efectuado por 
la tensión y por el peso entre la posición inicial 
mostrada y la posición en que el bloque está en la parte 

superior de la superficie. 
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Perno fijo 66 N 

3.2 m O.7m 

, : 2.3 m , 

Resp. 127. 1 J ; - 8.08 J . 

5. Una fuerza F de magnitud constante se aplica sobre 

una partícula que se desli 7..3 sobre una guía curva. La 
fuer/..3 siempre está dirigida a lo largo de la tangente a 
la guía en todo punto. Demostrar que el trabajo que 

realiza esta fuer¿a es 

W ~ F s 

donde F es la magnitud de F y "s" es la longitud del 
camino recorrido por la partícula a )0 largo de la guía. 

CUITa r 

? 
A 

6. Una partícula de masa m se mueve en una 
circunferencia. Una de las ruerzas sobre ella , F ~ Fu ea, 
eS lá en lodo punto en dirección tangencial , como vemos 
en la figura . La componente Fe depende so lamentc de 

e. Mostrar que la expres ión de l trabajo rea lizado por F 
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o · , , 
~, , e 

r , 
m' 

F 

7. Un resorte elástico produce una fuerza no lineal, 

cuya componente radial (única) viene dada por 
F ~ - k (r - ro)3, donde k es consrante. La longitud 

inextendida del resorte es TO- Calcular el trabajo 

efec tuado sobre una partícula de masa m cuando ésta se 
desplaza a lo largo de una curva cualquiera entre las 
posiciones r = TI Y r = T2 . dentro del rango elástico del 

resorte. 

y 
F 

, 
f¡ \ x 

Resp . - -41 ,. '« 4), < - < - r r ) "'-, u U ) - r ) - ro, u 2 - 2 - O 

8. Un campo de fuerzas central se expresa por 

.F = Aocoskrcr 

donde AO y k son constantes. Calcular el trabajo del 

campo entre r == O Y r = 1[ Ik. 
Resp. Aofk. 

9. Las moléculas de un gas se ejercen mutuamente una 
fuerza elécrrica que depende de la distancia "c" entre 
ellas, en la fanna 

a b 
F( r)~---

r 7 [13 

donde a y b son constantes. Calcular el trabajo de F y 
- F desde una separación R hasta una separación 

infinita . 

~ -F 

~ r 

10. Un campo de fuerzas bidimensional F(x, y ) existe 

en una región de l espacio XV. El campo es 
conservativo, lo cual permite deflnir una función de la 

posición P como el trabajo realizado por el campo entre 

un punto fijo Po Y el punto P. En la figura se muestran 
los valores de esta función, en joule, para tres puntos, 

P¡, P2 Y p). ¿Cuánto vale el trabajo del campo entre los 

puntos PI y P2? ¿Entre p) y P2? Si el trabajo entre PI y 

cierto punto P 4 va le 340, ¿cuánto vale el trabajo entre 

Po Y P,? 
Resp. 230; -430. 

y 
P, 
• Po 

• 120J 

P, 
• 350J X 

P, 
• 

- 80J 

11. Calcular el trabajo del campo de fuerzas 

F ~ - 5/ i - 15xy' 

entre el origen y el punto B( 1, 1), a lo largo de: 
(a) la parábola y ~ x'-

(b) el segmento vertical de O a A y luego el segmento 

horizonta l de A a B. 

X 

A t------"""fB(I, 1) 

y 

o 

12. ¿Es conservativo el campo de fuerzas F == xi + yj? 
¿Y el campo F = x)¡ + i j? 
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13. Utilizando la fórmula (68)-p47, calcular la función 
potencial de los siguientes campos conserval ivos: 

(a) F = 15x'y' i + 10x'y j 

Resp. (a) 5x'y' (b) xe·"'. 

14. Demuestre que el campo de fuerzas 

F = 10 cosx i - 12 sen 2y j 

es conservativo. Calcular el trabajo del campo entre los 

puntos (O, O) Y (n/2, 21<) 
Resp. 2 J . 

1 S. El co llarín que se muestra en la figura es jalado por 
una fuerza constante F, que lo desplaza una distancia d 
desde la posición mostrada. Los resortes sujetos al 
collarín no están deformados inicia lmente, y sus 
longitudes Daturales son LIO y Lzo. La guía vert ical es 
lisa. 
Calcular el trabajo de la fuerza total sobre el co llarín 
entre las dos posiciones mencionadas. 
Datos: L ,o = 0.6 m, L,o = 0.8 m, k, = 5000 N/ m, 
k, = 6000 N/ rn, m = 5 kg, F = 100 N, d = 0.15 m. 

F 

m 

Resp. W = 0.0475 J . 
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BALANCE DE ENERGÍA PARA UNA SÓLA 
PARTÍCULA EN MOVIMIENTO PLANO 

Buenas noticias: la ecuación de balance de 
energía para una partícula en movimiento plano tiene la 
misma forma" Wext = AK" que en una dimensión, como 

ve remos en este capítulo. La ap licación de esta ESE va 
a reducirse en muchos casos a un problema geométrico 
simple. 

12.1. Teorema Trabajo-Energía cinétíca 
en el plano 

La segunda ley de Newton es 

(70) 

(F , es la fuerza total sobre la partícu la, "m" es su masa, 

r su vector de pos ición, v su velocidad y a su 
aceleración). 

Dada la fuera total FT• junto con los valores 
{r (to), v(to)} que especifican el estado de la partícula en 

un ti empo particular lo. se trata de obtener a partir de 

(70) el estado en cualqu ier tiempo t, o sea las 
cantidades r(t) y v(t). 

La fuerza total puede ser función de r , v y l, 

(71) (en general) 

La ecuación de movimiento (70) es una ecuación 
diferencial de segundo orden. En cienos casos es 
posible red:Jcirla a una ecuación de primer orden (lo 
que se llama efec tuar una "primera integral" de dicha 

ecuac ión), mediante el procedimiento descrito a 
continuac ión. 

Multipliquemos ambos miembros de (70) 
escalarl11ente por el vector ud r", que representa un 
de~plazamienlo infini tesimal de la panícula a lo largo 
de su trayecloria ac tual , 

(72) f r . dr ;....; 
dv 

m - . d r 
d t 

El miembro derecho se puede transfonnar en una 
expresión más simple: 

dv dr ( 1 2) m- . dr = mdv . - = mdv . v =d - rnv 
dt dt 2 

(Se reacomodó la diferencial "dt" y se usó la relación 

general A . dA = d(.!. A 2), en la que A es la magnitua 
2 

del vector A). Con esto (72) se vuelve 

Definiendo la energía cinética " K" análogamente a 

d · . . K 1 2 ( I I ) como en una lmenSlQn, = "2 mv con v = v , 

tenemos: 

(74) FT • dr = dK 

El trabajo efectuado por la fuerza tota I FT en un 

desplazamiento infinites imal d r es igual a la variac ión 

dK de la energía cinéti ca ocurrida en este 
desplazamiento. 

Examinemos fisicamente el significado de 
(74). La fuerza tota l FT posee en general dos 
componentes, una tangencia l a la dirección local de 
movimiento, F¡, y la otra perpendicular a dicha 

dirección, Fn (Fig. 34). 

Trayectoria 

\ 
x 

o 
Fig.34 
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Conocemos el efecto cinemático de cada componente. 
La componente normal F n tiende a rotar la dirección de 

movimiento. Esta componente no altera la velocidad, y 
no realiza trabajo sobre la partícula. La componente 
tangencial F t modi fica la rapidez "v" de la partícula. es 

deci r, modifica la energía cinética. Ft es precisamente 

la tasa de variación de K con la distancia recorrida a 10 

largo de la trayectoria. Es to es lo que expresa la 
ecuación (74), pues to que la relación 

FT • dr = FI ds 

conduce a 

F,ds = dK y 
dK 

F =-
, ds 

Integremos ambos miembros de la ecuación 
(74) a lo largo de la trayectoria. Obtenemos 

A la izquierda tenemos el trabajo de la fuerza total FT• 

ya la derecha el cambio de energía cinética. Esto es la: 

Ecuación de balance dc cnergía para una partícula 
en movimiento nlano 

(75) Wext=óK 

El trabajo efectuado por la fuerza total entre dos 
puntos cualesquiera A y B es igual a la variac ión de la 

energía cinética entre estos puntos. 

También se le llama "Teorema trabajo­
efl ergía ci"ética" o "Teorema de las fuerzas vivas". 

La utilidad de este teorema se limita a 
movimientos bajo fu erzas dependientes sólo de la 
posición. De ser así , el teorema relac iona posiciones y 

velocidades en el movimiento. A partir de atlí, 
mediante una segunda integración, se puede relac ionar 

la posición con el tiempo. 
La interpretación de la ecuación Wex1 = ~K 

como una ecuación de balance de energía es la misma 

que la discutida en el capítulo 2. 
La energía mecánica de un sistema formado 

por una sola partícula es puramente cinética. El sistema 
externo de la partícula son todos aquellos cuerpos que 
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ejercen fuerza sobre ella. El trabajo que ejercen las 
fuerzas sobre la panícula, Wex{, representa un flujo de 

energía (en forma de trabajo, obviamente) hacia la 

partícula, que sirve para incrementar su energía cinética 
tanto como óK = Wext ' 

t 2.2. Ejemplos 

[Ejemplo 30.1 Un objeto de masa "m" se deja caer 

desde el reposo (Fig. E30). En el caso (a) cae 
libremente en dirección vertical; en (b) se desliza por 

una resbaladilla li sa; yen (e) desciende en un arco de 
ci rcunferencia, sujeto al extremo de un hilo. Demostrar 
que en los tres casos alcanza una ve locidad 

v = ~2gh después de descender una distancia " h". 

Fig. E30 

Nuestro sistema es la partícula. Su s istema 
externo (los cuerpos que ejercen fuerza sobre ella) es 

En el caso (a): 
La Tierra. 

En el caso (b): 
La Tierra y la Resbaladi lla. 

En el caso (e): 
La Ticrra y el Hilo. 

Calcu lemos el trabajo hecho por el sistema 
externo en cada caso. 

Caso (a) 

Como cl objeto desciende (peso ell la misma 
di rección que el desplazamiento), el trabajo cfccruado 
por el peso (o bien: "el trabajo hecho por la Tierra") ~s 
posit ivo, igual a ¡.ti = mgh. 
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Caso (b) 
La resbaladilla es lisa y por tanto ejerce 

solamente fuerza normal N, cuyo trabajo es nulo. El 
trabajo de la Tierra es W ~ mgh. 

Caso (e) 

El hilo no hace trabajo porque la tensión es 

perpendicular al desp lazamiento en todo punto de l arco 
de ci rcunferencia. El trabajo de la Tierra es W = rngh. 

En los tres casos, pues, la Tierra es la única 
que trabaj a, tanto como "mgh". Apl icando la ecuación 
de balance Wext = liK se halla 

1 , 
mgh ~ - mv - O 

2 

v = J2gh 

® emplo 31 ) En el conjunto de la Fig. E3 1 suponemos 
que todas las superficies son lisas. La cuerda enlaza los 
bloques de masas mi Y m2. y el conjunto parte del 

reposo. Se desea encontrar la velocidad "v" de l 
conjunto después que el bloque colgante ha descendido 
una distancia h. 

m, 
_T 

lisa 

Fig . E3 1 

Aplicaremos la ecuación Wex1 

bloque por separado: 

Sistema: {Bloque de masa m i} 

Sistema externo (y fuerzas que ejerce): 

Tierra (m¡g) 

Mesa (N) 
Cuerda (T) 

liK a cada 

Trabajo del sistema externo: 

Wext = T h 

EBE: 

(r1 ) Th ~ ~m¡v' 

Sis¡ema: (Bloque de masa m,} 

Sistema externo (y fuerzas que ejerce): 

Tierra (m2g) 

Cuerda (T) 

Traba jo del sistema externo: 

EBE: 

(r2) 

Sumando miembro a miembro ambas EBE's (r l) y (r2) 
se cancelan los ténninos "lb" y obtenemos 

v= 

®emplo 32) Un pequeño eollarin de masa m se 
desliza en un plano vertical por una guía circular de 
radio R, como se muestra en la Fig. E32a, Inicialmente 
el collarín se halla alineado con el centro de la guia y 
con un resorte de rigidez k y longitud natural Lo. 

Suponiendo que parte del reposo, ¿qué velocidad 
adquiere el collarín en el punto más bajo de su 
trayecto? Si el resorte es muy duro el collarín no 
alcanza a llegar a dicha posición; ¿qué condición debe 
cumplirse para que si llegue? 

, , 
R: 

m k 

Fig. E32a 
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l· 
, , , , 11' , '> .... 

R+Lo 

Fig. E32b 

Nuestro sistema es el {Co llarín }, y su sistema 
externo es {Tierra, Resorte, Guía}. 

En la Fig. E32b está el DeL para una posición 

arbitraria. El trabajo de las fuerzas entre las posiciones 
inic ial y fin al dadas es: 

De la Tierra: mgR 

De La guia: o 

Del resorte: I 2 I 2 -- kó(8 ) =--k8 , , = 
2 2 una 

Oc la ESE Wext =- ó.K obtenemos, con Kinic ial = O, 

v= 
k 2 

2gR - -ofin" 
m 

donde Ofinal es la deformación de l resorte en la 

s ituación final. 
La condición necesaria para que el co llarín 

llegue hasta abajo es que el radicando sea posit ivo. 

!E jemplo 33.1 El bloque m2 se deja caer desde el reposo 

en la situación mostrada en la Fig. E33a. No hay 

fricc ión en ninguna parte. Calcular la ve locidad del 
bloque mI después de recorrer una distancia D sobre la 

mesa horizontal. 
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Perno fijo 

h 

m, , 
__ _ _ _____ ____ _ _ ___ _____ __ J __ , 

d 

Fig. E33a 

Perno fij o 

Fig. E33b 

Aplicaremos la ESE a cada bloque, o sea 

de donde 

En la suma de los trabajos externos figumn los trabajos 
dc las respectivas tcnsiones sobre cada bloque. Como 
vimos en el Apartado 11.7-p38, la suma de estos dos 
trabajos es igual a cero. La única fuerza externa que 
hace trabajo (ello sobre el bloque m2) es el peso llllg, 

donde L es la distancia que baja el bloque 111 2. Usando 

ahora la rel ación cin'..:má lica 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



3-56 

V¡COS8 = V2 (Ec. (43)-039) 

obtenemos 

d - D 
cos e = resulta 

J(d- D)l + h 2 

201 2gL 

!E jemplo 34) Dos bloques de masas m, ~ 2 kg Y 

m2 = 5 kg están unidos por una vari Ha rígida de masa 

despreciable. Los bloques pueden deslizarse a lo largo 
de una guía lisa en escuadra , como se ve en la Fig. 
E34a. El bloque m I está fijo a un resorte lineal de 

rigidez k = 120 N/ m. Ca lcular la velocidad del bloque 
m I después de que rn2 ha bajado ulla di stancia de 0.3 m, 

suponiendo que el conjunto parte de l reposo con el 
resorte en su configurac ión natural. 

O.8m k 

Fig. E34a 

Aplicaremos la ecuación 

que se ohtiene s umando miembro a miembro las EBE ' s 

de los bloques individuales. El sistema externo de l 
bloque-mI es {Tierra, Guía, Varilla. Resorte} ; el del 

bloquC-1112 es {Tierra, G uía, Var ill a} . La varilla no hace 

trabajo sobre e l conj unto de los 2 bloques (Vea el 

Apartado 11.7-038). Por otra parte, la fuerza normal de 
la guía tampoco hace trabajo. Quedan la Tierra y el 

resorte como únicos cuerpos "activos". 

1- S-1 

Fig. E34b 

Ahora neces itamos relacionar los desplaza­
mientos y las velocidades de los bloques. 

Sea "s" el desplazamiento de mi asociado con 

el desplazamien'o vertica l de 0.3 11\ de m2 (Fig. E33b). 

Dado que la longitud de la varilla es 1 m, tenemos que 

s~ 0.8- JI 2 - 0.9 2 = 0.364 ... 

Por otra parte, sabemos que las velocidades de 
m I y ro2 poseen la misma componente a lo largo de la 

varilla. De la Fig. E34b sacamos entonces 

v2 (0.9) ~ v, (0.436) o bien v2 ~ 0.484 v, 

El trabajo del peso (únicamente sobre m2) es 

m2g(0.3) ~ 5 x 9 .8 x 0.3 ~ 14.7 

y el del resorte (sobre m,) es 

- 0.5 kó(¡;2) = - 0.5 ks2 ~ 

= - 0.5 x 120 x (0.364)2 = -7.95 

La suma de los trabajos es (W,,,), + (WexJ2 ~ 6.75 J . 

Igualando a la variación de la energía cinética total, 

1 2 1 2 
6.75 = - rn ¡v2 -- m¡vl = 

2 2 

de donde v, ~2.07 .. / s . 
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!E jemplo 351 Se deja caer un bloque de masa m desde 

el reposo a lo largo de un plano inclinado áspero con 
coefi ciente de fricción )l relativo al bloque. Tras 

recorrer una distancia "s" el bloque encuentra un resorte 
de rigidez k, no deformado. Calcular la máxima 
deformación del resorte, utilizando los siguientes datos: 

m = 4 kg, )l = 0.25, s = 1.5 m, 8 = 30', k = 1250 N/m. 

/-
s 

Fig. E35a 

El sistema externo del bloque es {Tierra, Plano 
inc linado , Resorte}. Sea o la deformación máxjma del 

resorte, situación en que e l bloque se ha detenido 

momentáneamente (Fig . E3Sb). El trabajo externo 

sobre e l bloque se compone de: 

El trabajo del peso: 
mg sen 8 . (s + o) 

El trabajo de la fricción: 

- ).Img cos 8· (s + o) 

(Esto porque la fuerza nonnal es "mg cos O" y la 

fri cc ión es ).IN). 

El trabajo del resorte: 

- -'- k0 2 
2 

Fig. E35b 

\ 

Como el bloque está en reposo al principio y al 

final , e l cambio de energía cinéti ca es cero. Entonces 
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WCX 1 = ó..K = O, o sea 

1 2 
mg sen e (s +0) - ).Img cos 8 (s+o) -- kli =0 

2 

Sustituyendo valores numéricos se ll ega a 

- 625 02 + 11.1 1 Ii + 16.67 = O 

Las raíces de esta ecuación son - 0.155 Y 0.172. La 

raíz negativa se desecha, así que 

0= 0. 172 m 

<Nora. Para Il = 0 .8 la ecuac ión cuadrática en 45 tiene 

raíces complejas. ¿Por qué?> 

12.3_ Problemas 

Resue lva los siguicntes problemas ap li cando la 

ecuación de balance Wex1 = L\K. 

1. Un collarín de masa "m", sujeto al ex tremo de un 

resorte elástico de constante "k", desciende por una 

guía lisa a partir del reposo dcsde la posición indicada 

en la figura, cuando e l resorte forma un ángulo O con la 

horizontal. Calcular la velocidad del co llarín cuando 

llega al pUJ1 to B . La longirud natural de l resorte es de 
"0.5 h". 
Datos: h = 0.8 m, d = 0.5 m, !TI = 4 kg, k = 400 N/ m, 

8 = 50'. 

A: 

h 

1 
Resp. 6.8 mI s . 
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2. A partir del reposo se aplica al bloque m I una fuerza 
horizontal constante F. El bloque m1 está acoplado a 
otro bloque m 2 por medio de una polea móvil , como se 
muestra. Existe fricción Bloque m I B Mesa horizontal, 

de coeficiente cinético ~c. Calcular la velocidad del 
bloque m 2 cuando la fuerza ha actuado a lo largo de 
una distancia "5" , 

F 
m, 

m, 

DalOS: F = 110 N, Jlc = 0.25, s = 0.4 m, m, = 8 kg, 
m2 = 4 kg. 

Resp. v2 = 
(F -(Jlcm¡ + 2m2)g) s 

= 1.26 mI s , 

3. Se comunica al bloque de masa "m" una velocidad 
Vo hacia arriba del plano incl inado, como se muestra en 
la figura. El bloque comprime luego un resorte elástico 
de constante k, y luego baja para comprimir el resorte 
elástico de la misma constante k en la base del plano. 
Calcular la máxima compresión de cada resorte . 

Resp. Las compresiones máximas son soluciones de las 
ecuacIones 

1 , 1 , 
- kO I - mg sen 0 0\ - mgs sen e - - mvo = o 
2 2 

1 , 1 , 
- kO., + mg sen e 02 + mgs sen 9 - - rnvo = O 
2 - 2 

4. Un bloque de masa 4 kg se lanza con velocidad 
inicial 6 mIs hacia arriba de una rampa inclinada a 20°. 
Exis te fricción de coefici ente cinético 0. 15. Calcular la 
distanc ia máxima que logra recorrer el bloque hacia 
arriba sobre la rampa. Calcular la velocidad con la que 
regresa al punto de partida. 

v=O 

Resp, 3,8 m; 3.87 mIs , 

S. Un collarín de masa " 01" está ensartado en una guía 
vertical lisa. El collarín eSlá sujeto a dos resortes 
elásticos de constantes k l y k2• corno se indica en la 
figura . En la situación inicial los resortes tienen sus 
longitudes naturales LIO y L20 Y el collarín se mantiene 
en reposo. 
Calcular la velocidad del collarí.n después de haber 
caído una distancia "d" desde su posición inicial. 
Datos: m = 40 kg, k, = 4000 N/ m, k, = 2000 N/m, 

L IO = 0,6 m, L,o = 0,8 m, d = 0,3 m, 

m 

k2 

Resp, v = 0,93 mI s , 
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CAPíTULO 13 

ENERGÍA POTENCIAL Y BALANCE DE ENERGÍA 
PARA SISTEMAS DE DOS O MÁS PARTÍCULAS 

En este capítulo presentaremos ya la ecuación 
de balance de energía de un sistema mecánico. Aunque 

inicialmente la formularemos para un sistema de dos 
partículas, su extensión a sistemas de muchas partículas 
será inmediata. 

13_ 1. Sobre la energía potencial 
U.na partícula puede tener solamente un tipo de 

energía, la cinética. En cuanto consideramos sistemas 
fonnados por dos partículas (o más) entra en juego una 
nueva clase de energía denominada energía potencial. 

En los cursos elementales se define la energía 
(de cualquier clase) como la capacidad para producir un 
trabajo. Esta es una definición general bastante 
aceptable. En particular, una partícula con energía 
cinética es capaz de producir un trabajo; esto lo 
sabemos, pues es lo que expresa nuesrra conocida EBE 
"Wext = óK". Según esta relación, para comunicarle 

energía cinética a un cuerpo debemos efectuar un 
trabajo sobre el mismo. A la inversa, un dispositivo 
mecámco puede obtener trabajo de un cuerpo 
reduciéndole su energía cinética. Lo mismo ocurrirá 

con respecto a la energ ía potencial: si un sistema fisico 
posee energía potencial , entonces es posible obtener de 
él un trabajo extemo, a costa de la energía potencial del 
s istema. 

La diferencia entre las energías cinética y 
potencial es que la primera es "energía de movimiento ll

, 

y la segunda es "energía de configuración" (entende~ 

mos por la configuración de un sistema su "geometría" 
presente, esto es, sus dimensiones geométricas y las 
posiciones y distancias mutuas que guardan los cuerpos 

que lo integran). 
Para que un sistema fisico posea energía 

potencial se requiere que : 

• Existan fuerzas mutuas conservativas enU'c los 

cuerpos del sislema. 
• Los cuerpos ocupen lugares "propicios" en el 

espacio (tengan una configuración favorable). 

S i ello OCUlTe, entonces podemos extraer trabajo del 
sistema al pennitir que cambie su configuración. cs 
decir, que los cuerpos se desplacen a otras ubicaciones 

por efecto de sus fuerzas de interacción . 
Demos un ejemplo. Consideremos dos carritos 

que portan sendas cargas eléctricas positivas Q (Ver la 
Fig. 35). Hay una fuerza elec trostática de repulsión 
mutua. Está claro que la simple cercanía de los carritos 
se puede aprovechar para producir un trabajo. Simple­

mente hab ría que colocar en el camino de los carritos 
algún obje to que deseáramos mover. Se generaría una 
fuerza de contacto que desplazaría dicho objeto, 

obteniéndose así un trabajo. 

Fig.3S 

El sistema formado por los 2 carritos tiene pues una 
energía potencial (denominada "electrostática"). Esta 
energía potencial electrostática proviene del hecho de 
que existe una fuerza de interacción conservativa entre 

las cargas Q, y de que estas cargas no están tan 
distanc iadas como para que dicha fuerza fuese 

insignificante. 
Cosa análoga ocurre con un cuerpo que se 

mantiene a cierta elevación con respecto a la superfic ie 
terrestre. Uno puede aprovechar la tendencia de este 
cuerpo a caer para producir un trabajo. Exisle aquí una 

energía potencial del sistema {Tierra, Cuerpo} 
(denominada energía potencial gravitatoria) , por el 
hecho de que existe una fuerza de interacción 
gravitatoria que tiende a acercar mutuamente el Cuerpo 
y la Tierra, y porque el Cuerpo está en una 
configuración propicia (no está en el suelo). 

Comprimamos un resorte y mantengámoslo en 
esta configuración por medio de dos hilos, como se 
muestra en la Fig. 36. Está claro que podríamos extraer 
trabajo del resorte. s implemente quitando los hilos y 

penni liendo que se alargara hasta su configuración no 
deformada, empujando algún cuerpo en cs!e proceso. 

Fig.36 
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El resorte posee así una energía potencial 
(denominada "elástica"), puesto que es capaz de 

producir un trabajo. Esta energía surge gracias a las 

fuerzas conservativas con que interactúan mutuamente 
las moléculas del resorte . 

13.2. Definición de la energía potencial 
¿Cómo cuant ificamos la energía potencial? 
Volvamos al sistema de dos cargas eléctricas, 

que denotaremos ahora con q 1 Y q2" Las imaginamos 

positivas por concreción. Partamos de una 
configurac ión "Co" en la que las cargas están infinita· 

mente separadas (Fig. 37, superior); entonces la fuerza 

eléctrica mutua es nula y el sistema no posee energía 
potencial (no podemos extraer un trabajo de l sistema en 
esta situación). 

q, 
O '" 

q, 
O 

-F q, 
~ 

r - ---jI -F 

Fig. 37 

Denotando con "JI" la energia potencial. di remos 
entonces que V :::::: O en la configuración Co• o 
abreviadamente V(Co) = O. Por aira parte, cuando las 

cargas están a cierta distancia mutua finita "r", el 
sistema {q ¡, q2} sí posee energía potencial. ¿De dónde 

proviene esta energía? 
Nos imaginamos aquí un proceso cuasi estático 

que trae a las cargas desde el infinito y las coloca en 
sus posiciones presen tes ("configura el sistema"). Un 
"agente externo" (cuerpo que no especificaremos) 
real iza un trabajo sobre las cargas, con el fin de 
aproximarlas. EIlo sin imprimirles velocidad, o sea que 
este trabajo no proporcionará energía cinética al 
sistema, sino que irá a parar íntegramente en energía 
potencial. 

Semejante trabajo de configuración es precisa­
mente lo que se define como la energía potencial del 
sistema {q¡, q2} en una configuración "e" en que la 

separación es "r". 
Calculemos tal trabajo de acercamiento 

cuasi estático. El agente externo debe ejercer sobre las 
cargas sendas fuerzas F A Y - FA que equilibren justa-

mente las fuerzas de repuls ión eléctrica F y - F, o sea 
(Vea la Fig. 37, in ferior): 

Dado que la fuerza eléctrica F es conservativa, por (76) 
la fuerza FA también es conservativa, y el trabajo del 

agente externo no dependerá del proceso, sino 
exclusivamente de la configuración final e (o equiva­
lentemente, de la distancia final "f" entre las cargas). El 
agente externo desplaza las cargas muy lentamente, 
acercándolas paulatinamente hasta su separación final 
"r". El trabajo "WA " realizado por el agente externo en 

este proceso es la suma de los trabajos realizados por 
las fuerzas FA Y - FA' Pero este último es, en vi rtud de 

la relación (76), el negativo del trabajo rea lizado por las 
fuerzas de interacción F y - F, Denotando éste con 
"Wint" tenemos pues que 

Esta discusión referente a un sistema de dos 
cargas puntuales se puede extender tal cual a un sistema 
genera] de dos partículas de masas {mi' m2 } que 

interactúan con una fuerza conservativa. Arribamos así 
a esta defmición de energía potencial: 

EncrpÍa notencial de un sistema de dos partículas 

(78) V(e) = - W'ot(eo -> e) 

La eftergia potencial de un sistema de dos partículas 
{mI> m2}, cuando se halla en cierta configuración e, 
denotada con V(C) , se define como el negativo del 
trabajo "Wint" que realizan ambas fuerzas de 
interacción m] .... m2 entre la configuración de 
referencia Co y la configuración considerada C. 

En esta definición ya no hacemos referencia al 
"agente externo", que realmente es una construcción 
teórica aux iliar. La energía potencial del sistema, según 
(78), es un asun to que no compete a nada ex terno, sino 
a cantidades propias de l sistema. como sus fuerzas de 
interacción y sus configuraciones. 

De todas maneras, para ciertos cálculos dc 
energías potenciales cs útil una definición alternativa de 
la energía potencial, que se desprende de lo discutivo 
en este Apartado, a saber, 
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Encr ía potencial de un sistema de dos partículas 

La el/ ergía potellcial de un s istema de dos 
partículas {m" m2}, cuando se halla en cierta 

configuración e, denotada con V(C), se de fi ne 
(79) como el trabajo cuasi estático que necesita 

reali zar un agente ex terno para llevar al sistema 
desde la configuración de referencia Co hasta la 

configuración considerada C. 

La config uración Co se escoge libremente. En 

tal configuración la energía potencia l es nula, como se 

sigue de (78): 

En e l caso de la Tierra y un Objeto ligados por su 

atT3cc ión gravitatoria, cerca de la Tierra, la con l"i gura­

ción de referencia se escoge generalmente al nive l del 
suelo. En el caso de un resorte se escoge aquella donde 

el resorte no está de formado. 

13.3. Cálculo de energías potenciales 
Calcular una energía potencial es calcular un 

trabajo, que puede ser: 

• El negativo del trabajo de las fuerzas de 

im eeacción (ec. (78». 

• El trabajo del agente externo (ce. (79» 

Buenas noticias: muchos de los trabajos que 

hemos calcu lado anteriormente pueden rcformularse 

como energías potenciales. 

(Al ENERG IA POTENCIAL DE UN RESORTE ELÁSTICO 

LINEAL. 

En el Ejemplo 4, página 11, calculamos el 

trabajo necesario para elongar un resorte cuasiestática-

mente entre deformaciones O y Ó. Resultó W = ~ kS2
. 

2 

kx 
~r+.--+. 

IFig, E4, página II J 

Por la definición (79), este trabajo es la energía 

potencial del resorte en la configurac ión en que la 

defo rmación es S. La configurac ión de referencia en 

este caso corresponde a (3 = O. 

)·61 

Ener~ía potencial de un resorte elástico lineal 

(80) 

Dado que ó aparece al cuadrado en (80) , el resorte tiene 

la misma energía potencial cuando ó es una elongac ión 

que cuando es una contracción. La formula es vá lida 

también en el movimiento plano. 

El resorte es un s istema complicado de muchas 

partículas, que se ejercen fuerzas mutuas conservativas. 

Para aplicar la fónnula (79) al resorte no fu e necesario 

conocer estas fuerzas internas, como hu biera sido e l 

caso si hubiésemos partido de la fómUlla (78). 

(B) ENERCiA POTI-.NCIAL DE DOS CA RGA S ELEL'TRJCA~ 

O DOS MASAS PUNTUA LES. 

En la página 42 calculamos el trabajo 

realizado por las fu erzas de interacción eléctrica o 

gravitatoria entre dos cargas o dos maS:lS, 

respect ivamente. Los trabajos (53a) y (53b) en la 
página 43 son los trabajos internos Winl a los que se 

refiere la definición (78) de la energia potencial. La 

configuración de referencia en ambos casos se toma 
cuando las cargas o masas están a separac ión infinita. 
Por lo tanto, cambiando el signo de tales trabajos I1Iml 

tenemos: 

E nergía potencial gravitatoria de un sistema de dos 
masas puntuales 111) y m 2' 

(81) V(r) ~ 
GmlJ11 2 

e 

Energía )lotencial elécCrica 
cargas puntuales q ¡ y Cf2' 

(82) V(r) ~ Q,Q2 
4nco r 

de un sistema de dus I 
I 

Las fórmulas (81) Y (82) son casos especiales 

de la siguien te: 

(el EN eRGíA POTI::NClAL OE Ul'\ SISTEMA DE 

DOS PARTíCULAS CON I NTERACClÓ~ Cl:.l\ rK,\L. 

Oc acucrdo con la definición (78) de cncrgia 
pOlcncial , y de la ecuación (52)-p43, tenemos: 
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Energía potencial de un sistema de dos partículas 
que interactúan centralmente con fuerza F(r) . 

"c" es aquí la distancia 

(83) 
Ver) = - r F(r)dr 

interpartículas, que vale 

' o ro en la configuración 

de referencia. 

!Ejemplo 3SJ Dos partículas interactúan centralmente 

con una fuerza radial dada por 

B 
F(r)=Ar+-

r 3 

donde A Y B son constantes. Escogiendo la 
configuración de referencia aquella donde la distancia 
interpartículas "f" es igual a cierto va lor "ROl, obtener la 

energía potencial en una configuración arbitraria donde 
dicha distancia es "e". 

De acuerdo con (83) tenemos 

Ver) = - J~ F(r) dr = - J~ ( A r + ~ }r 

V(r) = -- A(r - R )+ -- B ---1 2 2 1 ( 1 1) 
2 2 r 2 R 2 

(D) ENERGíA POTENCIAL DE UN SISTEMA 

!TIERRA. OBJETO}. CUANDO EL OBJETO SE HALLA 

CERCA DE LA SUPERFICIE TERRESTRE. 

Un sistema sumamente importante de dos 

cuerpos ligados por su atracción gravitatoria es el 
formado por la Tierra y un Objeto cerca de su 
superficie. La Tierra no es una partícula, pero se puede 
considerar como tal para fmes de calcular la energía 

potencial del sistema. La razón es que la fuerza 
gravitatoria de la Tierra, allende su superficie, es 
equivalente a La que ejercería una partícula cuya masa 
fuese la de la Tierra y cuya ubicación fuese el centro de 
la misma. 

Para calcular el trabajo de las fuerzas de 
interacción Tierra H Objeto usaremos este resultado : 

[(51b)-p43] El trabajo de las fuerzas acción-reacción 
en un sistema de dos panículas se puede calcular 
suponiendo fija una de ellas y calculando el trabajo 
realizado sobre la particula móvil por la fuerza 
debida a la partícula fija. 

Calculemos la energía potencial gravitatoria 

del sislema {Tierra, Objeto} cuando el objeto se baila 
en una franja o rango muy pequeño en comparación 
con el radio de la Tierra (Fig. 38), de modo que la 
fuerza mutua sea prácticamente constante, igual al peso 

"mg". 

Objeto 
.. f demasam 

¡>, 

, --- -- --

/ 'm.g '-
/ ' 

Masa de la Tierra 
concentrada en 

/ " 

, , 

/ 

/ , 

R 
Radio de 
¡aTiene V 

~-- --- -

Fig.38 

, , 

~ 
Rango de movimiento 
del objeto« R 

Según el resultado mencionado, supongamos que la 

Tierra está fija, lo cual no es dificil de imaginar, y 
calculemos el trabajo de la fuerza "mg" sobre el objeto, 
desde la superficie de la Tierra (punto que corresponde 
a nuestra configuración de referencia) hasla que el 
objeto se halla a cierta altura "y" (Fig. 39). Tal trabajo 
es simplemente "- rng y " , con lo que 

Energía potencial gravitatoria de UD sistema 
{Tierra- Objeto}, cerca de la Tierra 

(84) V ~ mgy 

Superficie 
terrestre 

y 

El objeto, de masa m, se halla 
cerca de la superficie terrestre , 
a altura "y" sobre la misma. 

Objeto 

Vdr 
y ~mg 

x 

Fig.39 

En muchos libros de texto se refieren a la 
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energía potencial V = m g y como "la energía potencial 

del objeto en el campo gravitatorio de la TieITa" . Se 
dice también "un objeto situado a una altura h sobre la 
superfi cie terrestre posee una energía potencial dada 
por V = rngh". Según el enfoque de sistemas, la energía 
potencial gravitatoria es una propiedad no del objeto 

solamente. sino del sistema {Tierra , Objeto}. 

Si el objeto está muy lejos de la Tierra, a 
distancias comparables a R o mayores, como vemos en 
la Fig. 40, la energía potencial gravitatoria del s istema 

{Tierra, Objeto} se obtiene de (82) tomando m, = MT = 
masa de la Tierra y m2 = m = masa del Objeto: 

Energía potencial gravitatoria de UD sistema 
¡Tierra Obietol. el Obieto leios de la Tierra 

(85) Ver) = 
GMTm 

r 

Para (8S) la configuración de referencia es aquella 
donde la separac ión Tierra-Objeto es infini ta. 

m 

~ 
r 

Fig.40 

(El material expuesto desde aquí hasta la siguiente raya 

puede pasarse por alto) 
Los valores de Ver) dados por (85) tienden al 

va lor "mgy" dado por (84) cuando el objeto está muy 

cerca de la superfi cie terrestre. 
Para verlo, pongamos 

r = R +y 

donde y es muy pequeña en comparación con R. 
Entonces (8S) se vuelve 

(86) v 

3-63 

Ahora bien, el cociente ylR es muy pequeño. 
Desarro llemos (86) en una serie de potencias de este 

cociente, y despreciemos términos cuadráticos y 

superiores del mismo. Usando el desarrollo binomial 

(I + x) - I = 1-x+x 2 _x 3 + .. tenemos 

GMTm ( y)-I 1+-
R R 

Despreciando el ténnino cuadrá tico en esta serie , 

-=GecM::-,,-,, m,-- G M T!TI - +--- y 
R R 2 

Redefiniendo el pun to de referencia en y = 0, o sea t!n 
la superficie terrestre, eliminarnos el término constante 
de la última relación. Por otra parte, usando la conocida 
expresión de la acele ración de caída libre, 

resulta V= 111 gy. QED. 

Más adelante volveremos al concepto de 
energía potencia l. Pasaremos ahora a la obtención de la 
ecuación de balance de energía de un sistema de dos 

partículas. 

13.4. Ecuación de balance d e energía para un 
sístema de dos partículas 

Recordemos que la co"jicuraciólt de un 
sistema de 2 panículas en un ti empo " ," es su 
"geometría'· presente , es deci r, la especi ficación de las 
posiciones r l(t) Y r2(t) de las partículas. Por otra pane, 

el estado del sistema es la especificación de las 
posiciones y las velocidades v, (1) Y " 2(1). 

Las fuerzas que se ejerccn mutuamente las 
partículas del sistema se dcnominan fuerzas ¡"temas 

del sistema. Las fu erzas e.'(/emas sobre el s i~tcma son 
las que sufren las partículas del sistema por obra de los 
cuerpos ajenos al mismo. 
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r, 

o 
Fig.41 

En la Fig. 41 se muestra un sistema general {m ¡, rn2} ' 

Existen fuerzas externas totales FJ y F2 sobre las 

partículas mI Y ffi2 ' respectivamente. Por otra parte, F 12 

Y F 21 son las fuerzas internas del sistema. Cumplen la 

tercera ley de Newton en su fanna restrictiva, es decir, 
son fuerzas centrales y además 

(87) 

Decimos que el sistema es mecánico si las 
fuerzas internas son conservativas, 
supondremos en lo sucesivo. En cuanto a 
externas, podrán ser conservativas o no. 

cosa que 
las fuerzas 

La configuración de referencia, "Co", es 
simplemente la pareja de posiciones en t = lo, o sea 

Co " {r, (to), r2(tO)} ' En esta configurac ión el vector 

separación entre 011 y 012 es ro -= r2(to) - r l(tO), con 
magnitud "fO". 

Definimos la energía cinética de l sistema en 
forma ad itiva, esto es, como la suma de las energías 
cinéticas de sus partículas: 

Energía cinética de un sistema de dos partículas 

I l 2 l 2 
(88) K= - mlv l + -m2v2 

2 2 

Para obtener la EBE del sistema {mi . m2}. 

plantearemos la ecuación de balance de cada partícula 
del sistema, es decir, de los sistemas monopartículas 
{mI} Y {m2}' Luego sumaremos estas ecuaciones 
indiv iduales con objeto de sintetizar una ecuación de 
ba lance para la pareja {mi, m2). 

lmaginemos pues una transición del sistema 

{m i, m2} entre dos configuraciones C I y ~ arbitrarias. 

Las EBE "WOX1 = .1K" propias de cada partícula, 

aplicadas a dicha transic ión, tienen esta forma: 

[Trabajo de todas las fuerzas existentes sobre {m;} ] = 

= [Variación de la energía cinética de m¡) 

(i = 1,2) 

En símbolos: 

(89) 

(90) 

donde WI y W2 son los "trabajos externos", realizados 

por las fu erzas FJ y F2 sobre las partículas m I Y JTI2, 

respectivamente, y W12 y W21 son los trabajos hechos 

por las fuerzas de interacción Fl2 y F21 (o sea las 

fuerzas internas). Sumando miembro a miembro (89) y 
(90), 

ecuación que podemos escribir sucintamente así: 

(91 ) 

donde 

Wext ::: W] + W2::: Trabajo de las fuerzas 

externas F ] Y F2 

Wint = W I2 + W2] = Trabajo de las fuerzas 

internas F 12 y F 21 

K = KJ + K2 = Energía cinética del sistema 

Ahora bien, de acuerdo con (78)-p59, el trabajo 
de las fuerzas internas se puede poner en términos de lo 
que hemos definido como energía potencial del 
sistema. Tenemos 

V(C I) = - Wi",(CO --> C I) 

V(C2) = - WinlCCO --> C2) 

Por la propiedad de ad itividad de l trabajo, 
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= V(C¡)- V(Cz )s- ÓV 

Sustituyendo esta expresión para Wint en (9 1), 

Wext- óV = óK 

De donde 

(92) W,,! = óK + óV=ó(K + V) 

Introduzcamos ahora la siguiente cantidad: 

Energía mecamca (o ell ergía total o "energía" , a 
secas) de un sistema mecánico de dos partículas 

La energía de un sistema 

(93) E = K + V mecánico es la suma de las 

energías cinética y potencial 
del sistema. 

Entonces la ecuación (92) se escribe sucimamente 
como sigue: 

Ecuación de balance de energía de un sistema de 
dos partículas 

(94) Wexl = óE 

El trabajo realizado sobre un sistema de dos partícula<i 

por las fuerzas externas es igual a la var iación de la 

energía lotal del sistema. 

Es importante advertir que en la ecuación (94) no 

figura n las fuerzas internas del sistema. 
El d iagrama de flujo de energía asoc iado con 

la ESE (94) es e l siguiente: 

w"xt Sistema 
Sistema (dos partículas) 
enem o 

t:.E = w"xt 

fig.42 

El s is tema externo, que produce las fue rzas 

3·65 

externas F I Y F2 sobre mi Y m 2. respectivamente, 

rea liza sobre el s istema (es decir, sobre ambas 
partículas) cierto trabajo Wex1 cuando el sistema pasa de 

una configuración el a una e2. El efecto de tal trabajo 

consiste en incrementar la energía total E, siendo e l 
incremento M precisamente igual al trabajo Wcxt . 

Hay un diagrama alterna(ivo. En genera l, el 
trabajo externo constará de términos posit ivos y 
negativos. Por ejemplo, el trabajo de la fuerza 
gravi tatoria terrestre a veces es positivo, a veces 
negativo; el trabajo de la fri cción siempre es negati vo, 

etc. Podremos escribi r en general e l trabajo externo en 

la fonna 

(95) Wext =: W ent - W sal 

donde Wenl (trabajo entrante en el sislt!ma) y W sal 

(trabajo saliente del sis tema) son positivos e indican 
respecti vamente la parte positiva y negativa de Wex\. 

He aquí el otro diagrama: 

W,nt Sistema 
Sistema. (dos partículas) 
enemo t:.E = Went - Wsel 

Wsel 

Fig.43 

13.5. Teorema de conservación de la 
energía mecánica 

Las siguientes consideraciones se refi eren 
ahora al sistema de dos partículas, pero también son 
válidas para los sistemas de muchas particulas. 

Una consecuencia de la ecuación Wex ! = M es 

inmediata: 

Teorema de conservación de la enere:ía mecánica 

Si U/ext = O entonces E = constante. 

(96) 

=> M=~K-óV= O 

La energía de un sistema mecánico que no recibe 
netamente traba jo externo se conserva. 

Ahora bien, la condición W
CX1 

= O se da en 

va rios cscenarios: 
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• El sistema está aislado, esto es, no interactúa con 
cuerpo extcmo alguno. Está notando en algún 
lugar del espacio exterior, mucho muy lej os de 
cualquier cuerpo celeste (se trata de una 
idealización útil en la teoría). 

• El sistema sí interact{¡a, pero estas imeracciones 
son insignificantes en el ámbito del análisis 
considerado. Decimos que el sistema está 
prácticamente aislado. 

• El sistema sí interactúa, pero el trabajo de las 
fuerzas externas es igual a cero entre cualesquiera 
configuraciones de interés del sistema. Este caso es 
común en las aplicaciones, como veremos. 

Ilustremos. 
Consideremos un sistema aislado compuesto 

de dos cargas eléctricas q l y Q2, ambas positivas, 
inicialmente en reposo y separadas 
distancia r¡ (Fig. 44, izquierda). 

m2 
m, O 
O 
~ 

Fig.44 

por una corta 

Inicialmente la energía del sistema es puramente 
potencia l. Referida al infinito viene dada por 

K - q¡q2 , -
41t&o . ri 

Liberado el sistema, la repulsión eléctrica mutua 
provoca mayor distanciamiento (Fig. 44, derecha). 
Cuando la distancia entre las cargas es Tr, la energía del 

sistema es 

1 2 1 2 q¡q¡ 
Er =- m ¡vl +- n1 2 v2+---

2 2 4neO rf 

Como la distancia aumentó, la energía potencial 
disminuyó. En virtud de que la energía total es 
constante (E¡ = Ej), la disminución de energía potencial 

debe venir acompañada de un aumento de la energía 

cinética (efectivamente, el sistema adquiere energía 
cmetlca en cuanto cmpieza a aumentar la distancia 
entre las cartas). 

En el caso del sistema {Sol, Tierra), la energía 
total es (en el marco de referencia del Sol) 

I 2 
E =- rn T v 

2 

Si despreciamos el efecto de los demás planetas y lunas 
del sistema solar (Sistema Sol-Tierra prácticamente 
aislado), esta energía es constante. Como se sabe, ,la 
Tierra describe una elipse alrededor del Sol. En el 
perihelio, pun to de la orbita terrestre más próximo al 
Sol, la energía potencial es mínima; en el afelio (punto 
de mayor lejanía al Sol) es máxima. Se sigue que la 
velocidad de la Tierra es mayor en el perihelio que en 
el afel io. 

!EjemplO 361 Desde un punto a una elevación h = 5 m 

sobre el suelo se lanza una piedra de masa m = 0.3 kg 
con una velocidad Vo = 8 mIs a un ángulo O = 36.870 

¿Qué altura ad icional "hl" alcanza a subir la piedra y 

cuál es su velocidad VI allí? ¿Cuál es su velocidad v2 al 

llegar al suelo? 
El sistema {Tierra , Piedra} está prácticamente 

aislado (se desprecia la res istencia de l aire y otros 
factores). La energía de este sis tema es 

y se conserva (!lE = O). 

y 

m 

Tierra 
V2 

Fig. E36 

Apliquemos la EBE !lE = O al sistema. Dado 
que l!.E = l!.(K + V) = l!.K + l!.V, convendrá trabajar con 
los cambios M< y ó V en lugar de las cantidades 
absolutas K y V. 
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ESE entre el punto de lanzamiento y el punto de 
máxima altura: 

L'. V ~ mg (L'.y) ~ rng h, 

Ahora bien, la ecuación t1E = O da Me = - 6 Vosea 

de donde 

1 (2 2) h ¡::::: -VO -v ¡ 
2g 

pero VI = Vo cos e, ya que en el punto de altura máxima 

la ve locidad no tiene componente vertical , y la compo­
nente horizontal de velocidad no cambia. Entonces 

h, ~ _1 _( 82_(8 eOS36.87o)2) ~ 1.08(m ) 
2 · 9.8 

ESE cntre el punto de lanzamiento v el punto al nivel 
del suelo: 

ó..K= ~ rnv/ 
2 

L'.V~ rng (L'.y) ~ - rng h 

La ecuación L\K = - L\ V conduce a 

V2 ~ JV& + 2gh ~ 12.73 m 
s 

También podríamos haber obtenido \'2 aplicando la 

ESE entre la posición de altura máxima y la posición a 
n ivel del suelo. 

Antes de presentar más ejemplos de ap licación 
de la ecuac ión de balance de energía, extenderemos la 
teoría a los sistemas de muchas partículas, que son los 

más comunes en la práctica. 
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13.6. Energía potencial del sistema de muchas 
partículas 

Casi todo el desarro llo teórico de los 
Apartados precedentes se aplica sin modificaciones 

importantes al caso general del s istema de N panículas. 
La energía potencial se define como en (78-p59) o (79-

p60). La EBE Wcxt = L\E es aplicable a estos sistemas. 

Calculemos la energía potencial de un sistema 
de 3 partículas, con lo cual será fáci l induc ir el caso de 
N part ículas. Nuestra tarea consiste en calcular el 
trabajo Wint realizado por las fuerzas intemas de l 

sistema {m1, 1112. m3}' El negativo de este trabajo es la 

energía potencial del sistema. 

m, 

fig.4S 

En la Fig. 45 se muestran las 6 fuerzas ¡ntemas 
existentes en un sistema de 3 pan ícu las. El trabajo 
interno entre dos config uraciones cua lesquiera es 

Conviene agmpar los ténninos de dos en dos, en la 
fonna 

I ( 1' 12 · dr2 + F21 • dr¡) +- f (F 2J • d rJ + FJ2 • d r z) + 

+ f (Fu · d rJ -¡- FJ1 • d r l) 

Los pares de términos encerrados en paréntes is se 
asocian con sendas parejas de part ículas. a saber, 

{mi. 1fl2}, lfl12, m3} Y {mi. fl1 3} . Dc hecho, cada par es 
el trabajo de las fuerzas internas del sistema de dos 
partículas asociado, es deci r, el negativo de la energía 
potenci¿¡ l de ese s istema asociado {mi, I11k}' Denotando 

con Vik tal ~l1e rgía tenemos as í: 
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La energía potencial de l sistema de tres partículas es 
evidentemente 

(97) 

En el caso de un sistema de N partículas, la 
expres ión (97) se genera liza a 

Energ ía potencial de un sistema de N partículas 

N 
(98) V = :L:V;k (i < k) 

l, k 20! 

La energía potencial de un s istema de N partículas 
{m i' m2. "', mN} es igual a la suma de las energías 
potenciales de todas las parejas {mj. rnd de partículas 

que es posible [onnar en el sistema (tantas como 

i'I{N:-I)/2). 

Advierta que la energía potencial no es aditiva, 
en el sentido de que la energía potencial del sistema 
{mi' rn2 • . 0'0 mN} no es igual a la suma de las energías 

potenciales de dos subsistemas {mI . mz •...• mk} Y 

{mk. mkTI • ...• mN} extraídos de aquel. La razón es 

que, además de las interacciones domésticas en cada 
subs istema, ex isten in teracciones mutuas en tre ambos 
subsistemas. 

Ejemplos de aplicación de (98) son: 
Un sistema de masas puntuales {m., m2, 

mN}, cuya energía potencial gravitatoria es 

(99) k > i 

Un sistema de cargas eléctricas puntuales {q ¡, 

Q2, .... qN}, cuya energía potencial eléctrica es 

( LOO) V = L:(- q; q, ) 
i .k 4rreo ·rik 

k > i 

<Nota. Las cargas eléctricas poseen masa, y por tanto 
un s istema de cargas tendría también energía potencial 
gravitatoria. Sin embargo, la energía potencial gravita­
toria cs muchísimo menor que la eléctrica (como 
haremos ver un poco más adelante» . 

13.7. Sobre la aplicación de la ecuación 
de balance 

En la definición de energía potencial figura 
una "configuración de referencia Co". Cuando el 

sistema está en esta configuración su energía potencial 

es cero (ejemplos: resorte no defonnado, objeto 

colocado en el suelo, dos cargas infinitamente 
separadas). Por esta razón decimos que "fijar la 

configurac ión de referencia" es lo mismo que "fijar el 

"ivel cero de la energía potencial". 
¿Qué pasa si se cambia la configuración de 

referencia, digamos de Co a Co'? • 

Pasa que se modifican los valores de la energía 
potencial en todas las configuraciones, pero esta 
modificación es la misma para todas ellas. Los va lores 

nuevos de la energía potencial son los viejos, 
desplazados en una constante común. Veamos. 

Sea V la energía potencial referida a Co, y JI' la 

referida a C' o, o sea 

V(C) = - Winl(CO -> C) 

V(C) = - Winl(C' o -> C) 

Ahora bien, por la propiedad de aditividad del trabajo, 

V(C) = - Winl(C'O -> C) = 

= - Winl (C' o -> Col - Wint (Co -> C) = 

= - Winl (C'o -> Col + V(C) 

Como Co y C' o son dos configuraciones fijas, el término 

Wint(C' o --+ Col tiene un valor fijo . Por consiguiente, 

V(C) y V(C) difieren en la misma constante para toda 

e. 
Ahora bien, en la ecuación de balance de 

energía, 

fi gura una diferencia de energías potenciales. Al hacer 
la diferencia se cancela cualquier ténnino constante en 
la expresión de la energía potencial V. 

Conviene adoptar el punto de vista de que, 
más que los valo res abso lu tos de V, son las diferencias 
6V las que tienen un significado fisico preciso. Dicho 
de otra manera: la configuración de referencia Co es 

completamente arbitraria; el cambiar esta configuración 
no altera la "fisica del problema"; la EBE conduce a las 
mismas predicciones. 
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Esta libertad de elección del nivel cero de la 
energía potencial comporta una gran simplificación en 
muchos problemas. Por ejemplo, consideremos un 
sistema formado por dos cargas puntuales posit ivas y 
una varilla rígida que las une (Fig. 46). La energía 
potencial eléctrica de las cargas, referida al infinito, es 

donde "r" es la longitud de 
la varilla . Sin embargo, 
como la varilla es rígida, r 
es constante y por ende 
también la ener~ía V es 
constante. Al aplicar la 
EBE a este sistema pode-

q, 

v, 

Fig.46 

mos suprimir la contribución a la energía potencial 
debida a la fuerza eléctrica mutua. 

Cosa similar ocurre en otros sistemas de 
partículas que se mueven rígidamente como un todo. 
Consideremos el caso simple de un bloque que reposa 
sobre una mesa. Visualicemos el bloque como un 
conjunto de partículas (moléculas), cada una con cierta 
masa. De acuerdo con la fórmula (99), el bloque posee 
una energía potencial grdvitatoria debido a las fuerzas 
de atracción gravitatoria entre sus moléculas. Sin 
embargo, dado que el bloque es rígido las distancias 
interpartículas "r¡k" de la fónnula (99) no se alteran, de 

modo que la susodicha energía potencial es constante y 

puede ignorarse. 
Incluso si el bloque se deformara, por ejemplo 

en una colisión, de tal modo que cambiaran las "rik", el 

cambio de energía potencial gravitatoria sería lan 
pequeño que no se tomaría en cuenta. Demos un 
ejemplo numérico: la energía porencial gravitatoria de 
una esfera sólida uniforme de masa M y radio R es 

v = 3GM ' 
SR 

(Esta expresión se obtiene efectuando la suma (99) 
mediante los métodos del cálculo integral ). Para una 
bola de billar de masa 3 kg Y radio 0.12 m se obtendría 

cantidad insignificante en comparación, por ejemplo, 
con la energía potencial gravitatoria asociada con el 

3·69 

peso de la bola (o sea, no con las interacciones 
gravitatorias mutuas de las moléculas de la bola de 
billar, sino con la interacción Bola-Tierra (para una 
bola de billar de masa 3 kg a una altura de 1 m sobre el 
suelo esta energía potencial es, en j cule, V = mgh = 
3 x 9.8 x 1 = 29.4). 

13.8. Energía potencial de algunos sistemas 
compuestos 

Lb) ENERGiA POTENCIAL DE UN SISTEMA 

fRESORTE. BLOOUE\. 
Este caso se puede tratar fáci lmente con los 

resultados encontrados antes, concernientes a resortes y 
bloques en cuanto objetos individuales. 

Podemos visualizar el conjunto Resorte­
Bloque como un sistema de N + M partículas, de las 
cuales las primeras N constituyen el resorte, y las 
restantes M el bloque. 

y 

y 

o 
Vig.47 

La energía potencial del sistema (Resorte, Bloque) es 
el nega ti vo del trabajo Winl efecntado por la tota lidad de 
las fuerzas internas desde la confi guración de referencia 
(que de fi niremos como aquella donde el resorte tiene su 
longintd natural) hasta la configuración acnta l (en la 
que la defonnación es ·'S·'). 

Dividiremos las fuer las internas del sistema 
{Resorte, Bloque} en tTes partes: 

• Las fuerzas internas del reso rte. 

• Las fuerzas in ternas del bloque. 

• Las fuerzas de interacción resorte H bloque. 

Las primeras dan lugar a una energía potenCIal 
igual a V = (1 /2)k82

. Las scgundas no dan lugar a 
energía potencia!, por lo discurido en el Apartado 
preceden te. 

Nos falta conSIderar el trabajo de las fuer7a s 
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internas resorte t-7 bloque, que son las fu erzas acción­
reacción FBR y FRB mostradas en la Fig. 48. Este trabajo 
es cero, simplemente 
porq uc ambas fuerzas 
se pueden considerar 
aplicadas en el mismo 

F
BR 
.,,~ 

FRB ?'" 
punto, y entonces 
realizan sobre ambos 
cuerpos unos trabajos 
que son iguales y de 
signos opuestos. 

V 
Fig.48 

En resumidas 

cuentas, pues, la energía potencial del sistema {Resorte, 
Bloque} proviene exclusivamente del resorte, a través 
de la energía potencial de éste . La energía total de l 
sistema es 

E nergía total de un sístema IResorte, Bloque) 

I I 
(101) E =_ mv 2 +_ kó2 

2 2 

ó es la defonnación del resorte, v es la velocidad del 
bloque. 

Incluyamos ahora a la Tierra en nuestro 
sistema. Entonces figurará también la energía potencial 
(abreviada E.P.) gravitatoria debida a la in teracción 
Bloque-Tierra. Defini endo el Eje vertical Y como se ' 
muestra en la Fig. 47, Y tomando el nivel cero de la 
E.P. gravitatoria eny -= O tenemos ahora 

Encreía total del sistema {Tierra, Resorte, Bloque} 

(102) 
I 2 I 2 

E= - nw + -k8 + mg y 
2 2 

8 es la deformación del resorte, v es la ve locidad del 
bloque, y es la altura de este. 

En (102) los últimos dos términos forman la energía 
potencial del sistema. 

En la mayoría de los problemas se incluye a la 
Tierra dentro del sistema, por lo que la E. P. gravitatoria 
"rng)/" será una cantidad ubicua. 

Reiteramos que el definir el sistema es funda­
mental, pues es lo que nos permite diferenciar entre 
fuerzas internas y externas, o sea, calcular 
correctamente el trabajo Wex1 que aparece en la 

ecuación de balance Wex1 = /lE. 

Pasemos al sistema (B 1, el , B2, e2, B3} que 
vemos en la Fig. 49, formado por los tres bloques BI , 

B2 Y B3, Y por las dos cuerdas e l ye2 . 

Este sistema no posee energía potencial. 

¿Por qué? Ya vimos que los bloques por sí 
mismos no tienen energía potencial. En cuanto a las 
cuerdas, supongamos que son ligeras e inextensibles . 
Durante el movimiento, las partículas de cada cuerda 
conservan sus distancias a las partículas vecinas 
inmediatas. 

B3 

Fíg.49 

Por esta razón las cuerdas se comportan como 
si fuesen cuerpos rígidos y no es necesario adj udicarles 
una energía potencial propia. Finalmente, las 
interacciones de tipo bloque B cuerda tampoco 
contribuyen a la energía potencial del sistema, por las 
mismas razones aducidas en relación con las fuerzas 
resorte B bloque que recién discutimos. 

Ahora bien, si el sistema se amplía por 
inclusión de la Tierra , produciendo el sistema 

{Tierra, B 1, el, B2, e2, B3 ) 

entonces sí tendrá energia potencial. Ésta será la 
energía potencial gravitatoria debida a las interacciones 
Bloques B Tierra. Su expresión es 

donde YI, Y2 Y Y3 son las coordenadas verticales de los 
bloques (Eje Y hacia arriba; nivel cero de la energía 
gravitatoria en y = O). 

En los problemas en que figuren bloques 
unidos por cuerdas, reso rtes, varillas rígidas, etc., 
conviene incluir estos elementos de unión dentro de l 
sistema. 
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13.9. Potencia 
Hemos definido anteriormente la potencia 

suminjstrada a una partícula por una fuerza F como el 
trabajo realizado por F sobre la partícula por unidad de 

tiempo. 

Si sobre un sistema de partículas actúan varias 
fuerzas externas, a cada una de ellas se le puede asociar 

su propia potencia, 

(103) P(t) ~ F • v 

como vimos en el Apartado 12.1 3 de la página 48. 
Sin embargo, la cantidad interesante en este 

caso es la potencia de la fuerza total. Dado que el 
trabajo de tal fuerza, Wex t, va a incrementar la energía 

mecánica E del sistema, tenemos: 

Potencia de la fuerza total sobre UD sistema 

(104) I P(t ) ~ dE 
dt 

La potencia de la fuerza total sobre un sistema es el 
rihna al que dicha fuerza incrementa la energía 
mecánica del sistema. 

!E jemplo 37J Un motor iza una caja de 65 kg por un 
plano inclinado a 400 con una velocidad constante de 

0.6 !!: . Existe fr icción caja H plano, de coeficiente 
s 

cinético 0.5. (a) Calcular la potencia útil del motor. (b) 
si la potencia se incrementa repentinamente en un 20 % 
del valor hallado en (a), ¿cuál es la aceleración 

instantánea de la caja en el momento de es te 
incremento? 

Fig. E3 7a 

m 
~=0 6-; 

Caja 

m~ 65 kg 

(a) Como la velocidad de la caja es constante, hay 

equilibrio de fuerzas, o sea 
T 

(rl ) T - f - rng sen e ~ O 

f 
(r2) N - rng eos e ~ o 

Tenemos también la relac ión 
mg 

(r3) f ~ J.l N Fig. E37b 

3-71 

(T es la tensión del cable, f la fricción, e el ángulo del 

plano incl inado.) 
La potencia suministrada por el motor es 

P ~ T v 

donde T es la tensión del cable y v es la velocidad de la 
caja. Resolviendo las ecuaciones (rl ) a (r3) para T y 

multiplicando T por v encontramos que 

P ~ rng v (sen O + m eos e) 

m In 
~ 65 kg 9.8 - 0.6 - (sen 40° + 0.5 eos 40°) ~ 

8' S 

=> P = 392 w 

(b) Si la potencia se incrementa en un 20%, o sea al 
valor P ~ 1.2 (392) w ~ 470.4 w. la tensión pasa a ser 

momentáneamente 

Se pierde el equ ilibrio de fu erzas y la aceleración 

instantánea de la caj a se saca de 

T - f - mgsen e== m a 

Conforme va aumentando la velocidad la ace leración 
va disminuyendo hasta que la velocidad se estabi liza a 

un valor mayor que 0.6 ~ . Esto porque la potencia de l 
s 

motor se supone constante en el valor 784 w, de modo 

que la velocidad no puede aumentar sin limite. 
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13.10. Estrategia general y ejemplos de 
aplicación de la ecuación de balance 
de energía 

La ecuación de balance de energia (EBE) de 

un sistema mecánico tiene la fonna generaJ Wex1 = M. 

Esta ecuación se aplica al sistema entre dos configu­

raciones dadas del mismo. Wext es el trabajo de las 

fuerzas externas entre ambas configuraciones, y AE es 
la variación de energía mecánica del sis tema entre las 

mismas. 
La ecuación Wext = óE es útil para relacionar 

posiciones con ve l ocidade~ de cuerpos del sistema. 
Un sistema se denomina " mecánico" cuando 

las fuerzas internas del sistema son todas conservativas. 
Si esto no ocurre la ESE no es ap licable al sistema. 

La energía mecánica E es la suma de las 

energjas cinética y potencial del sistema: 

E = K +V 

Los pasos generales del método para aplicar la 

ESE Wext = !lE son los siguientes: 

• Definir el sistema fisico al cual se desea 
aplicar la ecuación de balance. Al respecto torne en 

cuenta lo siguiente: 
- Estamos en libertad de elegir el sistema 

como deseemos. Sin embargo, para conseguir mayor 
simplificación conviene incluir en el sistema aquellas 
parejas de cuerpos que interactúen mediante una fuerza 
conservativa. Este es el caso de la Tierra y cualquier 

objeto sobre su superficie. Si incluimos estos cuerpos 
habrá una energía potencial gravitatoria del s istema. 

- Incluya elementos de unión entre cuerpos, 

como son las cuerdas, varillas ligeras, etc. 
- Incluya los resortes elásticos dentro del 

sistema. Habrá entonces una energía potencial elástica 

del sistema. 
- No incluir en el · s istema ningún agente 

externo que ejerza una fuerza constante (con excepción, 
natura lmente, del peso, conforme sc explicó arriba) . 

Este agente contribuirá al trabajo externo WeX-b lo 
mismo que cualesquiera otras fuerzas no conservat ivas, 

como la fricció n . 
• Ident ificar el sistema externo del sistema 

fisico considerado, o sea hacer un diagrama de fuerzas 
activas (DFA). Este diagrama incluye las fuerzas 
externas sobre el sistema, exceptuando aquellas que no 

producen trabajo entre las dos configuraciones 

consideradas. Si se incluyó a la Tierra dentro del 

sistema, entonces el peso del objeto no figura en el 

DF A, puesto que es ahora una fuerza interna. 

• Calcular el trabajo Wext realizado por las 

fuerzas activas sobre el sistema entre las dos configu­

raciones de interés del sistema. 
• Calcular el cambio de energía cinética 6.K 

entre dichas configuraciones. 
• Calcular el cambio de energía potencial 6. V 

entre las dos configuraciones de interés. 

• Plantear la ecuación 

y resolver para las incógnitas . 

Tenga presente los siguientes resultados 

demostrados anteriormente: 
(i) Si el sistema es una sóla partícula la EBE se 

reduce a la forma simple 

Wext = 6.K 

donde Wext es el trabajo de todas las fuerzas (nece­

sariamente externas) que actúan sobre la partícula, Note 
que en este caso el peso de la partícula es una fuerza 

ex terna, de tal modo que debe figurar en Wext el trabajo 

hecho por el peso. 
(ii) Si se incluye a la Tierra y/o los resortes 

elásticos para formar e l sistema {Particula, Reson es, 
Tierra} . entonces la ESE aplicable es 

Wcxt = ;lE 

En este caso la energía E incluye, además de la energía 
cinética de la partícula, también la energía potencial 
gravitatoria "rngy" y la energía potencial elástica de los 

resortes. El trabajo Wext ya no incluye el trabajo del 

peso ni el de los resones. 
(jii) Fuerzas de reacción en apoyos, que actúen 

sobre puntos fijos. no producen trabajo. Estas fuerzas 

no aparecen en el DFA . 
(iv) Fuerzas normales debidas a superficies 

planas o alabeadas o guías rectas o curvas no efectúan 
trabajo. Este tipo de fuerzas no aparecen en el DFA. 

(v) El trabajo de una fuerza constante viene 

dado por 

w= F. ór 
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!Ejemplo 38.) Un collarín se des liza por una guía lisa 

curva. Obtener la velocidad como función de la profun­

didad y, medida desde el punto más elevado de su 

recorrido, suponiendo que se libera desde all í y desde el 
reposo . 

Eje Y 

o 

_____________ y<O 

Fig. E38a 

Nuestro s istema es 

{Tierra, Collarín ) 

El sistema externo es la 

{G uía) 

Entre el punto más alto y el punto a profundidad y, la 
guía no hace trabajo, de modo que Wext = O, Y el 

cambio de energía del sistema es 

I 2 
t.K + t.V ~ - rnv + rng y 

2 

(Recuerde que en la fórmula que da el cambio de E.P. 
gravitatoria, Ó V = rng óy, el eje Y debe ir hac ia arriba, 

por lo que el cambio Ó. V = mg y es negativo.) 
La ecuación Wext = l'1E da 

(r l) 

Esta expresión para la ve locidad aparece 

frecuentemente en las apl icaciones, por 10 que la resal­

taremos en es te cuadro: 

(105) 

La ve locidad que adquiere un cuerpo que 

parte del reposo y cae una distancia h > O bajo 

la acción de la gravedad, sea libremente, o a 
lo largo de una guía li sa de cualquier forma , o 

como masa pendular, es igual a 

3-73 

¡Ejemplo 39) Desde la posición "( 1)" indicada en la 

Fig. E39 se jala un collarín de masa 1.5 kg con una 

fuerza horizontal constante F = 20 N, hasta que llega al 

punto más alto, "(2)". La guía es li sa. Calcular la 

ve locidad del co llarín en la situación fina l. 

,-- - - - - - - - -~: rn_ - - - -':~? !?7-(2) , , 

, 1.5 kg 
0.9m 

Fig. EJ9 

Sistema: {Tierra. Collarín} 

S istema extemo: {Guía, Agente F} 

(Algún cuerpo no most rado en la fi gura es el que ejerce 
la fuerza f . Este cuerpo lo hemos denominado "Agente 

F".) 
La guía no hace trabajo porque es li sa. En 

cuanto al trabajo del Agente f, va te 

w ~ F . t.r ~ (20 í) • (2. 2 i + 0.9 j) 

~ 20 (2.2) ~ 44 (J) 

El cambio de energía cinéti ca es 

y el cambio de la energía potenc ial , puramente 

gravitatoria, es 

t.V ~ 111 g t.y ~ 1.5 (9.8)(0.9) ~ 13 .23 (J) 

La EBE Wext = ilE da 

44 ~ 0.7 5 v' + 13. 23 

de donde 

v = 6.4 m 
s 
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[E jemplo 401 El collarín I de masa mi encajado en una 

guía vertical se abandona desde la situación mostrada 
en la Fig. E40a. Una varilla ligera lo une con otro 
collarín 2 de masa m2 que puede des lizarse horizontal ­

mente. Calcular la ve locidad del collarín 1 cuando la 

varill a está borizontal. Suponga que no hay fr icción en 
ninguna parte. 

m, 

Fig. E40a 

Consideremos el sistema 

{Tíerra, Collarín 1, Collarín 2, Varilla} 

y bosquejemos la si tuación fina l (F ig. E40b). 

mi "'2 = O 

v, 

Fig. E40b 

El sistema externo lo constituyen simplemente las guías 
vertical y horizontal. 

Como las guías son li sas no hay trabajo 
ex terno sobre el sistema y la energía se conserva, o sea 

(rl ) LlK = - .1V 

Para calcular'el cambio de energ ía cinética entre ambas 
situaciones remitimos al lector al Apartado 12.7 en la 
página 38, donde explicamos que las velocidades de los 
ex tremos de una vari lla rígida deben tener iguales 
componentes a lo largo de la varilla. Como en la 
situación final de la Fig. E40b la ve locidad del co llarín 

1 es vertical, y como la ve locidad del collarín 2 debe 

ser horizontal en todo momento, se deduce que la 
velocidad de l collarín 2 debe ser cero en esta situación. 

2 
Tenemos en tonces KI = O Y K, = (1/2)m, v, y 

(r2) 

La energía potencial del sistema es puramente gravita­
toria. El cambio de energía potencial proviene 
solamente del collarín 1, ya que el collarín 2 se 

mantiene a la misma altura. Es igual a 

(r3) LlV= - m, gh 

(Se usó la fónnula LlV = mg Lly, eon Lly = - h). 
Las eeuación (rl ), (r2) y (r3) dan 

de donde 

Note que esta velocidad es la misma que la de un objeto 

que cae desde una altura h. 

!E iemplo 41.1 Tres bloques de masas m1, m2 Y m), 

unidos por cuerdas como se ve en la Fig. E41 a, 
asc ienden por un plano inclinado, con el que existe 
fricción de coeficiente cinético común ¡.l. Liberado el 
sistema desde el reposo, calcular la veloc idad del 

bloque 3 después de que ha descendido una distancia h. 

Cuerda 1 

\ 

Fig. E41a 

Conviene escoger el siguiente sistema: 

{Tierra, Bloque 1, Cuerda 1, Bloque 2, 
Cuerda 2, Bloque 3} 

La Fig. 41a es el diagrama de cuerpo libre del sistema. 
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(1a Tierra se ha suprimido del diagrama, pero debemos 
imaginarla parte del sistema.) Note que en el DeL no 
aparecen los pesos de los bloques, ya que estos son 
fuerzas ¡nternas Tierra f-+ bloques. El sistema externo 
es 

{Plano inclinado, Polea fija} 

<Nota. Como vemos aquí, el plano inclinado no se 
considera parte de la Tierra. Tampoco hay necesidad de 
considerar las fuerzas de contacto de l plano inclinado 
con la superficie de la Tierra.> 

Las fuerzas normales N I Y N 2 no hacen 

trabajo. Tampoco la fuerza nonnal sobre el tramo de 
cuerda en contacto con la polea fija, ya que los despla­
zamientos de los puntos de la cuerda son perpendicu­
lares localmente a las fuercillas normales respectivas. 
El único trabajo externo proviene de las fuerzas de 
fricción f] y f2, Y es igual a 

Wext ~- Il (m, + m,) g cos 6· h 

puesto que los bloques se desplazan una distancia h 
hacia arriba del plano. 

Sea "v" la velocidad común en la situación . 
final. El cambio de energía cinética es 

I , I , 
6K = - (m ] + m2 + m)) v = - Mv 

2 2 

donde M = mI + m 2 + m) es la masa total del sistema. 

Por otra parte, el cambio de energía potencial gravita­
toria es 

t. V ~ m, g h sen 6 + m, g h sen 6 - m3 gh 

ya que cuando el bloque 3 baja "h", los bloques I y 2 
suben "h sen S". La ecuación Wcxt = M es entonces 

(rl) - 1l(m,+m,)g cos6 · h ~ 

I , 
= - Mv + m] g h sen e + 1112 g h sen S - In) gh 

2 

Despejando "v", 

2gh( ) v~ -- m3g - (m, + m ,)(sen 6-1' cos6) 
M 

Con objeto de ilustrar cómo influye la elección 
de l sistema en la resoluc ión del problema, supongamos 
que hubiéramos escogido el sigu iente sistema: 

(Bloque 1, Cuerda 1, Bloque 2) 

Ahora la Tierra y la Cuerda 2 son cuerpos externos. El 
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sistema externo completo es 

{Tierra , Cuerda 2, Plano inclinado} 

El DCL del sistema seria el mostrado en la Fig. E41 b. 

T 

Fig. E41 b 

El cambio de energía cinética sería ahora 

I , 
t.K ~ -{m, +m,)v 

2 

El trabajo Wext se compondría de: 

El trabajo de la Tierra, igual a 

WTierra = - mI g h sen O - m2 g h sen S 

El trabajo de las fricciones, igual a 

WFricc iones = - 11 (mI + m 2) g cos a . h 

El trabajo de la tensión T de la cuerda 2, igual a 

Wrensión = T h 

La ecuación Wext = M conduciría a 

(r2) - m, g h sen e - "', g h sen 6 

- 11 (m1 + m2) g cos e . h + Th = ~ (mI + m2)v2 

En esta ecuación aparecen dos incógnitas: T y v. Habría 
que obtener otra ecuación entre ellas, digamos apli­
cando la ecuación de balance al sistema {Bloque 3}. 

que daría 

(r3 ) 
I , 

Wext = - Th + 013 g h = l\K = - 013 v 
2 

Sumando miembro a miembro las ecuacIOnes (r2) y 

(r3) obtenemos la ecuación (rl). 
Por eso se recomienda como primera L'iccclón 

del sistema la Tierra, junto con todos los cuerpos 
móviles que se pueda. incluyendo cuerdas, varillas, 

etc .. 
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!EJemplo 421 Una bola de masa ro = 6 kg Y radio 
r = 250 mm es tá sujeta a un resorte de constante k = 400 
N/ m y longitud natural Lo = 1. J mI cuyo otro extremo 

es tá fijo, como se muestra en la Fig. E42a. La bola 

puede des lizarse por una guía semici rcular lisa de radio 
R = 1.6 m. El conj unto parte del reposo desde la 

posición vertical de l resorte y llega a la posición donde 
el resorte forma ángulo de 300 con la vertica l. En todo 
e l movimiento la bola sufre una fuerza F = 10 N que 

está perpendicular al resorte en todo momento. Hallar 

la velocidad de la bola en la si tuación final. 

Fig. E42a 

Sistema: {Tierra, Bola, Resorte} 

El sistema ex tema lo forman los cuerpos que están en 
contacto ya sea con la bola o con el resorte: 

Sistema externo: {Guía, Agente F, Bisagra} 

(Tal como hemos hecho en los ejemplos anteriores, no 

tomaremos en cuenta las fuerzas que ejercen los 
cuerpos del s istema externo sobre la Tierra, pues ésta se 
supone fija y no se real iza trabajo sobre ella.) 

La Guía no hace trabajo sobre la Bola, y la 

Bisagra no hace ITabajo sobre el Resorte (porque el 
extremo del Resorte unido a la Bisagra está fijo). El 

Lrabajo externo proviene del Agente F. Calculemos el 
trabajo de esta fuerza. 

Como se muestra 
en la Fig. E42b, la fuerza 
f es perpt:ndicular al 
vec tor desplazamiento d r a 
lo largo de todo el arco 
que describe el centro de 
la bola. Su trabajo es 
entonces 

(el) 11' = F s 

F 

l~~! , ' , ' - " F ", \ ' .. .. " 
...... \ ' 

, " -. 
Fig. E42b 

donde F es la magn itud de la fuerza y "s" es la longitud 

de l arco (el cálculo es similar al que hicimos en la 
página 37 en re lación con el trabajo de la fri cción. 

Consulte también el problema 5 en la página 49). 
El cambio de energía c inética es simplemente 

(e2) 

La energía potencial de l sistema tiene dos contribucio­
nes: la gravitatoria y la elástica del resorte. Sin 

embargo, como la longitud del resorte no cambia, la 

energía potencial elás ti ca no cambia y podemos 
o lvidamos de ella. Con la geometría de la Fig. E42c 
obtenemos para el cambio de energía potencial 

gravitatoria: 

(e3) '" V = - mg (R + r) ( 1 - cos e ) 

(R+ r) cos e 
, , 

, 
\ 8: , , , , 

" --- --- - .. -- -

Fig. E42c 

La ecuación Wext = AE da 

R+r 

Fs= ~ rov' - mg(R + r)(I -cos e) 
2 

Poniendo s = (R + r)e y despejando "v", 

v= 2(R+r) (Fe + mg( l - cos e)) 
m 

Sustituyendo valores, 

v = 2.84 ro 
s 
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!EJemplo 43) Desde lo alto de una superficie semi­

esférica lisa de radio " rH se lanza una partícula de masa 
"m" con cierta velocidad inicial Vo_ Calcular el ángulo 

90 al que la partícula deja de hacer contacto con la 
superficie. 

m Vo 

, , 

Fig. 43a 

, 
\ 
\ , 

\ 

Para resolver este problema es necesario 
combinar las leyes de movimiento de Newton con la 

ley de conservación de la energ ía. 

Hagamos e l DeL de la partícula correspon­
diente a un ángulo e arbitrario (antes de abandonar). 
Inc luye la fuerza normal N debida a la superficie, y el 
peso "01g", como vemos en la Fig. 43b. 

r N 

rng 

Fig. E43b 

Eje 
radial 

La ecuac ión de movimiento según el eje radial es: 

(e l ) N - mgcos9 = m ( - v
r

2 

J 

Pero cuando e = 90 la normal se vuelve nula y la 

velocidad tiene cierto valor " vs" . Poniendo estas 

condiciones en (e l) y despejando el ténnino "mvs
2 
.. 

tenemos 

(e2) mv/ = mg r cos 90 
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Apliquemos abora la ESE al sistema {Tierra, particula} 

entre las configuraciones inicia l (6 = O) Y fin al (6 = 80)· 
Tenemos que 

(e3) K 1 2 1 2 
¡), = - mv --mvO 

2 ' 2 

Además 

(04) ó V= - mg h 

donde <l h" es la distancia verti cal que baja la panícula . 

De la Fig. 43b calculamos esta "h" como 

(e5) h = r(l - cos Oo) 

Como no existe fuerza externa sobre el sistema 

{Partícula, Tierra }, la energía se conserva, de modo 

que 

óK =- óV 

o sea 

(e6) .1 mv2 _ .1 mV0
2 = mgh 2 , 2 

Sustituyendo aquí segun las relaciones (e2) y (eS) 

obtenemos 

I I 2 
mgr cos 90 - - mvo = mg . r (1 - cos 80) 

2 2 

Despejando, 

2 v 2 
cos80 =_ +_0_ 

3 3g r 

(como cos 90 :5 1, debemos tener vo :5: ¡¡¡;.) 
Como vemos, s i la partícula pan e con \ elocidad 

prác ti camente nu la, el ángulo al que deja la superficie 

es 

Por otra parte, si la pan ícula se lanza con \'elocidad 

Vo = ¡g;, entonces pierde el COl1l3elo dl!sde el 

momento de part ida (ya que 00 = cos -) ( 1) = 0°). 
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!EJemplo 44J Una partícula de masa m = 0. 1 kg es 
impulsada por un reson e elástico de constante k = 500 
N/m, inicialmente comprimido. La partícula viaja en un 
plano vertical a lo largo de un tramo recto, después del 
cual cntra a un rizo circular liso de radio R = 0.8 In, 

como se muestra en la Fig. E44a. Calcular cuál debe ser 

la mín ima compresión "o" del resorte para que la 
partícula logre llegar al punto superior del ri zo. 

k m 

Liso 

Fig. E44a 

Nuestro sistema es 

{Partícula, Resone, Tierra} 

y su sistema externo es 

{Guía lisa} 

Como la guía es lisa no efectúa trabajo sobre el sistema, 
por lo que la energía se conserva. 

Aplicaremos la conservación de la energía 
entre la si tuación inicial en que el resorte esta 
deformado, y la fi nal en que la panícula está en el 

punto más alto del rizo. Hay que observar que para que 
la partícula llegue a esta situación final se requiere que 
la fuerza normal de l rizo sea nula justamente all í. En 
cambio, la ve locidad de la partícula no es cero all í, 
como se puede deducir de las ecuaciones. 

E l cambio de energía cinética entre ambas 
situaciones es 

donde hemos indicado con "va" la ve locidad en el 

punto superior de l rizo. El cambio de energía potencial 
es 

ya que la energía potencial elástica disminuyó y la 

grav itatoria aumentó. 
Igualando óK a - dV tenemos 

(e l) 

Ahora, para calcular "5" necesitamos conocer la 

ve locidad Va. Para calcularla aplicaremos la ecuación 

de movimiento radial al momento en que la partícula 

está en el punto alto. El DeL correspondiente es el que 
vemos en la Fig. 44b, donde la fuerza normal N ya se 

ha puesto igual a cero. 

v. 

Eje 
radial 

mg 

fig. E44b 

La ecuación de movimiento radial es 

Despejando el ténnino "rnv/" de aquí y susti tuyendo 
en (e 1) tenemos 

de donde 

5(0.1)(9 .8)(0.8) 
= 

500 

= 0.088 ( DI ) = 88 (mm 1 
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n.ll. Problemas 

1. Una masa pendular tiene en la posición indicada en 
la fi gura una velocidad de 2 mi s . Calcular el máximo 

ángulo que fanna el hilo con la vertical. 

.. 
~~~ ~ # - . 

1 
: .. .' 

1.4 :m 

2 mis 

3kg 

Resp. 37.45°. 

2. Un bloque de masa "m" parte del reposo desde un 
punto a una distancia "s" sobre el pie de un plano 
inclinado de ángulo el como se ve en la figura . El 
bloque entra a otro plano inclinado, de ángulo 92 hasta 
que llega al reposo a la misma distancia "5", Existe 

fricción de coefi ciente cinético ~ entre el bloque y 
ambos planos. Calcular el ángulo fh. 

m 
8, v, = O 

~ ~ 
s 

Datos: O, = 53.13°, ¡.¡ = 0.2. 

Resp. e, = 75.75°. 

3. Un collarín de masa "m", sujeto al extremo de un 
resorte elástico de constante " k", desciende por una 
guía lisa a partir del reposo desde la posición indicada 
en la figura, cuando e l resorte forma un ángu lo e con la 
horizontal. Calcu la r la velocidad del co llarin cuando 
llega al pWHO B. La longitud natural de l resorte es de 
"0.5 h". 
Datos: h = 0.8 m, d = 0.5 m, In = 4 kg, k = 400 N/ m, 
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e = 50°. 

1 
Resp. 6.8 m/ s . 

4. El conjunto mostrado en la figura se mueve desde el 
reposo impulsado por una fuerza constante F. Calcular 
la ve locidad del bloque de masa m I una vez que el 
bloq ue de masa 012 ha recorrido una distancia "s" a lo 

largo de la mesa horizonta l lisa. Despreciar la masa de 
la po lea móvil y suponer que no hay fr icción . 

m, 

Datos: mI == 5 kg, "'2 == 15 kg, F == 50 N. 

Resp. vI = 
(2 F- m, g)s 

= 0.767 mis. 
m ] + 4m2 

F 

S. Resolver e l Ej emplo 32 de la página 3·54 usando la 
ecuación lV!:xl = I!!.E. 

6. Resolver el Ejemplo 34 de la página 3·56 usando In 
ecuación Wex1 = 111::. 
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7. Una vari lla ligera está articulada en un extremo a una 
bola de masa m. y en un punto interior a una articula­
ción fij a. La vari lla, de longirud TI + [ 2. inicialmente 
está ve rtical y una fuerza de ma!:,'ll irud constante F, 
ap licada siempre perpendicularmente a la va rilla, la 
hace girar, haciendo que la bola recorra una distancia 
"s" sobre la guía lisa semicircular que la sostiene, 
llegando a esta posición con ve locidad "v", Calcular la 
fuerza F necesaria. 

Resp. _ r, ( 1 2 (s)J F=- - mv - mg I -cos-
T2S 2 TI 

8. En el conjunto mostrado en la figura, los collarines A 
y B se mueven a lo largo de sendas guias lisas 
colocadas horizontal y verticalmente. A y B están 
unidos por una vari lla ligera de longitud L, y el collarín 
B está atado a una cuerda que lo conecta con el bloque 
C. El conj unto parte del reposo en la configuración 
mostrada. Calcular la ve locidad del bloque A cuando 
llega a la posición vertica lmente debajo de B. 

B 
e 

L m, 

x 

Resp. vI :;: 

9. Una bola de masa "m" gira en un círculo de radio 
dado "r", sujeta a una cuerda inextensible. En el punto 
más bajo de su movimiento la bola tiene velocidad Vo· 
¿Qué tensión To debe tener la cuerda en la posición más 
baja de la bola "m" para que ésta alcance a subir una 
altura "h" por encima de l centro C? 

" B 

---- " h 
_,'o:' --E-

e /Ú ______ \ -

r 

" 
m 

10. Un bloque de masa " m" parte del reposo desde lo 
alto de una superficie semiesférica lisa de radio "r", 
como se ve en la figura . Calcular el ángulo 80 al cual la 
fuerza nonnal sobre el bloque es igual a la mitad de su 
peso. 

m 

r : , , 80 ' 
~,' 

11. Una cadena de longitud L = 1.2 m parte del reposo 
sobre una mesa horizontal li sa desde la configuración 
que sc muestra en la figura, donde d = 0.4 m. Calcular la 
ve locidad de la cadena cuando el último eslabón 
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abandona la mesa. La densidad de masa de la cadcna es 
es 1 kg /m. 

d 

Sugerencia. Para obtener la energía potencia l gravita­
toria de la parte colgante de la cadena use la posición 
vertical de su centro geométrico, que coincide con el 
centro de masa de dicha parte. 

Resp. 1.53 ~ 
s 

12. El conjunto [Polea móvil , Cuerda vertical, Bloque] 
se iza mediante una fuerza constante F, aplicada 
siempre horizontalmente como se muestra. Suponiendo 
que parte del reposo, calcular la velocidad del bloque 
cuando el conjunto ha subido una altura "h". Ignore las 
dimensiones de la polea colgante. 

F 
--- -- -- ---,------- ----S : S 

Datos: d = 4 m, S = 3 m. h = I m, F = 50 N. 

13. La bola de masa "m" está sujeta a una barrd de peso 
insignificante inicialmente horizontal. El conjunto se 
libera desde el reposo cuando el resorle ti ene su 
longitud natural. La longitud de la barra es ··s] + 52" Y 
está pivoteada en un extremo. La barra está sujeta al 
resorte elástico de constante "k" en un punto a distancia 
s] del pivote. Calcular la velocidad de la bola cUlcIndo la 
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barra ha girado un ángulo "e" como se muestra. 

T 
h 

1 ro 

.. ' 
,~ - . 

Resp. v = 

con O=Jh2+s?+2hSlsene -Jh2+s~ 

14. El conjunto de los bloques de masas 6 kg Y 20 kg 
parte del reposo en la posición mostrada en la fi gura. 
No hay fricc ión en ninguna parte. Calcular la ve locidad 
del bloque de 6 kg cuando el ángulo que forma la 

cuerda con la vertical toma el valor 63°. 

31 " 

6 kg 

0.5 rn 

20kg 

34" 

Sugerencia. En todo momento las ve locidades de lo~ 

bloques tienen la misma componente a lo largo de la 
cuerda que los une. 
Resp. \.47 mi s . 
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COORDINACIÓN 
DE SERVICIOS 
DE INFORMACIÓN 

Formato de Papeleta de VencImiento 

El usuarlo se obliga a devolver este libro en la fecha 
señalada en el sello mas reciente 

Código de barras. ,f8~~ 
FECHA DE DEVOLUaON 

- Ordenar las fechas de vencimiento de manera vertical. 

- Cancelar con el sello de "DEVUELTO· la fecha de vencimiento a la 
entrega del libro 
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