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PREFACIO

El presente texto tiene come propdsito principal auxiliar al estudiante en ¢l estudio de la materia de Energias
Mecdunica y Eléctrica, tal como ésta se imparte actualmente en el Tronco General de Asignaturas de Ingenieria en la
Universidad Auténoma Metropolitana en Azcapotzalco.

El contenido de este escrito se distribuye en tres modulos, a saber.

Moadulo L. Cinemdtica reclilinea y plana de la particula.
Mobdule TI. Cinética de la particula.
Médulo 1. Trabajo, energia y potencia. Un enfoque de sisternas.

En estos médulos se incluyen respectivamente 40, 32 y 44 ejemplos resucltos con detalle. El texto contiene ademas un
total de 182 problernas con sus resultados numéricos o algebraicos. Los ejemplos y problemas se han seleccionado con
cuidado, apegandose al nivel introductorio de la materia.

En el moédulo 1, capitulo 1, hacemos una distincidn clara entre los conceptos de marco de referencia y sistema
de coordenadas (No empleamos en cste texto la frase “sistema de referencia™). En el capitulo 2 emprendemos el estudio
del movimiento rectilinec. Hemos usado una notacién consistente para las cantidades cinemadticas empleadas, evitando
la propension a designar con los simbolos t, x, v, etc. las cantidades tiempo, coordenada y velocidad, respectivamente, de
cualquier punto del movimicnto, sin importar que sea un punto arbitrario © un punto particular (es decir, de que dichas
cantidades sean variables o constantes). El capitulo 3 es un tratamiento extenso del movimiento unifermemente
acelerado en linea recta. En los problemas relativos a este tema el estudiante tiene una primera oportunidad de ejercitar
una notacion consistente, de aprender a organizar los datos e incognitas y traducirlos a relaciones matematicas, etc.
Asimismo se da cuenta que en mucbos problecmas existen varios caminos hacia la solucién. Los capitulos 4 y 5 se
dedican a la cinematica de la particula en ¢l plano. Estos capitujos exigen un buen nivcl de matematicas, pero son
indispensables para la comprensidn de los conceptos de velocidad y aceleracién como vectlores.

El médulo IT esta dedicado a la formulacién y aplicaciones de las leyes de Newton y la ley de gravitacién
universal. La discusidn de las leyes de Newton, en el capitulo 6, es diddctica; no entramos en una discusién profunda de
estas Jeyes. En el capitulo 7 aplicamos las leyes de Newton a movimientos rectilineos en que todas las fuerzas que
intervienen son constantes. Damos un método general (el método “DELIRO”) con objeto de que ¢l estudiante no pase
per alto unas etapas importantes en la resolucién de los problemas. Asimismo damos unas reglas para evitar los tan
comunes errores de signo que se cometen al utilizar relaciones cinemalicas en problemas de dinamica. En el capitulo 8
se cfjemplifican las Jeyes de Newton en problemas sobre movimiento circular, donde nos hemos restringido a (a)
movimientos en un plano horizontal con velocidad angular constante, (b} movimientos en un plano vertical bajo la
accidn de la fuerza de gravedad, (¢) movimiento de la Luna vy los planetas, supucstos circulares.

El médulo III trata sobre el tema de la energla, de capilal importancia en ingenieria. Al respecto nos hemos
apartado de los tratamientos estandar de muchos libros de texto. Especificamente, cowno concepio principal subyacente
al desarrollo del tema de energia hemos adoptado el concepto de sistema [fisicof, esto es, el cuerpo o conjunto de
cuerpes materiales al que vamos a aplicar la ecuacién de balance de energia inecanica. Expliquemos.

En muchos textos se introduce la energia practicamente como una funcién matematica asociada con una
particula, y se habla por ejemplo de que “la suma de las energias cinética y potencial de la particula permanece
constante”. La energia potencial, por otra parte, también se¢ asocia con las fuerzas y se habla de “la energia polencial
asociada con la fuerza gravitatoria”. Ademas, pocas veces se estipula cudl es el sistema fisico considerado al aplicar la
ley de conservacion de la energia y otras relacionadas. Este enfoque tiene sus ventajas: permite “librarse” de la teoria
rapidamente y pasar cuanlo antes a resolver problemas. Efectivamente, es posible resolver problemas de csta manera, si
bien son problemas muy simples casi siempre relativos a una o dos particulas. Sin embargo, cn este enfoquc no se
vislumbra una conexién légica con la primera ley de la termodindmica, nl se anticipa una ¢omprension clara de los
balances de energia en sistemas mas complejos como mecanismos, maquinas, sistemas eléciricos, {luidos, ete.

El desarrollo de la leoria sobre el concepto de energia debe tener como fin primordial adquirir una acepiable
capacidad para resolver problemas, los cuales no deben verse exclusivamente como vehiculos para ilustrar la teoria.



Igualmente importante es que la teoria debe desarrollarse con la extension y profundidad necesarias para pisar terreno
firme a la hora de aplicarla. Hemos tratado en este texto de equilibrar arbos propésitos.

Segin el “enfoque de sistemas™ que hemos tomado en relacién con el tema, la energia es una propiedad de los
cuerpos materiales, no de las fuerzas que los solicitan. En especial, la energia potencial es un concepto aplicable a un
sistema fisico eompuesto de al menos dos cuerpos (que interactiian con fuerza conservativa). Asi, en lugar de la frase “la
energia potencial de la particula en el campo gravitatorio de la Tierra” empleamos la frase “la energia potencial del
sistema ( Tierra, particula)”. En los ejemplos de aplicacién de la teoria siempre especificamos el sistema fisico cuya
ecuacién de balance de eriergia vamos a plantear. Este enfoque no es nada nuevo y su principal desventaja es el requerir
de un gran cuerpo de teoria antes de poder pasar a las aplicaciones, Pero el esfuerzo vale la pena, porque el estudiante
pucde cxtender su estudio de la energia en cursos més avanzados sin necesidad de “reaprender” los conceptos
fundamentales.

Dedicamos este libro al Dr. Francisco Medina Nicolau, gran maestro y amigo, por su incomparable labor dt
motivacion e ilustracidn en tantas ocasioncs que tuvimos la fortuna de discutir con €l sobre temas de fisica.
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CONVENIOS SOBRE NOTACION.

1. Cantidades positivas por definicién se escriben en fuente Times New Roman normal de 10 puntos.
Caracteres en fuente normal:

abcdefghijldmnopgrstuvewxyz ABCDEFGHIJLMNOPQRSTUVWXYZ
Ejemplos: masa m, energia cinética K, longitud L, etc.

2. Cantidades algebraicas (o signadas), esto es, que pueden tener signo positivo ¢ negativo, se escriben en fuente cursiva.
Caracteres en fuente cursiva:

abedefghijkimnopgrstunvwiyz ABCDEFGHIJLMNOPQRSTUVIWXYZ

Ejemplos: coordenadas (x, ), energia £, trabajo W, aceleracién @ (magaitud “a”), velocidad v {magnitud “v”), etc.
Lo anterior no se aplica a las letras griegas: ¢, B, 1, 2, elc.
Las “deltas” son siempre cantidades algebraicas AK, etc.

3. Los vectores se escriben en negrita.
Veclores: a,b,¢,....A,B, C,...,Q, w etc.

4. El veclor separacién o desplazamiento entre dos puntos P y Q se escribe PQ. La diferencial de un vector A se escribe
dA. La magnitud del vector A se escribe “A” o bien |A|. La magnitud de PQ se escribe PQ; la de dA se escribe |[dA|.

5. El formato de cursiva y negrita aplicade a un término o frase indica que dicho término o frase esta definiendo un
conceplo nuevo. Ejemplo. En lugar de poner “Se define el (rabajo # como esto o aquello...” se pone “El srabajo W es
esto o aquello... ™. :

6. Para las unidades fisicas se usa la fuenie Courier New en negrita y con un tamafio de 9 puntos.
Ejemplos:

N=200w {(Fuerza normal igual a 200 newton)
m -

a=-4 — (Valor de aceteracion}
]

7. Como es usual en fisica, los simbolos matematicos de las ecuaciones contienen sus unidades fisicas. Asi, en la
igualdad “x = 12 m” el simbolo “x” engloba tanto el valor numérice “12” como la unidad “m”. Ahora bien, en los
caleulos 1nuchas veces suprimiremos las unidades para mejor visualizacién, teniendo cuidado de expresar todo
previamente en ¢l Sistema Intemmacional de Unidades. Al final del cdlculo si atadiremos las unidades, entre paréntesis (si
esto le parece chocante, incluya las unidades en cada paso).

Ejemplo. Calcular W=FAx,con F=24Ny Ax=5m:
W=24-5=120 (N-m}
Si incluyéramos las unidades en cada paso escribiriamos

W=24K-5m=120N"m
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8. Los productos de unidades se indican con un punto * -’ 0 un pequefio guién “ - ”. De esta manera, “mm” es milimetro
¥ “m-m” es metro al cuadrado, por si se lo encuentra algin dia.

9. Para evitar cosas como “consuite la ecuacion §23” o “véase la Fig. 34567, las ecuaciones, figuras, ejemplos y paginas
se numeran desde “1” en cada mddulo. Las figuras de los ejemplos se numeran como en “Fig. EI12b"”, que indica la
figura “b” del Ejemplo 12.

10. Al nimero de pagina se le antepone el nimero del médulo, como en *pdgina 2-12". Cuando hacemos referencia a
una ecuacidn conlenida en la misma pagina o la pagina precedente indicamos simplemente el numero de la ecuacion,
como en “la ecuacién (15)”. Si la ecuacion referida se encuentra “lejos”, se afiade la pagina donde se localiza, como en
“la ecuacion (15)-p8”, que se encuentra en la pigina 8 del madulo actual.
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CAPITULO 1

CONCEPTOS PRIMARIOS

1.1, Introduccion

La cinemdtica es la rama de la mecinica que
se encarga de la descripcion del movimiento, sin entrar
al estudio de sus causas. Este ultimo asunto le compete
a la cinédtica. La cinematica y la cinélica hacen la
dindmica, que es el estudio general completo del
movimiento.

Los conceptos fundamentales de la cinematica
son los de espacio y tiempo. En un primer acercamiento
a cllos debemos basarnos en nuestras ideas intuitivas,
adquiridas a iravés de nuestra cxperiencia cotidiana.
Esto es lo que haremos aqui.

La cinemdtica se clasifica segun ¢l ambito
espacial del movimienio y la clase de cuerpo mévil de
que se trate. Hay cinemdtica rectilinea, cotno su
nombre lo indica, para estudiar movimientos a lo largo
de una recta. Hay cinemadtica plana y cinemdtica en
tres dimensiones. Eb movil puedc ser una particula,
esto es, un cuerpo tan diminuto, en relacién con la
region donde se enmarca su movimienio, que puede
considerarse como un “punto”. Puede ser también un
cuerpe exfendide como un trompo, un avidn, etc. O
puede ser un fluido como un gas, un liquido, eltc.

La cinematica de la particula es basica, pues
ofra clase de cuerpos siempre pueden subdividirse en
un gran numero de particulas. Por ejemplo, para
describir el movimiento de un fluido se podria dividirlo
en numerosos y pequeflos “elementos de fluido” o
particulas, que fuesen digamos cubitos de volumen
] mun’, o bien | em?, u otra dimensién conveniente.
Cosa analoga puede hacerse en el campo de la cinética.
De hecho las leyes de Newton de la cinélica se
enuncian para particutas, y se hacen extensibles luego a
cuerpos mas complejos.

En este texto abordaremos la einemitica de la
particula (llamada tamhién cinemdtica del punto) en
movimiento rectilineo o plano.

1.2. Marco de referencia ¢ referencial

Todo movimiento es una relacidén entre al
menos dos cuerpos: uno es el mdvif, cuyo movimiento
nos interesa observar, descrihir, medir o analizar; el
otro es ¢l llamado marco de referencia o referencial,
cuerpo ¢ “‘plataforma” desde donde se realizan las
observaciones.

El referencial es algun cuerpo rigide que se
adopta como “soporte” (material y conceptual) para la
determinacidén experimental de todas las cantidades
fisicas referentes al mdvil. Esto es, en el referencial se
Sfijan 1os instrumentos y aparatos de medicién utilizados
para efectuar las mediciones de tiempos, distancias,
angulos, etc.,, con que se describe numéricamente
(“numeriza”™) el movimiento. A la vez, el referencial da
significado preciso a las definiciones de las cantidades
fisicas.

El referencial mas comun en ingepieria es una
porcidn de la superficie terrestre o (equivalentemente)
algin cuerpo fyjo a ella, como un laboratorio, un
edificio, et¢. Cuando no especifiquemos ¢l referencial
explicitamenie, supondremos que es éste. Le llama-
remos referencial Tierra. Otro gjemplo de referencial
&5 un vehiculo en movimiento con respecte a Tierra.

Por definicién, dos referenciales (cuerpos
rigidos) que guarden siempre “la misma relacion
espacial” el uno con el otro {es decir, que estén en
reposo relativo mutuo), son eguivalenfes: constituyen
de hecho un mismo referencial. Por ejemplo, el
referenctal “Laboratorio” es equivalente al referencial
“Tierra™.

Si los referencliales estdn en movimiento,
seglin se observan mutuamente, entonces sc (rata por
definicidn de dos referenciales distintos.

La distincién entre referenciales tiene un
eontenido  fisico  fundamental. Los  valores
experimentales de las cantidades fisicas siempre van
ligadas al referencial subyacente, en el sentido de que
no se puede afirmar a priori que tales medidas resulten
tas mismas al efectuarse desde otro referencial distinto.

En particular, dado gque la distincién entre
referenciales se da por sus movimientos relativos
mutuos, todos los conceptos asociados  con
desplazamientos tendran un caracter relaiivo evidenle.
Todos nos percatamos, por ejemplo, de quec la
velocidad de un Automodvil con respecto a Tierra puede
no ser la misma que con respecto a un Tren que viaje
paralelamente a €l. Tampoco es la velocidad del Tren
en general la misma con respecto a Tiewra que con
respecto al Automovil. Adviena que se puede fratar a
un Cuerpo unas veces como el mévil, otras veces como
el referencial. Podemos hablar asi de los referenciales




Tierra, Automévil y Tren, y de los méviles Automévil y
Tren.

En la teoria de la relalividad especial de
Einstein se introduce un nivel adicional més profundo
de “relatividad” de las cantidades fisicas, que foca
incluso los conceptos fundamentales de espacio vy
ticmpo. Sin embargo, no abordaremos este tema aqui.

En la fisica, la frase “segin el observador X
significa “segin se mide desde el referencial X, El
observador no necesariamente es una persona; puede
ser un instrumento ¢ aparato. Por ejemplo, un satélite
artificial puede hacerla de “observador” de fenomenos
atmosféricos o astrofisicos.

Demos otros gjernplos de referenciales:

El Sol se usa como marco de referencia para
describir los movimientos de los planetas del sistema
solar.

e Unavidn cn vuelo.

*  Cierto conjunto de esirellas, de las mas
dislanles de la Tierra, sirve como marco para
estudiar los movimientos de cuerpos celestes.
A este se le llama el referencial de [as
estrellas fijas.

¢  Uncelevador en caida libre.

¢  Una cabina cenirifuga.

e Una estacion espacial en Orbita terrestre.

e La Via Léctea, nuestra galaxia (para el
movimiento del Sol y otras estrellas).

¢  Unvehiculo acclerado en linea recla.

¢ Lapluma de una gria durante una maniobra,

e Un satélite artificial o sonda espacial.

Etc. Gte.

La teoria fisica permite traducir valores
medidos en un referencial a otro. De esta manera, no es
necesario mantener instrumentos de medicion en todos
los referenciales ulilizadvs. EI referencial puede ser
incluso un cucrpo fisico muy pequefio incapaz de
albergar instrumentos de medicién, como por gjemplo
un elemento de un mecanismo.

1.3. Sistema de coordenadas

tna vez escogido un marco de referencia, el
siguiente paso en ¢l andlisis del movimniento es fijar en
él uno o varios sistcmas dc coordenadas, segun
convenga. Por ejemplo, para describir el curso de
navegacion de un barco en alta mar se usa el el sistema
de coordenadas geograficas (longitud y latitud

geograficas) fijado en el referencial Tierra.

Nosotros  usaremos  principalmente  dos
sistemas de coordenadas: el sistema de coordenadas
cartesianas y el sistema de coordenadas polares.

Un sistema de coordenadas consta de uno o
mas puntos (origen, polo) y direcciones especiales
{(gjes), y de un procedimiento para asignar coordenadas
a los puntos del espacio. Cabe hacer notar que estos
puntos y direcciones espcciales se establecen con ayuda
de puntos materales inmutables y facilmente
distinguibles del referencial. Por ejemplo, una mesa de
billar puede hacerla de marco de referencia para
gstudiar el movimiento de las bolas de billar.
Podriamos definir un sistema cartesiano cuyo origen
fuese una esquina de la mesa, y cuyos gjes fuesen dos
bandas perpendiculares.
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CAPITULO 2

MOVIMIENTO RECTILINEO

2.1. Camino o Eje X

En el movimiento rectifineo, como su nombre
lo indica, el mévil recorre un camino recto. En la Fig, 1
se muestran unos ejemplos de movimientos rectilineos.

LMWWVW

Oscilador en el extremo
de un resorte

Objeto lanzado verti-
calmente hacia arriba

(=}

Esferita que cae en el
seno de un
medio viscoso

Objelo atraido en linea
recta por la Tierra

Fig. 1

Sobre el camino se finca un ¢jc de
coordenadas, que se suele designar en general como
Eje X, dotado de un origen O y una escala de longitud.
Podemos visualizar el camine v el gje X como la
Mmisma ¢osa.

La trayectoria de una particula en movimiento
reclilineo puede ser un sélo segmento recto (frayectoria
simple), como por ejemplo las de la esferita y ¢l objeto
atraido por la Tierra (Fig. 1), o bien puede constar de
dos o mas segmentos rectos solapados, como las del
objeto lanzado verticalmente y ¢l oscilador (1g. 1). En
la Fig. 2 se muesira una trayecforia con tres segmentos
lales. Los tres estdn situados sobre el camino o eje X,
pero los hemos trazado en la figura un poco separados
con objeto de distinguirlos bien (lo mismo hicimos en
la Fig. | para el objeto lanzado verticalmente y el
oscitadar).

Traysciona

- N\

; Punto de
Particula retorno

t + t y + t 1

"Origan O Eje X
Fig. 2

Esta trayectoria corresponde a una particula que
inicialmente se mueve hacia la derecha; llega a un
punto de retorno, donde invierte la direccién de su
movimiento; prosigue por ¢l mismo camino hasta un
segundo punto de retomo; finalmente retoma su
direccion inicial de movimiento. En los puntos de
retorno la particula se detiene, ya sea durante un rato, o
bien “momentaneamente’.

Puesto que una misma lrayectoria puede ser
recorrida de muchas maneras (en mayor o menor
tiempo, con paradas en el camino, etc.), el movimiento
no queda determinado tnicamente por la trayectoria. Se
requiere conocer ademdas la correspondencia entre los
puntos de la trayectoria y los tiempos cuando el movil
pasa por ellos.

2.2, Posicién x y tiempo t
A la coordenada del mévil relativa al cje X se
le nombra la pesicidn del mdvil. La denotaremos como

TR

en geometria analitica con el simbolo *x” (Fig. 3).

Teayecloria Mawil en el iempo t

)

1
L +
y T 1 t t T +

G x
— s —

+ + t =m——.
Ee X
Fig. 3

En cuanto a la variable tiempo, la denotarcimos
con “t”. El valor de t es el tiempo transcurrido a partir



de algiin momento (o “instante’) prefijado. Usualmente
esta referencia es el instante cuando se inicia el
movimiento o nuestra observacién del mismo, y se le
hace corresponder convencionalmente al valor t = 0. De
este mado, t sera siempre no-negativo': t = 0.

Usaremos las literales “t” y “x” para denotar el
tiempo y la posicion del punio general (variable,
indeterminado, arbitrario) del movimiento. Estas
cantidades son variables.

Un punto particular {determinado, especifico)
de! movimiento corresponde a valores particulares de t
y x. Estos puntos los distinguiremos mediante un
namero de orden 0, 1, 2, ..., n, ..., etc., conforme a
orden temporal creciente, Asi, el valor t = 0 se asignara
al “punto inicial” o “punto 0", Los valores de t y x para
el punto “i”
cantidades son consiantes. Un punto particular
arbitrario es cualquiera de los puntos particulares que
se hayan definido.

Observe la Fig. 4. Se¢ muesira una trayectoria
en la que hemos sefialado 7 puntos particulares,
numerados del 0 al 6. El reloj s¢ echa a andar cuando cl
mdvil estd en su punto inicial 0, esto es, g = 0 por
definicién. En tal punto el movil tiene una posicién
simbelizada por “xp”.

se escribiran tj y xj, respectivamente. Estas

= 5 &
to T\O 4 3 E -
H H ’2
0: ; I :
: i H i »
Xp a X4 ;1 X Xe EeX
(Origen) x:

Fig. 4

Los puntos 2 y 4 son de retorno. Note que los puntos I,
3 y 5 tienen la misma posicion o coordenada:

X| =X3=Xs
Se diferencian, sin embargo, en sus ticmpos:
ts >ty >t
Entiéndase bien el significado de la variable

tiempo: dade que el reloj se echa a andar cuando la
particula esta cn el punto 0, tendrcmos que

Si se desea podrian considerarse también tiempos negalives. Asi, un
tiempo t = — 5 g se refertria a un instante que es 5 8 anteriera t = {.
Sin embargo, €n csle 1exto supondremos que 12 Q.

e ty es el tiempo invertido por el moévil entre los
puntos 0 y 3.

e t; es el tiempo invertido por el movil entre los
puntos 0 y 6.

e {;—tyes el tiempo invertido entre los puntos 3 y 6.

Observe que x3—~x, =0, peroque t—1t; 20,

2.3. Ecuacién de movimiento

Obviamente, €l mévil no puede hallarse en dos
lugares distintos al mismo tiempe. Es decir, su posicién
x €5 una funcion del tiempo t. La ecuacidn que da a x
como funcién de t se denomina ecuacion de
movimiento:

x=7{t)

En la “potacién fisica™ la relacidn anterior se escribe

Ecuacion de movimiento

M x=x)

Es decir, se usa la misma letra “x” para denotar tanto cl
valor numérico de la posicién como la regla para
asociar valores de t con x (sea una funcién lineal,
cuadratica, sinusoidal, etc.).

Dado que hemos acordado escribir x; para la
posicidén en t;, ienemos la siguiente equivalencia
notacional:

x(ti}y = xj (o también x(t=1t) = x;)

Con la ecuacién de movimiento podemos
calcular directamente dénde se encuentra el movil en
cualquier tiempo dado. Pero no solamente ello; dicha
ecuacion nos permitira extraer todas las caracteristicas
del movimienio (como desplazamientos, velocidades,
aceleraciones, etc.), como explicaremos més adelante.

La siguiente seria una posible ecuacién de
movimiento:

m m m
x=~—5m+3—t+12—2t2 —7t3
5 5 s

Al sustituir en ella algun valor del tiempo en segundos,
obtenemos un valor de x expresado en metros, Por
ejemplo, poniendo t=2 s en la ecuacidén anterior,




x=-5m+83(2s}+1212(25,)2 —13(25)3 =51m
s $ S

Osea,ent=2scl movil se hallaenx=5[m
Para mejor visualizacion se suele suprimir las
unidades fisicas, apuntdndolas por separado:

x=—5+81+120 ¢

(t en segundos, x en metros)

.2.4. Desplazamiento y distancia recorrida.

El desplazamiento es upa cantidad que se
refiere a dos puntos (o instantes) del movimiento,

Se define el desplazamiento del mdvil en el
intervalo de tiempo [, 1f], denotado con “Ax”, como la
diferencia de posiciones:

Desplazamiento

(2) Ax = x(tr) — x{tj) = xp — x;

Desplazamiento es sindnimo de cambio de posicion.
Un desplazamiento nulo en un intervalo [1;, tf]
puede resultar de dos maneras:

e Que la particula no se haya movido en absoluto
durante el intervalo considerado.

¢ Que la particula, a parlir de su posicion xjen t =t;,
haya recorride una trayectoria que la llevd de regreso al
mismo punto xj en t = tr.

En ambos casos, como x; = xy, el desplazamiento es
Axr = 0.

Volvamos a la Fig. 4, reproducida en la Fig. 5,
con el fin de captar graficamente la nocidn de
desplazaniicnto.

Consideremos el desplazamienio entre los
puntos | y 4, dado por

Ax=xs— Xy

La magnitud de Ax es la distancia entrc los puntos | y
4, medida a lo largo del Eje X, o sea |xs — x;]. En cuanto
al signo del desplazamiento, se puede obtener
graficamenie imaginando un vector que vaya desde el
punto inicial x; hasta el punto final x. Si este veclor
apunta en ¢l mismo sentido que el gje X, entonces ¢l
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desplazamiento es positivo, y es negativo en caso
confrario. Entonces el desplazamiento entre los puntos
1 y 4 tiene signo negativo; el desplazamiento entre los
puntos 1 y 6 es positivo, ¥ entre los puntos [ y 5 es
cero.

[]
bz 4 T; i Tt
Y 2y,
0 f o i ~
o] x
| %4 -3
Fig. 5

La distancia recorrida por el mévil entre dos
puntos {o instantes) del movimiento, que denotaremos
con “D7, es la longitud total del recorrido del mévil
enire ambos puntos, La distancia recorrida se mide ¢ fo
largo de la trayectoria, en una y otra direccion del Eje
X. 8i el mavil fuese un automdvil, es lo que marcaria €l
oddémeltro.

Asi pues, para calcular la distancia recormida
digamos entre los puntos 1 y 4 de la Fig. 5, tendriamos
que sumar los tramos de | a 2 y de 2 a 4. Esta claro que
esta distancia vendria dada por

(3) D =1, =)+ g —

Para calcular un desplazamiento no es
necesario conocer los detalles de la irayecioria,
Simpleinente  calculamos  con  la  ecuacién  de
movinnento las posiciones inicial y final y formamos
su diferencia. En cambio, para calcular la dislancia
recorrida durante un lapso [t;, tf] debemos averiguar si
es que existen puntos de retorno entre 4 y tr. En caso
afirmativo, oblendriamos ta distancia recorrida como
una suma de valores absolutos de desplazamienlos
(andlogamente a como en la expresion (3)), en la que
figurarian las posiciones de cualesquiera puntos de
retomo iniermedios enire L ¥ 14

Como vEemos, no es lo MiSIo
“desplazamiento” que ‘“distancia recornda”. Sin
embargo, existe un caso c¢n que la magnirud de un
desplazamicnto si ¢s igual a la distancia recorrida.

Definremos un desplazamiento directo como
aquel que se verifica sin que el movil vierta lu
direccién de su movimiento. Por ejemplo, en la Fig 35
los sigulentes desplazamientos son directos:



Dela2 De2a4d Dedas

51 un desplazamiento es directo si existe igualdad entre
su magnitud v la distancia recorrida. Asi, la distancia
recorrida entre los puntos 2 y 4 es

D = x4 — x| = |Ax] (entre 2 y 4)

Entre los puntos 5 y 6 la distancia recorrida es
D=x5—xs=Ax {entre 5y 6)

La duracién “At” de un intervalo de tiempo
(t;, tr] es el tiempo elapsado entre 1 v 1y, esto es,

Duracion

4) At=tr— |

2.5. Graficox vs. t.

Para darse una idea global del movimiento es
conveniente graficar la ecuacién de movimiento x = x(t)
en un espacio cartesiano abstracto con un eje de
tiempos (Eje t) y un eje de posiciones (Eje X). Un
punto de este espacio plano tiene abscisa “t” y ordenada
“x", esto es, coordenadas cartesianas (t, x).

El grdfice x vs t es el lupgar geométrico de los
puntos (t, x) que satisfacen la ecuacidn x = x(t).

Eche un vistazo al grifico de la Fig. 6. Se
supone que es el grafico x vs t de alguna ecuacién de
movimiento cuya expresién matematica no viene al
caso ahora. Notemos |o siguiente:

» Elegje de liempos tiene parte positiva solamente, ya
que hemos acordado que L = 0.

¢ El movimiento tiene 3 puntos de retorno, marcados
como puntos 1, 2 y 3. En los puntos de retormo la
pendiente a la curva x = x(t) es horizontal.

e La trayectoria del movil entre 15 = 0 y t; consta de
4 segmentos solapados, que hemos trazado a la
izquierda del Eje X. Recuerde que el Eje X es el
camino del mévil. Como se ve, la trayectoria es
una especie de imagen muy angosta (achatada
horizontalmente — <« ) de la curva x(1).

¢ Reciprocamente, la curva x(f) se obtiene
“desplegando™ la trayectoria apropiadamente hacia
la direccién del eje de tiempos. A mayor
despliegue mayor sera e tiempo de recorrido entre
los puntos 0 y 4.

2""} """""""""""" 5

Fig. 6

e A cada punto de la frayecroria le corresponde uno
y s6lo un punto del grafico x(t) y reciprocamente.
En cambio, a un mismo punto del gfe X (o sea a
una posicién x;) pueden corresponderle varios
puntos del grafico, correspondientes necesaria-
mente a tiempos diferentes.

¢ Si la pendiente de la curva x vs t es positiva
entonces el mévil se estd moviendo en la direceién
del Eje X (entre t = 0 y 1), y entre t; ¥ ty); sl &s
negativa, se mueve en direccion contraria a la del
Eje X (entre t; y tp, y entre f3 ¥ L).

La Fig. 7 muestra otro ejemplo de grafico x vs
t. Corresponde a la ecuacion de movimiento de un
oscilador arménico: x = 4y sen @ t. El movimiento del
oscilador, a lo largo del Eje X, estd esquematizado a la
izquierda de dicho eje.

4 X

|




2.6. Velocidad

El concepto de velocidad se ofrece cn una
vartedad de sabores. El de vainilla es e] que se nos
presenta por primera vez en la escuela secundaria, en la
forma

distancia recorrida
tiempo empleado

{5) velocidad =

Esta es la nocién del ciudadarnio comun, y se usa mucho
también en el lenguaje técnico informal. Corresponde
técnicamente al concepto de “rapidez media”, que se
define como sigue:

Rapider media

La rapidez media "Ryp” en un intervalo de
tiempo dado es el cociente de la distancia recorrida
durante este intervalo y la duracién del mismo. En
simbolos,

(6) Rp=—

(D es la distancia recorrida, At es la duracién del
intervalo de tiempo considerado).

Calculemos la rapidez media de un

recorrido en automévil México—Cuernavaca—México.
Tomemos la distancia entre ambas ciudades igual a 60
km y supongamos que los viajes de ida y regreso duran
cada uno 45 min.

Entonces la distancia recorrida es D = 120 ¥m,
y la duracién del recorrido At = 90 min = 1.5 h, por lo

que
120 ¥ Jam
J =80—
1.5n h
Un movil tiene la ecuacidn de movimiento
siguiente:
x=10t-t

(x en mefros, t en segundos).
Calcular su rapidez media en el intervalo [( 9, 12 s].

Hemos visto anteriormente que para calcular
distancias recorridas usando la ecuacion de movimienio
debemos averiguar si ef moévil tiene puntos de retormo
en el intervalo considerado.

Como la funcién x(t) es continua en el
intervalo dado, tendrd un punto de retorno dentro del
intervalo dado si su derivada es cero en algun punto
dentro de dicho intervalo:

;E=[0—2t=0 para 1=5 € [0, 12]
t

{Observe el grafico x vs t en la Fig. E2).

X

25

24m

24 | . . ~ A
Fig. E2
En vista de que efectivamente existe un punto de
retorno, calculemos las posicionesen t={,t=35y
t=12:
x(0)=0, x(5)=25, x{(12)=-24 (w)
La distancia recorrida en [0 s, 12 s] es entonces

D=[25-0|+|-24-25{=74 (m)

y larapidez mediaen [0 s, 12 a] es

Nolemos gue la rapidez media es un concepto asociado
con un mrervalo de tiempo.



Si al evaluar el cociente (7) usamos el
desplazamiento Ax en lugar de la distancia recorrida D,
obtenemos otro sabor de velocidad, denominado
velocidad nmedia:

Velocidad media

La velocidad media “vy” en el intervalo [t;, t]
es el cociente del desplazamiento “Ax” durante este
intervalo y la duracion “At” del mismo. En simbolos,

Ax
(7) Ym _E

(& = x(tr) — x(tj) = xp—xi, AL=I-1)

La ecuacion de movimiento de un movil

viene dada por

x=-2¢€+47-1t+8

(x en metros, t en segundos).
Calcular la velocidad media en el intervalo de tiempo
entfret; =2syt; =10 =.

Para calcular velocidades medias no es
neccsario obtener los puntos de retomo (si existen) en
el lapso considerado, ya que lo que se requiere son
unicamente las posiciones del moévil en los tiempos
extremos del intervalo de tiempo dado.

Calculemos las posiciones del moévil en estos
tiempos {valores en metros):

x=x(t=2)=-202+402)-2+8=56
;cf=x(r= 10) = =2(10%) + 4(10%) - 2 + 8 =-1594
Entonces el desplazamiento en el intervalo dado es
Ax=xp—x;=-1594 - 6 =-1600

Por otra parte la duracién del intervalo dado es (en
segundos):

At=10-2=8

y entonces la velocidad media en ¢l intervalo dado es

Ax_ -1600 m

="n= =-2002
At Bs 8

Ym

El concepto de velocidad media tiene poca
utilidad practica cuando se refiere a intervalos de
tiempo muy grandes, sobre todo si el intervale incluye
puntos de retomo. Por ejemplo, al calcular la velocidad
media en el recomido México-Cuemavaca-México
considerado en el Ejemplo [ obtenemos el valor 0,
puesto que el desplazamiento entre el punto de partida
{México) y el punto final {México) es igual a 0. Lo que
ocurre agui es obviamente que el desplazamiento es
positivo en el viaje de ida y negativo en el viaje de
regreso, de modo que el desplazamiento total es igual a
cero.

La velocidad media puede ser positiva,
negativa o cero, seghn Ax sea mayor, igual o menor que
cero, respectivamente. Un wvalor 0 de la velocidad
media indica ya sea que el mdvil no se movidé en
absoluto, o bien que al final del lapso regreso al punto
de partida.

En contraste, la rapidez media siempre es
positiva, ya que la distancia recorrida DD siempre cs
positiva. La tnica manera en que la rapidez media
pucde valer 0 es que el mévil no se haya movido en
absoluto durante el lapso considerado.

Un uso importante del concepto de velocidad media es
el de servir como “intermediario” en la obtencién del
concepto mas general de velocidad: el de velocidad
instantanea.

Existe un tercer sabor de velocidad, que es ¢l
mds general: el de velocidad instantinea. Como su
nombre lo indica, es una velocidad asociada ya no con
un Intervalo de tiempo, sino con un instante.

Para medir una velocidad media en el
laboratorio es necesario medir la distancia que recorre
el movil en un lapso de tiempo dado. Si durante este
lapso el mdvil no invierte la direccién de su
movimiento {0 sea si su desplazamiento es directo),
entonces la distancia recorrida D coincidird con el
desplazamiento Ax y la medicién dard indistintamente
la rapidez media Ry 0 la velocidad media vy, durante el
lapso de medicidn,

Ahora bien, si la medicién es reproducible y
vamos reduciendo la duracidn At del intervalo de
medicion, y calculando las correspondientes veloci-
dades medias, llegaremos a upa situacién en que
reduciones ulteriores de At ya no afectan el valor de la
velocidad media, dentro de cierto grado de precisidn
supuesto. Demos un gjempla.



LEn la Fig. B4 se muestra un arreglo

experimental para medir la velocidad media de una
bala, correspondiente a un certisimo lapso de tiempo
después de ser expulsada. La bala pcrfora dos hojas
delgadas pricticamente sin allerar su velocidad; las
hojas estan fijas a una flecha giratoria que efectua “n”
revoluciones por segundo (“n”' s¢ mide con un medidor
de revoluciones o tacdmetro acoplado a la flecha).

Pistola w W

Motor \ RPN SN VY A R =
L

(=

Tacometro

Fip. E4

Como veremos enseguida, cl intervalo de
tiempo de esta medicion sera del orden de 1 milésima
de segundo:

El tiempo inverlido entre las hojas se calcula a
partir del angulo que definen ambas perforaciones.
Supongamos que la distancia entre las hojas sc fija en
300 mm, que n = 60 revoluciones por scgundo, y que el
angulo girado resultd de 20°. En virtud de que las hojas

1 |
giran 360° en %0 de segundo, girardn 1° en'éaf 360 de
segundo y 20° en una fraccion de segundo igual a
1
20 x 50 * ﬁ = (.00092 5. Entonces la velocidad

media es

v = 03m 1260
0.00092 s =
Repitamos la medicién separando ahora las

hojas en 200 mm. Obtendriamos para vy, practicamente
el mismo wvalor. Se justificaria decir entonces que el
valor de 326 m/s es la velocidad de la bala en e
instante en que es expulsada. Esta veloeidad
“extrapolada” se denomina velocidad instantanea (o
veloeidad, a secas). La denotaremos con el simbolo “v

R3]

Hasla aqui lo que se refiere a la medicion de
una velocidad “inslantdnea”. Analicemos ahora el
proceso de calcufar una velocidad instantinea para un

mévil cuya ecuacion de movimiento se conoce. Para
ilustrar, consideremos uno cuya ecuacion de
movimiento es

(8) x() = 20 +ad o t+3

Traduzcainos a lérminos matematicos el
proceso de medicion de la velocidad instantanca.
Debemos calcular la velocidad media en un intervalo
que empieza en un instante t cualquiera y cuya duracién
At es arbitraria, o sea el intervalo [t, t + At]. Luego se
va reduciendo At.

E! desplazamiento en el intervalo [t, t + At]
viene dado por la diferencia de posiciones en ios
extremos del intervalo, o sea x(t + At) — x(t). Se tienc

X1+ a0 =20+ A +4(t+ a0t (t+an+8=

=—2t3+4t2—t+8+(—6t2+8t—l)At+

+ (= 6t YA - 2An
La velocidad media en el lapso [t, t + At es, por (7),

)
L+ At}=x(1
Vi :JC(—A)_L)z—étZ 8L =1+ (=6t +d)A1 - 2(a1)?
t

= vl A0

Como vemos, v, es una funcidn tanfo del instanie
inicial + como de la duracidon Al. Ahora bien, la
expresion (9) fiene sentido incluso para el valor

At = 0, lo cual corresponde a “colapsar” ¢l intcrvalo de
ticmpo [t, t + At] a su instante inicial “t”. Poniendo

Ar=1{0en (9) tenemos
(10)  vult, 0) = — 6" + 8t - 1

Esta expresién no es propiamente una vclocidad
“media” porque ya no se refiere a un intervalo Al, sino
a un instante (. Es la velocidad instanidnea correspon-

o,

diente al instante t, denotada con “v™:
(1) w)y=-6t2+8t—1

Six(t) es una funcién potinomial, como en (8).
es valido poner ta veloeidad instantanea igual al valor
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que loma la velocidad media vy, (t, At) para At=G:

Velocidad inslantanea = v(t) = v(t, 0)
(s x(t) es polinomial}

Para otras clases de funciones x{t) el insertar
At = 0 en la expresion v (L, At) puede conducir a una
indeterminacidn del tipo *0/0™. En estos casos se evalua
la velocidad instantanea en la forma

v=lim v, (t, At}
Al—=0
¢ equivalentemenie,

x(t+ AL — x(t) - lim Ax

(12)  v) = lim
At-30 At Al—0 At

Esta es la operacion matematica de sacar ta derivada de
x(t} con respecto al liempo:

Naturalmente, si el eje X en esta figura se dinge hacia
la izquierda, los signos de las velocidades se
mtercambiarian.

La magnitud de la velocidad instantanea v,

denotada con | v | o con *“v”, se denomina la rapidez
instanignea (o simplemente la rapidez)

Rapidez (instantinen)

(14) Rapidez instantanea =|v|=v

Velocidad instantinea

drx
(13) w(t) = E

Es muy conveniente visualizar la cantidad

gy : dx
dx” que aparece en la derivada v=d— COMmo un
t

pequefio desplazamiento directo que tiene lugar en un
corto tiempo “dt™. Con esto la velocidad instanténea se
interpretaria simplemente como el cociente de distancia
recorrida y tiempo empleado. En relacién eon la
medicién de la velocidad de la bala, lratada en el
Ejernplo 4, podriamos figuramos que dt = 0.00092 s y
dx =300 mm.

Una velocidad instantinea positiva significa
que el movil se estd moviendo en la direccion del eje X,
puesto que v > G implica que dx > 0. Si la velocidad
instantanea es negativa, el mévil se estd moviendo en la
direccién contraria a la del eje X.

Es muy conveniente utilizar flechas para
indicar la direccién (v con ello el signo) de la velocidad
instantdanea, como en la Fig. 8.

v va(

_— 1—[:]
g5 e x

Fig. 8

Ya ne hay méds sabores de velocidad.
Recopilemos aqui las diversas nociones que hemos
introducido:

. D
Rapidez media Ry, = ™

Velocidad media vy, =—
At

Velocidad (instantanea) v = %

dx

Rapidez (instantanea) v} =v = "

Cuando usemos los términos “veloeidad™ y
“rapidez”, a secas, nos estaremos refiriendo a la
velocidad y rapidez inslantineas.

2.7. Interpretacion grafica de las velocidades
media e instantinea
La velocidad media v, y la velocidad
instantanea v poseen interpretaciones geométricas
simples en el grafico x vs t. De la expresion general

vmz%f vemos que la velecidad media es la

pendiente de la recta que coneeta los puntos P(t, x) y
Q(t + At, x + Ax} en el espacio cartesiano t-x. Esta recta
se denomina secante {Fig. 9).



x(t+ Af)
x(®

Fig. 9. (Espacio cartesiano t-x).

Hacer tender At — 0 equivale a ir acercando el
punto Q@ cada vez mdas a P. La secante se va pareciendo
cada vez mas a la reeta tangente a la curva x = x(1) en
P. Por consiguiente,

La velocidad instantanea en P es igual a la
pendiente de la tangente trazada a la curva x vs t en el
punto P.

En un maximo o minimo de fa curva x vs t Ja
langente es horizontal, paralela al eje t. Entonces su
pendiente es cero, lo cual corresponde a velocidad
instantanea cero. Por otra parte, si el grafico x(t) posee
un tramo reclo, en ese tramo la velocidad instantanea es
constante.

De esta manera, ¢l grafico de la ecuacién de
movimiento x = x(t} da informacidn no soclamente sobre
las posiciones del movil, sino también sobre las
velocidades medias e instantincas, a través de las
pendientes.

E'icmﬁlo S] Describir grosso modo el movimiento cuyo
grafico x vs t cs ¢l mostrado en la Fig. ES.

Imaginemos que el moévi] se desplaza a lo
largo del Eje X.

El mévil parie del punto x = x,, situado sobre
el Eje X. En esle punto la pendicnte del gréfico es
positiva, de tal modo que la velocidad es positiva, es
decir, el mévil se mueve hacia la direccidn +X.

A partir dcl punto A la velocidad va
disminuyendo (la  pendiente del grafico va
disminuvendo} hasta hacerse nula en el punto B, donde
el movil se detiene.
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Entre los tiempos tg ¥ tc el grifico es una recta
paralela al Eje t. Durante este lapso el mévil permanece
en reposo en el punto x = xg = xc.

hX

Fig. ES

En = tc el movil se desplaza en direccidn —X
(velocidad negativa}, arribando al punto 1), donde varia
su velocidad abruptamente de un valor negativo a uno
positivo. Entre t = tp y t = tg el mdvil se mueve en la
direccién +X.



2.8. La velocidad instantinea es una “tasa”

Una velocidad instantinea de, digamos, &
metros por segundo, jsignifica que el movil, desde el
instante a que se refiere dicha velocidad, recorrera 8
metros en un segundo? {No!

No es valido proyectar indiscriminadamente la
velocidad instantdnea. Todas las derivadas matematicas
son tasas. En particular, la velocidad instantanea es la
tasa a la que el mévil gana distancia en relacion con el
tiempo.

EjeX
4

x=11m

X:Brn1

t=4s t=39s

Fig. 10

Examinemos el asunto graficamente. En la
Fig. 10 esta el grifico x-t de algin mévil. Como vemos,
la posicién del mévilent =4 s es x = 3 m, La recta PQ
se supone que es la tangente a la curva en el punto P.
La pendiente de esta recta tangente, como dijimos, es
igual a la velocidad instantdnea en P, o sea

_@ &m m

PR: s

Vp

Si a partir de P el mévil recorriera 8 men 1 s,
arribaria al punto QQ, en x = 11 m. Bsto es evidentemente
falso. El méwvil llega realmente al punto S en t =5 a.
Solamente si el grafico x vs t es una recta es valido
proyectar para tiempos arbilrariamente grandes. Este es
el caso para el “movimiento uniforme”, que trataremos
a continuacion.

2.9. Movimiento uniforme
En el movimiento mas simple de todos, la
posicion x es una funcién lineal del tiempo t:

(15) x=A+Bt (A, B constantes)

La interpretacion fisica de las constantes 4 y B es
inmediata:

Poniendo t = 0 en (15) obtenemos

x=x(t=0)=4
Sacando la derivada de x(t) con respecto a t
obtenemos

v=4_ (la velocidad es constante).

Luego, (15) se escribe mejor en la forma mas
reveladora siguiente:

Ecuacidn del movimiento uniforme

(16) x=xptvt

Esta clase de movimiento se denomina
uniforme, Se verifica en linea recta con velocidad
constante v. Tiene las siguientes propiedades:

e Su grafico x vstes una recta (Ejemplo: Fig. [1}.

e La velocidad instantinea, que es constante,
coincide con la velocidad media calculada con base en
cualguier intervalo de tiempo [t, t+ At]:

dx Ax
17 v= v obien —=— (At arbitrario
a7 m i ( )

¢ En el movimiento uniforme todos los
desplazamtientos son directos, de modo que la magnitud
del desplazamiento, |Ax{, coincide con la distancia
recorrida D.

— - - - - - -
—sft-—--——----
L 2

2

Fig. 11. Grafico x vs t de un movimiento uniforme.
Los problemas sobre movimiento uniforme
son muy simples. Se pueden resolver partiendo de la

ecuacion de movimiento (16), o sea

[(16)] x=xp+vi




Los parametros x; y v pueden ser conecidos o no. La
estrategia consiste en aplicar (16) para determinar estos
pardmetros, tras lo cual aplicamos la actualizada
ecuacidn de movimiento para calcular las demas
incégnitas.

Altemativamente se aplica la relacién

~ &
[anr v= o

a un intervalo conveniente.

Nota importante

Tenga presente que la velocidad instantanea se
puede caleular como el eociente del desplazamiento Ax
y la duracion At, como en (17), solamenie si el
movimiento es uniforme (pues solamente en este caso la
velocidad instantdnea coincide con la velocidad medta)
En ¢l caso general habria que sacar ta derivada de Ia
posicién con respecto al tiempo.

Una particula ¢jecuta un movimiento

uniforme. Se sabe que a los tiempos 2 8 ¥ 6 = les
corresponden las posiciones —6 m y 14 m, respectiva-
mente. Obtencr la ecuacidén de movimiento. ;Donde se
halla la particulaent =9 87

Planteemos la ecuacion de movimiento en la
forma

(rl) x=xptvl

Aparecen aqui las incognitas xp y v.
Sabemos que en t = 2 s, x = —6 m. Pongamos

estos valores en la ecuacién (r1):

{r2) —6=xy+v-2

También sabemos queen t=6 8, x= [4m

(r3) fd=xg+v-6

Resolviendo simultdneamente (r2) y (r3) hallamos
xg=-16 v=>5

La ecuacién de movimicento es entonces

{rd) x=-1l6+5t

Ahora podemos obtener la posicidnen t= 9 s:
x(1=9=-16+5-9=29 (m)

Método alterative.
En virtud de que conocemos las posiciones

correspondientes a dos valores del tiempo, podemos

calcular directamente la velocidad.
La duracién dei lapso dado [2 s, 6 s] es
At=6s-2s8=4s

Por otra parle, ¢l desplazamiento en este lapso es
Ar=14m—(-6m)=20m

Asique la velocidad es

@) v=2X.20m_
At 48

52
8

Escribamos ahora la ecuacién de movimiento en la
forma (16), insertando el valor conocido de v:

(r6) x=x+5t

Para calcular x; usamos aqui el dato x{t = 2) = -6:
-6=x3+5(2)

= xg=—16 (posicion inicial)

Etc.

<Nota. Alternativamente podemos usar en (ré) el dato
x(1=6)= 14. Llegariamos al mismo valor para xq.>

Un automdvil realiza un movimicnto

uniforme con vclocidad de 36 — | ;Qué distancia
L

recorre en 5 segundos?

Ax=7

:
|
I )
'

o M=%
O—0

Fig. E7
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En el mevimiento uniforme todo es color de
rosa y la distancia recorrida es el producto de la
velocidad y el tiempo empleado. Para demostrarlo
tomemos en cuenta que en esta ¢lase de movimientos se
tiene

Ax

(rl) v=—
At

(donde Ax y At son el desplazamiento y la duracién

correspondientes a un intervalo de ticmpo de cualguier

tamaiio). Por otra parte, como todos los desplazamien-
tos en esta clase de movimiento son direclos, se cumple
que

x| =D

y enlonces de (rl) tenemos

(18) D =v At (distancia = velocidad x tiempo)
donde v = | v | = rapidez. La férmula (18) nos es
familiar desdc la escuela secundaria.

Nota. Un poco mas adelante explicaremos cémo
calcular distancias recorridas cuando el movimiento no
es uniforme. Veremos que hay que cfectuar. una
mtegracion.

Hagamaos el cdleulo:

D=v m:36}3\i-5g=35100¢=50m
h 3600 s

Y si el movimiento no fuera uniforme, podriamos
calcular la distancia con los datos proporcionados? No,

2.10. Aceleracién.

St la velocidad de un mdévil va carnbtando, el
moévil estd acelerado. Se define la aceleracion “a” de
un movimiento como el ritmo de variacion de la
velocidad, en [a forma

Aceleracion
d 2
19 o= 4
dt di 2

En general la accleracion de un movimiento es
funcién del tiempo, es decir, la velocidad no va
cambiando siempre a ja misma tasa ¢n el ranscurso del
Lempo.

En el caso especial del movimiento uniforme
la aceleracidon del movimienio obviamente es ccro, ya
que la velocidad es constante.

Sila aceleracién es constante el movimiento se
denomina uniformemente acelerado: la velocidad
disminuye siempre en la misma cuantia cada unidad de
tiempo. Demos un ejemplo.

Supongamos que la aceleracién de un movil es
a=-5m/s% y que en t =0 el movil posee velocidad
inicial v = 20 m/s. El valor constante “a = -5 m/s""
significa que la velocidad va cambiando a razén de -5
m/s cada segundo; por lo tanto, en los 4 segundos
sucesivos a partir de t = 0 toma los valores

v=15m/sent=1|s
v=]0m/sentl=2s
v=5m/sent=3s
v=0m/sent=4asa

Ahora bien, el valor v=0en t =4 s no significa que el
mévil se detiene permaneniemente. A partirde t=4 g
la velocidad toma los valores

v=-Sm/sent=5s
v=-=I0m/gsent=6s
v=—]Sm/sent=7s
v=-20m/sent=8s
Etc.

Comeo vemos, la velocidad sigue disminuyendo a razén
de 5 m/s cada segundo. Estas velocidades negativas
indican que el movil inviric su direccion de
movimienio en t = 4 s, tiempo cuando su velocidad
llegd a anularse {(momentaneamente).

Un ejemplo tipico de esta ¢lase de movimiento
es el que realiza un objeto que sube o cae verticalmente
bajo la tnica acciéon de su peso cerca de la superficie
terrcstre. Se le Hama movimiento de caida libre, y su
aceleracion, llamada aceleraclon de caida libre o
aceleracion de la gravedad, vale aproximadamente

m
=98 —
S2

TP

Este valer se suele abreviar con el simbolo g™
Cuidese del siguiente error comun:

iError!  “Cuando un cuerpo se lanza verticalmente
hacia arriba, la aceleraeidn vale cero en el punto de
maxima altura.”



Lo que es cero alli es la-velocidad, no la
aceleracion. Al llegar el cuerpo a su punto de maxima
altura su velocidad sigue cambiando, a razon de 9.8
m/s cada segundo.

Algunos otros errores y confusiones que
surgen infortunadamente en el analisis del movimiento
rectitineo provienen de no caer en la cuenla que la
velocidad y la aceleracién son cantidades con signo
algebraico. Al respecto, he aqui una pregumnta que
causa extrafieza a primera vista:

(Es posible que mientras la velocidad de un
movil vaya disminuyendo, su rapidez (o sea la
magnitud de 1a veloeidad) vaya aumentando?

La respuesta es: si es posible. Basta con dar un ejemplo
numérico: si la velocidad pasa del valor v =— 4 /5 al
valor v = —10 m/s, tenemos una disminucidn de la
velocidad, puesto que se hace mas negativa. Sin
embargo, la rapidez pasa del valqr | = 4 m/s al valor
[v] = 10 m/s, 0 sea, experimenta un awmento. En este
caso, aunque la velocidad v del mévil va disminuyendo,
jel mévil se va moviendo mas rdpidamente! Esta
circunstanicia no causa grandes problemas en la
practica, empero.

Una aceleracidn  positiva  se  representa
mediante un vector que apunta en ¢l mismo sentido que
el Eje X, y una negativa mediante un vector dirigido en
sentido contrario al Eje X.

Para interpretar el signo de la velocidad
conviene compararlo con el signo de la velocidad.
Veamos.

Si las flechas que representan la velocidad y la
aceleracion tienen la misma direccién, como en los
casos 1lustrados en la Fig. 12, entonces la rapidez del
movil va aumentando. En estos dos casos v y & son
ambas positivas o ambas negativas.

v>0,a>0
Rapidez aumenta.

v<0,a<{
Rapidez aumenta.

Eyh“

Eje X

Fig. 12

Por ofra parte, si v y g tienen signos distintos, como en
los casos ilustrados en la Fig. 13, la rapidez del moévil
va menguando.

v<0,a>0

Rapidez disminuye.

v>0,a<0
Rapidez disminuye.

_a .
Y a—
-ﬂ

Eje X

Fig. 13

Para evitar errores de signos, se recomienda
incluir en las figuras las flechas asociadas a las
velocidades y aceleraciones.

Cuando la velocidad y Ja aceleracidn apuntan
cn direcciones opueslas decimos que el movil estd
desacelerado. En estos casos se le llama alternativa-
mente desaceleracion al valor numérico de Ia
aeeleracidn, y en algunos casos a la magnimud de la
aceleracién, Por ejemplo, si se dice que un mévil tiene
en un momento dado una velocidad de 10 m/s y una
desaceleracién de 2 m/s?, entonces la aceleracion del
mévil es @ =—2 m/a? (signo opuesto al de velocidad).

La relacién entre la aceleracion y las
variaciones de la rapidez se comprenden mejor a la luz
de la segunda ley de Newton. Esta relaciona Ja
aceleracién directamente con la fuerza total que actua
sobre el movil, en la forma

F=ma

(Fuerza = Masa x Aceleracion)

Segun esta ley los signos de a y F son iguales.
ya que la masa “m” siempre s positiva. Asi que siun
mévil posee aceleracidn entonces debe existir sobre él
una fuerza nela en la misma direccion gque la
aceleracion. Apliquemos esto a los casos de la Fig. 12;
en ambos existe una fuerza sobre el automoévil en la
misma direccion que la velocidad, que provoca un
aumento de la rapidez. En cambio, en los casos de la
Fig. 13 Ja fuerza se opone a la velocidad (el mavil cs
“refrenado™) por lo que ia rapidez va disminuyendo.



Ejemplo 8. La ecuacién de movimiento de un moévil es
la funcion cuadratica del tiempo

x=A+Bt+Ct

donde 4, B y C son constantes. Interpretar fisicamente
estas constantes.

Poniendo en la ecuacidn dada t = 0, dempo
que suponemos corresponde al punto inicial del
movimiento, designado como “Punto 07, tenemos

(t=M=xp=4

Hemos interprelado asi la constante 4: es la posictén
del movil en el instante inicial t = 0.

Derivemos x(1) con respecto al liempo para
obtener la velocidad como funcidn del tiempo:

v=B+2Ct

Poniendo aqui t = 0 obtenemos vt =0} = vy = 5.
Fmalmente, la aceleracion es la derivada de la
velocidad, o sea

a=2C (constanie)

de donde C = a/2. Entonces la ecuacién dada puede
ponerse también en la forma mas descriptiva siguiente:

I
x=x0+v0t+5 at2

En el grafico x vs t, los puntos (t, x) donde la
accleracién vale cero son puntos de inflexién. En estos
puntos la pendiente a la curva (es decir, la velocidad)
pasa de ir aumentando a ir disminuyendo, o viceversa.

Analizar en el intervalo {0 s, 8 s] €] movj-

miento rectilineo descrito por la ecuacién de
movimiento

x=-t+ 1415 -5+ 70

(x en metros, t en segundos)

Estudie el grafico x-t del movimiento en la
Fig. 9a. Tenga presente que ¢l movimiento ocurre a lo
largo del eje X, La trayectoria del movil esta dibujada a
la izquierda del eje X con linea gruesa.

Fig. E9a

Derivemos la ecuacidén x{t) para obtener la velocidad
como funcién del tiempo:

=3t + 28159
La velocidad es cero para
t=3214 y t=6.120,

tiempos que corresponden a valores extremos de la
funcién x(t), donde la tangente a la curva x(t} es
horizontal. En este ejemplo se frata de puntos de
retomo, si bien podria tratarse también de puntos de
inflexidn en otros casos.

La aceleracién viene dada por la derivada de la
velocidad:

a=-61+28

Esta se hace cero en t = 4.67, Corresponde al punto “P”
del prafico. En este punto la velocidad pasa de ir
aumentando a ir disminuyendo (jalgebraicamente!).
Efectivamente, la pendiente de la curva x(t) va
aumentando desde el valor v=-5% en t=( hasta el
valor v=6.33 ent=4.67. En este momento empicza a
disminuir desde el valor v = 6.33 hasta el valor v=-27
en1=28.

La rapidez disminuye entre los puntos | y 2,
de 59 a 0; aumenta de 2 al punte P, de 0 a 6.33; luego
disminuye de P a 3,de 6.33 a0, y aumentade 3 a 4, de
0a27.



La distancia recorrida por el movil entre los
instantes ;, =0y L, =8 s es

iax(1 = 2)] + |Ax(2 = 3)| +Ax(3 — 4)| =
=78.21+ 12.27+22.06 = 112.54

Esta se calculd de los valores x; = 70, x; =~ 8.2,
x3=4.06 Y Xy = - L8,

En la Fig. E9b se muestran superpuestos los
graficos de posicidn y veiocidad contra ¢l tiempo. Se
advierte que cuando la velocidad es méxima la
aceleracion es eero, y que cuando la velocidad es cero
[a posicion tiene un maxime o un minimo.

smay = 70 vmax = 6.33

sroin = 18 vmin = -53

Fig. ESb

Ejemplo 10, Una particula gjecuta un 1movimiento de

acuerdo con la ecuacidn

x =3

(¢ en metros, 1 cn segundos)
Graficar la ecuaeién. Calcular la velocidad vy
acelcracion para cualquier tiempo t, y los tiempos en

que estas cantidades son cero.

El grafico x vs t se muestra en la Fig. E10.

TS

b Eie X
0.406 - z
t) =0.293
5 ta=1
ty=1.707
1
Ejet
0 : ) . >
i 2 3 4 5 ]
Fig. EiG
Se tiene
v:-qx~=6e"21(t-t2)
dt
a= e —ai2dy
dt
La velocidad cs ceroen t =0 y en t = | (el

maxime absoluto de x(1)).

La aceleracion es ceroen 1=0.293 y 1= 1.707,
cotrespondientes a los punios 1 y 3 del grafico, donde
la pendiente pasa de ser creciente a decreciente o
viceversa,

La rapidez del mévil aumenta en los lapsos
[0, 0.293] y (1, 1.707], y disminuye en los lapsos
[0.293, 1)y [1.707, ).

Eu la vecindad de los puntos 1 y 3 la curva x
¥S t se asemeja mucho a una recta. La razdn es que muy
cerca de estos puntos la aceleracion es casi cero, o sea
¢l movimiento es praclicamente uniforme alli, y como
sabemos, el grafico x vs t de un movimiento uniforme
es una recta,

Ejempls 11) Un oscilador arménice simple tiene por

ecuaeion de movimiento la siguiente:
(r1) x=Acos{w1+ 8}

donde @ y & son constanies (positivas o negativas).
Demostrar que:

(a) La velocidad varia perigdicamente entre los valores
limites —0A v @A,
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{b) Se cumple la siguiente relacion entre la posicion y
la aceleracion:

Fig. E10
Derivemos x(t) para obtener v(t):
v=-—-w A sen (ot + 8)

Como la funcién “seno” varia periédicamente entre los
valores — 1 y +1, la velocidad variara entre los valores
-~ WA Yy A,

Volvamos a derivar para obtener la
aeeleracién,

a=—-a’A cos (wt+8)
Comparando (r2) con (rl) tenemos que
a=-o'x

Nota. De acuerdo con la segunda ley de Newton,
F=ma, la fuerza sobre el oscilador es F = — mo’ X0
bien #=-k x, donde k es la constante ma’,

2.11*. Representaciones alternativas
del movimiento.

La ecuacion de movimiento, x = x(t), contiene
informacién completa sobre el movimiento. De ella
podemos calcular la velocidad y la aceleracion como
funciones del tiempo.

Existen otros modos de determinar un
movimiento. Podriamos especificar la velocidad v
como funcién del tiempo, o bien como funcién de la
posicion. También podriamos dar la aceleracion como
funcién de una cualquiera det, x 6 v.

Cantidad Funcidn de
X t
v tox
a tLLxoOv

En forma todavia mds general, la velocidad puede darse

como funcién de ambas t y x, 0 sea v = W, x), y la
aceleracion como funcidn de las tres: a = a(t, x, v). Sin
embargo, no trataremos estos casos aqui.

Veamos algunos ejemplos.

Dada x{t), sabemos como pasar a v(t), y de ésta
a a(t): derivamos con respecto al tiempo. El proceso
inverso, o sea pasar de a(t) a w(t) y de ésta a x{t), se
efectia mediante la operacion de “integracion”.

Para obtener v(t) a partir de a(t) es preciso
conocer ¢l valor “v,” de la velocidad para algin tiempo
particular “t;”.

La aceleracién de un mévil como funcion

del tiempo viene dada por la expresion
aty=4-t+5¢

Dado que en t = 2 la velocidad es v = 6, oblener w(t}.

He aqui un procedimiente formal para
resolver. Partimos de la definicién de aceleracién como
la derivada de la velocidad:

d
—;=4—t+5t2

Luego “separamos las variables™
dv=(4-t+50)dt

Seguidamente integramos cn ambos lados de la ultima
refacidn:

Edv: E(4—t+5t2)dt

Fijese en los limites de la integral. Los limites
superiores son valores indefinidos (v y “t”) de las
respectivas variables de integracion. Los limites
inferiores son valores particulares “apareados” de
dichas variables (al limite t = 2 le corresponde el limite
v =6, segin ¢l dato).

Finalmente  efectuamos las  integrales
definidas:

1, 53]
v _lge = 2 —t3
[V}G t 2[ +3 :|2
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Los pasos seguidos en este ejemplo para
obtener v(t} a partir de a(t) los podemos resurmir en esta
férmula:

Obtener v(t) a partir de aft)

(20) vty = v, + L‘ a(t)dt donde v, = w(1,)

Para obtener x(t) a partir de v(t) es preciso
conocer ¢ valor “x,” de la posicidn para algin instante
particular “t,”.

Ejemplo 13. Para el movil del gemplo anterior,

obtener x(t) sabiendo queent=1,x=-3.
El procedimiento es analogo al del ejemplo 11.

ix—:—4—0+4t—it2 +2t3

dt 3 2 3
4

T B SV SR LR P
3 2 3

> it
J.Y dx = I[—ﬂ+4t~lt2 NERER P
-3 1 3 2 3

t
4
[x)5; = ——01+2t2 —lt3 +il’4
3 6 12 |

= )::130—4—30t+212 —%1J+—5—t4

El procedimiento de este ¢jemplo se resume asi:
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jemplo 14| Dada la aceleraciédn como functén del

tiempo en la forma

4

o 1)2 (te[0,5])

a=

obtener w{t) y x(t), con los siguicntes datos adicionales:

De aeuerdo con (20), pongamos cono
integrando la expresién de a(t):

4 4 1"
SRR SN KX
L@-oz 9-tlq
76 4
= )= ——+ —
Y=g e

Usemos aliora la férmula (21) para calcular x(t):

L

¢

Como sabemos, la aceleracion viene dada por

dv  d?%x
Q=—=—
dt qi?

Existe otra féormula, muy 1lil, que se obtiene aplicando
la regla de la cadena en la siguiente forma:

Obtener x(t) a partir de v(t).

1) ﬂo=h+Lﬂmmt donde x, = x(t,)

dv dv dx dv
g — . 2 _27

22 == = =
(22) dt dr dt  dx Y

La aplicarcinos en el siguiente ejemplo.
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Ejeraplo 15, Un punto se mueve a lo largo del Eje X

de acuerdo con la ley
v=2x+3

En t = 1 el punto pasa por el origen. ;Cuanto vale su
aceleracidn entonces? ;Cuanto tiempo le lleva
desplazarse desde el origen hasta el punto x = 13.5?
Calculemeos la aceleracién usando la relacion
dv

a=VvV—:

du
a(Vi=v— =2x+3) - 2=4x+ 4
) ™ ( ) x

En el origen (x = 0} la aceleracién vale 6.

Para obtencr la relacién entre la posicion y el
tiempo, usamos la definicién de velocidad v = dx/dt e
mtegramos. Pongamos t; = (tiempo cuando el punto
esti en x = 13.5).

v=2=2x+3
dt
& =dt
2x+3
13.5 t
= J. & :J‘]dt
0 2x+3 1

{Observe la correspondencia de valores en los limites
de las integrales: cuando t =1, x =0, y cuando t = ¢,
x=13.5).

Encontramos

13.5

11—1:%1n(2x+3)}
1]

- %[ln(2-13.5+3)—1n(3)] =2 1n(10) = 1151

2.12. Problemas

1. Para un movimiento uniforme se sabe que el mévit
sehallaenx=3ment=5s,yenx=8ment=235s.
(Donde se encontrard en t=35 g7

2. Un movimiento se rige por la ecuacién
x=(t-2)(t-5)

cuyo grafico se muestra abajo.

A

——;

(En cual de los puntos 1,2,3,4 la pendiente pasa de
creciente a decreciente o viceversa (punto donde la
aceleracién es cero)? ;En qué puntos es nula Ja
velocidad? ;La posiciéon?

3. Analice el movimiento descrito por la ecuacion
x=t - 18¢ - 67t— 60
tal como se hizo en el Ejemplo 9 en |a pagina 18.

4*. La aceleracion de una particula que esta cayendo en
GM

L
donde G = 6.673(107"") es la constante de gravitacién
universal, My = 5.976(10%) es la masa de la Tierra y x
es la distancia de la particula al centro de la Tierra (o
igualmente la coordenada x relativa al eje mostrado en
la figura). Los valores estdn en unidades S.1.

A Eex

linea recta hacia el centro de la Tierra es g = -




Calcular ta velocidad de escape de la particula, esto es,
la velocidad minima con que debe proyectarse desde la
superficic terrestre para que ya no regrese a ésta.
Sugerencia. Use a = v{dvw/dx) para encontrar v como
~ tuncién de x. Defina v, = velocidad de escape. Para

x = radio de la Tierra = R = 6.378(10%), v = v,, y para
x=c,v=1_.

Resp. ve=11.2 km/ 5.

5*. Un punto se mueve a lo largo del ¢je X con una
velocidad dada por v = 3x* En el instante t = 0, se
encuentra en x = 2. Hallar ¢l tiempo que requiere para
llegar a x = 3, y la aceleracién en este punto.

Resp. 1/18; 486.

6*. Una esferilla de acero es atraida en linea recta por
un imdn con una fuerza que depende del cubo de la
distancia al centro del imdn. La aceleracién resultante

. c

de la esferilla es a = - donde ¢ es una constante.
x

Deiterminar la velocidad de la esferilla a una distancia L

del iman, si parte del reposo desde x = 2L,

Resp. f3—C2 .
4L

imén esfenilla
\ |q|_ L __..| 3 )
.._
[ — —O—»
O X

7*. La aceleracién de un movimiento viene dada por la
funcién

a=20 -8+ 12 (tens,aenm/e’)

Se sabe que x(t = 0) = - 5 m, y gque w0} = 10 m/s=.
Calcular la velocidad y la posicion como funciones del
tiempo.

1
Resp.  v=5t -4f +12t+10

1

— 5 ﬂ,] 2
x=Tpr-3r+er+10t-5

8* La aceleracién de uwna particula que cae
verticalmente deniro de un medio viscoso estd dada en

terminos de la velocidad por

a=5-2v
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Partiecnde la particula del reposo, ;cudnto tiempo
invierte en adquirir una velocidad de 1.257
Resp. 0.5 In 2 =0.347.

9* Un punlo material que se mueve a lo largo de una
recta tiene una velocidad en metros por segundo dada
por v=12 - 3t2, donde  esta expresada en segundos.
Calcular la distancia total D recorrida durante el
intervalo desde t = Q hasta t = 3 s vy hallar el desplaza-
miento Ax durante el mismo intervalo.

Resp. D=23m, Ax=9m.

10*. La velocidad de un mdvil viene dada en términos
de la posicién por

2%
(4+3x)*

IS

v X > —

Dado que x =—1 en t =0, hallar la posicién en t = 4.
Resp. 0.06.
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CAPITULO 3

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE ACELERADO

3.1. Introduccion

Al movimiento uniforme le sigue en
simplicidad el wmaovimiento uniformemenie acelerado
(abreviado MUA), que es todo movimiento que tiene
lugar con aceleracidn constante.

De acuerdo con la segunda ley de Newton, si
un cuerpo se mueve a lo largo de una recta bajo la
accion de una fuerza constante entonces gjecuta un
MUA. Este es el caso, en particular, de un objeto que se
lanza verticalmente hacia arriba ¢ abajo dentro del
campo gravitatorio terrestre; la fuerza responsable es el
peso del objeto, y la aceleracion correspondiente es la
aceleracion de caida libre o aceleracion de la
gruvedad, cuyo valor se denota con “g” y es aproxima-
damente igual a

m
g=98 —
g2

3.2. Propiedades del movimiento
TRAYECTORIAS.

Hay dos clases de trayectorias posibles en el
movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

(a) Si en un momento dado la velocidad y la
aceleracion tienen el mismo sentido la trayectoria es
una recta simple (Fig. 14). El movil se desplaza
siempre en la misma direccidon y su rapidez va
aumentando indefinidamente.

Caso
a—w»
o Traye ctori>
0 1 : T
a 1 >
O %2 Eje X

Fig. 14

(b) En cambio, si la velocidad y la aceleracién
ienen sentidos opuestos {(Fig. 15), la rapidez va
disminuyendo hasta volverse nula en un punfe de
retorno, donde el mévil se detiene momentaneamente
para ivego invertir la direccidn de su movimiento.

Después del punto de retomo se revierte al caso (a). La
trayectoria consta de dos segmentos rectos solapados.

Caso
a +— Punta de
Y ’ Trayeclona retormno
- J
. H >3
0 1 T2
0 Xy Eje X

Fig. 15

En un tramo del movimiento donde la
velocidad y la aeeleracion lengan sentidos opuestos se
dice que el mdvil estd desacelerado. En estos casos a la
aceleracion se le suele llamar también desaceleracion.

PUNTQS ¥ CANTIDADES CINEMATICAS.

Como ya explicamos en el Capitulo 2, los
puntos de interés de un movimiento (como el punto
inicial, el punto de retomo y otros puntos especificos
del movimiento) se distinguen mediante un numero
secuencial 0, 1, 2, ..., etc. conforme a tiempos
crecientes. Les llamaremos punfos particulares o
puntos relevanies.

El tiempo, la posicidn (o coordenada), y la
velocidud de un punto particular "n"” se denotan con tp,
Xn ¥ v, respeclivamente. Estas son las cantidades
cinemdticas del punto, y representan valores numértcos
Jfijos. Por ejemplo, en la Fig. 15 las cantidades
cinemdticas del punto 2 mostrado se denotarian con
{ta, Xz, va}.

El tiempo, posicién y velocidad del punto
general (arbitrario, variable) del movimiento se
denotan con t, x y v, respectivamente. Estas cantidades
son variables.

La aceleracion del movimiento se denota con
el simbolo "a".

El punte inicial del movimiento es el primer
punto de interés. Corresponde al punto donde se inicia
el movimiento o nuesfra observacién o estudio del
mismo.




El punto inicial se¢ designa siempre como
“punto nimere 0, y usualmente se fija L = 0 alki, esto
es, el relo) se echa a andar cuando el moévil estd en el
punto inicial, de tal manera que ty = 0. Sin embargo,
estamos en libertad de fjar el valor de ty arbitraria-
mente, y en algunos cases tiene, o le asignamos, un
valor distinto de cero (Consulte €l ejemplo 22 en la
pagina 38).

SIMETRIAS CON RESPECTO AL PUNTO DE RETORNO.

De existir un punto de retomeo, el movimiento
es simélrico con respecto a él. Refiriéndonos a la
Fig. 16, consideremos cuatro puntos denominados 1, 2,
3 y 4, tales que | vy 2 se encuentran de un lado del punto
de retomo y 3 y 4 del otro lade del mismo.
Supongamos que x5 =x, Y x3 = x;. BEntonces,

Funto de
1 2 ~ retomo
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Ecuaciones generales
L 2
(23a) x=xp+tvp{l—1Ly) +3a (t—tq)

(23b) v=wvpta(t—ty)
(23¢) V=i 2a(r-xm)

a es la aceleracion, y ty, Xn ¥ ¥y son el tiempo, posicidn

y velocidad de cualquier punto “n” particular del
movimiento.

TR

El punto particular “n” que se escoge para plantear
estas ccuaciones se denomina “punio base” de las
mismas.

Sotamente dos de estas ecuaciones son
independientes. {La tercera se puede obtener de las dos
primeras eliminando ¢l tiempo.)

Las ecuaciones se simplifican algo si s¢ toma
como punto base el punto inicial “0” del movimicnto,
donde suponemos que se ha definido 1 = 0. Se tiene la
siguiente forma:

El tiempo que invierte el movil en desplazarse
del a2esel mismoquede3ad:

- =4G-1

Las velocidades en puntos a la misma
distancia del punto de retormo, antes y después del
mismo, se diferencian solamente en el signo algebraico:

Va=— ¥ V= — vy

Ecuaciones simplificadas
[,
(24a) x=xp+ypt+ 5 at

24by v=y+at

(24c) V= v.;)2 +2ax

En los ejemplos usaremos estas propiedades sin
demostrarlas.

Las propiedades anteriores se  pueden
demostrar mediante las ecuaciones de movimiento, que
daremos a continuacion.

3.3. Ecuaciones de movimiento
La forma mds general de las ecuaciones de
movimiento es la siguiente:

Existe una tercera forma de las ecuaciones.

Sean "i" y "f" dos puntos particularcs cuales-
quiera. Definamos las siguientes diferencias o "deltas™:

At=tr—
Ax = x5 —Xxj
Av=yr—-y

2 2
Av = vf — v;z

que indican respectivamente la duracién del intervalo
de tiempo [t, i¢], ef desplazamiento cfecruado durante
el intervalo anierior, y la variacion de velocidad en ¢l
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mismo. Se cumplen las siguientes ecuaciones:

Fceuaciones de intervalo
1
(25a)  Ar=viAt+5a(ay’

(25b) Av=anm

(25¢) AV =24 Ax

Esta forma de las ecuaciones es sumamente
util. Note que en la ecuacidn Ax aparece la velocidad
"wi" propia del punto inicial del intervalo considerado.
Asi por ejemplo, si se aplican las ecuaciones entre los
puntos "2 y "3", digamos, tomarian esta forma
desarrollada:

1
X3— X3 = vyt — o) +—2~a (ts—1)°
m—v=ally-t)
Vsz - sz =2a (x3 —x3)

3.4. Plantear las ecuaciones de movimiento.

En los problemas sobre MUA debemos tener
la mira puesta en obtener las ecuaciones de movi-
miento, ya que con ellas podemos deducir todas las
caracteristicas del movimiento. Distinguiremos dos
casos, que gjemplificamos a continuacidn.

CaS0 1. Se conoce la aceleracion y un punto cuyo
tiemnpo, posicidn y velocidad son datos del problema.

En un MUA con aceleracién a = —2 m/s’
sesabequeent=1g,x=10myv=_8m/s Calularla
posicion y velocidad en t=7 s.

Fig. E16

Tomemos como punto base el punto | en fa
ecuacion general (23a), o sea en la ecuacién

1
x =+ vt —t) +5 @ (t= 1)’

En otras palabras, tomemos aqui n = |, dando la

ecuacién
! 2
X=X +v1(t—l1)+§a(t—t1)
Con los datos a=-~2,1;=1x; = 10, y v = & tenemos
1 z
x=10+8(-1)+ a -2y¢-1
que se reduce a
()  x=1+10t-¢
Derivando x(t) con respecto al tiempo obtenemos la
velocidad:
(r2) v=10-2t
Unas ecuaciones como (r1) y {r2), en las que
figuran las variables t, x y v junto con términos o
factores numéricos solamente, las llamaremos
ecuaciones sin pardmetros.
Ahora podemos calcular la posicién ¥

velocidad en el “punto 2” que definimos en la Fig. E16.
Poniendo t; = 7 en la eeuacion (rl) tenemos

x2=1+10(N - (N*=22

(Nota que esta es larclacionx; =1 + 10ty - tzz).
Andlogamente la ecvacidn (r2) da, aplicada al punto 2,

v, =10-2(7) = 4

{Esa es larelacion vy = 10-21t))

Nota. Recuerde que cualquier punto particular del
movimiento conduce a las mismas ecuaciones de
movimiento. Asi, sustituyendo en la ecuacién general
{23a) los valores correspondientes al punto 2, o sea
ty = 7, x3 = 22 y v = -4, arribamos a la misma
ecuacidn:

x=l—4(t—7)+-;~(—2)(t—7)2

= x=1+10t-t%



CA802. No se cuenta con ningun punto base completa-
mente conoeido (0 sea no s¢ conocen las ires
cantidades tp, xp, v, para ningln puntoe).

En este caso conviene escoger como punto
base unc cuyo tiempo y posicidn se conozcan, con
objeto de obtener ecuaciones de movimiento no muy
complicadas. Tome en cuenta que muchas veces
estamos en libertad de escoger el origen de
coordenadas del Eje X, y de definir t = 0 en algin punto
conveniente. FEsto lo podemos aprovechar para
conseguir un punlo cuyo tiempo Yy posicién estén
determinados.

I[Ejemplo 17, Se observa que en un momento dado un

automévil en MUA, cuya aceleracion es 5 m/s’, cubre
una distancia directa de 50 metros en 2 segundos. ;Qué
distancia cubrird a los 4 segundos?

El pnimer punto de interés, o “punto 07,
corresponde al punto a partir def cual el moévil recorre
50 m en 4 s. Definiremos alli tp = 0 v xo = 0, como
vemos en la Fig. E17.

=0 t1=2
P 1 2
0 Eje X
Fig. EI7

Definiremos el "punto 1" tal que t; =2 8 y x; = 50 m.
Finalmente, el “punto 2" es el que se alcanza a los 4
segundos. Se desea calcular la distancta ente los
puntos Oy 2, 0 sea .

Notermnos que no se conoce la velocidad en
ninguno de los puntos. Podemos escoger como punto
base ya sea ¢l punto 0 ¢ el punto 1. Escogiendo el
primero, la ecuacidn general (23a)-p25 se vuelve

! 2
x=wt+—=(5)t
> (5)
(rl)  x=wt+25¢
Derivando x{(t) con respecto al ticmpo,
(r2) v+ 51

En las ecuaciones de movimiento (rl) y (r2) aparece el
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parametro “vo'' {por ello las llamaremos ecuaciones
con purdmetros). Para determinar vo empleamos los
demds datos, referentes al punto 1. Sustituyendo t; = 2
y x; =40 en la ecuacién (rl):

50= vy (2) +2.5 (2)°

de donde
Vo = 20

Por lo lanto la ccuacidn x(t) se vuelve

(r3)  x=20t+25(

Para t; = 4 nos da
xs=20(4)+2.5(4) =120

Con csto se ha resuelto ¢l problema,

También podriamos haber escogido como
punto base el punto 1. Conduciria a la ecuacion de
movimiento

(t4)  x=50+v (1-2)+ %(5)(44)2

Poniendo en ella los datos ty = 0 ¥ xo = 0 lenemos

0 =50+ v (=2) + 2.5 (-2)°

de donde sacamos que
v = 30

Sustituyendo este valor de vi en (r4) se llega a la misma
expresion {r3) para x(t). Derivando (13) con respectlo al
tiempo,

v=20+51
de donde, sustiruyendo to =0,
Va = 20

Cuando los datos no conducen directamente a unas
ecuaciones sin pardmetros, se procura que figuren a lo
mas los parametros “vy" oy “a”, donde n” cs
usualmente el “punio 07, aunque poede ser cualquier
ofro punto particular {este fue el caso del puno | cn la
ecuactdn (r4) del presente ejemplo).
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3.5. Graficos de posicion y velocidad
contra tiempo
Las ecuaciones sin pardmetros tienen ia
sipuiente estructura algebraica:

1
x=x0+v0t+§atz v=y,t+at

donde xp, vo y @ son ndmeros y cl “punto 0
corresponde a Lt = 0. Por ¢jemplo, la ecuacion

x=3-4+508
nos revela que
xX=3, w=-9 y a=10
Ei grafico x vs t es un arco de parabola, cuyas

caracteristicas dependen de los signos de la velocidad
inicial v y la aceleracién a.

(Vg>0,a>D

.-~ = _Rectatengente en X,
Su pendiente es Vg

» Ejet

Fig. 17

La pardbola corta al Eje X ¢n el punto x = xg.
La tangente a la parabola en este punto es igual a vy; si
vo > 0 la tangente corre de izquierda a derecha y de
abajo hacia arriba, como en la Fig. 17. Sia > 0 la
parabola “se abre hacia arriba”. St a < 0, hacia abajo.

En la Fig. 18 se muestra un grafico en ¢} que
X0 <0,v5>0ya<0. Nopierda de vista que el mévil se
imagina desplazandose a lo largo del Eje X. A la
izquierda del Eje X se muestra la trayectoria, que posee
un punto de retomo,

Note que la trayectoria es una especie de
“achatamiento horizontal” de la curva x{t}.

(Vy>0, a<

Punto de
retormo

Fig, 18
El grafico v vs. L es una recta que corta al Eje
X en el valor vy, commespondiente a t = 0 (Fig. 19). La

pendiente de esta recta es la aceleracién a.

Eje v

Yo

0 Ejet

Fig. 19
El 4rea bajo la recta v vs t representa el
desplazamiento Ax. Las areas se consideran positivas
arriba del Eje X, y negativas por debajo, como indica la
Fig. 20.
& E_[E v '

Y

Eeet

Fig. 20



3.6. Estrategia de resolucion de problemas
sobre MUA
La estrategia para resolver problemas incluye
varias lareas que son comunes a muchas clases de
problemas de fisica en general. Héla aqui:

e Estudiar c¢on cuidado el enunciado del
problecma.

s Haeer una figura clara del problema,

+ Escoger unos ejes y origen apropiados.

#  Expresar los datos del problema en forma de
rclaciones matematicas, usando los simbolos
de las variables y cantidades cinematicas
propias de) problema.

¢ Plantear las ecuaciones de movimiento. Si
estas ecuacioncs contienen parametros (por
ejemplo vy v a), centrarse en calcular estos
parametros anles que olra ¢osa.

¢ Aplicar las ecuaciones para calcular las demas
incognitas del problema.

e Verificar que los resultados tengan sentido
fisico.

Comentarigs sobre las tareas anteriores:

Obviamente el enunciado del problema se lee
con calma. Aqui es bueno apuntar por separado (o
subrayar) todos los valores numdricos dados en el
enunciado, con objeto de wverificar, durante la
resolucion, que todos estén tomados en cuenta.

Haga un esbozo de la situacién. Bosqueje la
trayectoria del mévil, incluyendo unos croquis de los
objetos circundantes como paccdes, bardas, pozos, ele.
El esbozo le permite visualizar el problema
rapidamente.

Si no tiene suficiente informacién para dibujar
la trayectoria {por e¢jemplo, no sabe si tiene o no punfo
de retomo, o las posiciones relativas de dos puntos,
etc.), haga una hipdiesis de trabajo: supdngala dc
alguna forma y prosiga. Una vez resuelto el problema
podra verificar si su hipéesis fue correcta o no.

Trace el Eje X paralelamente a la trayectoria.
Péngalo “a un ladito™, para no confundir ésta con aquél.
Eseoja el origen y el sentido del Eje X.

Marque sobre la trayeeloria los puntos
relevantes del movimiento, numerandolos en sucesidn
0,1, 2, ...elc. de tiempos crectentes. Estos son puntos
particulares relaeionados con los dalos efo incdgnitas
del problema, es decir, puntos acerca de los cuales se
posce o desea informacion rclaliva a tiempos,
posiciones y/o velocidades.
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Los “errores de signo” son ¢omunes, 4si que es
sumamenie importante advertir que:

— La ubicacidn del origen determina los signos
de las posiciones del mévil.

— El senitido del Eje X es el que determina los
signos de la aceleracion y de las velocidades del movil.
Por ejemplo, en un problema de caida libre, la
aceleracidn vale 9.8 si el Eje X se dirige verticalmente
hacia abajo, o -9.8 si hacia arriba.

Solamente después de haber completado las
tareas anteriores es que puede pasar a la tarea clave de
traducir los datos e incognitas del problema a
relaciones malemdticas. Estas son relaciones en las que
aparecen los simbolos algebraicos propios de los
tlempos, posiciones y vclocidades de los puntos
relevantes.

Los datos podrian darse de diversas formas:

Forma [. Se proporciona directamente el tempo, la
posicion y/o la velocidad de algunos puntos relevantes.
Por ejemplo,

x3==-20m, 14,=735 s, cle.

Forma 2. El dato es un "dato-delta”, ¢s decir, se reficre
a la duracién de un lapso dc tiempo, o al desplaza-
miento o variaeién de velocidad e¢n un lapso. Por
ejemplo, el dato

"Al=15e entre los puntos 2 y 3"

(mismo dato que "l —t, =15 &")

significa que el movil tarda 3 segundos en pasar del
punto 2 al punto 3.

El punto final asociado con un dato-delta s¢
toma siempre poslerior al punto inicial, es decir, At ¢s
positivo siempre, pero Ax y Av pueden ser posilivos o
negativos. Para evitar un error de signo al asentar un
dato-Ax es convenienle trazar el vector-separacion que
unc los puntos inicial { y final I (trace una flecha que
vaya del uno al otro, o imaginesela). Si este vector
apunta en ef musmo sentido que el Eje X, entonees la
Ax es posiliva, y es negativa en caso contrario. Por
ejemplo, en la Fig. 21 la distancia entre los puntos 3 v 4
es de 24 m; pero el dcsplazamiento entre ambos es
negativo (~24 m), porque la fleeha que rcpresenta &l
vector desplazamiento entre 3 v 4 riene sentido opucsto
al del Fje X.
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X.Il
kA3
24 m Ax =224
T4
Q
Fig. 21

Forma 3. Existe una relacién multiplicativa entre
cantidades cinemniticas correspondientes a dos puntos
relevantes. Por ejemplo, el dato

"La velocidad en la cstacion A es el
doble de la velocidad de partida.”

se traduce en la relacién
Vq = 2 Vo

en la que hemos supuesto que la estacidn A es el punto
4 y el punto de partida, como siempre, es ¢l punto 0.

También las incognitas deben expresarse en
términos de los simbolos usados. Por ejemplo, alguna
incégnita puede expresarse como "-x.", 0 bien cotno el
tiempo necesario para desplazarse entre dos puntos "3"
y "5", es decir, "ts ~ 13"

Una vez traducidos los datos e incognitas a
relaciones matematicas, se procede a aplicar las
ecuaciones del MUA. El criterio para aplicar ya sea las
ecuaciones generales, o bien las ecuaciones
simplificadas, o bien las ecuaciones de intervalo, dadas
por las férmulas (23a-c), (24a-c) y (25a-c) se desprende
de la forma misma de las ecuaciones. Expliquemos lo
que queremos decir con esto, tomando por caso las
ecuaciones de intervalo, reproducidas a continuacidn:

[(252)] Ax=v; At + % a (A’
[(25b)] Av =g At
[(25¢)] AV =20 Ax

La ecuacién (25a) nos podria servir para
calcular la veloctdad “v” en el punto inicial “i” de un
segmento del movimiento, determinado por dos puntos

particulares “i” y “f’. Ello si contamos con los datos
“@”, Aty Ax

La ecuacion (25¢) se aplicaria por cjcmplo a
un escenario en que se conocieran Ax y las velocidades
Vi ¥ ¥, ¥ se quisiera calcular la aceleracion a.

Se comprende, pues, la idea: hay que buscar
una ecuacion de la cual podamos despejar una
incognita en términos de cantidades conocidas. Si esto
no es posible con las ecuaciones de intervalo, entonces
planteariamos las ecuaciones generales con base en
algun punto particular cuyo tiempo y posicién scan
conocidos.

Ilustraremos la estrategia en algunos ejemplos.

Intervalos.

En problemas muy simples, donde existan sélo
dos (o quizas tres) puntos relevantes, no hay necesidad
de plantear las ecuaciones de movimiento, porque las
ecuaciones de intervalo podrian conducir rdpidamente a
la solucién. Reunimos varios casos en este eemplo.

Caso |. Un mévil reduce unifermemente su velocidad
del valor 9 m/s al valor 1 m/s durante un lapso de 2 s.
;Cudunto vale su aceleracion?

El dato “durante un lapso de 2 £” es un "dato-
delta”. Denotemnos con “i” y “f’ los puntos donde las
velocidades valen 9 y 1, respectivamente. Entonces
podemos cscribir los datos asi:

vi=9 vi=1 At=2

Aplicando la ecuacién de intervalo Av = ¢ Al tenemos

E_V(—Vj _1—9
At At 2

m
=4 —_
(52)

Caso 2. En vun momento dado un mévil en MUA
horizontal posee una velocidad de 8 m/s bacjz la
derecha. La aceleracion es —6 m/a’. ;Cuél es el despla-
zamiente del mévil en un lapso subseeuente de 3 7

LI E)

Llamemos “i” al punto inicial dado y
apliquemos la ecuacién de intervalo Ax con los datos
(en unidades S.I.)

vi=28 At=73 a=-=6

Obtenemos {en metros)

Ax=viat La @yt =8 )+ %(—6)(3’)=—3



Dado que Ax es negativo, al término del lapso el mévil
esla a la izquierda de su posicién al inicio del lapso, es
decir, entre los puntos i y f considerados hay un punto
de retorno.

Caso 3. Un movil en MUA parte del reposo y tarda 5
segundos en recorrer una distancia de 40 metros.
(Cudnlo vale su aceleracién?

En el punto de partida, denotado con “i”
velocidad es v = 0. Por otra parte, tenemos los datos
M=53yAr=40m

Apliquemos la ecuacion Ax:

la

1

I
Ax = v At+ — a (At)?
2

Como v; = 0, se reduce a
|
Ax= —g (A1)
2

Despejando la aceleracidn,

2Ax

a=——

At
Sustituyendo los datos,

-40
a=2—4=3.2 (m/sz)
52

Caso 4. Un mévil reduce uniformemente su velocidad
del valor 12 m/s al valor 3 m/s en un trayecto de 24 m.
(&) ;Cuanto vale su aceleracion? (b) ;Cuanto tiempo le
tomara reducir su velocidad hasta cero desde ¢l primer
valor dado?

Obtenemos

2 2 '
g=2"N =1—£=—2.81 (m/sz)
24x 2-24

Usando ahora la ecuacion de intervalo
Av =g At con los valores

a=-281 vi=12 ve=0
obtenemos
am=2-222 407 ()
a =281

Caso 5. La aceleracién de un movil es a = S m/s’. Dado
que recorre un tramo de 30 m en 1.5 segundos, calcular
su velocidad al inici0 y término de este tramo.

Los datos son la aceleracion y dos “deltas™, a
saber,

Ax=30m At=15s

Eslos dalos nos permiten calcular las
velocidades en los puntos extremos de! miervalo
considerado. Dado gue las expresiones resullantes son
muy utiles en otros problemas, las deduciremos en
general:

De ia ecuacion Ax, a saber,

Ax = At + la(At)2
2

oblenemos, despejando vj,

(26) Ecuacion vi: v = a1 ant
At 2

m
122 3=
S s
—.- _b
= 24m - XF

Fig. E18

Apliqueinos la ecuacién de intervalo
2
Av® =2 a Ax, con los valores

vi=12 vi=3 Ax=12

Luego la ecuacion Av nos da vy = v + a At, 0 sea,
sustituyendo la expresion anterior para v;,

Ax |
Vi = — +—aAt

(27 Ecuacion v
) £ At 2
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Las ecuaciones v;, v también las consideraremos como
"ecuaciones de intervato".

Apliquemos las ecuaciones v, vr al problema
presente:

30 1

vi =——-—-5-15=20-375=1625 —
15 2
30 1
V= —+—-5.15=20+375=2375 =
15 2 5
A manera de comprobacidn,
S Bv _vemvi_2375-1625 75

T At At 1.5 b

jemple 19. | Tlustrar las ecuaciones generales.

Un avidn suelta un paquete desde una altura de
1300 metros. Durante los primeros 5 segundos el
paquete cae ltbremente, Entonces se abre un paracaidas,
cayendo ahora el paquete con aceleracién de 6 n/s’
dirigida hacia arriba (este es ya ef efecto combinado de
la gravedad y la resistencia del aire). Cuando la
velocidad del paguete ha disminuido hasta 3 m/s,
conserva este valor constante hasta llegar al suelo.
¢Cudnto tarda en tocar tierra?
{Nota. El paguete abandona el avién con una
compoenente horizontal de velocidad. Para simplificar el
andlisis, hemos abstraido el movimiento horizontal.)

Fig. E19a

Fijémonos bien en los datos consignados en {a
Fig. E19a. El problema tiene 4 puntos relevantes:

Punto 0. El punto donde el paguete abandona
el avidn,
Punto 1. A los 5 s de haber abandonado.
Punto 2. Donde la velocidad llega al valor de 3 m/s.
Punto 4. Tierra.

El eje X se escogid hacia abajo, de modo que
la aceleracion de la gravedad es positiva, @ = 9.8, y Ia
aceleracion en el tramo intermedio es negativa, @ = 6.
La aceleracién en el ultimo tramo es cero, ya que se
verifica a velocidad constante.

Advierta que en todo momento las posiciones
y velocidades son positivas.

El movimiento del paquete es una
combinacién de dos movimientos uniformemente
acelerados y uno uniforme (éste en el tercer tramo,
donde la aceleracién es cero), de tal modo que existiran
tres ecuaciones de movimiento distintas, una para cada
tramo, 0-1, [-2y 2-3.

La forma general de la ecuacién de movi-
miento x(t), valida en todos los tramos, ¢s la ecuacion

l
x=xn+vn(t—tn)+‘2'a(t—t“)z

donde t,, x, ¥ v, son las cantidades cinematicas de
cualquier punto relevante del tramo considerado, y a es
la aceleracidn vigente en dicho tramo.

En el trayecto de § a 1, tomemos como punio

[T}

base “n” el punto 0. Es decir, sustituyamos en la
ecuacidn x(t) los valores

h=tg=0, xn=xp=0

v,-,='v0=0, a=9.38

Obtenemos la ecuacién de movimiento
x=49¢

y de aqui, derivando con respecto a "t",
v=0281

Poniendo t; = 5 en estas ecuaciones sacamos

x =4.9(5=122.5m



v =9.8(5)=49 m/s

El punto 1 pertenece también al tramo
intermedio 1-2 y puede tomarse como punto base para
obtener las ecuaciones de movimiento en dicho tramo.
Sustituyendo entonces en la ecuacion x(t) los valores
correspondientes al punto 1, o sea

th=4u =35 x,=x =1225,
vn=vy =49
con g = — 6, resultan

X0=-1975+79t-3¢
i) =79 -6t

Del dato v, = 3, aplicando la ecuacién w(t) al punto 2,
obtenemos

3I=79-61,
0 Sea

;= 12.667 s

Para obtener x; utilizamos el valor conocido de t; en la
ecuacion x(t):

x3=-197.5+ 79(12.667) - 3(12.667)* =
=321.83m

Pasemos al tercero y ultimo ftramo. La
aceleracién ahora es igual a cero. Basando las
ecuaciones en el punto 2, es decir, poniendo ¢n la
ecuacién x(t) los valores

1, =t = 12.667, Xn=xz =321.83,
Vn=w =3
con a = (), obtenemos

x=283.83 +3t

v=73

Sabemos que xy = 1300, de modo que

1300=283.83 +3 1,
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ty=338.725=5min39 s

Este es lo que tarda el paquele en tocar tlierra. La mayor
parte del ticmpo el paquete se mueve con velocidad
constante.

S8 126675 Smin 265

-122.5m :

Fig. E19b

Discusién.

Es facil equivocarse en los calculos numéricos.
Por ello se recomienda verificar, en lo posible, que los
signos de las cantidades calculadas concuerden con los
esperados, v que los valores calculados no estén
disparatados.

Algunos  estudiantes adolecen de una
propensién a designar con los simbolos "t", "x" y "v"
las cantidades cinemadticas de todos los puntos que
consideran. Es una practica que debe evitarse a foda
costa. Los simbolos citados estdn reservados para
captidades variables. Si revisa los célculos de este
problema aceptara que es facil que otra persona los
entienda, debido a que se ha utilizado una notacidn
consistente para las cantidades cinematicas de todos los
puntos relevantes del problema.

Como vimoes, las ecuaciones det movimicnto
uniformemente acelerado también son aplicables al
caso especial en que la aceleracién es nula (o sea al
llamado movimiento uniforme}.

Finalmente note que para poder calcular ty (et
tiempo cuando el paquete toca lierra) fue necesario
calcular algunas otras cantidades “intermedias”.

Un mismo problemna se puede resolver de

distinlas maneras, como ilustraremos en el siguienie
ejemplo.

2833935
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Varios métodos de resolucion.

Se desea ilustrar en esle ejemplo que existen
diversos modos de resolver un mismo problema.

Se lanza una pitedra hacia arriba. A los 4
segundos vuelve a pasar de bajada por ¢l punto de
lanzamiento, y prosigue hacia dentro de un pozo de 10
m de profundidad. ;Cuanto tarda en liegar al fondo del
pozo?

Observe la Fig. 20a, que muestra la
trayectoria. Aunque ef problema no pide nada acerca
del punto de maxima altura, siempre ¢s buena idea
incluirlo como punto relevante.

.l
0,9 |2
10m
3
Eje ¥
¥
Fig. E20a

Muchilanga lo resolvié como sigue. Escogio el
eje X dingido hacia abajo, de modo que la aceleracién
es positiva:

a=g=9.8m/sz

Con ello, las velocidades seran pesitivas s1 apuntan
hacia abajo, negativas si hacia arriba, de tal manera que
la velocidad de lanzamiento (vy) es negativa.

Colocd el origen del Eje X junto al punto
inicial y establecié alli tp=0.

He aqui los datos traducidos a relaciones
matematicas:

=0, xo=0
t;=4, x3=0
XJ*]O

Usé las propiedades de simetria con respecto al punto

de retomo para agregar estos otros datos:
=2 w=0,n=-w

{Nota. No confunda el significado de la variable
tiempo. t; es el tiempo desde el momente de partida
hasta que el mévil liega al punto 2. t; es el fiempo
desde el momento de partida hasta que el mévil llega al
punto 3, etc.)

Planted la ecuacidn x(t) tomando como base el
punto O, con lp=0, =0, vy =7, ya =98 (Véase la
ecuacion (24a)-p25):

(r])  x=wt+49¢
Derivando con respecto al tiempo,

(r2) v=wvy+ 38t

"%

Para calcular el pardmetro “vp” utilizd los

datos del punte | (t; =2, v = 0); (r2) da entonces

0=v+98(2)
0 sea

Vg = — 19.6
Entonccs las ecuaciones sin parametros son

(r3) x=-1961+49¢

(4)  v=-196+981
Calcul6 ty del dato x4 = 10; de (r3} obtuvo
10=-19.6 ty+ 4.9 t;

Esta es una ecuacidn cuadritica para t;,
soluciones son

cuyas

t;=4.458 y 13=-0458

Desecha la segunda solucién, ya que debe ser t3 > 0.
Por lo tanto, la piedra tarda = 4.46 s en llepgar al fondo
del pozo.

Método altemativo.
A Burundanga le gustan mucho las ecuaciones
de intervalo, asi que él resolvid como sigue:

il



Aplica la ecuacion de intervalo Av = g At al
intervalo 0—1 (Note que Av = v; — vg):

vy — Vg =a At
= 0-v=98(2)=196

de donde vy =-19.6. Note que enlonces sera
v =—y; = 19.6.

El problema pide el vator de t3, que es lo que
dura el movimiento desde el punto de partida 0, cuando
se empieza a medir el tiempo, hasta el punlo 3, cuando
el relo) marca 13",

Aplica la ecuacidon Ax enire los puntos 2 y 3,
cont; =4, v; =196 y Ax=10:

1
(r5) Ax =y, At+§a (AD)?

= 10=19.6 (t;»4)+%(9-8) (-4

Resolviendo esta ecuacion cuadratica para la incégnita
“t; — 4" encuentra la raiz aceplable (3 — 4 = 0.458, de
donde

=046 +4=4.458 (=)

Esto es lo que tarda la picdra en completar su viaje.

Nota. En lugar de (r5) podria haber aplicado alterna-
tivamente Ja ecuacién Ay’ entre los puntos 2 y 3, o sea

v_12 - v;z =72a Ax

Como el desplazamienlo de 2 a 3 va hacia abajo, en el
mismo sentido que el Eje X, se tiene que Ax = 10.

V3= \fvg +2aAx

vy = J(=19.6) + 2(9.8)(10) = +24.1

Mire la Fig. 20a y dése cuenia que v, es positiva, de fal
modo que v3 = 24. 1. Luego aplicéd la ecuacién Av a los
puntos 2 y 3:

Av =g At

Despejando Aty sustituyendo valores,
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A
A==
a
Yy =y
ty ~ t 37"
a
24.1-{-19.6
[3 74 :#
9.8

De aqui obtuvo, como antes, t; = 4.46 s.

Hipétesis falsa.

Un mévil cuya aceleracidn (constante) es
a=4 m/s2 se desplaza 12 mentre los tiempost=3 s y
t=7 s. ;Cudl es su velocidad en t =07

Hagamos una figurilla que muestre los puntos
cotrespondientes a t = 3 y t = 7, como la Fig. 2la
Ahora bien, el punto correspondiente a t = 0 (nombrado
"punto 0" en la figura) puede caer a la 1izquierda, entre,
o a la derecha de los puntos | y 2. Hagamos la hipdtesis
de quc cae a la izquierda, como se muestra.

tg=0 t1:35 t2=7s
—=D el :2
o X
12m X
Fig. E2la

Para el tramo -2 conocemos At=4s y
Ax = 12 m. Ademas tenemos la aceleracién a = 4 m/sz,
por lo que podemos obtener las velocidades v, y ',
aplicando las “‘ecuaciones vi, vr”

Ax | 12 1
L= ———gAt= -5 (@)4)=-5
Vi At 2a 4 2(}()

Ax 1 121
Ve ==t —abl=" + S ()4 = I

At 2

Con esto ya conocemos todas las cantidades

cinematicas del punto 1, y podemos obtener las
ecuactones de movilniento tomando como base el punto
| en la ecuacion x(t), con =3, x, =0, v, = - §:

|
x=x Fv(r-1) "'E"’([_ 6)?
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x=-5(1-3)+2(1-3=33-17t+ 2t
= v=—l7+41

Para el punto 0 tenemos

X=x(0)=33m

v la velocidad por la que pregunta el enunciado es

vo=w(0)=-17 2
8

Deseamos ahora averiguar si nuestra hipdtesis
sobre las ubicaciones relativas de los puntos 1, 2 y 3
fue correcta.

Dado que x; =0, x; = 12 y xq resulté ser 33, el
punto O queda a la derecha del punto 2. Ademas, como
vo = —17, el movil empieza moviéndose hacia la
izquierda. Finalmente, la velocidad del movil se vuelve
nula, de acuerdo con la ecuacién v =17+ 4t, en

t=17/4=0.425

o sea entre los tiempos t; = O y &, = 3 correspondientes a
los puntos 1 y 2.

De tal manera que la situacion real es la que
vemos en la Fig, E21b.

1=4125 ty=3 1,=7
\ / e vg=-17 13=0
f—-‘—}—Q-— h
N W
1 ! | ~
0 iz 33 X
Fig. E21b

3.7. Problemas.

1. Un movil cuya aceleracién es 2 = — 5 m/alse
encuentra en x = 4 m cuando t = 5 s, ¥ su velocidad alli
vale v = — 6 m/s. Obtener su ecuacién de movimiento.
(En qué tiempo vy posicién su velocidad vale 4 m/ =7
Resp.x=-28.5+ 19t-25tent=3 8, x=6m

2. (Qué caracteristicas tiene un MUA descrito por las
ecuaciones

at v=at (v2=2ax) ?

k23
1]
b |~

3. Un automdvil posee en cierto lugar “A” una

. m
velocidad de 2 — y aceleracidn constante de § - LA
S s~

. m
qué distancia de “A” alcanza una velocidad de 27 — 9
8

Resp. 72.5 m.

4. Un automdvil viaja en linea recta con una velocidad
constante de 22.22 m/s (equivalentes a 80 Jm/h). Con
objeto de rebasar un camién el conductor le imprime a
su aulomévil una aceleracién de 5 m/s’ durante 10
segundos, tras los cuales desacelera a razon de 6 m/s2
durante 7 segundos, manteniendo luego la velocidad
alcanzada entonces. Tomando el crigen de coordenadas
en el punto donde empieza a acelerar, y definiendo

t = 0O alli, obtenga las ecuacicnes de movimiento
validas en los lapsos [0s, 10 8], [10s, [7s]yt>17s.
;Cudanto vale la posicidonent=8 s yent =25 &7 ;Cudl
es la velocidad en t = 14 s?

Resp. 337.8m, 9593 m, 482 m/a.

5. Un bloque se deja ir del reposo desde lo allo de un
plano inclinado 2 37°. Se sabe que la aceleracién del
bloque es @ = g sen 6, donde g es la aceleracién de la
gravedad y O es el angulo del plano.

;Cudnto tarda el bloque en llegar al pie del plano?
;Cudl es su velocidad alli?
Resp. 0.52 8; 3.1 m/s.

6. Desde la azotea de un edificio se deja caer un objeto
desde el reposo. Un muchacho ve pasar el objeto frente
a la ventana de su departamento. El campo visual del
muchacho se extiende solamente desde el borde
superior de la ventana hasta su borde inferior (entre los
puntos senalados en la figura). El tiempo que el objeto
esta a la vista del muchacho es de 0.2 & y la altura de la
ventana ¢s de 2 m. ;Desde qué altura, medida sobre el
borde superior de la ventana, se lanzo el objeto?

Resp. 4.1 m.
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7. Un movil parte del reposo con aceleracion constante
a =5 m/s’. ¢Qué distancia recorre en 6 segundos?
. Cudl es su velocidad entonces?

Resp. 90 m; 30 m/s.

8. La velocidad de un cuerpo en movimiento
uniformemente acelerado se incrementa desde 4 m/s
hasta 12 m/s en un trayecto de 20 m. ;Cuénto vale su
aceleracion?

Resp. 32 n/s’.

9. La velocidad de un cuerpo en movimiento
uniformemente acelerado pasa del valor -4 m/s al valor
12 m/s durante un lapso de 5 s. {Qué distancia recorre
el cuerpo en dicho lapso?

(Sugerencia. Necesitara obtener ef punto de retorno)
Resp. 3.2m/e’; 25 m.

10. Un moévil cuya aceleracion (constante) vale —4 m/s’
efectia a partir de ¢ierto punto P un desplazamiento de
18 m en un tiempe de 4 segundos. ;Cuél es su velocidad
en dicho punto?
Resp. 12.5m/s.

11. Una pared vertical tiene 16 m de altura. Se lanza una
piedra verticalmente hacia arriba desde la base de la
pared, con una velocidad inicial de 18 m/s. ;Cuanto
tiempo dura la pelota por encima de la pared?

2
Pated
. w3
Lﬁ 1
1]

(Sugerencia. Establezca ¢l Eje X y su origen O. Ello
fija los signos de la aceleracién y de la velocidad
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wicial. Caleule la velocidad y el tiempo del punto 1.
Calcule el tiempo del punto de retorno.
Resp. 0.66 s.

12. Los bloques del sistema mostrado tienen una
aceleracién comun, cada cual a lo largo de su recta de
movimiento. Se observa que, ltberado el sistema desde
el reposo, el bloque de masa my recorre 0.8 men 2 s.

m(=4dkg 10

\ 377

Dado que la aceleracién comun viene dada por

my —my senb
bqg=-———-:-"

icudnto vale la masa m;?
Resp. 2.67 kg.

13. Una piedra lanzada verticalmente hacia arriba llega
a su punto de altura maxima en t = 2 s. Calcular la
aceleracién dc la gravedad del dato de que la velocidad
de la piedraent=2.003 5 € 0.0294 m/s.

Resp. 9.8 m/s?.

14. Bosqueje el grafico x(t) de un movimiento
uniformemente acelerado con las siguienies caracteris-
ticas (el punto 0 corresponde a t=0, x =xpy v = v}

(a)x0<0, V0>0,0>O
byxg=>0,vp=0,a>0
(xo=0,vg<0,a<0

(d)x0=0,v=0,a>0

15. Un coche parte del reposo con aceleracion
constante de 1.2 m/ s’

{a) ¢ A qué distancia del punto de partida alcanza una
velocidad de 16 m/s?

(b) ¢ Cuanlo tarda en alcanzar dicha velocidad?

(c) ¢Entre qué posiciones recorre 10 men 1 segundo?
Resp. 106.6m; 13.3 s; entre 36. 8 my 46.8 m.
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3.8. Mas ejemplos

Ei’emélo 22.] Sobrc un movimiento con aceleracion

constante se sabe que {(en unidades S.I1.):

Ent=1 laposicidones x =0.
Ent=3la posicion es x = 14.

Ent=>5]a velocidad es v = 25.

¢Cudnto valen la posicion y la velocidad en t = 10?

En la Fig. E22 mostramos los datos del
problema. Note que no estamos en libertad de elegir ¢l
instante t= 0.

tg= L, =3 t2=5 L3=1U
%9=0 =14  ve=125
\ Kal 2¢> 3;)

X
Fig. E22

Como ve, no conocemos la acelcracion, ni hay
punto alguno con todas sus cantidades cinematicas
conocidas.

Planteemos las ecuaciones de movimiento
tomando como base el punto 0 (observe que tg = 0):

1
x=xp v (t—te) + — a(t—to)

2
V=V0+a(t—10)

=

(rl) x=v0(T—l)+% aft—1y

(r2) v=yta{t—1)
Pongamos en la ecuacidn {rl) los datos t, =3 y x; = 14,
Obtenemos

(r3) 14=2w+2a

Pongamos en la ecuacién (r2) los datos 1 = 5 y v, = 25.
Obtenemos

(r4) 25=wt+4a
Resolviendo simulténeamente (13} y (r4),
Vg = - 5, a= 6

de tal mode que, sustituyendo en (rl) y (r2), las
ecuaciones de movimiento resuitan ser

r=2-51+3rc =_5+6t
Por lo tanto, en &3 = [0 la posicién es x; = 252 vy la
velocidad es vy = 55.

Un automévil va reduciendo uniforme-
mente su velocidad. Se observa que recotre
directamente un tramo ABde 30men2 s, yquea 10m
después de B llega al reposo. Calcular su
desaceleracidn.

Apliquemos primera la méaxima:

Buena figura = menos problemas

(Estudie con cuidado la Fig. E23a):

tg=10 v,=(
@A ) 30men2s B 10m [
0 r 2 .
6] X
Fig. E23a

Basemos las ecuaciones de movinuento en el
punto 0, con 1y =0, xe = O

1 2
X=V0t+§al
v=ytal

W=ywl+2ax

Apliquemos la primera al punto 1, conx, =30y 1, = 2:
30= v0(2)+%a(22)

= vota=15

Apliquemos la tercera al punto 2, conx; =40 y vy =1



0=v02+20 40
= Vo' +B0a =0

Eliminando v, de las dos ecuaciones subrayadas se
llega a la ecuacion cuadrética

@t +30a+225=0

cuyas soluciones son

a=-35 y a=-45
;Cudl de estas dos soluciones es la correcta? Para
decidir tome en cuenta que la primera conduce a los
valores

Vo = 20, = 4
y la segunda a

"'():60, t2=].33

Es instructivo examinar los graficos x(1)
comrespondientes a las dos soluciones (Fig. E23b),

vp=20,a=-5

40 ,,/

\\

. f/
\x
\;
//.‘r

-

'j ’

s

,_.
Ly - -
[
Iry

Fig. E22b

Ejemplo 24 Un mévil umformemente acelerado

recorre 21 men el lapso {2 s, 3 8] ¥y 93 m en el lapso [6
s, 9 8]. Calcular su velocidad en el instante t = 4.5 s.

En Ja Fig. E24a se muestra nuestra eleccion
del sentido vy origen del Eje X v se anotan los datos del
problema.

Lu=2 L‘=3 L2=6 l3=9
® QU < ¢ § 2 g3
. . ' B L . ' >
© 2im 92 m X
Fig. E23
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La meta es obtener la ecuacion de movimiento
y luego particularizarla para el instante t = 4.5 s. En las

[T

ecuaciones generales tomemos como punto base “n” el
punto 0, con ty =2, xy = 0 y vp = parameiro. Obtenemos,

1
Jc=v0(t—2)+5¢a(15_2)2

Hay que calcular vy y a. Aplicando esta ecvacion al
punto 1, conx, =21y, =3,

2=y (3-2)+ %6(3—2)2

0 sea
(rt) 21=v+la
i\

Volvamos a aplicar (1) a cada uno de los puntos 2 y 3.
Obtenemos

(r2) x2=v0-4+%ao42
1 2
(r3) 13=Vo'7+50'7

Todavia no hemos utilizado el dato de que la distancia
entre los puntos 2 y 3 vale 93 m. Este dato lo pedemos
expresar asi:

(l"4) ,\’3-,\'2:93
Examinando (r2), (r3) y (r4) vemos que podemos

eliminar x; y x3 restando miembro a miembro las
ecuaciones (r2) v (r3) ¥ luego usando (r4). Llegamos a

93=3 vy + «%—3-0
2
o bien
(r5) 31=v0+l—21-a

Hemos obtenido asi un sistema  de dos
ecuaciones, la {r1) y la (r5), con dos incognitas, v y a.
Resolviendo ¢l sistema,

V0=20. a=2
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Las ecuaciones del movimiento son entonces
=_36+161+1
v=16+2t

Ent=4.5 s tenemos
m
v(i=45)=16+2(435)=25 —
B

Ejemplo 25. Una pelota recorre la tercera parte de su

distancia total de caida libre durante el ultimo segundo
de su movimienso a partir del reposo. Calcular la altura
desde la que se dejé caer y el tiempo total de caida.

Sea “h” la distancia tolal de caida. Tomando cl
Eje X como se ve en la Fig. E25 tendremos que la
aceleracidn es positiva e igual a

a=g=98m/s’

@]
- 0

rl

1
—~henl!
3 enls

Fig, E25

Entre los puntos 1 y 2 tenemos Ax=1by

At=1, Aplicando la ecuacién v a dichos puntos,

h

1
Ax 1 3 1
=y =" _gAt=3——_(9.8)]
vi= 2 1 2( W1
= (r) Vi = %h_4-9

Por olra parte, apliquemos la ecuacidn AV entre los
puntos Oy 1, convy=0, Ax = %h,

AV =2 a Ax

(r2) vi= 19.6(—§-h)'—: 13h

Elevando la ecuacién {rl) al cuadrado y luego
sustituyendo el valor de v,* dado por (12) tenemos

2
v, =

12 98
ah— 3 h+ 24

— 132 58
= 13h—§h—Th+24

Fl

Simplificando se llega a una ecuacién cuadratica para
h:

0.111h*~16266h+24=0
cuyas rajces som
h=1455m y h=15m.

La raiz 1.5 m se desecha porque correspende a
un valor negativo de v, como se saca de (rl). La
respitesta es pues

h=1455m
Esta comresponde, como es facil determinar, a

t,=4458,x,=97m,v,=436m/s, ya .

L=5458,x;=1455m, v;=534m/s.

Run the boo (Encuentro).

Dos méviles parten el uno hacia el otro a lo
largo de la misma rccta, desde dos puntos separados
400 m. El primer moévil se mueve hacia la derecha con
velocidad inicial de 20 m/s y aceleracion 2 n/s’
dirigida hacia la izquierda. El segundo movil parte 3
segundos después que el primero, moviéndose hacia la
izquierda desde el repose y con aceleracion 4 n/s
dirigida hacia la izquierda. ;En qué punto se encuentran
los méviles y cudles son sus velocidades alli?

En vista de que intervienen dos mdviles, es
necesario distinguir bien las cantidades cinemdticas de
cada uno. Usaremos {x, v, a} para el primer mévil, y
{x, v, a’ } para el segundo (cbviamente, no hay
necesidad de distinguir el tiempo t, que es una variablc
comun).



La meta consiste en obtener las ecuaciones de
movimiento de los moviles, x = x(1) y ' = ¥'(1), y luego
impener la condicion de encuentro, x(t) = x'(1), que nos
dara el tiempo en que ocurre.

Las trayectorias de los mdviles tienen dos
puntos interesantes cada una: el punto inicial de cada
movil, y el punio donde se encuentra con el otro; hemos
designado estos puntos por “punto 0" y “punto 1 para
¢l primer movil y “punto A” y “punto B” para cl
segundo (Fig. E26a). Segin los datos, tenemos que
tb=0syquety=13s.

2% dsr_nf
+ s® 0% B A
" n—H
1he > 1 X

Opb0————— 400m ———
Fig. E26a

Hemos incluido en la figura los veciores
correspondientes a la velocidad inicial del primer mévil
y a las aceleraciones. Escogenios un gje X hacia la
derecha, con su origen en el punto 0.

Plantearemos las ecuaeiones de movimiento de
los moviles, Para el primer movil basamos la ecuacion
general x(1) en el punto 0, con

t0=01 -)-'0:0, V0=20, a=-2
(Ojo con los signos). Obtenemos la ecuacidn

x=20t-¢

Para el segundo mdvil, la ecuacion x'(t)
basada en el punto A es

1
X =xatValt-t) +ya (- ta)
Sustituyendo los datos
Ua=3, x'4a=400, v,=0, a°=-4
Resulta

¥ =382+12t-2+¢

La condicion x = x’ conducc a la ecuacion
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t*+8t-382=0
cuya solucion positiva es t = 15,95 a. Por lo tanto, los
moviles se encuentran en

%(15.95 g} = ¥'(15.95 ) = 64.6 m.

Las velocidades en el punto de encueniro las
calculamos de las expresiones

v=20-2t y
vi=12-4¢t
Para el primer mévil,
vi=ut)=v(t=1595)=-1[19m/e
Para el segundo,
ve= Wtg) = v(t=1595)=—518m/s

Ambas velocidades son negativas, por fo que ambos
méviles se estan moviendo en la direccién —X en el
momento del encuentro.

LLos graficos x vs t se muestran en la figura.
E26b. A la izquierda del eje X se muestran las
trayectorias.

L 4= -
—
A
Gf -
L"a
7
(a8
(==}

Fig. E26b

Un elevador va ascendiendo con una
aceleracion de | m/sz. En cierto momento, cuande la
velocidad del elevador es V7, se desprende un perno
del techo del elevador. La distancia de techo a piso es
de 2.6 m. Calcular el tempo que tarda el perno en
chocar con el piso del clevador. Analizar ¢! problema
para diversos valores del parémetro “V™,



Nos interesan los movimientos del perno y del
piso del elevador, Hallaremos sus ecuaciones x = x(t) y
X' = x'(1) v calcularemos donde chocan imponiendo [a
eondicidn x = x".

No es necesario conocer las trayectorias
exactas del perno y del piso. Podemos hacer esta
hipétesis: el perno encuentra al piso cuando viene ya en
su movimiento de bajada. Después de resolver el
probiema esta hipdtesis puede validarse o invalidarse.

Vamos a colocar ¢! ¢je X con su origen frente
al piso del elevador en el momento en que se desprende
el permo (t = 0). La direccion del eje X la ponemos
hacia arriba {conlo que 2 = | paraelpisoy a’=- 9.8
para el perno). Inicialmente el techo y el perno estan en
sus respeciivos puntos “0”. La velocidad del perno
cuando se separa del techo es la misma que la del
elevador entonces: vy = vy =V,

F 3 X
Perno:
m
/-—l 9,8-;5
- &
1
tg=0
Xp=0
vu =V
fijo al cubo Piso
del elevador T n
\ ng_,/r 152
Ol o
Fig. E27a

Cuando chocan, ¢l piso y el pemo se
encuentran en sus respectivos puntos 17

La ecuacion x(t) para el piso, basada en su
punto O es,eontg=0,x=0, vy=V ya=1:

Piso: x=Vi+051

La ecuacién andloga para el perno, basada en su punto
Ocont'p=0,x3=26, vi=Vya =-98e¢s

Perno: £ =26+V1-40¢

La ecuacion x = x' ticne la solucién positiva

(= 0.694 s = (,, Note que no depende de V. La posicion
comin en el momento del choque es x(t)) =x'(t,) o sea

(r1) x=x'=024+0654V
La velocidad del piso en este momento es

(r2) u,={3] =V +0.694
dt 1=t

y fa del perno es

(r3) v',=[d—x-] =V -6.801
dt t=ty

Ejemplo numérco
Si el elevador tiene velocidad V =3 m/s en el

momento del desprendimiente, entonces en el momento
del cboque x, = x| = 2.32 m y las velocidades de piso y
pemo son respectivamente vy = 3.694 m/s y
Vv =-3.801 m/s < 0. Como la del perno es negativa,
eneuentra al piso en su movimiento de bajada. Observe
los graficos x(t) y x'{1) correspondientes en la figura
E27b. Se ha incluido el grafico del movimienio del
techo, para comparacion.

La distancia neta que ha recorrido el perno
relativa al cubo det elevador es de 0.28 m hacia abajo.

0 0694 5 1

Fig. E27b



Para una velocidad V = 8 m/s, el permo no
tendria tiempo de llegar a su punto de retorno y
encontraria al elevador en su movimiento de subida
(Fig. E27c).

51 m

26m

1

Fig. E27¢

3.9. Problemas

1. Un mévil realiza la primera parte de su movimiento
desde el reposo con aceleracidon uniforme B, y la
segunda parte con aceleracién uniforme 2B. Dado que
la distancia total viajada es de 729 m y que el tiempo
total del movimiento es 30 s, calcular el valor de B.
Resp. 2.43 m/ sl

2. Un tren se desplaza con velocidad de 20 m/s. En
cierto momento desacelera uniformemente durante 40
segundos a razén de 0.25 m/s’. A continuacitn
desacelera uniformemente a otra tasa durante 50 s hasta
llegar el reposo. ;Cudnto vale la desaceleracidn en este
iltimo tramo?

Resp.—0.2m/s’.

3. Un globe asciende desde el suelo con una
aceleracién de 0.5 m/s”, partiendo del reposo. Cuando
ha subido una altura de 120 m se desprende de €l una
bolsa de lastre. Calcular €l tiempo que le toma a la
bolsa eaer al suelo desde el momento en que se
desprendid.

Resp. 28.1 a.

4, Una particula parte en t = 0 con velocidad inicial y
aceleracién desconocidas. Se observa queentre t = 3 s
yt=5srecorre 42 m, y que en t = 10 s su posicidn es
x =19 m. Calcular la aceleracion.

Resp. -19.1 m/s’.
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5. Un movil cuya aceleracidon es @ = — § n/s’ se
encuentra en x = 4 m cuando t = 5 s, v su velocidad alli
vale v = — 6 m/s. Obtener su ecuacién de movimiento.
¢En qué tiempo y posicién su velocidad vale 4 m/s?
Resp. x=-28.5+19t-25¢;ent=38,x=6m

6. Una piedra lanzada verticalmente hacia arriba llega a
su punto de altura méaxima en t = 2 a. Calcular la
aceleracidn de la gravedad del dato de que la velocidad
de la piedraen t =2.003 s es 0.0294 m/s.

Resp. 9.8 m/s’.

7. Bosqucje el grifico x({(t) de un movimiento
uniformemente acelerado con las siguientes caracteris-
licas (el punto O corresponde a t=0,x=x5y v = vg):

(@) xg<0,v>0,a>0
(B)xp>0,v=0,a>0
(©)xp=0,v<0,a<0
() x=0,vg=0,a>0

8. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con
una velocidad de 19.6 m/s. Hallar su posicidn y
velocidad al cabo de 3 segundos, y la distancia total que
ba recorrido entonces. Suponiendo que la pelota rebasa
el punto de lanzamiento, prosiguiendo hacia dentro de
un pozo de profundidad 15 m, calcular cuanto tarda en
llegar al fondo.

Resp. 14.Fm; 24.5 m.

9. Desde una banqueta se lanza una picdra
verticalmente hacia arriba. Un muchacho detrds de una
ventana de 2 m de alto observa la piedra durante 0.8 s,
desde que aparece frente a él de subida hasta que
vuelve a desaparecer en cl movimiento de bajada. El
campo de vision frontal del muchache no se extiende
verticalmente mas alld de los bordes superior € inferior
de la ventana. ;Qué distancia alcanza a subir la piedra
sobre el borde superior de la ventana?

Resp. 0.47 m

10. Desde un puntc “P” se proyecta una particula A
hacia arriba, con una velocidad de 49 m/s. Al mismo
tiempo se deja cacr una particula B desde un punto “Q™
verticalmente arriba de P. Las particulas se encuentran
en ¢l instante cuando la velocidad ascendentc de A es
igual a la velocidad descendernte de B. Calcular la
altura h del punto Q sobre el punto P,

Resp. h=122.5m.
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11. Una pelota recorre la milad de su distancia total de
caida libre durante el iltimo segundo de su movimiento
a partir del reposo. Calcular 1a altura desde la que se
dejé caer y el tiempo total de caida.

Resp. 57.12m, 3.41 s.

12. Un coche parle del reposo con aceleracién
constante de 1.2 m/ 5

(a) ;A qué distancia del punto de partida alcanza una
velocidad de 16 m/s?

(b) ;,Cuéanto tarda en alcanzar dicha velocidad?

{c) ; Entre qué posiciones recorre 10 m en | segundo?
Resp. 106.6 m; 13.3 s, entre 36.8m y 46.8 m.

13. Un ten se desplaza en linea recta con
desaceieracion uniforme. El tren tarda 80 s en viajar de
AaB,y 120 senviajarde Ba(, con AB=BC=3
kem.

{a) Hallar ta desaceleracion del tren.

(b) Hallar la distancia desde C hasta el punto donde se
detiene.

Resp. 0.125 n/ s’

14, Entre los instantes t= 2 s y 1= 3 s un mévil recorre
16m, yentre t=5s yt=6 s recorre 28 m. Suponiendo
que el mdvil se mueve con aceleracién eonstante,
caleular:

{a) La aceleracion.

{b) La distancia total que recorre en 9 segundos desde
el inicio del movimiento ent= 0.

Resp. 4 m/sz; 196 m.

15, Para un movimiento uniformemente acelerado se
tienen los siguientes datos

Tiempo t (=) Posicidén x (m)
0 -3
1 3
2 17

;Cuanto vale la posicidn ent=3 s7
Resp. 39 m.

16. Se desea medir la aceleracion de Ja gravedad
mediante ¢l siguiente arreglo experimental: se deja caer
desde cierta altura un balin de plomo; el balin perfora
tres hojas paralelas muy delgadas, cuya separacion
mutua es D, sin afectar apreciablemente su velocidad,

se miden los tiempos que invierte el balin entre Ia
primera ¥ segunda hojas, y entre la segunda vy tercera,
Sean éstos respectivamente T y T'. Hallar la
aceleracion en funcionde D, Ty T'.
Resp. a= 2pa-T)

TT{T+T)

R T

— o—— o
N
Rl
1l
=1
3

P 3”7

17. Demostrar la ecuacion delta

v +vp
2

Ax = - At

18. Un movil A parte del reposo desde cierto punto P
con una aceleracién de 4 m/s’. A ese mismo instante
detras de él y a una distancia de 400 m, parte en su
persecucién otro movil B con velocidad V y
aceleracion constante de 2 m/s’. ;Cudl es el valor
minimo de V que permitira a B dar alcance a A?
Sugerencia. Ohtenga las ecuaciones de movimiento

{xa =400 + 2% y xg=Vt+ t)) relativas al Eje X
mostrado en la figura.

Resp. 40 m/s.

. Yy
Ee X1  Ppardbale
de A Pardbola

de B

A parte
delreposo

B parte con
velocidad V P

\ Eje t
0




19. Dos mdviles parten simultaneamente ¢l uno hacia ¢l
otro a lo largo de la misma recta, desde dos puntos
separados 400 m. El primero se mueve hacia la derecha
con velocidad uniforme de 15 m/s desde el inicio. El
segundo se mueve haeia la izquierda partiendo del
reposo y con aceleracion constante de 5 m/s”. jEn que
punio se encuentran y cudles son sus velocidades
entonces? Resp. Enx=150m.

Ejex 4

T B
400 tn

Ejet

v

21. Las hebres Paula y Tina van a jugar carreras. Tina
parte del reposo desde un punto distante 20 m de Paula,
con una aceleracion de 4 m/s’. Paula parte
simultdneamente con una velocidad inicial de 7 m/s v
aceleracion de 3 m/a’. ¢Cudano tarda en alcanzar Paula
a Tina? ;Cuanto tarda luego en alcanzar Tma a Paula?
Resp. Observe los graficos x{1) de los movimientos de
las liebres (son bidnicas).

X Tina
Paula
771 ) S O
; : B
Pauls
' Tina
5 2 A e
A ;
Tina : :
e | |
Paula 1 : t
Y — b
q 10
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20. Una pared liene 30 m de altura. Se lanza una pelota
verticalmente hacia arriba desde la base de la pared. El
tiempo que la pelota esta por sobre la pared es de 2 s.
. Con qué velocidad fue lanzada?

Cuando la pelota va bajando y se encuentra a una altura
dc 20 m sobre el suelo, se lanza una segunda pelota
hacia arriba desde e suelo con velocidad inicial de 20
m/s. ;En qué punto se encuentran ambas pelotas?

Resp. A 9.39 m sobre el suelo.

EjeX %

fe——
N
4

8]

21. Se arroja una piedra desde una azotea verticalmente
hacia abajo, con una velocidad inicial de 12 m/e. El
sonido de la piedra al golpear la banqueta se oye 2 s
mas tarde. Caleular la altura de la azotea. Tome la
velocidad del sonido igual a 340 m/s.

Resp. 39.95m.

22. Un mévil uniformemente acelerado recorre dos
trechos contiguos de longitudes D y 2D en lapsos dc
mismas duraciones de T segundos. Hallar su
aceleracidn en términos de D y T.

Resp. @ = D/T.

23. Un mévil realiza la primera parte de su inovimiento
desde el reposo con aceleracion uniforme B, y la
segunda parte con aceleracion uniforme 2B. Dado que
la distancia total viajada es de 729 m v que e! ticmpo
total del movimicnto es 30 s, calcular el valor de B.
Resp. 2.43 n/s’.

24. Suponer que se ha planteado la ecuacion de un

moévil cuya aceleracién es desconocida, hallindeose la
ecuacion

Explicar como calcular la aceleracion si se tienen
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adicionalmente los siguientes dalos:

{a) El tiempo y la posicién en algin punto especifico,
{tn, xn}.

{(b) El tiempo vy la velocidad en algin punto especifico,
fta, vn}.

(¢} La posicion y Ja velocidad en algin punto
especifico,

{xn, vn}.

(d) Los valores tn, tm vy Ax propios de algin segmento
del movimiento.

(e) Los valores x,, xm ¥ At propios de algin segmento
del movimiento,

23. Hacer lo mismo que en el problema 24 para ¢l caso
que se tenga una ecuacion de la forma

x=4+ywi+6¢

26. Una piedra es proyectada verticalmente hacia
arriba. Pasa por un punto a una altura de “h” metros a
los 3 segundos de ser lanzada, y pasa por el mismo
punto de bajada después de 2 scgundos adicionales.

Calcular la altura h y la velocidad con que se lanzd.
Resp. 73.5m; 39.2m/s.

27. Una particula A pasa cierto punto P con velocidad
vp. Tres segundos mds tarde otra particula B pasa por el
mismo punte P con velocidad (1/3)vp. La particula B
alcanza a la A cuando sus velocidades son respectiva-
mente 9.3 v 8.1 m/s. Calcular vp y la aceleracién de A.
Ambas particulas se mueven con movimiento unifor-

memente acelerado; la aceleracién de B es 4/3 lade A.
Resp. 0.9 m/s; 0.15 m/s.
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CAPITULO 4

MOVIMIENTO PLANO. DESCRIPCION EN LA BASE NATURAL

4.1. Conceptos basicos. Extension al plano

Camino vy travectoria.

Consideraremos una particula quc s¢ mueve en
un plano. El camino de la particula es el conjunto
continuo de los puntos del espacio por los que transita
la particuta. En general, el camino serd una cumva
confenida en el plano de movimiento.

A veces ¢l camino estd prefijado, como en el
movimiento a lo largo de:

Una carretera.

Un camil de una pista de carreras.
Una montafa rusa.

Un tramo de vias férreas.

Una tuberia de gas o agua

Etc.

Un mismo camino puede scr recorrido de
muchas marneras. La trayectoria de la particula se
refiere ya al modo particular o “itinerario” de
movimiento de la particula a lo large del camino

En este capitulo supondremos que ef camino y
la trayecforia estin especificados de antemano.

Posicién o eoordenada “s”,

Observemos la Fig. 22. Figurémonos que el
eje recto X (que usamos para describir el movimiento
rectilineo) fuese un alambre delgado. Doblémoslo,
dandele la forma de un camino curvo. El eje X se
transforma asi en una especie de “eje curvo” que
nombraremos “Eje S§”. Sobre esie eje curvo se define
un origen O y una escala de longitud. La abscisa “x”,
medida a lo largo del eje X, se vuelve la coordenada
“s", medida a lo largo del eje S. El movimiento
rectilineo a lo largo del gje X se vuelve un movimiento
a lo largo del cainino curvo o eje S.

A} igual que en el movimiento reciilineo,
podecmos pensar que el “camino” y el “eje” son la

misma cosa.

Definicién. La coordenada o posicion del movil P,
denotada con “s”, es la distancia directa desde el origen
O hasta P, medida a o fargo del Eje S. El origen O
divide el eje S en dos segmentos que corresponden a

valores negativos y positivos de s. La eoordenada s cs
lo que se llama “longitud de arco” en la teoria de
curvas.

S//\P

\
-

r x — |
[ + + t H—t—p—r + ¥

O Ee X
Otigen

T A4 ¥ = —

Fig. 22

Ecuacion de movimienfo,

A cada tiempo 1 la particula se encucntra en
uno y s6lo un punto del camino, es decir, la posicion es
una funcién del tiempo:

(28) s=s5(t)

La ecuacidn (28) es la “ecuacion de movimiente™ de la
particula.

La ecuacidn de movimiento describe en qué
lugar del camuno se encuentra la particula en todo
momento. El movimiento dc una particula viene
determinado per dos elementos:

e La forma del camino o cje § (por dondc se mueve
la particula).

« La ecuacidn de movimiento (ddnde esta la
particula a cada instante}.

Como veremos, todas las particularidades del
movimiento  {distancias  recorridas, velocidadcs,
aceleraciones, etc.) se pueden obtener a partir de estos
dos elementos.
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Grafico 5 vs €
Para darse una idea global del movimzento uno
se auxilia de dos figuras. Una de ellas es el camino
(Fig. 23); la otra es ei grafico de la posicién s contra el
tiempo t (Fig.24).
I Gyl

<

Camino ¥
_\ X Eje S
Origen O

Fig. 23
(El papel representa el espacio fisico)

¥

t \_/
Fig. 24
(zgrafico en un espacio cartesiano abstracto s-t)

Debe distinguir claramente ambos clementos
graficos. Daremos un ejemplo al respecto.

jemplo 28] Una particula recorre el camino en forma

de rizo mostrado en la Fig. E28a, de acuerdo con la
“ley” (0 ecuacidon de movimiento)

(rl)  s=-120+94t— 19 + ¢

(s en metros, t en segundos}

donde suponeimos que el tiempo t se restringe al
intervalo [0 s, 13 s]. Analizar el movimiento.

Camino
//_

Qrigen O Hf:tgdr?)gz

Purto de

retornp 4 -

A

<‘\ Eje S
1=0 B _~»

s=-120 t=13j

=886
Fig. E28a

El grafico s vs. t, mostrado en la Fig. E28b,
proporciona una vista globat del movimiento.

Vemos que la funcidn $(t) tiene un maximo en
t =3.37 s y un minimo en t = 9.30 s. En el primero de
estos valores la distancia al origen, | 5 |, pasa de ser
creciente a decreciente, y viceversa en el sepundo
valor. Es decir, la particula invierte entonces Ila
direccién de su movimiento. Estos son punfos de
reforno. del movimiento.

Observa bien cdmo se corresponden los puntos
de la Fig. E28b con los de la Fig. E28a.

88 —

(3.37.19.27)

(9.30,- 84.75)

-120 +

Fig. F28b

En t = 0 la particula se encuentra en la parte
negativa del Eje S, a 120 metros del origen ©.

En t = 13 se halla a 88 metros del origen, en la
parte positiva. Estas ubicaciones corresponden a los



puntos terminales A y B, respectivamente.

La particula parte de A vy se desplaza
directamente hasta el “Punio de retorno 17, el cual
alcanza en t = 3.37. Alli se detiene momentaneamente y
regresa por donde mismo hasta el “Punto de retorno 27
llegando alli en t = 9.30, momentoe cuando vuelve a
mvertir st movimiento, hacia B.

Notemos que el movil pasa tres veces por el
origen.

Para mejor visualizacién del movimiento.a lo
large de este camino, en la Fig. E28¢ hemos indicado
las direcciones en que se recorren los diversos tramos
A = 1 = 2 - B del rizo. Esta figura es el recorndo
especifico o trayectoria de la particula a lo largo del
rizo.

Fig. E2&

Desplazamiente y distancia recorrida.

L.os conceptos de desplazamiento y distancia
recorrida, en el movimiento plano, se corresponden
estrechamente con los mismos conceptos introducidos
en relacidn con ¢l movimiento rectilingo.

La diferencia de posiciones (esto es,
coordenadas “s”) correspondientes a dos valores del
tiempo, |, ¥ t, se denomina ¢! “desplazamiento”
efectuado por la particula al cabo del intervalo de
tiempo [, t;]. Denotando el desplazamiento con As
tenemos

(29)  As=s{t)-s(t)

La distancia recorrida por ¢l mévil en el lapso
[ti, tz], que denotaremos con “D”, es lo que marcaria el
oddmetro entre t) ¥ t;, 8i suponemos que la particula es
un automaovil.

La distancia recorrida se mide a lo largo de la
trayectoria, independientemente del sentido de
movimiento. Es una cantidad siempre positiva por
definicidn.
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Por otra parte, el desplazamiento en el
intervalo [t;, t;] es una cantidad algebraica que nos dice
coémo estan las posiciones del mévil ak imicio y término
del intervalo. Mirando en el sentido del eje S tenemos
que si As es positivo, Ja posicidn en t; esta detras de la
posicién en (;; si es negalivo, la posicidn en 1 esta
delante de la posicidn en t.

Utiticemos el movimiente del gjemplo

precedente para cuantificar la  distincién  entre
desplazamiento y distancia recorrida.

S

(337, 12.27)

(930,-8473)

Fig. E29a

Fig. E29b

Tomenios algun intervalo de tiempo, digamos
[1, 8], y comparemos c! valor del desplazamiento con la
distancia recorrida en este inlervalo. Para calcular el
desplazamiento no es neeesario conocer los detalles del
grafico s vs. t. Basta sustituir en la ecuacién s = s(t} los
valores dados t = 1 y { = 8 para oblener las respectivas
posiciones, y calcular su diferencta.  Asi, ef
desplazanuento en el {apso [1, 8] es

As=s(B)-s(1)=-72 -(-44)=- 28
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Este desplazamiento corresponde a un pequefio
segmenio del Eje S en el graftco s vs. [, como vemos en
la Fig. B2%a. Localice en la Fig. E29b los puntos
correspondientes a t = 1 y ¢ = 8. La diferencia de sus
posiciones es 28 m, pero la distancia recorrida por el
maévil en [1, 8] obviamente no es 28 m.

Para calcular la distancia recorrida en un
intervalo necesitamos averiguar si cxisten puntos de
retorno dentro de dicho intervalo. Refiriéndonos a la
Fig. E29b vemos que el intervalo {1, 8] contiene un
punto de retormno en t = 3.37. Entonces dividimos el
tramo de movimiento en dos porciones, una de { = |
hasta t = 3.37, y la otra de t = 3.37 hasta t = 8. En cada
una de estas dos porciones el desplazamiento es
direcro, eslo es, se lleva a cabo sin que la particula
invierta la direccion de su movimiento. En un
desplazamiente  directo el valor absoluto del
desplazamiento si es igual a la distancia recorrida.
Calculando los desplazarmientos en los lapsos [1, 3.37]
v [3.37, 8] tenemos

$(3.37) = s(1) = 19.27 - (- 44) = 63.27
s(8)~ 5(3.37) = 72~ 19.27=—91.27

La distancia recorrida en [l, 8] ex la suma de los
valores absolutos de estos dos desplazamientos
directos:

D=6327+9127=15454m

Yelacidad,

Las defmiciones son analogas a las del
movimiento rectilineo. La velocidad media durante
algin intervalo de tiempo [t, t + At), la cual denota-
remos con ‘v, se define como el cociente del
desplazamiiento efcctuado durante este intervalo, As, y
la duracién del mismo, At

30)  ve= 2

(Velocidad media)
Al

La velocidad (instantdnea) se define por
ey =2
dt

Si la velocidad ¢s positiva (o sea ds > 0), el
mévil se desplaza en el instante considerado cn la

misma direccién que la del gje S. Si es negativa, lo hace
en la direccién contraria.

La magnitud de la velocidad, | v | = v, se
denomina la rapidez del movil.

La rapidez media s

12 ” dia=R. = distancia recorrida
(32)  rapidez media = R = "0 0 e mpleado

Un movimiento plano se denomina wreifarme
si es reclilineo y ocurre a velocidad constante. Su

.

ecuacidon de movimiento es

(33) 5=59+ vt —tg) (s0, v, to constantes)
Si en esfa ecuacldn sustituimos t por ty encontraremos
que s = sq; es decir, la ecuacion {33) representa un
movimiento uniforme para ¢l cual el mévil esta en 5o en
el instante 1.

4.2, Problemas.

1. En una hoja de pape! trace un camino curvo como
desee. Suponga que un movil describe esle camino de
acuerdo con la ecuacion de movimiento

s=200-211t+4D

{a) Ponga marcas cn ¢l camino, que muestren la escala
de longitud. Schiale con “puntos gruesos” las
posiciones correspondientes a t=0,1,2,3,4,5y 6
unidades de tiempo (a ojo de buen cubero). Elija
apropiadamente ¢l origen del Eje S de modo que se
vean todas estas posteiones €n el dibujo.

(b) Iaga el grafico s vs t del movimiento. ;Existe algin
punto de retorno? En caso afirmativo localicelo en
la trayectoria.

(¢} Haga otra figura de la trayectoria a la manera de Ja
Fig. E29b de la pagina 50, donde se vean las
direcciones de recorrido de la trayectoria.

{d) Calcule el desplazamiento en los intervalos de
tiempo (G, 41 y [3, 6]

(e} Calcule la distancia recorrida en el lapso [1, 5].

(f) Obtenga la velocidad media en el infervalo
[3, 3 + At

(g) Obtén la velocidad instantinea como funcidn dcl

liempo.

2. Una particula ejecuta un movimiento uniforme. Se
sabe que ent =16 s suposicion esx =~ |0m.



La velocidad del movimiento es v = 7 m/s. Obtener la
ecuacién de movimiento y graficarla en el espacio
cartcsiano t-x.

3. La figura es el grafico s vs t de un movimiento. Los
tiempos estén en segundos y las posiciones en metros.
Todos los segmentos del grafico son lineas rectas entre
puntos de coordenadas enteras {1, 5). (Qué puede decir
sobre el movimiento y sus velocidades?

M Eie s

150

120

60

=l

30 v

Ejet

2 10 13

4. Obtener por derivacion con respeeto al tiempo las
velocidades de los movimientos descritos por las
ecuaciones

2t
a 5=
() 1+ 4t
{b) PE o ¥ b constantes)

(<) s=5sen(2t’ - 1)

1
(d) =55+t vt + % at? (%0, Vo, @ constanies)

4.3. Base ortonormal natural

De acuerdo con la primera ley de Newton, los
cuerpos tienden la tendencia natural de conservar su
rapidez y su direcciéon de movimiento. Es decir, ¢l
movimiento “natural” de un cuerpo es un movimiento
uniforme, en linea recta y con velocidad constante. Para
sacar a un cuerpo de su movimiento uniforme es
necesario aplicarle fuerzas. Las fuerzas modifican la
velocidad, es decir, producen una “aceleracion”.

En el modulo de dindmica estudiaremos mas a
fondo como es que las fuerzas aplicadas sobre un mdvil
alteran su velocidad. Previamente debemos estudiar
como se describen las variaciones de velocidad, cosa
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que haremos a partir de esta seccidn.

Hasta ahora conocemos la velocidad como una
cantidad algebraica. Procederemos a definirla ya del
modo mas general como una cantidad vecrorial. La
velocidad tendra ast una magnitud y una direccion, y un
cambio de velocidad implicard cambios tanto de su
magnitud como de su direccion. Hacia este objetivo
introduciremos ahora una base ortonormal muy
adecuada, rclacionada de manera natural y directa con
el carnino del movil.

Consideremos un movimiento a lo largo de un
camino o eje S (Fig. 25).

-

Eje S

=>

-

Fig. 25

La base ortonormal natural se compone de
dos vectores unitarios, denotados con T y N. A cada
punto de la trayectoria le comresponde una base local
[T, N], “anclada” en él. Estas base se crige en cada
punto de la sigwente manera:

» El vector unitario tangencial T es tangente a la
trayectoria en el punto considerado, y apunta hacia
donde crece la coordenada s.

» El veclor unitaric nommal N es perpendicular al
tangencial T. Se dinge hacia la parte concava de la
trayectoria en el punto considerado. Dicho de orra
manera, apunta hacia el centro de curvatura local,
como explicaremos un poco mds adelante.

En la Fig. 25 se muestran las bases
correspondienies a dos puntos P y Q de la trayectoria.
Se trata de una base variable, como vemos, pues
aunque las mmagnitudes de T ¥ N no varian, st lo bacen
sus direccienes. Es de notarse que si se inviere la
dircccion del Eje §, automadticamente se invierie la
direccién de T, no asi la de N.
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Imaginando que el mdvil es un vehiculo, el
versor tangencial T apunma en la linea visual del
conductor, hacia ¢l frente; ¢l nermal N apunta hacia la
izquierda o derecha del conductor, segun el vehiculo
esté virando hacia la izquierda o la derecha,
respectivamente.

Conforme la particula se desplaza a lo largo de
su trayectoria, los vectores T y N que la “acompafian”
van rotando. La curvatura de la trayectoria es una
medida de qué tan rapido rotan los vectores de la base
conforme se gana terreno. La curvatura es una
propredad local, o sea, definida en cada punto de la
frayectoria.

En {a analogia del vehiculo y el conductor, una
curva muy pronunciada (de gran curvatura) es una
donde el wvehiculo (o la base [T, NJ]) debe virar un
dngulo grande en una distancia coria,

Expresaremos a continuacién la nocién de
curvatura en una forma matcmatica precisa.

4.4, Curvatura y radio de curvatura

Refinéndonos a [a Fig. 26, sean P y Q dos
puntos muy proximos, separados espacialmente por
cierto desplazamiento directo As y temporalmente por
cierta duracidén At. Si P es el punto general dc
cocrdenada s y tiempo t, entorices @ tendra coordenada
s + As y tiempo t + At. Tendremos ademas que
A =s(t+ At) — s(t).

Tracemos los versores tangenciales ¢cn Py Q,
denotados con T(t) vy T{t + At), respectivamente.
Tracemos ademéds los segmentos PC, y QC,
perpendiculares a estos versores. Cp, €5 el punto donde
se intersecan.

El angulo AB entre estos segmentos es el
mismo que enire los versores T(t) y T(t + At), de modo
que al desplazarse la particula de P a Q, la direccidn del
versor tangencial cambia c¢n  A8. Ahora bien,
consideremos P fijo y hagamos tender As — 0 (o lo que
es lo mismo, At — 0); es decir, acerquemos cada vez
mas Q a P. Entonces,

e El punto C,, tiende a cierto punto C denominado ¢l
centro de curvatura correspondiente a P.

» La longitud PC,, (o bien QC,.) tiende a cierto valor
p denominado el “radio de curvatura” de la
trayectoria en P.

Fig. 26

e El cociente —‘i—f tiende a lo que se denomina la

curvatura 1 de la trayectoria en P,

(En vista de que A9 es el dngulo que rota el vector
T, la curvatura es la lasa de variacion de la
direccion tangencial con la distancia a lo largo de
la curva.)

* Resulta ademas que cl radio de curvatura p es el
reciproco de la curvatura k,

1
(3%  p=—
K

Combinando las igualdades

dd
K=—
ds
1
p=—=
K
tenemos quc
| (36)  ds=pade

Es decir, el arco ds es igual al radio p por el angulo d8,
jo cual trae a la memoria la relacién analoga entre un
arco de circunferencia s, el &ngulo 8 que subtiende este
arco en el centro de la circunferencia, y el radio r de la
misma (Fig. 27, lado izquierdo).




Trayectoria

ds=pdb

Fig. 27

Efectivamente, si el tramo de trayectoria ds es
muy pequefio (Fig. 27, lado derecho), podemos suponer
que es un arco de circunferencia, ¢on centro en el
centro de curvatura C, y radio igual al radio de
curvatura p.

Necesitamos obtener lodavia otro resultado
matemdtico antes de entrar a los conceptos vectoriales
de velocidad y aceleracion.

Tt + At

Tt
Fig. 28

Particndo de un mismo punto, dibujemos los
versores tangenciales T(t) v T(t + At), como vemos en
la Fig. 28. Dibujemos también ¢l vector diferencia

AT =T(t + At} — T(t}

Conforme At liende a cero, el dngulo entre los vectores
T y AT tiende a 90°, de tal modo que la direccion de
AT tiende a coincidir con la del versor normal N. Por
otra parte, la magnitud de AT se aproxima cada vez
mis a la de un arco de circunferencia dc radio

[T(t}| = 1, que subtiende un angulo AD, es decir,

|AT| = “radio x angulo” = | - A8 = AD
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Haciendo los cambios formales AT — dT y AG — d6
tenemos entonces, en magnitud y direccidn,

(37y dT=deN

Usaremos esta expresién en la siguiente seccién.

4.5. Velocidad como vector

Hasta ahora hemos manejado la velocidad
como una cantidad algebraica. Definiremos abora la
velocidad como vector, del siguiente modo (mire la
Fig. 29):

La velocidad del movil es un vector definido
en cada punto (o a cada instante del movimicnto)
mediante

(38) v

Il
|
=

dt

En cada punto P de la trayectoria, el vcetor
velocidad es paralelo a T, es decir, v es tangente a la
frayectoria.

El factor de T en la relacion (38), es decir la

. ds .
cantidad a, es la componente de la velocidad v a lo

largo de T. Ya la hemos denotado anteriormente con el
simbolo “v".

Trayectoria
Fig. 29
ds
39%) v=—
dit

Expresando el veetor velocidad somo “componentc x
vector unitario paralelo”,

((40) v=yT -
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La magnitud del veelor velocidad v se
denomina la rapidez del moévil. Se denota con el
simbolo “v™

@) v=|v|=|vT|=|v||T|=|v] ]

La componente v de la velocidad puede ser
posiliva, negativa o cerv. La rapidez v es siempre no-
negativa.

Un valor negativo de v indica que la
coordenada “s” wva disminuyendo con el tiempo, es
decir, que en ¢l punto considerado el mévil se esta
moviendo en la direccién opuesta a [a del Eje S {o lo
que es lo mismo, ala de T). S1v >0, ¢l mévil se mueve
en la direccién del Eje S (o sea en la direccién de T).

Cuando se usa el término “velocidad” en el
habla informal uno puede estar refiriéndose realmente a
la rapidez “v”, 0 a la componente “Vv°, o al vector
velocidad *v”. Pero debe ser inmediato averiguar del
contexto cual es la intencidn del término, Asi, cuando
decimos por ejemplo “el mévil se mueve en un circulo
con velecidad constante” no podemos  estar
refiriéndonos al vector velocidad, sino a su rapidez o a
su componenie v, puesto gue si el movil describe una
curva su vector velocidad necesariamene varia, al
menos en direccidn.

4.6. Aceleracién

Si la velocidad de un movil cambia, el movil
estd acelerado.

La aceleracién se define como fa tasa de
variacion de la  velocidad con el liempo. La

PRI

denotaremos con el simbolo vectorial “a™

De acuerdo con ei calculo diferencial, si la componente
v varia en dv y la direccién T varia en d7T, la variacion
de v se saca de la relacién v = vT apalicando la formula
de la diferencial de un producto:

dv=dvT+vdT

Usando aqui la relacién (37), dT = d@ N, tenemos
dv=dvT+vdON

Dividiendo por dt obtenemos }a aceleracién ¢n la forma -

I:ET+V'@N
dt dt

Transformemos la derivada de ©:

& J 40 v
dt s dt pdt p

(Se usd K=j—e=—)

5 p
Entonces,
2
@ =N
dt e
0 bien

dv
42 a=—
(42) o

2 2
(44) a=d—ST+l(E] N
de?  pldt

Aqui, “dv” es el cambio de velocidad ocurrido en el
tiempo “d(”.
Poniendo ¢l vector velocidad en la forma

Velocidad: v=vT
vemos que puede variar ya sea porque
e Varie solamente su magnitud | v | (o equiva-
lentemente su compenente v), o

¢ Varic solamente su direccion T, o
e Varien ambos la magnitud y la direecidn.

Como vemos, la aceleracion a tiene en general
dos componentes (Fig. 30%:

La componente tangencial, denotada con ay y
denominada aceleracion tangencial, es

a0 &

45 g =—=
(45) T e

La componente normal, denotada con ay ¥
llamada aceleracién normal, es
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5 5 (o cero), por lo que tiene invariablemente la misma
v 1 . [ ' z
(46) ay = _ L. ds direccién que N, hacia la parte céncava o centro de
p curvatura.

En general, entonces En cierto punto P de su trayectoria, una

particula tiene una velocidad de magnitud v=12m/s y
una aceleracion de magnitud a = § m/s’, con las

| (47)  a=a;T+agN

direcciones dadas en la Fig. E30.
(a) La rapidez del movil en P, jestd aumentando o
disminuyendo?

(b) ;A qué ritmo aumenta la velocidad v?
I 48) a=|al= Va% +a§\ (¢) ;Cual es el radio de curvatura de la trayectoria en P7
(d) ;Cuanto vale la curvatura en P?

La magrutud de la aceleracién es

Representacién Grafica de la Relacidn v
T
2
dv v
a=—T+—N
dt p
Trayeciona

N\ CTay
\\
\

. Fig. E30
Trayectoria
(a) En vista de que la componente tangencial de la
aceleracion tiene ta misma direccion que la velocidad v,
la rapidez va aumeniando.

(b) El ritmo de wvariacién de la velocidad v es
Fig. 30 precisamente la aceleracidn tangencial.

La aceleracién tangencial ar puede ser dv n
positiva, negativa o cero. Si ar y v tienen el mismo q o ar =5-5en32°=2.65 22
signo, entonces la aceleracién tangencial tiene la misma
direccién que la velocidad (Fig. 31, lado izquierdo). En
este ¢caso la rapidez va aumentando. Si ar y v tienen La velocidad v aumenta a razén de 2.65 - cada
signos distintos (Fig. 31, lado derecho), la velocidad y s
la aceleracidn tangencial se contrapenen y la rapidez va

disminuyendo.

segundo.
(¢) El radio de curvatura p lo oblenemos de su relacién
con la aceleracion normal:

7
dr _Y
a an=—
a T / !
/ v / ar ,/ P
v /
v
Despejando p y evaluando ay obtenemos
Rapidez aumenta

Rapidez disrmuye

v _an?

. Y =339
Fig. 31 P 5-cos 32° § (m)

La componente normal ay siempre es positiva
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(d) La curvatura x es el reciproco del radio de curvatura

P,

(o bien k = 0.029 223
m

K=

1 oot
p m

La direceion de la velocidad tiende a girar a razdn de
0.029 rad (o sea 1.66°) por metro recormrido (en el
punto P considerado).

4.7. Calculo de la curvatura

Imagine una particula que se mueve a lo largo
de una curva cuya ecuacién, en coordenadas
cartesianas, es (Fig, 32)

49)  y=ylx)

La direccion de movimiento es la de la tangente a la
curva. El versor tangencial T apunta a lo largo dc esta
tangente, en el sentido hacia donde crece la coordenada
x. Conforme la particula se desplaza, la direccién de la
tangente va variando. Digamos que en dos puntos P y
QQ, este distanciado en “ds” de aquel, la tangente forme
angulos 6 y 6 + dO con el eje X, como vemos en la
figura 32. Entonces entre estos dos puntos la direccion
de la tangente ha variado en db.

Yy =y(x)

.IkY

~1
Tangente Tangente
en P en Q
Fig. 32

La curvatura en el punto P es la tasa de
variacion de [a direccion @ con la distancia recorrida s a
lo large de fa curva,

dé
K=—
ds

Ahora bien, el angulo @ que forma la tangente con el
¢je X viene dado por

8=tan][§£]
dx
de
= db = dx

y la fongitud de arco “ds”™ por

2
ds = (dx)? +(dy)? = 1+%’] dx

de tal manera que

Calcular la curvatura de

(a) Larectay=ax+b.
(b) La pardbola y = cx*.
(c) Ei circulo x* + * = R%.

Para la recta y = ax + b tenemos que ——=10,
dx

por lo que su curvatura es cero en todo punto. El radio
de eurvatura de la recta es indeterminado (p =)
Para la pardbola tenemos

2
Y 2e d—j’=2c
dx dx
por lo que
L %,
k= 3
[1+~’-1c2)c2]E

La curvatura es maxima en el origen x = 0, y va
disminuyendo con x.
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Fig. E3)

2 . ,
Para 4c’x >>1 podemos despreciar el “17 en el
denominador, obteniendo

1

=T33
4c°x

n

(p~4c'x")

Para el circulo la curvatura es constanle, igual

El radio de curvatura es R, 1gual al radio del circulo.

4.8. Aceleracién y fuerza

Para comprender mejor la relacion entre los
vectores velocidad y aceleracion nos valdremos de la
segunda ley de Newton,

(51) F=ma

En palabras: si se aplica a una particula de masa m una
fuerza F, ésta le imprime una aceleracién a cuya
direccién es la misma que la de la fuerza, y cuya
magnitud es proporcional a la fuerza.

Aplicar una fuerza F a una particula libre de
moverse es comunicar a esta una aceleracién a en la
misma direccion que Ja fuerza. Entonces podemos
basarnos en nuestra nocidn intuitiva del efecto de las
fuerzas con el fin de averiguar el “cfecto” de la
aceleracion a sobre la velocidad v. Asi como pensamos
en la fuerza como un jaléon o empujdén, también
podernos pensar en la aceleracién ¢omo un “jalén” o
“"empujén” que modifica la direccién (y en general
también [a magnitud) del vector velocidad v.
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Si damos a un movil un impulso en la misma
direccién en que se esta mowviendo, provocamos que
aumente su rapidez. Si el impulso es en direccion
contraria a la velocidad v, el mdvil disminuye su
rapidez (es refrenado). Por otra parte, para hacer que ¢l
movil se desvie de un camino recto, ¢llo sin que la
rapidez aurnente ni disminuya, debemos jalar o empujar
el mévil rransversalmente (en direccién perpendicular a
su velocidad).

Observemos la Fig. 33. El mévil liene
velocidad v y esta sujeto a una fuerza F, la cual hemos
descompuesto en componentes F, y F,, la primera
paralela a la velocidad, la segunda perpendicular. Estas
son las componentes tangencial y normal de la fuerza
en el punto de la traycctoria considerado.

Fig. 33

El efecto de F\| es modificar la rapidez exclus-
ivamente.

El efecto de F| es modificar la direccion de la
velocidad exclusivamente.

En lugar de hablar sobre el “efecto” de la
fuerza F podemos hablar equivalentemente sobrc el
“efecto™ de la aceleracion a, dada la relacién de
proporcionalidad F = ma. Si en la Fig. 33
descomponemos la aceleracion a en dos componentes,
una paralela a la velocidad (es decir, la componente
tangencial ag} y la otra pcrpendicular (o sea la
componente normal &), los efectos de estas
componentes son 1os mismos que los de las respectivas
componentcs de la fuerza: la componente tangencial oy
afecta la magnitud de la velocidad pero no su direccién;
la componente normal ay afecta la direccion de la
velocidad pero no su magnirud.

En particular, si la fuerza aplicada sobre un
mévil sicmpre esla en la misma direccion gue su
velocidad (Fig. 34), entonces el movil efecina un
movimiento rectilineo, puesto que para desviarlo de su
camino recto se requeriria una componente de fuerza
perpendicular a la velocidad, que suponemos no existe.
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a’V
- ‘¥ _————

{_r—
—F

Fig. 34

A la inversa, si un cuerpo efectla un movimiento
rectilingo, entonces su aeeleracion ¢s un vector dinigido
siempre a lo largo de la recta del movimiento.

Por otra parie, supongamos gque un mdvil
recorra una trayectoria de tal modo que su aceleracion
siempre sea perpendicular a su velocidad (Fig. 35).
Como en este caso no existe componente tangencial de
aceleracion que modifique la magnitud de la velocidad,
entonccs el mévil recorre su trayectoria con rapidez
constante. La curvatura de esta trayectoria variard
segun los valores de |a| = |ay].

q\ Trayectoria

Fig.35 (alv = v=]|v|=constante)

Lo tnico que “hace” la aceleracion en este
caso es desviar al movil de un camino recto. Un caso
particular importante de esta situacion es el movinuento
circular uniforme, en ¢l que el movil describe una
circunferencia con rapidez eonstante (Fig. 36), La
fuerza (o aceleracion) necesaria para ello debe estar
dirigida en todo momento hacia el centro del circulo.

Particuia en movimiento
citcular uruforme _\

Fig. 36

Lo anterior es consistente, naturalments, con
las expresiones matematicas de las aceleraciones
tangencial y normal. Si un movimiento es rectilineo, la
curvatura de la trayectoria es 0 y el radio de curvatura
es . Entonces la aceleracion normal vale cero:

2
ay =g
P

La aceleraciéon del moévil es puramente tangencial, es
decir, a lo largo del movimiento.

Por otra parte, si ¢l mévil recorre una
trayectoria curva con rapidez constante, entonces

dv .
v = constante y por lo lanto a = n = 0. Es decir, la

aeeleracidn del moévil es puramente normal
{(perpendicular a la velocidad y dirigida hacia el centro
de curvatura correspondiente a cada punto).

jemplo 32. Una particula se mueve en linea recta con

velocidad constante v = 4 m/s. jQué aceleracion debe
comunicarsele para que:

(a) aunente su velocidad uniformemente al valor v= 10
m/s en un lapso de 3 segundos sin alterar la direccidn
de su movimiento? (Fig. E32a).

(b) la particula vire a lo largo de un arco de circulo de
radio 5 metros sin alterar su velocidad v7 (Fig. E32b).

m m
4— 10;

s
P o ’
0, L

3s

Fig. E32a

40

Fig. E32b

De acuerdo con lo que discutimos en las
paginas precedentes, en el primer caso debe aplicarse a
la particula una fuerza en la misma direccidn que.la
velocidad (Fig. E32c¢). Hablando en lérminos de
aceleraciones, debe darse a la particula una aceleracion
en la misma direccidn que su veloeidad,



El valor de esta aceleracién (puramente

. . . dv
tangencial) se obliene de la relacion ay =H- en la
t

forma

Av 10-4 m
:—:—:2 _—
ar =4 3 (52)

(La derivada dv/dt es igual al coclente de incrementos
Av/At porque aqui ot es constante).

Fig. E32d

Para hacer que la particula cambie solamente
de direccién sin alterar su rapidez, debe aplicarsele una
fuerza que sea en todo momento perpendicular a la
velocidad v (Fig. E32d). Lo que es lo mismo, debe
imprimirsele una aceleracién puramente normal. Para
que el radio sea p = 5 m tenemos, de la ecuacién
an = v'/p, que la aceleracion normal debe ser

42 m

any = S =0.8 (52)

4.9, Problemas

1. En una hoja de papel trace una trayectoria <urva
como desee. Escoja arbitrariamente 4 puntos de esta
trayectoria.

{2) En el punto #1, dibuje un posible vector velocidad y
{race un posible vector accleracion de modo que en
este punto la rapidez del mévil est¢ aumentando.

(by Idem en el punto #2, ahora con la rapidez
disminuyendo.

(c) idem en el punto #3, ahora con wvelocidad v
instantanea nula.
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2. Una parlicula describe una circunferencia. En cierto

momento su velocidad v aeeleracién estan como se

indica en la figura.

(a) ;Cuanto vale el radio “r” de la circunferencia?

(b) (A qué ritmo esid disminuyendo la rapidez del
movil?

Resp. (a) 1.82 m; (b) a razén de 4.95 m/e cada segundo,

3. Un automdvil se mueve con velocidad constante

v =15 m/s en linea recta. Se le va a someler a una

aceleracién de magnitud constante a = 5 m/s*. (;COmo

dcbe “aplicarse” csta aceleracion para que cl automdévil

(a) Tncremente su velocidad v lo més posible? ;Cual
serd la velocidad del awlomévil después de 2
segundos de aplicada la aceleraciéon de csta manera?

{(b) Vire lo mids posible? ;Cual es el radio de la curva

descrita?

Resp. (a) 25 m/s; (b) 45 m.

4, Utilice la expresién de la curvatura de una parabola,
dada en ¢l ejemplo 31 de la pagina 56, para resolver
este problema.

Un motociclista asciende por un cerro cuyo
perfil se puede aproximar por una parabola y = cx”. En
x = 10 m la velocidad dcl molociclista es v =8 m/s y
estd aumentando a razén de 2 m/s. (Cuénlo vale la
aceleracidn {a] del motociclista alli?

Resp. 2.86 m/s’.

- Y
Parébola v = cx°

Motaocicleta /"’

a
WM
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5. Una particula se mueve segin la eccuacidn de
movimiento

3t
s= Tt (s en metros, t en segundos)
+t

Supongamos que en el instante t = 2 & la particula se
encuentra en un punto donde el radio de curvatura vale
6 m. Catcular para este punto:

(a) Las aceleraciones tangencial y normal.

(b) La magnitud de la aceleracidn.

(c) En el punto considerado, ;a qué tasa esta rolando la
particula la direccién de su movimiento por metro
recorrido? (Expresarla en radianes por mctro y en
grados por metro).

(d) (A qué ritmo esta variando la velocidad v de la
particula en dicho punto? (expresarlo en m/sz).

Resp. (a) 0.111 m/s%, 0.018 m/s%; (b) 0.112 m/s?; (¢}
0.167 rad/m; 9.57°/ m; (d) 0.018 m/s*.

6. Una canica cae en t = Q verticalmente desde cierta
altura. Colocando el Eje X como se ve en la figura a la
derecha, la ecuacién de movimiento de la canica es

x=4+t+4.9¢ (xenm, ten s)

{a) La canica ;cae desde el reposo o copn velocidad
inicial distinta de cero?
{(b) (Es constante la velocidad de la canica?

1
(¢} Demostrar que x = 4 + E v, t, donde v, es la

velocidad media en el itervalo [0, t].

O

() canice

Eje X|
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CAPITULO 5

DESCRIPCION EN LAS BASES CARTESIANA Y POLAR

5.1. Introduccitn

La base ortonormal natral [T, N] que
empleamos en el capitulo anterior conducc a unas
expresiones para la velocidad v y la aceleracion a en

TRt}

términos de la longitud de arco “s”, a saber,

7 2
V=ET a=£'l‘+i{gw N
dt dt? pldt,

Estas expresiones sen muy utiles cuando se conoce la
ecuacién de movimiento 5 = s(t) y la forma dec la
lrayectoria.

Sin embargo, en general resulta mas util
descomponer los vectores velocidad y aceleracién en
componentes relativas a la base cartesiana ¢ la base
polar, principalmente. Estc es ¢l programa que
emprenderemos en este capitulo.

5.2. Ecuaciones paramétricas de la trayectoria
En el espacio carresiane XY, una traycctoria

curva se describe a través de una funcion de la forma

¥ = ¥(x). Pero tal funcién no da informacién sobre los

tiempos del movimiento. Por esta razdn se prefierc

describir la trayectoria mediante unas ecuaciones

paraméiricas de la forma

x =x(t)
(32)
y=x(1)

donde (x, y) son las coordenadas del punto variable de
la curva, y el parAmetro *“t” es cl iempo. La curva

¥ = y(x) se obtiene eliminando e] tiempo de estas dos
ecuaciones. Las ecuaciones (52} matan dos pajaros de
un tiro: constituyen las “ecuaciones dc movimiento” v a
la vez determinan la forma de la trayectoria. De ellas sc
extrae toda la informacién sobre el movimiento.

Dado un valor del tiempo t, estas ecuaciones
nos permiten calcular una pareja de valores (x, ¥) que
correspende a un punto del plano, aquel donde se
ertcuentra la particula en el instante 1.

Un valor del tiempo “t + dt” dara un punto
muy cercano (*'infmitesimalmente proximo™) al que

correspondc al valor “t”. Las coordenadas dc cste punto
cercano son (x + dx, y + dy), donde las diferenciales sc
obtienen de (52) en la forma

by,

dr
Xt d
( arr

(53)  de=c

El vector de posicion r de la particula, en la
base ortonormal cartcsiana {i, j}, es

(54  r=(x)=xi+yj

El vector de posicién de la particula en t+ dtes

(55) r+dr=(x+dx,y+dp)={xtde)i+ (¥ +dy
i

Aqui, dr es el desplazamiento de la particula en el
intervalo infinitesimal [i, t+ dt]:

| (56)  dr=(dr,dy)=dri+dyj

En la Fig. 37 se muestran estos vectores graficamente.

JIAY

Posicidn ent + dt

Posicidn ent
Trayectoria

y+dy
y

.

Fig. 37



5.3. Velocidad en componentes cartesianas
Podemos traducir facilmente la expresién de la

velocidad, v:%ET , a la base cartesiana. Basta
t

observar que el desplazamiento infinitesimal de la
particula, dr, tiene por magnitud precisamente la
longitud de arco “| ds |, ¥ por direccién la del versor
tangencial T (Fig. 38).

Fig. 38

Es decir,

(57 dr=dsT

Por lo tanto, sustituyendo ef producto “ds T” por dr en
la expresion v = (ds/dt) T obtenemos para la velocidad
la expresién:

d
58 =—
(58) v "

. Fig. 39

En la base cartesiana, la velocidad se puede poner en
general

(59 v = (v, vyl = v L+ vy

donde las componentes vy y vy SO0

60) vy=— v, =2

Estas componentes tienen una interpretacidn simple.
Proyectemos la particula sobre los ejes X y Y (Fig. 39);
conforme la particula se mueve a lo largo de su
trayectoria con velocidad v, su proyeccion sobre el Eje
X se mueve a lo largo de este eje con velocidad vy, y su
proyeccion sobre el Eje Y lo hace con velocidad vy.

Entonces podemos visualizar el movimiento
de la particula en el plano XY como Ja combinacidn de
dos movimientos rectilineos: aquellos de sus
proyecciones sobre jos ejes coordenados. Cuando la
particula se desplaza “dr” a lo largo de su trayecloria,
su proyeccién sobre el eje X se desplaza “dx” y su
proyeccion sobre el eje Y se desplaza “dy”. Existe la
relacién (Fig. 38)

‘ (61)  |dr|= ds = /(dx)? +(dy)*

La rapidez se¢ obtiene directamente de las
expresiones (59} y {(60) en la forma

2 p
dx d
(62) v=|v|= v§+v§=v{~aTJ +[d—ﬂ

Altermativamente,

L N E T
def 4t dt

Jldey +(ay)? f(dxlz [dyjz

B ——————— | —_ +| =
dt Vi de dt



Consideremos el movimiento descrito

por las ecuaciones paramétricas (unidades S.1.);
x=1-2t y=-3+¢

La Fig. E33 muestra el tramo de (rayectoria
correspondiente al intervaio de tiempo [0 s, § s).

Y

¥

Fig. E33

Despejemos el tiermpo de la ecuacion x(1), o
sea t = {x — 1)/2, y sustiluyamos en la ecuacion y(t).
Llegamos a la ecuacién de la trayectonia:

gue es upa parabola con su vértice en el punto (1, -3},
correspondientea t = 0.
El vector velocidad para cualquier insiante es

vV =d_x_=_2 —d—y:

v, = 21
dt Yoot

= v=(v, w)=(=2,21)

La velocidad en t = 0 es un vector paralelo at Eje X:
v(0) = (- 2,0).
Observe en la Fig. E33 las posiciones de las
proyecciones de la particula sobre los gjes.

Un método vectorial para obtener las
relaciones de velocidad consiste en partir del vector ry
derivar con respecto al tierapo:
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r={1-2t,-3+1)

dr
v=—=(-2, 21
il )

5.4. Componentes de la aceleracién en
la base cartesiana
En la base cartesiana, la aceleracién a viene
dada por

(63)

a_dv_dzr_ dv,  dvy S dz_x dzy
-dl d[2 dt 7 dt d[z ’ dt?-

o sea,

‘ (642) a=(ax,ap)=axitayj

con

dv
64b a, = X a,. =
(64b)  a dt Y Yoot

Un objelo que se mueve en un plano verical
bajo la accion de Ja gravedad terrestre posee una
aceleracion constante dada por

(65) a=g=(0,-g)

o bien
a=(0,-98=)=(0,-9.8) =
s 8

Ello si suponemos que el eje X apunta horizontalmenie
y el gje Y verticalmente hacia arriba.

Para el movil considerado en el Ejemplo
anterior encontramos que la velocidad es

v={(-2, 20=-2i+2t]
La aceleracion de este mévil resulia constante, igual a

dv d (d(-2) d{2u))
=— = (2, W= —— = (0. 2
T dt('[)kdl'dtJ ©.2)
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Estudiemos el movimiento descrito por

las ecuaciones parametricas
x=2(t-sent)

y=-2(1 -cos 1}

A Y

¥=2%n x=4n

Fig. E34

La trayectoria es una curva denominada
cicloide (Fig. E34).

Durante el lapse t € [0, 2n], el mévil recorre
su trayectoria en €l sentido A - B — C. La veiocidad
viene dada por

v=(2-2cost,-2sent)
El movil parte en t = del origen y desde el reposo:
v, = v(0) = (0, 0}. Su velocidad vuelve a bacerse cero
ent=2m, en el punto C.

La aceleracion es

a=(28ent,—2cost)

En el origen O la aceleracidén es a = (0, - 2).

Se advierten las siguientes propiedades del
movimiento:

— La rapidez se puede cscribir en la forma

v=2\/]_yl

— La magnitud de la aceleracion es constante:

a=l|al|=2

Escribir las expresiones vcctoriales del

vector de posicion y la velocidad para

(a) el movimiento uniforme en un plane.

{(b) el movimiento unjformemente aceierado en
un plano.

(2) Sea v la velocidad constante de la particula. Su
vector de posicion depende del tiempo en la forma
simple

(r1) r=rgTvt

donde ry es el vector de posicidnen t=0. Sient=1¢ la
posicidn es ry, la ecuacidn se convierte en

{rl) r=r+v(t—t)

(b) Sea a la aceleracidén constante de la particula. Sean
rg ¥ vo la posicion y velocidad en t = 0. Entonces,

(r2) r=r0+v0t+%at2

(r}) v=vy+at

Sient =1t la posicién y la velocidad son 1y ¥y vy,
respectivamente, entonces

(r4) r:rl+vl(t_tl)+%a(t_tl)2

(r5) v=v,ta(t-f)

Notemos que estas formulas se reducen a las
del movimiento uniforme cuando a =0.

Todas estas ecuaciones se pueden expresar por
compeonentes. Asi tenemos que (r4) y (r5) equivalen a
estas:

! 2

x=x v {t-u)+ Eax (t—1)

= le+ Qay (t'tl)

l
yEytvyt-1)+ an (t-t)?

vy =V, ta,(t-1t)



5.5. Velocidad y aceleracién en la base polar

Cuando nc convenga la base cartesiana {i, j}
para Ja descripcidn del movimiento, una alternativa es
usar la base polar {e, ey}, sobrc todo cuando el
movimiento €s a lo largo de un circulo.

Revisemos los  conceptos de  posicidn,
velocidad y aceleracién cn el sistema de coordenadas
polares.

A Y
O /v ey
Eﬁ\f K
P ’
e
- Trayectonsa r
o) P
Fig. 46

En la Fig. 40 s¢ representa una particula P que
describe cierta trayectoria. Las coordenadas polares de
P son (r, 0), definidas en ia forma conocida. La base
polar {e,, es} se construye asi:

e E] vector unitario radial e; esta en direccion
desde el origen O hacia la posicién presente dc
la particula (esto es, “radialmenie hacia
fuera™).

e El vector umitario azimutal ¢ angular e es
perpendicular a e, y se dirige hacia donde
crece la coordenada ©.

& Y
p dr
(—-\dr
rd8
de
e r+ dr
/ © X
5 Iz

Fig. 41
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A diferencia de la base cartesiana (i, j}, fortnada por
vectores conslantes i y j, la base polar e¢s una base
variable. Aunque las magnitudes de e y € sicmpre
valen la unidad, sus direcciones varian con el punto
considerado en el plano.

El vector de posicidn de la particula P tiene
una expresién muy simple en la base polar:

{66) r=re

(magnitud r, direccidn radial e;)

[ 67

Obtendremos el vector velocidad geométrica y
analiticamente. En ¢l método geométrico observamos
gque las componentes radial y azimutal del desplaza-
micnto vectorial dr son “dr” y “r d8”, respectivamente
(Fig. 41), de inodo que

dr=dre +rdOeg

Dividiendo dr por dt obtencmes la velocidad:

dr dr de
68 v=—=—¢ +1—¢
(68) dt dr ' ode P

En la base polar la velocidad se escribe

(69) V=t vy ey

Sus componentes radial y azimutal son entonces

dr ae

70 v, =— vg =T —

(70) T o7
Tainbién podcinos  obtener la  velocidad

analiticamente derivando el veetor r con respecto al
tiempo. Partiendo de (58) lenemos

dr d dr de,
71 v=—=-—(re )=-—e.+ .
o g a T T
Ahora bicn, son véilidas las relaciones
d d
(72) _eL:Qee 9% :—ge—er

dt dt dt dt

Sustituyendo la derivada de e, en (71) por la primera de
estas relaciones oblenemos (68).
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Es fécil interpretar las componentes de la
velocidad:

Imagine un observador situado en el origen de
coordenadas O, mirando el movinuenlo de la particula
P. La coniponente radial de la velocidad de P, o sea

d ) )
v = a , es la velocidad con que el observador percibe
dt

que la particula se acerca o aleja de él. La componente

. d .
azimutal, ve=rd—9 es la velocidad con que el
t

observador percibe que la particula P se desplaza
transversalmente a su linea visual OP.

La aceleracion a no es tan facil de obtener
geeméiricamenie. Sin embargo, tenemos et mélodo
analitico: derivando la expresidn (68) de la velocidad,

dv d{dr 46
a=—-=—| —e +I—eg =
dt dtl dt dt

{d%  dr de, | {dr do d% d9 dee]
= e, +—- 4| —-—eg+r—eg+r——
di? dt dt 4t dt di? dt dt

Usando (72) obtenemos

_do

74
74y e=—

La derivada temporal de o es la llamada “aceleracién
angular” de la linea OP o de la particula P%. Sc denota

[Ty

con “a”,

do d%  do
a=—=——=0

75 = —
(73) dt ge? de

Quedan asi

dr
76 v=—=e +0Ore
(76) dt T ]

2
(77} az[%—mzr] er+{2%m+raJ €g
dt

a
(@, droge | [dede o dt o de . d8
e T A T T T T T
o bien,
(73)

[a%r (aon? 4%  _dr do
a=s|—-1— e, +|r—+2— - — | ¢g
i\dtz dt di? dt dt

Las expresiones genecrales obtenidas para la
velocidad v la aceleracidon se pueden poner en una
forma mas compacta. En primer lugar notemos que la

. de . . . .
derivada @t es la rapidez con que gira la linea visual

OP; se le denomina velocidad angular de la linea OP, 0
bien “velocidad angular de la particula P, y se denota
con

5.6. Movimiento circular

Una aplicacién muy importante de las
férmulas de velocidad y aceleracidn en coordenadas
polares cs al movimiento circular del punto.

En la Fig. 42 se muestra una particula cuya
trayectoria es una circunferencia de radio “r". La forma
general de las ecuaciones paramétricas del movimiento

es
I = constante
B =0(1)

En otras palabras, solamente la coordenada 0 (llamada

posicion angular de la particula) es la que varia con el
tiempo.

% Las particulas no pueden rotar, sdlo pueden trasladarse. El
objeto geometrico mds simple susceptible de rotacién es el
segmento rectlo. Al moverse Ja particula P, lo que esta rotando
no es ella sino el segmento radial OP. Sin embargo, se ha
generalizado el uso de “velocidad angular de la parficula” y
nosotros lo adoptaremos, con las reservas del caso.




Fig. 42
Come “t” es constante, todas sus derivadas
son nulas. Por lo tanto, las expresiones (76) v (77) se
reducen a

F(?S) vV = Ore

(velocidad en el movimiento circular)

(7 a=—-o’r e +ra ey

(aceleracion en el movimicnro circular)

La velocidad obviamente es tangente a la
cireunfereneia. Su componente (Unica) es

1 (80) v=or |

En cuanto a la aeeleracién, en general posee dos
componentes:

¢ Lacomponente tangencial a la circunferencia,

doy
81 ap =roe=r—
(81) o m J

llamada aceleracidn tangencial.
e Lacomponente radial, dirigida hacia ¢l centro de la
circunferencia

Se le llama aceleracion radial o centripeta.
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Ljemple 36 Una particula describe una circunferencia

de radio r = 4 m de acuerdo con la ley

(1) = 5t — sen 2t°

t en segundos, 8 en radianes
Calcular su velocidad y accleracion cuando t =5 s.

Apliquemos las formulas

VEOT a,=—'r ag=or
con
d
= 4 =*(5t—sen2t2)=5—4tcos.?t2
dt  dt
d d
C.L=Hc:i=d—(S—dlcOS.’le)=H4c052t2 +161%sen 2t*
t

Ent =5 tenemos (todo en unidades S.1.):
w{t=5Y=5-4(5) cos (50)=-14.3
alt=3y=—4d cos 50 + 16(25) sen 50 =~ 108.0
Entonces,
v=—-143(4)=-57.2
a, =~ (-14.3Y (4) =—817.96
ag=—432

La velocidad y la aceleracién son entonces, en
=35 gy en umdades S.1.,

v=-572¢
a=-8179¢,-432¢

a} = 925
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5.7. Tiro parabdlico

El problema general.
“Se lanza un proyectil dentro del eampo
gravitatorio de la Tierra, con una velocidad
inicial vg que forma un angulo 6 con la
horizontal. Analizar el movimiento™.

Propiedades del movimiento.

Fijemos el origen del sistema de coordenadas
XY en el punto de lanzamiento. Definamos t = 0 como
el instante cuando se lanza el proyectil.

F 8 Y
Vy =0
1=T
Vo (tismpa de vueld)
h /
ol l X
< . "

Alcance

Punto de

Eﬂ:'l:zaurguemo Trayeclons 25

N parabdlica
Fig. 43

La aceleracién del proyectil es

, m
a=(0,-g)=-gi g=98 —
2

La velocidad inicial (en t = 0) es ¢l vector
¥o = {Vos, Voy) = (Vo 05 6§, vy sen 6)
donde vg es la magnitud de vp.

Alcance

Ll alcance R es ta distancia que alcanza el proyectl
herizontalmente, es decir, medida al mismo nivel que ¢l
punto de lanzamiento.

Tiempo de vuelo
El tiempo de vuelo T es la duracion del movimiento

entre ¢l punto de lanzamiento y el punto al mismo nivel
que éste (donde x = R).

Ecuaciones de movimiento:

X=vycos8-t

1
y=voscn9~t—§gt2

Si el origen se coloca en el punto (xo, ¥y), cdmbiense x y
Yporx—xp¥y—o.

Velocidad en funeidn del tiempo:

v, = vg c0§ 8 = constante
w=vpsenlO-gt

Ecuacién de la travectoria

gx2

y=tan8 x-——————
2»%00526

[Si parte de {xy, vo), cambiar x por x —xg y y por y — o]

Férmulas para el alcance, [a altura maxima y el tiempo

de vuelo:
R = v% sen 26
g
he visen? 8
2g
T= 2vgsend
g

He aqui otras propiedades del movimiento:

e El movimiento es una superposicion de dos
movimientos rectilineos a lo largo de los ejes
X y Y. El movimiento en X s¢ verifica a
velocidad constante igual a v, cos 6. El
movimienlo en Y tienc lugar con aceleracion
uniforme igual a “— g”.

e Las velocidades de puntos situados a la misma
altura son iguales en magnitud, diferencidn-
dose solamente en su componente Y.



¢ Ll maximo alcance R se obtiene cuando el
proyectil se lanza a 45° con la horizontal.

* En el punto de altura maxima h la componente
Y de la velocidad es cero.

kjemplo 37/ Se lanza una pclota con una velocidad

cuya componente horizontal es 15 m/s, desde un punto
a 2 m por arriba del suelo. La pelota apenas libra una
pared que se halla a 10 m del punto de lanzamiento y
que tiene una altura de 18 m. ;Cuénto tarda en llegar al
suelo?

Tenemos tres  puntes  relevantes  del
movimiento (Fig. E37):

Punto # 0; Punto de lanzamicento.
Punto # 1: En lo alto dc la pared.
Punto # 3: Suelo.

Situamos el origen del sistema XY en el punto
de lanzamiento.

tY
vo /o
I 1\
o : 18 m ]
] e Ny
Fig. E37

Expresemos los datos e jncognitas en términos
de los simbolos apropiados. Se desea calcular ¢

Punte ¢ Punto 1 Punto2 |
L:) = 0 X = 10 Y= 2
Xg = 0 = 16
»n=0
Vox = 15
En la ecuacion de la  trayectoria,
12
y=tanB-x— A , sustituyamos las coorden-
2v(2, cos? 9

adas (10, 16) del punto 2 y el dato vy cos B =1y, = 15:

1-6%

2
16 =1an8.10-
2(15)
6 = arctan(1.8177) = 61.2°

Ahora, de vy, = vy cos B0 sea 15 = vy cos 61.2°
obtenemos

vi=31.14m/s

Finalmente, aplicando la ecuacién y(t) al punto 2, con
y; = —2 cbtenemos

1
y=vgser19-l—§gt2

—2=31.14sen61.2°1, - 491,
495" ~273-2=0
= t1=5.64 s.

Ejemplo 38.] Una particula se proyecta desde un punto

de un plano de inclinacién 30°, con una velocidad de 6
m/s que forma un angulo de 80° con el planc. Calcular
el alcance D sobre el planc.

g™
5
80°
2
D
Sy
30°
Fig. E38

La ecuacion de la trayectoria es

982

V = laHSOO-.\'—;z
2{6¢cos50°)

= y=1.192x-0329 %"
Fsta ecuacion la satisface el punto 1, cuyas

coordenadas son (D cos 30° — D sen 30°). Sustitu-
vendo éstas en la ecuacion de la trayectoria,
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~0.5D=1.192 (0.866 D} — 0.329 (0.866 D)’
0247D'-1532D=0

D=62m

Un proyectil que se lanza con velocidad

de 30 m/s tiene un alcance de 20 m. Calcular [a altura
méxima que alcanza.
Utilizaremos las férmulas

R = vd sen 26 2v§ sen Bcosd
8 8

2 .2
visen” 0
h=-2 i

=— 2g

Despejemos sen 0 de la segunda:

Sustituyamos esta expresion en la primera y
despejemos cos 0,

c059=~R {?

2vy Y2h
Para ehirninar el dngulo imponemos la condicién
scn’ 0 + cos® @ =1
que arroja la ecnacién
16gh’ — 8vo* h + gR* =0

Sustimyendo los datos del problema, esta ecuacion se
reduce a

156.8 h® - 7200 h + 3920 =10
que triene las sotuciones
hy=4537m hy =0.55m

(¢ Por qué dos soluciones?)

Se lanza una piedra horizontalmente

desde lo alto de una torre de 35 m de altura, con una
velocidad de 16 m/s. Simultineamente se lanza ofra
piedra en el mismo plano vertical, desde la base de la
torre, con una velocidad de 32 m/s y a un angulo de
60°. Demostrar que las piedras se encueniran, y hallar
el punto donde se encuentran,

4V
of 6%
\\‘ RN
\ : 1l .-
55m§ 33? 74 N
\\ 60° p‘i N X,
0 U = 9q =18
Fig. E40

Cada piedra parte de su respectivo “punto (7,
marcado en la Fig. E40. Se supone que se encuentran
en el punto 1. El origen del sistema XY se ba tomado
en la base de la torre.

Denominemos con “p” y “q” las piedras. Sean
p’ ¥ q' las proyecciones de las piedras sobre el eje X.
Duranie el movimiento parabblieo de p y q, sus
proyecciones p' y q efectian sendos meovimientos
rectilineos con la misma velocidad vy = vy = 16 m/s.
Esto es, sus coordenadas X siempre coinciden. Por otra
parte, €s obvic que sus coordenadas Y llegardn a
coincidir, esto es, las piedras efectivamente chocan.

Las ecuaciones de movimiento son
Piedra lanzada desde arriba

9.8x2

=55-0.019x2
2(16)*

y=55-

Piedra lanzada en la base de la torre

=1.732x-0.019x2

2
y ={1an 60°}x - - 28
2{(32cos60) z



(La formwula dada anteriorraente para la trayectoria
debid ajustarse en el caso de la piedra lanzada desde
artiba de la torre, pues ésta no parte del origen sino del
punto yo = 40 m).

Igualando las y’s obtenemos

55=1.732 x, = 4=3175m

= ¥ =55-0.019x/
p1=55-0.019(31.75) =3585m
5.8. Problemas

1. Se dispara una bala con una velocidad cuya
componente horizontal es 500 m/s. ;A qué dngulo debe
dispararse para que dé en una marca situada a 1.4 m por
arriba del punto de proyeccién, a una distancia de 400
m?

Resp. 0.65°.

2. Una particula es proyectada desde lo alto de un
acantilado a 100 m sobre el nivet del mar, con una
veloeidad de 25 m/e y a un angulo de 37° con la
horizontal. Calcular qué tan lejos de la base del
acantilado golpea la superficie del mar.

Resp. 126 m.

3. Un nifioc puede lanzar una piedra, lo mas lejos
éplimamente, hasta una distancia de 40 m. (Con qué
vetocidad la lanza y cuanlo tarda la piedra en el aire?
Resp. 19.8 m/s; 1.69 8.
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4. Se proyecta una particula hacia adentro de un tunel
horizontal de 5 m de allo, con una velocidad de 50 m/s.
(Cual es el mayor alcance posible?

Resp. 99 m.

5. Un cuerpo es lanzado bajo un angulo tal que su
alcance horizontal es cinco veces su maxima altura.
Calcular el angule al que se lanzo. Para un alcance de
200 m, hallar la velocidad inicial y el tiempo de vuele
eorrespondientes.

Resp. arctan(4/5), 44.8m/s.

3
h

| 5h -

6. El maximo alcance de un rifle es 25 km. Hallar la
velocidad de salida de la bala y la altura de la misma
después de que ha viajado 6.4 km horizontalmente.
Resp. 0.495 km/s; 4.8 km.

7. Se desea que ¢l alcance de un proyectil sea R, ¥ que
su tiempo de vuelo sea T. Demostrar que el dngulo de
lanzamiento debe ser

2
6 = arctan er 1
2R

J

8. ;(Qué velocidad inicial minima debe tener un
proyecti] para poder librar una pared de 12 m de altura,
distante 15 m, y pegar en el plano horizontal de la base
de la pared a una distancia de 8 m mas alla de la misma?
El punto de lanzamienlo estd al mismo nivel que Ja
base de la pared.

Resp. 16.1 m/s.
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12m

™

]

15m 8m

9. Una bala de cafidon explota en un punto al mismo
nivel del cafién, a los 10 s de haber sido disparada. El
sonido de la explosion llega al cafién después de un
lapso adicional de 3 s. Hallar el angulo de elevacion
del cafién y la velocidad micial de la bala. (Tome la
velocidad del sonido igual a 335 m/s).

Resp. arctan(0.49); 111.8 m/s.

10. Se lanza un proyectil con una velocidad de 245 m/s
bajo un angulo de 60° con la horizontal, desde ¢l pie de
un plano de inclinacion 30°. Hallar el alcance D sobre
el plane inclinado y el tiempo para el impacto.

Resp. 4083 m; 25.5 s.

D
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CINETICA DE LA PARTICUL/






CAPITULO 6

LAS LEYES DE NEWTON DE LA MECANICA

6.1. Enunciados de las leyes de Newton,
He aqui los enunciados de las leyes de
Newton, tal como fueron dados originalmente en 1687:

Primera ley

¢ Todo cuerpo material persiste en su estado de
reposo o de movirniento uniforme en linea recta, a
menos que sea obligado a cambiar este estado per
la aplicacion de una fuerza externa no balanceada.

Segunda ley

e La fuerza neta externa (no balanceada) que actia
sobre un cuerpo material es directarmente propor-
cional a3, v estd en la misma direccidén que, la
aceleracion del cuerpo.

Tercera ley

s A toda accion siempre se le opone una reaccion
igual, o: las acciones mutuas de dos cuerpos son
siempre iguales y dirigidas en sentidos opuestos.

Las leyes de Newton estdn formuladas para
particulas, esto es, cuerpos muy diminutos en
comparacién con el dmbito espacial donde se
desarrollan sus movimientos. Estas leyes se pueden
extender a cuerpos rigidos (cuerpos exiendidos), para
los cuales las dimensiones geométricas son relevantes.
La posicidn de una particula en el plano XY
corresponde a la de un punto de dicho plane, y se da
mediante una pareja de coordenadas, que podrian ser
las cartesianas (x, ¥), las polares {r, 8}, etc.

Presentaremos a continuacién una discusion
didactica de las leyes de Newton.

6.2. Sobre la primera ley de Newton

La primera ley proporciona un criterio para
reconocer cudlifativamente la presencia de una fuerza
no balanceada, a saber: si se observa que, en um
momento dado, una particula que se venia moviendo en
linea recta con velocidad constante experimenta una
desviacidén de esta linea recta, enionces se puede
concluir que en dicho momento enird en operacién una
fuerza no balanceada sobre la particula. La fuerza no
balanceada es pues 1a “causa” del cambio de velocidad,
es decir, de la aceleracién que experimenta la particula.

De acuerdo con la primera ley, los cuerpos
oponen una resistencia a cambiar su estado de reposo o
de movimiento uniforme en linea recta, en ¢l sentido de
que es necesaria una influencia externa {una fuerza no
balanceada) para sacarlos de dicho estado. Esta
propiedad de los cuerpos se denomina inercia.

Por la primera ley, las fuerzas que actuan
sobre un cuerpo en reposo estan balanceadas, esto es, la
suma vectorial de todas estas fuerzas es igual a cero:

La ecuacién (1) es la ecuacion fundamental de la
estatica de la particula. Dado que no excluye ¢l caso en
que el cuerpo se mueve con movimiento uniforme, la
condicidn (1) es solamente necesaria {no es suficiente)
para el equilibrio estanco (el estado de reposo).

Demos un gjemplo de “equilibrio dindmico™.
Una gota de Huvia se forma en la nube y desciende,
supongamos que vertical-

mente, con la aceleracion a=g
de caijda libre inicialmente.
Conforme la gota adquiere mg

velocidad experimenta una
fuerza de resistencia del
aire. Esta resistencia va
aumentando con la R
velocidad, y va provo- a<g
cando que fa aceleracion

de la particula vaya mg
disminuyendo desde su
valor inicial “g”. Llega un
momento en que la
resistencia R se hace igual R

al peso de la particula, mg.

En este momento las

fuerzas estan balanceadas, a=0
de tal modo que a partir de

entonces la velocidad de la mg
gota permanece constante

(su movimiento ¢s uni-

forme desde entonces). Fig. 1

(v = constante)
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6.3. Sobre la scgunda ley de Newton
De acuerdo con la segunda ley, la fuerza Frew
sobre un cuerpo es proporcional a la aceleracion a:

(2) Fyein ca

Evidentementc, el factor de proporcionalidad debe ser
constante, y una propiedad exclusivamente del cuerpo
considerado. Se le llama a este factor la masa del
cuerpo, de tal modo que (2) se escribe en la forma

3) Fhen=ma

La masa “m” de un cuerpo es una medida
cuanritativa de su imercia puesto que, por (3), si
consideramos dos cuerpos A y B, el segundo con el
doble de masa que ¢! primero, entonces para produciy
una misma aceleracidén a ambos cuerpos es necesario
aplicar el doble de fuerza al cuerpo con la doble masa.
Este Glimo cuerpo “tiene mayor inercia” que el
primero, se resiste mas a ser acelerado.

La segunda ley introduce asi dos conceptos
nuevos: el de fuerza y el de masa. Para poder obtener
una medida cuantitativa de cualquiera de estas
cantidades es menester contar previamente con un
método para medir la otra. Lo que se hace es lo
siguiente:

Se escoge un cuerpo especial, tnico, como el
estindar universal de masa. A este cuerpo, denominado
el kilogramo patrdn, se le asigna asi una masa unitaria
cuyo valor se define como un kilegramo (1l kg). El
kilogramo patrén es un cilindro compuesto de una
aleacién de 90% de platino y 10% de iridio, que se
conserva en la Oficina Internacional de Pesas vy
Medidas en Sévres, un suburbio de Paris.

Ya con esta referencia podemos medir fuerzas.
El procedimiento consistiria en aplicar la fuerza a medir
al kilogramo patrén, y medir la aceleracién que le
produce. Daremos a continuacién una manera de
hacerlo, valiéndonos de un arreglo idealizado.

Colocamos el kilogramo patron sobre una
superficie horizontal lisa (esto es, friccidn iwsigni-
ficante). Sujetamos este cuerpo a un resorte muy ligero,
no calibrado, y jalamos el cuerpo horizontalmente,
como vemos en la Fig. 2, En este escenario la Unica
fuerza no balanceada es la fuerza del resorte (ya que si
damos un impulso al cuerpo estando sélo, se moverd
con velocidad constante —supuestamente— a lo largo de
la mesa lisa).

1k
g F
AW e—
Supefﬁcie lisa

Fig. 2

Si el jalon se controla de modo que la
configuracién del resorte se mantenga invariable,
entonces la fuerza es constante’, y la aceleracion es por
[o tanto también constante. La medida de la aceleracidn
nos da la medida de la fuerza. Por ejemplo, si se
observa que el cuerpo adquiere una aceleracion de 2
m/sz, entonces la fuerza del resorte es

F=ma=]kg -2%:21:[
]

donde hemos definido la unidad de fuerza

m

2 =|N = | newton

4 ikg

7}

De esta manera podemos calibrar un resorte para medir
fuerzas en algin rango de valores, construyendo asi un
dinamémetro.

De hecho, el dinamémetro nos permite luego
medir masas. Para ello aplicamos una fuerza conocida,
medimos la aceleracion resultante, y aplicamos la
relacién (3). De esta manera la segunda ley de Newton
y la eleccion arbitraria del estindar de masa determinan
la unidad de fuerza, y nos facilitan asimismo un método
operacional para medir masas.

De acuerdo con la segunda ley de Newton,
toda aceleracion es debida a wuna fuerza (no
balanceada). Podemos producir aceleraciones jalando o
empujando cuerpos mediante contacto directo con otros
cuerpos, como resortes, cuerdas, etc. Pero también
podemos acelerar un cuerpo simplemente dejandolo
caer cerca de la superficie temrestre. El cuerpo
experimenta en este caso una aceleracion que se denota

@_

con fa letra “g”, cuyo valor es aproximadamente

(5) g=938 —‘5‘5
B

! De acuerdo con 1a ley de Hooke para cuerpos clisticos, si se repite
la experiencia, elongando al resore en la misma cantidad, se obtendra
el mismo valor medido para la aceleraeién. En oiras palabras, la
fuerza del resorte se puede suponer constanle si la deformacién es la
misma. La ¢xperiencia es perfectamente reproducible en el
taboratorio.
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La “g” se denomina aceleracién de caida libre o
aceleracion de la gravedad. Su valor depende de la
localidad terrestre y varia a lo mas en un 0.5 % sobre
todo €l planeta.

La fuerza responsable de la aceleracion de
caida libre se denomina ¢l peso del objeto (o también
Juerza gravitatoria), y es una fuerza debida a la Tierra.

La existencia de la fuerza gravitatoria, junto
con la primera ley de Newton, nos propercionan un
método alternativo para medir masas, como se explica a
continuacion.

Tomemeos un resorte calibrado en unidades de
fuerza, como explicamos anterionmente, y sujetemos en
su exiremo un cuerpo cuya masa deseamos medir.
Dispongamos el resorte verticalmente, como se muestra
en la Fig. 3, y dejemos que el sistema llegue al reposo.

Fig. 3

Por la primera ley de Newton tendrcmos que la fuerza
neta sobre el cuerpo es cero, es decir, la fuerza ejercida
hacia amriba por el resorte es igual al peso del cuerpo,
ejercido por la Tierra hacia abajo. Dividamos la fuerza
del resorte por la acelcracién de la gravedad en la
localidad presente. Obtenemos asi la masa del cuerpo.
Esto constituye un método estdtico para medir masas
(en contraposicién al métode dindmico mencionado
anteriormente).

Sin ernbargo, ;realmente estamos midiendo
con este método aquello que hemos definido antes
como 1a masa del cuerpo? Veamos.

En el mérodo dindmico para medir masas (con
el arreglo experimental de la Fig. 2) el cuerpo es
acelerado por el jalén de la fuerza aplicada, y la masa
asi determinada es verdaderamente una medida de Ia
inercia del everpo. Aqui no entra para nada la fuerza de
atraccién gravitatoria Tierra-Cuerpe. De  hecho el
experimento puede realizarse en un lugar del espacio
exterior donde las fuerzas gravitatorias sean practica-
mente (nexistentes. Por otra parte, el método estdtico no
podria llevarse a cabo sin la existencia de la fuerza
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gravitatoria. En este caso ¢l método depende de una
propiedad de los cuerpos materiales, muy distinia de la
propiedad de inercia, a saber, /o de ser atraidos por la
Tierra (t0mese aqui un tiempecitlo para convencerse de
esta afirmacion). Aqui la propiedad de inercia no
inlerviene: el cuerpo no esta siendo acelererado.

Demos en este punto una analogia. Digameos
que medimos la distancia entre dos puntos A ¥y B
mediante dos procedimientos distintos. En el primer
procedimiento tendemos una cinta métrica a lo largo de
todo el caming entre A y B. En ¢l segundo mandamos
una sefial acdstica que se hace reflejar en B y regresa a
A después de cierlo tienpo tg, ¥ calculamos la distancia
AB mediante la expresién

donde “v” es la velocidad del sonido. Estrictamente
estariamos midiendo dos cantidades concepiualmente
distintas. Podriamos llamarlas digamos “distancia
métrica” y “distancia acustica”. Sin embargo, ambas
medidas arrojan el mismo valor de AB, gracias a una
ley fisica concermniente a la propagacién del sonide. Por
esta razén denominamos “distancia” al resultado de un
u otra medicidén, fundiendo ambos conceptos de
“distancia” en uno solo.

l.a analogia no es perfecta, pero da una idea de
lo quc queremos decir. Con el método dindmico
estamos midiendo una propiedad de los cuerpos que se
denomina masa inerciaf; con el método estatico
estamos midiendo una cantidad distinta que se
denomina masa gravitateria.

Ahora bien, es un hecho sorprendente que el
resultado es el mismo con ambos métodos de medicién
(de nuevo, témese un momcento para convencerse de
que no necesariamente amhos métodos deberian arrojar
el mismo valor de la “masa”). Esto viene confirmado
experimentalmente con una precisién exwaordinazia. Es
decir,

La masa inercial es igual a la masa gravitatoria

Semejante igualdad no es accidental, sino que
tiene un significado muy profundo, pero no nos
corresponde en este curso introductorio ir més alla de lo
que bernos expuesto.

No habra necesidad, pues, de distinguir entre
masa inercial y masa gravitatoria, ambos conceplos los
fundimos en uno sélo: la masa del objelo, a secas.
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De acuerdo con la segunda ley de Newton, el
peso de un cuerpo, o fuerza gravitatoria, denotado con
"W, es igual al producto

(6) W=mg
donde “g” es la aceleracion de caida libre en ¢l lugar
terrestre considerado. Notemos que el peso varia
higeramente con el lugar, y es una fuerza asociada con
¢l planeta Tierra.

E] peso de un mismo cuerpo es distinto en
distintos planetas, dado que la aceleracidn de caida
libre es distinta en cada caso. L.a masa, sin embargo, €s
una propiedad universal, y es la misma en cualguier
lugar del espacio fisico.

La segunda ley de Newton no especifica cual
es la fuerza en una sttuacién dada. Esto es algo que
debe investigarse por separado. Para aplicar la segunda
ley de Newton es necesario investigar las fuerzas, cuyas
expresiones matemndticas podrian deducirse tedrica-
mente, o de las observaciones experimeniales, o bien
“fenomenolégicamente” (empiricamente), come es ¢l
caso de la fuerza de friccidn einética, cuya expresion,

f=uN

(1 = coeficiente de friccién, N = fuerza normal) se saca
de mediciones en ¢l laboratorio.

Otra fierza comun es la que ejerce un resorte
elastico lineal. Si x es la deformacién del resorte,
entonces esta fuerza puede ponerse en la forma

F=-kux

dondc “k” es la constantc eléstica del resorte. (Ei origen
del Eje X se toma en el punto donde el resorie no esta
deformado.)

El misme Newton, basindose en datos
obtenidos observacionalmente por Kepler, dedujo la
expresion de la fuerza de atraccidn gravitatoria.

6.4. Ley de gravitacion universal de Newton
La fuerza de atraccion gravitatoria entre dos
particulas de masas m, y m; es una fuerza de magnitud

m P

(Véase la Fig. 4). G es la llamada cownstante de

gravitacién universal, y “d” es la distancia entre ambas
particulas.

Fig. 4

El wvalor experimental de G es, con wes
decimales,

G=6.672(10""") (unidades S.I)

La fuerza es central, es decir, esta dirigida a lo largo de
la linea recta deterrinada por ambas particulas.

Se puede demostrar con los métodos del
calculo integral gue la expresién (7) también es
aplicable al caso en que una de las particulas se cambia
por una estera homogénea (Fig. 5).

Fig. 5

En este caso la distancia “d” se mide desde el centro de
la esfera hasta la particula.

Se deduce que (7) también da la fuerza entre
dos esferas uniformes. La distancia “'d” seria ahora la
que hay entre los centros de las esferas.

Apliquemos la ley de gravitacion al case
especial de la fuerza entre la Tierra (masa My) y un
objeto de masa “m” situado cerca de su superficie.



Fig. 6

Dado que la distancia entre el centro de la Tierra vy el
objeto es practicamente igual al radio de la Tierra, R,
tencmos que (7) se vuelve

_ GMTm
R?.

(8) F

Calculemos el factor de “m” (unidades S.1.):

GMp _ 6.672(107'1)-5.97(10%%) o8l (B
=28l (=

R? [6.37(106)]2 -

Este valor es precisamente lo que hemos depotado antes

con “‘g”, de tal modo que (8) se puede poner también en
la forma

9) F-mg

la cual, naturalmente, coincide con la expresion general
del peso dada en (5).

En la tabla que sigue damos los valores de la
aceleracién de la gravedad para algunos cuerpos del
sistema solar. Todos los valores son relativos a los

terrestres.

Cuerpo Masa Radio g
Luna terrestre | 0.0123 0.25 0.19
Mercurio 0.05 0.38 0.35
Japiter 317.9 1123 2.58
Sol 332,8313 109.2 27.9

En la Tierra, el peso de un cuerpo cuya masa
es 1 kg es

2-7

(10) W=mg=1kgx98 -“zi 98N
B

En Jpiter, un cuerpo de masa de t kg tendria
un peso 2.58 veces mayor que en la Tierra (25.28 N).

6.5. Sobre la tercera ley de Newton
La tercera ley de Newton expresa que:

Siun cuerpo A ejercc una fuerza Fyp sobre un
cuerpo B, entonces éste ejerce sobre el primero una
fuerza Fy, igual a —F g, es decir,

(11)  Fpa=-TFas

Cualquiera de estas fuerzas se nombra la accign, y la
otra recibe automaticamente ¢l nombre de reaccién, de
tal manera que

accién = reaccién

No se implica aqui una relacion causa—efecto: la
“accidon” no es la causa de la “reaccidén”; son solamente
nombres.

La tercera ley de Newton nos permite entender
cémo se “transmilen” las fuerzas de cuerpo a cuerpo.
Veamos.

La nocién bésica de fuerza se remonta a la
accidn de nuestros musculos: al jalar ¢ empujar un
objeto estamos ejerciéndole una fuerza.

Las fuerzas se caracterizan por dos efectos:

— Pueden deformar cuerpos restringidos
a 1o moverse.

— Pueden acelerar cuerpos libres de moverse
(es decir, modificarles su velocidad).

Al jalar un resorte sujeto a una pared (Fig. 7),

el resorte se deforma, aumentando de longitud. El
efecto de la fuerza ejercida por €l brazo es deformaiivo.

MMM T

Fig. 7



2-8

No es el resorte el dnico cuerpo que se deforma;
también la pared sufre una deformacidn (casi impercep-
tible, pero mensurable), asi como los dedos de la
persona que jala ¢l resorte. Los tres cuerpos encerrados
en la Fig. 7 se ejercen fuerzas mutuamente.

Una situacidn estitica es aquella donde todos
los cuerpos considerados estan 1méviles o “en
reposo”. Se dice que estos cuerpos estan en equilibrio.
En una situacion dindmica los cuerpos estan en
movimiento, sea éste acelerado o no.

En una sifuacién estdtica, fuerzas que actian
sobre cuerpos conectados en cadena lineal por cuerdas
y/o resortes en lensién se transmiten de cuerpo a
cuerpo. Asi, en la Fig. 7 la mano gjerce cierta fuerza F
sobre el resorte, y el resorte a su vez ejerce la misma
fuerza F sobre [a pared. Para reconocer esta transnusion
podemos hacer el experimento indicado en la Fig. 8: al
jalar el resorte derecho observamos que el resortc
izquierdo {que eseogemos idéntico al anierior) se
deforma lo mismo una vez que el bloque se manticne
en reposo. La fuerza de la mano aplicada sobre el
resorte derecho se transmite al bloque, y de este cuerpo
al resorte izquierdo y finalmente a la pared.

Fig. 8

En un sistema en equilibrio, en general todos
sus elementos se ejercen fuerzas mufuas. Gracias a la
tercera ley, el equilibrio del sisterna garantiza el de
todos y cada uno de sus elementos. Todos ellos
“coexisten pacificamente” en equilibrio, y es véalida una
ecuacién del tipo “L F = 0" para cada elemento, o
combinacidn de éstos, o todo el sistema completo.

Al colocar un bloque sobre una mesa (Fig. 9),
la mesa se dcforma. Se deduce que el blogue esta ejer-
ciendo una fuerza sobre la mesa’. Reciprocamente la
mesa gjerce una fuerza sobre ef bloque (que también lo
deforma), la cual evita que el bloque acelerc hacia
abajo.

? Seria un error afirmar que la Tierra es la que deforma la mesa. Si no
estuvicra el blogue sobre la mesa, ésta no sufriria la deformaeidn. Asi
pues, e/ biogue es el responsable directo de la deformacién de la
mesa, 4 través de una fuerza de contaclo denominada “‘fuerza
rormal”,

-

Fig. 9

Efectivamente, por una parte la Tierra atrae al
bloque con una fuerza que es el peso del bloque; por
otra parte el bloque ejerce sobre la mesa una fuerza de
contacto deformativa (llamada fuerza normal), la cual
por razones de equilibrio es precisamente igual al peso
del Bloque. La fuerza de la Tierra sobre el bloque la,
transmite el bleque a la mesa.

En una situacién diodmica las fuerzas ya no se
“trapsmiten” con su mismo valor. Veamos.

En la situacién dinamica (acelerada) represen-
tada en la Fig. 10 la mano empuja con cierta fuerza F,
al bloque A. Por su parte, el bloque A empuja con
cierta fuerza Fy al bloque B. Resulta que F, # Fy: la
fuerza de la mano ya no se transmite al bloque B con el
mismo valor. Entran en juego aqui las propiedades
inerciales dc los bloques (sus masas): el bloque B
“capta” solamente la fuerza Fp necesaria para igualar su
aceleracidn con la del bloque A, de modo que los dos se
muevan juntos. Esta fuerza es menor que la que F, que
necesita ejercer la mano sobre el bloque A para acelerar
al copjunto {A, B}, cuya masa es mayor.

Blogue A\L [ Blogue B

Fig. 10

La tercera ley de Newton permite asimismo un
“escalamiento” de la expresién F = ma, como explica-
remos a continuacion.

Consideremos un cuerpo rigido extendido. Las
moléculas del cuerpo se gjercen mutuamente fuerzas
{predominantemente de tipo eléctrico), que se
denominan fuerzas internas. Supongamos que exista
una fuerza externa Fgy no balanceada sobre el cuerpo.
Se puede demostrar que la siguiente relacidn es valida:

(12)  Feu=Mag



donde M es la masa del cuerpo y ag es la aceleracion de
un punto especial del mismo, “G”, denomunado centro
de masa.

Vemos que la ecuacidn (12) nene la misma
forma que la segunda ley de Newton, ecuacion (3). Sin
embargo, (12) se refiere no a una particula, como
aquella, sino a un cuerpo extendido.

6.6. Principio de superposicion de las fuerzas

El efeeto (deformativo o acelerador) de una
fuerza depende no solamente de la mtensidad o
magnitud de la fuerza, sino también de su direccion.
Supongamos que un bloque se jalara con un resorte
inclinado con respecto a la horizontal, como vemos en
la Fig. 11. Observariamos que la aceleracién producida
es menor que la correspondiente a si se jalara horizon-
talmente. Esto se explica asociando a la fuerza del
resorte una direccion: precisamente la direccion del eje
longitudinal del resorte (en el sentido bloque—resorte).

Las fuerzas son vectores. Segiin las leyes de
Newton, en la Fig. [ es Ja componente horizontal de la
fuerza del resorte la que produce la aceleracién
horizontal del bloque. La componente vertical de esta
fuerza no produce aceleracidn horizontal, sino que sirve
para contrarrestar la presion del bloque sobre la mesa.

Fig. 11

(Qué pasa si aplicamos al bloque dos fuerzas
F, y F; simultineamente, contenidas en €l plano de la
mesa? (Véase la Fig. 12.)

Mesa (Vista superior)

Encontrariamos que el efecto acelerador conjunto de las
fuerzas F, y F, seria el mismo que el que produciria
una sola fuerza R igual a la suma vectorial de las dos
fuerzas dadas,

R=F,+F,

Esta regla para combinar fuerzas se demomuina principio
de superposicidn de las fuerzas. El efecto de una fuerza
sobre un cuerpo no depende de la existencia de otras
fuerzas que acticn sobre €l.

6.7. Marcos de referencia inerciales

Las lcyes de Newton no son validas en todo
marco de referencia. Es facil darse cuenta de ello, como
veremos a confinuacion.

Consideremos una particula en movimiento
uniforme con respecto a un observador A. Supongamos
vilidas las leyes de Newton para este observador, y
ademas que segin él no existan fuerzas no balanceadas
sobre la particula (0 no existan fuerzas en absoluto).
Por otra parte, sea B otro observador apostado sobre un
marco de referencia giratorio con respecto al marco de
A (sobre un carrusel, como se muestra en la Fig. 13).

h
B

@A

El movimiento de la particula, visto por B, ya

no sera umforme. Con respecto a ¢l la particula
describe una espiral con velocidad wvariable. Pero el
sOlo hecho de cambiar el marco de referencia no
introduce fuerzas nuevas sobre la particula. Es decir,
tanto el observador A como el B detecian las mismas
fuerzas sobre la particula. Sin embargo, la primera lcy
de Newiton no es valida para B, puesto que el

movimiento de la particula no es uniforme a pesar de
que no existen fuerzas no balanceadas sobre ella.

Fig. 13
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Un gran triunfo de las leyes de Newton, junto
con la ley de gravitacién universal, consistid en
explicar el movimiento de los planetas y lunas del
sistena solar. El marco de referencia subyacente fue el
Sol junto con algunas de las llamadas “estrellas fijas™.
Con ayuda de estos objetos celestes se puede construir
un sistema de coordenadas (p.¢j. uno de los ejes puede
dirigirse desde el Sol hacia una estrella determinada),
con ayuda del cual se puede registrar el movimiento de
los planetas y demas cuerpos celestes como asteroides,
lunas y cometas.

En lo tocante al movimiento de cuerpos
materiales cerca de la superficie terrestre y en el
sistema solar, las leyes de Newton son validas (con
asombrosa precision) en tal marco de referencia,
denominado el marco de las estrellas fijas. Esto viene
corroborado por el experimento.

Las leyes de Newton también son validas con
respecto a cualquier otro marco de referencia que se
traslade  con  velocidad  (vectorial) constante
{movimiento uniforme) con respecto al marco de las
estrellas fijas. La razén es que en ambos marcos se
mide la musma aceleracién para toda particula, de tal
manera que las expresién de la segunda ley, F = ma,
contiene cantidades del mismo valor en unc y otro
marco,

Se da el nombre de marco de referencia
inercial a estos marcos donde valcn las leyes de
Newton.

La Tierra no es un marco de referencia
inercial, pues no se mueve con velocidad constante con
respecto al marco de las estrellas fijas. De hecho, el Sol
tampoco, sino que describe una érbita dentro de nuestra
galaxia, la Via Lictea, invirtiendo unos 250 millones de
afios en completar una revolucion.

Sin embargo, si consideramos tempos no muy
grandes, podemos suponer para fines practicos que el
Sol y la Tierra son marcos inerciales, Veamos.

En el lapso de un afio, digamos, ¢l movimiento
del Sol con respecto a las estrellas fijas se [leva a cabo
practicamente en linea recta y con velocidad constante.
Por esta razén podemos considerar como inercial al
marco del Sol. Es més, podemos extender a muchisimo
mas de un afio esta consideracidn.

En 1o que respecta a la Tierra, sabemos que
describe una elipse alrededor del Sol, y que ademés gira

3 . . .

Las estrellas fijas son algunas estrellas espeeiales de las mds lejanas
a la Tierra. Dada su lejania, esias ¢strellas parecen ocupar puntos fijos
en )a esfera celeste durante siglos.

en tomo a su gje norte-sur, completando un giro cada
dia (es un carrusel celeste). Ahora bien, al analizar
desde el marco Tierra el movimiento de una particula,
podemos aplicar las leyes de Newton al movirmiento
siempre y cuando el periodo de observacién no se
extienda durante un tiempo prolongado (que puede ser,
de segundos, minutos e incluso horas, segin el tipo de
movimiento en consideracion y el grado de precisidn
deseado).

La segunda ley de Newton se puede formular
de tal manera que sea aplicable 2 marcos de referencia
no igerciales. Su expresién ya no seria simplemente |a
que conocemos, F = m a, sino que f{igurarian més
términos, que contendrian la velocidad y la aceleracién
del marco no inercial considerado con respecto a un
marco de referencia inercial. Sin embargo, no
entraremos a este asunto en este curso introductorio.



CAPITULO 7

LEYES DE NEWTON. FUERZAS CONSTANTES

7.1. El problema general.
El problema general que abordaremos en este
capitulo se puede formular asi:

Un cuerpo, que suponemos es una
parficula, se halla sometido a varias fuerzas
constantes, de tal manera que su
aceleracidon también es consrante. La
particula estd restringida a moverse en
linea recta mediante superficies y oiros
apoyos. Se trata de caleular la aceleracion y
las fuerzas de restriccion desconocidas. El
problema puede implicar varias particulas
que interactdan mediante contacto simpie,
cuerdas inextensibles, varillas ligeras, etc.

»

Un cuerpo se puede modelar como “particula
cuando:

— Las fucrzas que actian sobre él son todas
concurrentes: sus lineas de accidn se intersecan cn un
punto.

— Aun si [as fuerzas no son coneurrentes, son
tales que no producen movimiento de rotacién del
cuerpo, y por otra parte nos interesa solamente el
movimiento traslacional, lo cual significa en particular
que en el problema no intervienen los puntos de
aplicacion de las fuerzas.

Hay casos en que 1m conjunto de cuerpos {en
contacto simple o unidos mediante cuerdas tensas,
varillas rigidas, etc.) se puede tratar como si fuese una
particula. Esto se puede hacer cuando el conjunto es
rigido como un todo, de tal manera que todos los
cuerpos del conjunto se mueven con la misma
aceleracion. La fuerza sobre esta “particula™ seria Ia
fuerza externa total sobre el conjunto de cuerpos
(Consulte los ejemplos 1, 2, 4 un poco mas adelante).

7.2, Método para resolver el problema general
El procedimiento para resolver el problema
general incluye las siguientes tareas:

1. Hacer los diagramas de cuerpo libre (DCL’s} de
todas y cada una de las particulas implicadas.
Incluir aqui las hipdiesis pertinentes.

2. Escoger un sistena de gjes cartesianos X-Y para
cada particula. Fijar el origen del tiempo.

3. Aplicar a cada particula la segunda ley de Newton
(o sea, plantear la ecuacion de movimiento de
cada particula).

4. Hacer un recuento de incdgmnitas y ecuaciones.

5, Tomar en cuenta cualesquiera condiciones
cinematicas o dinamicas aplicables al problema.

6. Los pasos 3 y 5 producen un sisterna de ecuaciones
que debemos resolver para las incognitas.

Para recordar estas etlapas en la resolucién del
problema le daremos a este método un nombre muy
facil de recordar: métode DELIRO. Esta sugcrido no
por experiencias personales eo el aula sinoc por el
siguiente acrostico:

D iagramas de cuerpo libre

E jes y referencia de tiempo

L eyes de movimiento

I ncognitas y datos

R elaciones cinematicas y/o dindmicas
O peraciones matematicas

Comentarios sobre }as etapas del método.

e Diagramas de cuerpe libre.
En esta primera etapa se identifican todas las

fuerzas que actian sobre la particula considerada. Este
analisis de fuerzas se presenta en ¢l diagrama de cuerpo
libre, un método grafico muy poderoso para visualizar
la relacién fuerzas-movimiento y para plantear las
ecuaciones de movimienlo.

Es muy importante sefialar que en el DCL
vienen incorporadas las hipdtesis que se adoptan tanto
para hacer manejable matematicamente el problema
como. para esludiar condiciones particulares del
movimiento.

Entre las hipotesis mas comunes tenemos las
siguientes:

(a) Cuerdas inextensibles y sin masa (“ligeras”
o “ingravidas").

(b) Poleas lisas y ligeras (sin masa).
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(c) Varillas rigidas y sin masa.

(d) Existencia o no de friccién en el contacto
de un cuerpo sobre otro.

(e) Cuerpo a punto de deslizarse (o “en movi-
miento inminente”) sobre otro cuerpo movil o super-
ficie fija.

(fy Situacién exacta en la que dos cuerpos
dejan de hacer contacto.

(2) Igualdad de aceleraciones de dos cuerpos
conectados.

Ete.

Las hipétesis (e), (f) v (g) dan lugar a rela-
clones matematicas. Al respeclo, en los DCL's
usaremos la siguiente notacibn:

Coeficiente de friccién estatica: p
Fuerza de friccion estatica
(menor que la maxima): [
Fuerza de friccion estatica méxima: fip = p N

Coeficiente de friccion cinética: .
Fuerza de friccién cinética: fi =y N.

Recuerde, entonces, que la friccion cinética y su coefi-

ciente correspondiente [levan el subindice “c”.

En los DCL’'s a veces incluiremos el vector
aceleracidn, si bien dibujandolo con trazos a rayas, para
no confundirle con una fuerza, asi:

e Ejes y referencia de tiempo.

Dade que el movimiento es rtectilineo,
conviene usar unos ejes cartesianos X-Y. En fa mayoria
de los ejemplos situaremos el Eje X de modo que
apunte en la direccién supuesta de la aceleracion.

e Leyes de movimuento.
A cada particula se le aplican las ecuaciones

ZFX = may ZFY =ma,

¢ Incégnitas y datos.

Obviamente, desde el principio debemos saber
cudles son los datos del problema, y cuales las
incognitas. De todas maneras, en esla etapa conviene
hacer un recuento de datos e incégnitas, con objeto de
averiguar s ya se tieme un sisterna completo y
consistente de ecuaciones, En caso de faltar ecuaciones,
sc obtendrdn en la sigwiente etapa del método.

+ Relaciones cinematicas ¥ dindmicas,

Las relaciones cinemiticas son ecuaciones
entre las aceleraciones de dos o mas cuerpos inter-
conectados.

Las relaciones dindmicas son ccuaciones en
las que figuran fwerzas. Por ejemplo, una ecuacion del
tipo “fi =y N” es una relacién dindmica. Otra de este
tipo serfa “N = (" (que corresponde al caso en que un
cuerpo deja de hacer contacto con otro, de modo que la
fuerza normal de contacto, N, se vuelve nula).

2

»  Operaciones matematicas.
Las dos etapas anteriores deben proporcionar
un sistema completo y consistente de ecuaciones.

Hasta aqui los comentarios sobre el método
DELIRO. Ilustraremos el método en los ejemplos.

Ahora bien, e! método DELIRO describe
solamente el aspecto de mecanizacidn en la resolucion
del problema. Sirve principalmente como recordatorio
de unas etapas que no hay que pasar por alto. De mayor
importaneia son los siguientes puntos:

e Antes dc atacar el problema debemos formamos
upa idea de como se moverd el sistema. A este
respecto ayuda ¢l darle valores exageradamente
pequefios o grandes a los pardmetros; analizar un
problema simmlar pero simplificado, etc.

En otras palabras, hay que tener ciena idea de
qué clase de solucion esperamos. Esto se adquiere
con bastante practica.

Conforme vamos resolviendo problemas
vamos aprendiendo nuevas formas de “pensar
fisicamente”, y adquiriendo mas confianza en la
aplicacién de las leyes fisicas. Ello nos permite
desarrollar nuestra capacidad de analisis e infuicion
fisica.

Los problemas no siempre arrojardn resultados
que eoncuerden con nuestra intuicién. En estos
casos debemos ajustarla. Una intuicién fisica bien
desarrotlada nos permite describir y analizar
nuevos problemas en los térmunos mas simples a
nuesiro alcance, y ser capaces de predecir el
comportamiento meednico sin necesidad de hacer
muchos calculos ¢ resolver detalladamente el
problema.

* En la primera etapa, la de los DCL’s, enunciamos
y aplicamos las hipdtesis bajo las cuales
resolveremos el problema.



Una vez resuelto el problema, cualquier
hipétesis que se haya formulado de partida debe
validarse a Ja luz de la solucién del problema. Si
alguna de las hipdtesis no se cumple la solucién
obtenida no es wvalida, y el problema debe
resolverse otra vez desde el principio, adoptando
otras hipdtesis.

Algunas de las hipdtesis son cosas sobreenten-
didas, que no es necesario meneionar explicita-
mente. Este es el caso, por gjemplo, para las
hipétesis:

T2 0 Nz0

que indican que la tensién T de una cuerda no
puede ser negativa, lo mismo que la fuerza normal
de contacto N entre dos cuerpos, Dada la expresién
matemética de T 6 N, deben obtenerse los valores
limites de los parfdmetros, por encima ¢ debajo de
los cuales estas fuerzas se wvuelven negativas.
Analogamente, en algunos casos se trabaja con una
aceleracidén que no puede ser negativa, lo cual
también da lugar a valores limites de los
parametros.

* En muchos problemas }o realmente interesante no
es el proceso de llegar a la solucion en si, sino lo
que la solucién expresa. Después de resolver el
problema debemos hacer un andfisis de la
solucion. A veces no ‘‘entendemos” bien la
situacion fisica en tanto no hayamos examinado la
solucién obtenida. A este respecto eonviene
resolver los problemas usando valores paramé-
ricos para las cantidades relevantes. Esto nos
permite estudiar la solucion en cuanto a casos
particulares, valores limutes, rango de validez de la
solucidn, ete. No menos importante es que también
nos permite detectar errores algebraicos, que
usualmente vienen revelados por valores absurdes
de alguna cantidad (“masas negativas”, “denomi-
nadores que pueden valer 0 sin razon fisica
alguna”, “valores imaginarios de alguna cantidad”,
elc.). En esta actividad de “variacion de
parametros” es util hacer graficos de como varian
algunas cantidades al vartar ofras de las que
dependen.

En los primeros 4 ejernplos no describiremos
con detallc las etapas del métode DELIRO. Dejamos al
lector la tarea de identificar estas etapas durante la
resolucion de cada uno de estos ejernplos.
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7.3. Combinar varias particulas en una sdla

Dos bloques, de masas 3 y 9 kg, se ponen

en contacto sobre una superficie horizontal lisa, como
enla Fig. Ela, Se¢ aplica al conjunto una fuerza de 48 N.
Calcular la aceleracién de cada bloque y la fuerza de
interaccion entre los bloques.

Ik 9xg

48N

Resolveremos primeramente con todo detalle.
Empezamos por trazar los diagramas de cuerpo libre
(DCL’s) individuales de los bloques, que se muestran
enla Fig. E1b. “N” es la fuerza de contacto (o fuerza de
interaccidn) entre los bloques.

A continuacién planteamos las ecuaciones de
movimienlo para cada bloque. Segin el sistema de ejes
propuesto en la Fig. E1b obtenemos:

Bloque |
F—sz](l N,—mlg=0
Bloque 2
N=m20 Na_—m;_g=0
F N N
|
v
mg Mg
N'lr ¥ NzT
L’X

Fig. Elb

En estas 4 ecuaciones figuran 4 incdgnitas: N, a, N y
N;. La solucion del sistema es

F
a=—-" Ny =mg
my +my
m-,F
N:—2 N1=mgg

Notemos que la fuerza de contacto N es proporcional a
la masa my del segrundo bloque.



Con los valores dados (m), =3, m; =9, F = 48,
en unidades SI) obtenemos

a=4m/s’, N=36N N,=294n N,=882N

Resolvamos ahora este mismo problema con
un  método altermalivo, como se describe a
continuacion. Seria el método de un “ducho™ en estos
menesteres; en é no hay necesidad de hacer los DCL’s,
y los calculos se pueden hacer mentalmente.

Es obvio que ambos bloques poseen la misma
aceleracion. Es como si fueran un solo blogue de masa
12 kg, sometido a la fuerza de 48 N. De ahi que la
aceleracion valga

_ 48§ 4

a=
12kg 52

Para calcular la fuerza de contacto entrc ambos
blogues notamos que el bloque de masa 9 kg es
acelerado solamente por la fuerza de contacto “N” con
que lo empuja el bloque de 3 kg. Entonces, la segunda
ley de Newlton aplicada a este bloque da

N=Okgx4 = =36N
82

Podemos wverificar este cdlculo haciendo un analisis
similar para el bloque de 3 kg. Kste sufre una fuerza
positiva de 48 kg, y una negativa (la reaccion “N” del
bloque mayor) de 36 kg, o sea en total 12 N. Como su
masa es de 3 kg, su aceleracion sera de 4 m/sz, mismo
valor encontrado anteriormente.

Ejercicio 1a. Tres bloques, de masas 2, 8 ¥ 5 kg, son
empujados por una fuerza de 45 N, como se muestra en
la figura. Intente calcular mentalmente la aceleracion
comun del conjunto, asi como las fuerzas de contacto
entre los bloques. No hay friccion en ningin {ado.

Resuelva de nuevo el problema “a pie”,
haciendo los DCL’s de cada bloque y trabajando con
valores paramétricos m,, my, I3 para las masas y para
la fuerza aplicada.

8k
2kg g Skg

458

_—

Resp. 3 m/sz; 39W; 15N

Ejercicio 1b. Los blogues 2 y 3, de masas 50 y 20 kg,
respectivamenle, estin unidos por una varilla rigida
ligera. Calcular 1a fuerza de compresién de la vanlla si
se aplican las dos fuerzas mostradas. Suporer que la
superficie horizontal es lisa.

50 kg

30kg
120N o .

—..1‘ 2 3

Resuelva a partir de los DCL’s de los bloques, o bien
como sigue: trate el sistema de 3 bloques junto con la
varilla como si fuesen una sola particula. ;Cudl serfa la
fuerza externa total sobre esta “particula”?
Seguidamente calcule la fuerza de compresidn de la
varilla aplicando la segunda ley de Newton al blogue 3.
Ete.

Resp. 40 K.

Ejercicio 1¢. Un tren tene una locomotora de 40 Mg de
masa {1 megagramo = 10 g= 10° kg), que jala cuatro
vagones de masas ignales de 10 Mg. Calcular las fuerzas
en los acoplamientos de la locomotora con el primer
vagon, y en los de vagdn con vagdn, suponiendo que el
tren rueda con aceleracién de 1 m/s”.

Resp. 40, 30, 20 y 10 MN (meganewton).



Una caja de masa 50 kg es transportada en

un camion. En cierto momento el camién aplica los
frenos de modo que su desaceleracién es constante, de
magnitud 6 m/s*. El coeficiente de friccién estatica
entre la caja y la plataforma del camién es suficiente
para que la caja no resbale.

50 kg m
6=
| BN
L@ \\0
Fig. E2

(Qué tipo de fuerza es la que desacelera la caja, y
cuanto vale? Calcular el coeficiente de friccién
suponiende que la caja esta a punto de resbalar.

Resolveremos este problema sin necesidad de
hacer los DCL's. Nuestra hipotesis es que la caja no
resbala.

Si la caja no resbala podemos tratar ambos
Cuerpos, ¢aja y camidn, como si fueran uno sélo.
Entonces la caja también tiene aceleracion de —6 m/ sz,
de donde la fuerza horizontal “f " que desacelera 1a caja
tiene magnitud

£=[50 kg x (~6 m/s")| =300 N

Esta fuerza, “f 7, no es otra que la fuerza de friccion
estatica sobre la caja debida a la plataforma.

Bs valida nuestra hipétesis?

Para vahdar o invalidar la hipotesis necesita-
mos acotar el coeficiente de friccion estatica caja-
plataforma, que denotareros con “p”. Ahora bien, para
que la caja no resbale es necesario que en el contacto
caja-plataforma se genere una fuerza de friccién
estatica suficiente para poder frenar la caja con la
desaceleracién supuesta. Pero la friccién estatica no
puede rebasar su valor maximo “fry = uN”, que es igual
a “490 u” (ya que la normal N es el peso de la caja,
igual a 50 kg = 9.8 m/s’ = 490 N}. Debemos tener
entonces que | f{ < fiy, es decir,

300 = p 490 osea p 206
Si p < 0.6 la caja resbala, pues no hay suficiente

fricc1én como para desacelerarla en 6 m/ s’ Siu=06
la caja estd a punto de resbalar.

Ejercicio 2a. Se comunica al sistema de dos bloques
una aceleracién de 2 m/s’. ;Cual es el minimo valor
del coeficiente de friccion estatica entre los bloques
para que no haya deslizamiento del bloque superior?

Note que no se requiere la masa del bloque inferior.
Resp. u=0.2.

Ejercicio 2b. Se empuja un bloque de 35 kg con una
fuerza de 150 N, como se muestra en la figura. Sobre
este bloque descansa otro bloque de 15 kg. El conjunto
se mueve sobre una superficie lisa, sin que el bloque de
arriba se deslice. Calcular la fuerza de friccidn estatica
entre ambos bloques. ;Puede calcular el coeficiente de
friccién con estos datos?

15kg

150N 35ke

Resp. 45 §; No.

7.4. Acelerometro

Un vagon de ferrocarml viaja en linea recta

con aceleracion constante a. Del techo det vagon cuelga
una bola de masa m atada a un hilo, como vemos en la
Fig. E3a. ;Qué angulo 6 forma el hilo con la vertical
para una aceleracion dada?

Observe el DCL de la bola y nuestra eleccion
de ejes en la Fig. E3b.
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Fig. E3b
Aplicando las ecuaciones
2Fy = may 2Fy = may

y notando que las componentes de la aceleracion son

ax =a y ay=0, oblenemos las relaciones

(r]) T sen 8 =ma (ya que ax =a)

(r2) Tecos®-mg=0  (yaqueay=0)

Eliminemos la tension T de las ecuaciones {(11)
y (r2), dividiéndolas miembro a miembro;

Tsen® ma

Tcosh mg
=

(r3) a=gtanB

A mayor aceleracidn, mavor ¢s el dngulo de
inclinacién del hilo. Cuando la aceleracién tiende a
infinito, dicho angulo tiende a 90°, que corresponderia
a la posicion horizontal del hilo.

El' conjunto {hilo + bola} sirve como
“acelerdmetro”. Una persona que viaje en ¢l vagén
puede obtener la aceleracion midiendo el angulo 8. En
particular tenemos que si el angulo vale 45°, entonces
la aceleracion es ¢ = g. Si 8 = 0, e] movimiento del
vagdn es uruforme.

Calculemos la tensién en funcidn de la
aceleracion. De las ecuaciones (rl) y (r2), o sea
Tsen®=ma y T cos 6 =mg tenemos

1% sen? § + T? cos” 0 = (ma)’ + (mg)”

Usando sen” 8 + cos” 8 = 1 hallamos

(rd)  T=mja’+g?

Ejercicio 3. Un vagdn de ferrocarril que viaja con
velocidad constante empieza a desacelerar uniforme-
mente. Dentro del vagdn estd un sistema formado por
un blogue y un resorte que antes de la desaceleracion se
hallaba en su configuracién no deformada. Se observa
que mientras el vagén desacelera, el resorte mantiene
una compresion 8. Dada la constante elastica del resorte

(lineal), k = 1()00E , la masa del bloque, m=4 kg, y la
m

desaceleracién @ = -5 m/s’ , calcular la compresién det
resorte.

Suponga que no existe friccidn entre el bloque vy su
guia horizontal.

Resp. & = 20 mum.

7.5. Ojo con las hipotesis

El obrero Alan Tigiiita, de masa M,

sentado sobre el andamio de masa m, jala la cuerda con
una fuerza F tal que genera una aceleracién “a” del
conjunto hacia arriba. Calcular F en términos de las
masas y la aceleracidn supuesta.

. N N, S - . . . Y

Hipdtesis: ambos cuerpos tienen la misma
aceleracidn {que denotaremos con “a”),



Bajo esta hipdtesis la solucion se puede
obtener rdpidamente considerando al obrero junto con
el andamio come una séla particula, de masa *M + m".
El DCL de esta “particula” seria ¢l que vemos en la
siguiente figura:

Eie X

Fig. E4b

Estudie bien el DCL:
— La tensién de la cuerda es 1a fuerza F que le
aplica ¢l obrero en su extremo.

— El DCL incluye solamente las fuerzas
externas sobre el conjunto. (Existe una fuerza interna
que ¢s la de interaccidn obrero «» andamio.)

Escogiendo un Eje X como se muestra, la
segunda ley de Newton conduce a la ecuacidn
2F-Mg-mg=M+m)a
de donde

()  F= %(Mﬂn)('g +a)

Si se deseara calcular Ja fuerza de contacto
“N" entre ¢l obrero y el andamio, tendriamos que hacer
el DCL de algunc de estos cuerpes. En la Fig. Edc se
muestran los DCL’s de ambos.

Las ecuaciones de movimiento correspon-
dientes son:

Obrero:
F+N-Mg=Maq
Andamio:

F-N-mg=ma
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Fig. Edc
Resolviéndolas se halla
1
(r2) N=5(M—m)(g+a)

asi como el valor (rl) de F ya encontrado.
Examinemos la solucidn.
Para M = m obtenemos de (r2) que

F F
N=0 a=—-g=—-
m & M &

En este caso el obrero y el andamio se comportan como
particulas independientes, de la misma masa y
sometidas a la misma fuerza F. (En la Fig. E4c suprima
la fuerza N en ambos diagramas e imagine m = M.)

Por otra parte, st m > M (andamio pesa mis
que obrero) obtenernos que N es negativa. Esto es
absurdo, de modo que la solucidn obtenida no es valida
para m > M. Lo que ocurre es que eslo viola fa
hipétesis. Revisela y explique qué ocurre con el sistema
Alan-Andamio cuande m > M (Sugerencia. Si no logra
averiguarlo pase al ejercicio 4a y represe aqut).

Ejercicio 4a. Alan (masa m) desea trepar por la cuerda
con una aceleracion “a”, sin que la caja de masa M se
separe del piso. ;Cual es la maxima aceleraciéon que
puede lograr?

M-m

Resp. a=
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Ejercicio 4b. Una persona de masa m se encuentra
dentro de un elevador de masa M. ;Cuinto vale la
fuerza de contacto persona-e¢levador si el elevador esta
acelerando (a) hacia armriba; (b) hacia abajo, con
aceleracion “a™?

En el DCL del elevador no incluya las fuerzas laterales
debidas al cubo.

¢Cuanto vale la fuerza P que ejerce el cable para
acelerar al conjunto? ;En qué caso se tendria que la
fuerza de contacto es igual a cero?

Resp. N=m{g+a), P=(M+m)(g+a)

7.6. Sistemas con aceleracion comin

Observe los sistemas ilustrados en la Fig. 14
Dejados en libertad de moverse, todos los bloques
rccorren distancias iguales en tiempos iguales, a lo
largo de sus respectivas rectas de movimiento. Como
las cuerdas se suponen inextensibles, las velocidades
son iguales en todo momento: wi(t) = w(t) = ...
También las aceleraciones tienen el mismo valor, el
cual llamaremos aceleracion del sistema. Denotando
con &, az, las componentes (utnicas) de las
aceleraciones a lo largo de la respectiva direccién de
movimiento, tendremos que se cumple Ja siguiente
“relacion cinemitica’:

ay =iy para el caso (a)

@ =a;=a, para los casos (b), (c) y (d)

Denotaremos con “a@” la aceleracién cormin
(ay=a;=..=a).

Generalmente se conocen las masas de los
bloques {m,, m,, ...) y la “geometria” del problema, es
decir, las longitudes relevantes, los angulos de los
planos inclinados, etc. Las poleas se consideran
“ideales”, esto es, lisas e ingravidas. Se trata de calcular
la aceleracion “a” del sisterna y las fuerzas de reaccidn

desconocidas, que son las tensiones de los cabies y las
fuerzas normales y de friccidn en los planos.

Resolveremos unos ejemplos de esta clase de
sistemas. En ellos iremos descnibiendo paso a paso las
diversas etapas del método DELIRO.

{a) (b)

(%]

RUW

(c) )]

[1]3

(1 y 2 se mueven juntos)

Fig. 14

Consideremos el sistema mostrado en la

Fig. E5a. Los datos son las masas rm;, m; y my de los
bloques y los angulos & y B. Supondremos que todas
las superficies son lisas.

DELIRO
T Diagramas de cuerpo libre

El sistema tiene dos modos de movimiento:
que el bloque m; esté acelerado hacia arriba o hacia
abajo. Supondremos la segunda posibilidad.




Conviene hacer el DCL de cada blogue
separadamente. Estos diagramas se muestran en la Fig.
E5b. Hemos incluido los vectores aceleracién en Jos
DCL's.

Fig. ESb

Hemos representado cada bloque por un punto “ e ” con
objeto de facilitar [a obtencion de las componentes de
las diversas fuerzas. Notemos que las tensiones son
iguales a ambos lados de cada polea fija, debido a que
€stas son lisas por hipotesis.

DELIRO
T Ejes y referencia de tiempo

Con el fin de facilitar la expresion malematica
de las relaciones cinematicas, asi como las operaciones
matemAticas, conviene escoger para cada bloque uno de
los dos ejes en la misma direccion gque su
correspondiente  aceleracion, Este eje lo hemos
designado “Eje X" en todos los casos. El otro eje,
designado “Y”, se traza perpendicularmente al eje X.

Entonces, de acuerdo con la hipétesis de que el
bloque 3 baja, trazamos los ejes tal como vemos en la
Fig. E5b, de tal modo que para cada bloque el ge X
apunte en la direccidn de movimiento, misma en este
caso que la de cada aceleracién. En virtud de nuestra
eleccion de ejes, los vectores aceleracion de las
particulas, a,, a; y a,, tendran componentes positivas
(por hipétesis) a lo largo del correspondiente eje X.

DELIRO
T Leyes de movimiento

Apliquemos [a segunda ley de Newton a cada
bloque. Las ecuaciones £ Fx =may y 2 Fy=may
dan

Blogque 1
(r1} Ty-mgsena=m a

(r2) Ny -m,gcosce=10

Blogue 2
(r3) Ty-Ti-mgsenP=mpa

(r4) Ny-mygeosp=0

Bloque 3

(1) mg-Ty=ma

Observaciones. Las aceleraciones de los bloques son 4,
a, y as; sin embargo, ya hemos tomado en cuenta que
las tres son una misma y hemos designado esta
aceleracidén comun con “g”. Debemos tener cuidado
con los signos de las componentes, los cuales vienen
determinados por las direcciones de los ejes. Asi, en el
caso del Blogue 3, el peso n,g €s positivo y la tension
T; es negativa, puesto que el gje X para este bloque
apunta hacia abajo.

DELIRO
T Incognitas y datos

Tenemos 5 incdgnitas, T\, a, Ny, T y Ny, v §
ecuaciones. No faltan ni sobran ecuaciones.

DELIRO
T Relaciones cinemdticas
y/fo dinamicas.

Las relaciones cinematicas son ecuaciones
entre las aceleraciones de los distintos cuerpos, o
condicioncs iniciales sobre posiciones y velocidades.
En este problemna son las relaciones a; = a, = a3 = a,
que va han sido consideradas en las ecuaciones.

DELIRO
T Operaciones matemiticas

Se recomienda obtener primeramente la
aceleracion, “elimunando las tensiones”. Para cllo se
suman membro a nuembro las wes ecuaciones que
contienen lensiones ({r1), (r3) y (rS))
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(Ti-mgsenc) +(T,-T,-my gsenf (my g- Ty} =
=matmat+ma

Como vemos, las tensiones se cancelan. Despcjando la
aceleracion obtenemos

(16) a=m3g+m2gsen|3—m|gsena
my +mj +my

Ahora, para calcular las tensiones T, y T,
sustituimos este valor de “a” en las ecuaciones.
Encontramos

mmi(l+ seng)+ m;m,(sen o + sen
@) T, = )+ mymy B)g

(18) T, = m m3(1+sen @) + mym; (1 -sen B)

m]+m2+m3

Andlisis de la solucion.
e La aceleracion “a” resulta negativa si

(r9) m;+ rmy sen 3 <m, sen ¢t

Si se cumpliera esta desigualdad nuestra hipoétesis de
que ¢l blogue 3 baja no seria cierta. El bloque 3 subiria.
Pero la solucién obtenida es valida en ambos casos.

®  Observemos el numerador de la expresion (r6) para
la aceleracion. Es la suma algebraiea de las
componentes de las fuerzas a lo large de las respectivas
direeciones de movimiento de los bleques, como vemos
en la Fig. E5c. Esta suma la llamaremos la “fuerza
impulsora” del sistema, y escribiremos

(13) Aceleracion = ___—Fucrz.a 1mp. ulsora
Masa del sistema

La masa del sistema es su masa total, igual a

m, + m, + my. Las fuerzas de tension no figuran en (13)
porque son fuerzas infernas del sistema formado por
los tres bloques y las cuerdas. Tampoco figuran en (13)
las fuerzas normales, cuya funcidén es guiar los blogues
y no afectan la magnitud de la aceleracién. Note que la
componente “myg sen ¢ se opone a las otras dos; por
€50 aparece con signo negativo cn (16).

o« La Figs. E5d y E5e muestrtan unos casos
particulares del sistema.

El de la Fig. E5d se obtiene poniendo my = 0.
La expresion {16) de Ia aceleracién se reduce a

M0) o= {mpsen B - misen o) g

my +my

m;

Fig. ESe

El de la Fig. E5e se obtiene poniendo o = 0,
p =90°y m; = 0. Resulta

m3g
mz +m3

(rl}) a=

Si no existiera el bloque 2 {0 sea m, = 0), entonces el
bloque 3 caeria con la aceleractén de la gravedad
(a = g). Por otra parte, si my; = 0, el bloque m; no se
moveria (a =0).

En la expresion simple (rll) el peso del
bloque 3, myg, es la tnica fuerza impulsora del sistema.
Esta es la fuerza que acelera a ambos bloques.



Ejercicio 5a.

Aplique la 1dea expresada en la férmula (13) a
los dos sistemas mostrados en las Figs. A y B. Suponga
que no hay friccion en ninguna parte. Compruebe que
la aceleracion de cada sistema fiene el valor dado, de
acuerde con los datos propuestos.

3kg  4kg

Fig. A

a=(5/12)g

6 kg
]

—

2kg

Fig. B

a=(1/6)g

Ejercicio 5b. El sistema de la figura se denomina
“Maquina de Atwood”. Demuestre que la aceleracién
corniin de los bloques es

ms — M

a= 2 1

ml +m2
my my

Ejercicio 5¢. Considere el sistema de la [igura.
Suponga que existe friccidn cinética de coeficiente ng
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entre el bloque m, y la mesa. Resuélvalo con el método
DELIRO y llegue a la siguiente expresido de la
aceleracion:

my — Ry

my +mp

Examinela a la luz de Ja ecuacion (13).

l Mg

Ejercicio 5d. Resolver con el método DELIRO el
sisterna (b} de la Fig. |4, pagina 18. Suponga masas my,
my, ms, dngulos « a la izquierda y 3 a la derecha, y
coeficientes de friccién cinética pe, Mez ¥ Hea.

Resp.

PR senf—m sena - qgmycosB—pymy — My cosu
= &

my +1m; +my

En el sistema mostrado en la Fig. E6a

existe friccion entre el bloque | y el 2, de coeficiente
cinético | y entre el bloque 2 y la mesa, de coeficiente
cinético pc’. Calcular la aceleracion del sistema.

m,y
5 1 Ll-m

]

Fig. E6a

Hipdtesis.
El sistema estd acelerado (la aceleracion del
bloque m; estd obviamente hacia abajo).

Diagramas de cuerpo libre.

Observe en la Fig. E6b ¢l DCL de cada
bloque. En Jos recuadros después de esta figura se
detalla el origen de cada una de las fuerzas sobre el
respectivo bloque encerrado entre llaves “{ }”.
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El recuadro correspondiente al Bloque 3 cs evidente y
lo hemos suprimido. Existen dos cuerdas en el sistema,
denomiinadas Cuerda 1 y Cuerda 2; sus tensiones son T,
y Tz, respectivamente. Observe en los dos recuadros las
fuerzas normales y de friccidn Bloque 1 <> Bloque 2.
La fuerza de friccién mutua entre los bloques 1 y 2 se
opone al movimiento de los mismos.

Y ’F]
41774
< f — l ig

Fig. E6b
{Bloque 1}
Tierra mg
Cuerdal T,
Blogque?2 Ny, Ly
{Bloque 2}
Tierra mzg
Cuerda 1 T,
Cuerda 2 T
Bloque 1 Ny, foy
Mesa Ny, fe2

Ejes y referencia de tiempo.

El sistema se mueve de tal manera que el
bloque 3 desciende. Por lo tanto, et gje X para este
bloque se escogid hacia abajo. Por ofra parte, ¢l bloque
2 se mueve hacia la derecha y el bloque 1 hacia la
izquierda. En tales direcciones se tornan sus respectivos
ejes X.

Leves de movinuento,

Bloque 1
(f]) T[-‘fm:mla
(r2) N —-mg=0

Bloque 2
(r3) -Ti—fa-fa+T,=ma

(1'4) —N,—m2g+N2=0

Blogque 3
(r9) nm;g—-T,=ma

Favor de observar que en ¢l caso del bloque 1,
que se mueve hacia la izquierda, el gje X apunta hacia
la izquierda por lo que T, es positiva y f| negativa,
Analogamente, sobre el bloque 3 el peso myg es
positivo y la tension T, negativa.

Incdgnitas v datos.

Tenemos 7 incognitas, Ty, fy, a, Ny, Tz, f; ¥y Ny,
y 5 ecuaciones. Las dos ecuaciones faltantes provienen
del siguiente paso.

Relaciones cinematicas v/o dindmicas,

En el presente problema ya hemos tomado en
cuenta que 1lodos los bloques poseen la misma
aceleracion “a” (o seca a, =a; =@y = a).

Las ‘“relaciones dindmicas” se refieren a
fuerzas. En el problema presente existen dos relaciones
dinamicas, que expresan que las fricciones son las
maximas, puesto que existe deslizamiento:

{ro) for = He Ny
(17) foo=p' N,

Estas dos ecuaciones complementan las 5 anteriores,
por lo que ya podemos resolver.

Operaciones matematicas.

Eliminemos las tensiones, sumando miembro a
nuiembro las ecuaciones que las contienen. Obtenemos
la ecuacion

(rg) -2fg—fo+meg=ma+tmarma



Ahora bien, las fuerzas normales son
Ni=mg
N ={m +my) g
y las fricciones,
fo=pN,=p.mg
for=p" Ny = pc’ (m; + my)g
Sustifuyéndolas en la ecuacion (r8) resulta

_ Z2Hemyg — e (my +my)g + mag
m; +m, + M3

{9) a

Ya coneciendo la aceleracidn, las demds incognitas se
encuentran facilmente.

Anédlisis de la solucion.

Remitiéndonos a la Fig. E6a:

Segin nuestra intuicidn, si m, es muy pesado y
el coeficiente de friccion pe {0 bien ) muy grande, es
posible que €l sistema no se mueva. ;Cual seria la
condicién para que el sistema se mueva acelerada-
mente? Veamos.

De (r9), la condicién a > 0 equivale a la
condicién

(r10)  mug>2umg+pc (my + my)g

Sin embargo, el sistema debe vencer la Ticcidn estdtica
para poderse mover, por lo que (rl0) no es correcla,
sino que debe sustituirse por esta otra:

(rtl)  mupg>2Zpmg+ p' (my + m)g

en la que figuran los coeficientes de [riccion estatica u
y p'. El miembro derecho de (r11) es mayor que ¢l
correspondiente de (r10) (los coeficientes de friccién
cinélica son grosso modo un 25% menores que los de
friccion estatica).

Nota. Si la desigualdad “>" en (r11) se camhia por una
igualdad, el sisterna estd en equilibrio, y su movimiento
es inminente.
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Ejercicio 6a. Calcular la aceleracién del sistema de
dos bloques mostrado, al aplicar la fuerza constante F a
lo targo del planc inclinade. Existe friccién de
coeficientes cinéticos g, entre ambos bloques y pca
entre el bloque infedor y el plano. Calcular la
aceleracion del sistema. Tome el eje X para m; hacia
abajo del plano.

Resp.

e F—[Zuclml +ep (my +m1}]gcosﬁ+(m2 —m;)gsen®
my +m;

Ejercicio 6b. Hallar las aceleraciones de los 4 bloques
del sistema mostrado en la figura, suponiendo que m,
¢sta acelerado hacia la izquierda y m, lo estd bacia la
derecha.

Resp.

_m3 —pemy _
aq=—"TT""""58 4=
m, +1m; m, +my

my —p.{2my +m; )
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7.7. Sistemas con una polea moévil

Mire los sistemas ilustrados en la Fig. 15.

En todos ellos existe una polea movil
(denoruinada “P"), sobre la que corre un cable. Uno de
los extremos de este cable esta fijo (el extremo “F”), y
el otre cxtremo remata en un bloque (el extremo “B").

(2) (b

(c) (d)

Fig. 15

La relacidn cinemalica que aplicaremos en esta
clase de sistemas es esta: ag = 2ap, 0 $ea, ¢l bloque B es
mas rapido que la polea mdvil P (puede llegar a
alcanzarla).

b
ap
0 Taa xP—xB
X
P
[
B
@] F
~ N Y Y ~
Fig. 16

Demostracion. Como ia cuerda es inextensible, la suma
de las longitudes de los tramos de cuerda a uno y otro
lado dc 1a polca movil permanece constante. Entonces,
xp + (xp — xp) = constante, o sea 2xp — xp = constante.

Derivando con respecio al tiempo tenemos 2vp — vy = 0.

Volviendo a derivar,

ag =2 ap QED

Resclvamos el sistema de la Fig. E7a.

Existe friccién emfre los bloques y los planos
inclinados, de coeficiente cinético comin L. Se
desprecia la masa de la polea mdvil.

Fig. E7a

Hipotesis.
Polea mgravida. Bloque m; acelerado hacia
abajo.

Diagramas de cuerpo libre.

Fig. E7b

Como el bloque 2 baja, las fuerzas de friccién
actiian como vemos en los DCL’s de la Fig. E7b.

Ejes de refereneia.
El eje X se coloca para cada bloque en el

mismo sentido que su aceleracidon.

Leyes de movimientg.
Las ecuaciones de movimiento de los bloques

SO

Blogque 1

(rl) T-fo—mgsena=m a,

(r2} Ny-mygcosa=0



Bloque 2

(r3) ~2T—fp+tmygsenP=m, a;

(rd) Ny-mpgceos3=90

Incdgnilas v datos.

En las ccuaciones anteriores aparecen las
incégmitas T, £y, @1, Ny, £, @3 v Ny, siete en total. Nos
faltan 3 ecuaciones, que obtendremos en el siguiente
paso.

Relaciones cinematicas v/o dinimicas.
De acuerdo con lo discutido en la pagina
precedente, existe la ¢ondicion cinematica

(%) a=2a

Ademds, en vista de que existe deslizamiento,
(r6)  fa=pcN,

(r7) foo=pe Ny

Operaciones matematicag.

Empecemos por eliminar la tensién T,
multiplicando la ecuacién (11} por 2 y sumandola con la
(r1). Luego sustituyamos las fricciones por sus
expresiones dadas en (r6) y (r7). Despejemos las
normales de las ecuaciones (r2) y (r4). Finalmente
usemos la relacion (r5). Llegaremos a

_ —2myg(senc +p, cosa)+ mag(senP-p, cosf)

4m] 1 my

Eiercicio 7. Resuelva el siguiente sistema. Suponer que
la polea moévil no tienc masa y que no existe friccion.

my
mp

N NN SN ~ ~

Sugerencia. El sisterna contiene dos cuerdas, con
tensiones que demotamos con T, y T, Al aplicar Ia
segunda ley de Newton a la polea mévil tenemos quc

T, - 2 T, = masa x accleracién =0

ya que la masa es cero. Se sigue que T} = 2 T,. Por otra
parte, la aceleracion de la polea mévil es la misma gue
la del bloque my.

Resp.

2m, -m, Senq

a = —-—:-
! m; +4m,

7.8. Bloque sobre plano inclinado aspero

Un bloque de masa m se coloca sobre un
plano fijo, inclinado a un dngulo 6, con el quc existe
friccidn de coeficiente estdlico p y cinético pe. ;Bajo
qué condiciones se¢ mueve el bloque y cual es su
aceleracion?

Supongamos que el blogque se desliza acelera-
damente. Entonces su DCL es ¢l mostrado en la
Fig. E8b, donde f; es la friccidn cinética bloque-plano.

-

-
-
~

' fify -
X /,’ PN
Tt T8

N ~ SN .

. |

Fig. E8b

Observe que el angulo entre la normal N y el
peso mg es el mismo que el del plano, 0, y que hemos
escogido el eje X hacia abajo, en la misma direccion
que la aceleracion del blogue.

De la condicion de equilibrio podremes
averiguar las condiciones para que efectivamentc haya
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deslizamiento. Claramente, si hay mucha friccion y/o el
angulo B muy pequeflo, el bloque no se deslizara.
Las ecuaciones de movimiento del bloque son:

YR =may mg sen 8 — f, = ma
ZFy = may N-mgcosB=10
A estas hay que afiadir la condicién de deslizamiento,

fe=pcN

Tenemos 3 incognitas (fe, @ N) y 3
ecuaciones. La solucién es

(rl}) a=gsend—p.gcosH

(12) N =mg cos 0
(r3) fo = pe mg cos 0

Analicemos la solucién.

s Si no hubiese friccion (ue = 0), el bloque descen-
deria con una aceleracién igual a @ = g sen 0, la
cual es obviamente menor que la de caida libre.
Notemos que tal aceleracidén es independiente de la
masa, tal corno ocurre con la caida libre.

¢ Laexistencia de friccidn reduce la aceleracidn libre
en la cantidad —p¢ g cos 6.

» Claramente; la solucién cbtenida no es valida para
8 = 0, porque en tal caso no existe friccidn. Si es
valida hasta & = 90°, angulo para ¢l que o = g,
como era de esperarse.

s  Para obtener Ja condicidn bajo la cual puede existir
deslizamiento hacia abajo debemos resolver el
problema de equilibrio en la situacién de
movimiento inminente. Obtenemos la condicién

gsenBzpgeos®
O 8¢ca
(rd) tan 6 2 p

(Esto equivale en este caso a poner @ 2 0 en (rl), ¥
suslituir pe por p, el coefieiente de friccién estatico.)

Al igual que se hace en Estatica, se define el dngulo de
Jriccign “g” del blogue de tal modo que

tan £ = |1

Recopilemos los resultados:

La aceleracién de un bloque a lo largo de un
plano inclinado de éngulo ©, con el que existe friccidon
de coeficientes estatico p y cinético , viene dada por

(14a) a=gsenB-p gcosb
Para que el bloque resbale es necesario que
(14b) e<0

donde € es el dngulo de friccion del bloque, definido
por Ja relacion

(14e) yp=tane {p = coef. estdtico.}

Ejemplo numérice,
Pongamos los valores m=3 kg, un =05, =04 y

8 =30°. El angulo de friccién del bloque es, de (14¢),
£=tan”' u=1tan"'(0.5) = 26.56°

Como g = 26.56° < 8 = 30°, si hay movimiento acele-
rado. Usando (14a) la aceleracion es, en m/sz,

a=gsenf- . geosh
= 9.8 5en 30°— 0.4 (9.8) cos 30°=1.5

Si 0 fuese exactamente ignal al dngulo de friccién

(0 = & = 26.56°), el bloque se mantendria en reposo o
estaria a punto de resbalar. Tome en consideracidn, sin
embargo, que los valores del coeficiente de friccion
tienden a ser muy imprecisos; de hecho los decimales
del angulo 26.56° no son muy relevantes que digamos.

Ejercicio 8a. Para el movimiento del ejemplo anterior
pongamos © = 40°, ;Cual es el maximo coeficiente de
friccién por debajo del cual hay movimiento acelerade
del bloque?

Resp. p=10.3




Ejercicio 8b. Para el movimiento del ejemplo anterior,
dado un coeficiente de friccion p = 0.3 bloque-plano
{por encima de qué anguwio se moveria el bloque
aceleradamente? ;Puede calcular Ja aceleracién del
bloque con este dato?

Resp. 16.7°. No (Se necesita el coeficiente p¢).

Ejercicio 8¢. Se lanza un bloque de 5 kg hacia amriba
de un plano inclinado a 42° grados, con una velocidad
inicial de 3 m/s. El coeficiente de friccidn cinética
bloque-plano vale 0.25. ; Qué distancia logra recorrer el
bloque antes de detenerse?

Resp. 0.36 m.

Dos bloques de masas m, y m; se abando-

nan desde el reposo sobre un plano inclinado a 36.87°,
como se muestra en la Fig, ES. Los angulos de friccién
de los bloques son £) = 25° y g; = 30°, ;Cuanto tarda el
bloque my en alcanzar al bloque m;?

Tome pe =04 y pe; = 0.5

Note que los datos g, g determinan los
coelicientes de friccién estdtica entre los bloques y el
plano inclinado, pues de la relacién (14¢), u = tan €, se
sigue que

W) = tan(25°) =~ 0.46

Mz = tan(30%) = 0.58
Como ambos dngulos de friccion € y €; son menores
que el angulo & del plano inclinado, ambos bloques se
mueven aceleradamente hacia abajo con aceleraciones
que segin (14a) son, enm/ s,

ay=gsen - cos§=2.74

a;=gsenf—pe; cos O =196

2.27

Dado que a; > as, el bloque superior alcanza al inferior
(suponiendo, ¢laro esta, que el plano es lo suficiente-
mente largo para quc esto ocurra).
Ahora usaremos dos cosas:

~ Primero: la siguiente ecuacion del movi-
muento uniformemente acelerado, valida cuando el
mdvil parte del reposo:

Ar=—a (At}2

1
2
donde Ax es el desplazamiento en el ticmpo At.

-~ Segundo: imaginamos ¢l bloque 2 en reposo.
Entonces el bloque 1 se le acerca con una aceleracién
“ay;” dada por la formula de la aceleracién relanva:

Gy =) —

El tiempo necesario para el alcance se obtienc
de las dos ecuaciones anteriores como:

2Ax
at= |7/
a1r2
donde
an=a -a;=274-196=078 (m/s))
Resulta

_ [2ar _ [2(08) _ .
Ar= dyya \l 0.78 124 {)

En este lapso la distancia recarrida por cada bloque es
! 2
I 2
sz :Eﬂz(ﬂr) =15 (II'L)

{Note que Ax| ~ Ax; = 0.6 m, como debe.)
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Ejercicio 9. Dos bloques de masas 6 kg y 8 kg se
penen en contacto sobre un plano inclinado a 36.87° y
se dejan ir. Existe friccién con el plano, de coeficiente
estatico 0.6 y cinético 0.5 para cl bloque de 6 kg y 0.4 vy
0.3 para el de 8 kg. ;Cuanto tardan los bloques en
separarse 0.9 metros?

Resuelva sin hacer los DCL's, aplicando las foérmulas
(14a,b,c)p26 y las propiedades del movimiento
uniforme-mente acelerado.

Resp. 1.07 s.

7.9. Otros movimientos con friceion

En el sisterna de la Fig. E10a hay friccidn

solo entre los bloques de 4 y & kg, con coeficiente
estatico = 0.4. Liberado el sistema, ;se mueven juntos
los bloques que estan sobre la supeficie horizontal?

dkg
8kg

Fig. E10a

Preandlisis,

El bloque de 4 kg es acelerado hacia la
derecha solamente por la fuerza de friccién debida al
bloque de 8 kg. Ahora bien, para que ambos bloques en
contacto se muevan juntos, o sea con la misma
aceleracién, tal fuerza dc friccion debe ser Ja suficiente
para dar al bloque superior la misma aceleracion que la
del bloque inferior, Tome en cuenta que si el
coeficiente de friccién entre ambos bloques fuese muy
pequefio, la fuerza de friccion rodxima podria ser muy
pequefla, no podria acelerar suficientemente al blogue
superior y entonces éste se rczagaria con respecto al
mnferior.

Resolucién semiplaticada.
La fuerza impulsora es el peso del bloque

colgante, 6g. Si los 3 blogues se mueven juntos, los
bloques en contacto se comportan como un sélo cuerpo.
La masa del conjunto es entonces 18 kg y su
aceleracion es a = 6g/18 = (1/3)g. Para que el bloque de
4 kg sc mueva con esta aceleracién necesita actuar
sobre él una fuerza de friccién “f” cuyo valor debe ser

masa x aceleracién = 4-{(1/3)g=1.33g

Comparémosla con la maxima friccién, cuyo valor es
fm = N=104(4g) = 1.6g. Como [ < {, si se mueven
juntos. *
Para resolver con detalle estudie los DCL’s de
la Fig. E10b (Note las dos parejas accidn-reaccion f y
N, entre ambos bloques en contacto). Plantee las
ecuaciones de movimiento de cada bloque de acuerdo
con los ejes X mostrados. Bajo la hipdtesis de que
existe 1na aceleracién comun, debe encentrar que

g M3E
my +m; + 0y
f
mlg N1
N,
Sy
T
mpg | N,
X
myg
Fig. E10b

Eiercicic 10. ;Cual debe ser el minimo coeficiente de
friccién estdtico u para que el bloque m, pueda
arrastrar consigo, con la misma aceleracion, al bleque
m;? Suponga que la superficie que sostiene los bloques
es lisa. Tome m; = 10 kg, m; =6 kg, F=64 K.

rn1|_‘ F

1112 !_L

Resp. 0.24.



El sistema de la Fig. Ella se deja caer

desde el reposo, con la cuerda apenas tensa (tension
practicamente igual a cero). Analizar el movimiento.

my

Cuerda

Fig. Ella

Preanélisis.
De acuerdo con lo que hemos discutide
anteriormente, podemos disiinguir estas situaciones:

{a) Los angulos de friccién g y &5 ambos son menores
que el dngulo 8,

En este caso ambos bloques tienden a
deslizarse no bien soltados.

(b) £, <9 pero g;>8.
El bloque de arriba tiende a destizarse y el de
abajo no.

(c) € > 6 perog; <9,
El blogue de arriba tiende a quedarse queto y
el de abajo a deslizarse.

(d) Ambos dngulos de friccidon son menores que el
angulo 9.

En este caso los bloques permanecen donde
estan.

Los casos (a) y (c) pueden dar lugar a movirmentos en
que la cuerda permanece tensa.

Al resolver el problema encontraremos las
condiciones cuantifativamente.

Hipotesis. El sistemna se mueve con aceleracion coman

L]

a” y con la cuerda en tensién (T > 0).

Resolucion,
Los DCL’s estan en la Fig. E11b.
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Y
s X
N! "\\\- v\f;ﬁ \
m1g I'E/ .
, .
mg OIS
Fig. Ellb

Como ejercicio, plantee las ecuaciones de
movimiento y resuélvalas. Debe llegar a

rl a=gsen0—p.gcosh
g ¢

(r2) T=Ap; mrgcos 8
donde hemos definido

- Myl -+ L
(r3) “'c = 1+el 2He?
my +I'[12

m;my

(r4) m, = (masa reducida de) sistema)

my -+ 1my

(r3) Alle = ey — Moz

Note que ﬁc es el promedio pesado de los coeficientes

Lol Y Loz, con factores de peso iguales a las masas my y
my. El valor de ﬁc estd comprendido entre ¢l mis

pequefic y el mas grande de los valores pey ¥ e La
masa reducida, (r4), es menor que cualquiera de m, y
myz,

Compare (r1) con la formula {14a)-p26.

Analisis de la solucidn.
Las hipdtesis son:

(r6) T>0
(la cuerda se mantiene tensa)

(r7) El sisteina esta acelerado hacia abajo.
La condicion (16) se raduce, por (12} y (r5), en

{18} Hel = ez
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La condicién (r7) se traduce, por (rl), en

(r9) i, < land

Observacién. Un valor negativo de la tension T, aunque
absurdo en el sistema considerado, de todas maneras
posee una interpretacién util. Si en lugar de la cuerda
los bloques estuvieran unidos por una varilla rigida, la
tensidn T podria ser negativa, en cuyo caso seria una
compresidén. La condicion (18) ya no seria neccsaria,
quedando solamente la (r9).

Ejercicio (1. EJ sistema de la figura estad acelerado.
Determinar si el resorte estd en tensidn o en
compresion, usando los datos siguientes:

m|=5kg, m2:8kg
Hae =0.5, bae = 0.2
& =730°

Calcular la aceleracion del sisterna y la fuerza del
resorte.

my

my M2

Hy
g

b Y Nh NN AT ~ ~

Resp. 2.22m/s%,7.83 1 (Compresidn)

Se aplica una fuerza F a la cufia de masa

M =20 kg. Sobre la cufia se halla un bloque de masa

m = 5 kg, y exisie friceién bloque—cuiia de coeficiente
estatico i = 0.25. La superficie horizontal es lisa. ;Cual
es el valor maximo que puede tener F para que el
bloque no resbale hacia arriba?

m

Hipétesis. Supondremos que el bloque estd a punto de
resbalar hacia arriba, lo cual corresponde al valer
maximo de F.

Si el bloque m no resbala o esta a punto de
resbalar hacia arriba de la cufia, podemos tratar cufa y
bloque ¢omo un sélo cuerpo de masa “M + m”. La
aceleracion del conjunto serta entonces

F
M+m

(r1} a=

Pasemos a calcular esta aceleracién,

Diagrama de cuerpo libre.
Estudie 1a Fig. E12b. Note que la aceleracion
del conjunto es horizontal hacia la derecha.

Fig. E12b

Las ecuaciones de movimjento son:
(r2) fmcos@+mgsenf=macos
(r3) N-mgcos=masend

Ademas tenemos la  condicidn de movimiento
inminecnte:.

(r4) fm=uN
Resolviendo el sistema de ecuaciones hallamos

(r5) a_sen@»‘rpcosG'

cosf—psend

(6) N=—18
cosO—~usend

La fuerza que pide el problemaes F=(M + m) a.



(r7) fm=uN

Analisis de la solucién.

Tanto la aceleracion como la fuerza normal
son funciones crecientes de 8: a mayor dngulo mayor
debe ser la aceleracion (y la fuerza F) para lograr que el
blogque empiece a moverse hacia armba. Mayor es
entonces la fuerza normal y consiguientemente la
friccién maxima.

Como debe ser a > 0 se sigue de (r5) que

tan © < I/p 6 B < arctan(1/u). Por ejemplo, si p = 0.4,
& debe ser menor que 68.2°. Cuando € crece digamos
desde el valor de 30° y se aeerca a 68.2°, tanto la
aceleracion como Ja fuerza normal tienden a infinito. Es
decir, si 8 > 68.2° no es posible lograr que el bloque
esté en movimiento inminente hacia arriba, no importa
qué tan grande fuerza F se aplique (la friccidn maxima
crece con F a un ritmo tal que no es posible vencerla).

Ejercicio 12, En la figura, el collarin C se mueve a lo
largo de la guia recta inclinada G, con aceleraciéon
constante “a” dirigida come se muestra. Existe friccién
de coeficiente u entre el bloque de masa m y su apoyo
horizontal, soldado al collarin. ;[Qué valor maximo
puede tener la aceleracién sin que el bloque se deslice?
Tome el Eje X en la misma direccién que “a”.

N7

Interprete la solucion.

Resp.
a = .L
cosB—psend

7.10. ;Hay deslizamiento o no?

En problemas donde puede exishr o no desli-
zamiento de una particuba sobre otra, sin que se sepa a
priori cudl de ambas condiciones ocurre, aplicamos el
siguiente método:

— Resolvemos el problema bajo la hipotesis de
que no hay deslizamiento.
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En especial, calculamos la fuerza de friccion
“I" entre ambas particulas. Recordemos que si no existe
deslizamiento de un cuerpe sobre ofro no podemos
aplicar la formula f = pN al contacto entre ambos
CUETPOS.

— Comparamos la fuerza de friccion que
calculamos en el paso anterior, “f’, con la maxima
posible, “fy = pN”.

Si f £ fi, enlonces no hay deslizamiento y el
problema estd resuelto. Si f > i, entonces se viola la
hipétesis de no deslizamiento y la solucién obtenida no
es valida, En este caso hay que resolver de nuevo el
problema desde el principio, ahora con el date de que
hay deslizamiento, por lo que es aplieable la refacion
“fo = weN". La friccion tendra la misma direccidn que
se calculd bajo la hipétesis de no-deslizamiento.

lHustraremos el método en el siguiente
ejemplo.

Con respecto al sistema de dos bloques de

la Fig. E13a, ;cudl es el valor miaximo que puede tomar
la fuerza F sin que se produzca deslizamienio del
bloque superior? Si la fuerza rebasa dicho valor
méaximo, ;cual es la aceleracion del bloque superior
relativa al inferior?

m,

me i

w2
Fig. El3a

Hagamos los DCL’s {Fig. E13b).

N Eje L para
! ambos blogues
_—
N,
£
L ’ F

],

Fip. EL3b

Notemos que la fuerza que mueve al bloque
my es la friceidn debida al bloque m;. Por otra parte, cl



bloque m> sc destiza sobre [a superficic, de mode que
la friccién dcbida a ésta, denotada por “f;”, es Ia
friccién cinética (pgN2). En cuanto al bloque my, la
friccién estatica f) no es la maxima (), N1} porque este
bloque no sc desliza sobre el bloque inferior, por
hipdtesis.

Come ambos bloqucs se mueven hacia la
derecha, escogemos el Eje X como se ve en la figura.

Las ecuaciones de movimicnio son, tomando

1,

en cuenta que se mueven juntos con aceleracion “a™:
Bloque {:

fi=m a Ny -mg=0
Blogue 2:

F—f] ~foo = ma

NQ—N|—ITJ.28=O

Tenemos en ellas 5 incognitas (fy, a, Ny, fe,
N»). Falta una ecuacidn, que cs la condicién dindrmca

fer = M2 N2
Resolviendo el sistema de ecuaciones se halla:

- F—pgy(m +my)g
m] +m2

(r) a

Fp o(my +my)g
m‘ +m2

(r2) fi =mla=m][
Para que m, no se deslice debe cumplirse que

fi <y N, 0 sea fi<pymg
gue se transforma, usando (12), en

{r3) F2(u + pel(my +my)g

Veamos un ejemnplo numérico antes de conlinuar.
Pongamos

F=70Nm =3 kg, m=7kg

=02, ey =015, pe» =03

Entonces la condicion (r3) no se cumple, pues F =70y
(1 + Me2)(m + mo)g = 0.5 (10) (9.8) = 49

En este caso no son vélidas las soluciones (r1) y (12), y
el problema debe resolverse de nueve, suponiendo
ahora que existe deslizanuento arriba y abajo. Las
ecuaciones aplicables a esle nuevo caso son

Blogue 1:

fo=ma Ny-mg=0

Blogue 2:
F-fo-k2=ma Ny -Nj-mpg=0

junto con las condiciones

for = ua Ny fe2 = Hez N2
Note los siguientes cambios en relacion con las
ecuaciones obtenidas anteriormente:

— La friccién estatica f; sobre el bloque
superior se cambié por la friccion cinélica f.

— Los bloques tienen ahora distintas acelera-
ciones, que se denotaron con a; y a;.

— Se anexd larelacion fo, = pey Ny,

Note también que la friccidn sobre m, sigue actuande
hacia la derecha.
Ahora las incognitas son 6, pero se adicioné
una ecuacion. La solucion (parcial} del sistema es
a = Uel 8 for = Her mg
_E(uey +Hep)mg— lepmag
2 Mg

Sustituyendo los datos dados arriba encontra-
mos

a =147 m/s2
a; =517 m/8’

El bloque de armriba sc va rezagando con respecto al de
abajo.



Ejercicio 13a. Analice el movimiento del sistema
mostrado en la figura. Suponga coeficientes de friccion
estatica y cinética W, Mei, Mo ¥ Hea-

1y F
ma 1%
NN N N %N Y S
He2

Sugerencias:
Resuelva bajo las siguientes hipdtesis:

{A} my; se mueve pero my queda en repose.

a#0,a,=0, simbolos: fu, fz

(B} m; y my se mueven con la misma aceleracion.

@) = ¢z, simbolos: {;, [

(C) m, y m; s¢ mueven con distintas aceleraciones.

ap # az, simbolos: gy, [z

Haga los DCL’s correspondientes a cada una de las
situaciones anteriores. Cuando haya <deslizamienio
denole la friccion respectiva con “f¢” o “f;”, segln el
bloque; en caso negalivo dendtela por “f,” 0 “f;”.

Resp.
(A) a :F—pclmig
m,
F>pomg
{Me1 — pz)my < py my
o o Eotalmsme

my +my

o (ky —pg)m{my +m2)g
my

(Uep — Mo Jmy (my+my )8
n\2

po(my+my)g <F <

(He1 > pz > 0)
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F-
o - Ebame
1

©

_ (Mo —Heg)mg —pepmyp
2 m,

Esta condicidn es a, > ay:

Fs (M1 = Ho)my(m+my)g
my

(Hei — Hea}my > Ueamy

Ejercicio 13b. Resuelva el sistema del Ejemplo 13 en
la pigina 31, con los siguientes parameros:

m, =4 kg m; = 10 kg
u =405 =04
ter = 0.4 pe = 0.3
F=12n
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7.11. Otros ejemplos.

Un bloque tiene soldado un disco

ranurado que sobresale de su cara frontal, como se ve
en la figura. Se aplica una fuerza constante F en el
extremo de una cucrda que pasa por la ranura del disco.
La fuerza se mantiene siempre vertical. La masa del
bloque junto con el disco es M. Calcular la fuerza F
necesaria para producir una aceleracion g hacia arriba.
Suponer que no hay {Ticcion en ninguna parte.

I

Fig. El4a

El DCL del bloque es la Fig. E14b. Note ¢n
especial como actda la euerda sobre el disco.

Eje X
Eje Y

Fig. E14b

Supondremos que el blogue esta acelerado
hacia arriba, por lo que dirigimos el Eje X hacia arriba.
Las ecuaciones de movintiento son:
F-FsenQG--Mgsenf=Ma
N-Fcos0—-Mgecos8=0

LLa solucion es

(1) F=Ma+Mgscn8
1-sen0

() N = M(a +g)cosd
1-sen®

(Nota. En funcién de la fuerza F la aceleracién y la
normal son:

0= F(1-sen®)-Mgsend
M

(r3)

(r4) N=(F+Mg)cos b

Analisis de la solucidn.
Cuando 6 — 90° la fuerza F tiende a infinito,
lo mismo que la fuerza normal N, ya que

lim cosB - lim —sen b —w
0-90°\ 1—sen® ) 0-90°\ —cosf

{Se derivd con rcspecto a 8 el numerador y el
denorminador.) Se requiere cada vez mayor fuerza para
acelerar al conjunto conforme el dngulo del plano es
cada vez mas grande.

Cuando & — 0° tenemos que

F
F —Ma ﬁp—"’
N F+Mg F l
Mg |N
como cra de esperarse (Vea Ja

Fig. El4c). Fig. El4c

De {13} vemos que la fuerza tiene que cumplir
la condicién

S Mgsen6
1-sen®

F

para que el bloque esté acelerado hacia arriba (a > 0).
Si esta condicidon no se cumple, ¢l bloque esta
acelerado hacia abajo (@ < 0).



Un bloque de masa m se¢ desliza sobre

una cufia de masa M. La cuda no estd fija al piso;
caleular su aceleracion suponiendo superficies lisas.

mn

Diagramas de cuerpo libre.

Observe la Fig. E15b. En el DCL de la cufia
no conocemos el punto de aplicacién de la normal
debida al piso, N', pero esto no se requerira en el
caleulo,

o
X 2
[
Mg? |

N

Fig Etsa. DCL de la cufa.

Y

Fig. E15c. DCL del bloque.

Ejes de referencia.
Se muestran junto a los DCL’s del bloque y de

la cufia. Ambos sisternas de ejes estan fijos a Tiema.

Leyes de movimiento.

En la Fig. E15a, P es el punto (de la superficie
horizontal fija} al que arribaria el bloque si la cufia
estuviese fija. Como la cufia se mueve aceleradamente
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hacia la derecha, el bloque arribard a otro punto, Q,
situado a la derecha de P. El desplazamiento del bloque
es un vector hacia dicho punto Q, lo mismo que su
aceleracion. En la Fig. E15¢ hemos agregado todos los
vectores aceleracidon con flechas punteadas: a, y a; son
las aceleraciones del bloque y la cufia, respectivamente,
con respecto a Tierra, y a;,; es la aceleracion dei bloque
con respecto a la cufia.

Las ecuaciones del movimiento se¢ plantean en
el marco de referencia inercial “Tierra”. Son éstas:

Bloque:

mg sen B =max

N-mgcosB=may

]
=
f=1]
[

Nsen0=Maq,

~NcosO-Mg+N'=0

Incdgnitas v datos.
5 incdgnitas {ay, a1y, N, N, @3}, 4 ecuaciones.

Relaciones cinematicas y/o dinamicas.
La condicidn cinematica del problema es ésta:

“La aceleracidn a,, esta dirigida
alo largo de la curia™.

Expresémosla matemdticamente, usando los
ejes X vy Y definidos para el bloque (Fig. E15d).

Y

X Ayp2
/ ; a,
a;

Fig. E15d
De la relacion
A = ay— a2
lenemos, tomando componentes Y,
O0=ayy-ay=ayy~(-a;sen0)

= Ay =—a; sen B
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Operaciones matematicas.
Con esta ultima relacion ya podemos resolver
el sistema de ecuaciones para la incdgnita ;. Resulta

a mgsen Ocos@
25 5
M + msen?8

Analisis de la solucidn.

Cuando M — < tenemos que a, — 0, como
debe ser.

ParaB=0 y ©=90° tenemosquea, =0. La
funcidn ttene un maximo entre estos valores de 0. Lo
entendemos como sigue:

La fuerza que acelera horizontalmenic a la
cufia es N sen 0. Para que a; sea grande eonviene que N
sea grande, lo cual viene favorecido por angulos
pequefios. Pero al disminuir el angulo disminuye el
factor’'sen 6. Existe pues un compromiso.

Como ejercicio, ponga m = M y encuentre el
méximo de a; al variar 8. Ocurre para (Fig. E15b):

O, = arcsen[l/gJ = 35.26°)

J.46%

It

.

-

T
|
|
I
|

/ : &
|
|
I
i
|
|
I
|
|
|
|
|
|

C 35 4 36°

Fig. El5e

Un collarin de 2 kg insertado en una gaia

vertical lisa es jalado hacia arriba por medio de una
cuerda a la que se aplica una fuerza constante de 200 N,
como se muestra en la figura. Calcular la aceleracion
del collarin y la fuerza normal de la guia sobre ¢l
cuando la cuerda forma un doguloe de 30°.

NN OSSN N 200N

3kg

Liso

Fig El6a

La Fig. E16b es el DCL del collarin.

@
1 4
]
1

mg

Fig. £16b

Plantearemos las ecuaciones de movimiento
para el instante mostrado en esta figura:

EnX: Fcos-N=0
EnY: Fsen®-mg=ma
La solucion es

N=Fcos®=200cos30°=173 ()
F

a=—senb-g =(200/10) sen 30°-9.8
m

=02 (m/sh)



*7.12. Relaciones cinematicas en general

Veremos ahora sisternas de cuerpos inter-
conectados con cuerdas, que dan lugar a unas
relaciones cinématicas no tan simples que las tratadas
hasta ahora. En esta seccidn reuniremos unas reglas
para encontrar las relaciones entre las aceleraciones de
los diversos cuerpos.

En la Fig. 17, parte izquierda, se muestra una
polea en movimiento vertical acelerade. La aceleracién
de la polea es ap = 4, relativa a un marco de referencia
fijo (digamos Tierra) donde se ha fijado un eje vertical
X. La polea impulsa dos blogues a través de una
cuerda; se muestran también las aceleraciones de estos
bloques relativas a Tierra, cuyos valores son digamos
ay=6ya;=2.

o bien

La aceleracién de la polea es el promedio de las
aceleraciones de Jos bloques.

an  ap=gla+ay)

AX
ap=4
dup=2
= Aoyp =~
a,=56 a,= ap =2
En el marco “Tierra” En el marco “Polea”

Fig. 17
;Le parecen exirafios los valores de @, y a;? No lo son
s1 calcula las aceleraciones de ios bloques con respecto
a la polea segun las férmulas de aceleracian relativa:
(15a) awp=a -ap
(15b) Qp = d3 —dp
Obtiene ap=6-4=2 y app=2-4=-12,comose
muestra en la Fig. 17, parte derecha. Claramente se
cumple Ia relacién

(16) ayp =— Qup

porque la cuerda es inextensible (por hipétesis).
Poniendo (15a,b) en (16) tenemos

ay —ap=~{a; — ar)

Para evitar errores de signo al aplicar la relacién
cinemdtica (17), tenga presenle que presupone un
mismo eje X para los tres cuerpos (polea, bloque 1 y
bloque 2).

Veremos a continuacién cdémo  deducir
relaciones cinemiticas en sisternas de cuerpos inter-
conectados por cables. En el siguientc ejemplo
exponemas un método.

[Ejemplo 17 Deducir las relaciones entre las acelera- -

ciones de los bloques B1 y B2 mostrados en la Fig.
El7a.

B R;

rig. El7a

Tomemos un eje X f1jo a Tierra y denotemos
las posiciones de los bloques con x; vy x;, como se
muestra en la Fig. E17b. Si se da al bloque 2 un
desplazamiento digamos hacia la derecha, entonces el
desplazamiento del bloque 1 ya no se puede especificar
arbitrariamente. En vista de que solo uno de los
desplazamientos (o velocidades, o aceleraciones) es
independiente, decimos que el sistema tiene un grade
de libertad.

X~ Ky
275
C—X,

s ¥
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Para el sistema considerado la condicién de
que la longitud de la cuerda sea constante es

2(xy — x;) + (¢ — x|} = constante

donde ¢, la coordenada de la bisagra fija, es también
constante. Es decir,

2x3 — 3x, = otra constante

Como esta relacidn se cumple para todo tiempo,
poedemos derivarla con respecto al tiempo:

2vi—3v, =0
o sea

v —iv

2 5 1

Volviendo a derivar se tiene para las
aceleraciones

Dado un sistema, el ndmero de grados de libertad se
encuentra como sigue: como por lipdtesis las cuerdas
son  inextensibles, sus longitudes permanecen
constantes. Estas longitudes se pueden expresar en
términos de las coordenadas x’s de los bloques, 1o que
leva a una ligazén entre dichas coordenadas. Esta
relacién se deriva con respecto al tiempo para obtener
una relacién entre las velocidades, la cual se puede usar
para expresar alguna de ellas en términos de las demds,
es decir, cada relacidén disminuye en uno el nimero de
grados de libertad.

Ahora bien, el nimero de condiciones del tipo
“Longitud = Constante” es igual al nimero de cuerdas,
por lo que el nimero de grados de libertad sera igual al
nimero de bloques presentes menos el numero de
cuerdas que los enlazan.

En el ejemplo anterior tenemos 2 bloques y
una cuerda, de modo que hay 2 — 1 = 1 grado dc
libertad.

Ejercicio 17. Obtener las relaciones cinemalicas del
sistema mostrado en la figura. Suponer que el bloque
B3 esta acelerado hacia la derecha.

Sugerencias. Hay tres bloques y una cuerda, de tal
modo que los grados de libertad son 3 - 1 =2. Es deciy,
se pueden asignar posiciones arbitrarias a dos de los
bloques, y la posicion del tercero quedard va
determinada. Finque un eje X en Tierra y denote las
coordenadas de los bloques digamos como en la *
sigwiente figura:

X=Xy
I:i))xzﬁx, Xy— Xy @: E,
E, ; ’
1 i
B
: T 2 \
i L] 1
i [ 1
i : ' _
Op—— X —— ; . X
- 2 — x |
3 —1

Resp. Dos aceleraciones arbitrarias, y la otra dada por
larelacién a; — 3a, + 2a,=0.

*7.13. Método turbo para obtener
relaciones cinemiticas
El método turbo se basa en las siguientes
reglas:

(i) Todos los puntos de un tramo recto de
cuerda que se mueva en la direccién
determinada por el framo mismo (o sea
en su propia linea), poseen la misma
velocidad. (Esto porque la cuerda se
supone inextensible).

(i) La velocidad del centro de una polea
es el promedio de las velocidades
(paralelas por hipétesis) de los puntos
de cuerda diametralmente opuestos
donde la cuerda entra y sale de la polea
(Ecuacion {17).

(iii) La velocidad de los puntos de una
cuerda no se altera (en magnirud) al
bordear la cuerda una polea fija, pemo
fijo o superficie fija.



Aplicaremos este método en ¢l sigulente
ejemplo,

Hallar las condiciones cinematicas del
sistema de blogues y poleas mostrado en la Fig. E18a.

ht N hY NN A

1
"’11
v ]
2 v,
Fig. E18a

Son tres particulas v una cuerda, por lo que el
sistema tiene 2 grados de libertad. Esto lo puede ver
también asi: fije el bloque 1 en alguna posicién.
Manteniéndolo fijo, puede bajar ¢! conjunto centrat 2
hasta otra posicion arbitraria. O sea que las posiciones
de los bloques 1 y 2 son independientes, no asi la
posicion del bloque 3.

Existe por lo tanto una relacion entre las
aceleraciones a,, a; y s,

Por las reglas (i) vy (iii), la velocidad del
bloque izquierdo, v, la ticnen todos los puntos de la
cuerda desde ese bloque hasta que entra en la polea
mévil (esto se debe a que la polex fija superior
izquierda simplemente redirige la veloeidad v, sin
alterar su magnitud), Lo mismo podemos decir de la
velacidad v,, que se puede “iransporiar” hasta la orilla
derecha de )a polea mévil. Ahora bien, por la regla (i),
la velocidad del centro de la polea mévil, que coincide
con la del blogue 3, es el promedio de las velocidades
V| ¥ Vi, © Sea

1
n=7 (vi+tvs)

Detivando esta relacién con respecto al tempo
obtenemos la relacion buscada:

1

@y = —
2

{a+a)
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Ejercicio 18. Encuentre la relacion entre las acelera-
ciones de los bloques B1 y B2 mostrados en la figura.

Y

Bl B2

]

Sugerencia. Suponga que

B2 baja y denole las v, v,
velocidades de Bl y B2

con v y v, respectiva-

mente. Encuentre las velo-

cidades de los puntos de la v
polea médvil dadas en la

figura a la derecha.

Aphque luego la regla (ii).

Resp. 3a, =a,.

En el sistema de la Fig. E19, supongamos

conocidas las velocidades
Y =~ 4, ¥y = 5

La siguiente figura mues(ra las velocidades de varios
otros puntos del sistemna.

i 14 K MT
. 210 4 ] b5 |
10 4] —et™ e
<4 H 4 !
o[—2 E—=*r B,
B, B,

Fig. E19

Hemos hecho la asignacion de velocidades
tomando en cuenta las reglas (i), (ii) v {ii):
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» Como B y D son puntos fijos del bloque 1 tenemos
vg=vp=v =2,

* Come F y H son puntos fijos del bloque 2 tenemos
VE= vy = vy =4,

» El punte J es un punto fijo del bloque 3 por lo que
vi=w =3,

» Enelsisterna de Ia Fig. E19 identifieamnos 4 tramos
de cuerda: AK, CG, HI y DE. Por la regla (i)

tendremos vy =wg, Ve = vg, Vi =WV ¥ VD= VL.

e Por la regla (ii) tenemos
Vg = —l ( )
= —(vs + ¥
BT Sty

1
= (v + vg)

vy = % (v +v)
de donde

=2y -y =2(5)-(-4)=14
= vy =14

vG=2VF_vE=2(_4)"2=-10
= ve=--10
va=2vp—ve = 2(2) - (- 10)=14

Ejemplo 20.] Consideremos el sistema de una polea

fija y una mévil P, ilustrado en la Fig. E20a.
Supondremos que las poleas son lisas y de masa
despreciable. Deseamos obtener las aceleraciones de
los 3 bloques, asi como las tensiones en las cuerdas
{serdn 2 tensiones T), T3, en vista de que existen dos
cuerdas).

En la Fig. E20b estan los DCL’s. Hemos
supuesto que la polea P sube, por lo que hemos
escogido el eje X hacia arriba para la polea P y los
blogues 1 y 2, y hacia abajo para el bloque 3.
(Recuerde que convienc tomar un eje X comin para los
bloques my, m; y la polea mdvil).

AN AN NN N NN NN

mj

Fig. E20a
T?
X ?
&
ap
i TZ TZ :
T i
2 :
T, M
ma8 X
m1g
Fig. E20b

En cuanto a los bloques, no sabemos a priori
haeia dénde estaran dirigidos sus vectores aceleracion.
La solucién del problema lo dira. Sin embargo, para
aplicar la ecuacion (17)-p37 tal como estd, supondremos
que a; y &; estan en la misma direccidn que ap, como se
muestra en la Fig. E20b.

He aqui las ecuaciones de movimiento:

Polea P: Blogue 1:

(1'1) T|—2T3:0 (r3) Tz—mgg:m]a[

Bloque 2: Blogue 3:

(4) T;—myg=mya, |(15) ms g ~T|=m;ay

En las ecuaciones anteriores figuran 5
mcognitas: T, Ts, @, a2, @3, Falta una ecuacion.

Una de las relaciones einematicas de este
problema es




as = dap
Pero debemos elimunar de aqui la aceleracidn ap.
Conocemos la relacion entre la aceleracién de la polea,

ap (1gual a a3) v las aceleraciones @, v a; de los bloques.
Es la ecuacién (17)-p37, que expresa en este caso que:

)  an= % (@ + @)

Para resolver el sistema de ecuaciones
procederemos asi:
Restemos miembro a miembro las ecuaciones

(r3) y (14):
{(r7) —mg + Mg = 02; — Mady

Esta ecuacion la juntamos con la ecuacion (ro), escrita
en la forma

(1’6’) 2(13 =ayta;

Resolvamos ahora (r7) y (r6’) como un sistema de
ecuaciones simultdneas para «; y @2 en términos de aa:

_{(mp—m,)g+2myas

{r8a) o
m; +mj,

- -~ 2mya
(t8)  ay = (m; ~my)g+2mya,

my +1m;
Usando (rl), escribamos (r5) en la forma
(r9) my g—2T;=msa;s
Despejemos T; de (r3) y sustituyamos en (r9):
m;g — 2(m; g + mya;) = Myas
Pongamos aqui el valor de ¢, en términos de a,, dado
por (r8a). Obtenemos una ecuacién con la sola

incognita a;, Resolviendo,

my — 4mr

23 =
m; +4m,

con

2-4]

oy my

! m; +my

Para m; = m; = 50 kg y my = 100 kg obten-
driamos a; = 0. En este ¢aso el bloque de 100 kg estd
en reposo o se mueve con velocidad constante. (Qué
pasa con los otros dos? (Fig. E20c.}

AN N
P
100 kg
60 kg
kg
Fig. E20c
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7.14. Problemas

1. Dos vagones con las masas indicadas se mueven
hacia la derecha. Cada vagdn tiene un sistema de
frenos, los cuales se aplican simultdncamente,
generandose una fuerza frenadora de 50 kN sobre cada
vagon. ;Cuanto vale la fuerza en ¢l acoplamiento
durante la- desaceleracion? ;Es de tensién o de
compresion? Repetir el problema intercambiando las
masas de los vagones.

30 Mg 45 Mg

v
—
OHQO @)a® (Sin®) OHQ.
<~ = =

Resp. 10 kN (tension). 10 kN (compresion).

2, Un cilindro de masa M descansa sobre dos
superficies a dngulo recto como se muestra en la figura.
No existe friccion en ninguna parte, ;Para qué valor de
la aceleracién el cilindro estd a punto de rodar hacia la
izquierda?

M

Resp. g tan 6.

3. Se aplica una fuerza constante F como se muestra en
las figuras abajo. Las polcas son ideales y las
superficies Jisas. jPuede dar la aceleracion del sistema
en cada caso, sin necesidad de plantear las ecuaciones
con detalle?

0N

40 N

30N
60 N

LT rav A

Resp. 42m/s, 14m/s.

4. Se aplica una fuerza F sobre una polea ligera y lisa,
como se muestra en la figura, Calcular el valor méximo
de F tal que el bloque M no se mueva, y la aceleracion
consigutente del bloque m. Tomando F igual al doble
de este valor maximo calcular las aceleraciones de los
bloques.

Resp. F=2Mg, «a =(_M—_m)g

5. Para el sistema mostrado en la figura, calcular las
aceleraciones de los bloques y la tension de la cuerda.
No hay friccién para el bloque sobre ¢l lade inclinado.

Skg
10kg
50N #e=02
500
e
~ NN S NN R

Resp. =59 m/sz.



6. Comparar las aceleraciones del bloque de masa my
en los dos casos mostrados.

my

LEF)

2my g o= 2msyg
4m| +1T12 ’ ml +4m2

Resp. a=

7. Se quiere acelerar un bloque de masa m sobre una
superficie horizontal relativa a la cual el coeficiente de
friccién cinética es pg. ;A qué angulo B debe aplicarse
la fuerza para lograr la maxima aceleracion?

Resp. arctan(u).

8. Un bloque acanalado de masa § kg se mueve
" verticalmente en una guia lisa, mediante una fuerza

constante F aplicada como se muestra. Calcular el valor

de F que imprime una aceleracién de 2 m/s” al blogue.

W N W V. N

132°

kg f
»

<%

Resp. F=111.3 n.

9. Suponiendo que todas las superficies son lisas, que la
cuerda es inextensible y que la peolea ¢s de masa
insignificante, calcular la aceleracién del bloque de
masa M y la tensidn de la cuerda.
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—5
]

mg
M+2Zm

Resp. a=

10. Sobre el carrito achia upa fuerza que le produce una
aceleracion “a”. En cierto momento se rompe la cuerda.
Existe friccién entre el bloque de masa m y el carrito,
de coeficiente estatico p. (Cudl es el minimo vaior de y
tal que el blogue no caiga?

Cuerda

Resp. g/a.

11. Una chaquira resbala sin frccion desde lo alto de
un circulo cuyo plano es vertical, a lo largo de una
cuerda que forma un dngulo o« con fa vertical. Calcular
¢l tiempo necesario para que la chaquira llegue al
extremno inferior de la cuerda. Demostrar que el tiempo
es el mismo para cualquier cuerda del circulo.

~
Resp. t= 2\}5
g



2-44

12. Calcular ¢l minimo valor de la fuerza F tal que el
bloque m no resbale hacia abajo. Calcular también la
fuerza normal sobre el bloque M, debida al piso.

M
m
F
i
~ ~ ~
Liso
Resp. F=T0mMIE o iy
p

13. Resuelva el problema 12 con los blogues
intercambiados (F aplicada sobre M, el blogque “m”
haciendo contacto con la superficie derecha de M).

(m+M)g
13

Resp. F=

14, El collarin C se mueve a lo largo de la guia recta
inclinada G, con aceleracién constante “g” dirigida
como se muestra. Existe friccién de coeficiente estético
u entre el bloque de masa m y su apoyo horizontal,
soldado al collarin. ;{Qué valor maximo puede tener la
aceleracidn sin que el bloque se deslice? Compare con
¢l resultado obtenide en ¢l Ejercicto 12 de la pagina 31.
¢Puede explicar fisicamente la diferencia?

Resp. a = pg/(cos 8 + u sen 0)

15. Dos bloques de masas 6 kg y & kg se ponen en
contacto sobre un plano inclinado a 36.87° y se dejan
ir. Existe friccidén con el plano, de coeficiente 0.3 para
el bloque de 6 kg y 0.5 para el de 8 kg. Calcular Ia
aceleracién de cada bloque y la fuerza de contacto
entre ellos.

Resp. 2.63m/s’; 5371

16. Analizar el movimiento del sistema mostrado en la
figura. ;Bajo qué condiciones se mueven juntos (como
uno solo) los bloques m; y mp?

1

my Mo _—|

NN N W ~ N AEANEN ~
He

Resp. my > pymy
pimy > po(my + my)

17. Dos bloques Bl y B2 de la misma masa descansan
sobre un plano inclinado fijo. Existe friccién entre el
bloque Bl y ¢l bloque B2, de coeficiente py, y entre el
bloque B2 y el plano, de coeficiente p, Dejado el
sistema en libertad, calcular las aceleraciones de los
bloques.

By
Bl
B2
L#z
6
< < < <

;Qué pasa si las superficies son lisas, o i y, =
Oyu,#0,0s8i iy #0yp,=07?

;Puede ser la aceleracién del bloque superior
mayor que la del inferior? ;Menor?

;Puede el bloque superior estar acelerado y el
inferior no?

;{Cudl es la solucién para la aceleracién
cuando los dos bloques se mueven juntos?

(Siempre se cumple que f = uN para ambos
blogques?



*18. Calcular la aceleracién de cada bloque. Despreciar
las masas de las poleas.

Sugerencia. Deduzca la condicidn a, = (1/4) a,.

100 kg

300 kg

Resp. a, = (4/19)g

19. Una varilla de masa insignificante y longitud L
porta en sus extremos sendos bloques A y B de masas
m; y m; respectivamente. La wvarilla descansa
formando un dngulo 8 con la vertical, con el bloque A
confra un plano vertical liso y el bloque B contra un
piso horizontal liso, El sistema se libera desde esta
configuracién. Calcular la aceleracién del bloque A en
este momento.

Datos: my =75 kg, my = 30 kg, L =2 m, 0 = 40°,

Sugerencia. Existe la siguiente relacién cinematica en
este problerna:

“las aceleraciones a; y a2 de los bloques A y B tienen
en todo momento Ja misma componente a lo largo de la

varilla™.

NN N

NN

Resp. a; =

ny, g tan 8

m, tan@+m; cotd

=503 m/sz.
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CAPITULO 8

LEYES DE NEWTON. MOVIMIENTO CIRCULAR

8.1. El problema general

Formulacion del problema general que
abordaremos en este capitulo:

Una particula se halla sujeta a varias
fuerzas, cuyo efecto conjunto es hacer que
la particula describa una trayectoria
circular. Aplicar las leyes de Newton para
deducir las propiedades del moviruento
(Fig. 18).

Trayectora

Fig. 18

8.2. Repaso de cinematica circular

Repasemos el aspecio cinematico. Para
describir el movimiento circular se utiliza un sistema de
coordenadas polares (r, 8) con base ortonormal {e, eg}.
Comwo la coordenada “r’ es consante, basta con la
funcion B(t) para describir el movimiento. Los vectores
de posicién r, vclocidad v, y aceleracién a de la

particula toman esta forma general en la base polar:

(18) r=re

(19)  v=vep

2

20) a=—v—er+are8 _J
r

Vea estos vectores en la Fig. 19.

Fig. 19

El unitario e; define la direccion radial en la

localidad considerada, y ep define la direccion
tangencial. El vector de posicidn de la particula es
puramente radial, el vector velocidad puramente
tangencial. La aceleracidon tiene en general una
componente radial ¢, y una tangencial ag. La
componente radial (llamada también aceleracion
centripeta) siempre se dirige hacia ¢l centro C de la
trayectoria (por lo que siempre es negativa), La
componente tangencial puede estar en la misma
direccion o en direccion opuesta a la velocidad.

Denominaremos plano de movimiento al
plano que contiene a la frayectona circular.

Se denomina fuerza centripeta al término TFy,
esto es, a la suma dc Jas componentes radiales de rodas
las fuerzas existentes sobre la particula. Es sélo un
nombre. No es una fuerza debida a ningin cuerpo en
especial, sino que todos los cuerpos activos presentes
coniribuyen a ella, cada cual a través de su componente
radial.

Nota. Evite el error comin de llamarle “fuerza
centripeta” al término

mv z

I
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Eje 3
tangencial @

Fig. 23

¢ Ll ¢je radial R lo trazamos desde el centro C de la
circunferencia, pasidndolo por la posicion actual de
la particula y prolongandolo “hacia fuera”, esto es,
en direccion centrifuga.

* El eje tangencial ® es perpendicular al eje radial
R. Este eje © se sitia en el plano de la
circunfercncia, y su direccidn es hacia donde crece
la posicion angular 6 de la particula.

* El gfe vertical Z. es perpendicular al plano de los
ejes R y O. Al girar ¢l ¢je R hacia ¢l eje @ se
obtiene la direccidn del eje Z por la regla del
tirabuzén (La terna {ROZ} es derechal.

La posicion angular 6 de la particula se mide
desde alguna direccion fija en el plano de movimiento.
Tal direccion la tomaremos como la del eje X de un
sistcma cartesiano auxiliar, como vemos en las figuras
anteriores.

Ahora bien, en el movimiento en un plano
horizontal supondremes que la velocidad v (y con ello
la velocidad angular w) es constante. Es decir, no
existirdn fuerzas a lo largo de la direccidn tangencial ©,
de tal modo que trabajaremos solamente con los ejes R
yZ.

Por ofra parte, en el movimiento en un plane
vertical trabajaremos con los ejes R y ©, como en la
Fig. 23. Si tales ejes estan en el plano del papel, cosa
que supondremos en lo sucesivo, ¢l ¢je Z apunta hacia
(o contra) el lector. No existirdn fuerzas a lo largo del
eje Z.

En el movimiento en un plano horizontal son
validas las relaciones

(262) 2, Fy=0
(26b) 6=0t ot

(26¢) v =constante =@ r

d
(26d) o= d—e = constante
t

dw
26d ag =0r=—r=10
(26d) p=ar=—

Esta clase de movimiento obedece Ilas
ecuaciones

Ecuaciones del movimiento
en un plano horizontal

2
(27a) Z F.o= n{—v—J = m(—(uzr)
I

@) > F=0

En cuanto al movimiento en un plano vertical
tendremos en general que la posicién angular 8 no
variard linealmente con el tiempo t, come en (26b). Es
decir, la funcién B(t) no sera tan simple, y velocidad
angular o sera una funcién del tiempo, lo mismo quc la
aceleracion angular a.

Las ecuaciones de movimiento correspon-
dientes son:

Ecuaciones del movimiento
en un plano vertical

(28b) Z Fy = m(ar)

(28¢) 2F,=0




El método general de resolucién que
emplearemos es el mismo mélodo “DELIRO”
empleado ya en el capifulo anterior. Explicaremos las
particularidades de cada etapa del método en los
primeros ejemplos.

8.4. Movimiento en un plano horizontal

[Ejemplo 21, Observe la Fig. E21a. Una particula de

masa “m” estd atada a un hilo y se apoya sobre una
mesa horizontal Hsa. La particula describe una
circunferencia de radio “r”* con rapidez constante “v".

 Se desca calcular las fuerzas debidas a la
cuerda v a la mesa. ;A qué velocidad pierde la particula
el contacto con la mesa?

=

#---=

Fig E2la

DELIRO
T Diagramas de cuerpo libre

Veamos la Fig. E21b. Se ha sombreado el
plano verfical determinado por ¢l eje vertical Z y la
posicién presente de la particula. Es en este plano
donde actian todas las fuerzas sobre la misma, ya que
por hipdtesis no existen fuerzas langentes a la
trayectoria circular (fuerzas que serian perpendiculares
al plano RZ). Es por ello que la rapidez y la velocidad
angular son constantes. En vista de lo anterior conviene
trazar €l DCL en una figura bidimensional en la que el
plano del papel sea el plano sombreado mencionado. El
DCL luciria entonces como en la Fig. E2lc.

Note quc en esta figura ¢l cirenlo descrito por
la particula se ve como una linca diametral de centro
“C” (esta linea es la “traza” de la traycctoria en el plano
vertical).
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Fig. E21b

La particula tiene contacto con la mesa (N) y con ¢l
hilo (T).

Treza de la
circunferencia
en el plano R-2

Fig. E21c

DELIRO
T Ejesy referencia de tiempo

Usaremos los ejes radial R y verical Z
mostrados en la Fig. E21c.

DELIRO
T Leyes de movimiento

En el movimiento horizontal las ecuaciones de
movimienlo son las ecuaciones (27a} y (27b):

)
ZF, =mj| -— =m(—m2r)
r)

ZFZ=O
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Apliquemos cstas ecuaciones:

2

SFr=maz - TcosP=m(-—)
r

LF,=0 N+Tsenp-mg=0

DELIRO
T Incégnitas y datos

Datos: m, 1, h, v. Conr y h se obtiene }; con v y r se
obtiene . Incdgnitas (2): T, N. Tenemos 2 incégnitas
¥ 2 ecuaciones y podemos proceder a resolverlas.

La etapa ‘“Relaciones cinematicas y/o
dindmicas” no se necesita en este problema.

DPELIRO
T Operaciones matemiticas

Usemos
.

Vre en?

y despejemos la tensién T de la primera ecuacidn:

cosf =

2
T=mv> 1+£_
1’2

Sustituyendo T en la segunda ecuacién obtenemos la
normal N:

N :m(u —ﬁ
oot

Discusion,
¢ [a normal se hace cero cuandov =r1}% . A esta

velocidad y mayores se puede retirar la mesa
horizontal y no pasa nada.

Dos varillas ligeras estdn articuladas en

un extremo comun A a un objeto de masa M, Los otros
extremos, B y C, estan articulados a dos puntos fijos
situados sobre una linea vertical. El angule £ (BAC)
vale 90°, Dado que el sisterna rota con velocidad
angular constante o alrededor de BC, calcular las
fuerzas en las varillas. La longitud de la variila BA es
L, y el angulo ZABC es conocido, igual a p.

Diagrama de cuerpo libre.

Una varilla de masa insignificante solamente
pucde estar en (ensién o en compresion simples.

Se advierte facilmente que si la velocidad
angular es muy pequefa, ¢l objeto descansara sobre la
varilla CA, por lo que esta varilla estard en compresion,
a diferencia de la wvarilla BA que siempre estd en
tension. Si w es muy grande, ambas varillas estaran en
tension, lo cual hemos supuesto al trazar el DCL de la
Fig. E22a.

Be Ohbjeto de
[ masa M
A

Fig. E22a

Ejes v referencia de tiempo.

En la Fig. E22b el centro del circulo que
describe el objeto A es el punto O, y el radio “r” es ia
distancia OA.

Eje vertical Z

B .
. Eie

T
B 1 .
¢ A radzal B

O, o0°

| mg

LT
c¢

Fig. E22b



Leves de movimiento.

2 F =ma,; ~Fysenp-Fycos B=m(-w’r)

ZF,=0 FicosPp-FysenB—mg=0

Incégnitas y datos.

Datos: L, B, m, ® Incognitas: Ty, T

Operaciones matematicas.

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones
obtenemos

T, = m{w’r sen  + g cos B)
T, = m(w cos B - g sen )

Poniendo r = L sen B vemos que Ty es negativa

e g
{compresién) s1 @ < .
P ) Leosp

Un carro para vias férreas, de masa M,

viaja €n una cwrva con forma de arco de circunferencia
de radic R. Dada la velocidad V del carro, calcular el
peralte B de la curva justo para que no haya fuerza
transversal sobre los ricles a esa velocidad. Calcular la
fuerza transversal en el caso que la velocidad del carro
sea 2V. Trataz el carro como si fuera una particula.
<Nota. Para un tratamiento adecuado de este problema
debe aplicarse ]a dindmica rotacional del cuerpo rigido.
El resultado que obtendremos aqui es una buena
aproximacion cuando R es muy grande rn comparacion
con las dimensiones del carro>.

Diagrama de cuerpo libre.
Al ceniro de /
la curva
- R ¥

Fig. E22a

Observe el DCL en la Fig. E23b. Sc han
desconipuesto las reacciones en los rieles segin una
direccién a lo largo del plane inclinado y omra
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perpendicular al mismo. Como el carro tiende a irse
hacia fuera, hemos supuesto que la reaccion del riel
exterior es la Unica que posee componente
“transversal”, denotada con F. Alternativamente, F
puede pensarse como la fuerza total tranversal sobre
ambos rieles, sin que se attere el resultado.

Ejes vy referencia de tiempo.

El eje radial R es paralelo al terreno plano. El
eje Z es vertical.
‘\ Eje 2

Mg £ Eje R

N,
N,
Fig. E23b
Leyes de movimiento.

La segunda ley de Newton proporciona las
relaciones

LF =may

V2
~Nysenf-~Nysenp ~Fcosp= _MT

NicosP+Nycosff—Fsenp-Mg=0

Incégnitas y datos.
Datos: M, V, R. [ncdgnitas (3): B, N;, Ns.
Tenemos 2 ecuaciones. Falta una.

Relaciones cinematicas v/o dindmicas.
Se desea el valor del peralte 3 para el cual

F=0

(esta es la ecuacidn faltante).
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Operaciones matematicas.

Las ecuaciones anteriores dan tan [} = V¥gR.
Para una velocidad 2V el problema debc resolverse de
nuevo con B conocido y sin la condicion F = 0. Se
obtiene F =3 Mg sen 3.

Ejemplo 24) Un automdvil de masa M toma una curva

circular de radio r y peralte B. (a) Determinar la
maxima velocidad a la que puede tomarla sin resbalar
suponiendo que el coeficiente de friccidn estitica es pl.
(b) Determinar ¢l peralte minimo para que no resbale si
la tomna con velocidad dada v.

Diagrama de cuerpo libre y Ejes de referencia.

Como el automdvil se considera una particula,
lo representamos por un punto en el DCL mostrado en
la Fig. E24. Este DCL corresponde a friccién maxima
frm, que es la situacién que nos interesa.

El cje radial viene desde el centro de la curva,
situado a gran distancia “r” del automovil.

Fig. E24
Leves de movimiento.,
LF =ma;
w2
) —Nsenf-f,cosp=-M—
Iy
Y F =0

(r2) NcosPp-frsenp-Mg=0

Incégnitas v datos.

Datos: M,r, p,(a}p (byv. 3

Incognitas: (a) N, f, v (D) N, f,,, B. Falta una
ecuacion.

Relaciones cinemaéticas v/o dindmicas.
Existe la condicién dindmica de deslizamiento,

(r3) fm=uN

Operaciones matematicas.
Veamos las ecuaciones (rl) y (r2) como un
sistema simultineo para f, y N. Resolviéndolas

encontramoes

M 2
fm = Y cos fp—mgsenf’
I

2
N= Mv sen 3+ mgcos
r

De la condicion f, = uN se saca

_ [+ tan Blgr
(@) ve 1 - ptanP

Despejando de la expresion anterior obtenemos

v’ —pgr
el o+ gr

Un bloque de peso W reposa scbre un

plano inclinado liso soldado a una flecha que gira con
velocidad angular ®. Calcular la o necesaria para que
la tensién de la cuerda sea iguat al peso W.

(b) tan B =

isw

] ---
o
g

33°

Fig. B25a

Diagrama de cuerpo libre v Ejes de referencia.

El DCL incluye las tres fuerzas mostradas cn
la Fig. E25b. Note cdmo estan colocados los ejes radial
y vertical.




w Eje vertical Z

Eje radial R
4
L
Fig. E25b
Leves de movimiento.
En la direccion radial,
(rl) -Tcos®+Nsenb=m(-o 1)

En la direccién vertical,

(r2) TsenB+Ncos@-mg=0
Se tiene también que

(r3) r="Lcos®

Relaciones cinematicas v/o dinamicas.

Existe la condicién de que la tensién de la
cucrda sea ipual al peso, o sea

(fd) T=W

Operaciones matemdticas.

Poniendo (r3) y (r4) en las ecuaciones,
despejando N de (r2) y sustituyéndola en (r1)
enconiramos que

l-sen@ g
m=\]_2_'h
cos® L

Una esferilla de masa m describe uu

circulo horizontal de radio 0.4 m denfro de una
superficie lisa semiesférica de radio iaterno 0.5 m,
colocada con su borde horizontal. Un hilo delgado
atado a la esferilla pasa por un pequeno agujero et el
fondo de la superficie y sostienc otra csferilla de la
misma masa qué cuelga en reposo. Calcular la
velocidad de ta primera esferilla.
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Fig. E26a

Diagramas de cuerpo libre v Ejes de refercncia.

El DCL de la csferilla giratoria se traza &n el
plano vertical quc contiene a dicha esferilla, ai cenao O
de la copa, al centro C del circulo que describe la
esferilla, y a la cuerda. Este es el plano de los cjes
radial y vertical (Véase la Fig. E26b).

Hemos introducido los dnpulos auxiliares [ y
$, y dcootado los radios de la copa y de la trayecloria

con R yr, respectivamenle.

mg

Fig. E26b

La esferilla giratoria tiene contaclo con la copa y con la
cuerda, de ahi jas fuerzas N y T en el DCL. Note que la
normal N, por ser perpendicular a la copa, apunta hacia
el centro O de la misma.
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Leves de movirento.
Las ecuaciones de la esfenilla giratoria son

2
Radial: -N costTcoscb—‘—m(—L)
r

Vertical: NsenB-Tsend-~mg=0
v la ecuacidn de la esferilla colgante es
T-mg=0
Incégnitas y datos.
En las ecuaciones anteriores aparecen las

incognitas N, T y . Se tienen pues tres ecuaciones con
tres incognitas.

Operaciones matematicas.
Resolviendo el sistema de ecuaciones se llega

ve Jcos¢(1+sen¢+cosﬁ) 8

cosf r

Calculemos los angulos B y 4. Refiriéndonos a la Fig.
E26c, la linea OP es un radio de la copa, por lo que
hemos puesto OP = 0.5. Por otra parte, del tridngulo
rectangulo OPC encontramos ¢] cateto OC, que resulta
ser de 0.3. Entonces el segmento CB es la diferencia
0.5-03=02

0 0.5
03 | \‘\\p_j
Lo04 B
(o S R .
' ¢",

o
%)

Fig. E26c

Por lo tanto,
B =cos '(0.4/0.5)=236.87°

b =1tan {0.2/0.4) =26.56°

Sustiuyendo en la expresién encontrada para la

[T

velocidad “v” tenemos
v=T784 m/s.

8.5, Movimiento en un plano vertical

En esta clase de movimienro, el campo
gravitatorio terrestre esta en el plano vertical de
movimiento. De nuevo, explicaremos el método en los
ejemplos.

[Ejemplo 27) Una particula de masa “m” resbala por

una guia circular lisa de radio “r” en un plano vertical.
La particula parte del reposo en el extremo A de un
didmetro horizontal. Calcular la reaccion de la gula
como funcion de fa profundidad “h”, asi como la
aceleracion angular en el punto A y en ¢l punto mas
bajo, C.

Una de la caracteristicas que diferencian esta
clase de movimiento del movimiento en un plano
horizontal con velocidad constante, tratado en las
paginas anteriores, es que la posicion angular & ya no
variara linealmente en general, y la velocidad angular @
ya no sera constante.

Fig. E272

Diagrama de cuerpo libre.
El DCL es muy simple, incluye solamente la
normal N y el peso “mg” (Fig. E27h).




Fig. B27b

Ejes vy referencia de tiemmpo.

No inlerviene aqui el eje Z, que estaria
perpendicular al plano del papel en la Fip. E27b,
apuntando hacia el lector. Intervienen los gjes radial R
y tangencial ®, siluados en el plano de la (rayectona
circular.

En esta clase de problemas Ja posieién angular
6 es una cantidad de mterés, junto con su derivada la
velocidad angular . La posicion angular puede
medirse desde cunlquier direccion fija del plano de
movimiento, y en senfido antihorario u horario, segin
convenga. En este ejemplo se ha escogido medirla
desde la direccién OA en sentido antihorario. Para
evitar errores de signo debemos tener cuidado al trazar
¢l eje tangencial ©. Recuerde que la regla es: dirigirlo
hacia donde crece la posicion angular 6.

<Nota, Si en la Fig. E27b hubiéramos definido la
posicién angular 8 midiéndola desde la direccidn
vertical QC en sentido horario, el eje tangencial @
apuntaria en la direccidn contrara a la que tiene alli.>

Leves de movimiento.

Las ecuaciones que gobleman el movimiento
son las ecuaciones (28a,b) de la pagina 48:

2
S F =m(—"—]= m (-0’
T

ZFQ =mur

Recordemos ademas las relaciones

Y=0r
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(29) w=— f=—=—={—

Generalmente se trata de encontrar las funciones 8(t),
a(t) o bien ©(8) y a(0).
Apliquemos las ecuaciones:

TF = ma,;
-N+mgsen=-ma’r
ZFy = mag:
mgeosB=mar

Incégnitas v datos.
Los datos del problema son m y r. En las

ecuaciones anteriores aparecen adicionalmente las
cantidades N, 8, ® y &. En vista de las relaciones (29},
la segunda ecuacidon de movimiento es una ecuacién
diferencial para la variable 6. Resolviéndola hallaremos
o(8) y a(f), y luego sustituiremos en la primera
ecuacién de movimiento para calcular N(8).

Relaciones cinemiticas v/o dindmicas.
Tenemos las siguientes condiciones iniciales:

(30) =0y 0=0
ent =0, cuando la particula parte de A.

Operaciones matematicas.
Consideremos la  segunda ecuacion de
movimiento, que simplificamos a

azﬁcose
r

Como vemos, « es funcién de 6. Bl método matemdtico
de integracion que describiremos a continuacion es
aplicable a ecuaciones come la anterior, de la forma
general o =f8).

Tomemos la representacidon o = w(dw/d0) -
pongamosla en la ecuacién o = A0},

dw
== 6
w m F(9)
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Separemos las variables e integremos entre t = 0 y un
tiempo arbitrario t, correspondientes a valores Og, wq ¥
0, o, respectivamente, de la posicién y velocidad
angulares,

wde = A£0)d0
do = 0)do
= J:Ocu ® E() f(6)

= Ll - E’ 7(0)d8
2 0

Esto es ya la velocidad angular @ como funcién de 6.
Pongimosla como una férmula general que podemos
usar en olros problemas:

Primera integral de 1a ecuacion diferencial

dw
a—md—e—f(e)

{31) o? =} +2 E F(6)do
0

En el problema actual tenemos
= _ B
a=f8)= 2cos@
T
Wy = 0

3}
= at=2 J §c059d9=2—gsen6
Or r

Una vez obtenida eslta (@), ofra integracién nos
conduciria a 8(t). Sin embargo, no la efectuaremos.
Sustituyendo «’(G) en la primera ecuacién de
movimiento hallamos

N(6) = ma’r + mgsen® =

3mgh

=3mgsent =
r

La aceleracién angular en términos der y hes

8 evrt -h?
a=2cosl==""5——
I 1‘2

En el punto superior A, h = 0 y & = g/r {la particula
empieza con una aceleracién lineal igual a la de caida
libre). En el punto mas bajo C, h =1y a = 0 (la
velocidad angular pasa de ir aumentando a Ir
disminuyendo).

Noternos que la velocidad cuando la particula
se halla a profundidad h es v=or = /2gh .

Un blogque de masa m = 0.2 kg se coloca

sobre una tablita, con la que existe friccién de
coeficiente estitico w = 0.4. Mediante mecanismos no
mostrados en la Fig. E28a, se comunica al conjunto un
movinuento circular de radio r = 0.5 m, con velocidad
constante v en sentido horario. Analizar el movimiento.

s
Tabita Lol

Bloque

-

Fig. E2Ba

Si la velocidad v es pequefia la experiencia
dicta que no pasa nada interesante, el bloque permanece
en un mismo lugar.

Las fuerzas sobre el bloque son:

- El peso mg, el cual es constante.
— Las fuerzas debidas a la tabla, que son la
normal N y [a friccidn f. Estas fuerzas son variables.

Escogeremos medir e] angulo 0 a partir de la
direccién vertical de la plomada, en sentido horario.
Esta claro que el eje tangencial ® debe estar como se
muestra en la Fig. E28b, hacia donde crece ©.

.



Fig. E28b

El objetivo es primeramente obtener N y f
como funciones de vy 8 y luego, dada una velocidad,
calcular a qué angulo empieza a deslizarse el bloque, si
es que ello ocurre.

Las ecuaciones de movimiento son:

2F. =ma;
2
(r1) —fsenB+mgcosb-NcosO=m{- —)
E
EF9=ma3:
(r2) —fcosO-mgsen®-+Nsen8=0

Existe ademas la condicién dinamica de deslizamiento
inminente,

(r3) f=pN

Resolvamos las ecuaciones (r1) y {r2) para N y
f en términos de v y 0; obtenemos

2

(rd) f=" send

2

(r5) N=mg~ Y cos®

La friccién es positiva en el viaje de subida desde 6 =0
hasta © = 180°, de modo que estuvo correcto trazarla
hacia la derecha en el DCL de la Fig. E28b (el bloque
tiende a deslizarse hacia fuera, o sea hacia la izquierda,
en este rango).
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La condictdn de deslizamiento inminente,
f=puN, conduce a la ecuacion

(r3) sen 4-- L cos By = ref
v?
Pongamos v = [.5 m/s. Obtenemos las

soluciones
B4=7586° y By=147.74°

Pongamos un valor muy pequefio de v, digamos v = 0.2
m/s: la ecuacidon (r5) no tiene solucion; no hay
deslizamiento.

Una vez que ¢l bloque empieza a deslizarse, el
deslizamiento es intermitente.

El péndulo simple.

Una masa m pende de un hilo inextensible de
longitud L. La masa oscila en un plano vertical bajo la
accion de la gravedad. Estudiar el movimiento.

Fig. E29a

Diaprama de cuerpo libre.
Es la Fig.E29h.

Fig. E29b
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Ejes y referencia de tiempo.

Escogemos medir la posicion angular & a partir
de Ja direccién de la plomada, en sentido antihorario.
De ahi la direccion del eje T.

Leves de movirruento.

F =ma,:.
~T+mgcosB=-ma’l
TF =mag
—-mgsen@=mul
Incdgnitas y datos.
De la segunda ecuacién se obtiene «@(€) ¢ bien

B(t). Luego, de la primera se obtiene la tensién como
funcion dc ©.

Relaciones cinernéticas y/o dinamicas.
Supoudremos que el péndulo se abandona
desde cierta posicion angular inicial 8q:

8(1=0) =0, w(t=0)=0
Operaciones matematicas.

La aceleraciéon angular es, de la segunda
ecuacion de movimiento,

g
rl o =—=send
(rl) 3

Aplicando el método descrito en el Ejemplo 27
(Ecuacién (31)-p56) podemos calcular la velocidad
angular come funcidn de la posicién angular:

w2=—£Fsen9d8 =
L W9y

(r2) m:i\%(cose—coseo)

Segun esta expresion debemos tener cos 6 2 cos 8, o
sea | 8 | =] B |. El movimiento estd confinado al
intervalo @ & [— 0y, 8¢]. El signo positivo de w vale en
la fase oscilatoria antihoraria, ef negativo cuando la
oscilacion es en sentido horario. La @ maxima ocuwre

ceando o = daw/dt = 0, o sea en B = (, en la
configuracion vertical del péndulo.

Es dificil cl problema matematico de obtener
8(t) a partir de Ja expresidén ©(9). Conduce a unas
funciones llamadas “elipticas”, expresadas como
mtegrales definidas.

El problema matematico es simple si
suponemos que las oscilaciones son pequefias (6 << 1
radisn). En (r2) pongamos & = d*0/dt’,

d

2
0 con k= \/E
dt? L

- ik%sen0=0

Para pequefias oscilaciones aproximamos sen 8 =9 y
obtenemos la “ecuacién del oscilador arménico

simple”,

2
(13) 479 x29=0
dr?

La solucion de csta ecuacién para las condiciones
iniciales 8{0) =6y y w(0)=0es

(rd) 0(t) =9, cos kt

El periode 1 del movimiento es el tiempo
elapsado entre dos posiciones consecutivas iguales, o
sea lo que tarda el péndulo en ejecutar una oscilacidn.
Se saca de la condicién

cos (k(t + 1)) =cos kt

osea k1 =27m Despejando 1 v sustituyendo k,

(r5) T=2n |—

Un péndule cuyo periodo sea de un segundo tendra una
longitud = 25 cm.

La frecuencia v de las oscilaciones es el
mumero de oscilaciones ejecutadas por segundo. Es
igual al [nverso del periodo,

S

1 1
6 V= — = —
(r6) T 2n



Una chaquira de masa m esta insertada en

una guia semicircular lisa de radio r, y estd sujeta a un
resorte lineal de constante k. Calcular su aceleracion
anguiar cuando el resorte esta horizontal,

Datoss m=05kg; k=30N/m;r=08m.

Longitud natural del resorte Ly =0.4 m.

Fig. E30a

Diagrama de cuerpo libre.

La chaquira tien¢ contacto con la guia (N) y

con el resorte {(R). En la posicién de interés,
_ 1 s
6—angcos(—2—)=30
La longitud del resorte es
L=rcos30°=0.693m
y su fuerza,
R=KkKL-L0O)=88n

Ejes v referencia de tiempo.

EeT

[ SRS

S I

A
<1
A
<
o) TR
& ———o

Fig. E30b
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Observe que la posicién angular & se define
desde la direccion horizontal derecha, en sentido

antihorario.

Leves de movimiento.

Las ecuaciones se planteardn para el instanie
particular considerado. No son validas para posiciones
arbitrarias de la chaquira.

2
2F =ma,: N-Rcosb-mgsen0=-mo 1
ZF = ma; Rsenf-mgcosé=mar

Operaciones matematicas.

Con los datos propuestos ro podemos calcular

N ni w , pero si la aceleracién angular:
1
o= (R sen 6 — mg cos 6) = 0.626 rad/s’

8.6. Movimientos de la Luna y 1a Tierra

El movimiento de la Luna alrededor de la
Tierra, y ¢l de ésta alrededor del Sol, se pueden analizar
con rmuy buena aproximacidn suponiendo que las
orbitas son circulares.

He aqui unos datos que usaremos:

Constante de gravitacion: G = 6.67 (107") (S.1)
Masa de la Tierra: 5.98 (10*) kg

Masa de la Luna: 7.36 (1022) kg

Masa del Sol:  1.99 (16™) kg

Distancia media Tierra-Luna: 3.84 (10% m

Distancia media Tierra-Sol:  1.49 (10" m

Calcular el pericde de la Luna en su

movirmiento alrededor de la Tierra, dada la masa de la
Tierra y la distancia Tierra~l.una.

Denotemos con M, ¥ My las masas de la Luna
y la Tierra, y con “d’" la distancia mutua (Fig. E31a).

Supuesta la Tierra como marco de referencia
mnercial, las ecuaciones de movimiento de la Luna son
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Fig. E3ta

F = may

(r)  -F=-M, —

d
F = may
(r2) O=muoad
(o=0 = ® = constanie)

donde F es la magnitud de la fuerza gravitatoria
terrestre, dada por

(r3) ]:=G_MT_M_L

d2
Sustituyendo este valor de F en la ecuacién (r1}
obtenemos la veloeidad de la Luna, v, la cual de hecho
no depende de su masa:

GMy _ (667 07"y 5980107
3.84(10%)

= 1019 (m/s)

Ei periodo de la Luna, 1, se saca de la relacién
vi=2rnd

Se obtiene

1=273dia

Calcular la masa del Sol a partir de la

masa de la Tierra y su periodo.

En forma completamente andloga al ejemplo
anterior podemos deducir la relacidn

GMg
rl vy =,
(r1) T p
para la velocidad de la Tierra, v, en términos de la
masa del Sol, M;, y la distaneia Sol-Tierra, d.

Por otra parte, ¢l periodo de la Tierra, 7, se
expresa en térmings de su velocidad vy como :

(r2) T= 2

v
Despejando vy de (12) y sustituyendo en (rl),

2nd _ |GMs
T d

Despejando ahora la masa del Sol,

243
(r3)  Mg= R ‘21
Gt

Sustituyendo los valores

N'm2

kg2

G=6.67010""")

d=1.49(10"Ym

t=1afio =365.24 dia=3.15(10") s
obtenemos

Ms = 1.96 (10°°) kg

valor bastante aproximado al valor real.



8.7. Problemas

1. Dos particulas iguales estin conectadas por una
cuerda que pasa a través de un agujero en una mesa
lisa. Una de las particulas esta sobre la mesa, y la omra
por debajo. ;Cuantas revoluciones por segundo debe
dar la particula sobre la mesa, en una circunferencia de
radio 150 mm, para mantener a la otra particula en

teposo?

Resp. 1.28 rav/s.

2. Una masa m sobre una mesa giratoria lisa estd unida
a los extremos de un didmewro mediante dos cuerdas
iguales de longitud L. La mesa se¢ hace girar con
velocidad anpular constante @. Calcular la tensién en
las cuerdas.

Resp. (2/3)ma’L.

3. Un anillo liso puede deslizarse a lo largo de una
cuerda de longitud 110 mm. Los extremos de la cuerda

estan fijos a dos puntos A y B situados ¢n linea vertical
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a distancia de 40 mm uno del ofro. El sisterna gira con
velocidad angular constante, de tal modo que la
distancia del anmillo 2 A y B es 60 mm y 50 mm,

respectivamente. Calcular la velocidad angular.

40 mm

Resp. 0.9 rad/s.

4. Un carro de ferrocaril, de masa 3000 kg, sc mucve a
razon de 45 km/h en una curva circular de 250 m de
radio. No hay peralte, es decir, el riel exlerior no se
levanta sobre el interior. Calcular la fuerza lateral que

se ejerce sobre el riel exterior,

250 m

Resp. 1873 K.

5. Una particula de masa “m” estd sujeta, a través de
una cuerda inextensible de longitud L, a un punto fijo O
sittado a upa altura “h™ sobre una mesa horizontal hisa.
La particula describe un circulo sobre la mesa, con
rapidez eonstante “v”. Calcular la fuerza ejercida por la

mesa y la tension en la cuerda.



Resp.
v2h mviL

Ji2onr ) J2ow?

m|g--

6. Una varilla ligera CB, de longitud “'s”, estd pivoteada
libremente ¢n su extremno C, el cual esta fijo, y porta en
B una masa m. La varilla se manticne en posicién
borizontal por medio de una cuerda atada a B y a un
punto fijo A sitwado verticalmenre sobre C a una
distancia “b” de éste. Calcular la magnitud y direccion
de la fuerza de CB cuando CB rota alrededor de la

Ly

vertical a “n” revoluciones por segundo.

A

s

{

Resp. msktlﬂzn2 —%J

o1

7. Dos esferillas A y B dc la misma masa “m”,
apoyadas sobre una mesa horizontal lisa, estdn atadas a
cuerdas de la misma longitud L como se ve en la figura.
El sisterna rota alrededor dec la vertical a través del
punto fijo O de tal mancra que las cuerdas QA y AB se
mantienen colineales. Calcular las lensiones en las
cuerdas.

Resp. 3me’L; 2mo’L

8. Una tornamesa rugosa puede girar alrededor de yn
eje vertical. Se coloca sobre ella una particula de masa
“m”, a una distancia “r” del eje. Luego se hace girar la
mesa aumentando gradualmente su velocidad angular.
Demuestre que ta particula no se mueve relativamente a
la mesa, a menos que ¢l numero de revoluciones por

segundo exceda e valor

1 [ng
2n ¥ or

donde n es el coeficiente de friccidn eslatico particula—

mesa.

9. Una masa “2m” reposa sobre una superficie
horizontal lisa, y estd conectada con una masa “m”
mediante una cuerda inextensible que pasar por un
pequefio anillo liso y fijo a una alra “h” sobre la
mesa. Dado que la masa 2m describe un circulo de
radio (1/2)h y centto en la mesa verticalmeme por
debajo del aniilo, calcular e! tiempo necesario para nna

revolucidn.



resp. 27

Jsh

o
=

10. Dos masas desiguales estan conectadas por una
cuerda de longitud L que pasa a través de un anillo fijo
y liso. La masa menor se mueve como un péndulo
cbénico mientzas que la otra cuelga verticalmente.
Calcular el semiangulo b del cono y la frecuencia
angular de movimiento si una porcidn de longitud “s”
de la euerda cuelga verticalmente.

\
-

O M

Resp. S , LM
M 21 \ m(L-s)

11. Un eono circular de semidngulo vertical b esta fijo
con su eje vertical v su vértice hacia arriba. Se ata una
cuerda inextensible de longitud L en el vértice por uno
de sus extremos, y en el otro extremo se ata una
particula de masa “m” que descansa sobre la superficie
lisa externa del cono. Luego, 1a particula se hace rotar
con velocidad constante © en uno circule horizental en
contacto con el cono. Calcular la velocidad angular y la

tension de la cuerda,
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Resp.

o= ‘%ﬁ T=m(gcosD+m2Lsen2 B)

12. Una particula de masa m estd suspendida desde un
punto fijo por medio de un resorte elastico lineal de
longitud natural LO v constante elastica “k”. La
particula describe un circulo con velocidad angular

constante. Demostrar que se curnple la relacion

13. Una particula cuelga de una cuerda inextensible de
longitud L, atada a un punto fijo O. Una segunda
partieula de la misma masa cuelga desde la primera
mediante otra cuerda igual. Todo el sistema gira con
velocidad angular constante w alrededor de la vertical

a través de O, de lal manera que las cuerdas superior ¢
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inferior forman angulos constanles § y ©, respectiva-

menie. Demostrar que se cumple 1a relacidn

2

2tanf-tand = oL

senfd

14. Calcular la masa del planeta Ripiter conociendo que
el periodo de su Luna lo es de 1.77 dia, y la distancia
de To al centro de Mipiter es de 4.22 (104 m.

Resp. 1.90 (10°7) kg.

15. ;Qué velocidad debe tener un satélite artificial en
orbita circular alrededor de la Luna terrestre para que el
radio de su orbita sea 1.5 veces el radio lunar.

Dato. el radio de la Luna es 1.74 (10%) m.



Moédulo III

TRABAJO, ENERGIA Y POTENCI/

UN ENFOQUE DE SISTEMAS






INTRODUCCION

En el lenguaje coloquial las ecuaciones de
balance mas simples se enuncian asi:

Lo que se tiene ahora es igual a lo que se tenia antes,
mas lo que entré y menos lo que sali6 en el interin.

La pequefia Lult fue al bosque c¢on 3 moras en
su canasta. Recogié 12 moras mas. En ¢l camino de
regreso regalé 4 a Tobi y la bruja Agata le quité 5.
¢Cuéntas moras tiene ahora la pequefia Luli?

El tema general de este moédulo es una
ecuacién de balance andloga. Las moras en la canasta
son la energia mecamica F, y las moras en curso de
cambiar de duefio son el trabajo .

El concepto primerisimo detrdss de una
ecuacion de balance es claramente: jla canastal
perdén: jel sistema!

El sisterna es el cuerpo material {o conjunto de
cuerpos materiales) que guarda (o ‘“posee”, ©
“almacena™), la cantidad “balanceada”, tratese de
moras, energia mecinica, energia eléctrica, etc. La
analogia con las moras no va muy lejos: las moras son
algo que pedemos ver, tocar y comer, pero la energia
mecdnica es un enfe abstracto, intangible, imvisible.
Hubo fiempos cuando una forma especial de
transmision de energia, el calor, se veia como un ente
material, que se denominé “caldrico”, pero los tiempos
cambian y la idea de caldrico se enfrid.

En la fisica existen diversos tipos de
ecuaciones de balance: de masa, de fuerzas, de enerypia,
de momento lineal, etc. Antes de plantear cualquier
ecuacién de balanee debemos estipular cudl es el siste-
ma al que se refiere o pertenece. La farea de especificar
el sistema debe ser algo ... pues ... sislemdtico.

El siguiente torito, conocido por todos
nosotros, apunta a la importancia de los sistemas en las
ecuaciones de balance, sean balances energéticos,
monetarios, etc.

Tres viajeros Ilegan a permoctar al Hotel Otelo.
Comparten un cuarto triple por el que desembelsan la
cantidad de $30. Al otro dia es el cumpleafios del
manager, el Sr. Otelo, quien en un ataque de despren-
dimiento les hace a los viajeros un descuento colecfivo
de §5. Entrega al botones esta cantidad para que se la
devuelva a los viajeros. Como 5 entre 3 no da pagado,
en el camino el botones se embolsa 32, los viajercs
reciben $3, y todos contentos por el cumplearios.

33

El problema es que los viajeros pagaron
neramente $27, que sumados a los §2 del botones arroja
$26. ;Donde quedd el otto 31 que completa los $30
entregados inicialmente?

{Dicen que si le pregunta a un buen contador piblico le
conlestara: “;donde desea que lo hagamos quedar?”)

Podemos definir aqui muchos sistemas:
{Viajeros}, {Botones}, {Otelo}, {Viajeros + Botones},
{Botones + Otelo}, etc. Cada uno tiene su ecuacién de
balance de dinero. Antes de confinuar la lectura,
planlee la ecuacion de balance del sistena compuesto
por el St. Otelo y el Botones.

Esperando ...

£ Ya? Prosigamos. Plantearemos la ccuacion de
balance del sistema {Viajeros + Botones}. Supongamos
que antes de toda transaccién los viajeros poseen en
total $1000 y el botones posee $50. La ecuacién de
balance es

{Dinero inicial) + Entradas — Satidas = {Dincro final}
obien (31000 +350)+ 35— $30=($1025)

Efectivamente, los viajeros tienen al final $973 y ¢l
botones $52.

Vea el siguiente diagrama (El sistema es el
recuadro a rayas):

: viajeros i salen $30

.: {(Tienen $1000) \':—1

i 3 i sr. otelo
: Botones E

: (Tiene 350) .

' . Entran $5

Note que el flujo de 33 que ingresa a los
viajeros proveniente del botones es interno al sistema
{Viajeros + Botones}, por lo que no aparece en la
ecuacion de balance (mas sobre esto a su debido
tiempo). Dicho flujo figuraria en la ecuacion de balance
del sistema {Viajeros} o {Botones}, para el cual
constituye un flwjo externo. (En la analogia de la
canasta de Luli, podria haber compartimientos en la
canasta, ¥ pasarsc las moras de uno a otro, pero cllo no
influiria en la ecuacidn de balance de moras.)

Volviendo 2 la fisica, para definir un sisrema
“8" simplemente se cstipulan o enumeran los cuerpos
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materiales que lo constituirdn, Todos los cuerpos que
quedan excluidos del sistema S, y que son capaces de
influenciarlo, forman a su vez otro sistema que
denomuinaremos el sistema externe de 8, y que
denotaremos con S, También s¢ le Hama a S, los
alrededores del sistema dado. Los cuerpes miembros
de Sg,, no son todos los restantes cuerpos del universo

fisico. No tiene caso incluir en S,,, cuerpos que no

actian sobre S. Podemos excluir a la Nube de Oort.
Una representacion pictorica del balance de
energia podria ser esta;

Sist Went
';t;_r:: Sisterna §
e
g Wsal
exl AE =W, - Wy

En cierto momento ¢l sistema poseia cierta
energia £,. Durante un lapso de tiempo subsecuente el
sistema externo realizd trabajo total Wy, (entrante)
sobre el sistema y por su parte éste efectud trabajo total
W, (saliente) sobre el sistema externo. Al término del
lapso considerado el sistema hubo incrementado su
energia a £, = £ + AE, donde AE =W, - W,

El sigwiente diagrama de energia es
equivalente al anierior:

Sisterna Wt Sistema S
externo
Scxt AL = Wexr

En este diagrama, W, es el trabajo mete sobre el
sistema, igual a W, — W, En “W,,,” va estin
contabilizadas (sumadas algebraicamente) las energias
que entraron y salieron del sistema disfrazadas de
trabajo, es decir, las energias que sununisiraron los
alrededores al sistema, y viceversa, en forma de trabajo
{(que no hay otra forma en mecanica, por cierto).

Cuando se efectiia un trabajo sobre un sistema,
este trabajo pierde su identidad, se acaba su rol en la
vida. ;Adonde fue? Se “transmutdé” o transformo en
“energia mecanica” del sistema. Es decir, el wabajo no
es energia “poseida” o “almacenada”, sino “energia en
ransito” entre sistermas. Constituye la dnica forma en
que los sistemnas mecanicos intercambian energia.

En sistemas no-mecénicos existe otra forma de
intercambio de energia: por calor. El calor es tema de
estudio de la termodinimica, disciplina en que la
energia de un “sistema termodindmico” se denomina
energia interna (corresponde a la energia mecdnica de
unl sisterma mecénico). La ecuacién de balance de
energfa en la lermodinamica tiene la forma

AU= (Wcm + Qcm) - (Wsai + Qsal)

donde U es la energia interna del sistema y Qg ¥ Qsa
son energias entrantes y saltentes del sistema,
respectivamente, ¢n forma de calor. La ecuacién
anterior es la expresion matematica de la primera ley de
la termodinamica. Esta ley se reduce a la forma
“Wex = AE”, aplicable a la mecanica, al poner

Qeni= Qe =0

La energia mecinica se compone de dos
contribuciones que son la energia cinética y la energia
poteneiai del sisterna. La primera es “energia de
movimiento”, la segunda es “energia de configuracién
(o posicién)”,

Un sistema mecanico aislado (umo que no
interactia con ningun cuerpo en absoluto), 0 uno que
no recibe netamente trabajo desde el exterior, no cobra
ni paga energia. Su energia se conserva en el tiempo.
Esta es la ley de conservacién de la energia, la cual
demostraremos para sistemas mecanicos. Esta ley se
elevo a la categoria de un principio fandamental de la
naturaleza, al irse extendiendo el estudio a sistemas que
admiten fendmenos no mecanicos.

Ni qué decir que ¢l tema de la energia es de
gran importancia en ingenieria. Los protagonistas
principales del tema en mecéanica son:

U=k y

El sistema S.

El sisterna externo S
El trabajo W.

La energia cinética K.

a energia potencial .

La energia mecanica o energia total E=K + V.

ext

El villano de la obra es el trabajo. Saber
calcular trabajos es el escollo matemético que hay que
salvar en relacién con el tema de la energia. Vale la
pena dedicar el esfierzo suficiente al respecto. Pagard
muchos dividendos.

Al fina]l de la jomnada sabremos si faltan
moras.

... O sisobran.



3-5

CAPITULO 9

TRABAJO EN EL MOVIMIENTO RECTILINEO

Este es un capitulo en su mayor parte
maiematico. Estd dedicado al calculo de trabajos, y
hemos preferido apartarlo de los capitulos con mas
contenido fisico para no perder el hilo alli.

Empezaremos por dar un repaso a algunas
fuerzas de importancia en el movimiento rectilineo (o,
como se suele decir, movimiente en una dimensién}.
Luego introduciremos la definicién matematica del
trabajo y finalmente daremos unos ejemplos de calculo.

9.1. Repaso de fuerzas en una dimension

En el movimiento rectilineo el movil se
desplaza a lo largo de una recta bajo la accidén de
alguna fuerza total Fy (Fig. 1).

Mowvil .
\\ F, Trayectona
—— P .-
Y .
r ; 1
e ¥ —*,
O X X

Fig. 1

El vector de posicion r, los vectores velocidad
y aceleracion v y a, asi como el vector fuerza Fr, estin
dirigidos paralelamente al eje X en todo rmorento. Sus
expresiones vectoriales gencrales son

r=xi v=vi a=ai Fy=Fri

Para no padecer de i-it1s, todos los asuntos
relacionados con estos veciores los trataremos con sus
representantes  legales, o sea sus  respectivas
componentes x, v, ¢ y Fr. El signo de la componente
revela la direccion del veclor. Asi por ejemplo, una
fuerza negativa Fr significa que el vector Fy apunta en
la direccién nepativa del ge X, que también
nombraremos [a direccién =X, hacia donde disminuye
la coordenada x. Fuerza positiva fr corresponde a un
vector Fy hacia la direccidn +X, misma quc la del
vector unitario basico i.

Repasemos algunas de las fuerzas mas
comunes. Es importante notar en cada caso cémo se
coloca el sisterna de coordenadas.

Peso cerca de la Tierra.

La fuerza de atraccidn gravitatoria terrestre
que experimenta un objeto cerca de la superficie
terrestre es muy aproximadamente constante. Su
magnitud es “mg”, el producto de la masa m y la
aceleracion de la gravedad g. Esta fuerza se denomina
el peso del objeto.

Si dirigimos el ¢je X hacia armriba (Fig. 2), el

peso es

(1) P=-mg

x1
mg
.__/‘"\—-—r—-—o“-—\—_f—ﬁ_\_/_
Fig. 2

Fuerza de un resorte elistico.

Un resorte eléstico lineal ejerce una fuerza
proporcional a su deformacién. Conviene fijar el origen
del eje X en ¢! punto de equilibrio del resorte (Frg. 3),
para que la coordenada x coincida con la deformacidn
del resorte y la expresion matematica de la fuerza
eldstica quede en la forma simple

(2) Flx)=—kx

donde “k” es una constante positiva denonunada
constamte eldstica o rigideg dei resorte, con unidades
de N/m.

Posicion de equilibrio (x=0, £=0)

b

, X
(@]
o X
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Si la deformacién es uupa elongacién o
alargamiento, como en la parte inferior de la Fig. 3,
entonces x > 0 y la fuerza F{x) = — kx es negativa asi
que F apunta en sentido confrario al eje X (en la Fig. 3:
hacia la izquierda). Si el resorte esta comprimido, x es
negativa, F(x} es positiva, y F apunta hacia la derecha.
Por lo tanto, la expresion de la fuerza es valida para
wodo valor de x, sea positivo, negative o cero.

Peso lejos de la Tierra.

Observe la Fig. 4. Suponemos que un objcto,
de masa m y situado lejos de la Tierra, se mueve
directamente hacia {0 huyendo de) ¢l centro del planeta

Fig. 4

(pues de otra manera ¢l movimiento no seria rectilineo).
Tomando el origen O del eje X ¢n el centro de la
Tierra, tenemos que la coordenada x del objeto coineide
con su distancia al centro, de tal modo que la fuerza
gravitatoria es

GM
2

X

(3) Fix) = -

(M, = masa de la Tierra; G = constante de gravitacién
universal.)

Fuerza resistiva en un medio viscoso.

Una esferilla quc cae bajo la accidn de su
propio peso dentro de un medio viscoso experimenta
por parle de éste una fuerza de resistencia al
moviniento. En un modelo simple, tal fuerza es
proporcional a la veloeidad, de acuerdo con la
expresién

(4 Fv)=-bv

“b’ es una conslante positiva con untdades de
N-s/m. Debido al signo menos en (4), la fuerza

F(v) = - bv siempre se opone a la velocidad v.

! X
Fig. 5

Fuerza de [riccidn o rozamiento,

La friccidn cinética ordinaria también es una
fuerza que siempre se opone a la velocidad v, si bien su
magnittd no depende del valor numérico de la
velocidad. Se puede poner en la forma

(3 =—sgu(v) - uN

donde p es el coeficiente de friccidn y N es la fuerza
normal debida al contacto con la superficie sobre la que
se desliza el cuerpo.

La funcién signe, denotada por "sgn( )", se
define por

1 st v>0
(6) sgnf{v)=< 0 37 v=10

-1 siv<l

Por eemplo, en el caso simple del
deslizamiento de un bloque sobre una superficie
horizontal (Fig. 6), la fuerza normal N vale "mg" v la
friccién cinética es, suponiendo el Eje X hacia la
derecha:

f=-pmg si el movimiento es — .
f=umg si el movimiento es « .
v > v=(
- S
t f
mg¥|ny mg ¥ |3

Eje }_{

| ot

Fig, 6



La friccidén cinética en este caso tiene
magnitud constante, pero no podemos decir quc sea una
fuerza constante, puesto que su direccidn varia segin el
sentido del movirniento.

9.2. Definicién del trabajo
Considere ¢l siguiente escenario:

s Se fiepe un cuerpoe que se muevc en linea recta
bajo la accién de una o mas fuerzas paralelas a la
direccién de su movimiento.

*  Alo largo del camino recto se tiende un Eje X, y Ia

" coordenada (o posicién) del cuerpo se denota como
usualmente por "x".

* 7 esunade las fuerzas que actia sobre ¢l cuerpo.
Puede ser funcidén de upna o mds de las variables
tiempo t, posicién x y velocidad v.

e El cuetpo se mueve desde x| hasta x; bajo la
accién de todas las fuerzas presentes, entre las
cuales se incluye F.

En relacion con esta situacién general
conviene intreducir la siguiente cantidad fisica:
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¢ FEl trabajo es adictivo, perddn, “aditive”, por lo
cual se cntiende lo siguiente:

Teorema de aditividad del trabajo

El trabajo realizado por una fuerza desde una posicidn
x, hasta otra x, es igual a la suma algebraica de los
trabajos realizados entre x, y x, y entre x, y x,, donde
X, es una posicion arbifraria.

Trabajo realizado por la fuerza F entre las
posiciones x| y x;

X
o) W= _[ ' Fdx F arbitraria.
x]

A reserva de discutir en el siguiente capitulo cl
significado fisico de esta cantidad, examinemos ahora
algunas de sus propiedades:

» Las unidades fisicas de trabajo son las del
integrando en la expresién (7), esto es, las del
producto de fuerza F y desplazamiento dx:

newton-metro = N-m

Este producto se le denomina joule y se abrevia por
“J”_

o El rabajo es distributivo, es decir,

Propiedad de distributividad del trabajo

E] trabajo realizado por varias fuerzas |, ),
..., I, que actian conjuntamente, entre dos posiciones
dadas, es igual a la suma algebraica de los trabajos
efectuados por cada fuerza separadamente. En
simbolos,

[Frry e [+ [Faee.

s S el cuerpo sobre el que actia la fuerza F no se
mueve, entonces la fuerza F no realiza trabajo
sobre él. Esto se deduce de (7}, ya que en este caso
dr = 0.

La definicion (7) del trabajo se extiende al
caso en que la fuerza se aplica en el extremo de una
cuerda, resorte o varilla rigida. En este caso "x" es la
coordenada del punto de aplicacion P de la fuerza, y
"dx" es el desplazamiento infirilesimal de tal punro
(Fig. 7).

Cuerda P F
J | & i

Punto de )

aplicacion

Resorte \

AMAMMAAA KP F

Fig. 7

En el caso de la fuerza aplicada al extreino de una
cuerda, sabemos que la cuerda adquiere una tensién
precisamente igual a la fuerza aplicada alli. I.o muisimno
ocurre con ¢l resoste.

Note que aunque hablamos usualmente de
"trabajos efectuados por fuerzas sobre cuerpos”,
también usamos la frasc "trabajo efectuado por un
cuerpo C, sobre otro cuerpo C," (a través de la fuerza
que ejerce C, sobre C,). Asi, refinéndonos a la
situacién de la cuerda y el bloque de ta Fig. 7, podemos
decir que la rensidn ejercc un rabajo sobre el bloque o,
equivalentemente, que ja cuerda ejerce un rabajo sobre
el bloque.

Por otra parte esta claro que el trabajo que
ejerce F sobre la cuerda es igual al que ésta ejerce sobre
el blogue. Andlogamenie con respecto al resorte.
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9.3. Trabajo de la fuerza total

Sea f; la fuerza total que actia sobre un
cuerpo. El trabajo de la fuerza total se denotara con el
simbolo especial "W, ". Viene dado, segin (7), por

Trabajo de la fuerza total

(8) Wextzszde

o]

Si una particula realiza un movimiente uniforme la
fuerza total sobre ella es idénticamente cero, de tal
manera que no se efectia trabajo neto sobre la
particula.

9.4. Calculo del trabajo de fuerzas comunes
{A) El trabajo de una fuerza consignfe F en un
desplazamiento entre x| y x, es

W= J'”Fd;:FJ’xzcix:F(xz —x,) =F &x
xy X)

Definiendo la cantidad "d” en la forma:

d=p,-x|={Ax|=
= magnitud del desplazamiento Ax =

= distancia entre los puntos
terminales x, y x,

lenemos

Esla expresion es la familiar férmula “trabajo
= fuerza x distancia” que Ud conoce de su primer curso
de fisica. Note que el desplazamiento no necesita ser
directo (o sea que “d” no necesariamente es la distancia
recorrida por el movil. Més bien d es la distaneia que
separa 105 puntos inicial x; y final x, del trayecio).

Conviene tener presente que si la fuerza
(constante) F estd en la misma direccién que el
desplazamiento Ax, entonces el trabajo es positive. En
caso confrario €s negativo,

(B) E] trabajo de la fuerza gravitatoria terrestre cerc"a
de la Tierra, o sea del peso “mg”, se obtiene como un
caso particular de la férmula (9), ya que el peso es una
fuerza constante. Poniendo en la férmula # =+ F d los

valores
F=mg y d=h

donde h es el desnivel vertical entre las posiciones
inicial y final del cuerpo, tenemos

Trabajo del peso cerca de la Tierra

Trabajo de una fuerza constante /' en un desplaza-
miento Ax = x, — x; de magnitud d.

W=FAx
)] o bien F=|F|
We+Ed Signo “+” si T estd en la
N direccidn del desplazamiento;
“—" en caso contrario.
m F
e O—"‘ REEEEEEE
o X X X
| ]
f I
|Ax| =
Fig. 8

(10) W=—mg Ax | Eje X vertical hacia arriba
W=t mgh Signo “+” si el objeto baja,
*- 51 sube.
va W0 W<
mg? mg?
' Ax v Ax
o G Q

Fig. 9

{C) Calculemos el irabajo realizado por una fuerza de
friccidn de magnitud constante.

Considere un bloque que se desliza sobre una
superficie horizontal dspera (Fig. 10).

La magnitud de la friccién ¢s constante, igual
a f=uN= pmg Sinembargo, el trabajo de Ja friccién
o viene dado por la férmula (9) porque la direccién de
la friceibn es en general variable, y ello ocasiona que la
friccién no sea una fuerza constante, De hecho la
friccién cinética fdepende de la velocidad v en la forma




S=—sgn(v}-f, con f=|f] (ec. (5)-p8)

En otros términos, f = —umg si el movil se mueve en
direccion +X, y /= umg si lo hace en la direccion —X.

==

x X, X2 X X

4

Fig. 10

El bloque se mueve directamente de x| a x3;
alli regresa hasta x;, y luego vuelve a invertir su
movimiento hasta x4. En todo ¢l camino existe friceion
sobre el bloque, de magnitud constante. Es valido
aplicar la férmula (9) por framos en los que la
direccién de la friccidon no cambie. En cada tramo el
trabajo de la friccidn es negativo y de magnitud igual al
produeto de “f” por la longitud del tramo considerado.
Entonces el trabajo desde x; hasta x4 a lo largo del
camino mostrado en la Fig. 10 es

W=-1-(k3— x|+ by —xl+ k- x)

Generalizando tenemos la siguiente férmula:
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situacién que la expresion de la fuerza es “—kx”. Pero
conviene mas poner este resultado en una forma
“invariante”, esto es, que no dependa de donde se
coloque dicho origen (asi lo hemos hecho con los
trabajos calculados anteriormente). Para ello basta
simplemente con escribir (12} en términos de la
deformacion del resorte, cantidad geométrica cuyo
significado es independiente del sistema de
coordenadas:

Trabajo de un resorte elastico

Sesla
deformacion del
resorte.

(13) | w=- % k A(S%)

Trabajo de la [riceion cinética

W< 0 siempre.

f= LN es la magnitud de
la friccién y L es la
distancia total recorrida.

(11) | w=-rL

Debido a que la deformacion aparece al euadrado en
{(13), el trabajo para deformacidn & es ¢l mismo tanto
para elongacion como para contraccion del resorte,

(E) El trabajo de la [uerza gravitatoria lejos de la Tierra

“es (usando la ec. (3)-ps):

W - E2Fd~"= '[:2(_ GMTdex:

z
X

x
= [GMTmi| =GM;m A[AJ
x x

X

Su expresion en forma invariante es

Suponemos que la superficie sobre la que se desliza el
cuerpo esta fija. (Consulte el Ejemplo 10 en la pag. 14.)

(D} Trabajo de un resorte elastico.

El abajo de la fuerza elastica de un resorte es,
con F =-Kkx,

(12) W= Edex= :(—kx)d.r=

1, 2 1 2 1.2
—(—kxy - = kxr|“)=-A(— kx
(2 773 1) (2 )

Para usar esta expresion tal como esta es
preciso colocar el origen del gje X en el punto de
longitud natural del resorte, puesto que es en esta

Trabajo de la fuerza de atraccion ferrestre lejos de
la Tierra

"d" es la distancia de
la particula de masa |
"m" al centro de la
Tiemra.

(14a) | W = GMTmA(%J

Recuerde que la aceleracidn de caida libre se
puede expresar como

£= Y

de modo que el trabajo (14) se puede poner también:

1

d)

(14b) W =mg-R*® A[




9.5. Interpretacion grifica del trabajo
en una dimension
En el espacio cartesiano abstracte x-F, el
trabajo entre x, ¥ x, es el "area” hajo el grafico de F(x)

conira x, medida en newton-metro 0 joule.

Calcular el trabajo entre x=0 yx =6 de la

fuerza cuyo grafico se muestra en la Fig. E1.

t F(nevton)

30t

-

X (metro)

[ 5

Fig. Ei
W=0.5(2)(30)+ 0.5 (70)4) = 170 (J)

<Nota. il area del trapecio entrc x = 2 y x = 4 es la
sermusuma de las bases {igual a 0.5(30 + 40)) por la
altura (igual a 4).>

Una fuerza £ depende cuadraticamente de

la posicion, tal que el grafico £ vs x es como se muestra
cn la Fig. F2a (la curva es una parabola). Caleular ¢l
trabajo de la fuerza desde x =0 m hastax =6 m.

T F(x)

IBON L — — -————

L

Fig. E2a

Calcularemos este wabajo primero con el
meétodo directo y luego con el "método furbo".
Tomando en euenta que la parabola pasa por ¢l

origen, y que su concavidad es hacia abajo, propon-
dremos la siguiente funcion para la fuerza:

Fx)=C x-Cyx?

Las constantes €, y C, las evaluamos como sigue:
~Enx=13, F=180,0sea

1B0=3C,-9C,
Simplificando,
(rl} 60=C-3GC,

— La pendiente de la pardbolaes O enx =3, o sea

—di = Cl —2C2x
dx

Pendiente:
(r2) 0=C -6C
Resolviendo (r1) y (r2) hallamos
C,=120, C,=20
= Fx)=120x-20x*

Entonces

W0 —6)= E(120x-20x2)dx =720 (3)

El segundo método es bastante mas rapide.
Sabemos que el area de una parabola inscrita en un
rectangulo es igual a los 2/3 del area del rectangulo, de
modo que ¢l drea bajo la curva F(x) vs x es

74 =§(6)(180) =720 {J)
Y si f{x) variase como una sermielipse, ;cual seria su

rabajo? (Fig. E2b). (Sugerencia: el 4rea de una elipse
de semuejes a y b es mab. Resp. W =848.23 7).

180 N

Fig. E2b



9.6. Trabajo cuasiestatico

Efectuar un trabajo sobre un cuerpe es
gjercerle una fuerza a lo largo de una distancia.
Dependiendo de los apoyos del cuerpo, o de la forma
como se¢ aplique la fuerza, el efecto de este trabajo
puede ser el acelerar al cuerpo, que es el caso mas
comin, o deformarlo, o simplemente trasladarlo de un
lugar a otro sin imprimirle velocidad. Este traslado se
efectuaria muy lentamente, de tal modo que 1a veloci-
dad del cuerpo durante el mismo fuese practicamenite
nula.

En este ultimo caso el trabajo se denomina
cuasiestatico, conforme a la siguiente definicion:

Trabajo ¢uasiestatico

El trabajo realizade por una fuerza sobre un
cuerpo se¢ denomina cuasfestdtico cuando el
(15) | desplazamiento del cuerpo durante la aceién de
la fuerza se lleva a cabo con velocidad
practicamente nula.

Se dice que el cuerpo esta en tode punto
durante el trastado en un estado de “equibrio
dindmico™ (la fuerza total sobre él es nula o practica-
mente nula).

Comparar el trabajo cuasiestatico nece-

sario para elevar una pesa P directamente o mediante
los sistemas de poleas mostrados en las Figs. E3ab,c.

!

Fig. Ela Fig. B3b Fig. Elc

{a) Directamente (Fig. E3a).

Apliquemos a la pesa una fuerza apenas mayor
que su peso P, elevandola muy lentamente una altura h.
El trabajo necesario €3

W=Ph {con P =mg)

(b) Por el sistema de poleas de la Fig. E7b.
En este caso se requiere upa fuerza P/2 para

izar la pesa, pero la distancia que baja el punto de
aplicacién de dicha fuerza debe ser 2h para que la pesa
suba h. Entonces el trabajo que debemos efectuar sobre
la cuerda 1 es

w=2n-pn
2
NI NN
Cuerda 2 -
K/—Cuerdal
Ih
P P
v? [2b
Fig. E3d

Note que este es el mismo trabajo que efectia la cuerda
2 sobre el hloque, ya que la tension en esta cuerda es P,
y el desplazamuento del bloque es h.

(b) Por el sistema de poleas de la Fig. E3<.
Por  analogas
razones, ¢l trabajo en el
caso del dispositivo de
la Fig. E3¢ es el mismo,

Y LY

W =Ph

NG
T

dh

La Fig. G3e muestra las
tensiones en las diversas Ih
cuerdas, y los desplaza-
mientos requeridos.

Fig. Ele

Calcular el trabajo cuasiestatico necesario

para alargar "8" metros un resorte, partiendo de su
longitud natural.

kx

Fig. E4

El proceso consiste en aplicar en el extremo
libre del resorte una fuerza que en todo momcento
equilibre la propia fuerza del rcsorte. Cuando la
elongacion del resorte s x, la fuerza del resorte es
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—kx, y la fuerza externa que debe aplicarse es por lo
lanto +kx. El trabajo de esta fuerza es

W Ekxdx=%k62

El siguiente ejemplo de trabajo cuasi-

estatico conciemne a un tema de Termodinamica.

Fig. ES

Consideremos un gas en equilibrio termodinamico,
confinado en un recipiente (Fig. E5). La presién del gas
iguala la debida a la pesa sobre el émbolo.

Aumentemos la presion del gas colocando
sobre el émbolo una pesa adicional mucho muy
pequefia. Entonces el volumen del gas disminuira en
una cantidad muy pequefa “dV". Suponiendo que el
émbelo baja upa distancia "dx", y que el drea del
rmismo es "A", tendremos que dV = A dx.

El trabajo realizado por la pesa sobre ¢l gas (a
través de la fuerza normal de contacto F con el émbolo)
en esle pequefio desplazamiento es

Fd.x=Fﬂ:PdV
A

donde hemos inroducido la presion del gas, dada por

P= —
A

En ial proceso "cuasiestitico”, en el que se
lleva al gas desde un volumen inicial V| hasta uno final
V,, el trabajo realizado es entonces

9.7. Potencia en una dimensién

Cuando un cuerpo sometide a una fuerza F se
mueve un trecho "dx", la fuerza efectia sobre él un
trabajo F dx. Supongamos que el cuerpo tarda "dt" en
desplazarse "dx", o sea que el trabajo se efectiia en un
tiempo "dt". Entonces el trabajo por unidad de tiempo
entregado por la fuerza es

—FE =F E =Fv

dt dt

cantidad que se denomina la potencia instanidnea
suministrada por la fuerza. '

Potencia en una dimensién.

La potencia instantinea es el
producto de la fuerza y la
velocidad instantineas.

an P=Fv

Esta cantidad depende en general del instante t
considerado, asi que la potencia P suministrada en el
instante t, denotada con P(t), es el trabajo por unidad
de fiempo efectuado por la fuerza sobre el cuerpo en
dicho instante.

El trabajo de una fuerza en un intervalo de
tiempo [t,, t,], en términos de su potencia P(f), viene
dado por

(18 W= J’:z P(t)dt
1

-
(16) W=|[ pdv

Vi

A lo largo de esle proceso el gas adopta una sucesién
de estados de equilibrto.

La unidad fisiea de potencia es la de trabajo
dividida por la de tiempo, o sea

joule J
segundo s

Un alpinista que pesa 80 kg escala una

montafia de 8000 m de altura. Para ello las fuerzas de
sus musculos realizan un trabajo de elevacidn "mgh”,
igual a

W =80 kg x 9.8 l; % 8000 m = 6272 (10%) 7
s

Usando [a equivaleneia

kilowatt hora

lJ=]watt-eg=W.ﬁ

=0.277 (10°) kilowatt-hora,




esle frabajo es igual a
W=174kw-n

El costo del kW-h anda por los $2.00, de modo que el
costo de este trabajo anda por los $4.00. Barato.

Ei’emﬁlo 7., La potencia swministrada a un cuerpo
varia con el tiempo segun el grifico de la Fig. E7.

Calcular el trabajo realizado sobre el cuerpo desde
t=0shastat=10s.
El trabajo se obtiene con Ja integral (18):

L2
W= J’ P(1)dt
Ly

Pl
4 (watl)

i (segundo)

™

Fig. E7

Ia integral es el "area” bajo la curva P(t) vs t, medida
énwatt-segundo, 0 joule.
El4rea del trapecio entre t =0 s yt =4 s es

%(750 +1250) - 4= 4000 ()
El 4rea del triangulo entre t=4 sy1=10ses
%(6)(1250)=3750 (@)

Por lo tanto, el trabajo es

W=4000J3+37503=77500

9.8. Ejemplos

Ejemple 8. Un bloque de masa m esta inicialmente en

equilibrio, suspendido de un resorte lineal de constante
k. En esta situacién se le aplica una fucrza constante F
dirigida hacia abajo (Véase la Fig. E8a,b,c).
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Calcular el trabajo de la fuerza total sobre el bloque
cuando éste se desplaza una distancia "d" bacia abajo.

® (6

Figs. E8abc

Aplicaremos las siguientes formnulas:

Trabajo de una fuerza constante: W' =xFd

Trabajo del peso; W' == mgh

Trabajo de unresorte lineal:  H'=— % k A(Sz)

Favor de tener presente qué significa cada simbolo en
estas formulas (Son las ecs. (9)-p8, (10)-p8 y (13)-p0).
En la Fig. E8a estd el resorte solo, en su
configuracion inextendida. En la situacién de equilibrio
de !a Fig. E8b el resorfe tiene una elongacion &g que se
calcula de la condicidén de equilibrio de fuerzas
Resorte-Tierra, o sea "k 8y = mg". FEs decir, la

elongacién antes de aplicar F es
mg
(I’l) 50 = _k_

En la sitnacién final {Fig. E8c) la elongacion del resorte
es “8g + d". Ya con las clongaciones inicial y final

podemos calcular el (rabajo del resorte cowno

“%k[(50+d)2—502]=— k(2d8, +d°)

L
2
Usando (rl) se simplifica a
1
Wies == mgd = kd?

res

Por otra parte, ¢l trabajo del peso cs



Wpeso = mgd

(positive porque tanto el peso como el desplazamiento
estan dirigidos hacia abajo.)
Finaimente, el trabajo de la fuerza constante es

W, =Fd

(positivo por la misma razén concemiente al peso.)
E) trabajo de la fuerza total es entonces

W =W, +Wpeso+WF:

exl Ics

= mgd - % kd’+ med + Fd

O sca

t

W™= % k d?+ Fd (indepcndientc dc §)

A un bloque de masa 6 kg que esta sujeto

a un resorte de constante k = 200 N/m, inicialmente no
deformado, se le da un tirén con una fuerza sostenida
de 100 N. Hay friccion bloque «» mesa, de cocficientc
cinético | = 0.2. Calcular el trabajo de la fuerza total

horizontal cuando ¢l bloque ha recorrido ura distancia
de0.25m.

N
W= gy

a ' L ~
,u=0‘2/ ! 0Z25m *

Fig. E9

Trabajo de la fuerza constante de 100 x:
W =100Nx025m=253

Trabajo del resortc entre 8, =0 y &, = 0.25 m:
W,=—- é k A(8%)y =— % 2000252 0=-6.257
Trabajo de la friccion:
W,=—fx025=02x6x98x025=-294 (J)

El trabajo de Ja fuerza total horizontal total es

W=250-6253-2943=15814

Ejemplo 10, Un camién que viaja a velocidad cons-

km .

tante v, = 54 — transporta un embalaje de 100 kg. En
h

cierto momento ty el chofer aplica os frenos, que

y m
desaceleran el camidén con ¢ = — 27_ Calcular et
3

trabajo de la fuerza de friccion sobre el embalaje desde
ty hasta que el camion se detiene, para los siguientes
valorcs dc los coeficientes de friccidn estdtica y
cinética: p,=0.25, u, = 0.20.

m
v,
0
g o
L@ 5 —L
Hs, Pe
Fig. E10

En el momento que cmpieza la desaceleracién
se genera una fuerza de friccién sobre el embalaje, pues
este tiende a deslizarse sobre la plataforma del camién.
Ahora bien, puede suceder que el embalaje no se
deslice sobre la plataforma (lo que puede ocurrir si Ja
desaceleracion es pequefia y/o el coeficiente de friccion
estatico g es grande), o que si se deslice. Tenemos que
investigar estas posibilidades.

Para que el embalaje no se deslice su desa-
celeracidn debe ser la misma que la del camién. La
fuerza que frcna al embalaje es la de friccion embalaje-
plataforma, que para producir una desaceleracion de
2 m/s” a una masa de 100 kg debe ser ignal a

f=ma=100kg (-2 )==200x
g

Si la friceién maxima que se genera en el contacto
embalaje-plataforma es menor que los 200 N nece-
sar10s, el embalaje resbala. Calculemos la friceién
maxima:

frax =M N=p . mg=

=025 100 kg - 9.8 _“‘2_ =245 N
8

Como fz > [ S|, vemos que no hay deslizamiento y

que la fuerza que frena al embalaje es la friccién
estdtica, euyo valor se ajusta a los 200 N requeridos.



Para calcular el trabajo de la friccién estatica
debemos calcular la distancia que recorre el camiéo
antes de detenerse. La velocidad inicial es

- 1000
vo =54 — =54 s 2
h 3600 s s

: - 2
v la final es 0, asi que usando la ecuacién Av™ = 2aAx
tenemos

0P ~15%=2.(-2) Ax
=5 Ax=35625m

Esta es también la distancia que recorre el embalaje, de
modo que el trabajo de la friccidn es

W=fAx=-200N-5625m=-112507

El sistema de la Fig. E11 se abandona

desde el reposo, con m, = 8 kg vy m, = 4 kg. No existe
friccién en ninguna parte. Calcular, para un
desplazamiento de d = 5 m del bleque m,, el trabajo
heeho por la tensidn de la cuerda sobre dicho bloque y
sobre el bloque m,. Calcular el trabajo de la fuerza total
sobre el bloque m,.

my

=

Fig. E1!

Debemos calcular primeramente la tensién de
la cuerda. La aceleracién comun de los bloques es
m,g 4

a=—"28 -7 _98-3267()
m, +m, 8§+4 s

Con ésta podemos calcular la tension T como la fuerza
que acelera al bloque m,, o sea

T=mya=8kg 3267 55 =26.14n
8
El trabajo de la cuerda sobre m, es entonces

W,=Td=2614n-5m=13077
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Como el bloque m, se desplaza también 5 m, el trabajo
de la cuerda sobre ¢l es e] mismo, excepto por el signo:

Wy=- W,

Fl signo menos proviene de que el bloque m, baja y la
tension sobre él se dirige hacia amriba. Notemos pues
que la suma de los trabajos de la cuerda sobre ambos

bloques es igual a cero.
La fuerza total sobre el bloque m, consta de su

peso, 39.2 N, y de la fuerza de tensién, 26.14 1, en las
direcciones indicadas en la Fig. E1tb. Entonces el
trabajo de la fuerza total

sobre este bloque es X
2614 K
W, =—-2614x%5
T382 x5
392H
=653 (J)
Fig. E1¢b

@iemélo 12.] Se tiene un bloque de masa m unido a
dos resortes. En la situacidn inicial los resortes, de

constantes elasticas k, y k,, no estin deformados.
Existe [riccién bloque & superficie, de coeficiente
cinético p. El bloque se desplaza upa distancia "s"
hacia la 1zquierda y luego se suelta. Calcular el trabajo
realizado por la fuerza tolal horizontal sobre ¢l bloque
cuando la deformacién del resorte izquierdo alcanza
por primera vez una elongacién &,.

—to— L]

[vvand ]

' g
1 1
1 1
1 1

S

ki l__‘ k>
aial

s
s sdaa ]

Figs. El2a.be
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En la situacién de la Fig. El2b, el resorte
izquierdo tiene una contraccién -s, y el derecho una
elongacién s. En la transicién a la configuracién de la
Fig. E12¢, el resorte izquierdo obtuvo elongacién "8" y
el derecho contraccién - 8. Por lo tanto, el trabajo del
resorte izquierdo es

Wigg=- = kKAGY) = + k(8" (=)
2 2
y el del resorte derecho es

Wder =-

l n_ 1 a2 2
EkA(SA)——Zk((S) &)

El trabajo conjunto de los resortes es
Wees ==k (87 =59

Por otra parte, el trabajo de la friccidn cinética es, con
f=mN = p meg,

We=—fL=—pmg(s+9)

La suma de eslos dos trabajos es lo que se pide.

9.9, Problemas

1. Una particula sometida a vanias fuerzas se desplaza
desde la posicidon x = 12 m hasta x = 23 m; luego vira
hasta la posicion final x = 16 m. Una de las fuerzas
sobre la particula es constante y vale 20 N. Calcular el
trabajo de csta fuerza entrc la primera y la iltima
posicidn.

Resp. 80

2. Calcular el trabajo realizado por la fuerza
Fx)=5x'-2x

desdc x =1 hastax=3; desdex=- ) hastax=1{; ¥y

desde x = — ] hasta x =3 (F y x en joule y metro,

respectivamente).

Resp. 92 3,00, 92 0.

3. Una particula se mueve en una recta bajo la accidn

de varias fuerzas. Una de las fuerzas depende de la
posicion x y la velocidad v en la forma

F=6sgn(v) x

donde “sgn” es la funcién “signo”. Calcular el trabajo
de F en un frayecto que consta de dos iramos, unc

recortido en direceidn +X desde x = 1 hasta x = 7.3,
otro tramo de regreso recorrido en direccion —X desde
x=7.5 hasta x = 5. (Unidades arbitrarias.)

E? —

o 1 5 75 x

Resp. 259.5.

4. Un cuerpo estd sujeto al extremo de un resorte de
constante k = 200 N/m. El otro extremo del resorte estd
fijo a una pared. Calcular el trabajo del resorte sobre el
cuerpo cuando aquel pasa de:

(a) Una contraccién de 0.2 a una elongacién de 0.5.

{b) Una elongacidn de 0.2 a una elongacion de 0.5.

{¢) Una contraccion de 6.2 a una elongacidn de 0.5.
{valores en metros).

5. El bloque m de la figura se desplaza aceleradamente
hacta la izquierda entre dos posiciones del bloque m,
que distan 0.5 m. Existe friccién con la mesa, de

coeficiente cinético p = 0.25. Calcular el trabajo
reatizado por las cuerdas sobre el blogue m,, asi como

el trabajo de la friccidn entre dichas posiciones.

my = 4kg

p=025 |

ma=6kg
my= 10 kg

Sugerencia. La aceleracién del sistema es

a= 2Ty THM,
m, +m1 +m3

Resp. 42.5g; -345¢g; -g

6. El sistema mostrado en la figura estd inicialmente en
equilibrio, con F = 100 M. A partir de esta situacién se
empieza a incrementar la fuerza F paulatinamente,
hasta que la deformacién del resorte llcga a 1.225 m.



Calcular el tabajo cuasiestatico realizado sobre el
bloque por el resorte, la cuerda y la friccion del plano.
Caleular el trabajo efectuado por la fuerza F sobre la
cuerda.

Sugerencia. Resuelva el problema de equilibrio inicial
con objeto de obtener la deformacion comrespondiente
del resorte.

Resp. -299 3; 275 9; 03960, 2757

7. El frabajo cuasiestatico necesario para comprimir un
gas desde un volumen V, hasta otro V, viene dado por

la integral

V2
W= PdVv
vy

donde P es ta presién del gas. Un gas ideal es somelido
a un proceso descrito por la ecuacion

donde C y v son constantes. Calcular el trabajo cuasi-
estatico necesario para comprinur ¢l gas desde un
volumen V, hasta V.

-7 =y

Vv -V

Resp. C 2 !
1=y
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CAPITULO 10

ECUACION DE BALANCE DE ENERGIA PARA UNA SOLA
PARTICULA EN MOVIMIENTO RECTILINEO

Dada la fuerza total sobre una particula, asi
como su posicién y velocidad en un tiempo particular
tg, las leyes de Newton nos permuiten calcular su
movimiento, €5t es, obtener su posicidon y vetocidad
para cualquier tiempo anterior o posterior a ty. En este
capitulo expondremos otro método para resolver tal
problema general, basado ¢n ¢l concepto de trabajo, va
introducido, y uno nuevo: la energia cinética.

10.1. Teorema Trabajo-Energia cinética
en una dimensién
La expresion matemitica vectorial de la
segunda ley de Newton es

Fr=ma

donde ¥y es la fuerza total sobre una particula de masa
m ¥y a ¢s la aceleracidn de la misma. En una dimensién,
esta expresion se escribe

(19) Fr=ma

dende Fr y a son las componentes X (Gnicas) de los
vectores Fry a.

La expresion matematica de la energia
mecanica nacid del problema de resolver la ecuacion
(19). Esta es una ecuacién diferencial, como se advierte
pomiéndola en la forma

dx dx d®x
20 m——== F(t,x,— a=2x

Hemos supuesto aqui que la fuerza total depende de
todo: del iempo “t”, de la posicion x y de la velocidad

dx . .
v =— El problema consiste en encontrar la funcién

x(1) que satisface la ecuacion diferenciat (20), dados los
valores de x y v en un tiempo particular t;. Expon-
dremos a confinuacion un método de resolucion, de
utilidad practica cuando la fuerza lotal F7 depende
exclusivamente de la posicion x.

o, n

Escribamos el producto “ma” como una
derivada con respecto a la posicién x,

(21)
dv dv dr dv d[l 2]
my

= —_—= —_— e =— Y= —
e e T PR

(Se aplicé la regla de la cadena a Ia derivada dv/dt).
Una breve pausa para bautizar la cantidad que
estd entre paréntesis en (21):

Energia cinética de una particula de masa m y
velocidad v

Siempre positiva.

1 3
22 =—my°
(22) 5 mv

Esta definicién subsiste en el ambito del movimiento
plano arbitrario, al cambiar v porv=|v|.

Usando (19), {21) y (22) vemos que la segunda
iey de Newton se puede expresar tambjién asi:

Otra forma de la segunda ley de Newton

@) | R=

La fuerza total Fy es la tasa de variacion de la energia
cinétiea con la distancia recorrida. Si una particula se
desplaza dx bajo la aceidn de la fuerza tolal Fr, su
energia cinética varia en dK = Fy dx.

Ahora integremos la ecuacidon (23) entre dos
posiciones xy y x; arbitrarias del movimiento,

(24) J': Fpdx = J’xl dK

La integral del lado izquierdo no es otra cosa que el
trabajo efectuado por la fuerza total Fp entre xy y xj,
denotado con "W,,".

La integral del lado derecho de (24) es
simplemente el cambio de energia einética entre las
posiciones consideradas. Si v y v, son las velocidades
en estas posiciones, este cambio es




1
(@9 AK=K,-K, =>mv} —%mvf

Hemos arribado con este procedimiento al
siguiente teorema:

Teorema trabajo-energia cinética

El trabzjo realizado por la
fuerza total Fr entre dos
(26) W= AK posiciones arbitrarias x; y x;
es igual al cambio de
energia cinética entre ambas

posiciones.

Advertimos que el teorema es util si la fuerza
total F; depende exclusivamente de la posicién x, de tal
manera que la integral en (24} pueda efectuarse sin
rodeos. Por otra parte, la ecuacidon (26) no resuelve
completamente el problema de movinuento, siue que
proporciona una relacion entre la velocidad y la
posicidén, v = v(x). Para obtener la posicién como
funcién del tiempo, x = x(t), babria que efectuar una

integracién adicional, ahora de fa relacién V(X):E

(por eso se dice que la ecuacidén (26) es solamente una
“primera integral” de la ecuacion Fr = ma). De todas
maneras e} teorema trabajo—energia cinética es
sumamente Util en problemas en que sc desea
relacionar  directamente las posiciones con  las
velocidades, sin hacer intervemir el tiempo.

Las unidades de la energia cinética son las
musmas que las de trabajo, 0 sea joule.

10.2. Ecuacién de balance de energia
Vamos a vestir el leorema trabajo-energia
cinética,

Weu = AK

con el atuendo de una “ecuacién de balance de energia”
{abreviada EBE).

En estos balances estan implicados dos
sistemas, que en el contexto actual son:

e Un sistema que consta de una sola particula, cuya
“energia meednica”, o ‘“energia’, a secas, cs
puramente su energia einética K.

¢ El sistema externo, compuesto por todos aquellos
cuerpos que interactian con la particula. Estos

euerpos son los responsables de la fuerza total Fr
sobre Ja misma.

<Nota. Un nombre alternativo para la fuerza total Fr es

JSuerza externa total; por ¢so hemos indicado su trabajo

nl
ext

Nos auxiliamos del diagrama de flujo de
energia mostrado en la Fig. 11, centrando nuestra
atencién en el sistema ‘‘particula”, e] cuadro a la

con “ >

derecha.
Sisterma edemo W Sistetua
o A
(Todos los cuerpos S M (Particule)
que ejercen fuerza AK= W
sobre la particuls) ext
Fig. 11

Cuando la particula estda en x, tiene cierfa
energia cinética K. Las fuerzas que sufre (que totalizan
F1) la jalan y/o empujan todo el camino hasta x;. En
este trayecto la encrgia cinética de la particula va
variando, y toma en x, un nuevo valor K. Decimos que
hubo un “fluje” de energia, en “forma” de trabajo
W desde el sislema externo hacia el sistema-
particula. La energia que ingresé a este sisterna-
particula, en cantidad W,,, quedé acumulada en él en
calidad de energia cinética. No hubo desvios: fodo el
trabajo se “convirtié” o “transformé” en energia
cinética: W, ,, = aAK =K, - K.

En el diagrama anterior, W, rcpresenta cl
trabajo neto sobre la particula.

Hemos defimdo ¢l trabajo de una fucrza sobre
upa particula mediante la integral fdx. Segln esta
definicion, un trabajo positivo es hecho por el exterior
sobre la particula, y uno negativo es hecho por fa
particula sobre el exterior’. Si a fin de cuentas W,,, es

menor que cero, entonces la particula netamente hizo

1 . . .

Una particula no tiene pares v por lo ymsmo es un sistema
sin fuerzas inlernas. Todas las fuerzas que actuan sobre una
particula son necesariamente externas.

? [a relacidn entre el signo del trabajo y la diceccion de! flujo
de energia es convencional (pues nada nos impide definir el
trabajo como e! negativo de la integral fd.r). En mecanica
un trabajo positivo c¢s uno hecho por el exterior sobre el
sisterna. En termodindmica se prefiere 1a convencidn opuesta:
trabajo positivo es el que hace el sistema sobre el exterior.
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trabajo sobre el exterior y el diagrama de energia
correspondiente podria pintarse alternativamente asi:

Sistema ‘Wexﬂ Particula
externo | AK< 0

Fig. 12

{En cstos diagramas se sucle anotar junto a cada flecha
ia magnitud de la cantidad transferida, pues el sigro de
esta cantidad viene dade ya por la direccion de la
flecha),

Es valido decir por ecjemplo: “sobre la
particula se efectud un trabajo de -- 34 3. Se entiende
que realmente fue la particula la que efechio trabajo
sobre ¢l exterior, a costa de su eomergia cinética que
debid dismuinuir. El asunto es meramente coovencional.
Es como si se dijera “gané en las carreras -334” en
lugar de “perdi $34”.

Constderemos un ¢jempio. En la Fig. 13 el
resorte esta en su configuracién de equilibrio cuando se
aplica la fuerza constante F al bloque. ;Cémo
estuvieron los flujos de energia una vez que el resorte
fue comprimido “5” metros?

m s

Fig. 13

Consulte su tarjeta-acordedn de trabajos y
compruebe que:

La fuerza F efectud un trabajo {positivo) sobre
¢! bloque, igual a F & El resorte hizo un trabajo
negativo sobre el bloque, igual a — (1/2)1{62. En virtud
de tal signo negalivo podemos decir alternativamente
que fue el blogue el que efectud un trabajo (1/2)1(62
sobre el resorte. El trabajo de la fuerza F tiende a
aumentar la energia cinética del bloque; el que hace el
bloque sobre el resorte riende a disminuirla.

En sistemas muy simples, como el formado
por una sola particula, no se gana mucho diferenciando
entre trabajo hecho sobre la particula o por la particula.
En la practica uno habla siempre de trabajos hechos
sobre la particula, aunque estos trabajos sean negativos.
Es decir, pensamos en términos de un diagrama de flujo
como ¢l de la Fig. 11, donde W,,, es ¢l trabajo reto

sobre la particula.

Existe una excepcién importante a la regla de
signos v flujos de encrgia, concerniente a un fenémeno
de naturaleza no-mecénica: la disipacién de energia
mecanica por efecto de la friccién.

Consideremos un bloque de masa m que se
mueve sobre una mesa horizontal 4spera y que en cierto
momento posee una velocidad v, Eventualmente esta
velocidad se reduce a cero, es decir, el bloque llega a
perder toda su energia cinética por efecto de Ja friccién.

) N i
-5 v_o

Fig. 14

Ahora bien, el trabajo de la mesa sobre el
bloque (a través de la friccion) es negativo. ;Es valido
decir que realmente es el bloque el que efectud trabajo
sobre la mesa, a costa de su energia cinética?

No. El bloque no efectud ningiin trabajo sobre
la mesa porque si bien ejerce una fuerza pmg sobre ésta
(la reaccién de la friccidny, la mesa ro se ha movido.
Como no hay desplazamiento, no hay trabajo.

La frieciéon da lugar a uma disipacién
irreversible de energia. La energia cinética que pierde
el bloque se distribuye en un encrme numero de
moléculas constituyenres del bloque y de ta mesa.
Ambos cuerpos experimentan un ligero aumento de
temperatura. Parte de la emergia cinética perdida se
transforma al fin v al cabo en energia interna, en
energia sonora, en energia de radiacion calorifica, etc.

Intervienen, pues, fendmenos que quedan
fuera del ambito de Ja mecanica®. Por este mativo, en el
caso de la fuerza de friccidn no cabe decir que el
sisterna fisico realiza un rrabajo sobre el exterior. Esta
es la excepcion meneionada; constituye una razén per
la que conviene hablar siempre de trabajo neto sobre cl
sistema. Algo analogo ocurre con otros tipos de fuerzas
“disipativas”, como por ejemplo la resistencia de un
medio viscoso, F(¥) = — bv; en el movimiénto bajo esta
clase de fuerza también hay pérdida de energia cinética
del sisterna, no asociada con la realizacién de un
trabajo sobre el exterior.

* El sistema bleque-mesa no es un sistema mecdnico. En esle
tipo de sisternas todas las fuerzas internas deben ser
conservalivas. La fuerza bloque © mesa, interna del sisterna
conjunto, no s conservativa.



10.3. Ejemplos

Presentarernos a continuacién unos ejemplos
de aplicacién de la ecuacién de balance de energia
(EBE) para una séla particula,

Tenga presente lo siguiente:

La EBE W, = AK sirve para relacionar
posiciones y velocidades del movimiento. S{ bien la
EBE es valida para cualquier clase de fuerza total F,
su utilidad se restringe a fuerzas dependientes
solamente de la posicidn.

La EBE se aplica enfre dos posiciones
convemientes x| y x, de la particula. Debe calcularse el
trabajo de todas y cada una de las fuerzas que achian
sobre ella entre ambas posiciones. Entonces el "W, es
la surna de todos estos trabajos individuales. Por owa
parte, €l calculo de AK es trivial en muchos casos.

Una pelota de masa m se deja caer

“libremente” {es decir, se despreeia la resistencia del
aire) del reposo desde cierta altura h sobre el suelo.
iCon qué velocidad llega a éste?

Evidentemente el problema se puede resolver
con las férmulas del movimiento uniformemente
aeelerado, en particular, con la ecuacién Av? = 2q Ax:

v = vl =2a(xp—x;)

Si coloeamos el e¢je X eomo en la Fig. EL3 tendremos
que

a=—g, x=h,

Xp= 0, Vv, = 0

m 4 X
° ¥

OO
00
oo b
OO O
OO O

Fig. E13
Por lo tanto,

v —0? =2 (g (0-h

= vp =4/2gh

Alternativamente, con un enfoque de encrgia
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tenemos:

Sistema = {Pelota}

Sistema exierno = {Tierra}

Trabajo hecho por las fuerzas externas sobre la
pelota {Unicamente el peso):

W = mgh

Cambio de energia cinética de la pelota:
1 2
AK = E mvg — 0

De la 1gualdad W, = AK se sigue la expresion ya
encontrada para vy La Tierra invierte un trabaje mgh
para acelerar a la pelota desde el reposo hasta la
velocidad \/E . Estc es un "trabajo de aceleracion”.

Desde una posicion en donde el resorte

tiene una elongacion “By" se suelta el bloque de masa
"m" mostrado en la Fig. E14. La mesa sobre la que se
desliza el bfoque es aspera, con coeficiente de friccidn
cinética p relativo al bloque. Supongamos que
eventualmente ¢l resortc alcanza su configuracién no
deformada. ;Qué longitud total recorrié el blogue hasta
este punto?

b

le—>|

[ 0

Fig. E14

Apliquemos la ecuacion W, = AK entre las

dos posiciones mostradas en la Fig. E14. La deforma-
ci6n pasa del valor 8y al valor 0; por lo tanto ¢l trabajo

del resorte 5 51 k A(S?) = — % k(0 - 8¢°) ~ % kg2,

El trabajo de la friccidon es —umgl, donde L es la
distancia total recorrida por el bloque. En virtud de que
el cambio de energia cinética es AK = 0 tenemos

% l~<i">02 -umgL =0
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de donde

Lo k&5
Zumg

Nota importante. Hemos dicho que en el fendmenoc de
friccion cinética hay produccidn de calor, el cual es una
clase especial de energia. Pareceria que esta energia no
estd tomada en cuenta en la expresidn We, = AK,
aplicada a easos que incluyan trabajo dc la fuerza de
friccién. Sin embargo, haciendo un analisis cuidadoso
de la fuerza de friecion se puede demostrar que el
trabajo de la friccidn, “Wp=- fL", ineluye esta compo-
nente de energia wansmitida como calor. En lo que
respecta al fendmeno puramente mecanico, entonces,
podemos aplicar a ecuacidn de balance tal como lo
hemos hecho en este ejeraplo.

Se desea calcular la velocidad de escape

de un objeto en la Tierra. Esta velocidad es la minima
con que debe proyectarse el objeto verticalmente desde
la superficie terrestre para que ya no regrese a la Tierra.

Nuestro "sistema”, la particula, estd sometida
unicamente a Ja fuerza gravitatoria terrestre, es decir, la
Tierra es su “sistema externo”. La EBE W,,, = AK se
aplica entre dos puntos convenientes del movimiento,
relacionados con los datos e incognitas del problema.

Escojamos como primer punto aquel desde
donde se proyecta ¢l objeto. En este punto la distancia
al centro de la Tierra es igual al radio de la misma, R, ¥
la velocidad es la de escape, v,, a determinar.

Queremos que la velocidad de proyeccién v,
mande a la particula bastante lejos, tedricamente hasta
el mfinito y, dado que deseamos la minima velocidad
de proyeccidn, que lo haga en la forma mas econémica
posible, esto es que v = 0 en el infinito. Este ¢s nuestro
segundo punto.

T\ patte de
aqui y
apenitas
legaa ...

Fig. £15

Apliquemos ahora la ecuacién W, = AK entre
los dos puntos considerados. W,,, es el trabajo de la
fuerza pravitatoria terrestre o sea, aplicando la ecuacién

(14a}-ps,
w = oryma L) ovpef L1
ext T d - T o R

GM m
Wexl =_TT

Por ofra parre, el cambio de energia cinética es R

.'L\.KZO-—l mvez=—
2

b —

Igualando W,y a AK y despejando v, obtenemos (en
unidades S.I.)

o [o; _\/2-6.67-10'“-5.97-1024
¢ R 6.37-10°

km
Ve 112 —
s

¢ bien

km
ve = 40,320 —
h

(La vuelta al munde en 1 hora)

Las moléculas de la atmdsfera terrestre se
hallan en agitacién térmica por la accion de los rayos
solares. Sus velocidades estin distribuidas de acuerdo
con sus masas y la temperatura, y la velocidad media de
estas moléculas atmeosféricas es del orden de 1 km/s,
bastante menor que la necesaria para que escaparan
hacia el espacio exterior, privando a la Tierra de su
atmosfera.

Qué respiro.

Sobre un cuerpo de masa 4 kg que

inicilmente estd en reposo en x = 0 se aplica una fuerza
F que depende de la posicidon x de acuerde con ¢l
grafico F vs x mostrado en la Fig. E16. Calcular la
velocidad del cuerpo como funcion de x para x = 40 m.



E(x) (M)
Wfrmmmmmmemee

60+ ----

b= mm m e mm e - - -

x (m)
Fig. E16

El trabajo de £ en el intervalo {0, x] es ¢l
“area” bajo la curva F vs x {medida en N-m):

[ Fax = % (20)(60) + % (20)(75) + 90(x - 40)

fgualando a AK = % mv? =22 v despejando "v",

v =4y45x—-1225 (x =2 40)
Una bloque de masa m pende tanquila-

mente de un resorte elastico de rigidez k (Fig. E17). Se
Jala el bloque hacia abajo un trecho d y luego se suelta.
;Qué velocidad vy tiene el bloque cuando pasa de
subida por su posicién inicial?

Lo primero que notamos ¢s que en la situacién
“(0)", antes de jalar el bloque hacia abajo, el resorte
tiene una elongacion 83 = mg/k, valor obtenido del
equilibrio de fuerzas resorte-peso, o sea "k §5 =mg".
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El sistema {Bloque} liene por sistema externo
el sistcma {Resorte, Tierra}, que son los cuerpos que
actdan sobre él una vez soltado. Para calcular €l trabajo
W.q entre las configuracioncs “(1)” y “(2)" mostradas

en la Fig. E17 notemos que la deformacion del resorte
pasa del valor &g -+ d al valor &), y que el bloque sube

una distancia d. De las formulas (10)-p8 y (12)-p9
tenernos cntonces para el trabajo conjunto del resorte
la Tierra:

l
Wexy == k(85" = (8o + )" ] - med

Por otra parte, la velocidad pasa del valor O al valor v,

con lo que

1 2 1 2
AK = - myvy"—0= — my
7 0 2 1]

Igualando W,,, a AK y tomando en cuenta la relacion

obtenenios

k . .
vy = d\/; {(independiente de &)

<Nota. Otro modo de cscribir este resultado es

VD=(J.)Dd

k .
donde @, = ,)— es la frecuencia namiral del resorte >
m

Longitud
natural
delresorte

@

[rucialmente

Jalado Soltado
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Un carro de masa M que viaja a

velocidad v va a ser frenado por un sistema de tres
resortes. El resorte central tiene constante elastica k; y
los otros dos kj. Calcular la longitud “s” de tal modo
que la compresion de los resortes iguales sea igual a un
valor dado “86” cuando el camo se haya detenido.

Nota. Como demostraremos posteriormente, el peso del
carro vy la fuerza normal sobre &l no afectan el resultado
que obtendremos aqui.

M
g v
_
~ Y

Fig. EI8

3
-

I~ Fijo
b

k,

k,

En la situacién inieial mostrada en la Fig. E18
la energia cinética del carro es

2

K= mv

1
2

En la situacién final la energia cinética es cero, de tal
modo que el cambio de encrgia cinética del carro es

Por otra parte, usando la formula
we-L A(BY
2

para ¢l trabajo de un reserte ienemos:

Para el resorte largo la deformacidén pasade Qa s+ 8,y
su trabajo es

Wy =— Elk. (s + &)

Para los resortes iguales la deformacién pasade 0a 3, y
el trabajo conjunto es

)
W2=—25 kzaz

Aplicando la EBE Wy = AK obtenemos

!

1 2 2 2
- k(s +8) -2 = kb =-
5 1 (s ) 5 2

1
— mv
2

Simplificando se llega a

2 2
kst 2k B+ (k + 2kp) 87 - mv' =0
Esta es una ecuacion cuadrdtica para “s”, cuya raiz
positiva es fa solucion del problema,

Nota. Para que la ecuacion anterior no tenga raices
complejas, que corresponde a la situacion en que los
resortes iguales no llegan a comprimirse, se requiere

que
+
s (2 L2
kik, 2

como se puede demostrar imponiendo la condicion de
que el radicando que figura en la solucion de la
ecuacion cuadratica sea mayor que cero.

10.4. Otra vez la potencia

En ¢l Apartado 1.7 de la pagina 12 definimos
la potencia instantanea sumunistrada por una fuerza £
como ¢l producto de la fuerza v la velocidad, o sea

(17 P=Fv
Ahora bien, si la fuerza considerada es la fuerza toral
sobre la particula, entonces fenemos, segun la ecuacion

(23)p18,

[23)) =<2

Sustituyendo en la ecuacion Pr = Fy v tenemos

donde hemos usado la relacion

v=— = dit=—
1 v



Potencia suministrada por la fuerza total Fy

La potencia de la fuerza
dK total es la derivada de ia
Qn | B == , A
dt energla cinética con

1especto al tiempo.

Esta relacion, que hemos demostrado ahora para una
particula en movimiento reetilineo, tendrd la misma
forma para el movimiente de una particula en un plano,
COMO Veremos.

La fuerza mofriz impulsa un auto con una

potencia constante P. Suponiendo que el auto parte del
reposo, describir su  movimiento. Despreciar la
resistencia del aire y suponer que no hay pérdidas per
friccién.

m
—_r
bt oo
o x Eje X

Fig. E19
Sea “m” la masa del vehiculo. De la relacién
P=Fyv

tenemos que la fuerza que acelera el vehiculo viene
dada por la expresidn

Notemos que esta fuerza no es constante, asi que /a
aceleracion no es constante. Calculemos la velocidad y
la aceleracién como funciones del tiempo,

De (27) tenemos que

Pdt=dK

Integrando esta relacién entre t = € y un lempo
indefinido “t”, y considerando que P es constante,

Pt= l v’
2

De aqui obtenemos
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v=CyT  donde czf%

La aceleraciéon la oblenemos derivando la velocidad
con respecto al tiempo:

o ©
Wt
Como vemnos, la velocidad anmenta y la aceleracion
disminuye conforme transcurre €l tiempo.
Respondamos ahora la  pregunta:  ;qué
distancia Ax necesita recorrer ¢l vehieulo para que su
velocidad aumente desdc ¢ hasta “v” bajo la potencia

constante P?
De la formula (27),

dK = Pdr
Poniendo aqui dK = mvdvy dt= dx/v tenemos
mv” dv =P dx

Integrando entre x = 0 y un valor x indefimido, corres-
pondientes a v =0 y un valor v indefinido tenemos

vazdv = Jde

de donde se obtiene

mv3

P

xX=

Por otra parte, el tiempo “t" necesario para
acelerar €] cuerpo desde v = 0 hasta “v" en un trayecto
de longitud “x” bajo una potencia constante P se puede
oblener integrando la relacion

dy = vdt =CJt di

desde x = 0 hasta *'x”. Resulta

NE

“={2c,
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10.5. Problemas

1. Desde una azotea se lanza verticalmente hacia abajo
una pelota, con una velocidad inicial de 6 m/s. La
altura de la azotea sobre el suelo es de 30 m. ;Con qué
velocidad llega la pelota al suelo? Reselver usande la
ecuacion de balance.

Resp. 25 m/3.

O] [ex
min

30 m

1]
L0

[ Piso

<Nota. En los problemas 2-4 incluya en W, el rabajo
de las fuerzas exclusivamente en la direccidn de
movimiento de la particula considerada. En el siguiente
capitulo haremos ver que ¢l peso y la normal, que son
perpendiculares a tal direccidn, no afectan los
resultados.>

2. Un bleque de masa m = 2 kg viaja sobre una mesa
horizontal lisa, sobre la cual se ha fijado un resorte de
constante k = 3200 N/m como se muestra en la figura.
iCon qué velocidad debe el bloque encontrar al resorte
para causarle una compresidn méxima de 70 ma?

Resp. 2.8 m/s.

-

[
7

3. Un bloque de masa m = 3 kg sale despedido de un
resorte de constante 8000 N/m, comprimido 120 mm. El

bloque, que se mueve sobre una superficie horizontal

lisa, pasa a comprimir otro resorte de constante 200
N/m. ;Cuanto vale la compresion mixira de ésic?
Resp. 240 mm,

Comprimido Normal

H}w@j ] |

4. Un bloque de masa m = 6 kg se suelta desde Ia
posicién “A” mostrada en la figura, en la que sufre [a
fuerza de un resorte de constante 2000 ¥/m,
comprimido 0.2 m. El resorte no estd pegado al bloque.
Existe friccidn bloque «» mesa, de coeficiente cinético
u = 0.2. Calcular la velocidad del bloque cuando llega
al punto “B”, a 0.5 m del punto de partida.

Resp. 3.62 m/=.

w3y

5. Inicialmente, un bloque de masa “m” estd en
equilibrio en el extremo de un resorte en Ssu
configuracién no deformada. Se desea comprimir el
resorte ‘“‘cuasiestaticamenle”, esto es, aplicandole al
bloque una fuerza F que en todo momento equilibre
justamente la fuerza del resorte. ;Qué trabajo efectia F
sobre el bloque cuando éste ha llegado hasta cierta
posicidn x? ;Qué nos dice la EBE W, = AK aplicada
al sistema {Bloque} entre x = 0 y x = valor arbitrario?
Suponer que la mesa horizontal es lisa.

Resp. (1/2)kx®, 0=0.

S X

6. Una persona mantiene un bloque de 3 kg de¢ masa
presionado contra un resorte de constante 4000 N/m, de
modo que la compresion sea 8y = 0.2 m (parte izquierda
de la figura). La persona retira subitamente la fuerza,
permitiendo que el bloque'se eleve. ;Hasta qué altura h
sobre el nivel de partida alcanza a subir el bloque?
Suponga que las masas del resorte vy de la tablilla fija a
£l son insignificantes.

Resp. 2.52 m.
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7. Se aplica al collarin de masa “m” una fuerza
constante “P” a o largo de una distancia “h”, tras la
eual desaparece la fuerza P. Calcular la velocidad con
la que el collarin regresa al punto mas bajo.

ft

L

Resp. v= ,ﬁ
m

8. Un conjunto Resorte—Bloque desciende con
velocidad constante “v" a lo largo de una guia lisa,
como se ve en la figura. Unos topes causan que el
extremo superior del resorte se dctenga sibitamente.
Calcular la deformactén adicional “s” del resorte
cuando et bloque se ha detenido.

:lv

=
e

Resp. Es la solucidn positiva de la ecuacion
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k52+4mgsﬁmv2=0
9. La fuerza total sobre una particula viene dada por
Falx)=- 35" + 85

{x en merros, F7 en newtons). Calcular el cambio de
energia cinética de la particula desde x = 0 m hasta
x=2m,

Resp. 24 J.

10. La energia cinérica de una particula como funcién
de la posicién es

1
K=§k(f12—x2)

donde A y k son constantes. ;Cual es la fuerza total
sobre ella como funcién de x7?

11. La posicién de una particula de masa “m” como
funcién del tiempo es

) =xpe bt
donde x; y b son constantes. Expresar la energia
cinélica en términos de la posicidn. Calcular el trabajo
de la fuerza (otal sobre la particula enne x = 0y x = L.

1
Resp. s mb? L1’

12. Una particula d¢ masa m sufre una fuerza atractiva

-
X

donde C es upa constante positiva. Demostrar que su
“velocidad de escape™ desde xp es

—_
1 iC
Ve =-—,[—
i, ¥m
13, Una particula estd sometida a una fuerza que
depende dnicamente de la posicion:
F=F(x)
Demostrar que si {a particula pasa dos o mas veces por

una misma posicidn x,. 1o hace con la nusma rapidez ¢n
cada caso.



3-28

{Sugerencia: aplique el leorema trabajo—energia
cinética al circuito desde x; hasta x;.)

14. La velocidad de una particula de masa 6 kg como

funcién del tiempo es (con “t” en segundos y “v” en
metros por segundo)

Wt = 4t

Calenlar la potencia de la fuerza total ent = 3 s.
Resp. 5184 w.

15. Un wineo de masa M impulsado por cohetes va a
deslizarse a partir del reposo sobre una pista horizontal
recta, con la que existe friccidn de coeficiente cinético
p. Suponiendo que los cohetes generan una fuerza
constante F, calcular la potencia suministrada por los
cohetes come funcién del tiempo. Suponga que el
sistema tiene masa constante vy desprecie la resistencia
del aire.

M
F
—_—
T
i
p. P FEIME)
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CAPITULO 11

TRABAJO EN EL. MOVIMIENTO PLLANO

Existe un teorema trabajo-energia cinética, o
lo que es lo mismo una ecuacién de balance de energia
para una particula en movimiento plano arbitrario. Esta
EBE tiene la misma forma matemitica que en una
dimensioén, o sea W,,, = AK. Sin embargo, cl trabajo de
una fuerza cuya direccion puede ser una cualquiera del
planc ya no se calcula con la férmula (7)-p?, pues ahora
la posicién de la particula ya no es solamente “x”, sino
una pareja (x, y). En esta seccidn daremos la expresion
més general del trabajo, la cual se reduce a la formula
citada si el movimiento es rectilineo.

Antes de presentar la EBE aplicable al
movimiento plano, hemos reunido en este capitulo todo
lo concerniente al trabajo de las fuerzas mas conunes.

11.1. Trayectoria recta y fuerza constante
Sea upa particula de masa m, sujeta a varias
fuerzas (Fig. 15).

Trayectoria
recta

Fig. 15

Supongamos que las fuerzas existentes sobre
la particula la hacen recorrer un camino recto en la
vida. Sea F una de estas fuerzas, que suponemos
constante. Sean r, y r, dos posiciones de la particula
sobre su trayectoria recta y sea Ar = r; — r el vector
desplazamiento entre ambas. He aqui la definicion del
trabajo en este caso:

Trabajo de una fuerza constanie en un
desplazamiento recto (Forma 1)

En términos de las magnmitudes F = |F| y d = |Ar|, y-del
dngulo 6 que forman F y Ar, el producto escalar de
estos vectores es

W=FdcosH
Notando que
Fcos 8= F

es la componente de F a lo largo de la direccién de Ar
(direccién de movirmuento o direccién “tangencial™ a la
trayectoria), podemos cscribir el trabajo (28a) en la
forma alternativa siguiente:

Trabajo de una fuerza constanie en un
desplazamiento recrte (Forma 2)

| F, es la componente de la
fuerza en la direccion del
desplazamiento, y "d" es la
magnitud de éste.

(28b) | W=Fd

F y Ar son los vectores

(28a) | W=FseAr fuerza y desplazamiento.

Se sigue de la definicién de trabajo que si F y
Ar {forman un dngulo agudo el trabajo es positive. Si
este angulo es obtuso el trabajo es negativo, y si €s un
angulo recto ¢l trabajo es nulo (Fig. 16).

f?f qfhmﬁff; {gwﬁr

o

W0 W< 0 w=0
Fig. 16

La nocién técnica de trabajo, huelga decirlo.
no corresponde a la idea del ciudadano comunr. Uno
puede sostener levantada una pesa de 30 kg durante 10
minutos ¥ sentit que efectud un gran trabajo. Sin
embargo, €] trabajo fisico (dc la fisica, no del
fisicoculturismo) no es lo mismo que sudar la yota
gorda. El pesista no efectud trahajo porque la pesa no
$€ movio.




3-30

Un collarin desciende aceleradamente
por una guia recta lisa en el campo gravitatorio de la
Tierra (Fig. E20). En su camino el collarin es refrepado
por una fuerza horizontal constante F, Calcular el
trabajo de la fuerza total sobre el collarin en un
desplazamiento Ar dirigido hacia abajo.

Fig. E20

Para 1dentificar la fuerza total hacemos el
diagrama de cuerpo libre.

Podemos aplicar cualquiera de las férmulas
(28a) o (28b). Apliquemos la segunda, # = F| d, donde
£, es la componente de cada fuerza en la direccion de
Ar (o sea hacia abajo del plano inclinado) y d = |Ar|.
Las diversas componentes “F|" son:

De la fuerza F, —Fcos?
Del peso “mg™ mg sen 8
De la normal N: 0

El trabajo total es entonces

W =-Fcos0-d+mgsenf-d

Un bloque de 6 kg baja por un plano

inclivado a 37°, con el que se genera friccién de
coeficiente cinético p = 0.3, El blogue estd atado a una
cuerda que pasa por una polea lisa en lo alto del plano y
remata en otro bloque de masa 2 kg. Calcular el trabajo
de la fuerza total sobre el bloque de 6 kg entre dos
posiciones que distan 0.8 m, como se ve en la Fig, E21.

El bloque considerado estd sujeto a las 4
fuerzas mostradas en la Fig. E21, que son todas
constantes. Nuestra primera larea consiste en calcular
estas fuerzas.

La aceleracién del sisterna, comio de ambos
blogues, es

m;gsen@—m,g—pmgcosh
a=

m; +m,

. m
Sustituyendo valores numéricos, @ = 0.212 — -

a

Ar

N

/«g mg

Fig. E21

El vector aceleracién apunta hacia abajo del plano.
Ya con la aceleracién es facil calcular las
fuerzas fy T. Tenemos

Peso: P=588N Tension: T=20N
Normmal: N=47N Friccidn: f=14nw

El desplazamiento Ar estd hacia abajo del plano
mmclinado y su magnitud es d = 0.8 m. Aplicaremos la
férmula # = F| d, donde F| es la componente de cada
fuerza hacia abajo del plano inclinado, y d = 0.8 m en
todos los casos.

He aqui el rabajo de cada fuerza, en joule:

El trabajo de la normal N es cero puesto que es
perpendicular al desplazamiento.

El trabajo de 1a tensidn es negativo:

~Td=-20(08)=-16 (T» Arv)
El trabajo de la friccidn es negativo:
- fd=-14(08)=-112 (f» Arv)

Finaimente, el trabajo del peso es positivo
(mgsenB)d =283 ((mg), v Arv¢)

El trabajo de la fuerza total es la suma de
todos estos trabajos,

Woq=0-16-11.2+2834=11 (3)



11.2. Trayectoria curva y fuerza constante

Las formulas (28a) y (28%) de ta pag. 29 son
aplicables también al caso en que la particula describe
una curva, como demostraremos mas adelante. En la
Fig. 17 se muestran las cantidades F, Ar, F, y d.

Trayectona A *_ F

O Origen

Fig.17.(W=FeaAr 6 W=F.)

Un pequefio collarin de 2 kg se hace

deslizar en un plano vertical a lo large de una guia
semicircular lisa de S m de radio mediante una fuerza
honzontal coustante de 40 newton. Calcular el trabajo
de la fuerza total sobre ¢l collarin entre las posiciones P
vy Q mostradas en la Fig, E22a.

Fig. E222

En lugar de usar la expresién W = F; d, que
requiere sacar las componenies de las fuerzas a lo largo
de la direccion de! desplazamiento, Ar = PQ, usaremos
la expresién vectorial W=TF e Ar, mas comoda en este
€aso.

Introduzcamos un sistema de ejes X = Y T
con su origen ¢n ¢l centro de la guia. Los veclores de
posicién de P y Q son, en metros,
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re=(5cos37° 5sen 37%) = (4, 3)

y ry = (~5sen20% 5 cos 20°) = (- 1.71,4.7)
El desplazamiento es entonces
Ar=rg-r,=(-37L 17} (m)

En cuanto a la fuerza total sobre el collarin, se compone
de las siguientes fucrzas:

e Lanormal N.

(La normal aqui es una fuerza de magnitud y
direccion variables, pero como no efectia frabajo no es
necesario dar su expresion vectorial)

¢ Elpeso ~-mgj=-19.6j=(0,-19.6) (N}
e Lafuerza constantc —401i={-40,0) )]

Estas fuerzas se muestran en e! DCL del collarin en la
Fig. E22b.

Fig. E22b

La fuerza que produce trabajo es entonces
F=(0.-19.6) +(-40,0) = (-40,-19.6) ()
y su trabajo es, por [a férmula W =F » Ar,
W o=(-40,- 19.6)=(1.7,-571) =
=—40(1.7)- 19.6(=5.71) =44 (joule)
Cuando la particula se mucve en una curva son

de mucba ulilidad los métodos vectoriales en el calculo
del trabajo.



Una fuerza constante de 112 ¥ actia

sobre una particula todo el camino entre dos puntos A y
B, como se muestra en la Fig. E23. Calcular el trabajo
de esta fucrza entre dichos puntos.

112N 33° !

Fig. E23

Tomemos cl sistema XY con su origen en A y
los ejes X y Y del modo estindar. Entonces,

F={- 112 sen 55° -112 cos 55°}
Ar=AB= (8.5, 6)
El trabajo es
FeAr=(-91.74, - 64.24) e (8.5, 6) =
=-1165.23 (3)

;Cuanto vale el trabajo de B a A7
;Cuanto vale el trabajo si la particula parte de A y
recorte una curva cerrada, terminando de vuelta cn A?

11.3. Trayectoria curva y fuerza variable
Ahora extenderemos ia definicién de trabajo al
caso general de movimiento a lo largo de curvas, bajo
fuerzas variables. Nos basaremos en Ja relacidn
W = F s Ar, valida para tramos rectos y fuerzas
constantes, y en los métodos del calculo integral.
Denotemos con “I'™ la trayectoria curva de la
particula considcrada, y sea de nuevo F una de las
fuerzas que actian sobre ella. Supondremos que:

*  Se conoce la trayectoria I
e [a fuerza F depende exclusivamente de
la posicion r.

Fig. 18

Consideremos un tramo curvo de I, comprendido entre
dos puntos A y B (Fig. 18). Marquemos sobre este
tramo una serie de N puntos “P;” {(con i = 1,2,..., N)
espaciados mds o menos uniformemente, haciendo
coincidir P, con A y Py, con B. Estos puntos determinan
un copjunto numeroso de segmentos de la curva, los
cuales supondremos tan pequefios que:

e Podamos considerarlos rectos, con buena aproxi-

macién.
e La fuerza F sea practicamente consiante en cada
segmento.

(Desplazamiento recto y fuerza constante?
Entonces vale (28a)-p29 y el trabajo realizado por F en
cl segmento representativo [Py, P; 4 ] es

Fiear; con Fi=F(r) y Ar=ry, -

Formemos la suma de todos estos trabajos,

N-I
ZFi *Ar;
i=l

Conforme N — w0 a la vez que JAr;[— 0 para toda i, esta
suma tiende a un valor determinado, que definiremos
como ¢l trabajo hecho por ¥ a lo largo de " entre A y
B. Este limite define a la vez una operacién de
integracién denominada integral de linea. Se simboliza
asi:

N-1

(29) rgi_r&;m .41, = _[:F-dr



3-33

Férmula general del trabajo

B
(30) W:LF-&

Formula general del trabajo en
coordenadas cartesianas

El trabajo efectuado por una fuerza F a lo largo de una
trayectoria I, entre dos puntos A y B, es la integral de
linea de Ja fuerza, a lo largo de T, desde A basta B.

8
31) W:LU§M+@@)

Visualizamos el integrando F » dr como el
trabajillo “6W™ hecho por F en el desplazamientiilo dr,
y la integral como la suma de trabajillos semejantes. El
trabajo (30) también goza de las propiedades de
distributividad y aditividad mencionadas en la pagina 7
en relacién con el movimiento rectilineo.

Dado que la integral (30) contiene vectores, se
puede evaluar en cualquier sislema de coordenadas. Lo
haremos para los sistemas mds comunes, el cartesiano y
el polar. Supondremos que la fuerza F, o campo de
fuerzas, depende en general de la posicidn.

11.4. Calculo de la integral del trabajo
en coordenadas cartesianas.
En coordenadas cartesianas la expresion
general de una fuerza variable, o campo de fuerzas que
depende de la posicidn (x, ), s

F(x, ¥) = Fy(x, ) i + Fyfx, ) ]

Por otra parte, el desplazamiento infinitesimal dr viene
dado por

dr=dxi+dyj

de tal manera que e] producto escalar F e dr es
Foedr=F(xy)dc+Fx y) dy

o abreviadamente
Fedr=F dx+F,dy

donde se sobreentiende que las componentes Fy, y £
dependende x v y.

Entonces la integral del trabajo en
coordenadas cartesianas queda en la siguiente forma
general:

Para evaluar la integral (31) hay que hacer lo
siguiente:
1. Sustituir en ella las expresiones de F, y F, como
funciones de (x, y), quedando

B B
32) W=Lﬂ@ww+Lﬂmﬁ®

2. Usando la ecuacién de la trayectoria, cuva forma
€3

y=r )

expresar y en términos de x en las integrales de
{32). Sustituir también dy por

' , d

e (S=E

dx

3. {Queda asi x como uUmca variable de integracion,
por lo que los limites de integracion simbdlicos A
y B en {32) se sustituyen por las abscisas x, y xp

de los puutos limites.

4. Efcctuar la integracién sobre la variable x.

Una particula se halla sometida a un

campo de fuerzas F que depende de la posicién (x, y)
segun la ley

Flx, y) = 10{-y i+ xj)

Calcular ¢l trabajo reahizado por la fuerza F entre los

puntos (0, 0 v (2, 4), a lo large de

(a) La pardbola y = s

(b) Larectay = 2x.

{c) El segmento del Eje X desde x = 0 hasta x = 2, y

luego el segmento del Eje Y desde y = 0 hasta v = 4,

{(d) La circunferencia de radio 5 y centro en el origen.
Démonos una idea grafica del campo.

Notamos que la fuerza en un punto arbiwario es perpen-

dicular al vector de posicidn respectivo, va quc

Fer=10{—yi~xile{xi+yj)=10(-pxr~xp)=0
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Entonces las lineas de fuerza del campo son
circunferencias con centro en el origen de coordenadas,
como vemos en la Fig. E24a.

JKY

(=

/

[ (A X,

VLA '

Fig. E24a

Notemos ademas que la magnitud de F es
proporcional a la de] vector de posicion r:

(1) F=H0{-yi+xj)|=10Jx? +y? =101
En la Fig. E24b se muestran las trayectorias en los

casos (a), (b) vy (e).

Y 29

y=2x\

(D,[D /, X-_
!\_}7=D ”

Fig E23b

Poniendo ¢n la férmula (31) las expresiones
Fy=-10y y F,=10x

obtenemos la integral a calcular:

B B
(2) W= L(Fx de+F, dy)=10L(—ydx+xdy)

(a) Parabola y =5

De la ecuacién de la pardbola tenemos
y= x y  dy=2xdx
Sustituyéndolos en la integral (12} queda

2 2
W=10- J’ (=x? dx+x - 2xdx) =10- _[)x‘-* dx=%
0

(Como la integral queda sélo-sobre la varable x, los
limites son los valores extremos de x, 0 sean 0y 2.)

{(bYRecta v = 2x.
Anilogamente, poniendo y = 2x y dy = 2dx
en la integral (12),

W =10- J'(—zxdﬂzxdx):o
0

El campo no hace trabajo a lo largo de Ja recta.
Esto es facil de entender, puesto que en todo punto de
la recta F y dr son perpendiculares, de donde el
producto F e dr es nulo idénticamente, y entonces

J-FOdr =0.

(¢) Segmentos ligados del Ele X v el Eje Y.

En el segmento horizontal de x =0 ax =2
tenemos ¥ = 0 y dy = 0, de modo que el integrando en
(12)es

10 (—pdx +xdy}=10(-0 -dx+x-0)=0

y la integral es cero en este tramo. En el tramo vertical
de y=0ay =4 tenemos x = 2, dx = 0 y el integrando
cn (r2) se vuelve 10 (—ydx +xdy} = 10 (—y - 0+ 2 dy) =
20 dy. Entonces

W= EZO dy = 80
(d) Circunferencia de radio 5 v centro en el origen.

Podriameos usar aqui la ecuacién de la circun-
ferencia de radio 5, y obtener la diferencial de y,

y=v25-x2 dy = ——, etc.



Sin embargo, hay un método mas facil, basado en que a
lo largo de todo el circulo los vectores F y dr son
paralelos; y Ja magnitud de F (dada por (rl)) es
constante (Fig. E24c).

X

G

Fig. E24c

Entonces ¢l producto escalar F = dr se vuelve
simplemente ¢l producto de las magnitudes de F y dr,
denotadas con F y ds respectivamente:

Fedr=Fds

y la integral general del trabajo da
W= [Fedr= [Fas=F [ds=F2m

{Sc sacé F de la mtegral ya que F = 10r y es constante
sobre ¢l circulo, Por otra parte, la integral de “‘ds” sobre
el circulo es la suma de las longitudes de todos los dr 's
dispuestos a lo largo de la circunfe-rencia, o sea la
longitud de la misma, 2n r. El trabajo es entonces

W = 20ar’ o bien

W=500n

Como vemos en este ejerplo, el trabajo es
distinto a lo largo de las 4 trayectorias consideradas.

11.5. Fuerzas conservativas

La integral general del tabajo se cvaiva a lo
largo de una trayectoria dada ['. Ahora bien, exislen
eampos de fuerzas F(x, y) cuyo trabajo entre dos puctos
dados es independiente de la cuwrva que enlace ambos
puntos. Esta clase de campos juega un papel muy
importante en el desarrollo del concepto de energia. Se
denominan campos (o fuerias) conservativos.

El campo F = — y i + x j que consideramos ¢n
el ejemplo anterior no es conservativo, puesto que los
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trabajos resultaron distintos para distintas trayectorias.

Hay muchas clases de campos conservativos.
Una clase de campos tales es la que se expresa como
sigue:

(33)  Fla»=hlx)i+el)]

La componente X dei carnpo depende sotamente de x, y
la componente Y solamente de y, a través de las
funciones A(") y g(-), respectivamente:

(34)  Fy=h(x) Fy=g()

Veamoslo. Sea y = f(x) la ecuacién de la trayectoria

de integracién 7. Susntuyamos en la integral (31)-p33
las expresiones (34). Obtenemos

65) W= [0avr g

Conforme al método que dimoes, el siguiente paso seria
sustituir y por f(x) y dy por / '(x) dx. Sin embargo,
no hay necesidad de hacerlo, puesio que la integral {(35)
se puede evaluar tal como esta, en la forma

@6) W= jf h(x)dx + L’I g(y)dy

En otras palabras, la trayectoria de integracion y =/ {x)
no se necesita. No interviene para nada en el calculo, de
lal manera que el trabajo es independiente de la
trayectoria. Esto demuesira que el eampo considerado
es conservativo.

Por ejemplo, este campo es de la forma (33):

F=3x"0i-2)]
Tenemos aqui £ = A(x) = 32* y £ =g() =-2° El

trabajo de este campo a lu largy de cualguier trayec-
toria entre dos puntos (x, ¥,) ¥ (x,, y4) es, de (36),

W= '[” 3l dr+ I” (=2y*)dy
£ Xl

1
= W=x" x*-— + —y
3 I 2% 2



3-36

Como vemos, el trabajo depende solamente de los
puntos terminales (xy, ¥y} v {(x3, y7).

Para un campe de fuerzas conservative el
trabajo entre dos puntos cualesquiera no
depende de la trayectoria de integracién, sino
(37) | exclusivamente de las coordenadas de los puntos
limites de integracion. En simbolos:

B
W= [ Fedr = funcion de (x,, yp Xp, ¥o)
A

Més adelante volveremos a las propiedades de
los campos conservativos. Por shora pasaremos a
calcular trabajos de algunas fuerzas comunes.

No todos los trabajos los calcularemos
aplicando directamente la férmula general. Para las
fuerzas mdas comunes existen atajos en el calculo del
trabajo. como veremos.

11.6. Galeria de trabajos.
Primeramente demostraremos que la férmula

[(282)] W=FeAr

que definc el trabajo de una fuerza constante sobre una
particula que se mueve en linea recta, sirve también
para cuando la particula describe una rayectoria curva
bajo fuerza constante, cosa quc ya usamos en Jos
ejemplos 22 y 23 en las pags. 31 y 32).

Trabajo de una fucrza constante.
Sila fuerza F es constante sus componentes 5,

y F, son constantcs y podemos sacarlas de Ja integral
del trabajo:

B L XA YA
W=J-(de,t+Fydy)=l-xJ. de+Fy [ dy
A A YA

Obtenemos asi
(38) W=Fx(xB—xA)+Fy (vg ~va)=F e Ar

donde Ar = ry —r, =(x; —x, )i + {5~ y,) j &5 €l
desplazamiento entr¢ los puntos A y B, QED.

Como vemos en (38}, el trabajo en este caso
depende solamente de los puntos terminales A y B, por
lo que

Un campo de fucrzas constante es conservativo

Trabajo del peso.
La fuerza comstante mas importante es, por

supuesto, el “peso mg”. Si dirigimos el eje vertical Y
hacia arriba, podemos escrbir vectorialmente el peso P
en la forma

P=-mgj
Calculemos el trabajo del peso sobre una

particula que describe una trayectonia arbitraria I" entre
dos puntos A(x,, ¥,) y B(xg, yg) (Véase la Fig. 19}.

by

¥

Fig. 19

Ponicndo Ar = Ax i+ Ay j y usando la férmula
(38} o la (28a)-p29 tcnemos

W=Fear=(-mgj)e(Axi+ayj)
= W=-mg Ay

donde Ay = yp - ya.
Definiendo h = |Ay|, 0 sea h = desnivel vertical
entre los puntos A y B, tenemos entonees

Trabajo del peso "mg"

W= —mg Ay h = distancia que e] cuerpo
sube o baja.
9 Signo "+’ si el cuerpo
W=1mgh baja, *-" si sube.

Note que esta expresidén lienc la misma forma
que la del trabajo del peso en el movimiento rectilineo.

El peso es una fuerza conservafiva




Trabajo de la fuerza normal de contacto
entre dos superficies.

Como su nombre lo indica, la fuerza normal
siempre es perpendicular a la direcciéon de movimiento
de la particula, por lo que el trabajo de esta fuerza es
cero en todos los casos.

En la Fig. 20 tenemos un movimiento en el
que la normal N es una fuerza variable en magnitud y
direccién. De todas maneras en todo punto s¢ cumple
N e dr =0, de donde W =0.

Fig. 20
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S$ila magnitud de la friccion es constante, su trabajo es
W= [redr=-[fas=-f [ds

Ahora bien, la integral de “ds” es la suma de las
magnitudes de todos los desplazamientos “dr”, la cual
es igual a la longitud de la trayectoria entre los punios
limites de integracidn. Asi pues,

Trabajo de la friccién de magnitud constante

(@1 | w=-fL

f es la magnitud de la friccion y L es la longitud del
camino recorrido bajo la accidn de la friccion. La
superficie sobre la que se desliza el cuerpo ¢sta fija.

Trabajo de )a fuerza normal N

El trabajo de la friccion siempre es negativo, y
depende del eamine, puesto que a distintos caminos T,
y I'; corresponden en general distintas longitudes (Ver

Fig. 21). Por lo tanto,

N puede tener magnirud
constante o variable. La
superficie sobre la que se
desliza el cuerpo esta fija.

(40) =0

La friccion es una fuerza no-conservativa

Trabajo de una fuerza de friccion de mapnitud
constante.

La friccidn f es una fuerza que en todas partes
apunta contra la direccién de movimiento, es decir, f y
dr forman un dngulo de 180° y su producto escalar es

fodr=—fds (£=1), ds = |dr])

Fig. 21. {Plano horizontal}

En el ¢jemplo de la Fig. 20 fa normal es una
fuerza variable y también lo serd la friccion, habida
cuenta dc la relacion de proporcionalidad f = puN. En
este caso el trabajo de la friccion no es (41), para
calcularlo habria que obtener la friccién como funcidn
de la posicién y efecruar la integral correspondiente.

Examinando las formulas de los trabajos del
peso, la normal y la friceion, advertimos que tienen la
misma forma que las correspondientes al movimiento
rectilineo. Lo mismo ocwmird con el trabajo de un
resorte, como veremos mas adelante.

Trabajo de |a fuerza de tension constante de un cable,

Observe la Fig. 22. El bloque es jalado por un
eable que pasa por un pemo liso, cambiando de
direccion, Del extremo C del cable se jala con una
fuerza de magnitud constante T (misma cosa que la
tensién de! cable), que provoea que cl bloque se
desplace sobre una mesa horizontal. £n esta mcsa se
fija un eje X como se ve. Se desca obtener el trabajo
rcalizado por la cuerda sobre el bloque tras un cicrto
desplazamiento Ax del musmo.
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Perno fijo
y hso

Fig. 22

En la integral general del trabajo, W = fF e dr,
sustituyamos la siguiente expresion de T(x):

F=T=TcosPBi+Tsenfj
dr=dxi
El integrando se reduce a

Tedr=Tcospdx

X
= w= [ Tcos B-dx {B vy x variables)
x|

Notando que

D-x d /] _
COSB=———-m=—E( {D_x)z +h2J =

dL

dx

donde L(x) es la longitud del pedazo “hipotemisico™ de
cuerda comnprendido entre el punto de sujecidén al
bloque y el pemo, tendremos

Pl

W=-T =-T(L,-L)

Xl

Pero L; -~ L, = AL es la longitud de cuerda cobrada
desde el extremo C, donde estd aplicada la fuerza
externa al cable. El resultado no depende de como se
desplace C. Tampoco se altera si en Jugar del perno esta
una polea lisa.

Trabajo de un cable inextensible
cuva tension T es constante

Al es la longitud de cuerda
cobrada desde el extremo
desde donde se jala la
cuerda. Este extremo puede
MOVErse €n Una curva,

@42 | w=-TaL

Debemos tener cuidado al aplicar la expresion
(42), pues existen muchas situaciones donde la tension
no tiene magnitud constante (como por ejemplo en los
sistema de las Figs. 25, 26 y 27 en la pagina siguiente).

Las tensioncs son fuerzas que no incluiremos
en la clasificacion de eonservativas o no-conservativas,
por razones que expondremos posteriormente.

11.7. Trabajo de fuerzas restrictivas en
sistermas conectados

Considere dos particulas m; y m;, unidas por
una varilla recta, rigida y de masa insignificante, como
en la Fig. 23, La varilla ejerce fuerzas de tensidn o
compresion dirigidas a lo targo de la misma. Deseamos
calcular el trabajo de ambas fuerzas de tension (o
compresion) sobre las masas durante un desplaza-
miento arbitrario de la mancuerna.

Fig. 23

En virtud de que la varilla es rigida, las particulas m, y
my no pueden acercarse ni alejarse a lo largo de la linea
que las une (la varilla). Esto se traduce en que las
particulas se desplazan lo mismo a lo largo de la
direccién de la varilla, y por ende las velocidades vy y
v, de las particulas deben tener la misma componente a
lo largo de la varilla, es decir,

Yir = ¥ar




Fig. 24

Se sigue que tos desplazamientos de m; y my
correspondientes a un corto lapso dt son vectores cuyas
componentes vectoriales (dr)) y (drp), alo largo de
la varilla son iguales (Fig. 24). Por otra parte, dado que
la varilla no tiene masa, las fuerzas de tensidén que
ejerce sobre m; y my son iguales y opuestas.

Por lo tanto, el trabajo realizado por T sobre
m; es el negativo del que realiza -T sobre my, de tal
manera que el trabajo total es cero.

Situaciones analogas de trabajo total nulo se
presenlan em otros sislemas cuyos cuerpos estan
conectados entre si por cuerdas. Eche un vistazo a los
de las Figs. 25 y 26.

my

Fig. 25

Fig. 26

Demostrémoslo.

En el sistema de la Fig. 25 ambos bloques
tienen la misma velocidad a todo wstante, por Jo que
también sus desplazamientos son iguales. Para el
bloque que se desliza sobre la mesa la tension y el
desplazamiento tienen direcciones iguales; para el ofro
bloque tienen direcciones ¢ontrarias. Por lo tanto, el
trabajo de ambas fuerzas de tensidn es nulo.
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En cuanto al sistema de la Fig. 26,
comparemos los desplazamientos y las tensiones sobre
el blogue m, y €l conjunto {Polea mévil + blogue my}.
Sobre el primero actia la lensién T y sobre el conjunto
actia 2T, pero et desplazamiento de éste es la mitad del
desplazamiento de aquel, Nuevarnente se deduce que el
trabajo de las tensiones es nulo.

Consideremos ahora el sistema ilustrado en la
Fig. 27.

El sistema tiene semejanza con ¢l de la Fig.
22. Sin embargo, en el caso presente no se jala de la
cuerda con fuerza constante: la tensidn de la cuerda
varia conforme el bloque de la derecha cae.

Polea fija
v cos § b
P atENg e
A
a
Vo

Fig. 27

I.a relacion entre las velocidades de ambos
bloques se saca de la siguiente observacidn: como la
cuerda es inextensible, las velocidades de los extremos
“a” y “b” deben tener la misma componente a /o fargo
de la cuerda, Estas velocidades comciden con las de los
bloques a que estdn atados dichos extremos. Tenemos

asi que

(43) vy cos 0 =vy

Debido a esta relacidn los extremos a y b se desplazan
lo mismo en la direccién de la cuerda, que es la linea de
accidn de las fuerzas de tensién sobre los bloques, asi
que el trabajo de ambas fuerzas de tensidn es cero.

11.8, Fuerzas activas y diagrama dec fucrzas
activas

Llamaremos fuerzas activas a aquellas que
realizan trabajo cuando ¢l sisterna fisico se desplaza. La
fuerza normal N y las parejas de fuerzas de tension
debidas a cables inextensibles o de tensidn/compresion
debidas a wvarillas ligeras en sus cxtremos no son
fuerzas activas.
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El diagrama de fuerzas activas (DFA) de un
sistema es un bosquejo del sistema que muesira todas
las fuerzas activas sobre el mismo (naturalmente se
excluyen, al igual que en el DCL, las fuerzas internas
en el sisterna). Usaremos los DFA's en el Capitulo 13.

11.9. Calculo de la integral del trabajo
en coordenadas polares

La expresion general de una fuerza variable en
coordenadas polares es

F(r’ 6) =Fr (l', e) € +Fe (].7 e) EO
0 bien F=F.et+Fye,

£s decir, tanto la componente radial &) como la angular
F5 dependen en general de la posicién (r, 9). Por otra
parte, el desplazamiento vectorial infinitesirmal en
coordenadas polares es

dr=dre+rdbeg
Entonces
Fedr=F(r,6)dr+ Fp(r,0)rdb

y la integral general del trabajo queda en la forma

11.10. Campos de fuerzas centrales

Un campo de fuerzas es central si ia fuerza del
campo depende solamente de la distancia “r” a un
punto fjo O, denominado el centro de fuerzas, y se
dirige en todo punto a lo largo de la recta radial desde
O (Fig. 28). En el centro de fuerzas conviene colocar el
polo de un sisterma de coordenadas polares (r, 8), con
base ortonormal [e,, ). La expresién matematica de

toda fuerza central en esta base es

Expresidn general de una fuerza central en la base
polar

45) | F()=F(0) e

| Férmula general del trabajo en coordenadas polares

|

B
(44) W=f(ﬁm+ﬁ-um
A

Al igual que en el caso de coordenadas
polares, la integral (44) es una suma de dos integrales,
cn las que figuran en general las dos variables de
integracion r y 8. Para expresarlas en términos de una
séla variable de integracién empleamos la ecuacidn de
la trayectona de integracidn, la cual es una curva cuya
ecuacion tiene la forma

r=r1{9) (dr=r'{8)d8)

Sin embargo, en este mdédulo nos limitareros
a fuerzas que dependen sélo de la coordenada "r". Se
tratan en el siguiente Apartado.

e, es el vector unitario radial y £(r) es [a componente
radial (unica) de la fuerza F.

€

Centro de L
fuerzas . "\'é
- ==l - -

Trayectoria
Fig. 28
Poniendo F, = F(r) y Fg = 0 en la férmula

general (44) obtenemos una férmula para el trabajo de
un ¢campo central:

Trabajo de un campo de fuerzas central, entre las
posiciones r; y r¢

(46) W:PF@&

F(1) es la componente radial {dnica) de la fuerza F y el
| centro de fuerzas esta fijo.

Se advierte que la integral (46) se puede
evaluar tal como estd, sin necesidad de emplear ‘la
ecuacion de la trayectoria de integracidn, Es decir,

I (47 | Toda fuerza central es conservativa




Ejemplos de fucrzas centrales importantes son
la ejercida por un resortc elastico lineal, la fuerza del
campo gravitatorio de una masa puntual, y la fuerza del
campo electrostatico de una carga puntual.

Trabajo de un resorte eldstico linea).

En la Fig. 29 se representa una particula que se
mueve a lo largo de cierta trayectoria I'. La particula
estd fija a un resorte de constante elastica “k™, y ¢l otro
extremo del resorte estd fijo al origen O. En un punto
general A, el vector de posicidn de la particula es “r”,
El vector unitanio radial en A es e, y ry es un vector de
magnitud constante, igual a la longitud natural del
resorte, “ry”, y de direccion variable, hacia la posicidn
corriente de la particula.

Favor de comprobar que la fuerza del resorte
es en magnitud y direccidn

F=-k(r-ry
o bien,
(48) F=—k{r—rge

yaquer =re y Iry=rye. Notemos quer—1gesla
deformacién del resorte.

S Y /e'
A
Trayectoria [ o dr
’ B
Iy /
X
Q
Fig. 29

Como vemos en {48), la fuerza elastica es una
fuerza central cuya componente radial es

Fry=%(r—r1g)

Su trabajo entre dos posiciones ry y r; vienc dado
entonces por la formula (46) en la forma

W= I: Fr)dr = -k j: (r—rp)dr

3-4]

1
= W= % k(l'z - r0)2 + E k(l’l - f0)2

Introduciendo tas elongaciones
by=n-rg Y 8=, 1o

correspondientes a las posiciones ry y r; resuita

Trabajo de un resorte lineal

k es la rgidez del
resorte, y

1 -2

W=_ -
(49) > k A(D%) o ,
A8} = 8" - §)

| (50) | La fuerza de un resorte lineal es conservativa

Un collarin insertado en una guia lisa, v

cuyo peso es 30 N, cs jalado por medio de un cable
inextensible con una fuerza constante de 900 N como se
ve en la Fig. E25a. El collarin estd sujeto a un resorte
de constante 4000 N/m, que esta inextendido ¥y
horizontal en la situacién inicial. Calcular el trabajo
realizade por la fuerza total sobre ¢l collarin cuando
éste sube una distancia de 0.8 m.

SO0 N

Fig. E25a

Las fuerzas actuantes sobre el collarin son su
peso, la normal de la guia, la tension del cable y la
fuerza del resorte. Para calcular el trabajo de las ultimas
dos debemos calcular la deformacién del reserte en la
situacidn final y la distancia que se mueve el extremo
de la cuerda donde esta aplicada la fuerza de 900 ~.

La longitud final del resorte se saca del
triangulo rectdngulo de catetos 0.9 my 0.8 m, y vale

V0.9)7 +(0.8)7 = 1.2 (m)
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por lo que la deformacion final vale

5r=12m-09m=03m

Ahora calcularemos la
diferencia de longifudes
L, - L,, mostrada en Ia
Fig. E25b. La longitud
L, se saca a partir del
angulo de 60° y el lado
de 0.6 m, en la forma
08m
0.6 =1L, sen 30°

= Li=llm

Ahora, por la ley de los
COSENOS tenemos

L,= f12% vog8? —-2(1.2)(0.8)cos 30° =

= 0.64 (m)

Los trabajos son entonces:

Wpeso =—30x08=-24 (1)

Normal:

WNOl':O
Resorte:

Wies = - % Kk 8¢ =— 0.5 (4000) (0.3)* =
=~ 180 (J)

Cabte (o fuerza de 900 N):

Weaple =— T AL = =900 x (0.64 - 1.2} =
=504 (7)
(Se us¢ aqui la formula {42)-p3g.}

El wabajo de la fuerza total sobre el collarin s

Woy=—247- 1803+ 504 3=3007

11.11. Trabajo de las fuerzas de interaccién
centrales entre dos particulas

La importancia de las fuerzas centrales estriba
en que las fuerzas gravitatoria y eléciriea entre dos
particulas son centrales, por lo cual se entiende ahora
que su linea de accion es la linea acrual que une las
particulas, y que su magnitud depende solamente de la
distancia entre ambas. ;Doénde quedd el centro de
fuerzas en este caso? No cabe hablar de €l, pues ambas
particulas estin en movimiento en general y no existe
un centro dc fuerzas fijo.

Uno puede preguntarse cudl es el trabajo qué
realiza sobre una de las particulas la fuerza que le
gjerce la otra. Pero serd de mas utilidad calcular el
txabajo que realizan ambas fuerzas de interaccion sobre
una y otra particula. Con este fin tracemos la Fig. 30,
que incluye las fuerzas accidn-reacciéon F y — F, los
radiovectores ry y r, relativos a un referencial inercial,

y el vector separacidn r entre ambas particulas.

m,y

Fig. 30

<Nota. Si denotamos la fuerza sobre una de las dos
particulas con “F”, entonces la fuerza sobre la otra serd
autormaticamente “— F”. Para evitar errores de signo al
calcular frabajos tome en cuenta esta regla:

“"La particula sobre la que actia la F tiene
vector de posicién (relativo) r, el cual se mide desde la
olta panticula".>

Imaginemos desplazamientos arbitrarios de m,
y my, denotando respectivamente con dry y dry sus
desplazamientos infinitesimales. En la eleccién de la
Fig. 30, ¥ trabaja sobre m; y —F sobre m|, y el trabajo
conjunto es

W= J’F-dr2+ j(—F)-drl
r, 0



donde la primera integral se evahia a lo largo de la tra-
vectonia I'; de my, ¥ la segunda a lo largo de la
correspondiente [).

Se puede demostrar que este trabajo se puede
poner también en términos del vector “r” en la forma

(51a) W= J'F.dr

donde la trayectoria de integracion es la trayectora de
m; vista desde un sistema donde m, estd en reposo.
<Nota. Si bien la férmula (51a) tiene la misma forma
que la expresion general del trabajo, ecuacidn (30)-p33,
su interpretacion fisica es ofra.>

La integral (51a) es facil de evaluar si conside-
ramos que dr es el desplazamiento de m;, relativo a un
sistema de coordenadas fijo en my, de tal modo que la

expresion (51a) se puede enunciar también asi:

El trabajo de las fuerzas centrales accion-
regccion en un sistema de dos particulas se
puede calcular suponiendo fija ura de elias y
calculando el trabajo realizado sobre lu
particula movil por la fuerza debida a lo
particula fija.

(51b)

Ahora bien, si imaginamos fija una de las
particulas, la podemos ver como un centro de fuerzas
fijo, y como la fuerza es central caemos en el caso de la
férmula (46)-pa0. Se sigue:

Trabajo de ambas fuerzas accién-reacciéon de un
sistema de dos particulas con interaccién central

(52) W = rrF(r)dr t'r'j es a'qui la distancia
r5 mterparticulas.

<Nota. Cabe aqui el mismo comentario que hicimos en
la nota anterior: aunque la expresidn (52) es idéntica a
la (46)-pa0, Ia interpretacion es distinla.>

Notemos que existen muchas configuraciones

distintas correspondientes a una misma distancia
interparticulas r,. El trabajo depende solamente de las

distancias r; y ry, no de las orientaciones del sisteina de
dos particulas.

Como aplicacién de (52) calcularemos ¢l
trabajo  realizado por dos fuerzas centrales

fundamentales: la fuerza gravitatoria entre dos
particulas de masas m; y m,, v [a fuerza eléctrica entre

dos cargas puntuales g, ¥ ¢-.
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Sus expresiones matematicas son

Fuerza pravitatoria entre dos masas puntuales
Gmm
RELY IR

(53a) | F=-

my
Fig. 31
! Fuerza eléctrica entre dos cargas puntuales 1
(53b) | F= q'—qzz .
(dmeg)r

Fig. 32

La Fig. 32 corresponde a fuerza eléctrica
repulsiva{q, >0y g, >0obieng, <0y g, < 0),

Queremos calcutar en cada caso el trabajo
realizado por las dos fuerzas accién-reaccién F y -F,
entre dos configuraciones en las que las disltancias
interparticulas son 1y Y T.

La fuerza £(1) es en cada caso el factor de e,

en las expresiones (53a) v (53b), 0 sea

Gmym, _ a2
—————rz F(ry=—"+—

£(r) = 5
(4meg)r®

Entonces ¢l trabajo de las fuerzas gravitalorias
my < my es, por (52),

rd [ 1
W =-Gmm, J- —ZE = Gmymy; L 1
or

\r Iy J
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y el trabajo de las fuerzas eléctricas g, « g, es:

wo Dbz [FA_ a4 [1_1
4mmg ro r2 drmy

Notemos gue los trabajos de estas fuerzas,
desde configuraciones en que las particulas estan
infinitamente separadas hasta alguna configuracién

donde la distancia interparticulas es “I”, no es infinito,
stno

. Gmymy

(54a) W (Trabajo gravitatorto © — 1)

(54b) W =92

{Trabajo eléctrico 0 — 1)
4Ameqr

El trabajo desde <« a “r” de la fuerza de atraccion
gravitatoria siempre es positivo. El eléctrico tiene un
signe que depende de los signos de las cargas. Si la
fuerza eléctrica es de atraccién ¢l trabajo eléctrico es
positivo, y si es de repulsion es negativo.

Dos bloques de masas m, = 10 kg y m, =

6 kg estin unidos a los extremos de un resorte de
constante k = 800 N/m, que inicialmente tiene una
contraccion de 0.25 m. Se rompe el hilo que mantiene al
resorte compriumnido. Caleular el trabajo de las fuerzas
que ejerce el resorte sobre los blogues desde la
situacion inicial hasta que la deformacién del resorte es
una clongaeién de 0,1 m.

N
10 kg B0~ kg

= .

AN

§;=-025m

Fig. E26

Aunque las fuerzas que ejerce ¢l resorte sobre
los bloques no son de accidén-reaccién, si son fuerzas de
magnitudes igrales y direcciones opuestas. Adaptando
las ideas que llevaron a (52) tenemos entonces

W—‘——%— KA(8%) =— 0.5 - 800 (0.1%- 0.25%) =21 (3)

*11.12. Mas sobre las fuerzas conservativas
Hemos visto que la integral del trabajo,

W=J':F-dr

depende en general de:

e Las coordenadas (x,, ¥4) ¥ {*g, ¥n) de los puntos
limites de infegracidn, y también de:
e La ecuacién de la trayectoria de integracidn,

y=yx).

Sin embargo, como sabemos, existen fuerzas
para las cuales el trabajo es independiente de la
trayectoria, !as llamadas fuerzas conservativas. Para
esta clase de fuerzas la integral del trabajo sigue
dependiendo, por supuesto, de las coordenadas (x4, yA)
y (xg. yp) (Consulte la ec. (37)-p36). Dicho de otra
manera, el trabajo es una funcién de dos puntos, A y B.
Ahora bien, si fijamos uno de los puntos, digamos A, ¥y
vemos el punto B como un punto variable con
coordenadas (x, y), entonces la expresion del trabajo
scra funcion de un solo punto (x, ¥). De esta manera
podemos asociar con cada fuerza conservativa F una
Juncion de punto (o funcion de la posicién) ¢{x, y).

Demos un ejemplo. Consideremos la siguiente
fuerza conservativa:

(55)  Fxyy=3i-y]
{es de la forma (33)-p3s). El trabajo de esta fuerza entre,

digamos, el punto fijo {2, 1) y el punto variable {x, y), a
lo largo de cualquier trayectoria entre ambos, es

{x,p)
x ¥
W= I(3x2 C]Jc—y3 dy) = L?uxz dx— 'L y3 dy
2,1y
Obtenemos

s6) Wl - (x)]= %(4::3 —yt -3

o bien
(572)  W[2D) > (x, y)]=@(x, )

con

(57b) @(x,y)sﬁmx%y“—al)



Reiteramos que (57a,b) da el trabajo de Ia
fuerza particular (55) entre el punto fijo (2, 1) (llamado
punto de referencia) y el punto arbitrario (x, ¥). Por
¢jemplo, el trabajo entre los puntos (2, 1) v (S5, - 3)
seria igual, conx =5 y y=-3,a

1
W=o(5,-3) = (457 = (-3)* -3 =97
.Y st quisiéramos evaluar el irabajo entre dos
puntos cualesquiera, digamos (-3, 6) y (7, - 2)?

Podriamos hacerlo aplicando un par de
propiedades de la operacién de integracion, a saber,

B p B B A
RS R
A A P A B
Combinandolas tenemos
B A B
= - +
'[A .[P .[P
o bien, en notacion obvia,
(58) WA —» B]=- WP -5 A)] + WP — B]

que se puede poner {ver ec. (57a)):
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El trabajo de una fuerza conservativa F(x, y),
entrc dos puntos cualesquiera (xy, ¥)) ¥
{xq, ¥2), se puede poner en la forma

(60D} (xy, y1) = (3, 1) = Ap =
= @lxy, ¥2) — (x|, )’1)

La funcién "¢" asociada a la fuerza
conservativa F(x, y) la llamaremos funcion

_potencial del campo.

{(59) WA — B]=-¢(A) +o(B) = Ao

Notermnos que la referencia al punto fijo (2, 1) ha
desaparecido en la ecuactdn (59), la cual es vilida
independientemente del punto fijo que se escoja.

De acuerdo con (59), entonces, el trabajo entre
(-3,6)y{7,-2)es

WI-3,6)—» (7,-D]=0(7,-2) - 0(-3,6) =
R P A . PP s SIPY B

7@ 7 (D) 3D (47 6" =31
=-27.5

Resumamos la discusién anterior en eslos
cuadros:

El trabajo de una fuerza conservativa F(x, y).
entre un punto de referencia fijo (xp, ¥p) ¥ ud

punto variable (x, y), es una funcién de la
posicién:

(60a)

W(xg, yo) = {6 )1 =9 (x,3)

Hay un par de interrogantes que debemos
atender en relacion con las fuerzas conservativas:

o ;Existe algun criterio simple para averiguar $i un
campo dado es conservativo o no?

e ;Como ealcular facilmente la funcidn potencial de
un campo que s¢ sabe cs conservativo?

Con respecto a la primera pregunta, €xami-
nemos la integral genera] del trabajo en coordenadas
cartesianas, a saber,

B
(61) W= L(Fx dr +F, dy)

Sicl integrando de (61) se puede escribir, sin necesidad
de emplear la ecuaciéon de la trayectoria, como la
diferencial de alguna funcidn "¢", o sea,

(62) Fyde+ Fody =do

cnlonces el campo F es conservativo, ya que la integral
(62) queda

B B
W= J‘ (F, cb;+FYdy)=_[ do =
A A

=[] + 0(B) - p(A) = Ap

Esta funcién ¢ seria fa funeion potencial del campo.

Ahora recurramos al calculo diferencial, que
nos dice que si x varia en dx y y varia en dy, entonces la
funcidn @{x. ) varia ¢n "d¢", dada por

Diferencia! total de una funcién ¢(x, y)

(63) dop = -ggd.r+@dy
dx &y

| S — .
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Comparando {63) con (62) tenemos el siguiente
teorema:

Si las componenles del campo son las
derivadas parciales de alguna funcion ¢,

(64) Fl=@, =2
o Jy

entonces el campo es conservaiivo, y Su
funcidn potencial es dicha funcién ¢.

<Nota. El reciproco del teorema también es cierto, pero
no lo demostraremos: si un campo es conservativo,
entonces sus componentes se pueden poner como las
derivadas de una funcién.>

Naturalmente, queda el problema de cémo
obtener esia funcién ¢. Pero, por lo pronto, el teorcma
nos da un modo de generar campos conservativos a
granel. Hélo aqui:

s Invente alguna funcién ¢(x, ).

¢ Defina el campo F, =@ F =@_

axyyéfy

* Presto. Elcampo F=F, i+ F ] es conservativo, y
su funcién potenctal es "@".

[oventemos la funcion

Q= «4)r2y3

Deseamos que esta sea fa funcion potencial de algin
campo. ;Cual es este campo?
De acuerdo con el teorema (64), pongamos

2] 3 Jip
Fx=5;=8'nf . F)":_

=12x 2y2

Entonces el campo cuya funcidn potencial es 4,\'2):3 es
F(x,y) =8x i + 12x%)7

Ahora podemos calcular ¢l trabajo realizado por este

campo entre dos punios cualesquiera. Por ejemplo, el

rabajo entre los puntos (0, 3) y (-2, 5) seria

=ag=p(-2,5) - 0(0,3) =

=4 (~2%(5)° - 4 (0)*(3)° = 2000

Evidentemente tal generacién de campos
conservativos no ticne gran utilidad practica. Pero el
teorema (64) nos proporciona un criterio para saber si
un campo dado es conservative o no. Yeamos,

Si F es conservativo, entonces existe una

funcién @ tal que

Derivande F, parcialmente con respecto a y y £y con
réspecto a x tenemos

‘¢ y oF, _ 52<P
& Oxdy

)]

-
aF, .

dy  dydx

Si la funcién ¢ es continua y de derivadas continuas, lo
cual supondremos cierto, las segundas derivadas en los
miembros derechos de estas relaciones son ignales, de
modo que obtenemos e! siguiente teorema:

Teorema

Si el campo F = F, i + F, } es conservativo
entonces la derivada parcial de F, con respecto
a y es igual a la derivada parcial de F, con
(65) respecto ax,

oF, OF,

oy Ox

El reciproco de este teorema también es ciero
(no lo demostraremos) v es el que nos da el critero
para averiguar la conservatividad de un campo:

Criterio para decidir sobre la conservatividad

8F, OF
(66) | S1 se cumple la relacién —Z =Ty , entonces
‘ 3x

| el campo campo F = F i+ F, j es conservativo.

Por ejemplo, el siguiente campo es
conservativo:
2
F=2Inyi+=>j
Y
8F, 2 OF, 2
puesto que E-— vy =
& vy oy




Otro eyemplo: los campos que se escriben en la
forma F =k (x) i + g(y) j son conservativos, ya que la
parcial de F, con respecto a y (ignal a cero) es igual a la
parcial de Fy con respecto a x (también cero).

Finalmente abordemos el problema de cémo
calcular la funcién potencial de un campo que hemos
demosfrado que es conservativo.

E! problema consiste en integrar el campo

desde algun punto de referencia fijo, digamos el punte:

{(xg, ¥)» hasta un punto arbitrario (x, y}. Esta inlegral
-serd una funcidn @(x, y) exclusivamente del punto final
(x, ¥} y sera la funcién potencial asociada al campo.

Ahora bien, dade que el campo es conser-
vative por hipdtesis, podemos calcular la integral a lo
largo de cualguier trayectoria que una los puntos
(xq, Yo} ¥ (x, ¥). La mas simple es la que consta de dos
segmentos rectos comsecutivos, como vemos en la
figura 33: uno a o largo decl Eje X desde el punto
{xq, o) hasta el punto (x, ¥}, ¥ €l otro a lo largo del Bje
Y desde el punto (x, y,} hasta el punto final (x, y}.

JlY

e
(x.»)

(X0 3p) (x. %)
- // x

N

\
N

Fig. 33

La integral se formula entonces asi:

67y W= j(Fx de+F, dy)= JFK dx + '[Fy dy

Ambas integrales a la derccha se extienden sobre los
dos tramos rectos.

Con respecto a la primera integral: como dv = 0 sobre
el segmento vertical, ‘esta integral se exliende
solamente a o largo del segmento horizontal, sobre ¢l
gue ademas y es constante, igual a ¥, Entonces esta

primera integral queda
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[ Futxpo) s
X0

Por un razonamjento analogo, la segunda integral se
extiende solo sobre el segmento vertical y queda

¥
j Fy(x,y) dy
o

donde x debe considerarse constante {Vea ta Fig. 33).
Por lo tanto,

Funcion potencial de un campo conservativo
Fx, y

69) | 0w = [ Fulmye) dor [ £ &

x se considera constante en la segunda integral.

Ejemplo 28, Demostrar que el campo
F'—'szenyi+x2cosyj

es conservativo, y calcular su funcion polencial.
Tenemos

F,=2xseny Y F =x2<:osy

¥

De acuerdo con (65), evaluemos las derivadas:

8 oF,
L =2xcosy ¥ ——=2xcosy
y ax

Dado que son iguales, €] campo es conservativo.

Para enconiras su funcion potencial aplique-
mos la formula (68). Tenemos que Fy(x, yo) = 2x sen y
y fyxy= P cos y, por lo que

34 y R
o(x, y) = .[ 2xsen v, dr+ .[ x*cosy dy
0 ¥0
T 5 ¥
=2 senyg'[ xde+x” .[ cos vdy
[1] ¥

- X6

(Recuerde que x se considera constants en la integral
sobre v).
Entonces

(r1} @lx, y =y sen y fxoz sen y,
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En las aplicaciones del presente formalismo
interesan diferencias de valorcs de la funcién potencial
@{x, ¥); entonces el (érmino constantc " xo2 sen y," de

(r1) se puede suprimir, puesto que desaparece al formar
la diferencia Ag. Queda finalmente

(12)  o(x,y)=x seny

Note que se cumple

e
£y =22 ¥ FY =a—Lp
o oy
como debia.
Calcular la funcién potencial del campo
conscrvaivo

F=2]nyi+ﬁj
¥

De acuerdo con (68), la componente £, se
integra sobre x desde x, hasta x, sustituyéndose ¥ por la
coustantc y,. La componente 7y se integra sobre y
desde y, hasta y, tal como estd, pero imaginando x
constante. O sea,

x ¥ 2x
(p(x,y):J 2iny, dx+J —dv =
0 S

=Ziny0rdx+2xr2 =
X0 Yo ¥

=21y {x —xp) + 2 (Iny — In pp)
Esto se simplifica a
§x, y}=2xIny — 2xy In y,

Podemos suprimir el término constante, asi que
finalmente

Plx,y)=2xIny

11.13. Potencia en el movimiento plano

El trabajo efectuado por una fuerza F en un
desplazamiento dr es F e dr. Si este trabajo se efectua
en un ltiempo dt, entonces el trabajo realizado por

unidad de tiempo es

Fedr =F-E:Fov
dt dr

Esto es lo que se define como la potencia suministrada
por la fuerza en ¢l mstante t:

(692) P()=Fev

il

Analogamente a lo quc ocwrre en el caso
umdimensional, la polencia de la fuerza total, Pr, se
puede poner en la forma

dK
69b) P.=—
®r) A=

11.14. Problemas

1. Un collarin de masa 5 kg se mueve en una guia
vertical lisa en un plano vertical. Calcular el trabajo
efectuado sobre el collarin por el resorte y la Tierra
entre las dos posiciones mostradas en la figura. Se tiene
d=4myh=3m Laconstante elistica del resorte es
k=400 N/m y su longitud natural es 3.8 m.

\ d \
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Resp. — 280 J; 147 7.



2. El bloque de la figura se deja ir desde la posicién en
el punto superior, en donde el resorte de constante k
tiene una compresion de R/2. Calcular el trabajo del
resorte y del pcso entre dicha posicién inicial y la
posicion final donde el resorte forma 37° con la
vertical. Tome R =1 m, k=300 N/m, m= 1 kg.

Resp. 30,37 3; 10.02 7.

3. Una bola de masa 5 kg se mueve a lo largo de una
guia lisa con forma de ¢lipse de semiejes mayor 1 m y
menor 0.7 m. La bola se mueve en un plano vertical,
sujeta a un resorte de constante eldstica k = 400 ¥/m.
Calcular el trabajo quc ejerce la fuerza total sobre la
bola enmre las posiciones A v B, cuando el resortc esta
vertical v horizontal, respectivamente. El resorte no
esta deformado en la posicién A.

B
(D
@
A

Resp. Wex =—52.3 0.

4. Se jala un bloquecillo de 12 N de peso sobre una
superficie semtesférica de radio 2.3 m mediante una
cuerda a la gque se aplica una fuerza horizontal
constante de 66 N. Inicialmente ¢l trame de cuerda entre
el blogue vy el perno fijo mide 3.2 m y esta inclinado a
30° con la horizontal. Calcular ¢l trabajo cfectuado por
la tensiébn y por cl peso entre la posicion inicial
mostrada y la posicién en que el bloque esta en la paric
superior de la superficie.
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Perno fijo 66N

F. Sl

Resp. 127.1 3;-8.08 5.

5. Una fuerza F de inagnitud constante s aplica sobre
una particula que se desliza sobre una guia curva. La
fuerza siempre esta dirigida a lo largo de la tangente a
la guia en todo punlo. Demostrar que el trabajo que
reatiza esta fuerza es

W=Fs
donde F es la magnitud de F y “s” es la longitud del
camino recorrido por la particula a lo large de Ia guia.

F
B

6. Una particula de masa m se mueve en una
circunferencia. Una de las fuerzas sobre ella, F = F e,
estd en lodo punto cn direceién tangencial, como vemos
en ia figura. La eomponente £y depende solamenic de
6. Mostrar que la cxpresion del trabajo realizado por F
es

W= LO2 Fydo
t



7. Un resorte elastico produce una fuerza no lineal,
cuya componente radial (Unica) viene dada por

F=-k(r- r0)3, donde k es constanie. La longitud
inextendida del resorte es ry. Calcular el trabajo
efectuado sobre una particula de masa m cuando ésta se
desplaza a lo largo de una curva cualquiera entre las
posiciones r = r; y r = 15 dentro del rango elastico dcl

resorte.
Ay
F
I

\___, PR

S - -

~ -7 T

I1 . - 2z X
ol .

f
Resp. —Zk/_\.(ﬁq), 8 =1, -1g 83=Ty—1p)

8. Un campo de fuerzas central se expresa por
F=4dscoskre

donde 45 v k son constantes. Calcular ¢l trabajo del

campo entrer=0 y r=n/k.
Resp. /fol’k

9. Las moleculas de un gas se ejercen mutuamente una

fuerza elécmica que depende de la distancia “r” entre
ellas, en la forma

-5
ror

donde & y b son constantes. Calcular el trabajo de F y

~F desde una separacion R hasta unma separacién

infinita.

10. Un campo de fuerzas bidimensional Fix, y) existe
en una regién del espacio XY. El campo es
conservativo, lo cual permife definrr una funcién de la
posicién P como el trabajo realizado por el campo entre
un punto fijo Py vy el punto P. En la figura se muestran
los valores de esta funcion, en joule, para tres puntos,
P), P, v P5. ;Cudnto vale el trabajo del campo entre [os
puntos P, y P;? ;Entre Py y P,? Si el trabajo entre P; y
cierto punto P, vale 340, ;cuanto vale el trabajo entre
Py y Py?

Resp. 230; —-430.

YA
Py .
. 1207
P
3501 X

v

11. Calcuiar el trabajo del campo de fuerzas
F=-5%"i-15x"

enfre el onigen y el punto B(l, 1), a lo largo de:

(a) la parabola y = x*.

(b) el segmento vertical de O a A y luego el segmento
borizontal de A a B.

P

A »B(L, D

12. ;Es conservativo el campo de fuerzas F =xi 4 »j?
.Y elcampo F =¥ +y3j‘?



13. Utilizando la férmula (68)-p47, calcular la funcion
potencial de los siguientes campos conservativos:

(a) F=15"i+10xj

&)  F=(l+yei+xe”]

Resp. (a) 5x'y  (b) xe”.

14, Demuestre que el eampo de fuerzas
F=10cosxi— 12sen2yj

es conservativo. Calcular el trabajo del campo entre los
puntos (0, 0) y (n/2, 2x)
Resp. 2 0.

15. E] collarin que se muestra en la figura es jalado por
una fuerza constante F, que lo desplaza una distancia d
desde la posicién mostrada. Los resortes sujetos al
collarin no estan deformados inicialmente, y sus
longitudes naturales son Lyy y Lag. La guia vertical es
lisa.

Calcular el trabajo de la fuerza total sobre el collarin
entre las dos posiciones mencionadas.

Datos: Ljg=0.6m, Ly = 0.8 m, k) = 5000 N/m,
k,=6000N/m,m=5kg, F=100N,d=0.15m

Resp. W =0.0475 7.
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CAPITULO 12

BALANCE DE ENERGIA PARA UNA SOLA
PARTICULA EN MOVIMIENTO PLANO

Buenas noticias: la ecuaciéon de balance de
energia para una particula en movimiento plano tiene la
misma forma "#,, = AK" que en una dimensién, como
veremos en este capifulo. La aplicacidn de esta EBE va
a reducirse en muchos casos a un problema geométrico
simple.

12.1. Teorema Trabajo-Energia cinética
en el plano

L.a segunda ley de Newton es

2
(70) I?T=ma=m‘i—v:m£

(Fr es la fuerza fotal sobre la particula, “m” es su masa,
r su vector de posicidn, v su velocidad y a su
aceleracion).

Dada la fuerza total ¥y, junio eon los valores
{r(tg), v(15)} que especifican el estado de la particula en
un tiempo parlicular ty, se trata de obtener a parur de
(70) el estado en cualguier tiempo (, o sea las
cantidades r(t) y v(t).

La fuerza total puede ser funcién de r, v y L,

(71) Fr=Fyr, v, 1) (en general)
[.a ecuacion de movinuento (70) es una ecuacidn
diferencial de segundo orden. En ciertos casos cs
posible reducirla a upa ecuacién de primer orden (lo
quc se llama efectuar una “primera integral” de dicha
ecuacion), mediante el procedimiento descrito a
continuacién.

Multipliquemos ambos puembros de (70)
escalarmente por cl vector “dr”, que representa un
desplazaniiento infinitesimal de la particula a lo largo
de su trayectoria actual,

(72) Fyedr= mi—YOdr

El miembro derecho s¢ puede transformar en una
expresion mas sirple:

mgiom=mdv-9‘-=mdvov=d{lmv2]
dt dt Z

(Se reacomodo la diferencial “dt” y se usd la relacidn
general A o dA = d(%Az), en la que A es la magnitud

del vector A). Con esto (72) se vuelve

(73)  Fredr= d{—;—msz

Definiendo la energia cinética “K” analogamente a
. . 1
como en una dimensién, K = Emv (con v = |v| ),

tencmos:

(74) | Fredr=dK

El trabajo efectuado por [a fuerza total F; en un
desplazamiento infinitesimal dr es igual a la variacion
dK de la energia cinética ocurmda en este
desplazamiento.

Examinemos fisicamente el sigmificado de
(74). La fuerza total Fr posee en general dos
componentes, una tangencial a la direccidn focal de
movimiento, F,, y la otra perpendicular a dicha
direccién, F|, (Fig. 34).

IIY

Trayeciana

¥

Fig. 34




Conocemos el efecto cinematico de cada componente.
La componente normal F, tiende a rotar la direccién de
movimiento. Esta componente no altera la velocidad, y
no realiza trabajo sobre la particula. La componente
tangencial F; modifica la rapidez “v” de la particula, es
decir, modifica la energia cinética. F| es precisamente
la tasa de variacién de K con la distancia reeorrida a lo
largo de la travectoria. Esto es lo que expresa la
ecuacion (74), puesto que la relacion

Fredr=F ds
conduce a
F,ds=dK y F= ﬁ
ds

Integremos ambos miembros de la ecuacidn
(74) a lo largo de la trayectoria. Obtenemos

B
JAFT edr=Kp-K,

A la izquierda tenemos el trabajo de la fuerza total Fo,
y a la derecha el cambio de energia cinética. Esto es la;

Ecuacién de balance de energia para una particula
en movimiento plano

% Wey = 8K

El trabajo cfectuado por la fuerza total entre dos
puntos cualesquiera A y B es igoal a Ja variacion de la
energia cinética entre estos puntos.

También se lc llama "Teorema (trabajo-
energia cinética" o "Teorema de las fuerzas vivas”.

La utilidad dc este teorema se limita a
movimientos bajo fuerzas dependientes sélo de la
posicién. De ser asi, el teorema relaciona posiciones y
velocidades en ¢l movimiento. A partir de aili,
mediante una segunda integracion, se puede relacionar
la posicion con el ticmpo.

La interprelacion de la ecuacidon W, = AK
como una ecuacidn de balance de energia es la misma
que la discutida en el capitulo 2.

La energia mecanica de un sistema formado
por una sela particula es puramente cinética. El sistema
externo de la particula son todos aquellos cuerpos que
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gjercen fuerza sobre ella. El trabajo que ejercen las
fuerzas sobre la particula, P, representa un flujo de
energia (en forma de trabajo, obviamente) hacia Ja
particula, que sirve para incrementar su energia cinética
lanlo como AK =W,

12.2. Ejemplos

Ejemplo 30, Un objeto de masa “m” se deja caer

desde el reposo (Fig. E30). En el caso (a) cae
libremente en direccién vertical; en (b) se desliza per
una resbaladilla lisa; y en {¢) desciende en un arco de
circunferencia, sujeto al extremo de un hilo, Demostrar
quc en los tres casos alcanza una velocidad

v = ,J2gh después de descender una distancia “h".

Q

-
=

v-

Nueslro sistema es la particula. Su sistema
externo (los cuerpos que ejercen fuerza sobre ella) cs

En el caso (a):
La Tierra.

En el caso (b}
La Ticrra y la Resbaladilla.

En el caso (c¢):
La Tierra y ¢l Hilo.

Calculemos ¢l trabajo hecho por el sistema
externo en cada caso.

Caso (a)

Como ¢l objcto desciende (peso ci la misma
direccion que el desplazamienta), el rabajo efecruado
por el peso (o bien: “cl trabajo hecho por la Tierra™) cs
positivo, igual 2 W =mgh.
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Caso (b)

La resbaladilla es lisa y por tanto ejerce
solamente fuerza normal N, cuyo trabajo es nulo. El
trabajo de la Tierra es W = mgh.

Caso (¢)

El hilo no hace trabajo porque la tensién es
perpendicular al desplazamiento en todo punto del arco
de circunferencia. El trabajo de la Tierra es W = mgh.

En los tres casos, pues, la Tierra es la tinica
que trabaja, tanto como “mgh”. Aplicando la ecuacién
de balance W,,, = AK se halla

1 2
mgh= —mv" -0
& 2

= v=,2gh
En el conjunto de la Fig. E31 suponemos

quc todas las superficies son lisas. La cuerda enlaza los
bloques de masas my y m,, y el conjunto parte del
reposo. Se desea encontrar la velocidad "v" del
conjunto después que el bloque colgante ha descendido
una distancia h.

Fig. E31

Aplicaremos la ecuacion #,,, = AK a cada
bloque por separado:

Sistema: {Bloque dc masa m, }
Sistema extemo (y fuerzas que ejerce):

Tierra (m;g}
Mesa (N)
Cuerda (T)

Trabajo del sistema externo:

W,

ext

=Th

EBE:

i
(rl) Th=‘2”m]v2

Sistema: {Bloque de masa my}
Sistema externo (y fuerzas que ejerce):

Tierra  (myg)
Cuerda (T)

Trabajo del sistema externo:

Wy, =mygh—-Th

EBE:

1
(r2)  mygh-Th==73 myv?

Sumando miembro a miembro ambas EBE’s (r1) y (12)
se cancelan los términos “Th” y obtenernos

v = Zngh
my +mo

Un pequefio collarin de masa m se

desliza en un plano vertical por una guia circular de
radio R, como se muestra en ta Fig. E32a. Iniciaimente
el collarin se halla alineado con el centro de la guia y
con un resorte de rigidez k y longitud natural L.
Suponiendo que parte del reposo, ;qué velocidad
adquiere el collarin en el punto mas bajo de su
trayecto? Si el resorte es muy duro el collarin no
alcanza a llegar a dicha posicidn; jqué condicién debe
cummplirse para que si llegue?

AN

k

Fig. E32a



Fig. E32b

Nuesuo sistema es el {Collarin}, y su sistema
externo es {Tierra, Resorte, Guiaj.

En la Fig. E32b esta ¢l DCL para una posieion
arbitraria. El trabajo de las fuerzas entre las posiciones
inicial y final dadas es:

De la Tierra: mgR

De la guia: 0

Del resorte: —% kA(BZ) =~ % kaiz'mal =

2
= —%k{,}RZ +(R+Lg)* —LO}

De la EBE W, = AK oblenemos, con Kigica = 0,

2
I
ng~%k{ R2+(R+L0)2—LO} =Emv2

= v=J2gR - S82
m

donde &pp, es la deformacién del resorte ¢n Ja
situacidn final.

La condicién necesaria para que el collarin
llegue hasta abajo es que el radicando sea positivo.

El bloque my se deja caer desde ¢l reposo

en la situacién mostrada en la Fig. E33a. No hay
friccién en ninguna parte. Calcular la velocidad del
bloque m; después de recorrer una distancia D sobre la

mesa horizontal.
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Pemo fijo

Fig. E33a

Perno fijo

ﬁ/ r'ﬁ"\& v
e —

D I

Fig. £33b
Aplicaremos la EBE a cada bloque, o sea
(Wext)l = AKI
(Wexh = 8K,
de donde
(Wexdy + (W = AK) +Ky)
En la suma de los trabajos externos [iguran los trabajos
de las respectivas tensiones sobre cada bloque. Como
vimos en el Apartade 11.7-p38, la suma de eslos dos

trabajos es igual a cero. La unica fuerza exterma que
hace trabajo (ello sobre el bloque m;) es el peso m;g,

(Waxt +{W o)z = magl

donde L es la distancia que baja el bioque n,. Usando

ahora la relacién cinemalica
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vicosB=v, {Ec. (43)-p39)

obtcnemos

1
ngL=%m|v,2 +—2~m2(v1 cos)?

En términos de L =+vd? +h? ﬁJ(d_D)2+h2 y

d—
cos 6= ——]2— resulta

Jd- D} +h?

2mygl
e
my +mj cos“G

Ejemplo 34 Dos bloques de masas m; =2 kg y

my = 5 kg estan unidos por una varilla rigida de masa
despreciable. Los bloques pucden deslizarse a lo largo
de una guia lisa en escuadra, como se ve en la Fig.
E34a. El blogque m; csta fijo a un resorte lineal de
rigidez k = 120 N/m. Calcular la velocidad del bloque
m, después de que my ha bajado una distancia de 0.3 m,
suponicndo que el eonjunto parte del reposo con el
resorte en su configuracidn natural.

08m M k

0.6m

Ll

mm, I%ﬂ

Fig. E34a
Apliearemos la ecuacidn
(Wexd + (Wei)r = (K, + Ky)

quc se obtiene sumando miembro a miembro las EBE’s
de los bloques individuales. El sistema exlemo del
blogque-m, es {Ticrra, Guia, Varilla, Resorte}; ef del
bloque-in, es {Tierra, Guia, Varilla}. La varilla no hace
trabajo sobre ¢! conjunie de los 2 bloques (Vea el

Apartado 11.7-p38). Por otra parte, [a fuerza normal de
la guia tampoco hace trabajo. Quedan Ja Tierra y el
resorte como Unicos cuerpos “activos”,

—s

1 A A N N L
CCANEVAWS JAWAWAUiwAsmwim
TR'A'ARERERA)

v

Fig, E34b

Ahora necesitamos relacionar los desplaza-
mientos y las velocidades de los blogues.
Sea "s" ¢l desplazamiento de m; asociade con

el desplazamiento vertical de 0.3 m de m; (Fig. E33b).
Dado gue la longitud de la varilla es 1 m, tenemos que

s= 0.8-v12-09% =0.364 m.

Por ofra parte, sabemeos que las velocidades de
m; y m; poseen la misma componente a lo largo de la
varilla. De la Fig. E34b sacamos entonces
vy (0.9 =v(0.436) obien vy;=0484v,
El trabajo del peso (iinicamente sobre m;) es
m,g(0.3)=5x98x03=147
y el del resorte (sobre my) es
~0.5kA(BY =-05kst =

= - 0.5x 120 x (0.364)2 =~ 7.95

La suma de los trabajos es (W) + (W = 675 0.

Igualando a la variacién de la energia cinética total,

l 2 1 2
6.75=—m;v5 ——m vy =
Y2 TS

Vi3 +2.5(0.484 vy = 158 v,?

de donde v; =2.07m/s.



Se deja caer un bloque de masa m desde

el reposo a lo largo de un plano inclinado &spero con
coeficiente de friceidn p relativo al bloque. Tras
recorrer una distancia "s" el blogue encuentra un resorte
de rigidez k, no deformado. Calcular la maxima
deformacion del resorte, utilizando los siguientes datos:
m=4kg, p=025s5=15m9=30°k=1250 N/m

Fig. E35a

El sistema externo del bloque es {Tierra, Plano
inclinado, Resorte}. Sea § la deformacién maxima del
resorte, situacién en que el blogue se ha detenido
momentaneamente (Fig. E35b). El trabajo extemo
sobre ¢l bloque se compone de:

El trabajo del peso:
mg sen 9 - (s + &)

El trabajo de la friccién:
—umgcos B {s+8)

(Esto porque la fuerza normal es "mg cos 8" y la
friccidn es uN).
El trabaje del resorte:

_lkaz
2

\

Fa
/
h
s

e\}’wa

Fig. E35b

Como el blogue csta en reposo al principio y al
final, el cambio de energia cinética es cero. Entonces
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Wao=AK =0, 0 sea
i
mg sen 0 (s + 8) — pmg cos 8 (s + §) 751462 =0

Sustituyendo valores numéricos se llega a

62582+ 11.118+1667=0

Las raices de esta ecuacion son - 0.155 y 0.172. La
raiz negativa se desecha, asi que

§=0172m

<Nota. Para p = 0.8 la ecuacién cuadritica en & tiene
raices complejas. ;Por qué?>

12.3. Problemas

Resuelva los siguienles problemas aplicando la
ecuacion de balance Wey = AK.

1. Un collarin de masa “m”, sujeto al extremo de un
resorte elastico de constante “k”, desciende por una
guia lisa a partir del reposo desde la posicion indicada
en la figura, cuando el resorle forma un angulo 8 con la
horizontal. Calcular la velocidad del collarin cuando
llega at punto B. La longitud natural del resorte es de
“0.5h",

Datos:h=08m,d=0.5m, m=4 kg, k =400 N/m,

0 = 50°.

Resp. 6.8 m/s.
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2. A partir del reposo se aphica al bloque m, una fuerza
horizontal constante F. El bloque m, estd acoplado a
otro blogue m; por medio de una polea movil, como se
muestra. Existe friccion Bloque my €> Mesa horizontal,
de coeficiente cinético p.. Calcular la velocidad del
bloque m; cuando la fuerza ha actuado a lo largo de
una distancia “s”.

.—P—iﬂﬁ___ﬂ

e

Datos: F= 1101, 1. =0.25,s = 0.4 m, m; = 8 kg,
my =4 kg.

F- 2 s
Resp. vy = ( (?Cm' +] my)e)s =1.26m/s.
gml +Em2

3. Se comunica al bloque de masa “m” una velocidad
vp hacia arniba del plano inclinado, como se muestra en
la figura. El bloque comprime luego un resorte elastico
de constante k, y luego baja para comprimir el resorte
elastico de la misma constante k en la base del plano.
Calcular la maxuma compresion de cada resorte.

Resp. Las compresiones maximas son soluciones de las
ceuaciones

1 1
5 k&lz—mg sen 0§, ~ mgs sen 0 — > mvy’ = 0

1
%k622+mgsen962+mgssen9—5m"’02=0

4. Un bloque de masa 4 kg se lanza con velocidad
inicial 6 m/s hacia arriba de una rampa inclinada a 20°.
Existe friccion de coeficiente ¢inético 0.15. Calcular la
distancia maxima que logra recorrer el bloque hacia
arriba sobre la rampa. Calcular la velocidad con Ja que
regresa al punto de partida.

Resp. 3.8m; 3.87m/s.

5. Un collarin de masa “m” esta ensartado en una guia
vertical lisa. El collarin estd sujeto a dos resortes
elasticos de constantes k; y ki, como se indica en la
figura. En la situacion inicial los resortes tienen sus
longitudes naturales Lyg v Ly v el collarin se mantienc
€1 reposo.

Calcular la velocidad del eollarin después de haber
caido una distaneia “d” desde su posicién inicial.

Datos: m =40 kg, k, = 4000 N/m, k; = 2000 H/m,

L]Q =0.6 m, Lzo =028 m, d=03m.

Li

ki

—

ny

=
Vv vy y

~

N

Resp. v=0.93 m/s.
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CAPITULO 13

ENERGIA POTENCIAL Y BALANCE DE ENERGTA
PARA SISTEMAS DE DOS O MAS PARTICULAS

En este capitulo presentaremos ya la ecuacion
de balance de energia de un sislema mecanico. Aunque
inicialmente la formularemos para un sistema de dos
particulas, su extension a sislemas de muchas particulas
serd inmediata.

13.1. Sobre la energia potencial

Una particula puede tener sclamente un tipo de
energia, la cinética. En cuanto consideramos sistemas
formados por dos particulas {o mas) entra en juego una
nueva clase de energia denominada energia potencial.

En los cursos elementales se define la energia
(de cualquier clase) como la capacidad para producir un
trabajo. Esfa es una definiciébn general bastante
aceptable. En particular, una particula con energia
cinética es capaz de producir un ftrabajo; esto lo
sabemos, pues es 1o que expresa nuestra conocida EBE
"W = AK'. Segin esta relacidn, para comunicarie
energia cinética a un cuerpe debemos efectuar un
trabajo sobre el mismo. A la inversa, un dispositivo
mecanico puede obtener trabajo de un cuerpo
reduciéndole su energia cinética. Lo mismo ocurrira
con respecto a la energia potencial: si un sistema fisico
posee energia potencial, entonces es posible obtener de
él un trabajo externo, a costa de la energia potencial del
sisterna.

La diferencia entre las energias cindtica y
potencial es que la primera es "energia de movimiento",
y la segunda es "energia de configuracion" (entende-
mos por la configuracion de un sistema su "geometria”
presente, esio es, sus dimensiones geoméiricas y las
posiciones y distancias mutuas que guardan los cuerpos
que lo integran).

Para que un sistema fisico posea energia
potencial se requiere que:

o Existan fuerzas mutuas conservativas cntre los
cuerpos del sistema.

e Los cuerpos ocupen lugares "propicios" en el
espacio (tengan una configuracién favorable).

Si ello ocurre, entonces podemos extracr trabajo del
sistema al permitir que cambie su configuracién, cs
decir, que los cuerpos se desplacen a otras ubicaciones

por efecto de sus fuerzas de interaccion.

Demos un ejemplo. Consideremos dos carmitos
que portan sendas cargas eléctricas positivas Q (Ver la
Fig. 35). Hay una fuerza clectrostatica de repulsion
muta. Esta claro que la simple cercania de los carritos
se puede aprovechar para producir un trabajo. Simple-
mente habria que colocar en el camino de los carritos
algun objeto que desedramos mover. Se generaria una
fuerza de contacto que desplazaria dicho objeto,
obteniéndose asi un trabajo.

-F Q Q F
. )y (¢ —
A Y SR\

Fig. 35

El sistema formado por los 2 carritos tiene pues una
energia potencial (denominada “electrostatica”). Esta
energia potencial electrostatica proviene del hecho de
que existe una fuerza de interaccion conservativa entre
las cargas Q, y de que estas cargas no estan tan
distanciadas como para quc dicha fuerza fuese
insignificante.

Cosa analoga ocurre comn un Cuerpo que se
mantiene a cierta elevacidn con respecto a la supcrficie
terrestre. Uno puede aprovechar la tendencia de este
cuerpo a caer para produeir un trabajo. Exisie aqui una
energia potencial del sistema {Tierra, Cuerpo}
{denominada energia potencial gravitatoria), por el
hecho de que existe una fuerza de nleraccidn
gravitatoria que tiende a acercar mutuamente el Cuerpo
vy la Tierra, y porque el Cuerpo esta cn una
configuracion propicia (no esta en el suelo).

Comprimamos un resorte y mantengamoslo en
esta configuracién por medio de dos hilos, como se
muestra en la Fig. 36. Esia claro que podriamos extraer
trabajo del resorie, simplemcnte quitando los hilos y
permitiendo que se alargara hasta su configuracién no
deformada, empujando algin cuerpo en este proceso.

WWAH

Fig. 36
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El resorte posee asi una cnergia potencial
(denorninada "eldstica"), puesto que es capaz de
producir un trabajo. Esta energia surge gracias a las
fuerzas conservativas con que interactian mutuamente
las moléculas del resorte.

13.2. Definicion de la energia potencial

;Coémo cuantificamos la energia potencial?

Volvamos al sistema de dos cargas eléciricas,
que denotaremos ahora con ¢, y ¢,. Las imaginamos
positivas  por concrecién. Partamos de una
configuracion "Cy" en la que las cargas eslan infinita-
mente separadas (Fig. 37, superior); entonces la fuerza
eléctrica mutua es nula y el sistema no posee energia
potencial {no podemos extraer un trabajo del sistema en
esla situaeién).

4, o gy
O T O
g1 F_q _FP. qz
—(——» 4—O—>_F

o o
Fig. 37

Denotando con ™F™ la energia potencial, diremos
entonces que F = 0 en la configuracion C,; o
abreviadamente ¥{Cy) = 0. Por otra parte, cuando las
cargas estan a cierta distancia mutua finita "1, el
sislema {g,, q,} si posee energia potencial. ;De dénde
proviene esta energia?

Nos imaginamos aqui un proceso cuasiestitico
que trac a las cargas desde el infinito v las coloca en
sus posiciones presentes (“"configura el sistema"), Un
“agente externo’ (cuerpec que no especificaremos)
realiza un trabajo sobre las cargas, con el fin de
aproximarlas. Ello sin imprimirles velocidad, o sea que
este trabajo no proporcionard energia cinética al
sisterna, sino que ird a parar integramente en cnergia
potencial.

Semejante trabajo de configuracidn es precisa-
mente lo que se define como la energia potencial del
sistema {g;, g,} en una configuracién "C" en que la
scparacion es "r".

Calculemos tal trabajo de acercamiento
cuasiestatico. El agente externo debe ejercer sobre las
cargas sendas fuerzas F, y —F, que equilibren justa-

mente las fuerzas de repulsion eléctrica F y — F, o sea
(Vea la Fig. 37, inferior):

(76) F.=-F

Dado que la fuerza eléctrica F es conservativa, por (76}
la fuerza F, también es conservaliva, y el trabajo del
agentc extermo no dependera del proceso, sino
exclusivamente de la configuracidn final C (o equiva-
lentemente, de la distancia final "r" entre tas cargas). El
agente externo desplaza las cargas muy lentamente,
acercandolas paulatinamente hasta su separacidn final
"r". El trabajo "W," realizado por el agente externo en
este proceso es la suma de los trabajos realizados por
las fuerzas F, y — F,. Pero este uitimo es, en virtud de
la relacién (76), el negativo del trabajo realizado por las
fuerzas de interaecién F y — F, Denotando éste con
"W, tenemos pues que

an W,=-Wu

Esta discusién referente a un sisrema de dos
cargas puntuales se puede extender tal cual a un sistema
general de dos particulas de masas {m,, m,} que
interactian con una fuerza conservativa. Arribamos asi
a esta definicion de energia potencial:

Energia potencial de un sistema de dos particulas

(78) | O =-Wiu(Co = C)

La energia potencial de un sistema de dos particulas

{m,, my}, cuando se halla en cierta configuracién C,
denotada con ¥(C), se define como el negativo del
trabajo "W, " que realizan ambas fuerzas de
interaccién m; <> m, entrc la configuracion de

referencia Cy vy la configuracion considerada C.

En esta definicién ya no hacemos refercncia al
"agente exterrio”, que realmente es una construccion
tedrica auxiliar. La energia potencial del sistema, segin
(78), es un asunto que no compete a nada ¢xterno, sino
a cantidades propias del sistema, como sus fuerzas de
interaccion y sus configuraciones.

De todas maneras, para ciertos calculos de
energias potenciales es dtil una definicién alternativa de
la energia potencial, que se desprende de lo discutivo
en esle Apartado, a saber,
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Energia potencial de un sistema de dos particulas

La energia potencial de un sistema de dos
particulas {m,, m,}, cuando se halia en cierla
configuracidn C, denotada con ¥(C), se define
(79) | como el trabajo cuasiestitico que necesita
realizar un agente externo para llevar al sistema
desde la configuracién de referencia Cp hasta la

configuracion considerada C.

La configuracién C; sc escoge libremente. En

tal configuracion la energia potencial es nula, como sc
sigue de {78):

VCp) = - WindCy = Cpy =0

En el caso de la Tierra y un Objeto ligados por su
atraccidn gravitatoria, cerca de la Tierra, la configura-
cion de referencia se escoge generalmente al nivel del
suelo. En el caso de un resorte se escoge aquella donde
el resorte no estd deformado.

13.3. Calculo de energias potenciales.
Calcular una energia potencial es calcular un
trabajo, que puede ser:

e El negativo de] trabajo de las fuerzas de
mteraccion (ec. (78)).

e El rabajo del agente externo (ec. (79))

Buenas noticias: muchos de los trabajos que
hemos calculado anteriormente pueden rcformularse
como energias potenciales.

{A) ENERGIA POTENCIAL DE UN RESORTE ELASTICO
LINEAL.
En el Ejemplo 4, pagina |1, calculames el
trabajo neeesario para e¢longar un resorle cuasiestatica-

mente entre deformaciones 0 y 8. Resulté W= —;— k&%

kx

WWWW-—

|Fig. 4, pagina 11}

Por la definicién (79), este trabajo es la energia
potencial del resorte en la configuracién en que la
deformacién es &. La configuracion de referencia en
esle caso corresponde a & = 0.

Energia potencial de un resorte elastico lincal

80) | V== k&

L
2

Dado que & aparece al cuadrado en (80), el resorte tiene
la misma energia potencial cuando & es una elongacion
que cuando es una contraccidn. La formula es vilida
lambién en el movimiento plano.

Bl resorte es un sistema complicado de muchas
particulas, que se ejereen fuerzas muluas conservativas.
Para aplicar la formula (79) al resorte no fue nccesario
conocer ¢stas fuerzas internas, como hubiera sido cl
caso si hubiésemos partido de la formula (78).

(B) ENERGIA POTENCIAL DE DOS CARGAS ELECTRICAS
O DOS MASAS PUNTUALES.

En la pégina 42 calculames el trabajo
realizado por las fuerzas de interaccién eléctrica o
gravitatoria enlre dos cargas o dos masas,
respectivamente. [os trabajes (53a) y (53b) en la
pagina 43 son los trabajos internes W a los que sc¢

refiere la definicidn (78) de la energia polencial. La
configuracion de referencia en ambos casos se toma
cuando las cargas o masas estdn a separacién infinita.
Por lo tanto, cambiando el signo de tales trabajos ¥,
tenemos:

Energia potencial gravitatoria de un sistermna de dos
masas puntuales my y my.

B81) | V(r)=- Gmymy

— — SN |

rEuergia potencial cléctrica de un sistema de dos
| cargas puntuales g, v g,.

il e e e e B -
=9

(82) ' Vi(r)
471’8()1’

Las formulas (81) v (82) son casos especiales
dc la siguiente:

(C) ENLRGIA POTENCIAL DEUN SISTEMA DE
DS PARTICULAS CON INTERACCION CENTRAL.
De acuerdo con la definicion (78) de encrgia
potencial, v dc la ccuacién (52)-p43, tenemos:
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Energia potencial de un sistema de dos particulas
ue inferactian centralmente con fuerza Fir).

"t es aqui la distancia
interparticulas, que vale
1y en la configuracién

(83) V(r):—r F(r)dr
]

de referencia.

Dos particulas interactiian centralmente

con una fuerza radial dada por

F(r)=Ar+£3
r

donde 4 y B son constantes. Escogicndo la
configuracion de referencia aquella donde la distancia
interparticulas "r* es igual a cierto valor "R", obtener la
energia potencial en ura configuracién arbitraria donde
dicha distancia es "r".

De acuerdo con (83) tenemos

V(r):—j; F(r)dr:—J.;[Ar-i—iBJ—}dr

T

PPN I AU
= V(l’)——EA(I' -R )+'23('r—2—R—2]

(D) ENERGia POTENCIAL DE UN SISTEMA
{TIERRA, OBIETO}, CUANDO EL OBJETO SE HALLA
CERCA DE LA SUPERFICIE TERRESTRE.

Un sistema sumamente imporlante de dos
cuerpos ligados por su atraccidn gravitatoria es el
formado por la Tierra y un Objeto cerca de su
superficie. La Tierra no es una particula, pero se puede
considerar como fal para fines de calcular la energia
potencial del sistema. La razén es que la fuerza
gravitatoria de la Tierra, allende su superficie, es
equivalente a la que ejerceria una particula cuya masa
fuese ta de la Tierra y cuya ubicacion fuese el centro de
la misma. ’

Para calcular ¢l trabajo de las fuerzas de
interaccién Tierra «» Objeto usaremos este resultado:

[(51b)-p43]) El trabajo de las fuerzas accién-reaccion
en un sistema de dos particulas se puede calcular
suponiendo fija una de ellas y calculando el wabajo
realizado sobre la particula movil por la fuerza
debida a la particula fija.

Calculemos la energia potencial gravitatoria

del sistema {Tierra, Objeto} cuando el objeto se haila
en una franja o rango muy pequefio en comparacion
con el radio de la Tierra (Fig. 38), de modo que ia
fuerza mutua sea practicamente constante, igual al peso

13 3}

mg”.

Objeto
L Tl ‘rdemnsam

Masa de la Tierra
’
concenlrada en ’
‘

Rango de movimiento
dal objeto << R

~ v
-

Fig. 38

Segin el resultado mencionado, supongamos que la
Tierra estd fija, lo cual no es dificil de imaginar, y
calculemos el trabajo de la fuerza “mg” sobre el objeto,
desde la superficie de la Tietra (punto que corresponde
a nuestra configuracién de referencia) hasla que el
objeto se halla a cierta altura "y" (Fig. 39). Tal trabajo
es simplemente "—mg ", con lo que

Energia potencial gravitatoria de un sistema
|_{Tierra—Ohjeto}, cerca de la Tierra

El objeto, de masa m, se halla
cerca de la superficie terrestre,

(84) V=mgy

a altura "y" sobre la misma.
Y 4 Objeto
Superficie
tetresire

X

o

T

Fig. 39

En muchos libros de texto se refieren a la



energia potencial ¥ = m gy como "la energia potencial
del objeto en el campo gravitatorio de fa Tierra". Se
dice también "un objeto situado a una altura h sobre la
superficie terrestre posee una energia potencial dada
por ¥ =mgh". Segin el enfoque de sistemas, la energia
potencial gravitatoria es una propiedad no del objclo
solamente, sino del sistema {Tierra, Objeto}.

Si el objeto esta muy lejos de la Tiera, a
distancias comparables a R o mayores, como vemos ern
la Fig. 40, la energia potencial gravitatoria del sislcma
{Tierra, Objeto} se obtiene de (82) tomando m, = My =
masa de la Tierra ¥y m; = m = masa del Objeto:

Energia potencial gravitatoria de un sistema
{Tierra, Objeto}, el Objeto lejos de la Tierra

®5) | ¥()=~21m

Para (85) la configuracidon de refercncia es aquella
donde la separacidn Tierra-Objeto es infunita.

Fig. 40

(El material expuesto desde aqui hasta la siguiente raya
puede pasarse por alto)

Los valores de {r) dados per (85) tienden al
valor “mgy"” dado por (84) cuvando el objeto estd muy
cerca de la superficie terresire.

Para verlo, pongatnos

r=R+y

donde » es muy pequefia en comparacién con R.
Entonces (85) se vuelve

GMtm

86 V=
(86) R+y
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Ahora bien, el cocienie 3/R es muy pequefio.
Desarrollemos (86) en una serie de potencias de este
cocicnte, y despreciemos términos cuadraticos ¥

superiores del mismo. Usando el desarrollo binomial

2 3

(l+x)":1—x+x —x” +.. tenemos

-1
V=_£“’H_m:,9“'_ﬂ[,+q

, 2
=-——Gm I+i+y——...
R R R?

Despreciando el término cuadratico en esta serie,

Vo=

< GMTITI {l +l] __ GMTm + GM;m ¥

R R R RZ

Redefiniendo el punto de referencia en y = 0, ¢ sea en
la superficie terrestre, climinamos el término conslante
de la ultima rclacion. Por otra parte, usando la conocida
cxpresion de la aceleracion de caida libre,

_GMp
R2

resulta F=m gy, QED.

Mas adelante volveremos al concepto de
energia potencial. Pasaremos ahora a la obtencion de la
ecuacion de balance de energia de un sisterma de dos
particulas.

13.4. Ecuacion de balance de energia para un
sistemna de dos particulas
Recordemos que la cenfiguracion de un
sistema de 2 particulas cn un tiempo 17
“geomelria’” presente, es deeir, la especificacion de las
posiciones vy(1) ¥ r2(1) de las particulas. Por otra parle,

€5 Su

el estado del sistema es Ja especificacion de las
pasiciones y las velocidades v (1) y v;(1).

Las fuerzas que se ejercen mumuamente las
parliculas dc! sistema se denominan fiwerzas inrernas
del sistema. Las fuerzas externas sobre el sisicma son
las que sufren las particulas del sistemia por obra de los
cuerpos ajenos al nismo.
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Fig. 41

En la Fig. 41 se muesira un sistema general {m;, ms}.
Existen fuerzas externas totales Fy y F, sobre las
partieulas m; y m,, respectivamente. Por otra parte, Fy;
y Fy| son las fuerzas internas del sistema. Cumplen la
tercera ley de Newton en su forma restrictiva, es decur,
son fuerzas centrales y ademas

87  Fip=-Fy

Decimos que el sistema es mecdnico si las
fuerzas internas son conservativas, cosa que
supondremos en lo sucesivo. En cuanto a las fuerzas
externas, podran ser conservativas o no.

La configuracion de referencia, "Cy", es
simplemente la pareja de posiciones ent=tg, o sea
Co = {ri{ty), rs(1p)}. En esta configuracién el vector
separacién enfre m; y mp s ry = ra{lg) — r)(ty), con
magnitud "ry".

Definimos la energia cinética del sistema en
forma aditiva, esto es, como la suma de las energias
cinéticas de sus particulas:

Energia cinética de un sistema de dos particulas

L 2, ] 2
88 =—m Vi +—myVv
(88) 5 MVE T mav)

Para obtener la EBE del sistema {m,;, mj},
plantearemos la ecuacién de balance de cada particula
del sistema, es decir, de los sistemas monoparticulas
{m;} y {m:}. Luego sumaremos estas ecuaciones
individuales con objeto de sintetizar una ecuacién de
balance para la pareja {m|, m,}.

Imaginemos pues una transicién del sistema

{m,, m,} entre dos configuraciones C, y C; arbitrarias.
Las EBE "W,, = AK" propias de cada particula,
aplicadas a dicha transicidn, tienen esta forma:

[Trabajo de todas las fuerzas existentes sobre {m;}]=

= [Variacién de la energia cinética de m;]

{i=1,2)
En simbolos:
(89) W+ Wy =K,
(90) W+ Wiy = AK,

donde W, y W, son los “trabajos externos”, realizados
por las fuerzas F| y F; sobre las particulas m; y my,
respectivamente, y W), y W, son los trabajos hechos
por las fuerzas de inieraccion Fy; y Fyy (o sea las

fuerzas internas). Sumando miembro a miembro (89) y
(903,

Wy+ Wy + W+ W)y = 8K+ 8K,
ecuacién que podemos escribir sucintamente asi:
(91) Wext T Wine = AK
donde

W, =W, + W,="Trabajo de las fuerzas
externas F; y Fy

Wi = Wiy + Wy = Trabajo de las fuerzas
intemas F 5 v Fy;

K =K, + K, = Energia cinética del sisteina

Ahora bien, de acuerdo con (78)-p39, el trabajo
de las fuerzas internas se puede poner en témminos de lo
que hemos definido como energia potencial del
sistema. Tenemos

M) == Win(Co = Cy)
HC) = Win(Co— Cp)

Por la propiedad de aditividad de! trabajo,



Wim(C1 = Cp) = Win(Cy = Cp) + Wip(Cp > C) =
== WindCp = Gy} + WGy = C)
=V -HCy=-AV
Sustituyendo esta expresion para W, en (91),
We — AV =AK
| De donde
(92) Ho=0K+AV=AK+})

Introduzcamos ahora la siguiente cantidad:

Energia mecdnica (o energla total o “energia", a
secas) de un sistema mecanico de dos particulas

La energia de un sistema
mecanico es la suma de las
energias cinética y potencial
del sistema.

93 |E=K+V¥

Entonces la ecuacion (92) se escribe sucintamente
como sigue:

Ecuaciéon de balance de energia de un sisterna de
dos particulas

(94) | W =AE

El trabajo realizado sobre un sistema de dos particulas
por las fuerzas externas es iguat a la variacion de la
energia total del sistema.

Es importante advertir que en la ecuacién {94} no
figuran Jas fuerzas inrernas del sistema.

El diagrama de flujo de energia asociado con
la EBE (94) es el siguiente:

W Sistema
Sistema ext (dos particulas)
externo AR = I’f;ext
Fig. 42

El sistema externo, que produce las fuerzas
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externas F, y F, sobre m; y m,, respectivamente,
realiza sobre el sistema (es decir, sobre ambas
particulas) cierto trabajo Wy, cuando ¢l sisterna pasa de
una configuracién C| a una C;. El efecto de tal trabajo
consisle en incrementar la energia lotal £, siendo el
incremento AF precisamente igual al trabajo #,,,.

Hay un diagrama alternativo. En general, el
trabajo externo constard de términos positivos
negativos. Por ejemplo, el trabajo de la fuerza
gravitaloria terrestre a veces €S posilivo, a Vveces
negativo; el trabajo de la friccion siempre es negativo,
¢tc. Podremos escribir en general el trabajo externo en
fa forma

(95) Wexl = Wenl 9 Wsal

donde W

{trabajo saliente dei sistema) son posilivos ¢ indican
respectivamente la parte positiva y negativa de W,

(trabajo entrante en el sistema) y W,

J

He aqui el otro diagrama:

Went Sistema
Sistema "| (dos particulas)
exterma =Wt - W,
Weal AE ent sal
Fig. 43

13.5. Teorema de conservacitn de la
energia meeanica
Las siguientes consideraciones se refieren
ahora al sistema de dos particulas, pero también son
validas para los sistemas de muchas particulas.
Una consecuencia de la ecuacion W, = AE es

mmmediata:

Teorema de conservacion de la epergia mecanica

|

t

Si W, = 0 entonces £ = constante,
(96)
= AE=aAK +AV=0

|

La energia de un sisterma mecanico que no recibe
netamente trabajo externo s¢ conserva.

Ahora bien, la condicién H_, = 0 sc da en

VATIOS €SCEnarios:
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e Fl sistema estd aislade, esto es, no inleractia con
cuerpo externo alguno. Esta flotando en algun
lugar del espacio exterior, mucho muy lejos de
cualquier cuerpo celeste (se firata de una
idealizacion vtil en la teoria).

e El sistema si inlerachia, pero esfas inferacciones
son insignificantes en el ambito del andlisis
considerado. Decimos que el sistema esta
prdcticamente aislado.

Bl sistema si inferactia, pero el trabajo de las
fuerzas externas es igual a cero entre cualesquiera
configuraciones de interés del sistema. Este caso es
comun en las aplicaciones, como veremos.

[lustremnos.

Consideremos un sistema aislado compuesto
de dos cargas eléctricas g, y gy, ambas positivas,
inicialmente en reposo y separadas por una corta
distancia r; (Fig. 44, izquierda).

Fig. 44

Inicialmente la energia del sistema es puramente
potencial. Referida al infinito viene dada por

E = 7192
4J'E€0 T

Liberado el sistema, la repulsidn eléclrica mutua
provoca mayor distanciamiento (Fig. 44, derecha).
Cuando la distaneia entre las cargas es ry, la energia del
sistermna es

1 1 .
Ep :—m,v,2 +—mzv% + ez

2 2 4dmzgry
Como la distancia aumentd, la energia potencial
disminuyé. En virtud dc que Ja energia total es
constante (E; = £}), la disminucidn de energia potencial

debe venir acompafiada de un aumenlo de la energia

cinética (efectivamente, el sistema adquiere energia
cinética en cuanto empieza a aumentar ta distancia
entre las cartas). '

En ¢l caso del sistema {So), Tierra}, la energia
total es {en el marco de referencia del Sol)

GMcm
E=dm o2 2smT
2 R

Si despreciamos el efecto de los demas planetas y lunas
del sistema solar {Sistema Sel-Tierra practicamente
aislado), esta energia es constante, Como se sabe, la
Tierra describe una elipse alrededor del Sol. En el
perihelio, punto de la orbita terrestre mas préximo al
Sol, la energia potencial es minima; en el afelio {punto
de mayor lejania al Sol) es méaxima. Se sigue que la
velocidad de la Tierra es mayor en el perihelio que en
el afelio.

Ejemplo 36| Desde un punto a una elevacion h=5m

sobre el suelo se lanza una piedra de masa m = 0.3 kg
con una velocidad v; = 8 m/s a un angulo 0 = 36.87°
;Qué altura adicional "h|" alcanza a subir la piedra y
cual es su velocidad vy alli? ;Cual es su velocidad v, al
llegar al suelo?

El sistema {Tierra, Piedra} estd practicamente
aislado (se desprecia la resistencia del aire y otros
factores). La energia de este sistema es

E =lmv2 +mgy
2
y se conserva {AE = ().

Y4

Tierra

Fig. E36

Apliquemos la EBE AE = ( at sistema. Dado
que AE = A(K + ¥) = AK + AV, convendra trabajar con
los cambios AK y AV en lugar de las cantidades
absolutas Ky V.



EBE cntre el punto de lanzamiento vy el punto de
maxima altura:

1
AK: —_ mvlz— l mV02
2 2
AV =mg (Ay) = mg h,
Ahora bien, la ccuacién AE =0 da AK = - AV 0 sea

] 2 | 2
—mvy"—— mvy  =—mgh
5 1 5 0 ghn

de donde

pero v| = vq cos 6, ya que en el punto de altura maxima
fa velocidad no tiene componente vertical, y la compo-
nente horizontal de velocidad no cambia. Entonces

| 2
h, = —(32— 8c0s36.87° ]:1,08
| \/2-9.8 (8cos ) (m)

EBE cntre ¢l punto de lanzamiento v el punto al nivel
dcel suelo:

1 . 2
AK = — mvy“— — my
2 ¢ 200

AV =mg (Ay}=-mgh

La ecuacion AK = — AF conduce a

vy =4v3 +2gh =12.73 E

También podriamos haber obtemido v, aplicando la
EBE entre la posicidn de alura maxima y la posicion a
nive] del suelo.

Antes de presentar mas ejemplos de aplicacién
de la ecuacién de balance de energia, extenderemos la
teoria a los sistemas de muchas particulas, que son los
mds comunes en la practica.
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13.6. Energia potencial del sistema de muchas
particulas

Casi todo el desarrollo teérico de los
Apartados precedentes se aplica sin modificaciones
importantes al caso general del sistema de N particulas.
La encrgia potencial se definc como en {78-p59) o (79-
p60). La EBE W, = AE es aplicable a estos sistemas.

Calculemos la cnergia potencial de un sistema
de 3 particulas, con lo cual sera facil inducir el caso de
N particulas. Nuesira tarea consiste en calcular ¢l
trabajo W, realizado por las fuerzas intermas del
sistema {m,, m,, my}. El negauvo de este trabajo cs la
energia potencial del sistema.

M By
IR S
F
R -
' s
F3 .
7
my
Fip. 45

EnJa Fig. 45 se muestran las 6 fuerzas internas
existentes en un sistema de 3 particulas. El trabajo
mntermno entre dos configuraciones cualesquiera es

Wiy = | (Fa + Fu) o dry + [ (Fiy+ Fyp) o dry +

< [+ Foy) o dry

Conviene agrupar los términos de dos en dos, en la
forma

J-(F|2 b d]’l + F:| L dr;) k j—(FD . dr3+ [:32 L] drz] +

+ I(Fll'dT1*F3| e dr)

Los pares de térnunos encerrados en parénlesis se
asocian con scndas parejas de particulas, a saber,

tmy, maf, imy, ma) ¥ {m, m}. De hecho, cada par es
el (rabajo dc las fucrzas inlernas del sistema de doy
particulas asociado. cs dccir, el negativo de la energia
potencial de ese sistema asociado {m;, ). Denotando
con ¥, 1al encrgia tenemos asi:
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Win==Viu-Viu-Vyu=—(Fa+Vy+¥y)

La energia poteucial del sistema de tres particulas es
evidenlemente

(57) V=V, +Vi+¥y,

Eu el caso de un sisterna de N particulas, la
cxpresion (97) se generaliza a

Energia potencial de un sisterna de N particulas

N :
O8) 1v=>v, i<k

Lk=1

La energia potencial de un sistema de N particulas
{m;, my, ..., my} es igual a la suma de las energias
potenciales de todas las parejas {m;, m,} de particulas

que es posible formar en el sistema (tanlas como

N(N-1)/2).

Advierta que la energia potencial no es aditiva,
en el sentido de que la euergia potencial del sistema

{m,, my, ..., my} no es igual a la suma de las energias
potenciales de dos subsisternas {m, m,, ..., my} y
{my, my, ..., my} extraidos de aquel. Lz razén es

quc, ademds de las interacciones domésticas en cada
subsistema, existen inleraceiones mutuas entre ambos
subsistemas,

Ejemplos de aplicacidn de (98) son:

Un sistema de masas puntuales {my, my, ...,
My}, cuya energia potencial gravitatoria es

(99) V= Z[ Gmmk} k>i

k

Un sistema de cargas eléctricas puntuales {g,,

Gz, ... g}, cUya energia potencial eléctrica es
_ 949y .
(e Y= k>i
Z 4ngy Ty

<Nota. Las cargas eléciricas poseen masa, y por tanto
un ststema de cargas tendria tambicn encrgia potencial
gravitatoria. Sin embargo, la energia potencial gravita-
loria es muchisimo menor que la eléctrica (como
haremos ver un poco mas adelante)>.

13.7. Sobre la aplicacién de la ecuacién
de balance

En la definicién de energia poteneial figura
una "configuracién de refereneia C;". Cuando el
sistema estd en esta configuracion su energia potencial
es cero (ejemplos: resorte no deformado, objeto
colocado cn ¢l suelo, dos cargas infinitamente
separadas). Por esta razdn decimos que “fijar Ja
configuracién de referencia” es lo mismo que "fijar el
nivel cero de la energia potencial”.

;Qué pasa si se cambia la configuracién de
referencia, digamos de Cya Cp?

Pasa que se modifican los valores de la energia
potencial en todas las configuraciones, pero esla
modificacién es la misma para todas ellas. Los valores
nuevos de la energia potencial son los vigjos,
desplazados en una constantc comin. Veamos.

Sea V la energia potencial referidaa Cy, y V' 12

referida a C'p, 0 sea
W) == Win(Co— C)
€)== Win(C'y— C)

Ahora bien, por la propiedad de aditividad del trabajo,

PIC)y=-Win(Cy—>C) =
= - Wi (Co2C) = Wi (Co > C) =

== Win (C'q = Go) + V(C)

Como Cpy C'g son dos configuraciones fijas, el término
Wini(C'y — Cp) tienc un valor fijo. Por consiguiente,
V(C) y V(C) difieren en la misma constante para toda
C.

Ahora bien, en la ecuacidn de balance de
cnergia,

W, = AE = AK + AV

figura una diferencia de cnergias potenciales. Al hacer
la diferencia se cancela cualquier término constanle en
la expresion de la energia potencial V.

Conviene adoptar ¢l punto de vista de que,
mds que los valores absolutos de ¥, son las diferencias
Al las que lienen un significado fisico preciso. Diche
de orra manera: la configuracién de referencia C; es
completamente arbitraria; el cambiar esta configuracion
no altera la "fisica del problema"; la EBE conduce a las
mismas predicciones.



Esta libertad de eleccion del nivel cero de la
energia potencial comporta una gran simplificacion en
muehos problemas. Por ejemplo, consideremos un
sisterna formado por dos cargas punluales positivas vy
una varilla rigida que las une (Fig. 46). La energia
potencial eléctrica de las cargas, referida al infinito, es

y =29 vy
4megr

v 9z
donde "1 es la longitud de 2

la varilla. Sin embargo,

como la varilla es rigida, r

es constante y por ende 4

también la energia ¥ es

constante. Al aplicar la Fig. 46

EBE a este sistema pode-

mos suprimir la contribucidén a la energia potencial
debida a la fuerza eléctrica mutua.

Cosa similar ocurre en ofros sistemas de
particulas que se¢ mueven rigidamente como un todo.
Constderemos cl caso simple de un bloque que reposa
sobre una mesa. Visualicemos el bloque como un
conjunto de particulas (moléculas), cada una con cierta
masa. De acuerdo con la férmula (99), el bloque posee
una energia potencial gravitatoria debido a las fucrzas
de atraccidén gravitatoria entre sus moléculas. Sin
embargo, dado que el bloque es rigide las distancias
interparticulas “ry" de la formula {99) no se alleran, de
medo que la susodicha energia potencial es constante y
puede ignorarse.

Incluso st el bloque se deformara, por gjemplo
en una colision, de tal modo que cambiaran las “r;.”, el
cambio de energia potencial gravitatoria seria tan
pequeiio que no se tomaria en cuenta. Demos un
ejemplo numérico; la energia potencial gravitatoria de
una esfera solida unifoerme de masa M y radio R es

IGM?
SR

(Esta expresidn se obtiene efectuando la suma (99)
mediante los métodos del calculo integral). Para una
bola de billar de masa 3 kg y radio 0.12 m se obtendria

Ve3x0'g

cantidad insignificante en comparacién, por gjemplo,
con la energia potencial gravitatoria asociada con el
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peso de la bola (o sca, no con las interacciones
gravitatorias mutuas de las moléculas de la bela de
billar, sine con la interaccién Bola-Tierra (para una
bola de billar de masa 3 kg a una altura de | m sobre ¢l
suelo esla energia potencial es, en joule, ¥=mgh=
3x98x1=294).

13.8. Energia potencial de algunos sistemas
compuestos

{A} ENERGIA POTENCIAL DE UN SISTEMA
{RESORTE, BLOQUE},

Este casc se puede tratar facilmente con los
resultados encontrados antes, concemientes a resortes y
bloques en cuanto objetos individuales.

Podemos visualizar el conjunto Resorte-
Blogue como un sistema de N + M particulas, de las
cuales las primeras N constituyen el resorte, y las
restantes M el bloque.

AY 6

O/

Fig. 47

La crergia potencial del sistema {Resorte, Blogue) es
el negativo del trabajo Wi, efectuado por la totalidad de
las fuerzas intemnas desde la configuracién de referencia
(que definiremos como aquella dondc el resortc tiene su
longitud natural) hasta la configuracion actual (en la
que la deformacion es “8™).

Dividiremos las fuerzas internas del sistema
{Resorte, Bloque) ¢n tres partes:

e Las fuerzas inlemas de! resorte.
s Las fuerzas inlernas del bloque.
¢« Las fuerzas de interaccidn resorte < bloque.

Las primeras dan lugar a una energia potencial
igual a ¥ = (1/2)k&". Las segundas no dan Jugar a
energia potencial, por lo discutido en ¢l Apanado

preccdente.
Nos falta considerar el rabajo de las fuerzas
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internas resorte <» blogue, que son las fuerzas accion-
reaccion Fpg y Frg mostradas en la Fig. 48. Este trabajo
es cero, simplemente

porque ambas fuerzas &

se ’ pueden consm‘ierar Far
aplicadas en el mismo

punto, ¥y  entonces FREV
realizan sobre ambos O
cuerpos unos trabajos
que son iguales y de
signos opucstos. Fig. 48
En resumidas
cuentas, pues, la energia potencial del sistema {Resorte,
Bloque} proviene exclusivamente del resorte, a través

de la energia potencial de éste. La ernergia tolal del
sistema es

} Energia total de un sistema {Resorte, Blogue}

| ST
101 E=—mv*+=-k&
(101) 5 >

& es la deformacidn del resorte, v es la velocidad del!
bloque.

Incluyamos ahora a la Tierra en nuestro
sistema. Entonces figurara también la energia potencial
(abreviada E.P.) gravitatoria debida a la interaccién

Bloque-Tierra. Definiendo ¢l Eje vertical Y como se-

muestra en la Fig. 47, v tomando el nivel cero de la
E.P. gravitatoria en y = 0 tenemos ahora

Energia total del sistema {Tierra, Resorte, Bloque}

amy | £ =%mv2 +%k62 +mg y

8 es la deformacidn del resorte, v es la velocidad del
hloque, ¥ es Ja altura de éste.

En (102) los ultimos dos términos forman la energia
potencial del sistema.

En la mayoria de los problemas se incluye a la
Tierra dentro del sistema, por lo que la E.P. gravitatoria
“mgy" sera una cantidad ubicua.

Reiteramos que el definir ¢l sistema es funda-
mental, pues es lo que nos permite diferenciar entre
fuerzas internas vy externas, o sea, calcular
correctamente el trabajo W.,, que aparece en la
ecuacion de balance W, = AE.

Pasemos al sistema {B1, C1, B2, C2, B3} que
vemos en la Fig. 49, formado por {os tres bloques Bl,
B2 y B3, y por las dos cuerdas Cl y C2.

Este sistema no posee energia potencial.

(Por qué? Ya vimos que los bloques por si
mismos no tienen energia potencial. En cuanto a las
cuerdas, supongamos que son ligeras ¢ inextensibles.
Durante ¢l movimiento, las particulas de cada cuerda
conservan sus distancias a las particulas vecinas
inmediatas. )

Cc2
B2

g1 ©l B3

Fig, 49

Por esta razén las cuerdas se comportan como
si fuesen cuerpos rigidos ¥ no es necesario adjudicaries
una energia potencial propia. Finalmente, las
mteraccioncs de tipo bloque <» cuerda tampoco
contribuyen a la energia potencial del sistema, por las
mismas razones aducidas en relacién con las fuerzas
resorte <> bloque que recién discutimos,

Ahora bien, si el sistema se amplia por
inelusion de la Tierra, produciendo el sistema

{Tierra, B1, C1, B2, C2, B3}

entonces sf tendrd energia potencial. Esta sera la
energia potencial gravitatoria debida a las interacciones
Bloques «» Tierra, Su expresion es

V=mgy, + mygy; + msgpn

donde yy, y; ¥ y5 son las coordenadas verticales de los
bloques (Eje Y hacia arriba; nivel cero de la energia
gravilatoria en y = ().

En los problemas en que figuren bloques
unidos por cuerdas, resortes, varillas rigidas, etc.,
conviene incluir estos elementos de unidn dentro del
sistema.



13.9. Potencia

Hemos definido anteriormente la potencia
suministrada a una particula por una fuerza F como el
trabajo realizado por F sobre la particula por unidad de
tiempo.

Si sobre un sisterna de particulas actian varias
fuerzas externas, a cada una de ellas se le puede asociar
su propia potencia,

(103) P()=Fev

como vimos en el Apartado 12.13 de la pagina 48.

Sin embargo, la cantidad interesante en este
caso es la potencia de Ja fuerza total. Dado que el
trabajo de tal fuerza, W,,,, va a merementar la energia

mecanica E del sistema, tenemos:

Potencia de la fuerza total sobre un sistema

dE
(104) P(!f)—d—t

La potencia de la fuerza total sobre un sistema es el
ritmo  al que dicha fuerza incrementa la encrgia
mecanica del sistema.

Un motor iza una caja de 65 kg por un

plano inclinado a 40° con una velocidad constante de

m . . . .
0.6— . Existe friccion caja + plano, de coeficiente
B

cinético 0.5. (a) Calcular la potencia atil del motor. (b)
si la potencia se incrementa repentinamente en un 20 %
del valor hallade en {a), ;cual es la aceleracién
instantdnea de la caja en el momento de este
incremento?

Fig. E37a

31

(a) Como la velocidad de la caja es constanie, hay
equilibrio de fuerzas, o sea

T

rl) T-f-mgsenB=0

£
(r2) N-mgcosB=0 N

40°
m

Tenemos también la relacion &
(rd) f=uN Fig. E37b

(T es la tension del cable, f la friccion, & el angulo del
plano inclinado.)
La potencia suministrada por el motor es

P=Tv

donde T es Ja tensién del cable y v es la velocidad de la
caja. Resolviendo las ecuaciones (rl) a (r3) para T y
multiplicando T por v encontramos que

P=mgv(sen -+ mcos8)

=65kg 9.8 = 0.6 2 (sen 40° + 0.5 cos 40°) =
52 5

= P=392w

(b) Si la potencia se incrementa en un 20%, o sea al
valor P = 1.2 (392) w= 4704 W, la tensidn pasa a ser
momcntaneamente

L LU T Y
v 0.6

Se pierde el equilibrio de fuerzas y la acelcraeidn
instantdnea de la caja se saca de

T-f-mgsenB=ma

m

s2

= a=72

Conforme va aumentando la velocidad la accleracion
va disminuycndo hasta que la velocidad se estabiliza a

m .
un valor mayor que 0.6 — . Esto porque la potencia de!
B

mofor se supone constante en ¢l valor 784 w, de modo
que la velocidad no puede aumeniar sin limite.
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13.10. Estrategia general y ejemplos de
aplicacion de la ecuacién de balance
de energia.

La ecuacion de balance de energia (EBE)} de
un sistema mecanico tiene la forma general Wex = AE.
Esta ecuacidn se aplica al sistema entre dos configu-
raciones dadas del mismo. Weq €s el (rabajo de las
fuerzas externas entre ambas configuraciones, y AE es
la variacién de energia mecanica del sistema enfre las
mismas.

La gcuacion Wey, = AE es 0lil para relacionar
posiciones con velocidades de cuerpos del sistema.

Un sistema se denomina “mecanice” cuando
las fuerzas internas del sisterna son todas conservativas.
Si esto no ocurre la EBE no es aplicable al sistema.

La energia mecdnica £ es la suma de las
energias cinética y potencial del sistema:

E=K+V

Los pasos generales del método para aplicar la
EBE Weyx = AF son los siguientes:

« Definir el sistema fisico al cual se desea
apliear la ecuaeion de balance. Al respecio tome en
cuenta lo sigumente:

—~ Estamos en libertad de elegir el sistema
como deseemnos. Sin embargo, para conseguir mayor
simplificacién conviene incluir en el sistema aquellas
parejas de cuerpos que interaetien medianie una fuerza
conservaiiva. Este es el caso de la Tierra y cualquier
objeto sobre su superficie. Si incluimos estos cuerpos
habra una energia polencial gravitatoria del sistema.

— Ineluya elementos de unién entre cuerpos,
como son las euerdas, varillas ligeras, etc.

— Ineluya los resortes elasticos dentro del
sistema. Habra entonces una energia potencial elastica
del sistera,

— No incluir en el sistema ningin agente
exlerno que ejerza una fuerza constante (con excepcion,
naturalmente, del peso, conforme se explicod arriba).
Este agente contribuird al lrabajo externo Wex, lo
mismo que cualesquiera otras fuerzas no conservativas,
como la friceion.

= [dentificar el sistema exlermno del sistema
fisico considerado, o sea hacer un diagrama de fuerzas
activas (DFA). Este diagrama incluye las fuerzas
extemnas sobre el sistemna, exceptuando aquellas que no
producen trabajo enire las dos configuraciones

eonsideradas. Si se incluyd a la Tierra dentro del
sisterna, entonces el peso del objeto no figura en el
DFA, puesto que es abora una fuerza interna.

+ Calcular el trabajo Wey, realizado por las
fuerzas activas sobre el sistema entre las dos configu-
raciones de interés del sistema.

s Calcular el cambio de energia cinética AK
entre dichas configuraciones.

o Calcular ¢l cambio de energia potencial AV
entre Jas dos configuraciones de interés,

e Plantear la ecuacién

Wex = AK + AV

y resolver para las incognitas.

Tenga presente los siguientes resultados
demostrados anteriocrmente:

(t) Si el sistema es una sdla particula la EBE se
reduce a la forma simple

Wexi = AK

donde Wex es el trabajo de todas las fuerzas (nece-
sariamente externas) que actian sobre la partieula. Note
que en este caso el peso de la particula es una fuerza
externa, de tal modo que debe figurar en Wy el trabajo
hecho por el peso.

(ii) Si se incluye a la Tierra y/o los resortes
elasticos para formar ¢l sistema {Particula, Resortes,
Tierra}, entonces la EBE aplicable es

West= AE

En este caso la energia E incluye, ademas de la energia
cinética de la particula, también la energia potencial
gravitatoria “mgy” y la energia potencial elastica de los
resortes. El trabajo Wey ya no incluye el trabajo del
peso ni el de los resortes.

(111) Fuerzas de reaccidén en apoyos, que actien
sobre punios fijos, no producen trabajo. Estas fuerzas
no aparecen en el DFA.

(iv) Fuerzas normales debidas a superficies
planas o alabeadas o guias reclas o curvas no efectian
trabajo. Este tipo de fuerzas no aparecen en el DFA,

(v} El trabajo de una fuerza constante viene
dado por

W=FaeAr



Un collarin se desliza por una gufa lisa

curva. Obtener la velocidad como funcién de la profun-
didad y, medida desde ei punto més elevado de su
recorrido, suponiendo que se libera desde alli y desde el
reposo.

ABjeY

O

¥<0

Fig. E38a

Nuestro sistema es
{Tierra, Collarin}

Elsistema externo es la
{Guia}

Entre el punto mas alto y el punto a profundidad y, la
guia no hace trabajo, de modo que W, = 0, y el
cambio de energia del sistema es

AK + AV = % mv? + mg y

(Recuerde que en la férmula que da el cambio de E.P.
gravitatoria, A¥ = mg Ay, el eje Y debe ir hacia arriba,
por [0 que el cambio AV = mg v es negativo.)

La ecuacién #,,, = AL da

r) v=f2g(-y) =28y

Esta expresion para la velocidad aparece
frecuentemente en las aplicaciones, por lo que la resal-
taremos en este cuadro:

La velocidad que adquiere un cuerpo que
parte del reposo y cae una distancia h > 0 bajo
la accidn de la gravedad, sea libremente, o a
(105) | lo largo de una guia lisa de cualquier forma, o
como masa pendular, es igual a

v= 25
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Ejemplo 39, Desde la posicién "(1)" indicada en la

Fig. E39 se jala un collarin de masa 1.5 kg con una
fnerza horizontal constante F = 20 N, hasta que llega al
punlo mas alto, "(2)". La guia es lisa. Calcular la
velocidad del collarin en la situacién final.

Fig. B39

Sisterna: {Tierra, Collarin}
Sisterna externo:  {Guia, Agente F}
{Algun cuerpo no mostrado en la figura es el que ejerce
la fuerza F. Este cuerpo Jo hemos denominado "Agente
F)
La guia no hace trabajo porque es lisa. En
cuanto al rabajo del Agentc F, vale
W=FeAr=(200)e(2.2i4+09]))
=20(2.2)=44 (J)

El cambjo de energia cinética es
1 2 2
AK = Py mv =075v

y cl cambio de la energia potencial, puramente
gravitatoria, es

AV=mgAy=1.5(9.8){0.9) = 13.23{(7)
LaEBE W,,, = AL da

44 =0.75v* +13.23
de donde

v=64 =
s
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El collarin 1 de masa m, encajado en una

guia vertical se abandona desde la situacién mostrada
en la Fig. E40a. Una varilla ligera lo une con otro
collarin 2 de masa m, que puede deslizarse horizontal-
mente. Calcular la velocidad del collarin 1 cuande la
varilla esta horizontal. Suponga que no hay friccién en
ninguna parte.

S

~

Fig. E40a

Consideremos ¢l sistema
{Tierra, Collarin 1, Collarin 2, Varilla}

y bosquejemos la situacidén final (Fig, E40b).

Fig. E40b

El sistema externo lo constituyen simplemente las guias
vertical y horizontal.

Como las guias son lisas no hay trabajo
externo sobre el sistema y la energia se conserva, o sca

(rl) AK = - AV

Para caleular el cambio de energia cinética entre ambas
situaciones remitimos al lector al Apartado 12.7 en la
pagina 38, donde explicamos que las velocidades de los
extremos de una varilla rigida deben tencr iguales
componentes a lo largo de la varilla. Como en la
situacion final de la Fig. E40b la velocidad del eollarin
1 es vertical, y como la velocidad del collarin 2 debe

ser horizontal en todo momento, se deduce que la

velocidad del collarin 2 debe ser cero en esta situacion.
2

Tenemos entonees K, =0y K, = (1/2)m\v\" y

(12) AK=% my v’

La energia potencial del sistema es puramente gravita-
toria. E! cambio de energia poteneial proviene
solamente del collarin 1, ya que el collarin 2 se
mantiene a la misma altura. Es igual a

(r3) AV=—m, gh
(Se usd la formula AV = mg Ay, con Ay =-h).
Las ecuacion (rl), (r2) y (r3) dan

2
—mv,”=m,gh
5 M 1 B

de donde
v, = 42gh

Note que esta velocidad es la misma que la de un objeto
que cae desde una altura h.

Ejemplo 41 Tres bloques de masas m;, m; y mj,

unidos por cuerdas como se ve en la Fig. Edla,
ascienden por un plano inclinado, con el que existe
friccion de coeficiente cinético comun p. Liberado el
sistema desde el reposo, caleular ta velocidad del
bloque 3 después de que ha descendido una distancia h.

Cuerda 2

m;
Cuerdal

my

Fig. Edla

Conviene escoger el siguiente sistemna;

{Tterra, Bloque 1, Cuerda 1, Bloque 2,
Cuerda 2, Bloque 3}

La Fig. 41a es el diagrama de cuerpo libre del sistema,



(la Tierra s¢ ha suprimido del diagrama, pero debemos
imaginarla parte del sistema.) Note que en el DCL no
aparecen los pesos de los bloques, ya que estos son
fucrzas internas Tierra <> bloques. El sistema externo
es

{Plano inclinado, Polea fija}

<Nota. Como vemos aqui, ¢] plano inclinado no se
considera parte de la Tierra. Tampoco hay necesidad de
considerar las fuerzas de contacto del plano inclinado
con la superficie de la Tierra.>

Las fuerzas normales N, y N, no hacen
trabajo. Tampoco la fuerza normal sobre el tramo de
cuerda en eontacto con la polea fija, ya que los despla-
zamientos de los puntos de la cuerda son perpendicu-
lares localmente a las fuercillas normales respectivas.
El dnico trabajo externo proviene de las fuerzas de
friccion {| y £, y es igual a

Wex=—p(m; +my)gcosH-h

puesto que los bloques se desplazan una distancia h
hacia arriba del plano.

Sea "v" la velocidad comin en la situacién

final. El cambio de energia cinética es
1 2_ 1 2
AK = E(mI +my+my) v = E Myv

donde M = m, + m, + m, es la masa total del sistema.
Por otra parte, el cambio de energia potencial gravita-
toria es

AV=m,ghsen®+m, ghsen8-m,gh

ya que cuando el bloque 3 baja "h", los bloques | y 2
subcn "h sen 8". La ecuacién H,, = AE es entonces

(rl) —p(m;+my)gcosB-h=

Mv? +m, g hsen 6 +m, g hscn © —m; gh

1
2

Despejando "v",

V=J%(m3g—(m, +m2)(sen9—pcosﬁ))

Con objeto de ilustrar cémo influye la eleccion
del sistema en la resolucidn del problema, supongamos
que hubiéramos escogido el siguiente sistema:

{Bloque 1, Cuerda 1, Bloque 2}

Ahora la Tierra y la Cuerda 2 son cuerpos externos. El
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sistcma externo completo es
[Tierra, Cuerda 2, Plano inclinado}

E1 DCL del sistema seria el mostrado en la Fig. E41b.

Fig. E41b

Ef cambio de energia cinética serfa ahora
] 2
AK = E{ml +my) v
El trabajo #¥,,; se compondria de:

El trabajo de la Tierra, igual a

Wiiera =~ M, ghsen 8 -m, ghscn 0
El trabajo de las friccionces, igual a

Weticciones =— # {my +my) gcos 6 - h
El trabajo dc la tension T de la cuerda 2, igual a

=Th

Wiension
La ecuacion ., = AL conduciria a
(r2) -m;ghsen8-m;ghsen®

1
—p(m]+m2)g<:osE)-h-‘rTh:E(m,+m2)v1

En esta ecuacidn aparccen dos incogmitas: Ty v. Habria
que obtener otra ccuacion entre ellas, digamos apli-
cando la ecuacidn de balance al sistema {Bloque 3},
que daria

; 1
(r3) Wc“‘—‘—Th+m3gh=AK=5m3v2

Sumando miembro a miembro las ccuaciones {r2) v
(r3) obtenemos la ecuacion (rl ).

Por eso se recomienda como primera cleccion
del sistema la Tierra, junto con lodos los cucrpos
moviles que se pueda, incluyendo cuerdas, varillas,
ete..
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Una bola de masa m = 6 kg y radio

r =250 mm esta sujeta a un resorte de constante k = 400
¥/m y longitud natural Ly = 1.] m, cuyo ofro extremo
esta fijo, como se muestra en la Fig. E42a. La bola
puede deslizarse por una guia semicircular lisa de radio
R = .6 m. El conjunto parle del reposo desde la
posicion vertical del resorte y flega a la posicién donde
el resorte forma angulo de 30° con la vertical. En todo
el movimienio la bola sufre una fuerza F = 10 N que
estd perpendicular al resorte en todo momento. Hallar
la velocidad de la bola en la situacién final.

Fig. E42a

Sistema:  {Tietra, Bola, Resorte}

El sistema externo lo forman los cuerpos que estan en
contacto ya sea con la bola o con el resorte:

Sistema externo:  {Guia, Agente F, Bisagra}

(Tal como hemos hecho en los gjemplos anteriores, no
tomarenios en cuenta las fuerzas que ejercen los
cuerpos del sistema externo sobre la Tierra, pues ésta se
supone fija y no se realiza trabajo sobre ella.)

La Guia no bace trabajo sobre la Bola, y la
Bisagra no hace (rabajo sobre el Resorte (porque el
extremo del Resorte unido a la Bisagra esta fijo). El
trabajo externo proviene del Agente F. Calculemos el
trabajo de esta fuerza.

Como se muestra
en la Fig. E42b, la fuerza

)

F es pempendicular al ‘%/\5 !
vector desplazamiento dr a dr » !
lo largo de todo el arco . \*\ .
que describe el centro de F Tl
la bola. Su trabajo es \"\,,“:
¢nlonces T

{el) W=Fs Fig. E42b

donde F es la magnitud de la fuerza y "s" es la longitud
del arco (el céleulo es similar al que hicimos en la
pagina 37 en relacién con el trabajo de la friccién.
Consulte también el problema 5 en la pigina 49).

El cambio de energia cinélica es simplemente

(€2) AK == mv’

La energia potencial del sistema tiene dos contribucio-
nes: la gravilatoria y la elastica del resorte. Sin
embargo, eomo la longitud de] resorte no cambia, la
energia potencial eldstica no cambia y podemas
olvidarnos de ella. Con la geometria de la Fig. E42¢c
obtenemos para ¢l cambio de energia potencial
gravitatoria:

(e3) AV=-mg(R+1)(l —cosB)

h=R+9(l - cos § s=(R+D8
t%_r
_*_ f::‘:
R+ 1) cos § N s
8
. D SRR I
Fig. E42¢

La ecuaeién #,, = AE da
Fs= % mv? -mg (R+1)(l —cos®)

Poniendo s = (R +1)8 y despejando "v",

V= J@(FEH mg(1 -cos ©))
m

Sustituyendo valores,

ve Jm{1o%+ 6-9.8(1 —c0s30°)J

6

= v=284 2
=



Desde lo alto de una superficic semi-

[T

esférica lisa de radio “r” se lanza una particula de masa
“m" con eierta velocidad inicial vg. Calcular ¢l angulo
By al que la particula deja de hacer contacto con la
superficie.

Fig. 43a

Para resolver este problema es necesario
combinar las leyes de movimtento de Newton con la
ley de conservacion de la energia.

Hagamos el DCL de la particula correspon-
diente a un angulo 6 arbilrario (antes de abandonar).
Incluye la fuerza normal N debida a la superficie, y el
peso “mg”, como vemos en la Fig. 43b.

Fig. E43b

La ecuacién de movimiento segun ¢! eje radial cs:

2

(et} N-mgcosO=m Y
-

Pero cuando § = B la normal se vuelve nula y la
velocidad tiene cierto valor “vs”. Poniendo estas
condiciones en {(el) y despejando cl (érmino “mvs

tenemos

(e2) mvs2 =mgr cos By
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Apliquemos ahora la EBE al sistema {Tierra, parlicula)
entre las configuraciones inicial (6 = 0) y final (0 = Oy).
Tenemos que

- -%mv%

2
mv,

(€3) AK =3

Ademas
{ed) AV=—-mgh

donde “h” ¢s la distancia vertical que baja la particula.
De la Fig. 43b calculamos esta “h™ como

(e5) h=r(l-cosfy)

Como no exisle fuerza externa sobre el sistema
{Particula, Tierra}, la energia se conserva, de modo
que

AK =- AV
0 5ea

(e6) Ioy? 4

2
vy — > mvy = mgh

Sustituyendo aqui segun las relaciones (e2) y (e5)
obtenenios

?]Z. mgr cos g - % mv02=mgAr(] —cos 8g)

Despejando,
2
v
cosly == +~-2
3 3gr

(como cos 0 < |, debemos tener vy < ,/gr )

Coniwo vemos, si la particula parte con velocidad
practicarente nula, el dngulo al que deja la superficie
s

2
By =cos”' (-;J =48.(9°

Por otra parte, si la particula se lanza con vclocidad
Vg =4/gr . entonces pierde cl contaclo desde ¢l

momento de partida (ya que 8y = cos | (Ly=0%).
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Una particula de masa m = 0.1 kg es

impulsada por un resorte elastico de constante k = 500
N/m, inicialmente comprimido. La particula viaja en un
plano vertical a lo largo de un tramo recto, después del
cual entra a un rizo circular liso de radio R = 0.8 m,
como se muestra en la Fig. E44a. Calcular cual debe ser
la minima compresion “&” del resorte para que la
particula logre llegar al punto superior del rizo.

Liso
Fig. E44a
Nuestro sistema es
{Particula, Resorte, Tierra}
¥ su sistema extemo es
{Guia lisa}

Como la guia es lisa no efectia trabajo sobre €l sistema,
por lo que la energia se conserva.

Aplicaremos la conservacién de la energia
cntre la situacion inicial en que el resorte esta
deformado, vy la final en que la particula estd en el
punto mas alto dei rizo. Hay que observar que para que
la particula llegue a esla situacién final se requiere que
la fuerza normal del rizo sea nula justarnentc alli. En
cambio, la velocidad de la particula no es cero alii,
como se puede deducir de las ecuaciones.

El cambio de energia cinética entre ambas
siluaciones es

1 2
AK——Z—mva

@

donde hemos indicado con “v;" la velocidad en el
punto superior del rizo. El cambio de energia potencial

€5

AV =—1k§+ mg 2R

va que la energia potencial elistica disminuyé y la
gravitatoria aumento.
[gualando AK a -AJV tenemos

)  Imvl=1k8"- mg-2R

Ahora, para calcular “8” necesitamos conocer la
velocidad v, Para calcularla aplicaremos la ecuacion
de movimiento radial al momento en que la particula
esta en el punto alto. El DCL correspondiente es el que
vemos en la Fig. 44b, donde la fuerza normal N ya se

ha puesto igual a cero.

Fig. E44b

La ecuacion dc movimiento radial es

Despejando el término “mv,>" de aqui y sustituyendo
en (el) tenemos

1k8? =mg 2R + LmgR =3 mgR

de donde

5o \Fng ~ JS(O.I)(9.8)(O.8) ~
' 500 -

=0.088 (m ) =88 (mm)



13.11. Problemas

1. Una masa pendular tiene en la posicion indicada en
la figura una velocidad de 2 m/s. Calcular el maximo
angulo que forma el hilo con la vertical.

Resp. 37.45°.

2. Un bloque de masa “m” parte del reposo desde un
punto a una distancia “s” sobre ¢l pie de un plano
inclinado de angulo 6, como se ve en la figura. El
bloque entra a otro plang inclinado, de angulo 8; hasta
que llega al reposo a la misma distancia “s”. Existe
friccién de coeficiente cinético p entre el bloque ¥y

ambos planos. Calcular el angulo 6;.

Datos: 8y =53.13°, 1 =0.2.
Resp. B, =75.75°,

3. Un collarin de masa “m”, sujeto al extremo de un
resorte eldstico de constante “k”, desciende por una
guia lisa a partir del reposo desde la posicién indicada
en la figura, cuando el resorte forma un dngulo 6 con la
horizontal. Calcular la velocidad del collarin cuando
llega al punto B. La longitud natural del resorlc es de
"0.5h"

Datos; h=0.8m,d=0.5m m=4 kg, k=400 N/m,
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Resp. 6.8 m/s.

4. E] conjunto mostrado cn la figura se mueve desde el
reposo impulsado por una fuerza constante F. Calcular
la velocidad del bloque de masa m, una vez quc cl
blogue de masa m; ha recomrido una dislancia “s” a Jo
largo de la mesa horizontal lisa. Despreciar la masa de
la polea mévil v suponer que no hay friceidn.

ms;

vy

Datos: m =5 kg, ny = 15kg, F=50N.

IF Sy g
Resp. v, = [T MBS 967 /s,
my +4m;

S. Resolver ¢l Ejeinplo 32 de la pagina 3-54 vsando la
ecuacion ey = AL

6. Resolver ¢l Ejemplo 34 de la pagina 3-56 usando la
ecuacion Wey, = AL
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7. Una varilla ligera csta articulada en un extremo a una
bola de masa m, y en un punto intcrior a una articula-
cidén fja. La varilla, de longitud ry + ry, inicialmente
esla vertical vy una fuerza de magnitud constante F,
aplicada siermopre perpendicularmente a la varilla, la
hace girar, haciendo que la bola recora una distancia

e 1

s” sobre la guia lisa semicircular que la sostiene,

legando a esta posicién con velocidad “v”. Calcular la
fucrza I’ necesaria.

.
1
Resp. F=—1l-(—mv2—mg l—cos—s—
nsl 2 L

8. En el conjunto mostrado en la figura, los collarines A
y B se mueven a lo largo de sendas guias lisas
colocadas horizontal y verticalmente. A y B estdan
unidos por una varilla ligera de longitud L, y el coliarin
B estd atado a una cuerda que lo conecla con el bloque
C. El conjunto parte del reposo en la configuracién
mostrada. Calcular la velocidad del bloque A cuando
llega a la posicion verticalmente debajo de B.

o o Cuerda

2
ReSp. V) = ;—(m3 —mz)gh
!

9. Una bola de masa “m” gira en un circulo de radio
dado “r”, sujeta a una cuerda inextensible. En el punto
mas bajo de su movimiento la bola tiene velocidad vg.
;Qué tensién Tg debe tener la cuerda en la posieidn mas
baja de la bola “m” para que ésta alcance a subir una
altura “h” por encima del centro C?

Resp. Ty = Smg(l +EJ
3

10. Un bloque de masa “m” parte del reposo desde lo
alio de una superficie semiesférica lisa de radio “r”,
como se ve en la figura. Calcular ¢l angulo 9 al cual la
fuerza normal sobre el bloque es igual a ta mitad de su
peso.

Resp. By = cos”! (%J

11. Una eadena de longitud L = 1.2 m parile del reposo
sobre una mesa horizental lisa desde la configuracion
que se muestra en la figura, donde d = 0.4 m. Calcular la
velocidad de la cadena cuando el dltimo eslabén



abandona la mesa. La densidad de masa de la cadcna es
es | kg/m.

L-d

Sugerencia. Para obtencr la energia potencial gravita-
toria de la parte colgante de la cadena use la posicidn
vertical de su centro geométrico, que coincide con el
centro de masa de dicha parte.

Resp. 1.53 2
s

12. El conjunic [Polea movil, Cuerda vertical, Bloque]
se iza mediante una fuerza constante F, aplicada
siempre horizontalmente como se muestra. Suponiendo
que parte del reposo, calcular la velocidad del bloque
cuando el conjunte ha subido una altura “h”. Ignore las
dimensiones de la polea colgante.

Datos:d=4m,5=3m h=1lm F=50nN

Resp. V=J£(L] -L,}-2gh =237m/s.
m

13. La bola de masa “m” esia sujeta a una barra de peso
insignificante inicialmente horizontal. El conjunto se
libera desde el reposo cuando el resorte tiene su
longitud natural. La longitud de la barra es “s; +s5:” y
esla pivoteada en un extremo. La barra esta sujeta al
resorte elastico de constante “k” en un punlo a distancia
s) del pivote. Caleular la velocidad de la bela cuando la
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barra ha girado un dangulo *'B” como se muestra.

ks
Resp. v = JZg(s,+52)senG——
m

con &= \/hz +s,2 +2hs, senf —\/h2 +5]2

14. El conjunto de los bloques de masas 6 kg y 20 kg
parte del reposo en fa posicién mostrada en la figura.
No hay friccion en nirguna parte. Calcular la velocidad
del bloque de 6 kg cuando el angulo que forma la
cuerda con la vertical toma el valor 63°.

83 .-
a 20kg
31¢
L 340
I: bkg S
05m

Superencia. En todo momento las velocidades de los
bloques tienen la misma componente a lo Jargo de la
cuerda que los une.

Resp. 147 m/s.
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