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donde ¢ cs la velocidad de la luz, una constante. En la Figura 4.2.6, demostrar, utilizando una nota-
cidn clara y facil de entender, Ja «paradoja de los gemelos»:

tiempo propio (AR} -+ tiempo propio (BCY < tempo propio (AC).

———— i ¢

La desigualdad triangular relativista.

19. Los antiguos griegos sabian que una linea recta era ¢l camino més corto entre dos puntos.
Euclides, en su libro Oprica, enuncié el «principio de reflexion de la luz» —es decir, la luz que
se mueve en un plano lo hace en linea recta y, cuando se refleja en un espejo, el 4dngulo de
incidencia es igual al dngulo de reflexién-—. Los griegos no podian tener una prucba de que la
linea recta era el camino mds corto entre dos puntos porque, en primer lugar, no conocian la
definicién de longitud de una trayectoria general. Ellos pensaron que esta propicdad de las li-
neas rectas era mas o menos «obviar.

Utilizando la justificacidn de la longitud de arco dada en esta seccién y la desigualdad
triangular de la Seccidn 1.5, justificar razonadamente que si ¢, es el segmento rectilineo
co(®) = P + (1 — HQ que une los puntos Py Q en R?, entonces:

Lleg) < L(c)

para cualguicr otra traycctoria ¢ que una Py Q.

4.3. Campos vectoriales

El concepto de campo vectorial

En el Capiftulo 2, presentamos un tipo particular de campo vectorial: el gradiente. En esta
seccidn estudiamos campos vectoriales generales, examinando su importancia geométrica y
fisica.
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Podemos representar ¥ dibujando una flecha en cada punto (néase la Figura 4.3.1). Para dife-
renciarla de los campos vectoriales, una aplicacién f: A <« R® — R que asigna un nimero a
cada punto se llama campo escalar. Un campo vectorial F(x, y, z) en R’ tiene tres componentes
r,, I,y F5, cada una de las cuales es un campo escalar, de manera que

Flx, y, ) = (Fy(x, y, 2), Folx, y, 2), F3(x, y, 2)).

Andlogamente, un campo vectorial en R” tiene n componentes Fy, ..., F,. Si cada componente es
una funcién C¥, diremos que el campo vectoriatl F es de clase C*. En adelante, supondremos que
los campos vectoriales que aparezcan serdn al menos de clase C', salvo que se diga expresa-
meinte Jo contrario.

- Un campo vectorial F asigna un vector F{x}
x a cada punto X de su dominio.

En muchas aplicaciones el vector F(x) representa una cantidad fisica (fuerza, velocidad, etc.)
asociada con la posicién X, como puede verse en los ejemplos siguientes.

El flujo de agua a través de una tuberfa sc llama estacionario si en cada punto
del interior de la tuberia la velocidad del fluido que pasa por ese punto no cambia con el tiem-
po. (Obsérvese que esto es muy distunto de atirmar que el agua de la tuberia no se mueve.)
Asignando a cada punto la velocidad del fluido en €1, obtenemos el campo de velocidudes V
(véase la Figura 4.3.2). Obsérvese que la longitud de las flechas (la rapidez), as{ como la direc-
cion del flujo, pueden cambiar dc un punto a otro.

Un campo vectorial que describe la
velocidad de un fluido en una
tuberia.

Algunos movimientos giratorios (por gjemplo el movimiento de las particulas
en un plato que estd rotando) pueden describirse mediante el campo vectorial

Vix, y) = -y -+ xj.
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Véase la Figura 4.3.3, en la que, para mayor claridad, hemos dibujado en lugar de V ¢l campo
mds corto ]1 V, de manera gue las flechas no se solapen. Esto es una practica comin al dibujar

campos vectoriales.

//,////« NN
A AL
VA 2 " S S S U
I N
\ NN N w v / / /4
NN N ST
Un campo vectorial rotatorio.
En el plano, R?, consideramos el campo vectorial x definido por
, Y xj » x N
x. %) X‘+y2 Pl \x"+y2 x2+)’2(

(excepto en el origen, donde V no estd definido). Este campo vectorial es una buena aproxima-
cién para la componente plana de la velocidad del agua que fluye a través de un agujero cn la
base de una cuba (véase la Figura 4.3.4). Obsérvese que la velocidad aumenta cuando nos apro-

ximamos al desague.

Campo vectorial gradiente
En la Seccidn 2.6 definimos el gradiente de una funcion mediante {a expresidn

ar A A

ey, . (’f . (}f
Vi vy, 2) ===y, i+ = (6 oy, 2 +— (x, y, 2k
ox ay oz
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Ahora vamos a interpretarlo como un ejemplo de campo vectorial —asigna un vector a cada
punto {x, y, z). En consecuencia, nos referiremos a Vf como campe vectorial gradiente. Estos
campos aparecen en un variado ndmero de situaciones, como muestran los dos ejemplos si-

guientes.

Considérese un objeto sdlido que estd siendo calentado por un extremo y enfria-
do por el otro. l.a temperatura en cada punto del interior del cuerpo en um instante dado viene
descrita por una funcién escalar T(x, y, z). El flujo de calor puede representarse por un campo
vectorial, donde las tlechas indican la dircccidn y magnitud del flujo (Figura 4.3.5). Este campo
vectorial flujo de calor o energila viene dado por J = — VT, donde k£ > 0 es una constante
Hamada cenductividad, y VT cs ¢l gradiente de la funcion escalar 7. Los conjuntos de nivel de
T se laman isotermas. Obsérvese que el calor fluye de las regiones calientes hacia las fifas,
puesto que - V7 apunta en la direccién en que T decrece.

4R
H

A
Vector de fluje de calor ——._ e i
Y - A;-\‘ A

Py

Vs .
Mas caliente

Un campo vectorial que describe la
direccidn y magnitud del {lujo de calor.

El campo vectorial que describe el flujo circular en una cuba.

La fuerza de atraccién de la Tierra sobre una masa m puede describirse median-
te un campo vectorial, llamado campo gravitatorio. Tomamos un sistema de coordenadas cuyo
origen est4 situado en el centro de la Tierra (que suponemos esférica). Dc acucrdo con la ley de

Newton de la gravitacidn, este campo viene dado por
mMG

(= — 5,
2

donde r(x, v, ) = (x, ¥, 2), ¥y ¥ = |ir|| (véase la Figara 4.3.6). El dominio de este campo vectorial
consisie en aquellos valores de r para los que |ir|| es mayor que el radio de la Tierra. Como
vimos en el Ejemplo 2.52, Seccidn 2.6, F es un campo gradiente, F = — VV, donde
i
- mMG

>

¢s el potencial gravitatorio. Obsérvese nuevamente que F apunta en la direccion hacia la que V
decrece. Iscribiendo F en términos de sus componentes, vemos que

—mMG  ~mMG —mMG
Fix, y, 2) = 3 X, 3 ¥, R

/
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V)
~N\N S s

El campo vectorial F dado por la ley
de la gravitacién de Newton.

Segiin la ley de Coulomb, la fucrza que actia sobre una carga ¢ situada cn una
posicion r, bajo cl efecto de una carga O situada en el origen, es

&
FZ%rZ*V\/,

donde V= ¢Qe/ry & cs una constante que depende de las unidades que cstemos usando. Para
Qe > 0 (cargas del mismo signo) Ia fuerza es repulsiva [Figura 4.3.7(2)], v para Qe < 0 (cargas
de distinto signo) la fuerza es atractiva [Figura 4.3.7(b)]. Como el potencial V es constante so-
bre sus superficies de nivel, éstas reciben ¢l nombre de superficies equipotenciales. Obsérvesa
que la fuerza es ortogonal a las superficies equipotenciales (la fucrza es radial, mientras que las
superficies equipotenciales son esferas concéntricas).

N N |
~ \:——.
//1 N //‘t .

@) ()

Los campos vectoriales asociados con (a) cargas del mismo signo {(Qe > 0) y (b} cargas
de distinto signo {Qe < 0).

El ejemplo siguiente demuestra que no todo campo vectorial es un campo gradiente.
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Demostrar que el campo vectorial V en R* definido por V(x, ¥) = vi = xj no es
un campo gradiente: es decir, no existe ninguna funcién f de clase ¢! ral que

. _of. [ Of,
Vix, y) = Vflx, yy = =i +—].
Ox ay
Solucién
Supongamos que existiera una tal f. Entonces Of/0x =y y 0f/6y = —x. Pucsto gue éstas son
de clase C, f tiene derivadas de primer y segundo orden continuas. Pero 8° floxdy = —1y

&2 f/8yéx = 1, lo que contradice la igualdad de las derivadas cruzadas; por tanto, V no puede ser
un campo gradientc.

Conservacién de la energia y escape del campo
gravitatorio terrestre
Consideremos una particula de masa m que se mueve en un campo de feerzas F que es un cam-

po potencial. Es decir, suponemos F = -~ VV para una funcién escalar V, y que las particulas se
mueven segin la ley F = ma. Entonces, si la traycctoria es r(z), se ticne

mi(i) = — YV (). o))
Una caracteristica bdsica de tal movimiento es la conservacion de la energin. La energia E de la
particula se define como la suma de las energias potencial y cin€tica,

1
E=3 ml[FON? + V(D). @

El principio de conservacidn de la energia afirma quc si se cumple la segunda ley de Newton,
entonces E es independiente del tiempo; es decir, dE/df = 0. La prueba de esta identidad es un
sencillo cdleulo; utilizamos la Ecuacion (2), 1a regla de la cadena, y la Ecuacion (1):
dE
dt
=r.(~VV+VV)=0.

=mr-r+ (VV}-r

Velocidad de escape ~

Como aplicacién de la conservacién de la energia, calcularemos la velocidad que un cohete de-
be alcanzar para poder cscapar de la influencia gravitacional de la Tierra. Supongamos que m es
la masa del cohete, que estd a una distancia R, del centro de la Tierra (o de cualquier otro pla-
neta) cuando alcanza la velocidad de escape v,, y a partir de ese punto viaja sin usar sus moto-
res. La cnergia en ese instante es

. mMG

v,

e Ry

L
[:0:5 (3)
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Por la conservacién de la energia, E, debe ser igual a la energfa en un instante posterior, que
escribimos como

E—F ,  mMG
o =E == mt* —

s 4)

B |
~

donde v es la velocidad y R es la distancia hasta el centro de la Tierra (u otro planeta). Lo que
denotamos por el término velocidad de escape cs quc v, se clige de modo que cuando el cohete
alcanza grandes distancias apenas se mueve; es decir, v estd préxima a cero y R es muy grande.
Por tanto, de la Ecuacién (4), vemos que E = 0 y entonces E, = 0; despejando v, en esta expre-
sidn usando la Ecuacidn (3) obtenemos

e
/
V R

v, =
Ahora, GM/RZ es exactamente g, la aceleracién de la gravedad a distancia R, del centro del
[EAY) 4 £ ]
planeta. Por tanto, podemos escribir:
— 7
. = /28R,

Para la Tierra, si la velocidad se alcanzase en la superficie (lo que, por supuesto, no es muy
realista), deberiamos obtener

v, = /29,8 m/s?-6.371.000 m = 11.127 m/s.

Sin embargo, este valor ¢s una bucna aproximacion de la velocidad que necesita un satélite si-
tuado en una drbita baja alrededor de la Tierra para escapar del campo gravitatorio terrestre.

Lineas de flujo

Un concepto importante relacionado con los campos vectoriales (no necesariamente provenien-
tes de un gradiente) es el de linea de flujo, definida del modo siguiente:

En el contexto del Ejemplo 4.11, una linea de flujo es la trayectoria seguida por una pequefia
particula suspendida en el fluido (Figura 4.3.8). Las lineas de flgjo también se llaman apropia-
damente lineas de corriente o curvas integrales.

Geométricamente, una linea de flujo para un campo vectorial dado F es una curva trazada
sobre el dominio de F de manera que el vector tangente a la curva en cada punto coincide con
el campo vectorial, como se representa en la Figura 4.3.9.
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Veetor velocidad Linea de flujo

. El vector velocidad de un fluido
es tangente a las lineas de flyjo.

/m
/. / ff

i ——p

Una tinea de flujo discurriendo sobre
un campg vectorial en el plano.

Una linea de flujo puede interpretarse como la solucién de un sistema de ecuaciones dife-
renciales. En efecto, podemos escribir su definicidn ¢'(Z) = F(c{1)) como

X0y = Px(D), y(©, z(1),

Y@ = Q@) y(), 2(0),

20 = R(x(z), y(2), z(1)),
donde ¢(r) = x(O)i + v(©)j + z(Nk, y donde

F = Pi+ Qj + Rk,

Estos sistemas se analizan en cursos sobre ecuaciones diferenciales, pero suponemos que no se
ha seguido uno de estos cursos.
Demostrar que la trayectoria ¢(f) = (cost, sens) es una linea de flujo para el
campo vectorial F(x, ¥) = —vi + xj. (Hay mds lincas de flujo?
Solucién

Debemos comprobar que ¢'(r) = F(e(r)). El término de la izquicrda es (—senni + (cosn)j,
mientras que el término de la derecha es I'(cost, sent) = (—seni -+ (cosr)j, de manera que
tenemos una lnea de flujo. Como sugiere la Figura 4.3.3, las otras lineas de flujo también son
circunferencias. Su ecuacién es ’

' () = (rcos(t — ty), rsen{s — 15))

con ry f; constantes.
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En muchos casos es imposible encontrar férmulas explicitas para las lincas de flujo, lo que
nos lleva a recurrir a métodos numéricos. La Figura 4.3.10 muestra una grafica obtenida me-
diante un programa que calcula numéricamente lineas de flujo y las dibuja en la pantalla del
computador.

¢ Curvas integrales del campo vectorial
F(x. ¥} = (seny)i + {(x? — y)j generadas por
computador. Este dibujo fue obtenido usando

ef programa 30-XplorMath, disponible en la En los ejercicios del 1 al 8 esbozar el campo vectarial dado o wun pequeifio wuiltiplo suyo.
pagina web de Richard Palais
httpi/irsp.math brandeis.edu/30-XplorMath. 1. Flx, y) = (2, 2).

2. Fix, y) = (4,0).

% ﬂ( i, 3. Fix. v) = (x, y).

e 4. Flx, y) = (—x, .

5. Fix, y) = 2y, x).

6. Flx,y) =y, —2x).

7. Flx,y) = (— 9"

o
e
=
=
-
=z
|
\‘
oil
|
Wf(
T

En los ejercicios dei 9 al 12, esbozar algunas lineas de flujo del campo vectorial dado.
9. F(x, y) =, —x).

0. Fix, y) = (x, =y

il F(x,y) = (x, ).

12, Fix,y,2) = (v, ~x 0).

En los ejercicios del 13 al 16, demostrar que lu curva dada ¢() es unu linea de flujo del campo de veloci-
dades dado F(x, y, 7).

13, e(r) = (¥ loglt. 1/0, ¢ # 0; Flx, 3, 2) = (2, 2, -

14. o) = (F 2t — 1. \/;)‘ r> 0, Flx, v, 2) = (v + 1,2, 1/22).
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15. o) = (sent, cosi, &), Fx, vy, 2) = {y, —x, 2).

/1 1
16. o) =|5,¢. ~ i Fix, v, 1) = (=37
A\ £

/s

17. Demostrar que para colocar un sutélite en una Orbita a baja altura sobre 1a ‘Tierra se necesita la mitad
de la energia requerida pura hacerlo escapar de la afraccidn de la Tierra (ignorar el efecto de la rota-
cidn terrestre).

18. Secu c{r) una linea de flujo de un campo gradiente F —= — VV. Demostrar que V{e(r)) es decreciente
como funcién de r.

19.  Supongamos quc todas las isotermas cn una rcgion son esferas concéntricas centradas en el origen.
Demostrar que el campo vectorial que representa el flujo de cnergfa apunta en la direccién del radio,
bien hacia el origen, bien hacia fuera.

20. Esbozar cl campo gradiente —VV para V(x, y) = (x -+ YA + %), v la superficie equipotencial
V=1

La divergencia y el rotacional

Para definir las operaciones divergencia y rotacional, vamos a utilizar el operador nabla, defini-
do por

Para funciones de una vanable, el cdlculo de una derivada puede interpretarse como una opera-
cién o proceso; es decir, dada una funcidn y = f(x), su derivada es el resultado de operar sobre
y mediante el operador derivada d/dx. Andlogamente, podemos escribir el gradiente como

’

J
Vf=(iff.i

ox

para funciones de dos variables y

P .
wj—;iJrk
X ay

para tres variables. En términos operacionales, el gradiente de f se obtiene tomando el operador
V y aplicdndolo sobre f.

Definicion de divergencia

Definimos la divergencia de un campo vectorial F formalmente tomando el producto escalar del
operador V con F.
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Andlogamente, 81 F = (Fy, ..., F,) cs un campo vectorial en R", su divergencia es

i0F, OF, ¢
divF=Y =+

S 0x ox

Calcular la divergencia de

F = x'vi + zj + xyzk.

Solucion

a
— (vz) = 2xy + 0 + oy = 3xy.

)EQ)

¢
div F = %) + — @+t

x 3y a

[

Interpretacion

La divergencia Uene una importante interpretacidn fisica. Si imaginamos que F es el campo de
velocidades de un gas (o de un fluido), entonces div ¥ representa la razdn de expansion por
unidad de volumen bajo el flujo del gas (o del fluido). Si div F < Q, el gas (o fluido) se estd
comprimiendo. Para un campo vectorial en el plano F(x, y) = Fii + F,j, la divergencia

P,  OF,
VF=—m b
ox 3y

mide la razdn de expansidn del drea.

Esta interpretacidn se explica graficamente del modo siguiente. Tomemos una pequefia re-
gién W alrededor de un punto X,. Para cada punto x de W, sea x(¢) la linea de flujo que parte de
x. El conjunio de puntos x(¢) describe cémo fluye el conjunto W tras un tiempo ¢ (véase la Figu-
ra 4.4.1).

Denotamos la regién resultante en el instante r por W(r) y sea V(z) su volumen (o drea, si
estamos en dos dimensiones). Entonces, la razon relativa de cambio de volumen es la divergen-
cia, mis exactamente,

1 d o
YO & W) » = div F(x),

donde la aproximacién se hace mds y mds exacta segiin W se contrae a X,. Sc puede cncontrar

una prueba directa de este resultado en ¢l suplemento de Internet, pero en el Capitulo 8 se pre
senla un argumento més natural, en el contexto de los teoremas sobre integrales del cilculo

vectorial.
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. Deformacion de una regién W
siguiendo las lineas de fhijo
z de un campo vectorial,

Considerar ¢l campo vectorial en el plano dado por V(x, v) = xi. Relacionur el
signo de la divergencia de V con la razén del cambio de dreas bajo el flujo.

Selucién

Interpretamos V como ¢l campo de velocidades de un fuido en ¢l plano. EI campo vectorial V
apunta hacia la derecha para x > 0, y hacia la izquierda para x < 0, como podemos ver en la
Figura 442 La longitud de V es mds corta cuando nos acercamos al origen. Cuando el fluido
se mueve, se expande (el drea del rectangulo sombreado aumenta), de manera que es de esperar
que div V > 0. Bn efecto, div V = 1.

El fluido se esta expandiendo.

Las lineus de flujo del campo vectorial F = xi + ¥i son semirrectas que parten
del origen (véuse la Figura 4.4.3). )

Si estas lineas de flujo se corresponden con un fluido, entonces éste se estd expandiendo
conforme se aleja del origen, de modo que div I deberfa ser positiva. Er} efecto,

-

a é
VF=—x+ -y=2>0
Ox dy
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El campo vectorial Fix, ¥) = xi + v}

Consideremos el campo vectorial F = —xi — vj. A diferencia del caso an.tenor,
aqui las lineas de flujo apuntan hacia el origen (véase la Figura 4.4.4). Por tanto, el fluido se
estd comprimiendo, de manera que esperamos que div F < 0. Haciendo los célculos, vemos que

N

a a
VF=_—(-x}+—(-y)=~-1—-1=-2<0.
Ox Cy

TN

N/

N2

El campo vectorial F(x, y) — —x1 — yj.

Como vimos ¢n la altima seccidn, las lineas de flujo de F = —yi +~ Xxj son ¢ir-
cunferencias concéntricas centradas en el origen, moviéndose en el sentido contrario al de las
agujas del reloj. Segun la Figura 4.4.5, parece que el fluido ni se comprime ni se expande. Esto
se confirma calculando

VE= - (—yt 2 =0+0=0
ox ay
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El campo vectorial Fix, v} = - yi + xj tiene divergencia cero.

Si usamos una notacidn alternativa, y escribimos I = Pi <+ O -+ Rk, la férmula del rotacio-
nal se escribe

En la Figura 4.4.6 sc muestran algunas lineas de flujo del campo F = xi - ¥i.

x . i
Aqui nue nuicidn sobre expansion o compresion no es tan clara; sin embargo, es cierto que ! Ik {
las regiones sombreadas tienen la misma 4drea, y calculamos que - ¢ & ¢
rot F=|— — —
. ax dy ¢z
3 é ) "
V-FZTX+*:‘(—‘\V’)f1~(“I)=OA P Q R
ox ay
dR 00N, ('C*R 5P> L (/(TQ P K
: == ===+ | —— |k
Y Tas particulas del fluido \ Ay Az ) \ Ox Oz 3 \ ox ﬁ)?)
/ / ‘j ‘[ s¢ mueven de la regidn scmbreada A ’
2 la otra después de vn intervalo
de tiempo fijo. Las dos areas } . B
/ / / ‘Z coinciden. Sea F(x, y, z) = xi + xyj + k. Hallar V x F.
Solucion
Utilizamos Ja férmula anterior:
Y e s
- x ‘ i i k
y * / e o @ @ . .
o ™ g - VXF= — — Sle 00~ 00+ (- Ok
lox &y iz
NN ONX P A
x xy 1
r tanto, V X F = yk.
E! campo vectorial F(x, y) = xi — yj. Por tanto, )
Hallar el rotacional del campo xvi — senzj + k.
El rotacional Solucién
Para calcular el rofacional, la segunda operacion bésica para campos vectoriales, tomamos for- Sea F = xyi —sengj + k
malmente el producto vectorial de V con F.
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i j i
_ a I& i
VxF=|— P i
dx dy Oz
xy —senz |
¢ ¢ ¢ @ ¢ é
= = Pl e =
= ey ozl - |0x E‘z;j+§cx oy ik
—senz 1 xy 1 ‘xy —scnz
= coszi — xk

A diferencia de la divergencia, que se puede definir en R” para cualquier n, sélo definimos
cl rotacional en un espacio tridimensional (o en el caso de vectores en el pluno, suponiendo que
su tercera componente es igual a cero).

El rotacional y las rotaciones

El significado fisico del rotacional serd discutido en el Capitulo 8, cuando estudiemos el teore-
ma de Stokes; sin embargo, podemos considerar una situacion especifica, cn la cual el rotacio-
nal estd asociado con rotaciones.

Consideremos un sélido rigido B que gira alrededor de un eje 7. Bl movimiento
de 1 del cuerpo puede describirse mediante un vector e a lo largo del eje de rotacion,
eligiendo su direccién de modo que el cuerpo gire en torno a e, como en la Figura 4.4.7. Deno-
minaremos al vector e como vector velocidad angular. La longitud @ = @] se toma de modo
que coincida con la rapidez angular del sélido B, es decir, la rapidez de cualquier punto de B
dividida por su distancia al eje de rotacién L. El movimiento de los puntos,.en el cuerpo rotante
estd descrito por el campo vectorial v cuyo valor en cada punto es la velocidad en ese punto.
Para hallar v, sea O un punto cualquiera en A, y sea « la distancia entre Q y L.

La velocidad v y 1a velocidad angular « de un
sdlido en rotacién estdn ligadas por la férmula
x Vo X F.

La Figura 4.4.7 muestra que ¢« = [ir]| sen ¢, donde r es el vector que parte del origen de coor-
denadas y termina en (Q, y 6 es el dngulo entre r y el cje de rotacién L. 1.a velocidad tangencial
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v de Q se dirige en el sentido contrario al de las agujas del reloj sobre la tangente a una circun-
ferencia paralela al plano xy de radio «, y tiene magnitud

vl = wa = wllr|jsend = il |ir||sen b.

La direccién y magnitud de v implican que v = @ X r. Eligiendo un sisterna de coordenadas en
el cual L sea ¢l eje z, podemos escribir ew = wk y r = xi + yj + zk. Entonces,

V=@ X r= —oyi+ oxj
Yy por tanto /
A
| i ik }
- é & 8
otv=,| — — | =20k =2wm.
ox dy 0z
—wy wx 0

Es decir, para la rotacion de un sdlido rigido, el rotacional del campo de velocidades es un nue-
vo campo vectorial cuyo valor es el musmo en todos los puntos. Su direccidn es la del eje de
rotacién, y su magnitud es el doble de la velocidad angular.

El rotacional y las rotaciones en un flujo

Si un campo vectorial representa el flujo de un fluido, entonces el valor de V X F en un punto
es el doble de la velocidad angular de un pequefo sdlido que rotase del mismo modo que lo
hace el fluido cerca de ese punto. En particular, V X F = 0 en un punto P significa que el fluido
estd libre de rotaciones rigidas en P, es decir, no tiene remolinos. Otra justificacion de esta idea
depende del teorema de Stokes del Capitulo 8. Sin embargo, podemos decir informalmente gue
rot F = 0 significa que si una pequeria rueda rigida dotada de paletas flota en el fluido, se mo-
verd con €1, pero no rotard alrededor de su eje. Tal campo vectorial se denomina irretacional.
Por ejemplo, s¢ ha determinado a partir de experimentos que el movimiento de un liguido con-
tenido en una cuba, mientras ésta se vacfa por un desagiie en su parte inferior, es usualmente
irrotacional excepto justo en el centro, a pesar de que el {luido esté girando alrededor del desa-
gue (véase la Figura 4.4.8). En el Ejemplo 4.28, las lineas de flujo del campo vectorial V son

Observacién desde arriba de
un fluide en el que flota una
rueda con paletas. El campo
de velocidades V(x, y. 2} =
i~ xj(x% + y%) se
irrotacionat; Ja rueda no

gira alrededor de su gjé .
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circunferencias centradas en el origen, a pesar de lo cual demostraremos que el flujo es irrota-
cional; por tanto, el lector deberia estar prevenido ante la posible confusién que puede ocasionar
el érmino «irrotacionals.

Comprobar que el campo vectorial

i
Vix, v, 2) = ;3‘-‘4

es irrotacional cuando (x, y) # (0, 0) (es decir. excepto cuando V no estd definido).

Solucién

Fl rotacional es

‘ i j k
V x V= ! _O_ L
‘l ) av &z
¥y X :
> 0

owo'+w( ‘x} 0( . )k
=01 + ) L@x x2+v2 y x2+y27

\ 14

k=20

Gl R S € S 0 o0 Bl
(= + ) o7+ ¥

Los campos gradiente son irrotacionales

La siguiente identidad es una relacién bdsica entre gradiente y rotacional, que se deberfa com-
parar con cl hecho de que para cualquier vector v se tiene v X v = 0.
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DEMOSTRACION Puesto que Vf = (6f/6x, 8f/éy. éf/z), por definicién tenemos
! i j k!
& ¢ i [
VxVf=i— = ?[
éx &y ¢z
of ef ori
éz t
T,
= 2 ).
7, [7“?/
Cada una de las componentes es cero, por 1a igualdad de las derivadas parciales cruzadas.

El reciproco de este teorema (un campo vectorial con rotacional cero, hajo hipdtesis adecua-
das, es un campo gradiente) se tratard en el Capiwlo 8.

Solucién

St V fuera un campo gradiente, segin el Teorema | deberfa verificar rot V = 0. Pero

i k|
é é 5‘J
x’otV:'T = = "2k #0,
éx Oy @z
iy -x 0

de manera que V no puede ser un gradiente.

Rotacional escalar

Hay una operacidén sobre campos vectoriales en el plano que estd muy relacionada con el con-
cepto de rotacional. Si F(x, y) = P(x, y)i + O(x, y)j es un campo vectorial en el plano, también
puede interpretarse como un campo vectorial en el espacio tridimensional, para el cual la com-
ponente k es cero y las otras dos componentes son independientes de la coordenada z. Entonces,
el rotacional de F se reduce a

ax Oy

que depende de las variables x e ¥ se denomina el rotacional escalar de F.
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Hallar el rotacional escalar de V(x, v) = 7 + xj.

Solucién

Fl rotacional es

i i k
é ¢ @&
VxV=|— — —i=(1+2yk,
éx 0y Oz
|- x 0]

2y.

de modo que el rotacional escalar, que es el coeficiente de k; vale 1 -

Los rotacionales tienen divergencia cero

A continuacion, enunciamos una relacién bdsica entre los operadores divergencia y rofa-

cional.

Al igual que ocurria en la prueba de que el rotacional de un gradiente es cero, en este caso la
demostracién del teorema se basa en la igualdad de las derivadas cruzadas. El lector deberfa
escribir Jos detalles. El resultado reciproco se estudiard en el Capitulo 8.

Demostrar que el campo vectorial Vix, y, z) = xi + yj + zk no puede ser el rota-
cional de ningin campo vectorial F; es decir, no existe ningtin campo F tal que V =rot F.

Seolucién

Si existiera un tal F, segiin ¢l Teorema 2 deberiamos tener div V = 0. Pero

=i}

[\l) l ™

ax
divV =2+

+

3 I‘Q)

=330,

i

¥

de modo quc V no puede ser rot ¥ para ningdn F.
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El laplaciano

) 2 et . - . .
El aperador de Laplace V", que actia sobre funciones f, se define como la divergencia del gra-

diente™:
a3 -~ ]
. cf  &f  oFf
V=V vp) - ety S0
2 d oz

Este operador desermpefia un importante papel en muchas leyes fisicas, como ya mencionamos
en la Seccidén 3.1.

Demostrar que V3f = 0 para

1 1
flx, ¥, 2) = e =~ v (x, v, 2) # (0,0, 0),

= = -
NE A Fa
donde r = xi + yj + zK. y r = [Ir]].

Solucion

Las derivadas primeras son

a X af Y af -z
& (P4 P dy Ay + g R+ V4 Z_)xfwé-

Calculando las derivadas segundas, resulia

&F 32 1
X AR (2 32+ Y

3]

Fr 1

&’ R
F 1

52,2 (2 + )z + :z)mz

Por tanto,

37+ v+ ) 3
2

- (.x2 * yz * 22)5/2 B (Xz + 37+ 22)3/7

3 3
=y an 5 = = 0.
o+ yz T L [

* Newa de los traducrores: owa notacién muy habitual en la literatra para representar el operador de Laplace es el

sfimbolo AL
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Identidades vectoriales

En esle momento tenemos 4 nuestra disposicion cuatro operadores bédsicos: gradiente, divergen-
cia, rotacional y laplaciano. El siguiente cuadro contiene algunas férmulas que son ttiles cuan-
do se calcula con campos vectoriales.

Demostrar 1a identidad ndmero 7 del cuadro anterior.

Solucidn

El campo vectorial fF ticne componentes fF,; para i = 1, 2, 3, y por tanto

[

ol é
div (fF) = = (FF) + — (fF) + — (fFy).
ox cy G
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Por otra parte, segdn la regla del producto, (&/
similares para los otros términos. Por tanto,

Wi F,) =[f0F,/0x + F,8f/éx, con expresiones

) '0F, OF, of af cf
dw(fF):f(ﬁ + = —Fy T Fy -
L fx ay ax Cy 0z
- fV-F)+F-V/
Vamos a utilizar estas identidades para repetir ¢l Ejemplo 4.32.
L Demostrar que para r # 8, V(1/r) = 0.
Solucién
Como en el caso del potencial gravitatorio, V(1/r) = — r/7>. En general, V(r") = nr"” *r (véase

el Ejercicio 30). Por la identidad V(fF) = fV-F + V/-F, obtenemos

/1 1 /1
N N
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En los ejercicios del | al 4, hallar la divergencia de los campos vectoriales.

1.

Vix, y,
Vi v,
Vix, y,

Vix, y,

z7) = "1 — eVj + k.
z) = yzi + azi + ke
2y =ux+ (v +cosa)f + izt ek

=R =)oyt 2k,
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5. La Figura 4.4.11 muestra algunas lineas de flujo y el movimiento de algunas regioncs para un fluido
ue se mueve en el plano segin un campo de velocidades V. ;En gué zonus div V > 0 y en qué
q P g e g ¥ q
zonas div 'V < 07

Lineas de flujo de un fluido que
"~ se mueve en el plano.

6. Sea V(x, v, z) = xi el campo de velocidades de un fluido en el espacio. Relacionar el signo de la
divergencia con la tasa de variacién de volumen bajo el flujo dado.

7. Esbozar algonas Hneas de flujo para F(x, y) = yi. Calcular V- F y explicar por qué la respuesta es
consistente con ¢l esbozo de las lineas de flujo.

8. Eshozar algunas Ifneas de flujo para F(x, y) = —3xi — yj. Calcular V-F y explicar por qué la res-
puesta es consistente con el esbozo de las lineas de flujo.

En los ejercicios del 9 al 12, hallar la divergencia de los campos vecroriales.
9. F(x, v) = ¥ — xsen (0.
10, F(x, y) = yi = xj.
11, F(x, y) = sen{xy)i — cos (xz)V)j.
12, Fix,y) = x&’i ~ [y/ix + Wi
Calcular el roracional, V < F, de los campos vectoriales indicados en los ejercicios del 13 al 16,
13. F(x, 3 z) = xi + yj + zk.
14, Fix, y, z) = yd + xzj + ok
15, Flx, v, 1) = (& + 37 + 261+ 45 + 5k

yzi — xzf + 0k
6. F(x,y, 20 = —‘*‘L—‘Y}—

P4y + s
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Calewlar el rotacional escalar de cada uno de los campas vectoriales dados en los ejercicios del 17 al 20,

1

1

1

-,

7.

8.

9.

26,

F(x, y) = senxi + cos xj.

Flr. y) =3 — xj.

Fix, ¥) = xvi + (,\*2 -

Flx, y) = + 3.

Comprobar que V % (Vf) = 0 para las funciones indicadas en los ejercicios del 21 al 24.

(2]
™

o
i

2

3

9.

0.

ey = x

x|

Ty, 2) = xy + yz + xz.

flay, 0 = 1/ + 3y + ).

fle y, 2) = 2 + 024

Demostrar que F = y(cos x)i -+ x(seny)j no es un campo gradiente.
Demastrar que F = 4;\,\7 + y*)i ~ 2xyj no es un campo gradiente. P

Demostrar la identidad 10 de la lista de identidades vectoriales. !

Supongamos que V-F = 0y V-G = 0. ;Cuél dc los campos siguientes tiene necesariamente diver-
gencia nula?

a) F+G. b) F xG.
Sea F = szzi +§ o+ y%xk, y =

a) V. b) V xF. ¢ FxVf. d) TF-(Vf.

’y. Calcular las cantidades siguientes:

Searix,y, o) ={(x,y, 2. yr= N lix]l. Demostrar las identidades siguientes:

a) V(I/r= —r/" r=0 y. en general, V(r™)y = or" " y V(log r) = r/r2.

b) V=0 r£0; y, en general, V3" = n(n + 10" :2.
¢ V-/r)=0;y, en general, V. (r"r) = (n + 3)r".

d) V xr=1fy,engeneral, V x (+r) = 0.

(Deben ser perpendiculares V x F y F?

Sea F(r.'y, 2) = 3x%i + (° + )

a} Comprobar que rot F = 0.

b} Hallar una funcién f de manera que F = V£ (en el Capftulo 8 se darén técnicas para construir f
en general. En este problema en particular, es posible encontrar la f pedida simplemente por
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33. Demostrar que las partes real e imaginaria de cada una de las siguientes funciones complejas forman
lus componentes de un campo vectarial en el plano que es irrotacional e incompresible (aquf,

i= /=1

a) & i by (x — iy c) e

v—iv

= ¢*(cosy ~ iseny).

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 4

En los ejercicios del 1 al 4, hallar el vector velocidad, el vector aceleracion, la rapidez y la ecuacion de la

recta tangenie en el punio indicado.
1. o=+ 1, e cos(mt/2)), ent= 1.

2 e =(F 1 cos( M ent =T

2 ey = (€, sent, cosf, en r = 0.

4. o) = si+g+Kkene=2.
O=1rpitd

Calcular los vectores tangente y aceleracion para la hélice ¢(r) = (cosr, senz, ) en el punto r = m/d.

n

6. Calcular los veciores tangente y accleracién para la cicloide e(f) = (r — sent, 1 — cos?) en ¢l punto
t = n/4, y dibujar un esquema del resultado.
7. Consideremos una particula de masa m moviéndose a lo largo de la trayectoria e(f) = (7, sent, cos 0.
Caleular 1a fuerza que actia sobre la particula en el instante 1 = (.
8. a) Sea ¢(r) una trayectoria con |je(f)|] = constante, es decir, la curva estd contenida cn una csfera,
Demostrar que ¢'(z) es ortogonal a e(7).
b) Sea c vna trayectoria cuva rapidez es siempre distinta de cero. Demostrar que ¢ tiene rapidez
comstante si y sdlo si el vector aceleracidn ¢ es siempre perpendicular al vector velocidad ¢’.
9. Expresar la longitud de arco de la curva P=y=Fentrex=1 y x = 4 como una integral, utilizan-
do una parametrizacién adecuada,
10. Hallar 1a longitud de arco de c(f) = A + (logNj + 2./2tk para 1 <1 2,
11. Una particula se mueve alrededor de la circunferencia unidad en el plano xy segdn la férmula
(x, v, 2) = {cos ("), sen (), 0), 1 = 0.
a) Determinar el vector velocidad y la rapidez de la particula como funciones del pardmetro 7.

b} ;En qué punto de la circunferencia deberia liberarse 1a particula con el fin de alcanzar un blanco
sitnado en el punto (2, 0, 0)? (Téngase cuidado con el sentido en que se mueve la particula alre-
dedor de la circunferencia.)

e} ;En qué instante de tiempo 1 deberfa ser liberada la particula? (Hallar el minimo ¢ > 0 que cum-
pla la condicién anterior.)

d) ;Cudles son la velocidad y rapidez cn cl instante de la liberacién?

e} En qué instante se alcanza el blanco?
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12.

16.

o vectarial
Una pasticula de masa m se mueve bajo la influencia de una fuerza F = — &r, donde & es una cons-
tante y r(r) es la posicidn de la particula en el instante 7.
a)  Escribir las ecuaciones diferenciales que satisfacen las componentes de r(r).
b) Rcsolver las ccuaciones del apartado a) bajo las condiciones iniciales 1(0) = 0, r'(0) = 2j + k.
Escribir en forma paramétrica Ia curva descrita por las ecuaciones x =~ 1 =2y + | = 3z + 2
Escribir en forma paramétrica la curva x = y° = 22 + 1.
Demostrar que e = (1j(1 — 0.0, &/{1 — 1) es una linea de flujo del campo vecforial definido por
Flx. y, 2) = (x7, 0, z(1 + ).
Dada una funcién de una variable f, definimos el campo vectorial F(x, ¥) = f(x* + ¥ v + xjl.

Determinar qué ecuacién debe satisfacer una funcidn g(z) de manera que

c(?) = fcos gDl + [seng(D]

sea una linea de flujo para el campo F.

Hallar V-F y V % F para los campus vectoriales de los ejercicios det 17 al 20.

1
i

F=2d+3yj t 4zk. 4

F ==y + 0k /
F=x+W++aj+@ryk

Fo=xi+ 3xyj + zk.

Hallar la divergencia y el rotacional para los campos vectoriales dados en los Fjercicios 21 v 22 en los
puntos indicados.

21.

22.

Flo, v, 2) = yi+ zj + xk. en el punto (1, 1, 1),

Fle, vy, 2) = (x+ Wi+ (scnxy)j + (cosxyz)K, en el punto (2, 0, 1).

Hallar el gradiente de las funciones dadas en los ejercicios del 23 al 26, y comprobar que V x Vf= 0.

23.

Jix, vy = €7 + coslxy).

flo y) = ==

[l ¥y = e = cos (xv7).

Fle, y) =tan" (7 + ).

a} Sea f(x.y. 2= xyz’; hallar V.

B)  Sea Fx, y, 2} = xyi + yzj + zyk. Calcujar V x F,

¢} Culeular V x (fF) utilizando la identidad 10 de la lista de identidades vectoriales. Comparar
con el cdleulod-direcro.

29.

30.

31.

32.

33.
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a) Sea F = 2xyeli + ex% + (xve’ + 7). Caleular V-F y ¥ x F.

b) Hallar una funcién f{x, y, 2) tal quc F = V£,

Sea Fix, v) = f(x* + y9)[ - vi + xj], como en el Ejercicio 16. Calcular la divergencia y el rotacional
del campo F, y analizar las respuestas teniendo en cuenta los resultados del Ejercicio 16.

Seu una particula de masa m, movidndose a lo largo de la hélice eliptica ¢(1) = (dcost, sent, ().
a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la hélice en el instante ¢ == /4.
b) Hallar Ia fuerza que actia sobre la particola en el instante ¢ = »/4.

¢) Escribir una expresion {en términos de una integral) para la longitud de arco de la curva e(r)
entre t =0y = n/4.

a) Sea glx, ) yz + Z y sea h{u) una funcién de una variable tal que #(1) = 1/2. Sea
F= heg. Particndo del punto (1. 0, 0), sen qué direccidn estd cambiando f al 50% de su tasa
maxima de variacion?

b) Para gx, y, 2) — =+ S5yz + 22, calcular. F = Vg v comprobar directamente que V x F = 0 en

cada punto (1, y, 2).

a) Escribir en forma paramétrica la curva detcrminada por la interseccion de las superficies
2

¥y +t=3cy=1
b) Hallar la ecuacién de Ja recla tungente « esta curva en el punto (1, 1, 1),

¢) Escribir una expresion integral para la longitud de arco de esta curva. ;Cudl es el valor de esta
integral?

En meteorologia, ¢l gradiente negativo de presiones G es un vector que apunta desde las regiones de
altas presiones hacia las direccioncs de bajas presiones, perpendicular a Jas lineas de presidn constan-
te (isobaras).

a) En un sistema de coordenadas xy,

Escribir una férmula para la Jonginud del vector G.

b) Si el gradicnte dc presiones horizontales fuera la dnica fuerza horizontal actuando en el aire, el
viento deberfa soplar directamente a través de las isobaras en la direccién de G y, para una masa
de aire dada, con aceleracion proporcional a la longitud de G. Explicar este hecho usando la
segunda ley de Newton.

¢) Debido al efecto de la ratacidn terrestre, el viento no sopla en la direccién sugerida por el apar-
tado h). En lugar de esto, obedece la ley de Buys-Ballor, que dice: «Si en cl hemisferio norte,
nos colocamos con la espalda en contra del viento, entonces la zona de altas presiones estd a la
derecha v la zona de bajas presiones a la izquierda». Dibujar un csquema e introducir coordena-
das xy de modo que G apunte en la direccién correcta.

d) Enunciar e ilustrar graficamente la ley de Buys-Ballot para el hemisferio sur, en el cual la orien-
tacién de ajtas y bajus presiones se invierte.
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34.

35,

36.

37.

Una esfera de masa m, radio a y densidad uniforme tfiene un potencial gravitatorio, denotado por i, y
una fuerza gravitatoria, denotada por F, u una distancia » del centro (G, 0, 0), dados por las férmulas:

2
3m o m

o= =

2a

donde r = |irll, r= & + yj + zk.

a}  Comprobar que F = Vu dentro y fuera de lu esfera,

fl

constante

b) Comprobar que u satisface la ecuacidn de Poisson: Aufo
dentro de la esfera.

¢} Demostrar que u satisfuce Ia ccuacion de Laplace &2 7 = () fuera de la

esfera.

e . 2 5 : .
Una hélice circular soportada en el cilindro x° + ¥ = R? con un desplazamiento verticul p en cada
vuelta, puede describirse paramétricamente por

x = Rcosf, ¥ = Rsend, 7= p, 0.

Y,

Una particula se desliza a lo largo de la hélice, sin friccidn, bajo la accién de la gravedad (que actia
paralela al eje z). Si lu particula sale de una altura zp > 0, entonces cuando pasa por la altura z su

velocidad viene dada por

z)2g,

donde s es la longitud de arco a lo largo de la hélice, g es la aceleracion de la gravedad, r ¢s el
tiempo y 0 < 7 < zq.

a) Hallar la longitud de la patte de la hélice comprendida entre los planos 7=z, y z =z,

0Kz <z
b) Hallar ¢} tiempo 7, que tarda la particula en alcanzar e! plano z = 0.
Una esfera de 10 centimetros de radio con centro en ((, 0, 0} gira alrededor del eje z con velocidad

angular 4, en una direccion tal que el sentido de giro, visto desde la parte positiva del eje g, es coriira-
rio al de las agujas del reloj.

a)  Hallar el vector de rotacion o (véase el Ejemplo 4.27, en la Seccidn 4.4).
b) Hallar la velocidad v = @ X r cuando r = 5\/50 1) estd sobre ¢l «ecuadors.
¢) Hallar la velocidad del punto de la esfera de coordenadas (0, S\/E, 3.

Hallar la velocidad de los estudiantes de una clase situada a una latitud 49° N, pravacada por ia rota-
cidn de la Tierra (ignorar el movimiento de traslacicn de la Tierra alrededor del Sol, el maviniento
del Sol en Iz galaxia, etc.; el radio de la Tierra es de 6.378 km).

Integrales
dobles y triples

5.1.

Es a Arquimedes mismo (ca. 225 a.C.) a guien debemos la aproxima-
cién mas cercana a la integracion actual que poc?emo§ encontrar entre
los griegos. Su primer avance notable en esta direccion Ltgr}e que ver
con su demostracion de que el drea de un segmento para@olico es cua-
tro tercios la del triangulo que liene la misma base y el mismo vértice o
dos tercios la del paralelogramo circunscrito.

D. E. Sweth, Ristory of Wathematics

n este capitulo y el siguiente estudiaremos la integracién de funciones Feales de \a‘uas va-
E riables; este capitulo trata las mtegrales dc funcioncs dL? ’dos y u'c’s ‘vanat’)lgs, 0 mzengaZes
dobles y triples. La integral doble tiene una interpretacién geometrica bdsica co?xo V‘O;L}f
men, y se puede definir rigurosamente como Hrmt.c de sumas 4proximanies. Prcscnta}crtﬁ)pb di-
versas técnicas para calcular integrales dobles y wiples, y consideraremos algunas aplicaciones.

Introduccion

i C Etri ai : io hasta la
Esta seccion se ocupa de algunos aspectos geométricos de la mp;gral doble, aplazando hasta la
Seccién 5.2 un estudio més riguroso en términos de sumas de Riemann.

Integrales dobles como volimenes

Consideremos una funcidn continua de dos variables f: R < R — R cuyo dominio R_ s un
rectangulio con lados paralelos ales ejes coordenados. El rectingulo R se puede describir en





