ALGEBRA
INGENIERIA INDUSTRIAL

EXAMENES RESUELTOS
CURSO 2003-2004

Ejercicios resueltos por los profesores:

FERNANDO FERNANDEZ SANCHEZ
ESTANISLAO GAMERO GUTIERREZ
FERNANDO MAYORAL MASA
ALEJANDRO JOSE RODRIGUEZ LUIS
JUAN MANUEL VIRUES GAVIRA

Departamento de Matematica Aplicada II
Escuela Técnica Superior de Ingeneros
Universidad de Sevilla



INDICE

PRIMER PARCIAL - PRIMERA PARTE DEL EXAMEN DE FEBRERO
Ejercicio 1 . . . . . . . . e
Ejercicio 2 . . . . . . e
Ejercicio 3 . . . . . . L

SEGUNDA PARTE DEL EXAMEN DE FEBRERO
Ejercicio 4 . . . . . . L
Ejercicio b . . . . . .o

SEGUNDO PARCIAL
Ejercicio 1 . . . . . . . . e
Ejercicio 2 . . . . . . e
Ejercicio 3 . . . . . . L

EXAMEN FINAL
Ejercicio 1 . . . . . . . e
Ejercicio 2 . . . . . . L
Ejercicio 3 . . . . . . L
Ejercicio 4 . . . . . . .
Ejercicio 5 . . . . . . L
Ejercicio 6 . . . . . . . L
Ejercicio 7 . . . . . . L e

EXAMEN DE SEPTIEMBRE
Ejercicio 1 . . . .« . o e
Ejercicio 2 . . . . . .
Ejercicio 3 . . . . . . L



PRIMER PARCIAL - PRIMERA
PARTE DEL EXAMEN DE FEBRERO

26 de Enero de 2004



Ejercicio 1
1.1 (6 pUNTOS) Representar graficamente la conica de ecuacién
4a* —y* — 24z + 8y + 36 = 0,
determinando sus elementos notables (centro, ejes, focos, asintotas, vértices, ...).

1.2 (4 puNTOS) Determinar, completando cuadrados, el tipo de cuddrica que corresponde a la
ecuacién
o+ —6r+42+8—a=0,

para cada valor a € R.

SOLUCION:

1.1 Puesto que en la ecuacion de la conica no aparece el término zy, sabemos que basta con hacer
una traslacién adecuada '’ = x — xg, ¥’ = y — yo que lleve el origen de las nuevas coordenadas
al centro (elipse o hipérbola) o al vértice (pardbola) de la conica. Tras dicha traslacién serd facil
identificar la cénica pues llegaremos a

2 2 2 2
Z—2+ZZ—2:1, x——y—::tl, y = ax” (o:p’:ﬁya),
si se trata de una elipse, una hipérbola o una parabola, respectivamente.

Notemos que, antes de hacer ninguin calculo, en el caso en que no aparece término zy, podemos
saber si estamos ante un caso eliptico (elipse, un punto o nada) si los dos coeficientes de z? e 3>
tienen el mismo signo, ante un caso hiperbdlico (hipérbola o dos rectas que se cortan) si los dos
coeficientes de x? e y? tienen signo opuesto o ante un caso parabdlico (parébola, dos rectas paralelas,
una recta doble o nada) cuando no aparece término x? o y%. Es obvio, pues, que nuestra ecuacién
corresponde al caso hiperbdlico.

Para determinar la traslacion a realizar basta con completar cuadrados en la ecuacion de la
conica:

da? — 24z =4 (2* — 62) =4 ((v - 3)* = 9) =4 (v — 3)* - 36,

—y2+8y:—(y2—8y):—((y—4)2—16):—(y—4)2+16.
Luego,
A2 — 24z — P +8y+36=4(x—3)> =36 — (y—4)° +164+36=4(x —3)° = (y—4)>+16 =0

es equivalente a
4(x—3)"—(y—4)>=—16

y, a su vez, a
(x — 3)2 (y — 4)2
> _ 7 — 1.

Es decir, que la traslacion
P=r-3, Y =y-4

nos lleva a la ecuacion de la hipérbola

SL’IQ 2

S —

22 42
En las nuevas coordenadas, (z/,y’), el centro de la hipérbola es el origen, sus semiejes miden 2 y
4, con lo que su interseccién con los ejes de coordenadas (no corta al OX’, sélo al OY”), que son
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sus ejes de simetria, se produce en los puntos (0, £4), vértices de la hipérbola. Los focos estdan en
los puntos (0, =¢) siendo ¢ = Va2 + b2 = V22 + 42 = /20 = 2v/5. Y, finalmente, las asintotas son
las rectas y' = j:g:p', es decir, y' = +22/.

Pasando esta informacién a las coordena-
das originales (z,y) vemos que la hipérbola
estd centrada en el punto (3,4), los vértices
son los puntos (3,0) y (3,8), los focos son
los puntos (3, 4 + 2\/5) y (3, 4 — 2\/5) Tie-
ne dos ejes de simetria, las rectas x = 3 e
y = 4 (los ejes OY'" y OX’, respectivamen-
te). Las asintotas, que se pueden obtener al
factorizar la ecuacion
(x-3)° (y—4" _

22 42 =0,

son las rectas y — 4 = £2(z — 3), es decir,
y=2r—2ey=—2x+10.

Representamos estos elementos notables en
la gréafica cualitativa de la hipérbola.

Podemos plantearnos también, para dibujar con mas exactitud la conica, calcular algunos de
sus puntos, como por ejemplo sus cortes con los ejes OX y OY. Asi, los posibles cortes con el eje
OX los calculamos haciendo y = 0 en la ecuacién de la cénica.

De esta forma:

y=0 — 42> — 242 +36=0 — 4(z—3)>=0 — z =23 (doble),

con lo que la hipérbola es tangente al eje OX en el punto (3,0). Las posibles intersecciones con el
eje OY salen de

r=0 — -y +8y+36=0 — —(y—11)(y+3)=0 — y=11, =3,

es decir, corta al eje OY en (0,—3) y en (0, 11).

Notemos que si quisiéramos calcular mas puntos de la hipérbola bastaria con fijar x = x¢
(alternativamente, y = y) en la ecuacién de la cénica y resolver la ecuacién de segundo grado en
y (alternativamente, en x) que se obtiene.

Por ejemplo, haciendo = zy en la ecuacion de la cénica ésta se convierte en la ecuacion

—y? + 8y + (36 — 24w + 427) = 0,
cuyo discriminante A es
A =8 —4(-1)(36 — 24z + 425) = 16(xj — 6z + 13) = 16 [(zo — 3)* + 4] > 0.

Al ser su discriminante siempre positivo (ecuacién con dos raices reales distintas), concluimos que
la recta x = x( corta en dos puntos a la hipérbola para cualquier xy € R.
Anélogamente, si hacemos y = y, en la ecuacion de la cénica obtenemos:

42 — 241 + (36 — yg + 8yo) = 0,
cuyo discriminante A es

A = (—24)% —4-4(36 — y2 + 8yo) = 16(y2 — 8yo) = 16yo(yo — 8).
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Asi, cuando el discriminante es negativo (ecuacién sin soluciones reales), yo € (0,8), no hay
interseccién entre la recta yo y la cénica, si es nulo (solucién doble), yo = 0,8, hay un punto
comun (recta tangente a la cdénica) y si es positivo (ecuacién con dos raices reales distintas),
Yo < 0 0 yp > 8, concluimos que la recta y = yy corta en dos puntos a la hipérbola.

1.2 Completamos cuadrados en la ecuacion de la cuadrica. Puesto que
22 —6x=(x—23)7—-9, 2244z=(2+2)"—-4,
obtenemos
2 —6r+ay’ + 22442 +8—a=(x-3) " +ay’+(2+2°—4—-9+8—a=0.
Luego la ecuacién es equivalente a
(=324 ay’ + (24+2)°=a+5.

El tipo de cuddrica depende de los signos de los coeficientes cuadréticos (cuéntos son positivos,
cuantos negativos y cudntos nulos) y del signo del término independiente. Aparecen por tanto las
siguientes posibilidades.

Caso 1. En primer lugar, distinguimos el caso en que los tres coeficientes de la parte cuadratica
de la ecuacion son positivos. Esto ocurre si @ > 0. Entonces o 4+ 5 serd también estrictamente
positivo y la ecuacién corresponde a un elipsoide (de revolucién, pues tiene dos semiejes iguales)
centrado en el punto (3,0, —2).

Caso 2. En segundo lugar, distinguimos el caso en que o = 0. Entonces la ecuacion

(z—3)724(z+2)°=5

corresponde a un cilindro eliptico (circular, en este caso) cuyo eje de simetria es la recta paralela
al eje OY de ecuaciones © = 3, z = —2.

Caso 3. Por ultimo, estudiamos el caso en que a < 0, pues la parte cuadratica tiene dos
coeficientes positivos y uno negativo. Sabemos que si el término independiente es positivo se
obtiene un hiperboloide de una hoja (o hiperboloide hiperbdlico), si dicho coeficiente es negativo
serd un hiperboloide de dos hojas (o hiperboloide eliptico), mientras que si es cero entonces se

tratara de un cono. Estos tres subcasos son, en ese orden: « € (—5,0), @ € (—00, —5) y a = —5.
Los tres tipos de cuddricas de este tercer caso son de revolucion y estan centradas en el punto
(3,0,-2).

Resumiendo, los cinco tipos de cuadricas que aparecen segun los valores de « son:

a > 0: elipsoide.

e o = (: cilindro eliptico.

e —5 < a < 0: hiperboloide de una hoja (hiperboloide hiperbélico).
e o = —5H: cono.
e « < —5: hiperboloide de dos hojas (hiperboloide eliptico).



Ejercicio 2
2.1 (4 puNTOS) Escribir la forma cuadrética
O(z1, 79, 73) = (3 — ) 27 — 23 — 422 + 23179 + 102173 + 20973
como suma de cuadrados y clasificarla segiin los valores de 3 € R.

2.2 (3 puNTOS) Expresar, mediante una funcién de ntimeros complejos, la simetria respecto de
la recta que pasa por los puntos (2,0) y (0,2) del plano. Desarrollar la expresiéon hasta
determinar las partes real e imaginaria de la funcién.

2.3 (3 punTOs) Calcular todas las raices sextas de un niimero w € C sabiendo que —/3 4 i es
una de ellas.

SOLUCION:

2.1 Para escribir la forma cuadratica como suma de cuadrados es conveniente elegir, en cada
paso, el término cuadratico puro cuyo coeficiente sea el mas sencillo. En particular, siempre que
sea posible, es una buena idea dejar los parametros para el final para asi evitar posibles discusiones
de casos que al final pueden ser irrelevantes. De ese modo comenzamos eligiendo el término que
corresponde a 2. Asf agrupamos todos los términos que contienen a x5 y completamos cuadrados
en dicha variable.

O(x1,29,23) = (3—p) a0 — a5 — 423 + 21109 + 102,03 + 27973
= —[22 — 2112y — 2m9w3] + (3 — B) 2} — 4z + 1071 73.

Para reproducir el término entre corchetes con un cuadrado nos basta tomar

2 2 2 2
(r9g — a1 — 13)* = T3 + o7 + 232211y — 22973 + 27173,

donde hemos subrayado aquellos sumandos que aparecen entre corchetes en la ecuacion anterior.
Despejandolos y sustituyendo en la ecuaciéon anterior queda

O(z1, 29, 73) = —[(w3 — 21 —23)* — 23 — 25 — 2;123] + (3 — B) 27 — 4a3 + 10,23

= —(vy—x1 —23)* + (4= B) 27 — 323 + 122,73

A partir de ahora olvidamos el primer sumando, donde ya hemos completado cuadrados en x5, y
nos centramos en las dos variables que quedan. En particular, agrupamos todos los términos que
contienen a w3, al ser mds simple el coeficiente de x2 que el de 2%, quedando

(1, 29, 73) = — (12 — 11 — 13)° — 3[23 — day73] + (4 — B) 23
El término entre corchetes proviene del cuadrado
(z3 — 211)% = 73 — dwy23 + 4o,

donde hemos subrayado aquellos términos que aparecen en el corchete de la ecuacion anterior.
Despejando y sustituyendo queda

O(xy,29,73) = —(w9 — 21 — 23)% — 3[(23 — 221)* — 42°] + (4 — B) 2°
= —(zy— 1y —13)* — 3(w3 — 221)* + (16 — ) z7.

Ya hemos completado cuadrados. Simplemente quedaria un cambio lineal, por ejemplo,

Y1 = Ty — T1 — T3, Yo = T3 — 21, Y3 = 1,



para obtener una forma canénica de la forma cuadratica:

D(y1, y2,y3) = —yi — 3ys + (16 — B) v3.

La segunda parte del apartado pide clasificar la forma cuadratica dependiendo de los valores
de 8 € R. Esté claro que hemos de centrarnos en el signo del coeficiente de y3, ya que los otros
dos son negativos y no dependen de 3. De este modo se obtienen las tres posibilidades siguientes:

= 3 > 16: Los tres coeficientes son negativos, por lo que la forma cuadratica es Definida
Negativa.

= 3 = 16: Dos coeficientes son negativos y uno nulo, por lo que la forma cuadratica es
Semidefinida Negativa.

= 3 < 16: Los coeficientes son de distinto signo (en concreto, dos negativos y uno positivo),
por lo que la forma cuadratica es Indefinida.

Veamos que si hubiéramos procedido completando cuadrados en otro orden llegamos a una
suma de cuadrados en la que se conserva el nimero de coeficientes positivos, negativos y nulos
(ley de inercia de Sylvester). Por ejemplo, si comenzamos completando cuadrados en la tercera
variable:

d = (3-08)23 — 423 + 21119 + 107123 + 23973

:Eg — —{L‘ll‘g — 51‘2.1’3) +(3—=7) xf — x% + 271 T

1 \* 25 1 5
([L‘g 3% ng) — 1—fo — Ex% — g1 + (3 — B) 2% — 23 + 27175

501 37 , 3., 9
Z 1 — Z i r] — ng + §$19€2
5! 1 3 37
= —4 T3 — Z 1— Z ) — Z — 6271.1’2) <Z — B) 37%
5 1 3 37
5 L 2 3

donde hemos introducido el cambio lineal de coordenadas y; = x3— %xl — il’g, Yo = To—3x1, Y3 =
x1. Obtenemos, nuevamente, una suma de cuadrados con dos coeficientes negativos y uno que
depende de 3 (exactamente el mismo, 16 — /3). Llegamos pues al mismo resultado, pero con unas
cuentas un poco mas engorrosas pues nos aparecen fracciones.

Veamos, por tltimo, el camino que NO debemos seguir (porque es mucho mas largo y engorroso,
con lo que seguramente nos equivocaremos), el de comenzar completando cuadrados en x; (variable
acompanada del pardmetro 3):

d = (3-p0)a?—ai— 4x§ + 22129 + 102123 + 22923

2 10
= [B#3]=03-7) [ZE% + ﬂl‘ll’g + ﬂl’lﬁg] — 25 — 423 + 27973

= 3-0)

— 427?;’ + 2272373

L5 2 22+ 2503 + 10x01s
X X xz —
s—p 3-p7 (3 - P)?

2
= (3-0) <:1:1 +ﬁx2+%x3> — ;l:g:c 3; 2ﬁ 2 %l’gﬂ?g




B B 1 5 2 4-pBT, 4+20 37—48 ,
5 2 4-8 248 \° (2+0)? 37 — 43
= (3-=7) <x1+3_5x2+3_5333) —373 <1’2+4_55L’3) _ﬁl@ _ o 2
2 2
B <x1+3iﬁx2+3iﬁx3) -ii—ﬁ(xwifg%) ra g
—4 — 16
= (3—ﬁ)yf+§_ﬁy§+3i_ﬁy§,
donde hemos hecho el cambio lineal
B 1 ) B 2+ 0 B
Y1 =121+ ﬂﬁz + ﬂx?n Yo = To + ml’s’ Y3 = 3.

El estudio que hemos hecho vale para 3 # 3,4, valores que tendremos que estudiar aparte. El
primer coeficiente, 3 — 3 es positivo si 8 < 3 y negativo si 3 > 3. El coeficiente de 33 es negativo
si 3 <303 >4y positivo cuando 3 < 8 < 4. El coeficiente de y3 es negativo si f < 4 o
B > 16, positivo cuando 4 < # < 16 y nulo si # = 16. Si representamos con un signo més (+)
si el coeficiente es positivo, con un signo menos (—) al coeficiente negativo y con un cero (0) al
coeficiente nulo, nuestro estudio (vélido si 5 # 3,4) nos dice que el signo de los tres coeficientes
es el siguiente

B<3: +—— 3<fB<4: —4+— 4<fB<16: ——+; B=16: ——0; B>16: ———,

es decir, que la forma cuadratica es indefinida (con dos coeficientes negativos y uno positivo)
cuando § < 16 (5 # 3,4), es semidefinida negativa (con dos coeficientes negativos y uno nulo)
cuando 3 = 16 y es definida negativa para 3 > 16. Veamos los casos [ = 3, 4:
P(f=3) = —xi— 4:c§ + 22129 + 102125 + 22923
— (x% — 21129 — 21:23:3) — 41:?, + 10z 23
- [(xg -z — x3)2 T :E§ - 2x1x3} - 4x§ + 10z 23
= —(vy—x1 —x3) + 22 — 322 + 12225
= —(my—x —a3)° + [(z1 + 6x3)° — 36x3] — 33
(

To — 1 — ZL‘3)2 + (1‘1 -+ 61‘3)2 — 391‘% = —y% + yg — 39y32),

O(f=4) = — (21— o — 5x3)” + 2122 + 123523

4
= — (371 — X — 5;53)2 + 21 [xé —+ ?1’2373:|

L2 24,
X — — —X
3T g2 492

2

= —(x1 — 29 — ba3)” + 21 (xg + %I’Q) — 1—72903 = —y? 4+ 21y2 — 1—72y§,
con lo que vemos que tanto para 3 = 3 como para = 4 la forma cuadratica es indefinida (con
dos coeficientes negativos y uno positivo).

Por tanto, por este camino mucho mas largo y engorroso llegamos también a que la forma
cuadrética es indefinida (con dos coeficientes negativos y uno positivo) cuando 3 < 16, es semide-
finida negativa (con dos coeficientes negativos y uno nulo) cuando § = 16 y es definida negativa
para 3 > 16.

La moraleja, como ya se dijo al principio de esta cuestion es clara: conviene retrasar la discusion
con los pardmetros todo lo que sea posible (aparte de no complicar los célculos se evitard la
discusién de valores irrelevantes de los pardmetros: 3 = 3,4 en este problema).

= —(1‘1 — X9 —51'3)2 +21

T3



2.2 Representando en el plano complejo los puntos que nos dan como dato y la recta que los une
se obtiene un dibujo como el que se muestra en la figura lateral, donde hemos incluido, ademas,
un punto genérico z y su imagen por la simetria, f(z).
Sabemos perfectamente que, en el plano complejo, la simetria
respecto de la recta real se obtiene sin mas que aplicar la con-
jugacion. Ya que nos piden la simetria respecto de una recta
distinta, el proceso a seguir sera:

= Llevar la recta que nos dan a la recta real. Para esto
serd necesario realizar una traslacién y un giro.

= Realizar la simetria, sin més que conjugar.

= Deshacer el giro y la traslacién (en el orden inverso al que
se realizaron en el primer paso) para dejar la recta en su
posicién original.
Procedamos, paso a paso, con cada una de estas etapas. Denotaremos por w;, ¢ = 1,2, 3,4, 5, a los
sucesivos puntos en que se transforma el punto inicial z tras cada etapa.

En primer lugar realizamos una traslacion que| | Los puntos 2 y 2i se transforman en 0 y 27 — 2
lleve la recta al origen. Hay varias posibilidades, | | respectivamente. Analizando este segundo pun-
entre las que escogemos to vemos que su argumento es 37 /4, por lo que
realizamos un giro de —37 /4 alrededor del ori-
gen, quedando

wy = 2 — 2.

—(3m/4) i

Wy = € wi.




Los puntos 0 y 2¢ — 2 se transforman en 0 y
21/2 respectivamente. Este es el momento de
realizar la simetria,

Wz = Ws.
®
2v/2
4 C\/_
0
(]
Wa

Los puntos 0 y 2v/2 se transforman en ellos
mismos por estar en la recta de simetria. En
este momento comienza la vuelta atras. Hay
que deshacer el giro y la traslacion para volver
a las coordenadas originales. Realizamos, pues,
un giro de 37 /4 alrededor del origen, quedando

wy = eBT/ iy,

Mediante este cambio volvemos a tener los pun-
tos 0 y 2¢ — 2. Ahora hemos de realizar una
traslacion que anule la original:

w5:w4+2.

Sustituyendo cada uno de los cambios en el pos-
terior queda la funcion

Wy = f(Z) = |:6(37r/4)i 6_(37r/4)i (Z - 2) + 2,

que representa la simetria que buscabamos.

Operando convenientemente en la tltima expresién obtenemos (usamos que el conjugado del
producto es el producto de los conjugados y que el conjugado de la suma es la suma de los

conjugados)

f(Z) — [6(37r/4)i 6(37r/4)i (5 .

)] +2=e0"Vi(z-2)42=—i(2—2)+2=—iZ+2+2i.

Para terminar el apartado sélo queda obtener la parte real e imaginaria de esta transformacion
compleja. Ponemos z = = + yi y desarrollamos la expresion obtenida para f. De tal modo que

fle+yi) =

2-y)+2—-2a)i|




Esto significa que el simétrico del ntimero x + yi respecto de la recta dada es el (2 —y) + (2 —z) 4,
o hablando de puntos de R?, que el simétrico del punto (x,%) del plano respecto de dicha recta,
que tiene por ecuaciéon x +y = 2, es (2 — y,2 — x). Para comprobar que el resultado es correcto,
vemos que a cualquier punto de esa recta (zg,yo) le corresponde como simétrico él mismo

(z0,Y0) = (20,2 — x9) = (2 — (2 —20),2 — 29) = (20,2 — 20), Vzo €R,

y que el simétrico del (2,2) es el (2—2,2—2) = (0,0), como debe ser.

Nota: Distintas elecciones de las operaciones intermedias (trasladar el punto 2i al origen, girar
/4 en vez de —3m /4, ...) llevan exactamente a la misma expresiéon (una vez desarrollada) de f.
Vedmoslo con algin ejemplo. Si trasladamos al origen el punto 2i y giramos 7/4 obtenemos

f(z) = [e_(”/‘l)ie(”/‘l)i(z—%)}+2i:[e_(”/4)ie(”/4)i(z—2i) 42
= [e iz 4 20)] +2i=e "D (Z+20)+2i=—i(T+20) +2i=—iZ+2+2i.

Si preferimos trasladar al origen otro punto de la recta, como por ejemplo el punto 1 + 4, y
seguimos girando 7/4, obtendremos obviamente lo mismo:

f(z) = [e’(”/‘l)ie(”/‘l)"(z—l—z’)}+1—|—z’z[e’(”/‘l)ie(”/‘l)i(z—l—i)]—i—l—l—z’
= [e_(”/4)ie_(”/4)i(§—1+i)]+1+z—e Dz —1—i)+14i=—iZ+2+2i.

Para hacer coincidir la recta dada con el eje OX hicimos primero una traslacién y después un
giro. Este es el camino més facil. Si nos planteamos hacer primero un giro y después la traslacion,
también es posible, pero un poco méas complicado (recordemos que giro y traslaciéon no conmutan).
Veamos cémo se puede proceder. Al ser la recta dada x+y = 2, si hacemos un giro de 7/4 radianes
la pondremos horizontal (paralela al eje OX). Pero ahora tenemos que ver en qué punto se ha
transformado alguno de los puntos de la recta original, que con ntmeros complejos serd zy —
e/ 2. Por ejemplo, el (1, 1), es decir el ntimero 1+ se ha transformado en e™/?(14-4) = /21,
o sea, en el punto (0, \/5) Ahora ya podemos proceder con las cinco operaciones (dos giros, dos
traslaciones y una simetria, en el orden adecuado) que nos llevan a:

f(z) = {(e(m)i \/§z>+\/§z} —(r/4)i ( W/4)zz+\/§z+\/§l) (n/a)i

Veamos que si hubiéramos trabajado directamente en R?, es decir, con la matriz que representa
el giro y haciendo las traslaciones, habriamos llegado al mismo resultado. Queremos obtener las
coordenadas (z’,y’) del punto simétrico al (x,y) respecto de la recta dada. Recordemos que la
matriz de un giro de angulo ¢ respecto del origen viene dada por

cosp —senp

seny  cos )
Trasladar el punto (2,0) al origen, girar 7/4 radianes, hacer la simetria respecto al eje OX,
deshacer el giro y deshacer la traslaciéon nos conduce a:

(7) - (% 2)G 5



Si preferimos realizar primero el giro de 7/4 radianes y después la traslacién que nos lleve esa
recta girada al origen (cogiendo cualquier punto de ella, por ejemplo, el transformado del (1, 1),
es decir, el (0,4/2)), luego hacer la simetria respecto al eje OX, deshacer la traslacién y deshacer

el giro obtendremos el mismo resultado:
_\/75 T 0 0
— +
2 Y V2 V2

() - (% DG

eSS

2.3 Lo tnico que hay que hacer en el tercer apartado es, partiendo de —+v/3 + i, sumar 27/6
(es decir, /3) al argumento una y otra vez hasta obtener las cinco raices que faltan. Es decir,
escribiendo —v/3 + 4 en forma exponencial (para facilitar los célculos) encontraremos ficilmente
las raices que nos piden.

El médulo de —v/3 + i es /(—v/3)2 4 12 = 2 y su argumento # = 57/6, pues

3 1
= 2[cosf +isenf] — cos9:—7, sen&zé, - 0=—.

1
~VB4i=2 [—?-ﬁ-éi

También podemos llegar a ese valor del argumento teniendo en cuenta que, por tener parte real
negativa y parte imaginaria positiva, ese nimero complejo viene representado por un punto del

segundo cuadrante (argumento pues entre 7/2 y m) y que 6 = arctg (%) = arctg (#) = %’T.
Es decir, —v/3 + i = 2e®7/6)1,

Por tanto, las seis raices serdn Te
o= 2070 = _\/3 44,
ry — 26(57r/6+7r/3) — 9p(Mm/6)i _ _\/g — i, 1 Ts
ry = 2eBT/6T2m/3)i _ 9 B7/2i _ _g;
ry = 2e0T/6H3T/Di _ oo(ln/0)i _ /3,
ry = 2e0T/0HAT/3)i _ 9 (131/6)i _ 9o(T/0)i — (/3 4 4
rg = 2e0T/OHT/DT — 9 6m/D — 9p(m/DT — 9 T 4
En la figura se puede observar cudl es la situacion de

estas raices en el plano complejo. r3

Notemos que el nimero complejo que tiene esas seis raices sextas es:

__ .6 _ 6 _
W=7Tr =Ty =

wo
=3
o
I
-
[$2¥e))
Il
<
[e2¥e))
I
[\
(=)
)
3
|
D
T~
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Ejercicio 3 Consideremos, para v, u € R, los vectores

1 1 vt 2 y 1
L o2 o2 e 1
1 — 0 ) Vo = -1 ) U3 = -9 ) Vg = y ) Us = 1

-1 0 2 vy 7

3.1 (4 PUNTOS) Determinar los valores de vy y u para los que Gen{vy, va, v3, vy, v5} = R

3.2 (3 puNTOS) Consideremos la matriz A = [ v; | va | v4 | v5 |. Tomando v = =2y p = 2,
encontrar la factorizacién LU de A y resolver, mediante dicha factorizacién, el sistema Ax =
V3.

3.3 (3 PUNTOS) Obtener la matriz canénica M de la transformacién lineal 7' : R? — R* tal que

(3] =n s (7]

(3.1) Construiremos una matriz 4 x 5 adjuntando los vectores dados, y posteriormente reali-
zaremos la eliminacién de Gauss (de esta forma, se cumplird que Gen{vy,vs,v3,v4,v5} = R* si
tenemos un pivote en cada fila). Para aprovechar las operaciones de la eliminacién en el apartado
(3.2), vamos a ordenar los vectores de la siguiente forma:

1 1 v 1 ~v+2
[’U |’U |’U |U |U ] _ 1 2 Y 1 2 F2 — F1 N
T2l SIS 0 —1 v 1 =2 F,+F
-1 0 v pu 2
1 1 v 1 v+ 2 11 7~ 1 v+ 2
0 1 0 0 —y s+ F 01 0 0 —y
0 -1 ~ 1 -2 Fy— Fy 00 ~v 1 —2—7
0 1 2y p+1 ~v+4 00 2y p+1 2v+4
(1 1 ~ 1 v+ 2 1 1 v 1 v+ 2
. 101 0 0 —y B 010 O —y
S0 g0 1 ey | URSIR)— g o,
| 00 2y p+1 2y+4 00 0 pu—1 4v+38
En este caso, la cuarta fila no tiene pivote si u =1y v = —
1 1 0 1 2 1 101 2
. 010 O 0 01 00 0
Siy=0: 1000 1 —of 7AW EDE)— g0
000 p+1 4 0000 2u+6

En este caso, la cuarta fila no tiene pivote si yu =
En definitiva, se cumple que Gen{vy, va, v3,v4,v5} = R* en todos los casos, excepto si
vy=-2,u=1, osiy=0,u=—3.

Veamos que se llega al mismo resultado si se trabaja con los vectores en el orden que nos dan,

es decir,
1 1 ~+2 v 1
1 2 2 4 1 Fy— B
[v1|v2|v3|v4|v5] = 0 -1 -2 ~ 1 — ( F,+ F ) 7
-1 0 2 Yo

12



I 1 ~v+2 v 1 I 1 ~v+2 v 1
0o 1 - 0 0 . Fs 4+ F, . 01 —v 0 0
0 -1 -2 x 1 Fy—F, 00 —v—2 « 1
0 1 ~v+4 2y p+1 00 2v4+4 2v p+1
(1 1 v+2 4 1 11 ~+2 ~ 1
. 101 —y 0 0 0 1 —y 0 0
| 00 29+4 2y p+1 0 0 0 4y p+3
En este caso, la cuarta fila no tiene pivote si y =0y pu = —3.
110 -2 1 110 -2 1
. 012 0 0 012 0 0
SIY="2 1000 2 1 —(B=2B)— 100 5
1000 —4 p+1 000 0 p—1

En este caso, la cuarta fila no tiene pivote si p = 1.
En definitiva, se cumple que Gen{vy, va, v3,v4,v5} = R* en todos los casos, excepto si

7:_27/’[':177 081’7207#:_3'

(3.2) Nos piden que encontremos la factorizaciéon LU de A y que, usdndola, resolvamos Azx = vs,
siendo

1 1 -2 1 0
1 2 =21 2
A=l o 21 2] BT 2
-1 0 -2 2 2
A partir de la eliminaciéon de Gauss realizada anteriormente para v = —2 # 0y p = 2 (la
matriz A dada se obtiene simplemente borrando la quinta columna), se tiene:
1 0 00 11 -2 1
1 1 00 01 0 O
L= 0O —1 1 0" U= 00 —21
-1 1 21 00 0 1

Recordemos que los elementos /;; de L que aparecen por debajo de la diagonal principal corres-
ponden, con el signo opuesto, al nimero de veces que a la fila ¢ le hemos sumado la j. Asi, l5; =1
porque hicimos Fy—1-Fy, [33 = 0 porque hicimos F3—0-F1, 41 = —1 ya que calculamos Fy+1- F},
35 = —1 puesto que hicimos F3+ 1- F5, l4o = 1 porque hicimos Fy — 1 - Fy, l43 = 2 porque hicimos
F4 —2- Fg.

No olvidemos comprobar con las matrices L y U halladas, para detectar algin posible error,
que LU = A.

Para resolver, mediante la factorizacion A = LU, el sistema Az = v3, resolvemos dos sistemas
triangulares: primero Ly = v3 y a continuacién Ux = y.

El primero de ellos, se resuelve mediante sustitucion progresiva (es decir, primero calculamos
con la primera ecuacién y;, después introducimos este valor en la segunda y calculamos ys, ...):

Y1 = 0 0
Y1+ Yy = 2
Ly =13 <— = y=
e — Y2+ ys = —2 Y 0
—y1ty2t2y3tys = 2 0
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Obsérvese que este vector coincide con la quinta columna de la forma escalonada del apartado
(3.1), cuando se sustituye v = -2y pu = 2.

El segundo se resuelve mediante sustitucién regresiva (de la cuarta ecuacién encontramos zy,
introducimos este valor en la tercera y calculamos z3, ...):

$1+[L‘2—2£L‘g+l‘4 =0 —2

Ur=y <— 2 = 2 — = 2
—2ZE3+I‘4 =0 0

Ty = 0 0

No olvidemos comprobar que la solucion hallada es la correcta, es decir, que verifica el sistema
original Azx = vs.

(3.3) La matriz M de la transformacién lineal T es una matriz 4 x 2. Si escribimos dicha

matriz por columnas: M = [C1|Cy], se cumple que T ({ i }) =201+ Cy=v, T ({ _11 }) —

—C1 + (5 = vy. Despejando, obtenemos Cy = %(vl —vg), Cy = %(vl + 2uvy); es decir:

0 3
1| -1 1 5
Cl — g 1 ) CZ — g —9
-1 | | -1
En definitiva: _ _
0 3
1] -1 5
M = 31 1 =2

Notese que hemos planteado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas vectoriales
(cada columna de M). También se puede resolver planteando un sistema con incégnitas escalares,
es decir, ocho ecuaciones con ocho incégnitas (los elementos de la matriz M). Este método es
claramente mas desaconsejable a medida que el niumero de filas de la matriz aumenta. Si la matriz

es 40 x 2, es decir, si T : R? — R tal queT([?}) = ER4OyT([ = vy € R,

1
la resolucién con incégnitas vectoriales serfa la misma (C7 = (v; — v2)/3, Cy = (v1 + 2v3)/3),
mientras que con incognitas escalares tendriamos un sistema de ochenta ecuaciones lineales y
ochenta incégnitas.

. , .. 2 -1
Otra alternativa seria plantear matricialmente M { 1 } =uv, M { 1 } = vy:

M[Q _1]:[U1|v2] = M:[mm]{Q _1]_1,

11 11
es decir,

11 11 0 3

vo | 1 2 2 117" 1|1 2 1 1] 1|-1 5

o0 -1 |1 1 3/ 0 —1||-12]"3| 1 -2

-1 0 -1 0 -1 -1
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Ejercicio 4

4.1 (4 puNTOS) Determinar para qué valores de a € R es diagonalizable la matriz

1 a 0 —a

0 a 0 2—a
M = 0 a 1 —a

0 2—a O a

4.2 (4 punTOs) Diagonalizar ortogonalmente la matriz M cuando sea posible.

4.3 (2 PUNTOS) Sean A una matriz diagonalizable y P tal que P~1AP es diagonal. Demuestra
que A% y AT son diagonalizables y calcula matrices de paso que las diagonalicen.

SOLUCION:
4.1 El polinomio caracteristico se puede calcular facilmente desarrollando por las columnas primera
y tercera, obteniendo

1—-A a 0 —a
0 a— A 0 2—a
0 a 1—-X —a
0 2—a 0 a— A

» Sia # 3/2,2, sus autovalores son A = 1 (doble), A = 2 (simple) y A = 2(a — 1) # 1,2
(simple). Sélo necesitamos analizar la multiplicidad geométrica de A = 1, que es

p(N) = det(M — ) = det = (1= A)2(A—2)(A+2 — 2a).

0 a 0 -—a

0 a—-1 0 2—a
mg(A =1) =4 —rang (M — I) =4 —rang 0 a4 0 -—a =4-2=2,
0

2—a 0 a-1
siendo M, por tanto, diagonalizable.

= Sia = 3/2, sus autovalores son A = 1 (triple) y A = 2 (simple). Igual que en el caso anterior,
basta con analizar la multiplicidad geométrica de A = 1. En este caso es

0 3/2 0 —3/2

/2 0 1/2 | -
3/2 0 —3/2 =4-2=2
1/2 0 1/2

mg(A=1) =4 —rang (M — I) =4 — rang

o O O

y, de ese modo, la matriz M no es diagonalizable.

= Si a = 2, sus autovalores son A = 1 (doble) y A = 2 (doble). Necesitamos analizar las
multiplicidades geométricas de ambos autovalores. La multiplicidad geométrica de A =1 es

0 20 -2
mg(A =1) =4 —rang (M — I) =4 — rang 8;8_02 =4-2=2,
000 1
ylade A =2es
-1 2 0 =2
mg(A =2) =4 —rang (M — 2]) = 4 — rang 8 2_01 _02 =4-2=2,
0 0 0 O

siendo M, por tanto, diagonalizable.
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4.2 Para que la matriz M sea ortogonalmente diagonalizable, ha de ser simétrica, lo que se
corresponde, en este caso, con a = 0. Para este valor, los autovalores de M son A = 1 (doble),

A =2 (simple) y A = —2 (simple). Calculemos autovectores:
= A\ =1:
0 0 0 O 1 0
0 -1 0 2 0 0
Nul (M — I) = Nul 00 0 0 = Gen ol 11
0 2 0 -1 0 0
(Obsérvese que estos autovectores son perpendiculares y unitarios)
= \=2: -
-1 0 0 0 0
0 -2 0 2 1 1
Nul (M —2I) = Nul 0 0 -1 0 |7 Gen VAR
0o 2 0 =2 1
u )\ = —2
3000 0 1)
0 2 0 2 1 1
0 2 0 2 -1 )

Obsérvese que los autovectores obtenidos son unitarios y ortogonales: los dos primeros porque
los hemos elegido asi y los otros dos porque corresponden a autovalores distintos.
Finalmente, se tiene PTMP = D, donde

10 (1) (1) 1 00 O
00 & —& 010 O

g \/i \/i 71: T —
P 01 0 0 es ortogonal (P P, yv D 002 0
00 55 —= 000 —2

V2 V2

4.3 La matriz A es diagonalizable si, y s6lo si, existen una matriz de paso invertible P y una
matriz diagonal D tales que P~*AP = D o, equivalentemente, A = PDP!.
Entonces:

» A2 = AA = PDP'PDP~! = PD?P~!. Como D? también es diagonal, la matriz A% es
diagonalizable y la misma matriz P es la matriz de paso que la diagonaliza.

w AT = (PDPHT = (P~H)TDTPT. Por un lado, tenemos que D = DT porque D es diagonal
y, por el otro, llamando Q = (P~!)T tenemos AT = QDQ~!. Consecuentemente, AT es
diagonalizable y @ = (P~1)T es la matriz de paso que la diagonaliza.
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Ejercicio 5 Consideremos los vectores

1 2 1 1
2 1 —1 0
wy = 0 ) Wy = 0 ) w3 = 0 ) Wy = 1
1 1 0 0

y sean E = Gen{w,wy} y F' = Gen{ws, w4}
5.1 (2 punTOS) Calcular una base de E*.

5.2 (3 PUNTOS) Sea b=[210 — 3]7. Calcular la proyeccién ortogonal de b sobre E + F'.

5.3 (3 PUNTOS) Sea H = [w; | wy | ws | wy |. Encontrar la solucién en el sentido de los minimos
cuadrados del sistema Hz = b.

5.4 (2 PuNTOS) Calcular una base del subespacio de R* formado por todos los vectores de F' que
son perpendiculares a b.

SOLUCION:
5.1 Unas ecuaciones implicitas de E+ se pueden obtener usando las componentes de cada uno de
los vectores wy, we, como coeficientes de dichas ecuaciones. De ese modo tenemos las siguientes
ecuaciones implicitas de E+:
14279 +x4=0,
{ 2$Cl+ T2 +.T4:O.

De aqui, resolviendo el sistema, obtenemos facilmente una base de E-*:

1
BEL — é

O = OO

-3

5.2 Para poder llegar al resultado necesitamos calcular una base de E + F' aunque, debido a
la dimension del subespacio y, por tanto, al nimero de vectores que hay que manejar, es mas
conveniente trabajar en (E + F)*.

De ese modo calculamos unas ecuaciones implicitas de (E + F)*, procediendo de la misma
manera que en el apartado anterior, obteniendo

1427 +1x4=0,
21’1"‘ T2 +.T4:0,
T1— T2 :0,
Ty +x3 =0.

Resolviendo el sistema obtenemos una base de (E + F)*:

-3
Por tanto, la proyeccién ortogonal de b sobre (E + F)* es

b-v 12
Proy (gipyL(b) = —v = U=



Finalmente, la proyeccién ortogonal de b sobre E + F' resulta

5.3 Lo habitual para resolver un sistema de ecuaciones lineales en el sentido de minimos cuadrados
es, como sabemos, recurrir a las ecuaciones normales de Gauss. En este caso, sin embargo, no hace
falta, ya que basta encontrar la solucién en el sentido clasico del sistema

Hz = proy g, p(b),
al haber calculado en el apartado anterior esa proyeccion. La solucién del sistema es

1
+« -1
1 )

0

_— o O O

donde « es un parametro que puede tomar cualquier valor real.

5.4 Unas ecuaciones implicitas de F' se pueden obtener, mediante una eliminacién de Gauss:

1 1|x 11 T 11 Ty
-1 0] zy 0 1|z + x 0 1 T+ X

0 1las | |0 1| xj T 0 0| as— (xy +a0)
0 0 Ty 0 0 Ty 0 0 Ty

De ese modo, unas ecuaciones implicitas de F' son

.T1—|—SC2—563 :O,
.T4:O.

Queremos que los vectores sean ortogonales a b, por ello tendremos que imponer también la
condicion
2561 + Ty — 3334 =0.

Uniendo todas las ecuaciones tendremos unas ecuaciones implicitas del subespacio interseccion
de F con Gen {b}™":
T1+To—T3 :O,
l‘4:O,
21‘1+[L‘2 —3ZL'4:O

Resolviendo, obtenemos facilmente una base:

—1

S = DN
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Ejercicio 1 Consideremos la matriz A =

NN DN
NN
N OO

1.1 (3 PUNTOS) Determinar una base y unas ecuaciones implicitas de E = Col(A) N (Nul(A))+
y de E*.

1.2 (2 puNTOS) Obtener una base ortonormal de Col(A) y calcular la matriz de la proyeccién
ortogonal sobre dicho subespacio.

1.3 (2 puNTOS) Siendo b = [0 2 2|7, encontrar las soluciones en el sentido de los minimos
cuadrados de Az = b. Determinar, entre ellas, las que tengan norma +/5/4.

1.4 (3 puNTOS) Sea S = {vy,...,v,} un conjunto ortonormal en R". Probar que S es linealmente
independiente.

SOLUCION:

1.1 Comentamos una de las diversas formas que hay para resolver este apartado.

e Ecuaciones implicitas de Col(A): Como sabemos, para encontrar unas ecuaciones implicitas de
un subespacio generado por varios vectores (en este caso los vectores columna de A) basta consi-
]7 e imponer que sea combinacién lineal de dichos vectores.

derar un vector genérico [x; =y 3

22 0]z 2] 2 o] =
22 0z |~ 0 0 0|z—mx
2 0 2| 0 [2] 2|25 —m

Comprobamos que la ecuacion implicita
To = 1 (1)

define a Col(A).

e Ecuaciones implicitas de (Nul(A4))+: Comenzamos hallando una base de Nul(A), lo que se con-
sigue sin mas que resolver Ax = 0. De la eliminacion de Gauss anterior se desprende que unas
ecuaciones equivalentes al sistema son

2.7?1—'—2372 :0,
—21’2—|—2I3:0,

las cuales, una vez resueltas nos dan la siguiente base

-1
BNul(A) - i

Para obtener unas ecuaciones implicitas de (Nul(A))* simplemente hemos de utilizar las compo-
nentes de los vectores (sélo uno en este caso) de la base como coeficientes en dichas ecuaciones.
Asi tenemos que

—$1+[L‘2+l‘3:0 (2)

es una ecuacién implicita de (Nul(A))*.
e Ecuaciones implicitas y base de E: Uniendo las ecuaciones (1) y (2) tenemos unas ecuaciones
implicitas de F:

T1—X2 :0,
—I1 +.T2—|—SC3:0,

Ecs. Impl. £ = {
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y resolviéndolas hallamos una base de E:

Bg = 1

Nota: Podemos sustituir la segunda ecuacién implicita de E por z3 = 0.
e Ecuaciones implicitas y base de E+: Para obtener una base de E- basta tomar los vectores
formados por los coeficientes de las ecuaciones implicitas de FE, es decir

1 —1
BEL — —1 5 ]_
0 1

Por el proceso andlogo podemos obtener unas ecuaciones implicitas de E+:

Ecs. Impl. E+ = 2y + 25 = 0.

Nota: Podemos sustituir el segundo vector de By por [0 0 1]7.
1.2 Como ya hemos hecho una eliminacion de Gauss con la matriz A, sabemos que una base del
espacio Col(A) puede estar formada por las dos primeras columnas de la matriz. Sin embargo,
estos dos vectores no son ortogonales, asi que tendriamos que ortogonalizar los vectores mediante
el método de Gram-Schmidt.

Para evitar esos cdlculos sélo tenemos que darnos cuenta (por simple inspeccién) de que las dos
ultimas columnas de A también forman una base de Col(A) y, ademads, es ortogonal. Dividiendo
los dos vectores por su norma tendremos la base ortonormal que pide el enunciado:

1/V2 0

Bcolay = 1/vV2 |, (1)
0

Siendo ahora

1/vV2 0
Q=1|1/vV2 0|,

0 1
la matriz de la proyeccién ortogonal sobre Col(A) se puede calcular como
1/vV2 0 1/2 1/2 0
P=QQ"=|1/v2 0 Uv2 1/v2 01 _ 1/2 1/2 0
0 1 0 0 1 0 0 1

Nota: Esta matriz es siempre la misma, independientemente de la base ortonormal escogida.

1.3 Podemos resolver el problema usando las ecuaciones normales de Gauss, pero ya que tenemos,
del apartado anterior, la matriz P de la proyeccién ortogonal sobre Col(A), es mas corto calcular
la proyeccion del vector b sobre Col(A) y después resolver

Ax = PrOyCOI(A)b'

Entonces, como
1

ProyCOI(A)b = Pb= ; ,
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el sistema que hemos de resolver es

2 20 T 1
2 20 xo | = | 1
2 0 2 T3 2
Realizamos ahora la una eliminacion de Gauss, que es andloga a la que hicimos en el primer
apartado,
2 2 0|1 2 2 0|1 2 0|1
2 20[1L|~|0 0 0/0|~1]0 211,
2 0 2|2 0 -2 211 0O 0 0/0

llegando a la forma escalonada reducida

(1] 1 0| 172 (1] o 1] 1
0 [1] =1]-1/2 |~ 0 [1] —1]-1/2

0O 0 0] O L 0 0 0] O

Es inmediato, tomando como variable libre z3 € R, que la solucién del sistema es

7 1 1 1 — 24
i) = —1/2 +[L‘3 1 = —1/2+$3
T3 0 1 T3

Veamos ahora cudl de esas soluciones verifica que su norma es 1/5/4.

1—SL’3
D
—1/2 + a3 :\/(1—x3)2+(—1/2+x3)2+x§:\/3x§—33:3+1.
T3

Imponiendo que la norma sea /5/4 queda la condicién

372 — 313 =0,

que nos da los valores x3 = 0 y x3 = 1. Sustituyendo en la solucién del sistema de minimos
cuadrados tenemos las dos soluciones que pide el enunciado:
1 0
—1/2 y 1/2
0 1

1.4 Escribamos una combinacion lineal de los vectores de S igualada a cero:
vy + ..o+ o, = 0.

En caso de que probemos que todos los coeficientes han de ser nulos tendremos que S es linealmente
independiente.

Multiplicando escalarmente la expresién anterior por cualquiera de los vectores de S (digamos
v;) tendremos

Oél(’Ui . U1> + ...+ 042;1(1)@' . 'Uifl) -+ Oél'(’Ui . Uz') + aiJrl(UfL' . viJrl) + ...+ Ckp(’Ui . Up> =0.

Por ser S ortonormal, v; - v; = 0 siempre que j # ¢ y ademas v; - v; = 1. Llevando todo esto a la
expresion anterior tendremos

=0 =0 =1 =0 =0
— — — — —
aq (Ui : Ul) +.. o (Ui . vi—l) +ay (Ui . UZ') +Ozi+1 (Ui . Ui+1) +...+ ay (Uz‘ . Up) = 0,

quedando, por tanto,
a; = 0.

Como el razonamiento no depende del subindice i escogido, acabamos de probar que todos los
coeficientes de la combinacion lineal son nulos y, de ese modo, S es linealmente independiente.
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Ejercicio 2 Consideremos la matriz B =

> Q
O Q ™
N OO

2.1 (3 puNTOS) Para = —1, determinar todos los valores a y & reales para los que B es
diagonalizable.

2.2 (3 puNTOS) Calcular a, 5y d de tal modo que la matriz B tenga un autovalor 0 doble, con
[1 1 0] como uno de sus autovectores asociados.

x
2.3 (4 puNTOS) Paraa =1, 5 =2y d = 0, considere la cénica de ecuacién [z y 1] B | y | =0.
1
Hallar su ecuacion candnica mediante los cambios de coordenadas adecuados, clasificarla y
hacer un dibujo esquematico de la misma.

SOLUCION:
2.1 Nos piden que estudiemos cuando es diagonalizable la matriz

a —1 0
B=| -1 a 0|, adeR
6 0 2

Para ello calculamos en primer lugar sus autovalores:

a—X -1 0
|B—X| = -1 a-A 0 =(2-2X)
) 0 2— A\

a—\ -1
-1 a-=A

\=<2—A>[<a—A>2—u

= 2=-MNXA=(a+D]A=(a=1)] =0.
Es decir, que los autovalores de B son:
)\1:2, )\2:Oé+1, )\3205—1.

La matriz es diagonalizable si, y sélo si, todos sus autovalores tienen la misma multiplicidad alge-
braica que geométrica. Sabemos que esa igualdad de multiplicidades se cumple para los autovalores
simples, pero para los multiples hay que analizarlo. Nos planteamos, por tanto, si puede haber
autovalores dobles (e incluso triples):

)\1 = )\2 — 2:O[+1 — O{:L
)\1 = )\3 — 2=a-1 — 0423,
)\2 = )\3 - a+l=a-1 — )\27&)\3Va.

Vemos pues que aparece un autovalor doble si @ =1 0 a = 3. Ademas, no es posible la existencia
de un autovalor triple (A\; = Ay = A3) puesto que Ay # A3 Va.

Asi, si o # 1, 3, los tres autovalores de B son distintos (simples) y, por tanto, B es diagonalizable
(para cualquier § € R). Sin embargo, hay que estudiar, por separado, los casos en que aparecen
autovalores dobles, es decir, a =1y a = 3.

En el caso a = 1, tenemos A\; = Ay = 2, A3 = 0. Puesto que

-1 -1 0 1 1 0 1 si6—0
r(B—2[)=r| -1 =1 0| =70 =6 0 :{2 315;0’
5§ 0 0 0 0 0 ’
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la multiplicidad geométrica del autovalor doble es:

3-1=2 sid=0,

mg()\:2)23—7”<3_2[):{ 3-2=1 sid#0,

es decir, cuando o = 1, B es diagonalizable si 0 = 0 (ya que m,(A = 2) = m,(A =2) =2) y no es
diagonalizable si 6 # 0 (puesto que entonces mq,(A =2) =2 # m,(A =2) =1).

Procediendo analogamente, en el caso a = 3, tenemos A\ = A3 = 2, Ay = 4. Puesto que para
este valor de «

1 -1 0 1 -1 0 L ds—0

r(B=2)=r| -1 1 0|=r|0 & 0|= e
2 sid#0

o 0 0 0 0 0 ’

obtenemos que la multiplicidad geométrica del autovalor doble es:

3-1=2 sid=0,

mg()\:2)23—7”<3_2[):{ 3-2=1 sid#0,

es decir, cuando o = 3, B es diagonalizable si 0 = 0 (ya que m,(A = 2) = m,(A =2) =2) y no es
diagonalizable si 6 # 0 (puesto que entonces mq,(A =2) =2 # m,(A =2) =1).
Resumiendo, B es diagonalizable si:

e a# 1,3y d cualquiera.

ea=1y0=0.

e a=3y0=0.
Y, por tanto, B no es diagonalizable si:
e a=1yd#0.
e a=3yd#0.

Nétese que si 6 = 0 la matriz es simétrica y sabemos que va a ser diagonalizable (y, mas
exactamente, ortogonalmente diagonalizable).

2.2 Por una parte, exigiendo que v = [1 1 0]7 sea autovector de B asociado al autovalor 0
obtenemos:
a B 0 1 0 _
Bu=0v=0 — | B ao0||1|=]0 {g‘fg_o’ (3)
o 0 2 0 0 e
Por otra, podemos exigir que la suma de los autovalores de B (uno es trivialmente 2 y el otro debe

ser 0 doble) coincida con su traza:
a+a+2=24+0+0 — a=0,
con lo que combinando esta ecuacién con (3) obtenemos
a=0=90=0.

También podiamos calcular los autovalores de B de forma analoga a como hicimos en el primer
apartado:

a—X [ 0
|B—\I| = 6 a—X 0 =(2-1)
) 0 2—-2A

PR BRIV CESV

= 2= —-(a+P))A—(a=p)
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Como los autovalores son \; =2, A\y = a+ 3y A\3 = a — (3, exigiendo que Ay = A3 = 0 (autovalor
cero doble) obtenemos o« = 3 = 0, que combinada con la segunda ecuacién de (3) nos lleva
nuevamente a que a = =9 = 0.
Notese que si exigimos que el determinante de B coincida con el producto de sus autovalores,
obtenemos
|IB|=2(a®* - %) =2-0-0=0 — o=/,

pero no imponemos asi la condiciéon de autovalor cero doble, con lo que combinando esta tltima
ecuacién con (3) no llegamos a la solucién pedida.

2.3 Sin mas que operar, para o« = 1, 3 =2y § = 0, obtenemos la ecuacién de la cénica:

x 1 20 x
zy 1B |y | =[xy 1|2 10 y | =22+ +4ay+2=0.
1 0 0 2 1

Puesto que la ecuacién de la conica tiene término en xy necesitamos hacer un giro para colocar

los ejes en las direcciones de los autovectores de la matriz [ ] (la que recoge los términos

2 1
cuadréticos). Calculamos pues sus autovalores y después sus autovectores. En primer lugar:

1—-A 2
2 1—A

Podemos pues calcular los autovectores:

wen (2 ][] 18] = nonms —-[2)-1)

et [33][2)-[8] = menme —n-[3]-[7]

Construimos la matriz P mediante la siguiente base ortonormal de autovectores:

v2i] v2f-1

2 | 1] 2 1 ’
donde el primer autovector da la direccién y sentido del nuevo eje X’ (que corresponde a girar un
angulo 6 = 45° el eje X, pues del autovector sacamos que tgfd = v/u = 1/1 = 1) y el segundo

autovector (que hemos elegido en el sentido adecuado para que el eje Y’ se obtenga girando el eje
X" 90° en sentido positivo o antihorario) marca la direccién y sentido del nuevo eje Y. El cambio:

er=[3]-[3 41151
o T2 2 !
Y 5 5 Y

eliminara el término mixto 2'y’ dejando la parte cuadratica como \;z'? 4+ \py2, modificard los
coeficientes de los términos lineales (que en nuestro caso no habia), y no alterara el término
independiente. Concretamente obtenemos:

Py Aoy +2=0 — 32?7 —y?+2=0 — - = —1.

W

b= \/5, centrada en el origen (2,7y) =

(0,0), con asintotas y' = £22’ = £/32' y vértices en (2/,y’) = (0,£v/2) (observemos que corta
al eje Y’ y no al X’). Es inmediato ver que la hipérbola no corta ni al eje X ni al Y, pues las

Se trata pues de una hipérbola de semiejes a = %
(
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ecuaciones que se obtienen al hacer y = 0 (z2 +2 =0) y z = 0 (y*> + 2 = 0) no tienen solucién
real.

Teniendo en cuenta la relacion entre las coordenadas antiguas y las nuevas es facil ver que los
vértices de la hipérbola estan en (z,y) = (—1,1) y en (z,y) = (1, —1) y que las asintotas tienen
por ecuaciones (v3 — 1)y 4+ (vV3+ 1)z =0y (vV3+ 1)y + (V3 —1)z = 0 (ambas tienen pendientes
negativas y, por tanto, estdn en el segundo y cuarto cuadrante). Recordemos que 2 ~ 1,41,
V3~ 1,73.

Con toda la informaciéon que hemos obtenido a lo largo del apartado, comenzamos dibujando
los ejes X’ e Y’ sabiendo que pasan por el origen de las coordenadas X-Y y que tienen la direccién
y sentido del autovector correspondiente a A1 y Aq, respectivamente. Es decir, en este caso, con la
eleccién que hicimos de autovalores y autovectores, los ejes X’ e Y’ se obtienen rotando un dngulo
de 45° a los ejes X e Y. Finalmente, ayudados por sus asintotas, dibujamos cualitativamente la
hipérbola.
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-3 1 -1
Ejercicio 3 Consideremos la matriz C' = | 0 =3 2
1 -2 1

3.1 Calcular una base de R? formada por autovectores y autovectores generalizados de la matriz

C.

3.2 Encontrar el término general de la recurrencia vectorial u,, = C'u,,_; siendo el vector inicial
up=[-1 0 1]%.

3.3 Diagonalizar ortogonalmente la matriz M = C' + C7.

3.1 Calcularemos en primer lugar el polinomio caracterstico de C'

[ —3 -\ 1 -1 —-3-A 0 -1
det[C — A] = det 0 —-3-Xx 2 | “E%det 0 —1-x 2 |%=
1 —2  1-2) 1 —1-X 1-2X
[ -3 - 0 -1
—det| 00 —1-x 2 | =(1-ndet| 0N e
1 0 —1-2\

= (—1=M((=3=-N(=1=XN+1D)=(-1=NN+4r+4) = -+ 1)\ +2)%

Los autovalores de C' son, por tanto: A = —1 simple y A = —2 doble. Calculemos ahora los
autovectores correspondientes:

A=—1:
-2 1 -1 0
Nul[C+1]=Nul | 0 -2 2 | =Genqu,=| 1
1 -2 2 1
N 11 -1 1
Nul[C+2[]=Nul | 0 -1 2 | =Gen<dwv=| 2
1 -2 3 1
Obsrvese que la matriz no es diagonalizable. Por ltimo, calculemos un autovector generali-
zado para el autovalor A\ = —2:
0 0 0 1 2
Nul[C+2I]?=Nul | 2 -3 4 | =Gen{uvo=1| 2 |,u5=1[ 0
2 -3 4 1 —1

Hay diversas opciones para el autovector generalizado: podramos tomar cualquier vector
v3 del subespacio 2x; —3xo+423 = 0 que sea linealmente independiente con el autovector
V2.

Los vectores {vy, vy, v3} forman una base de R3.

3.2 Nos piden calcular u,, = A™ug. Para ello, expresamos el vector inicial ug = [-1 0 1] como
combinacin lineal de los autovectores y autovectores generalizados que obtuvimos antes:
-1 0 1 2 0+ 2y =—1,
Uy = 0 =al|l 1 |+06 2 | +7v 0 S a+26=0,
1 1 1 -1 a+pf—v=1
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La solucin de este sistema es a = 2,0 = —1,7 = 0, de forma que uy = 2v; — vy. En

consecuencia,
Uy, = Aug = 2A"0; — A"y = 2(—=1)"v; — (—2)"vs,

(puesto que vy y vy son autovectores de C'). En definitiva:

0 1 —2"
U, =2(-1)" | 1 | —=(=2)"| 2 | =(-)" [ 2—2""!
1 1 2-2"
3.3 Tenemos que
-6 1 0

Il
O =
o |
(@)
o O

La ecuacin caracterstica de esta matriz es

—6— A 1 0 6\ 1
det[M — A\I] = det 1 —6—X 0 :(Q—A)det{ 1 6|~
0 0 2—A
A=2

_ _ - 2 _ )

= @=I(=6-27—1] 0‘:){(—6—A)2:1@—6—A:i1<:m:—5,—7.
Tenemos, por tanto, tres autovalores simples: A = 2, —5, —7. Calculemos ahora los autovecto-
res correspondientes. Ya sabemos que, al ser la matriz M simtrica, stos deben ser ortogonales.
Nosotros los tomaremos adems unitarios.

A=2:
-8 1 0 0
Nul[M —2[]=Nul | 1 -8 0 | =Gen 0
0 0 0 1
A=-5
-1 1 0 1 1
Nul[M+5I]=Nul | 1 -1 0| =Gen{—1 1
0o 0 7 V2 0
A= —
1 10 1 -1
Nul[M+7I]=Nul | 1 1 0 | =Gen < — 1
009 V2 0
Por ltimo, tenemos P~*MP = PTMP = D siendo
1 1
0 % —% 2 0 0
P=10 % % ortogonal, y D=1 0 =5 0 diagonal.
1 0 0 0 0 -7
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EXAMEN FINAL

1 de Julio de 2004
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Ejercicio 1. (SOLO PRIMER PARCIAL)

Consideremos, para §, u € R, los vectores

1 1 1
v = 0 , Uy = 2 , U3 = Vg = 3
—1 1 p—117 [
2 6 §+3 3

y la matriz A = [Ul ‘ V2 | U3 | ’U4].
1.1 (4 punTOS) Calcular, segin los valores de 0 y p, la forma escalonada reducida de A.
1.2 (2 puNTOS) Determinar todos los valores de § y p para los que vy € Gen{vy, vo, v3}.

1.3 (2 puNTOS) Obtener todos los valores de 0 y p para los que es posible realizar la factorizacién
LU de la matriz A.

1.4 (2 punTOS) Para u =1y 0 = 1, calcular la factorizacion LU de A.

SOLUCION:
1.1 Convendria conocer el concepto de forma escalonada reducida. Recogemos el contenido del
libro de Lay acerca de ello.

Definicién: Una matriz rectangular estd en forma escalonada si tiene las siguientes tres
propiedades:

1. Todas las filas diferentes de cero estan arriba de las puramente ceros.

2. Cada entrada principal de una fila (o sea, la primera entrada distinta de cero de dicha fila)
estd en una columna a la derecha de la entrada principal de cada fila superior a ella.

3. Todas las entradas de una columna que estén por debajo de una entrada principal son cero.

Si una matriz en forma escalonada satisface las condiciones adicionales siguientes, entonces se
dice que estd en forma escalonada reducida:

4. La entrada principal de cada fila no nula es 1.

5. Cada 1 principal es la tnica entrada diferente de cero en su columna.

Las operaciones del método de eliminacién de Gauss consiguen transformar toda matriz A en
su unica forma escalonada reducida. Recordemos que dichas transformaciones son de tres tipos:
intercambio de dos filas, sumar a una fila un multiplo de otra fila, multiplicar una fila por un
nimero distinto de cero. Una vez aclarado esto procemos a efectuar los calculos.

1 1 0 1 11 0 1 11 0 1
A 0 2 1 3 Fs+ F 02 1 3 F3—F, 02 1 3
-1 1 pu—1 p| F4—2F |0 2 p—1 p+1 | F,—2F [0 0 pu—2 p—2
2 6 0+3 3 0 4 643 1 00 d+1 =5
Caso 1 Si = 2, entonces la tercera fila es cero y la intercambio con la cuarta:

11 0 1 11 0 1

02 1 3 P 02 1 3

00 pu—2 p—2 34 00 d+1 =5

00 6+1 =5 00 O 0

Como buscamos siempre las entradas principales, tenemos que distinguir que ¢ + 1 sea cero
0 no.
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Caso 1.1 Si d = —1, entonces

110 1 1101 1 100
021 3 021 3 F, —3F; 0210
000 5 |MEVI T 001 RoR [000 1| MU2
000 O 0000 00 00
11 0 O 1 0 —-1/2 0
01 1/2 0 R 01 1/2 0 (forma escalonada reducida
00 0 1 "2 100 0 1 para =2y d=—1).
00 0 O 00 0 O
Caso 1.2 Si § # —1, entonces
11 0 1 110 1
0 2 1 3 0 21 3
00 6+1 —5 |MWEFDY o6 5y | BT
00 O 0 0 00 0
110 1 110 1
020 3+5/(G+1) 01 0 3/2+45/(2(6+1))
001 —5/(6+1) Mx(172) 1 —5/(6+1) h—rh
0 00 0 0 00 0
100 —1/2-5/(2(5+1))
010 3/2+5/(20+1)) . B
00 1 5/ (64 1) (forma escalonada reducida para =2y § # —1).
000 0

Caso 2 Si u # 2, entonces:

11 0 1 11 0 1
8 (2) ,ui2 uiQ Ms (1/ (1 —2)) 8 (2) } ?
00 +1 =5 00 6+1 =5
110 1
F-Genr| 021 3
000 —6—6

Como buscamos siempre las entradas principales, tenemos que distinguir que —d — 6 sea cero
0 No.

Caso 2.1 Si 0 = —6, entonces

1 1 01 1 1 0 1 1 1 0 1
0 21 3 02 0 2 0101
0011 2B tgoq | M2 1y | BB
00 0O 00 0O 00 0O

1 000

0101 .

00 1 1 (forma escalonada reducida para p # 2y 6 = —6).

00 0O
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Caso 2.2 Si 6 # —6, entonces A es cuadrada, de rango maximo y su forma escalonada
reducida es la identidad.

1.2. Decir que un vector depende linealmente de otros es equivalente a decir que un cierto sistema
de ecuaciones es compatible. Por otro lado, la forma maés eficaz de analizar la compatibilidad de un
sistema es efectuar la reducccion gaussiana de la matriz ampliada [A |b]. El sistema es compatible
si y s6lo si no se obtienen pivotes en la iltima columna. Yo quiero saber si v, es combinacion lineal
de {v1,v9,v3} . Eso equivale a saber si el sistema

[vla V2, 'U3] T = Uy

es compatible. Y eso equivale a saber si en la forma escalonada de [vq,vs, v |vg] aparece algin
pivote en la cuarta columna. Como eso ya ha sido analizado en el apartado anterior, s6lo tenemos
que mirarlo en cada caso.

Caso 1. =2
Caso 1.1. § = —1. Se llega a la forma escalonada
110 1
021 3
000
000 O

Como hay pivote en la cuarta columna, podemos afirmar que v, no es combinacion
lineal de {vy,va,v3}. En resto de los casos escribiré sélo el resultado

Caso 1.2. § # —1 : vy si es combinacion lineal de {vy, v9, v3} .
Caso 2. u # 2.

Caso 2.1. § = —6: vy si es combinacion lineal de {vy, vo,v3}.

Caso 2.2. § # —6 : v4 no es combinacién lineal de {vy, vg, v3} .

1.3. La factorizacion LU se da cuando la matriz A se puede llevar a una forma escalonada con una
eliminacién gaussiana sin intercambio de filas. Como eso se ha estudiado en el primer apartado,
solo tenemos que recuperar los datos. La primera parte de la eliminaciéon era comun a todos los
casos y no contenia intercambios de filas. Recordemos qué paso en cada caso:

Caso 1. Si u = 2, entonces la tercera fila es cero

11 0 1
0 2 1 3
00 O 0
00 d+1 =5

Como no podemos intercambiar filas y en la tdltima siempre hay un elemento no nulo (que
es —b, independientemente de lo que valga ¢), no es posible obtener la factorizacién LU.

Caso 2. Si p # 2, entonces llegamos a la matriz

11 0 1
02 1 3
00 p—2 pu—2
00 0+1 =5

y podemos seguir haciendo un cero en la posicién (4, 3).
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En conclusion, A siempre posee factorizacién LU, excepto el caso en que p = 2.

1.4. La factorizacion LU se recupera de la eliminacion gaussiana sin intercambios de filas. En este
caso queda

1 0 0 O 11 0 1
0 1 0 O 02 1 3
A=LU = -11 1 O 00 -1 -1
2 2 =21 00 0 =7
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Ejercicio 2. (SOLO PRIMER PARCIAL)

2.1 (2 puNTOS) Calcular y representar en el plano complejo todas las raices del polinomio z%—8iz.

2.2 (3 puNTOS) Expresar, mediante una funcién de nimeros complejos, la proyeccién ortogonal
sobre la recta que pasa por los puntos (0,0) y (1, 3). Desarrollar la expresién hasta determinar
las partes real e imaginaria de la funcién.

2.3 (5 pPuNTOS) Escribir la forma cuadrética
(1,29, 3) = 73 + axs + daxl + 22129 + 22173 + (6 — 4a) 2073

como suma de cuadrados y clasificarla segin los valores de o € R.

SOLUCION:
2.1 Vemos que el polinomio no tiene término independiente, por lo que se puede sacar z factor
comun:

p(z) = 2* = 8iz = z (2* — 8i).

Igualando a cero, para obtener las raices, tenemos dos posibilidades:

= 0 bien z = 0, que es la primera raiz (y la denotaremos por z),

= 0 bien 2% — 8i = 0, que es equivalente a z = v/8i. S6lo tenemos, por tanto, que obtener las
raices cubicas de 8i. Como 8i tiene médulo 8 y argumento 7/2, queda

et et V341,
22%2%62 3 [[k:o)l)Z]]:Q €E+% :2 e% = _\/§+Z,
5T s —2i.

Asi obtenemos tres raices mas, que denotaremos, respectivamente, por z1, 23 y z3.

Resumiendo, las raices son

o = 07
V3 +i,
—V3+i,

rs = —2i.

1

)

rs

2.2 Representando, en el plano complejo, los puntos que nos dan como dato y la recta que los une
se obtiene un dibujo como el que se muestra en la figura siguiente, donde hemos incluido, ademas,
un punto genérico z y su imagen por la proyeccién ortogonal, f(z).

Sabemos perfectamente que, en el plano complejo, la proyeccion
ortogonal sobre la recta real se obtiene sin mas que tomar la

: ., 14 3
parte real. Ya que nos piden la proyeccion ortogonal sobre una o~ B o
recta distinta, el proceso a seguir seré: f(2)
» Llevar la recta que nos dan a la recta real. Para esto 0

serd necesario realizar un giro.

= Realizar la proyeccién ortogonal, tomando la parte real.

= Deshacer el giro para dejar la recta en su posicion original.
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Procedamos, paso a paso, con cada una de estas etapas. Denotaremos por w;, ¢ = 1,2,3, a los
sucesivos puntos en que se transforma el punto inicial z tras cada etapa.

En primer lugar realizamos un giro que lleva la
recta al eje real. Para ello s6lo hemos de multi-
plicar por el conjugado de 1 + 3¢, previamente
normalizado, es decir,

1—-32
w g
VT

zZ.

Los puntos 0 y 143 se transforman en 0 y v/10,
respectivamente. La recta se ha convertido en
el eje real. Este es el momento de realizar la
proyeccién ortogonal

wy = Re(wy).

Realizamos ahora el giro inverso:

1430
w3 = Wa.

Sustituyendo cada uno de los cambios en el pos-
14 3¢ 1—3
w3 _ .t ZRe ( !

terior queda la funcion
= f(z2) = z ),
0= ()

que representa la proyeccién ortogonal que
buscabamos.

1+ 3
w3 = f(z)

Tomando z = z+yt y operando convenientemente en la tltima expresion, obtenemos las partes
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real e imaginaria de la funcién:
1+ 3¢ 1—3 1+3iR ((x+3y) (y—3x),)
= e

flz) = 71 Re <7\/E (:E+yi)) = /1 710 + 710 i

1430 (xz+ 3y) _:c+3y+3(:c—|—3y)

V10 V1o 10 10

1.

2.3 Para escribir la forma cuadratica como suma de cuadrados es conveniente elegir, en cada
paso, el término cuadratico puro cuyo coeficiente sea el mas sencillo. En particular, siempre que
sea posible, es una buena idea dejar los pardametros para el final para asi evitar posibles discusiones
de casos que al final pueden ser irrelevantes. De ese modo comenzamos eligiendo el término que
corresponde a 2. Asf agrupamos todos los términos que contienen a z; y completamos cuadrados
en dicha variable.

O(z1, 09, 73) = 7+ axy + daxs + 20175 + 20103 + (6 — 4a) 073
= [z} + 27129 + 22173] + ) + daxd + (6 — da)xazs.
Para reproducir el término entre corchetes con un cuadrado nos basta tomar

(21 4 29 + 13)* = ;1:_% + 25 + 22422 29 + 20113 + 2093,

donde hemos subrayado aquellos sumandos que aparecen entre corchetes en la ecuacion anterior.
Despejandolos y sustituyendo en la ecuaciéon anterior queda

O(xy, 19, 23) = [(01 + 29+ 23)% — 25 — 23 — 2m9w3] + axs + 4axs + (6 — 4a)zozs
= (21 + 20 +23)* + (0 — )23 + (4o — 1)z + 4(1 — a)zo3.

A partir de ahora olvidamos el primer sumando, donde ya hemos completado cuadrados en xq, y
nos centramos en las dos variables que quedan. En particular, agrupamos todos los términos que
contienen a x5, quedando

(21, 09, 73) = (11 + 2o + 23)* + (0 — 1) [ — dwows] + (4o — 1)a3.
El término entre corchetes proviene del cuadrado
(7o — 213)% = 23 — dwyws + 4a3,

donde hemos subrayado aquellos términos que aparecen en el corchete de la ecuacion anterior.
Despejando y sustituyendo queda

O(zy, 20,73) = (21 + a9 +23)° + (@ — D)[(22 — 223)* — 423] + (4a — 1)z3
= (1 + 29 +23)° + (a0 — 1) (w9 — 233)? + 323,
Ya hemos completado cuadrados. Simplemente quedaria un cambio,
Y1 =21 + X2 + T3, Yo = Ty — 23, Ys = T3,
para obtener una forma canodnica de la forma cuadratica:
®(y1,y2,y3) = i + (o — 1)y3 + 3y3.
La segunda parte del apartado pide clasificar la forma cuadratica dependiendo de los valores

de o € R. Estd claro que hemos de centrarnos en el signo del coeficiente de y2, ya que los otros
dos son positivos y no dependen de a. De este modo se obtienen las tres posibilidades siguientes :

= o > 1: Los tres coeficientes son positivos, por lo que la forma cuadratica es definida
positiva.

= o = 1: Dos coeficientes son positivos y uno nulo, por lo que la forma cuadratica es semi-
definida positiva.

= o < 1: Los coeficientes son de distinto signo, por lo que la forma cuadratica es indefinida.
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Ejercicio 3. (SOLO PRIMER PARCIAL)

Consideremos la aplicacion lineal T' que verifica

3.1 (2 puNTOS) Obtener la matriz candnica de T'.

3.2 (4 punTOs) Calcular, para cada valor 3 € R, los vectores de R? cuya imagen, mediante 7T,
es[3 1 BT

3.3 (4 punTOS) Calcular el foco, la directriz y el vértice de la pardbola y? + 4y + 4x = 0. Hacer
un dibujo esquematico de la misma.

SOLUCION:
3.1 La matriz canénica de T', que denotaremos por A, es una matriz 3 x 2 que cumple:

1
(0)-(2) o) (3
3 1
Estas igualdades vectoriales equivalen a la igualdad matricial

1 2
A[i’ﬂ: 11
31

De aqui despejamos:

A

I
W = =

3.2 Queremos obtener los vectores ( z ) € R? tales que

JORIONE

Se trata de un sistema de 3 ecuaciones y dos incégnitas, cuya matriz ampliada es

-1 413
0 1|1
2 =30

La eliminacién de Gauss para esta matriz resulta:

-1 43 —1 4] 3 —1 4] 3
0 1|1 |=@FE+2R)—>| 0 1| 1 | >FE-5R)—| 0 1| 1
2 3|13 0 5|6+6 0 0|8+1
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= Si §# —1, la columna del término independiente resulta ser pivote y el sistema es incom-

patible, de forma que en este caso no existe ninguin vector ( Y ) € R? cuya imagen sea

3
1

B

= Si 8 = —1, continuamos el proceso de eliminacién hasta llegar a la forma escalonada reducida,
que nos proporcionard la solucién del sistema (que ahora si es compatible):

—1

413 1 1 01
11| —=(-F)— |0 1 | = (F1+4F)— |0 1|1
00 0 0 00

3
. L, . . 1
En este caso, existe un unico vector < ; ) € R? cuya imagen es 1 : el vector < 1 )
1

3.3 En primer lugar, hallaremos la ecuacién canénica de la parabola y%+4y+4x = 0, completando
cuadrados:

P Ady+dr=(y+2)2 440 —4=(y+2)2+4(x—1) =y* + 42’ = 0,

siendo 2’ =z — 1,9y =y + 2.

. . el . 2 ,
La ecuacién anterior puede escribirse en la forma y'* = 2px’, con p = —2. De aqui obtenemos

que el vértice Vestdenz' =y =0 x=1,y=-2,elfoco Fenaz' = -1,y =0 2 =0,y =
—2, v la directriz d es la recta 2’ = 1 & = = 2.

Un dibujo esquematico de la parabola seria:

y
A

B s
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Ejercicio 4. (SOLO SEGUNDO PARCIAL)

Counsideremos la matriz

a —a a—3 1
0 a 0 0
A= 0 a 3 -1
0 4—a 0 a

4.1 (3 punTOS) Calcular, para cada valor del pardmetro a € R, los autovalores de A, determi-
nando sus multiplicidades algebraicas y geométricas.

4.2 (4 PUNTOS) Para a = 2, determinar una base de R* formada por autovectores y autovectores
generalizados de A.

4.3 (3 PUNTOS) Para a = 2, calcular los autovalores y autovectores de A, A — 47y A™L.

SOLUCION:
4.1 Comencemos hallando los autovalores de A, es decir, determinando las raices de su polinomio
caracteristico:

A —a a-—3 1

0 =det(A— A) =det =(a—N?*B=N).

0
0 a 3—\ -1
0

Aunque la matriz sea 4 x 4, es inmediato calcular el determinante desarrollando por filas y colum-
nas. Por ejemplo, podemos elegir esta secuencia: columna 1, fila 2, columna 3.

Obtenemos que:
= Sia # 3, entonces \ = a es un autovalor triple y A = 3 es simple.
= Si a =3, entonces A = 3 es un autovalor cuadruple.

Ya tenemos, por tanto, las multiplicidades algebraicas. Calculemos ahora las geométricas segin
los casos anteriores.

Caso a # 3. La multiplicidad geométrica de A = 3 es m,(3) = 1, ya que el autovalor es simple.
En cuanto al autovalor A = a pueden surgir més casos puesto que es un autovalor triple.

Estudiemos el rango de A —al, ya que la multiplicidad geométrica se puede obtener como la
dimensién del espacio vectorial (en este caso 4) menos el rango de dicha matriz. Desde otro
punto de vista, esta cantidad coincide con el ntimero de variables libres del sistema lineal
(A —al)x = 0. Comenzamos por realizar una eliminacién de Gauss para llevar A — al a
forma escalonada. Tras unas primeras operaciones elementales queda

0 —a a—3 1 0 —a a—31
0 0 0 0 0 4—a 0 0
A—al=\o 0 54 1 [~lo o 0 0
0 4—a 0 0 0 0 0 0

Aqui se comprueba que:

= Si a = 4 entonces la matriz tiene rango 1 y, por tanto, el autovalor tiene multiplicidad
geométrica igual a 4 — 1 = 3 (y la matriz seria diagonalizable, por tanto).
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» Si a # 4 entonces podemos operar un poco mas para llevar la matriz a la forma

escalonada
0 [4—a 0 0
0 0 a—3] 1
0 0 0 0|’
0 0 0 0

que tiene siempre rango 2. Por ello la multiplicidad geométrica de A = a seria 4 —2 = 2.

Caso a = 3. Analicemos el rango de la matriz A—31 con el mismo objetivo del apartado anterior.
La llevamos a forma escalonada (en este caso, reducida),

0 -3 0 1 0 [1] 0 0

0 0 0 0 0 0 0 [1]
A=3I=109 3 0 1|~ |0 0 0 0 |

01 0 0 00 0 0

para ver que la matriz tiene rango 2 y, por tanto, la multiplicidad geométrica de A = 3 es
4—2=2.

4.2 A partir de ahora tomamos a = 2. Por los calculos previos comprobamos que la matriz A
quedara

2 -2 -1 1
0 2 0 0
A= 0o 2 3 -1
0 2 0 2

y los autovalores seran A = 2 (con m,(2) =3y my(2) =2) y A =3 (m,(3) = my(3) =1). De ese
modo comprobamos que necesitaremos calcular autovectores generalizados en el caso del autovalor
A=2.

Comencemos calculando los autovectores de A = 3. Resolvamos, para ello, el sistema (A —
3I)x = 0. Realizamos una eliminacién de Gauss a la matriz para obtener su forma candnica

reducida:
-1 -2 -1 1 0 1 0
0 -1 0 0 0 0 0
A—3I= ~
3 0o 2 0 -1 0 0 0
0 2 0 -1 0 0 0 0

Quedan las ecuaciones x1 + x3 =0, 9 = 0 y 4 = 0. Tomando x3 como variable libre obtenemos
la solucién del sistema:

X1 —1 —1
i) — 0
T3 1
T4 0

y un primer autovector v; =

w

Para A = 2 tenemos:

0 -2 -1 1 0[1] 0o o0

o 0 o 0 0 [1] -1
A=2=109 2 1 1|00 0 o
02 0 0 00 0 0
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Las ecuaciones son, por tanto, xo = 0 y x3 — x4 = 0. Tomando como variables libres xy y x4
obtenemos la solucién general del sistema (A — 2I)x = 0:

To | 0 0 10 |10
v | T T 0 + x4 1 y los autovectores vy, = 0 y U3 = 1

Pasemos ahora a calcular el autovector generalizado que necesitamos. Para ello hemos de
resolver el sistema (A — 21)%z = 0:

00 -1 1 00 [1] -1
o2 |00 0 0 00 0 O
A=207=1¢ 0 1 00 0 O
00 0 O 00 0 O

La tnica ecuacion que obtenemos es x3 — x4 = 0, asi que, tomando x1, x5 y x4 como variables
libres queda la solucién general del sistema (A — 27)%z = 0:

1 1 0 0
Ty | _ - 0 . 1 ) 0
XT3 0 0 1
T4 0 0 1

Tenemos que elegir, entre todas estas soluciones, un vector que sea linealmente independiente de
vy y v3. Poniendo xy =0, 2o = 1 y x4 = 0 obtenemos el autovector generalizado que necesitamos

0

La base que nos piden puede ser, por ejemplo, {v1, v, v3, v4}.

4.3 Supongo que nadie, a estas alturas de curso, pensara que, para hacer este apartado, es impres-
cindible calcular A*, A —4I y A~!. Obviamente es una posibilidad, pero quizas lleve més tiempo
de la cuenta. Asi que preferimos utilizar alguno de los resultados tedricos sobre autovalores y au-
tovectores que se suelen explicar y demostrar justo después de la definicién de estos importantes
conceptos. Estos resultados afirman que si A es un autovalor de una matriz cuadrada M con un
autovector asociado v entonces:

» para cualquier k natural, \* es autovalor de M* con v como autovector asociado,

= para cualquier p real, A — p es autovalor de M — pul con v como autovector asociado.

Ademas, M es invertible si, y s6lo si, no tiene ningin autovalor nulo. En este caso, los autovalores
de M~! son los inversos de los de M, con los mismos autovectores asociados.

Teniendo estos resultados en cuenta podemos determinar los autovalores y autovectores de las
matrices que nos piden, los cuales aparecen recogidos en la siguiente tabla.

Matriz || Autovalores Autovectores
At 3% =81 (simple) vy
21 =16 (triple) Vg, Ug
A —4I | 3—4=—1 (simple) vy
2 —4 = —2 (triple) Vg, Ug
A~ 37! (simple) v
271 (triple) Vg, Ug
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Ejercicio 5. (S()LO SEGUNDO PARCIAL y TODA LA ASIGNATURA)

1 1 1
Consideremos la base B = 21,1 11],] 2
3 2 6

5.1 (2 PUNTOS) Determinar las matrices de cambio de base entre B y la base candnica.

5.2 (2 punTOS) Calcular todos los vectores de R? cuyas coordenadas son las mismas en la base
B que en la base canonica.

5.3 (4 puNTOS) Calcular la proyeccién ortogonal del vector [3 0 1 2 1]7 sobre el subespacio
T1+T2 + 14—x5=0,

de R® cuyas ecuaciones implicitas son { 22, +a5+224 =0.

5.4 (2 PUNTOS) Demostrar que Nul (M) C Nul (M?) para cualquier matriz cuadrada M.

SOLUCION:
5.1 Tenemos que encontrar dos matrices. La primera de ellas, correspondiente al paso de la base
B a la base canénica (que denotaremos por &), no es mas que

PB = P =
E—B

W DN =
N = =
DN =

donde hemos situado, por columnas, los vectores de la base B. La matriz de paso de la base
canonica a la base B es la inversa de la anterior, es decir,

! 92 4 -1

1
2 :% 6 -3 0
6

1
p = P'=1]2
3 -1 -1 1

DO = =

Esta inversa se puede calcular, por ejemplo, por Gauss-Jordan:

111100 1 1 1|1 00 1 1 1|1 0 0
212010 ~|0-10/-210[~]|0-10[-2 1 0
326[(00 1 0 -1 3/-3 01 0 0 3[-1 -1 1
11 1] 1 0 0 110]4/3 1/3 —-1/3
~ o102 -1 0 |~|010 2 -1 0
00 1]|-1/3 —1/3 1/3 00 1|-1/3 —1/3 1/3
10 0]-2/3 4/3 -1/3
~ o010l 2 -1 o0
00 1[-1/3 —1/3 1/3

5.2 Queremos aquellos vectores de R? cuyas coordenadas coinciden en la base canénica y en B, es
decir, aquellos vectores v = [z y 2]T, tales que Pgv = v. Escrito en forma de sistema queda

(11 1] [z [a]

21 2 yl=1v1,

| 3 2 6] | 2z K
0, equivalentemente,

[0 1 1] [x] JO]

2 2 y |l =101,

| 3 2 5] | 2| | 0]



ya que este ultimo sistema no es mas que (Pg — I)v = 0.
Una simple eliminacién de Gauss transforma este sistema en otro equivalente,

011 2 0 2 1 01 1 01 1 01
202|~1011|~1]011|~]101T1|~]0T1T1]/{,
3 2 5 3 2 5 3 2 5 0 2 2 0 00

que, una vez resuelto da

T —1
y | =z| —1 |, siendo z € R, una variable libre.
z 1

5.3 Para simplificar, llamemos S al subespacio y u al vector que nos dan. Ya que la dimensién de
S es 3 y estamos trabajando en R®, es conveniente calcular la proyeccién ortogonal sobre S+, que
tiene menor dimensioén.

Una base de S+ se obtiene directamente de los coeficientes de las ecuaciones implicitas de S,
va que dan lugar a dos vectores linealmente independientes:

1
1

V1 = 0 , Vg =
1

—1

O N = O N

Estos vectores no son ortogonales; asi que vamos a aplicarles el método de Gram-Schmidt:

1 2 1 1
1 o w 0 1 -1
wy = v = 0 : Wy = Vg — 2 1w1: 1|1 —-1 0 = 1
1 Wt 2 1 1
—1 0 -1 1
De este modo, hemos obtenido una base ortogonal de S*:
SRR SR

1 -1

BsL = w1 = 0 , W = 1

1 1

Si nos pidiesen la matriz de la proyecciéon ortogonal, necesitariamos normalizar los vectores y
después multiplicar la matriz que se obtuviese a partir de ellos, colocandolos por columnas, por su
traspuesta. Esto nos llevaria a trabajar con fracciones y radicales hasta llegar a una matriz 5 x 5,
que en este caso, no es necesaria. Para proyectar ortogonalmente un vector sobre un subespacio
basta con tener una base ortogonal de éste:

1 1 [ 12/5
U-w U - w 1 7 -1 —2/5
Proyg.u = “wy + Zwe=1| 0 |+=| 1 | =] 7/5
wq - Wy W2 - W9 1 5 1 12/5
| -1 1] | 2/5 ]
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Volviendo al subespacio original, .S, el vector pedido no es mas que

3 12/5 3/5
0 —9/5 2/5
Proyqu =u—Proyquu= | 1 | —| 7/5 | =] —2/5
2 12/5 —2/5
1 2/5 3/5

5.4 Si un vector v pertenece a Nul (M) significa que Mv = 0. Si multiplicamos esta expresién por
M quedard M?v = MO = 0, por lo que v también pertenece a Nul (M?).
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Ejercicio 6. (S()LO SEGUNDO PARCIAL y TODA LA ASIGNATURA)

-1 4 0
Sea B=| -2 3 2
0 0 -1

6.1 Diagonalizar B, indicando la matriz de paso.
6.2 Obtener una forma casi-diagonal real semejante a B, indicando la matriz de paso.

6.3 Consideremos la cénica de ecuacién 142 4 11y? + 4zy = 30. Hallar su ecuacién candnica
mediante los cambios de coordenadas adecuados, clasificarla y hacer un dibujo esquematico
de la misma.

SOLUCION:
6.1 Calcularemos en primer lugar los autovalores de B:
—1-X 4 0 1o 4
det(B—A) = det -2  3-2A 2 :(—1—/\)det[ D 3_)\}:
0 0 —-1-X
2+v4-20
= pl—MQ%JA+®:0<$A:—LA:——TT——:1i%

Observemos que, al tener todos los autovalores simples, B es diagonalizable.
A continuacién, calcularemos autovectores:

A=—1:
0 40 1
Nul(B+11)=Nul | =2 4 2 | = Gen 0
0 0O 1
A=1+ 2
[ —2-2i 4 0
Nul (B —(1+2i)l) = Nul -2 2-2 2 = (Elim. Gauss) =
i 0 0 —2—2i
(1 —1+4 0 5 1—i
= Nul | 0 0 1 | =Gen 1 = Gen 1
| 0 0 0 0 0
A =1 — 2i: Basta conjugar:
141
Nul(B —(1—-2i)I) = Gen 1
De esta manera, tenemos que P~'BP = D, siendo
-1 0 0 1 1—9 1+:
D = 0 1+ 0 diagonal,y P=| 0 1 1
0 0 1—2 1 0 0

6.2 Para obtener una forma casi-diagonal real semejante a B, basta tomar parte real e imaginaria
en uno de los autovalores complejos (por ejemplo, nos centraremos en A = 1 + 2i), y repetir el
proceso con uno de sus autovectores asociados:

1—1 1 -1
1 =1 1]+ 0
0 0 0



De esta forma, tenemos Q~'B(Q = C, siendo

0 11 -1
2 casi-diagonal real, y Q= | 0 1 0
1 10 0

6.3 La ecuacién de la cénica, 1422 + 11y + 4ay = 30, en forma matricial, es

(xy){lf 121}(z)—?)O:(xy)M(z)—?)O:O.

Para hallar su ecuacion candnica, realizaremos un giro. Con este fin, necesitaremos los autovalores
y autovectores de la matriz simétrica M:

det(M—)J):det[MQ_)\ 112_A] :>\2—25/\+15020<:>A:%:15,10.
A= 1b:
Nul(M—15]):Nul{_21 _44] :Gen{(i>}.
A =10:

Nul (M —10I) = Nul {;l ﬂ :Gen{(_zl)}.

Los autovectores que hemos obtenido son ortogonales (puesto que la matriz es simétrica). Por
nuestra parte, los tomaremos ademas unitarios para construir una matriz de paso ortogonal:

12 -1
-zl Y]
15 0

0 10
El cambio de coordenadas adecuado se corresponde con el giro

(3)=r(3).

con el que la ecuacion de la conica se transforma en

que cumple P~'MP = PTMP = [ } diagonal.

;o T l‘/ . . ;o 15 O l‘/ B o 12 12 - o
(" y" )P MP(y,) 30 = (z y){o 10 y 30 = 152" 4 10y 30 =0,
de donde deducimos facilmente su ecuacion candnica:

2 2
' y/

V2R B

Se trata, por tanto, de una elipse. Para hacer un dibujo esquematico de la elipse, dibujemos en
el plano xy los ejes de simetria de la elipse. Para ello, escribimos el cambio de coordenadas en la

forma:
<x, ) :PT(x)@ v =Rty
Y y Yy =7 (v+2).
El semieje mayor (v/3) corresponde al eje 3/, cuya ecuacién es 2’/ = 0 < y = —2x; mientras

que el semieje menor (v/2) estd situado sobre el eje 2/, cuya ecuacién es i’ =0 < y = 5
En la figura siguiente mostramos un dibujo esquematico de la elipse.

S
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Ejercicio 7. (TODA LA ASIGNATURA)
Consideremos, para 6, u € R, los vectores

1 1 0 1
v = 0 , Uy = 2 , U3 = L Vg = 3
—1 1 p—1 17 [
2 6 §+3 3

y la matriz A = [vy | vy | vz | v4].
7.1 (4 punTOS) Calcular, segtn los valores de ¢ y p, la forma escalonada reducida de A.

7.2 (2 puNTOS) Para =1y § = 1, calcular la factorizacién LU de A.

7.3 (2 puNTOS) Calcular y representar en el plano complejo todas las raices del polinomio z4—8iz.
7.4 (2 PUNTOS) Obtener la matriz candnica de la aplicacion lineal 7' que verifica

1 2

I G/ RO

7.1 Convendria conocer el concepto de forma escalonada reducida. Recogemos el contenido del
libro de Lay acerca de ello.

Definicién: Una matriz rectangular estd en forma escalonada si tiene las siguientes tres
propiedades:

1. Todas las filas diferentes de cero estan arriba de las puramente ceros.

2. Cada entrada principal de una fila (o sea, la primera entrada distinta de cero de dicha fila)
estd en una columna a la derecha de la entrada principal de cada fila superior a ella.

3. Todas las entradas de una columna que estén por debajo de una entrada principal son cero.

Si una matriz en forma escalonada satisface las condiciones adicionales siguientes, entonces se
dice que estd en forma escalonada reducida:

4. La entrada principal de cada fila no nula es 1.

5. Cada 1 principal es la tnica entrada diferente de cero en su columna.

Las operaciones del método de eliminacién de Gauss consiguen transformar toda matriz A en
su unica forma escalonada reducida. Recordemos que dichas transformaciones son de tres tipos:
intercambio de dos filas, sumar a una fila un muiltiplo de otra fila, multiplicar una fila por un
nimero distinto de cero. Una vez aclarado esto procemos a efectuar los calculos.

1 1 0 1 11 0 1 11 0 1

q_ |02 1 3] BR+R |02 1 3 Fs—F |02 1 3
11 p=1 p| Fi—2F |0 2 p—1 p+1| F4—2F |00 u—2 p—2
2 6 6+3 3 04 6+3 1 00 6+1 =5
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0 1
1 3
w—2 pu—2
0+1 =5

o OO =
S O N =

Ps 4

Caso 1 Si = 2, entonces la tercera fila es cero y la intercambio con la cuarta:

11 O 1
02 1 3
00 d+1 =5
00 O 0

Como buscamos siempre las entradas principales, tenemos que distinguir que ¢ + 1 sea cero

0 no.
Caso 1.1 Si 0 = —1, entonces
110 1 1 101 1100
021 3 0213 F,b—3F; |02 10
000 5 |MEVS Ty 01| moR |000 1| W2
000 O 0000 0000
11 0 O 1 0 —-1/2 0
01 1/2 0 Fo_R 01 1/2 0 (forma escalonada reducida
00 0 1 P 100 0 1 para =2y d=—1).
00 0 O 00 0 O
Caso 1.2 Si § # —1, entonces
11 0 1 110 1
02 1 3 021 3
00 6+1 —5 |MWEHDY G o 5isary | BT
00 O 0 000 0
110 1 110 1
020 34+5/(6+1) 010 3/2+5/(2(6+1))
001 —5/(6+1) M2 (172) 1 —5/(6+1) h—rh
000 0 000 0
100 —1/2—5/(2(6+1))
01 0 3/245/(2(0+1)) : -
00 1 5/ (5+1) (forma escalonada reducida para =2y 0 # —1)
0 00 0
Caso 2 Si u # 2, entonces:
11 0 1 11 0 1
02 1 3 02 1 3
00 pu—2 p—2 Ms(U/(n=2)) 1 g g 1 1
00 6+1 =5 00 d+1 =5
1 10 1
0 21 3
Fy—(0+1)F; 00 1 ]
000 —6—-6

Como buscamos siempre las entradas principales, tenemos que distinguir que —d — 6 sea cero

O No.
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Caso 2.1 Si § = —6, entonces

1 1 01 1 1 01 1 1 0 1
021 3 02 0 2 0101
001 1] 278 o011 M, (1/2) 001 1] Db
0000 0000 0000
1000
0101 .
00 1 1 (forma escalonada reducida para p # 2y 6 = —6).
00 00

Caso 2.2 Si § # —6, entonces A es cuadrada, de rango méaximo y su forma escalonada
reducida es la identidad.

7.2. Basta rescatar los coeficientes que han aparecido en el apartado anterior y se obtiene la
factorizacion LU de A:

1 0 0 0 11 0 1
A 0 1 0 O 02 1 3

-1 1 1 0 00 -1 -1

2 2 =21 00 0 -7

7.3. El polinomio se puede factorizar como
z4—8iz:z(z3—8i).

Por lo tanto z = 0 es raiz. Las otras tres son las raices cubicas de 8i. Escribimos el ntmero
complejo en forma polar y calculamos sus tres raices cibicas

2k

8i =8¢'2 = V/8i =2¢'iel s, k=0,1,2.

Como €'s = (\/§ + z) nos basta con multiplicar por las tres raices ctibicas de la unidad que son

99 N [—=

muy conocidas

20=2(3(V3+1i)) - 1=V3+i
2 =20 (V) (L VB =~V
2(3 (VB +1)) - (5 (-1 - v31)) = 2

rs

La representacién grafica se ha obtenidone facilmente teniendo en cuenta que la expresion
2¢e'se's” nos dice que las tres raices ciibicas de la unidad se han girado % radianes (equivalente a
30 grados) y sus radios se han multiplicado por 2.
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7.4. Si llamamos A a la matriz candnica de la aplicacion lineal T, nos dicen que
1 2
S RI R B
31

: . : 3 2 . . .
Para despejar A necesitamos que la matriz { 11 } sea invertible pues, para determinar una

aplicacion lineal, es necesario conocer las imagenes de los elementos de una base. La inversa de
una matriz dos por dos es muy sencilla de calcular

a b1 1 [ d —b
c d CdetA| —¢ a |’

Bastara multiplicar por la inversa:

12 1 [1 02 -1 4
A=1{11 ﬁ’ﬂ =11 {1_1 ;2]— 0 1
31 31 2 -3
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2 4 4 -1 1
0 -1 0 -1 b | -3
11 -2 —1| Y "7 1
0 0 0 -1 1

Ejercicio 1 Sean A =

1.1 (2 punNTOS) Determinar una base y unas ecuaciones implicitas de Col(A).
1.2 (3 punTOS) Calcular la matriz de la proyeccién ortogonal sobre Col(A).

1.3 (3 PUNTOS) Resolver el sistema Az = b en el sentido de los minimos cuadrados, comprobando
previamente que el sistema es incompatible.

1.4 (2 punTOS) Calcular todos los vectores de R* que tienen la misma proyeccién ortogonal sobre
Col(A) que el vector b.

SOLUCION:

1.1 Como sabemos, para encontrar unas ecuaciones implicitas de un subespacio generado por
varios vectores (en este caso los vectores columna de A) basta considerar un vector genérico
(11 xy x3 :U4]T e imponer que sea combinacion lineal de dichos vectores. Realizamos una elimi-
nacion de Gauss sobre la matriz ampliada para llegar a una forma escalonada superior:

2 -4 4 =1z ] 1 -2 —1]ux3
0 —1 0 —=1]x9 | Fi1Fs 0 -1 0 —1|xy | F3+2F,—F3
101 =2 —dlay | T 2 4 o4 1| 7
0 0 0 —1|a4 | 0 0 0 —1|ax
1 -2 -1 T3] 1 -2 -1 T3
0 0 —1| P32k ks | 0 0 -1 T
0 -2 0 3|2+ 23 0 0 0 Ty + 213 — 22
0 0 0 -1 Ty 0 0 0 -1 T4

1 -2 -1 T3
Fi-F3F, 0 —1 To
0 0 0 xr1 + 21‘3 — 2£L'2
0 0 0 0 ZL’4-I‘1-21‘3+2£L‘2

Para que el sistema sea compatible, el ultimo elemento de la matriz ha de ser nulo. De ese modo
obtenemos una ecuacién implicita de Col(A):

Try — 21‘2 + 2£L'3 — Ty = 0. (4)

Comprobacion: Esta ecuacion se puede probar viendo que los vectores columna de A la
verifican.

Por otro lado, como también nos piden una base y las columnas 1, 2 y 4 son columnas pivote
de A bastara tomar dichas columnas, es decir,

2 —4 -1
0 -1 -1
BCOI(A) - _1 ) 1 ’ _1
0 0 —1

1.2 Es inmediato comprobar, de los resultados del apartado anterior, que la dimensién de Col(A)
es tres, mientras que la dimensién de Col(A)* es sélo uno. Por ello es preferible trabajar con el
espacio ortogonal y deducir luego los resultados sobre el espacio original.
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Como ya hemos calculado unas ecuaciones implicitas de Col(A), tomando sus coeficientes,
tendremos los vectores de un conjunto generador de Col(A)*. En este caso, al ser un tinico vector
no nulo, formara ademas una base:

Beooyayr = 9
-1

De nuevo, por tener sélo un vector, la base es ortogonal. Para hallar una base ortonormal de
Col(A)1, necesaria para el célculo de la matriz de proyeccién, sélo hemos de dividir el vector por

su norma. De ese modo
1

1 —2

V10 | 2

—1

BONCOI(A)l =

es una base ortonormal de Col(A)*.
La matriz de la proyeccién ortogonal sobre Col(A)+ es, entonces,

1 1 -2 2 -1
- 1 | -9 1 -2 2 -1 1| -2 4 —4 2

o 1l = — _ —
Colt)™ = A0 | 2 V10 V10 V10 Vio] 10| 2 -4 4 -2
1 1 2 -2 1

Para terminar, debido a que la suma de las matrices de proyeccion ortogonal sobre dos subes-
pacios que sean complementarios ortogonalmente es la matriz identidad, entonces

9 2 -2 1
12 6 4 =2

Peoa) = loxa = Feawyr =75 | 29 4 ¢ 2
1 -2 2 9

Comprobacién: Podemos comprobar que la matriz es correcta viendo que los vectores colum-
na de A no cambian al ser multiplicados por ella y que [l —2 2 — 1], vector que es ortogonal
a Col(A), se transforma en el vector nulo.

Nota: Como ya hemos comentado, otra posibilidad para calcular la matriz de proyeccion
ortogonal es trabajar directamente con una base de Col(A), ortogonalizando por el método de
Gram-Schmidt y normalizando posteriormente. Por ese camino, ya que la base posee tres ele-
mentos, los calculos son méas complicados y numerosos, con lo que aumenta considerablemente la
posibilidad de error.

1.3 Para comprobar que el sistema es incompatible basta con sustituir las componentes de b en la
ecuaciéon implicita (4) antes obtenida para Col(A) y ver que no la verifica, cosa que es inmediata:

1-2-(=3)4+2-1—1-(=1)=1+6+2+1=10#0.

Nota: Realizar la eliminacién de Gauss sobre la matriz ampliada [A]b] requiere mas calculos
y, ademas, la mayoria de ellos ya han sido realizados en el primer apartado.

En lo que respecta al célculo de la solucién en el sentido de los minimos cuadrados, como ya
poseemos la matriz de la proyeccién ortogonal sobre Col(A), basta calcular Pcoia)b y resolver
después el sistema Az = Proi(a)b.

La proyeccién de b sobre el espacio columna de A es

9 2 -2 1 1 0

1| 2 6 4 -2 —3 1
PC°1<A>b_1_o 2 4 6 2 1| | =1
1 -2 2 9 | 0



Ahora resolvemos el sistema Az = Pcoi(4)b, teniendo en cuenta que la mayorfa de operaciones
se han realizado en el apartado primero. La solucion es

T 2 — 2273
i) .
= con 3 € R libre.
T3 T3
T4 0

Comprobacion: Para comprobar el resultado basta ver que el vector b — Au es ortogonal
al espacio columna de A, siendo u la solucién en el sentido de los minimos cuadrados que se ha
obtenido.

Nota: Obviamente, se puede resolver el problema mediante las ecuaciones normales de Gauss.
Obviamente también, el nimero de cdlculos serda méas elevado.

1.4 El enunciado pide todos los vectores v cuya proyeccién ortogonal sobre Col(A) coincide con
la de b. Como ya conocemos la matriz de la proyeccién ortogonal sobre Col(A), no tenemos més
que obtener aquellos vectores v = [z x5 3 4] € R* tales que

Pooiayv = Pool(ayb.

Resolviendo el sistema se obtiene la soluciéon que més adelante mostramos.

Otra forma igual de véalida, mas geométrica y mas simple que la que acabamos de describir, no
necesita el uso de la matriz de la proyeccién ortogonal. Los vectores v € R* que poseen la misma
proyeccién ortogonal sobre Col(A) que b se deben escribir como v = b + w, de tal modo que la
proyeccién ortogonal de w sobre Col(A) sea cero. Para ello, w tiene que ser ortogonal a Col(A).

Como los vectores ortogonales a Col(A) han sido ya obtenidos y se corresponden con los

multiplos de [I —2 2 — 1], los vectores que nos estan pidiendo son aquellos tales que
1
v=b+ _2 , para a € R cualquiera.
—1

Comprobacién: Multiplicando por la matriz Pge4) vemos que la proyeccion de estos vectores
coincide con la de b.

Nota: Por muy mal que se pongan las cosas, este problema tiene que poseer al menos una
solucion: el propio vector b. De ese modo, si al obtener la solucién no esta dicho vector, significaria
que el ejercicio estd mal resuelto.
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Ejercicio 2 Consideremos la misma matriz A que en el ejercicio anterior.
2.1 (2 punTOS) Calcular los autovalores de A y sus respectivas multiplicidades algebraicas.

2.2 (4 punNTOS) Obtener una base de R* formada por autovectores y autovectores generalizados

de A.
-2

2.3 (4 punTOs) Calcular A" para todo valor de n € N.

NN O

SOLUCION:
2.1. Desarrollando por los elementos de la cuarta fila y de la segunda fila, como maximo hay que
calcular los autovalores de una matriz dos por dos. El resultado es que A posee dos autovalores

dobles:
)\1 - O, 2
)\2:—1, ma()\):2

2.2. Calculamos los autovectores:

3

IS]

>
I

2 —4 4 -1 1 020 -2
0 -1 0 -1 ] Gauss| O 1 0 O resolver ) 0
A=17 0 2 9| looo 1| —— Nuld)=in 1
0 0 0 -1 0000 0
Como A\ = 0 es doble y sélo posee un autovector (independiente) calculamos un autovector
generalizado para A\; = 0.
000 —1 1 0
o 0 1 0 2 resolver N g 0 0
A = 010 3 — Nul(A®) = lin ol 11
000 1 0 0

De los tres vectores obtenidos, s6lo dos de ellos son linealmente independientes, ya que Nul(A) C
Nul(A?). Por otro lado,

3 —4 4 -1 -1 1 -1 0 0
0 0 0 -1 {|{Gaus| O -1 1 O resolver 1
A+T = 10 -1 1| — 0o 0 0 1 Nul(A+1) = lin ]
0o 0 0 0 0 0 0 0 0
Como Ay = —1 es doble y sélo posee un autovector (independiente) calculamos un autovector
generalizado para Ay = —1.
5 -8 8 =3 -1 1 -1 0
2 0O 0 0 O Gauss 0O 1 —1 1
A+D"= 5 3 3 1| — |00 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 O
Resolviendo:
0 -1
2 . 1 -1
Nul((A+1)%) =lin BE 0
0 1
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De los tres vectores obtenidos, sé6lo dos de ellos son linealmente independientes, ya que Nul(A +
I) C Nul((A+1)%).

A continuacién, usamos el hecho de que al unir sistemas linealmente independientes de auto-
vectores generalizados correspondientes a autovectores distintos, lo que se obtiene es un sistema
linealmente independiente. Por lo tanto, podemos afirmar (sin tener que comprobarlo) que los
vectores

1 0 0 -1
v = 0 Vg = 0 V3 = 1 Vy = -1
0’ 1] 1]’ 0
0 0 0 1
son una base de R* formada por autovectores (vs es autovector de Ay = —1) y autovectores

generalizados (v1y vy son autovectores generalizados de A\; = 0 y vy es autovector generalizado de

Ao = —1).

2.3. En primer lugar, descomponemos w como combinacion lineal de la base obtenida en el apar-
tado anterior (los coeficientes se obtienen resolviendo el correspondiente sistema):

-2 1 0 0 -1
0 0 0 1 -1
9 =0- 0 +0- 1 +2- 1 +2- 0
2 0 0 0 1
Como,
0 0 -1 -1 0
Al 1] nl 1 o e N P e | -1 | 1
0 0 1 1 0
se obtiene finalmente que,
—2 -1
n 0 n n
A o | =2 (1) n+1
2 1
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Ejercicio 3
3.1 Consideremos la cénica 22 — 2zy + > — 2y + 1 = 0.

3.1.1 (3 punTOS) Hallar su ecuacién canénica mediante los cambios de coordenadas ade-
cuados y clasificarla.

3.1.2 (2 puNnTOS) Hacer un dibujo esquematico de dicha curva en las coordenadas originales.

3.2 (2 puNTOS) Consideremos la forma cuadratica dada por

2 -3 2 T
Qr,y,2)=[ryz| 5 2 -1 Y
-2 1 0 z

Clasificarla mediante el cdlculo de autovalores de la matriz simétrica asociada.

3.3 (3 PUNTOS) De un polinomio se sabe que tiene grado tres, que sus coeficientes son reales y
que 21 = 3y 25 = 7 — 412 son dos de sus raices. Siendo z3 la otra raiz, expresar mediante
operaciones con numeros complejos la simetria respecto de la recta que pasa por z; y z3.

SOLUCION:
3.1.1 Escribimos en forma matricial la ecuacion de la cénica:

(x y)(_ll _11)(;3)+(0 —2)(‘;)+1:0.

Con objeto de eliminar el término en xy, necesitamos hacer un giro que se determina me-
diante los autovectores de la matriz A de la parte cuadratica. En primer lugar, calcularemos los
autovalores de dicha matriz:

L-A =1\ _ o o B
det( i 1_)\)_)\—2)\_0<—>A_0,2.

Podemos ahora calcular los autovectores:

o (4 7))
A=2 Nul(j j)zeen{(—f)}.

Construimos la matriz:

cuyas columnas forman una base ortonormal de autovectores de A. Por tanto, P~'AP = P'AP
es una matriz diagonal (geométricamente, la matriz P representa un giro de un dngulo de 45°).

El cambio: /
(o)="()
Y Y
conduce a

(o y’)PtAP<§:)+(O —2)P(‘;;)+1:

(o y/)<8 g)(zﬁ)+(—ﬂ —ﬂ)<§:)+1:2y’2—\/§x’—\/§y’+1:0.
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Realizamos ahora una traslacién, completando primero cuadrados en la variable y' y después
incluyendo el término constante en la variable 2’

2 2
2 2\ 1 2 3
2<y'2—§y'>—\/§x'+1:2<y'—§> —Z—\/éx'+1:2<y'—§> —V2r 45 =

:2<y1_?> —\/§<x'—38£>=2y"2—\/§x”=0,

siendo

Por tanto, la ecuacion canodnica a la que hemos llegado es
1 "2
o =2y,

que corresponde a una parabola.

3.1.2 Primero haremos el dibujo en el plano x"—y":

=

o

0,5 1 1,5 2 2,5 3

X'’

'
o

\

~—

<
.

I ! < £ !
tlhllll"l‘llII.'hllIt-ig-DIIII(-rIIIII’IAIIII(-ﬁI

Si deshacemos la traslacién, obtenemos la representacién en el plano x'—y’:

1,5‘2 /
1

0, 5]

y' E (
G-IIIIIII\IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
T 0,5

-0, 4

-4
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Observe que el vértice de la parabola es el punto (z” = 0,y" = 0) & (2 = 3v/2/8,y =
v/(2)/4), mientras que el eje estd situado ahora en la recta y” = 0 < ¢/ = v/2/4.

Por 1ltimo, la representacion en el plano x—y se obtiene deshaciendo el giro:

3]
E
a—
5 0

Ahora, el vértice de la parabola es el punto (z' = 3v/2/8,y' = v/2/4) & (x = 1/8,y = 5/8), y

0,5 1 1,5 2 2,5 3

X

el eje estd situado en la recta y’ = v2/4 < 22 — 2y +1 = 0.

3.2 Es inmediato comprobar que

Qx,y,2) = ey | 5 2 -1

= 22+ 2% + 22y = [z y 2]

T
Y

N

S = DN

=202+ 297 + (5= 3)ay + (=2 +2)xz + (1 — 1)yz

T

Y

1
2
0 z

o O O

Los autovalores de la matriz simétrica asociada se obtienen de:

2—-A 1 0
det 1 2—=X 0

=AM —-4x+3)=0&X1=0,1,3.

0 0 =X

Puesto que tenemos un autovalor nulo y los otros dos positivos, la forma cuadratica es semidefinida

positiva.

3.3 Obviamente z3 = Z3 = 7 + 44, ya que el polinomio es real.

Para calcular el simétrico de un punto z = = + iy respecto de la recta que pasa por 3 y 7+ 41,

realizamos el siguiente proceso:

Primero, trasladamos el punto 3 al origen mediante la traslaciéon z — z — 3, con la cual el

punto 7 + 47 se transforma en 4 + 4.

A continuacion, realizamos un giro z — e

0

punto 4 + 4i se transforme en el eje real. Obviamente, ¥ = A+ — 1 (1 — ),

Una vez que realizamos estos dos movimientos, la simetria consiste en conjugar el transformado:

= Tavall — V3

G-

(1—1i)(z —3).
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Para finalizar, basta con deshacer los dos movimientos: primero deshacemos el giro (multiplicando
por %(1 + ¢) y finalmente deshacemos la traslacion (sumando 3 al resultado). En definitiva, el
transformado de z resulta ser:

1 N . 1 N2/ v L iZ43_3
5(14—2)%(1—2)(2—3)—%3:5(14—2)(z—3)+3—z(z 3)+3 =14z +3— 3.

Si usamos coordenadas cartesianas, el simétrico de z = x + iy es

il —iy)+3—3i=(y+3)+i(x —3).
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