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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esti indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 36 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Sea Liix) el logaritmo neperiano dey seda :D—R la funcion definida por
1
f(x)z=—.
x(Ln( )
(d) [1 PUNTO]. Determina el conjunto Babiendo que esta formado por todos los puntos
X€eR para los que existéx).
(b) [1'5 PUNTOS]. Usa el cambio de variablelLn (x) para calcular una primitiva de f .

EJERCICIO 2. Seaf: [-1, 41> R una funcién cuya derivada v
tiene por grafica la de la figura.

(8) [L'5PUNTOS]. Estudia el crecimiento y el decrecimiento de o K
f y determina los valores donde alcanza sus extremos relativcis. / \j
(b) [1 PUNTOQ]. Estudia la concavidad y la convexidad de / @ -1)
¢ Tiene puntos de inflexion la gréafica de f ?

(1.-2)

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. En el sector de las aceitunas sin hueso, tres empresas A, B

y C, se encuentran en competencia. Calcula el precio por unidad dado por cada empresa
sabiendo que verifican las siguientes relaciones:

- El precio de la empresa A es 0°6 euros menos que la media de los precios establecidos por B
y C.

- El precio dado por B es la media de los precios de Ay C.

- El precio de la empresa C es igual a 2 euros mas 2/5 del precio dado por A mas 1/3 del precio
dado por B.

EJERCICIO 4. Considera los puntos($4 -3, 2), K1, 1, 2) y C(1, 1, 1).
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(&) [125 PUNTOS]. ¢ Pueden s&rBy C vértices consecutivos de un rectangulo? Justifica
la respuesta.

(b) [1"25 PUNTOS]. Halla si es posible, las coordenadas de un purgara que el
paralelogramo ABCD sea un rectangulo?

Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Determina el valor de las constanted sabiendo que la
gréfica de la funciorf : R — R definida porf(x) =x3 + 3x* + cx +d tiene como recta tangente
en su punto de inflexion a la recta= 3x + 4.

EJERCICIO 2. [2°’5 PUNTOS]. Calcula
3 2_
J‘x +2x2 2X+3dx.
X -1

EJERCICIO 3. Considera las matrices

0 0 1 0 0 1
A=[0 1 o, B=[x 1 0
1 0 0 y 0 0

(&) [1 PUNTO]. Calcula la matriz inversa de A
(b) [1 PUNTO]. Calcula X7 y A'?8,
(©) [0'5 PUNTOS]. Determina & ytal que AB= BA

EJERCICIO 4. Considera los puntos
A1, 1,1), B2,2,2), C1,1,0) y @,0,0).
(8 [1725 PUNTOS]. Halla la ecuacion del plano que contiene a los piyt&sy no corta
a la recta determinada por Cy D
(b) [1725 PUNTOS]. Halla las ecuaciones de la recta determinada por los puntos medios de
los segmentos AR CD.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(a) El conjunto D, que es el dominio de la funcifr), estara formado por todos aquellos
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puntos X €R, tales que cumplan las siguientes condiciones:
x (Ln(X))? = 0 y x>0
es decir, sélo pueden pertenecer al dominio los valores que no anulen al denominador y los que
hagan que el argumentq,del logaritmo neperiano sea mayor que cero.
Calculemos los valores que anulen al denominador, porque son, los que en principio, no
perteneceran al dominio.

- x=0
x (Ln(¥)"=0 3{(Ln(x))2=o > Ln(0=0 = x=1

luego el punto 0 y 1 no pereteneceran al dominio, y como los valores que debesomar
mayores que cero, el conjunto D estara formado por los intervalos:
D =(0, 1) u(d, +=)

(b) Calculemos mediante el método de sustitucidon una primitiva de f.

J.;Z dx
x(Ln('x)
Hagamos el cambio de variable siguiente: t=Ln(X)
diferenciando la expresion anterior obtenemos: dt = % dx
la integral quedara asi: L
J—l . dxzjizdt:jt‘z gt=t_=1-_-1
x(Ln( %) t

hemos obtenido una primitiva flef donde en el ltimo paso hemos deshecho el cambio inicial.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

() Sabemos que la funcidnes derivable y que por tanto es continua. De la observacién
de la grafica de su funcién derivada no podemos obtener con total precisién los puntos donde
ésta se anula, pero podemos calcularlos obteniendo la expresién matematica de dicha derivada
ya que los dos trozos que la definen son rectas.

Ecuacion de la recta que pasa por los puntbs-Q) y (2, 2):

X-2 = y_2 X_2:y_2 -8= - :i —g
5D 2-(=2) = 3 i = 4x-8=3y-6 = vy 3x 3
Ecuacion de la recta que pasa por los puntpsiy (2, 2):

X;ZzLZ X;Z:y;z - + 0= - :—§ +

) _1_2:> 5 3 = X+6=2y-4 = vy 2x5

luego la expresién matemética de la funcion derivada es:
ix—g si -l<x<2
trx)=43, 3
—§x+5 si 2<x<4

Calculemos los puntos de corte de la funcién derivada con el eje de abscisas, es decir,
resolvamos el sistema formado por cada trozo de recta con la ecuacién de dicho eje, y=0:
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_4, 2

Y=3%" 31y 24-2-0 o 4x-2=0 > x=+ = (1,0)

_ 373 2 2

y=0

y=-3x+5 3 10 10
2"l -3x4520 = —aim0 = x=20 o (1)

y:O 2 3 3

Llevando estos dos puntos sobre la grafica de la funcion derivad
estaremos en condiciones de deducir lo siguiente:

* En el intervalo[—l,%j , f(x) es negativa =

f(x) es decreciente eﬁ—l, %) e
* En el intervalc{%,%)] , f'(X)es positiva = f(x) es creciente eE%,l—s?)
* En el interval({%),ﬂ , f’(x)es negativa = f(x) es decreciente eﬁ%), }
En los puntosx :% y X= 1—39 f"(x) = 0, porlo que teniendo en cuenta el estudio

gue se ha hecho de la monotonia asi como de la continuidad, tendremos:
* En el punto x =% la funciorf(x) pasa de decreciente a creciente por lo que presenta

un minimo relativo.
* Enel puntox = 1—?? la funciorf(x) pasa de creciente a decreciente por lo que presenta

un maximo relativo.

(b) Estudiemos la curvatura dé€x). Si observamos la grafica de la funcién primera
derivada, f(x), podemos deducir lo siguiente:

* En el intervalo [-1, 2) la funciénf (x) es creciente lo que implica que su primera
derivada, es decir; f(x) es positiva, > 0, luegdX) es convexa en el intervalol; 2).

* En el intervalo (2, 4] la funciom”(x) es decreciente lo que implica que su primera
derivada, es decir; f(x) es negativa, < 0, lueg@ es concava en el intervalo (2, 4].

También podemos hacer el estudio sobre la expresion matematica de la segunda derivada.
Para ello, a partir de la expresion matematica de la funcion primera derivada que es una funcion
continua, segun se deduce de su grafica, y que ya habiamos calculado

ix—z si -1<x<2
fr(x)=¢3, 3

3 .

—§x+5 Si 2<x<4

obtendremos la expresion de la segunda derivada.
* Para los valores decomprendidos entrel y 2,- 1 < x<2, se trata del trozo de una

funcién polinémica que es derivable en t®&jduegof " (x) lo es en dicho intervalo siendo la

. 4
derlvada,§
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* Para los valores dex comprendidos entre 2 y 4, X< 4, se trata del trozo de otra
funcion polinémica, por lo que la derivada en este intervab—%s

Luego una primera aproximacién de la segunda derivada es:
% si -1<x<2
fr(x)= 3
2
El problema esté en el punto 2. Una funcidn es derivable en un punto si siendo continua
en él, en nuestro caso lo es, las derivadas laterales coinciden. Calculemos dichas derivadas:
- 4 4
f'(27)= lim f'(x)= lim ==
X - 27 X 2" 3 3
x<2
. . 3 3
f'(2%)= lim f'(x)= lim (——) = -
ot xoot\ 2 2
X>2
como las derivadas laterales no coinciden, la funtigx) no es derivable en 2, luego la
derivada segunda déd es:

si 2<x<4

4 s -1gx<2
fr(x)= 3?: _
) Si 2<x<4
Estudiemos la curvatura de la gréfica @e.f
* En el intervalo [, 2), f"(x) =% >0 = f(x) esconvexaen [&,2).

* En el intervalo (2, 4], f"(x)=—§ <0 = f(X) escbéncavaen (2,4].

Estudiemos, por ultimo, los puntos de inflexion.

Un punto de inflexidn es un punto donde la gréafica de la fufipoambia de curvatura,
en nuestro caso, el punto es el 2, ya que en él la funcién cambia de convexa a cdncava, aunque
en dicho punto la funcién no admite derivada segunda y por tanto no puede anularse dicha
derivada, no obstante, la funcig)fpresenta un punto de inflexién es 2.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Llamemos »al precio por unidad de la empresa Al ge la empresa B yat de la C.
Teniendo en cuenta las relaciones que satisfacen, establecemos las siguientes ecuaciones:
y+tz

X== -06 2x= y+z-12 2x—y—zz—% 10x-5y- 5z= -6
:X;Z = 2y= X+zy=  x+z-2y= 0= x-2y+z= 0
z:2+%x+%y 15z= 30+ 6x+ 5y 6x+5y-152= -3 6x+5y-157=-30

Expresemos este sistema en forma matricial y resolvdmoslo mediante el método de
reduccién de Gauss-Jordan.
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10 -5 -5| -6 i 3 i
Intercambiemos entre si las filas 12y 22,

1 -2 110 Diagonalicemos.

10 -5 -5| -6 Tom.emos como pi.vote el elementg=al = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23.]10 - [13f]
Sustituyamos la 32 fila por: [33.]6 - [13f]

15 -1§ -6 Simplifiquemos la 22 fila por 3.

Tomemos como pivote el elementga15# 0.
Sustituyamos la 32 fila por: 5 - [33f.]17 - [23f]

Simplifiquemos la 32 fila por4.

Tomemos como pivote el elementga5 = 0.
-5/ -2 Sustituyamos la 22 fila por: [22f][35f.]
Sustituyamos la 12 fila por: 5 - [13f.]3%.]

Tomemos como pivote el elementga 5 # 0.

Oo0OU1 OO0OU oOoopPr © Ok O O B OOoFr
I
N
[EEN
o

g g ;g Sustituyamos la 12 fila por: [13#]2 - [2%]
0 0|25 La solucion del sistema es:
5 0|27 5x=25 ; S5¢ 27 ; 5z29
0 529 es decir:
- _27 . _ 29
X=5 ,; y= = z= =

SOLUCION EJERCICIO 4.-

() Los puntod, By C seran vértices consecutivos de un rectangulo si se verifica que el
vector que determinahy B, AB, y el vector que formaBy C, BC, son perpendiculares, es
decir, si su producto escalar es cero:

AB=(1, 1, 2 (1-32)H0,4p ; BC=(1,1,-1)-(11,2)=0,0,-3

ABe BC=0 = (0,40+(00-3=0=> G O
luego los puntos By C si pueden ser vértices consecutivos de un rectangulo.

(b) Para calcular un pun®de manera que forme con los purdoB y C un rectangulo
procederemos de la siguiente forma.
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Calculemos la ecuacion, en paramétricas, de la recta due C
pasa poAYy es paralela al lad8C, dicha recta, que contiene al
lado AD tiene como vector de direccion al vedgt

x=1
y:_3 A D
z2=2-3t

Calculemos ahora la recta que pasa(uyres paralela al lad®B, recta que contendrd al
lado CDy que tendra como vector de direccion al ve&Br
{ x=1
y=1+4\
z=-1

El puntoD lo obtendremos a partir de la interseccion de ambas rectas, para ello y en primer
lugar, igualamos las jas yy las z

1= 1 .
3-1+4 = {?: i
2-3= -1 =

Sustituyamos uno de estos valores, por ejemptperlla correspondiente recta, el punto
D tendra de coordenadas:

Xx=1 Xx=1 Xx=1
y=-3 = 1y=-3 > yy=-3 > D(l,—3,—])
z=2-3t z=2-3%k1 z=-1

SOLUCIONES Opci6n B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Sabemos que la funcion polindmici(x) = ¥ + 3x* + cx + d es una funcion continua y
derivable en todo R. Su primera, segunda y tercera derivada son:

f(xX)=3x*+6x+C

f"(x)=6x+6

f7(x)=6

El punto de inflexién de la funcion, al tener ésta derivada segunda, coincidira con el valor
gue anule a la segunda derivada y no anule a la tercera, es decir:

6x+6=0 = x=-1 ; f7"(-1)=6 =0
luego en el punto x- 1 la funcidn tiene un punto de inflexion.

Al tener como recta tangente en su punto de inflexion a layectx + 4, significa que
la primera derivada en el puntd es 3, es decir, la pendiente de la recta tangente:

fx)=3%+6x+c = f(-1)=3(-1°+6(-1)+c = 3=3-6+c = cC=6.

Hemos obtenido el valor de calculemos ahora el valor de d.
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La ordenada del punto de inflexion=x 1 de la funcién, coincidira con la ordenada de
la recta tangente en dicho punto de inflexién, o sea:

y=3x+4 = y=3(-1)+4 = y=1 = f-1)=1

fx)=X%+3¢+cx+d = f-1)=(-1P®+3(-1P+c(-1)+d =

1=-1+3-c+d = 1=2-6+d = d=5.

l

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si observamos la integral racional vemos que se trata de una integral racional impropia
debido a que el grado del polinomio del numerador es de grado mayor que el del denominador.
Efectuemos la division:

X°+2x2-2x + 3 x2 -1

-x3 + X X+ 2
2x2 - X + 3
-2x2 + 2
-x + 5

La integral seré:
3 2_ _ 2 _
J' X +2X2 2X* 3 gy = I (x+2) dx+j §+5 dx= X—+2x+j §+5 dx= [1]
X% -1 X% -1 2 X% -1
Descompongamos el integrando de la integral racional propia en una suma de fracciones
elementales, sabiendo que las raices del denominador sali 1 y -
-x+5_ A B -X+5 _ A(x-1) +B(x+1J)
= + = =
-1 X+ X1 -1 (-]

x=1 = 4=2B

) . = B
X+5=A(Xx-D)+B(x+) = {x:—l = 6=-2A = A=-3

Continuando desde [1]

2 2
_ X A B _ X -3 2 _
=5 +2x+j—x+1dx+."—)(_1dx——2 +2x+.[ x+1dX+,[_x— dx =

X2

2

+2x-3Ln|x+1+ 2n| x- 1+k

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Para calcular la matriz inversa de una marilo haremos mediante el método de
Gauss, consistente en poner a la derecha de la raatidzmatriz unidad e intentar que
aparezca, mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la
izquierda, cuando se consiga esto, la parte que quede a la derecha es la matriz ikvarsa de
En el caso de no ser posible que aparezca dicha matriz unidad a la izquierda, por ejemplo, que
apareciese una fila de ceros, entonces la matiz tdndria inversa.

Calculemos la inversa de A.
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0 0 11 0 O} Diagonalicemos.

01 0010 Intercambiemos entre si las filas 12y 32 con el fin de buscar un pivote
1 0 00 0 1 distinto de cero

1 0 00 0 1 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo
01 0010 gue la matrizA tiene inversa, siendo la matriz inversa?, la

0 0 11 0 O matriz que queda a la derecha, es decir:

0 01
Al= { 01 oJ
1 00
Puede observarse gque la matrig u inversa son iguales, es decir, A'S A

(b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calculeriioy A,

A=AA=A-AT=A'.A=| (I es la matriz unidad de orden 3)
A=R-A=I-A=A
A=A A=A-A=|

A=A-A=Il-A=A

Observamos que si la matrzesta elevada a un namero par el resultado es la matriz
unidad I, y si es a un ndmero impar el resultado, g@Atanto,

A127 - A

A128 - I

(c) Determinemos e ytal que AB=BA

0O 01y (00 1 0 01 (0O
0 1 Ox/x 1 O={x 1 0x/0 1
y O 0

10 y 0 0
y 00 (100 o
x10:01x:>{x:1
0 0 00 vy y=

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) El plano que nos piden es un plano que al pasar por los puptdstiene al vector
ABcomo uno de sus vectores de direccion. Por otro lado, si este plano no corta a la recta
determinada po€ y D, significa que el plano es paralelo a la r&ffa y el vectorCD seré el
otro vector de direccion del plano. Calculemos estos vectores de direccién:
AB=(222-(11}=(13}  ;  CD=(1L00-(119=(0- 1P
Luego la ecuacion del plano que pasa, por ejemplo, por el pyrtiene como vectores
de direccion los anteriormente calculados es:

AB=BA =
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X =1+A
y=1+A-u
Z=1+A B

(b) Calculemos los puntos medios de los segmekiBgsCD.

M
Sea M el punto medio del segmento, A8 cumplira que:
AM = MB
A= MB = AM=(ab¢-(L1)=(a1 b1 e}
MB=(2,2,2-(ah¢=(2-a2-h2¢
a-1=2-a = a:g
1= =3 3 33
:>b1—2b:b2 = M(Z'Z’Zj
c-1=2-c¢ = c=§

Anéalogamente se cumplira para el segmento <R es el punto medio del mismo, que:
CN = ND

M= Nb = OV =(mnp-119=(m-1n-19 _
N_D:(l,o,q—(mn p:(l_ m- m_))
m-1=1-m = m=1
—l=- :i l
= {n-1=-n = n 5 - N[l,z,o)
p=-p = p:o

El vectorMN tendra de coordenadas:

=1L )_(Eééjz( 313 _E)z(_l - _Ej
M (1'2’0 222 "2 27772 2t 73

La ecuacion de la recta que pasa por estos puntos metipd\, y cuyo vector de
direccidn es el anteriormente calculado, es:

-1-1
x=1 2)\
_1_
y—§ A
z:—g)\
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esti indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 37 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. (a) [1'5 PUNTOS]. Determina la funcion :fR — R sabiendo que
f'(x)=2x- 6x* yque su valor minimo esl2.

(b) [1 PUNTOQ]. Calcula la ecuacién de las rectas tangentes a la gréfieamdes puntos de
inflexion de su grafica.

EJERCICIO 2. Sea f: R—R la funcion definida por (X) =x|x- 4].

(8 [0"75 PUNTOS]. Esboza la gréfica de f

(b) [0"75 PUNTOS]. Estudia su derivabilidad err 4

(©) [1 PUNTO]. Calcula el &rea del recinto limitado por la gréfica de f y el eje de abscisas.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Considera los punt@¥1, - 1, 2),B(1, 3, 0) yC(0, 0, 1).
Halla el punto simétrico de respecto de la recta que pasa pyr®&

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Sean:

a 1 1 a-1 0 -1 -1 -2 X
A= -1 3 2|, B= 1 -1 2|, b=|-5|, c=| 5|, X=|y|.
2 1-a 3 0 -a 0 3 0 z

Determina a, si es posible, para que los sistemas de ecuaciones (dados en forma matricial)
AX =D, BX=c
tengan infinitas soluciones (cada uno de ellos).

Opciéon B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Considera el recinto limitado por la cuyva%x2 yla
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recta y9.

De entre los rectangulos situados como el de la figura, determina el que tiene area maxima.

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Sea L{x) d logaritmo neperiano de Esboza el recinto
limitado por los ejes coordenados y las graficas de las funcionkse y=Ln (X). Calcula su
area.

EJERCICIO 3. Sea el plano de ecuacion x3 y+2z- 4=0.
(&) [1 PUNTO]. Hallala ecuacion del planq gue es paraleloa y pasa por el punto

P(1, -2, 2).
(b) [1'5 PUNTOS]. Halla la ecuacion del plang perpendicular a ambos que contiene a la
recta
[ = X-y+z=1
2x+y-4z=1

EJERCICIO 4. Considera la matriz

1 0 a
A=| a 0 -
2 -1 1

(@) [1 PUNTO]. Halla los valores de a para los que la matéz tigne inversa.
(b) [1°5 PUNTOS]. Calcula, si es posible, la inversa de la matiipata a=0.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(8 La funciénf (x) estd definida en todR y es derivable, luego es continualen
Integrando su funcién derivada obtendremos la funcién f

f(x)=j £1(x) dx=J-(2>€’—6>3) dx= 2XT4—6>§+C=X74—2X3+C
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Como el valor minimo es12, tendremos que calcular el punto donde la funcién alcanza
el minimo absoluto. Estudiemos la monotonia y obtengamos los minimos relativos de f

Calculemos los valores que anulan a la primera derivada:

x=0

23-6x*=0 = 2&(x-3=0 :{x—3=0 .
sustituyamos estos valores que anulan a la primera derivada en la segunda:
f(0)=0
fr(3=6x3-12 3 18 0 = minimo relativo en x 3.

El valor, 0, que anula a la segunda derivada sustituyamoslo en la tercera:
fr'(x)=12x-12= f"'(0=12 6 12- 12 0> punto de inflexion en x 0.

Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f

Con los dos valores, 0y 3, que anulan a la primera derivada, los ordenamos y construimos
los posibles intervalos de monotoniase(-0), (0, 3) y (3, ).

Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejerpld,y 4
respectivamente en la funcion primera derivada y segun nos salga mayor o0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcidn sera creciente o decreciente:

f'r(x)=6x*-12x :{

f'(-0=2-2°-4-°=-& 0> decreciente en ¢, 0)
f'(=2«Ff-6f=-& 0 = decreciente en (0, 3)
fr(4=2«#-6:4=320 = creciente en (3,04)

A la vista del estudio realizado, en el punto 3 que era donde habia un minimo relativo
también es donde se da el minimo absoluto. Por tanto, como el valor minitrity significa
gue en el punto x 3 la funcién alcanza el valod2:

4
f(x):X?—2x3+C = f(3):%—2x33+c = —12:%—2x33+ C>

4
~24=81-108 £ = ZT=3 = ng - f(x)=x7—2x3+g

(b) Los puntos de inflexidn se obtienen, en las funciones que tienen derivada segunda,
calculando los valores que anulan a la segunda derivada y no anulan a la tercera.
' _ _ _ x=0
fr(x)=6xX-12x = 6X-12x= 0 = 6f x P= oj{x—zzo IR
Sustituyamos estos valores que hemos obtenido en la tercera derivada:
f(0)=12« 0- 12=- 12 & punb de inflexion en x 0
frr(2)=12« 2- 1= 12 0= punto de inflexion en x 2

Las coordenadas de estos puntos de inflexién son:

_0 3_3 g)

f(O)-2 2x03+2_2 = (o,
_2 3_ .13 13

(@=5-2243-F = [2-]]

fr(x)=12x- 12 = {

a4
f(x):%—2x3+g =
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La ecuacion de la recta tangente a una funciggeh un punto xes:
Y= Yo = f'(%) (% %)
Calculemos el valor de la primera derivada en cada uno de los puntos de inflexion:
KRS M o et
La ecuacién de la recta tangente en el punto de inflexiod es:
y-§= 0«(x-0 = yzg

La ecuacién de la recta tangente en el punto de inflexidn &s:

y+L2:3’= -8x(x-2 = y+L2:3’= -8x+16 = y= —8x+%)

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(2) Expresemos la funciér(X) como una funcién a trozos.
Cdo g x<[-(x-4)] si x-4<0 -X*+4x si x<4
fO0= X x 4_{x(x—4) si x-4>0 | X°-4x si x>4
Representemos la pardbola yx + 4x correspondiente al primer trozo de la funcion.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas:=0x = y=0 = (0, 0).
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas:
- _ _ _ x=0
y=0= -2 +4x=0= N x+4)—0:>{_x+4zo o x=4 (0,0) y (4,0).
3.- Coordenadas del vértice V

__b
X="2%a

y=-2+4<2=4 = V(24
La gréfica de la pardbola para valoresxde 4 esta
situada al lado. -

___ 4 _
=-> X= 2><(—1)_2:>

Representemos la parabagta x* - 4x correspondiente
al segundo trozo de la funcién. y

Tendremos en cuenta que es casi la misma que la anteriop|
ya gue corta a los ejes en los mismos puntos, el vértice es elf
punto (2,- 4), y al ser el coeficiente del términoxénpositivo, af
la parabola es convexa. La grafica de este nuevo t y
correspondiente a los valoresxe 4 es la situada al lado,y / |
donde también se encuentra representada la que ya teniamos. |

(b) Para estudiar la derivabilidad de la fundi@malicemos antes la continuidad, ya que
si una funcién no es continua en un punto no sera derivable en él.



Fco. Fdez. Morales EXAMEN MODELO 37 Pag. 27

- El'trozo de funcién; x* + 4x , definido para valores demenores que 4x<4, es una
funcién polindmica, y las funciones polinémicas son continuas efRtddego la funciori es
continua para x4.

- Eltrozo de funciony?- 4x, definido para valores demayores que 4x>4, es continua
porser otra funcién polinébmica, y las funciones polinédmicas son continuas €R, tiggo la
funcion fes continua para 4.

- El problema de la continuidad esta en el punto 4, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

lim f(x)=lim (-X¢+4X)= -4+ 4< 4= Q
X4~ X4~

lim £ (x)= Iirr}(xz-4x)=42—4x4= 0 lim f(x)= lim (x)= f(4)=0

f(4)=-4+44=0

Luego f(x) sera continua en el punto 4.

En definitiva, la funcién ) es continua en R.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcion sera derivable en un punto, si siendo continua en dicho punto las derivadas
laterales coinciden. Y para que lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del
intervalo.

- Para valores de<4, f es derivable, por ser una funcion polinémica, siendo la funcion
derivada, 2x + 4.

- Para valores de>4, f es derivable, por ser una funcién polinémica, siendo la funcion
derivada, 2x 4.

Por tanto, una primera aproximacién de la funcion derivada en los puntos donde ya
sabemos que es derivable y cual es su derivada, seré:

, _[-2x+4 si  x<4
f (X)_{Zx—4 si x>4 (1]
- El problema esta en el punto 4. Sera derivable en dicho punto si las derivadas laterales
coinciden ya que es continua en él.
f'(47)= lim f'(x)= lim (-2x+ 4=-8t 4= -
X x-d 424 >
- { fr(a)2 f(49)

x<4
f'(47)= lim f'(x)= lim (2x-4=8 4 4

X — 4% X - 4%

x>4

luego la funcién x) no es derivable en % 4.
La funcién derivada coincidird con la que nos aproximamos inicialmente en [1].
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(c) El recinto limitado por la grafica de y el eje de Y
abscisas se corresponde con la zona rayada en la grafica.
El &rea de dicho recinto es:

4 4

A 11 {_v2 _ _4x -
Area-J.( X +4x)dx- K 3+—2 H
0 0
| 2 aa 64 _32
=|"3t 73 0 3 =3

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Cdculemos el vector de direccién de la recta que pasa por los puptOs B

BC=(0,09)-(139=(-1- 3 }

Las ecuaciones paramétricas de la reqize pasa por dichos

puntos es:
X =-A
— A
BC=:y=-3\
z=1+A
Para calcular el simétricé,, del puntoA respecto de la recta H
gue pasa por los puntBsy C, elegiremos un punto genéricode la ¢
recta, por ejemploH = (-1, - 3A, 1+\), que satisfaga las 8 A

condiciones siguientes:
El vector AH es perpendicular al vector de direccion, és
decir, al vectoBC, y ademasH = HA'
(A, =3\ I+AN)-(L-2,9=(-A-1- 3+ IA- L
AHOBC = AHBC=0 = (-A-1-3A+1A-)+(-1-3)= 0=

A+1+A-3+A-1=0 = 1A= 3 = :l_l

Utilicemos este valor para obtener las coordenadas del pugttasidel vectoAH.
(o - +3 -9 14
H=(-A, -3, 142) ( 11 ]J ( 11'1
3,. 3 14 8])
H=(-A-1,-3+12- 1= ( -1, - 3x11+1,111j 1111,

Supongamos que el simétrico deI pultt@specto de, elA’, tenga de coordenadas, por
ejemplo, A=(a, b, 9, luego las coordenadas del veday SO

. 9 14 14
HA =(a, b’q_(_l 1111 (a+11 1)

Igualemos los vectoresH = HA'
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+£—_E =17
3 9 14 14 2 _ 8 9 %1 171
HA'= AH = ( b+ 1) ( EEAREL J =< b+ 1% = b:_é_l

11 11 =11

Las coordenadas del simétrico del puntoA:
f(-H L8
11" 11'1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Discutamos el primero de los sistemaX,2b segun los valores de a.
a 1 1 X -1

Lo haremos mediante el método de reduccion de Gauss.

-1 3 217 Y= Expresemos el sistema en forma matricial.

2 1-a 3 z 3

o 1 1|-1

-1 3 2|-5 Pasemos la 12 fila a la 32 fila.

2 1-a 3|3

-1 3 2| -5 Triangulemos inferiormente.

2 1-a 3|3 Tomemos como pivote el elementga- 1 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + 2 - [1%3f]

a 1 1j-1 Sustituyamos la 32 fila por:  [3%f.] o+ [15f.]

-1 3 2 -5 J

0 7-a 7 -7 Intercambiemos entre si las columnas 22y 32

0 1+ I+ 2| -1-5x

(G (y

Tomemos como pivote el elementga 7 = 0.
0 7 -ay =7 Sustituyamos la 32 fila por: 7 - [3%.J1+20) - [23f]

-1 2 3 -5 ]
0 1+ 2 I+ 3| -1-50

® (2 (9 La matriz estd triangulada inferiormente. Todos los
-1 2 3 -5 elementos de la diagonal principal son distintos de cero,
o 7 7-a =7 salvo el g que puede serlo. Estudiemos los diferentes
0 0 %+&|-2In casos que pueden presentarse.

a=0
0+4=0 = a=-4
** Si o =0, la Gltima ecuaciéon seria =@ = se trata de una ecuacion trivial,
la eliminamos y nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, es decir, un sistema
compatible indeterminado uniparamétrico, o sea, con infinitas soluciones.
** Si o =-4,ladltima ecuacién seria 02%.(-4) = 0=84 = setrata
de una ecuacion absurda, por lo que el sistema es un sistema incompatible, no tiene solucion.

*Siag;=0 = 202+8a=0 = 2a(c+4)=0 :{
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*Si g0 = a0 y ao=4 = paracualquier valor dedistinto de
0y de -4, todos los elementos de la diagonal principal son distintos de cero, tendriamos un
sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, el sistema es un sistema compatible determinado,
con solucién unica.
Discutamos el segundo de los sistemas=B segun los valores de a.

a-1 0o -1 X -2

1 -1 2|y|=| 5

0 -a 0 z 0

Lo haremos mediante el método de reduccién de Gauss.
Expresemos el sistema en forma matricial.

-1 1- 2 -50+3
0 -2’+0|-50%+3n

elementos de la diagonal principal son distintos de cero,
salvo el g que puede serlo. Estudiemos los diferentes
casos que pueden presentarse.

a=0
20+1=0 = a:%

a-1 0 -1/-2

1 -1 2|5 Pasemos la 12 fila a la 32 fila.

0 -a 0|0

1 -1 2|5 Triangulemos inferiormente.

0 -a 0|0 Tomemos como pivote el elementgal # 0.
a-1 0 -1|- Sustituyamos la 32 fila por:  [3%f.](a- 1) - [15.]
1 -1 2 5
0 -ao 0 0 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + [33.]

0 o-1 21-2Z|-50+3

1 -1 2 5 :

0 -1 1-|-5x+3 Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
7 a fi . =t - . &

0 -1 1-|-5x+3 Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.] +-(i&) - [25f.]

1

0

0

-1 2 5 ] La matriz esti triangulada inferiormente. Todos los

*Sigay=0 = -2+ a=0 = a(-2a+1)=0 :{

** Si o =0, la dltima ecuacién seria =@ = se trata de una ecuacion trivial,
la eliminamos y nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, es decir, un sistema
compatible indeterminado uniparamétrico, o sea, con infinitas soluciones.

2
** Sioo = % la dltima ecuacion seriaO:—E(%) +3(%) = Oz% = se trata

de una ecuacién absurda, por lo que el sistema es un sistema incompatible, no tiene solucién.
*Sia0 = a0 y a ;% = para cualquier valor de o distinto de 0 y de

%, todos los elementos de la diagonal principal son distintos de cero, tendriamos un sistema

de tres ecuaciones con tres incégnitas, el sistema es un sistema compatible determinado, con
solucion dnica.
En conclusion, los dos sistemas tienen infinitas soluciones para o = 0.
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.- y

A y=l ®
Elijamos un punto cualquiera(R y) de la curva. 0 / :
Teniendo en cuenta la grafica adjunta, construy. ST f-----] y=9
la funcién &rea de la mitad del rectangulo.
AXF x< a X
Es evidente que se satisface @re9- vy, por lo que /: Y .
la funcién anterior quedara asi: 0 X
A(X)=x(9- )

Pero como el puntB pertenece a la curva, su ordengderificara la ecuacién de la
misma, por lo que:

A(X)= X(Q—% xz) = A(x)=9x—%><'3

Esta funcion es una funcién polindbmica, continua y derivable en todo su dominio.
Obtengamos su dominio, que sera desde el cero hasta el punto en que curva y recta se cortan,
calculemos éste punto de corte resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones:

_1r2 - Jo7
y=3X I 12=9 = =27 :{X_ 27
y=9 3 X=-4/27

luego el dominio es el interval@), «/27)
Obtengamos la primera derivada para calcular los maximos relativos de esta funcién:
A(X)=9-x
Calculemos los valores que anulan a la primera derivada

2= 2_ X=3
9-x*=0 = x°=9 ={yx=-3

Estudiemos la monotonia en los interva(Os.’s’) (BW 27) de la funcion A(x), que es

continua y derivable, probando valores intermedios de los mismos, por ejemplo, 1 y 4
respectivamente en la primera derivada.

A@)=9-F=80 = La funcién es creciente en el interv® 3)

A'(4)=9- #=-7<0 = La funcion es decreciente en el intervéﬁy/ﬁ)

Podemos deducir que hay un maximo relativoyen 3, y que a la vista del estudio
realizado hasta ahora ese méaximo relativo es también el maximo absoluto. La orderestia

maximo relativo es: 1 1
y= §X2 — y= éx F=3

El rectangulo de 4rea méxima seré el que tenga de dimensiones:
base =%=2x3=6
dtura=a=9-y=9-3=6
es decir, se trataria de un cuadrado.
Los puntos sobre la curva serianel P =(3,3) yel @3
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

La funciébn y = Ln (X) es una funcion elemental cuyo”
dominio es el intervalo (04, su grafica es una curva que corta|
al eje de abscisas en el punto (1, 0), presenta una asintota verti
x=0 por la derecha, y es una funcion estrictamente crecient

La gréfica de la funciéry=1 es una recta paralela al eje de
abscisas y situada a una distancia del mismo de 1. af

Ambas graficas se cortan en el puntpl(e

El recinto limitado por los ejes coordenados y las gréficas
de las dos funciones anteriores es el que se encuentra rayado en el gréafico anterior.

Para calcular el area del recinto anterior, calcularemos el
area del rectangulo de baag altura 1, es deciex1=¢€,ya :
este area le restamos el area delimitada por la curdan (x), —W
el eje de abscisas y las ordenadas en los puntesd sea, el . X
recinto rayado situado al lado. El &rea de este nuevo recinto gs: /! 2 e

e

Area = J. Ln (x) dx
1
Para calcular una primitiva de esta integral definida, lo haremos mediante el método de
integracion por partes.
u=Ln(x) ; du:%dx

4
§\

[N
ok

at

dv=dx ; v:.[ dxe x

Area =jeLn(x) dx:[an(>9]:—J‘e x;l(dx:[x Ln(x)]j -Jed)(:[ xLn ( X]:—[ }(j:

zeln(® -1«Ln(D) -(e-J=e 0 et = 1
Finalmente, el &rea del recinto inicial que es el que me pide el ejercicio es:
Area=e- 1.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Sielplanor, = Ax+ By+ Cz+ D =0 es paralelo al plano= 3x- y+2z- 4=0,
los vectores normales (A, B, C) y €31, 2) de cada uno de los planos deben ser paralelos y
tener sus coordenadas proporcionales, es decir, podemos tomar el mismo vector normal. Por

tanto:
m,=AX+By+Cz+D=0 = m=3x-y+2z+D=0

Si este plano pasa por el pul(dL, - 2, 2), las coordenadas de este punto verificaran la
ecuacion del plano:

3x1-(-2)+22+D=0 - 3+2+4+D=0 = D=9
luego la ecuaciéon del plang =s: - y+2z- 9=0.



Fco. Fdez. Morales EXAMEN MODELO 37 Pag. 33

(b) Siel planon, contiene a la recta, entonces pertenecera al haz de planos que tiene
como recta base del haz a dicha recta. La ecuacion del haz de planos es:

o (x-y+z-)+B(2x+ y-4z1)=0 = ox-ay+taz-a+PBx+py-4pzp=0 =

(a+2B)x+(-a+p)y+(a-4p)z-a-B=0 =

Esta es la ecuacién de todos los planos que contienen a lg oedtallemos el plano de
este haz que es perpendicularan,, impongamos la condicion de perpendicularidad entre

planos, es decir, la de que los vectores normales son perpendiculares, luego el producto escalar
de los mismos es cero:

A=(3-12 ; fip, =(a0+2B, -a+B, a-4p)

Apefp, =0 = (3-12+(a+ B, —a+p, a-4B)=0 =

Ja+2PB)-A-a+p)+2(a-4B)=0 =

D +P+o0-f+20-P=0 = G&-P=0= B= 2

Sustituyamos este valor deefi la ecuacion del haz de planos:
(a+2(20))x+ (-a+20)y+ (@ -4(20))z-a-2=0 = Bax+tay-70z-3=0

simplificando por o la expresion anterior obtendremos la ecuacion del pjJano =
T, =5x+y-7z-3=0

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Para saber si una matAiziene inversa, lo haremos mediante el método de Gauss,
consistente en poner a la derecha de la matrla matriz unidad e intentar que aparezca,
mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda,
cuando se consiga esto, la parte que quede a la derecha es la matriz ifyekx$akeel caso
de no ser posible que aparezca dicha matriz unidad a la izquierda, por ejemplo, porque
apareciese una fila de ceros, entonces la matiz tdndria inversa.

1 0 a 3 0 &
a o0 —1} :[Sa 0o - }

2 -1 1 6 -3 3

Obtengamos primero la matriz 3A4 3x A= 3«

Calculemos la inversa de 3A.

3 0O &A1 0 O Diagonalicemos.
3a 0 -3l0 1 0 Tomemos como pivote el elementg=a 3 # 0.
6 -3 3lo0 o 1 Sustituyamos la 22 fila por: [23.]a - [1%f.]
Sustituyamos la 32 fila por: [33£.]2 - [15f]
3 0 3 1 0 O
0 0 -322|-a 1 0 Intercambiemos entre si las filas 22y 32.
0 -3 3F&a|-2 0 1
3 0 2 1 0 0 En la parte de la izquierda hemos obtenido una matriz
0 -3 3-@ |-2 o 1| trangular, todos los elementos de la diagonal principal
0 0 -3-22|-a 1 o SOn distintos de cero salvo gl gue puede serlo o no.

Estudiemos los diversos casos que pueden presentarse.
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*Sia,=0 - -3-3@=0 - a=-1 = Nohayningln valor deque
anule a este coeficiente, luego para cualquier valerete coeficientegg= 0, siempre sera
distinto de cero, por tanto nunca aparecera una fila de ceros, en definitiva, la matriz 3A
siempre tiene inversa para cualquier valor de a.

(b) Obtengamos la matriZ Apara a = 0.

1 0 a 1 0 a 1 0 O 1 0 O 1 0 O
a 0 -1|xfa 0 -1/={0 0 -1/xf0 O -1/=|-2 1 -
2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 4 -1 2

Calculemos, si es posible, la inversa de la mafriz 8 haremos mediante el método de
Gauss.

A= Ax A=

X

1 0 ol1 o0 O Diagonalicemos.
2 1 -10 1 o0 Tomemos como pivote el elementga 1+ 0.
4 -1 2lo0 o 1 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + 2 - [13f]

Sustituyamos la 32 fila por: [32:]4 - [13f]
1 0 0|1 0 O :
0 1 -12 1 o0 Tomemos como pivote el elementgal+ 0.

7 a fi . =t 3

0 -1 2l-a o 1 Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.] + [23f]
1 0 01 00 Tomemos como pivote el elementga 1+ 0.
0 1 -112 1 O Sustituyamos la 22 fila por:  [23f.] + [3%]
0O 0 1|]-2 1 1
1 0 ol 1 0O O En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz
0O 1 ol o 2 1 unidad, la matriz que queda a la derecha es la inversa de
o o 1/l-2 1 1 A’ para a = 0, es decir:

i (L0
SR
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 38 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [2°’5 PUNTQOS]. Calcula una primitiva de la funcion f definida por
2
f(x)= 2x°+10x

X2 +2x-3
para 1 y x#-3.

EJERCICIO 2. [2°’5 PUNTOS]. Considera la funcion K :> R definida por
f(x):{3i1x+b si x<0
e(@*b) g x>0
Determina a 'y b sabiendo que f es derivable.

EJERCICIO 3. Considera

m -1 1 X 2
3 2 =2 z 1
(8) [1 PUNTO]. ¢Para qué valores ddieme inversa la matriz A?

(b) [1'5 PUNTOS]. Resuelve, para2, el sistema de ecuacioneXAC.

EJERCICIO 4. [2°’5 PUNTOS]. Determina la recta que no corta al plano de ecuacion
X- y+z =7 ycuyo punto mas cercano al origen es (1, 2, 3).

Opcion B

EJERCICIO 1. Sea fR—R la funcion definida por
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f(x) =» - 5x*+5x+3
y sear la recta de ecuacion 2 y= 6.
(@) [1'5 PUNTOS]. Determina, si es posible, un punto de la grafiéaedesl que la recta
tangente sear.
(b) [1 PUNTO]. ¢Hay algun punto de la gréficaf @a el que la recta normal a la gréfica sea
r? Justifica la respuesta.

EJERCICIO 2. Considera la curva de ecuacion
- X3 +2x
X% -2x-3
(@) [1'5 PUNTOS]. Determina sus asintotas.

(b) [1 PUNTO]. ¢Corta la curva a alguna de sus asintotas en algin punto? Justifica la
respuesta.

EJERCICIO 3. Denotamos por Ma la matriz traspuesta de una matriz M. Considera

1 0 4 -3
A= 2|, B=(1 4 3 y c=[-2 9 -¢.
-1 1 -4 4

(@) [15 PUNTOS]. Calcula (B)' y (BA)-
(b) [1 PUNTO]. Determina una matriz X que verifique la relac%m( +(AB'= C

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Sabiendo que las rectas

_[x+y-z=1 _|x-2y-z=a
r_{ X-y=2 y S_{ 2x+z=a

se cortan, determinayael punto de corte.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Si queremos calcular una primitiva flelebemos observar de que se trata de una integral
racional impropia debido a que el grado del polinomio del numerador es de grado igual que el
del denominador.

Efectuemos la division: 2%2 + 10X x2+2x-3

2x%- Ax+ 6 2
6x + 6
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La integral seré:
2
j 22X +1OX dX=J.2dX+J. 26X+6 dx:2X+J.26X—+6dX= [1]
X2 +2x-3 X“+2x-3 X“+2x-3

Descompongamos el integrando de la integral racional propia en una suma de fracciones
elementales, sabiendo que las raices del denominador son

-2+ 4+ 4« 3_-2+./16_-2+4_[x=1
2 ) X=-3

6x+6 _ A , B - 6x+6 _ A(x+3+B(x-J
x2+2x-3 X~1 x+3 x2+2x-3  (Xx=D(x+3

X?+2x-3=0 = x=

_ _ x=-3 > §-3+6=-B = -12-8B = B= 3
Ox+6=A(x+3+B(x~] j{le ~ 6+6=A = 12 A = A= 3

Continuando desde [1]

- A B _ 3 3 _
—2x+J X_ldx+J‘ x+31dx_2X+I_x—1dX+,[_x+3dX_

= 2x+3Ln|x—]1+ 3_n|x+ '3r+k

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si la funcidn fes derivable necesariamente ha de ser continua previamente.Veamoslo.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcidn para valores ximmenores que &<0, es una funcién polinémica, y
las funciones polindmicas son continuas en fRdiego la funcién f es continua paxa0.

- El trozo de funcién para valores xiemayores que &> 0, es una funcion exponencial
de exponente una funcién polinébmica, por tanto es continua eftddego la funciorf es
continua para x > 0.

- El problema de la continuidad esta en el punto 0, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién. Estudiemos la continuidad en el punto O.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

lim f(x)= lim (3ax+P=Db

X 0 x-0 lim f(x)= lim f(x)= f(0) =
X< X- 0" x- 0"

lim f(x)= lim e@*D-P-1}-

x- 0" x- 0"
-0 b=1

f(0)= 3a+0+ b= b

Luego f(x) es continua en el punto 0 si b =1.
En definitiva, la funcién f(x) es continua Rrsiempre que b %.
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Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcién sera derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad; en
nuestro caso se ha visto y demostrado que es continua en su dominio, siemprelque b

- Para valores de< 0, f es derivable por ser una funcién polinémica, que es derivable en
todoR, siendo la funcion derivada, 3a

- Para valores de> 0O, f es derivable, por ser una funcion exponencial de exponente una
funcién polinémica, siendo la funcién derivada @+ (2ax+b).

Una primera aproximacién de la funcién derivada, donde ya sabemos que es derivable es

£(x) 3 si x<0
X)= .
glaxy (2ax+h) si x>0
- El problema esta inicalmente en el punto 0.

En el punto O sera derivable, si las derivadas laterales coinciden ya que es continua en
dicho punto.

f'(07)= lim f'(x)= lim 3a=3a

<o o F(O)=1'(07 =
s
£/ (0%= m f'(x)= lim (ex(ax+b)(2ax+ b)): b 3a= b
X-0" X—>O+
x <0

luego la funcién f(x) es derivable er0 si 3a=b y b=1, es decir, si:
3a=b = 3a=1 = :% y b=1
Sustituyamos estos valoresalgb en la aproximacién que se hizo de la funcion derivada.
Una vez hechas las simplificaciones oportunas, la funcion derivada quedara finalmente asi:
1 Si x<0

fr(x)=3 X1
e(3 )(%xﬂ) si x>0

En consecuencia f(x) sera derivable en su dominiasi% y b=1.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Para saber si una matAztiene inversa, lo haremos mediante el método de Gauss,
consistente en poner a la derecha de la mAtria matriz unidad e intentar que aparezca,
mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda,
cuando se consiga esto, la parte que quede a la derecha es la matriz ilvegkx3aEeel caso
de no ser posible que aparezca dicha matriz unidad a la izquierda, por ejemplo, porque
apareciese una fila de ceros, entonces la matriz A no tendria inversa.

Veamos para qué valores ddammatriz A tiene inversa. Calculémoslos.
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m -1 1|1 0 O Pasemos la 12 fila a la 32, y por tanto las filas 22 y 32
2 1 -moO0O 1 O pasan a ser 12 y 22 respectivamente..
3 2 -2/0 0 1

Triangulemos inferiormente
2 1 -mo0 1 0] Tomemos como pivote el elementga2 # 0.

o
o

3 2 -2 1 Sustituyamos la 22 fila por: 2 - [2%.18 - [12f]
m -1 112 0 O Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [33f.Jn - [13{]

o

0 1 -43n0 -3 2 Sustituyamosla 32 fila por:  [3%.](- 2- m) - [23f]
0 -2-m 2+nf |2 -m O

2 1 -m 1 0} Tomemos como pivote el elementg=al = 0.

En la parte de laizquierda hemos obtenido una matriz
21 -m 0 1 0 ; ; P

triangular, todos los elementos de la diagonal principal
01 -4+3n 10 -3 2 son distintos de cero salvo g} que puede serlo o no.
0 0 4r’+2m- 6|2 -6-4m 4+ 2 , :

Estudiemos los diversos casos que pueden presentarse.

-2+ 4~ 4 4(-§ _-2+10_|M1,

* Si a,=0 — 4P +2m- 6=0 - m= 3 5 m=-3

=

Para estos dos valores meque anulan a este coeficiente se produce toda una fila de ceros,
luego para estos dos valoresmdda matrizA no tiene inversa. Para todos los valores distintos

de €stos dos, es decir, para los valoresrgel y m# —% la matriz A tendré inversa.

(b) Para resolver el sistema de ecuacioA&s=C param=2, tendremos en cuenta que
para este valor la matrix tiene inversa, y por tanto podemos multiplicar a la izquierdaor
en los dos miembros de la ecuacion

ATAX= A'C = IX= A'C - X=A'C

Para c_algular la inversa dbpararp:_ 2, 5 1 -m 0 1 0
bastg SU-S'[I'[UII’ este valor de en la u-It|ma 0 1 —4+3n |o -3 2 ’_J
matr!z tnangu]ar del apartaqa) anterior, ¥ (g o 4+ 2m- 62 -6-4m 4+ 2
terminar de triangular superiormente.

2 1 -210 1 O

o1 2(0 -3 2 Simplifiquemos la 3fila por 2.
0 0 14|2 -14 8

Diagonalicemos.
2 1 -20 1 0 Tomenos como pivote el elementg,a 7 = 0.
01 2|0 -3 2 Sustituyamos la 22 fila por: 7 - [23.p - [33f]
o0 7|1 -7 4 Sustituyamos la 12 fila por: 7 - [13f.]2 - [35f.]
14 7 0 2 -7 8 Tomemos como pivote el elementga7 = 0.
0O 7 0-2 -7 6 Sustituyamos la 12 fila por:  [13£.][23f.]
O o0 711 -7 4
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14 0 O] 4 0O 2 Dividamos la 12 fila por 14 y simplifiquemos.
0O 7 0l-2 -7 6 Dividamos la 22 fila por 7 y simplifiquemos.
0o o 711 -7 a4 Dividamos la 32 fila por 7 y simplifiquemos.
1 0 o2 o 2L En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz
7 7 unidad, por lo que la matriz que queda a la derecha es la
2 6 . i
0 1 0-= -1 = matriz inversa de A, A
1 4 Multipliguemos esta matriz inversa por la ma@ipara
0o 0 1 = -1 = .
7 7 obtener la matriz X:
2 o 4 :
" Xl | 2 6 |2 X | 5
X=AxC = y-—7 —17x1:> y_—7
2|1 _, 4 N
7 7 7

SOLUCION EJERCICIO 4.-
Si la recta no corta al plano es que es paralela al mismo, por lo que el vector de direccién

de larecta(vy,v,,v3), Y elvector normal al plafior- 1, 3),

deberan ser perpendiculares, luego

el producto escalar de ambos es cero:

(Vl’VZvVB) 0 (1! -1

j) = (Vl,Vz ,V3) .(1,_ l,]): 0= Vl_ V2+ V3: 0

[1]

Como el punto de la recta méas cercano al origén @ 0) es el KL, 2, 3), significa que

el vectorOH es perpe
ambos es cero:

OH=(12,3-(0
OH O (v, Vo, V)
Hemos obtenido

ndicular al vector de direccion de la recta, luego el producto escalar de

09=(12p
= (L2,3+(v;,Vp,3)=0 = W+ 2%+ 34= 0
una nueva condicion que junto a la [1] forman un sistema de dos

ecuaciones con tres incognitas que vamos a resolver.

V1+ 2V2+ 3V3 =0
Vi-— V2+ V3 =0

o
0
2 3 0)
-3 -2|0

2 _3\/3j
_3 2V3

2 3
-1 1

0

- 5V3
-3

2v3

oOwWw Or OkFr P

7/ N 7 N 77 N -/

Lo haremos mediante el método de reduccion de Gauss. Expresemos
el sistema en forma matricial.

Diagonalicemos.

Tomemos como pivote el elementg & 1 # 0.

Sustituyamos la 22 fila por:  [23£.][13f.]

El sistema esta triangulado inferiormente, nos sobra una incognita, la
, que la pasamos al segundo miembro como incdgnita secundaria.

Tomemos como pivote el elementg, & - 3 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13f.R - [25f.]

El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
3v,=- 5v, 3Bv,=2v,
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Terminemos de despejar las dos incégnitas:
=2 : =_2
Vi = 3V3 ' \7 3 3
Evidentemente hay muchos vectores de direccidn, elijamos uno, por ejemplgg#ra
tendremos: y=-5 ; w=-2 esdecir,v %5, -2,3).
Finalmente, la ecuacion de la recta, de la que sabemos que pasa por el punto (1, 2, 3), es:

X =1-5\
y=2-2\
z=3+3\

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Los puntos de corte de la recteon la grafica dé(x) seran los puntos donde puede
sa tangente dicha recta a la funcién f.
Resolvamos el sistema formado por la ecuacion de la recta y la de la funcion.

y = X =5x+5x 3}: x3-5x2+5x+ 3= -2x+ 6 = - 52+ T F 0

y = -2x+6
la ecuacion de tercer grado que hemos obtenido la resolvemos 7 3
mediante la regla de Ruffini, para ello probamos con los divisoresdel | _, 3
término independiente, por ejemplo, con el 1. 1 -4 3 o0

Una raiz es el 1. Para calcular las demas raices resolvemos la
ecuacion de segundo grado:
4+4/16-12 _4+2 _[x=3

2 2 "{ x=1

Calculemos la ordenada correspondiente a cada uno de los puntos de corte que tienen la
funcion f y larectar.

x=3 = y=-2x3t6=0 = (30
x=1 = y=-2x1+6=4 = (14

Luego las coordenadas de los puntos de corte que de f yrson (3,0)y (1, 4).

Calculemos ahora la ecuacion de la recta tangente a la furemécada uno de los puntos
anteriores para ver si coincide o no con la ecuacion de larémabstante, bastara con que
comprobemos si la derivada de la funcféaen cada uno de esos puntos coincide con la
pendiente de la rectar, que es - 2.

* En el punto (3, 0).

f'(x)=3-10x+5 = f(3)=3-3- 10-3 +5 = 2= pendiente der.
* En el punto (1, 4).
fx)=3x*-10x+5 = f(1)=3-£- 10-1 +5 =2 = pendiente de r.

x2-4x+3=0 = x=
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(b) Para que la rectgpueda ser una recta normai @ebe cortarla, en principio, en algin
punto. Ya sabemos que los Unicos puntos de corte de f y rson: (3,0) y (1, 4).

Calculemos ahora la ecuacion de la recta normal a la fufi@drcada uno de los puntos
anteriores para ver si coincide o no con la ecuacion de laréetal puntox=1 la recta era
tangente & luego no puede ser ahora recta normal. S6lo nos queda comprobarlo en el punto
x=3. Bastara que calculemos la pendiente de la recta normal a la gréfea efste punto y
comprobar si coincide con la pendiente de la rectar, que es - 2.

* En el punto (3, 0).

f(x)=3*-1x+5 - f(3)=33-103+5=2
1 1
f! (3) 2
Luego no hay ningun punto de la grafica denfque la recta normal searr.

pendiente de la normal en el punto 3=---=-=# pendiente de r que es - 2.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacerlifuef (x) =+
X —

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen

al denominador, > 2x- 3=0 = x=2ivg+12=2*—2'4={§f§1
Veamos si hay en x- 1.
3
. 2 + ] .
fim 2X+ x - C y2-g 273: —  Hay un asintota vertical: =x 1.
=8 2x-3 (-1 -2-)- 3

Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota vertical. x

cx)o-1)
lim — Prax y =;_g= —o La funcién f(x) tiende a <
- x?-2x-3 (‘1_) - 2(‘ 1_)‘ 3 cuandox se acerca al por la
3+ 2x (_1+)3+ 2(_ 1+) 3 = izquierda, y a ¢ cuando lo
xfrﬂf 2 ox 3= (_1+)2_ 2(_ 1+)_ 3= —o- t© hace por la derecha.
x>-1

Veamos ahora si hay en =x3.

x*+2x _ 3+2«3 _33_ . .
lem3 C-9%-3 F-2.33 0 ° = Hay un asintota vertical: =3.

Estudiemos la posiciég de la grafica de f respecto de la asintota vertical x
x 3yox  (3)+A3) 33

lim = — = - La funcion f(x) tiende a <o
-3 X?-2x-3 ( _) 2(3_) cuandox se acerca a 3 por la
:> . .
_ W34 2y ( ) 2(3+) 33 izquierda, y a < cuando lo
lim — = =To0° hace por la derecha.
x- 3" X°-2x- 3 ( +) _2(3+)_

x>3
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- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer kq@e f(x)=bOR
X - *xoo

Comprobemos si existe.

im 22X ey
X — oo X2_2X_3 &Y X — oo 2X-2
La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de

L"Hépital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno

2 . ]
X+2_ [ﬁ} = im X-iw No existe asintota
© ] x-to 2 horizontal.

del otro.
No existe asintota horizontal, pero se da la condicidon necesaria para que pueda existir
asintota oblicua.
- Asintotas Oblicuas.
Calculemos la ecuacion de la posible asintota obljctrax+n. Comencemos obteniendo
el valor de m y después el de la n:
X3 +2x
X2=2x-3 _ jim X3+2x X3 +2x 1
X x—o X(X2=2X-3 X-o x3-2x%-3x

m= lim 1 = fim

X—o0o X X — 00

Calculemos ahora n:

3 3 _ 2
n= lim (f(x)-mx)= lim [ZX;ZX—x): jim X2+ X3y 24X
X0 X-o0o\ X*=-2X-3 X0 X°—2x-3 X—o x°=2X-3

La asintota oblicua, es: =yx + 2.
Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota oblicua.

* Para valores de x muy grandes, por ejemplg, 1600 =

£ (1000) = 1000+ 2 1000 _
(1000) =1006- 2 1008 51092009024 ¢ 1000) > Yeintota

Yasintota= 1000+ 2= 1002
luego la gréfica de f, para-x+o, va por encima de la asintota oblicua.
* Para valores de x muy pequefios, por ejempto, X000 =

-_— 3 -
f(- 1000) =_{ 100? + 42100 _ 595 00897
(-1000° - Z- 100p- 3
Yasintota = ~1000+ 2=- 998
luego la gréfica de f, para-x o, va por debajo de la asintota oblicua.

f(lOOO) < Ysintota

(b) La curva no puede cortar a las asintotas verticales porque los yuntbsy x=3

no pertenecen al dominio de la funcién por anular al denominador.
Comprobemos si la asintota oblicua y la funcion se cortan en algan punto.

_M X3+2X
y= X2-2x-3> —FSSo=x+2 o X3+2X:(X2‘2X‘3(X"2 =
y= X+ 2 X°-2%x-3
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x342x= 33— 22— 3x+ 2X%— A% 6 = R+ 2% R- 7% 6= Ox- 6= x—%

Terminemos de calcular la ordenada del punto que hemos obtenido:

2 4

= X+ —o———+/=—

y=x+2 = Yy 3 2 3
Luego el punto de corte e%:——g , —gj

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Calculemos ABY y (BAY

1 1 4 1 4 3\
2Jx(1 4 3:[2 8 3 - (AB)t={2 8 6}
_1 -

AB=
-1 -4 -1 -4 -

I
7~ N\
w s P
o 0N
| I |
w s B

Al o 420 = e

-1

(b) Determinemos una matriz X que verifique la relacién)( +(AB!' = C

L 1 L 0 4-3 (12-1) (-1 2-2
SX+(AB'=C > 2X=C(AB = = X|-2 9-6-|48-4=/-6 1-2
2 2 2 1-4 2

36- -10 7
_2 4 -
-12 2 -

-4 -20 1

] = X=
-2 -10 7

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Para determinar el valor dede manera que las dos se corten en un punto, lo haremos
discutiendo el sistema formado por las ecuaciones de las dos rectas.

X+y-z=1 . . . .
)i/_ y=2 Expresemos el sistema en forma matricial, discutdmoslo para los
diversos valores dey resolvamoslo mediante el método de reduccidn
X-2y-z= a
de Gauss-Jordan.
2x+z= a

1 -1/1 Triangulemos inferiormente.
-1 ol 2 Tomemos como pivote el elementgal # 0.
2 —1la Sustituyamos la 22 fila por: [23f.][15f.]
Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.][13f.]
0 1l]la/  sustituyamos la 42 fila por: [43]2 - [15f.]

N R R
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1 1 -1 1 .
0 -2 1l 1 Tomemos como pivote el elementg=a- 2 = 0.
Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [33f.3 - [23f]
0 -3 0ja-1 Sustituyamos la 42 fila por:  [4%.][22f.]
0 -2 3la-2
1 1 -1 1
0 -2 1 1 Tomemos como pivote el elementga 3+ 0.
0 0 -3l2a-5 Sustituyamos la 42 fila por: 3 - [43f.] + 2 - [33f.]
0 0 2| a-3
1 1 -1 1 El sistema esta triangulado, y para que las dos rectas se corten en
o -2 1 1 un punto el sistema debe ser un sistema compatible determinado,
0 0 -3 2a-5 es decir, me debe quedar un sistema de tres ecuaciones con tres
0O 0 0|7a-19 incognitas, luego la ultima ecuacion tiene que ser trivialp0

osea, se hade cumplirquea-719=0 = a=19/7.

Calculemos el punto donde ambas rectas se cortan. Para ello, eliminamos la Ultima
ecuacion que es trivial y sustituimos el valor g@a19/7.

1 1 -11
0o -2 1|1 Multipliquemaos la 32 fila por 7/3.
3
0 0 -3=
=
1 1 -1l1 Triangulemos superiormente.
o -2 1|1 Tomeamnos como pivote el elementg,&- 7 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 7 - [23f.] + [33f.]
0 0 -7|1 Sustituyanos la 12 fila por: 7 - [13f] [35f.]
7 7 0|6
Tomemos como pivote el elementg & - 14 = 0.
0 -14 0|8 Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f.] + [23f.]
0 0 -7|1

14 0 0|20
0 -14 ol 8 El sistema esté diagonalizado, la solucidn del sistema es:

14 x=20 14y=8 ; 71z=1
0 0 -7(1

Terminemos de despejar xy y:

_20_10 . __8__4 . -_1
1~ 7 0 YTTmTTT 0 T
Luego el punto donde ambas rectas se cortan é&%l —%, —%) .
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 39 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS]. De entre todas las rectas que pasan por el origen de
coordenadas, determina las que son tangentes a la curva de eyuaéliéﬁ +4x+ 4. Calcula
los puntos de tangencia correspondientes.

EJERCICIO 2. Considera la funcion fR—R definida por
f(x)=xe?,
(a) [1 PUNTQ]. Calcula
lim f(x) y lim f(x).
X —» —00 X — +oo
(b) [1°5 PUNTO]. Calcula los intervalos de monotonia y los extremos localegpmlantos
donde se obtienen y valor que alcanzan).

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones

X-my+ z=1

X+y+z = m2

X+y+mz=4
(@) [1'5 PUNTOS]. Clasificalo segun los valores del parametro m.
(b) [1 PUNTOQO]. Resuélvelo cuando sea compatible indeterminado.

X+3y+z= 1

y+z=-1 que esté

EJERCICIO 4. [2°’5 PUNTOS]. Halla el punto de la reo’ta{

mas cercano al punto P(11;0).
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS]. Estudia la derivabilidad de la funcfaiR — R definida por

senf )
f(x)= X
1 si x<0

si x>0

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. Esboza el recinto limitado por la grafica de la parabola
y=-(x- 2¥- 2, larecta tangente a la grafica de la parabola en el punto de abscasal
semieje positivo de abscisas y el semieje negativo de ordenadas. Calcula su area.

EJERCICIO 3. [2°’5 PUNTOS]. Sin desarrollarlo, calcula el valor del determinante de la

matriz
k x 1l+ax
[ZK y 2+ ay}
3k z 3+az
y enuncia las propiedades que hayas usado.

EJERCICIO 4. Considera larecta ry el planciguientes
Xx+z-a =0
= =2X—-Vy=
r {y—az—lzo’ m=2x-y=h
(a) [1'5 PUNTOS]. Determina b sabiendo que r esta contenida en .
(b) [1 PUNTOQ]. Halla la ecuaciéon de un plano que contenga r y sea perpendicular a

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

La ecuacion de las rectas tangentes que pasan por el origen tienen la formange
Cdculemos los puntos que tienen en comun la curva y las tangentes que pasan por el origen:

_ 1.2
y =7 +4X+4}:> %x2+4x+4: mx = R+16%16-4mx 0 =

y = mx
- 2_
eftomanfe e 0 xo 22036 A 64_ v e 1607120 152

al ser la curva una parabola, para continuar calculando los puntos de corte de la curva con las
tangentes, debemos imponer la condicién de que curva y tangente se corten en un Gnico punto,
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lo que implica que el radicando ha de ser cero:
16mP - 128+ 192 0= nP- 8+ 12 0= m=S%Y 624‘ 48 _ 824:{mfg

Hemos obtenido s6lo dos rectas, Jas6x e y=2x, de pendientes 6 y 2 respectivamente,
gue pasando por el origen son tangentes a la curva. Terminemos de calcular las coordenadas
de los puntos de interseccién comun sustituyendo cada uno de estos valores de las pendientes

en la dltima expresion de la pagina anterior:
* Para m=6.

_-16+ 4x 6t/ 0_-16+ 24_
X= > = > =4

y=mx = y=6x = Yy 6x4=24 = (4 24)

* Para m= 2.
_-16+4x 2+ J/0_-16+8_
X= = =-4
2 2
y=mx = y=2x= ¥ 2x(C4)-8= (-4,-8)
Los puntos de tangencia son (4, 24) #,(-8).

SOLUCION EJERCICIO 2.
(a) Calculemos el siguiente limite:

lim (xze;j: lim [(—x)ze_zsz lim :_i:“i:[%} -

X — —00 X - 00
para el calculo del limite se ha hecho el cambia g@r - x, de esta manera en vez de calcular
el limite cuandox - - «, secalcula cuandx - +. Para destruir ahora la indeterminacion de
infinito partido por infinito usamos la Regla de L"Hbpital, que consiste en derivar el numerador
y el denominador independientemente el uno del otro.

= lim —2%_= lim i}z%:{ﬁ}:lim B —-
X - o 1 00 X 0 ele X o 0

ezxé B - e

Calculemos ahora este otro limite:

X ]
lim (Xzez)zoozezzooxoo:oo

X >

(b) Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimientoteleiendo en

cuenta que es una funcion continua y derivable enkodo
Hallemos la funcion primera derivada de f(x).

RS Zl RS
frx=2xe?+ R @1 = f'(x)=xe2(2+%)

Calculemos los valores que anulan a la funcién primera derivada de f(x).
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% X\ _ x=0
xe [2+§)—0 = 2+§:0 —~ x=-4
Con estos dos puntos, 0- ¥, los ordenamos y construimos los posibles intervalos de
monotonia: (- e- 4), (-4, 0), (0, +.
Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejerbplol y 1

respectivamente en la funcion primera derivada y segin nos salga mayor o0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcién sera creciente o decreciente:

f(-5=(- 5)e2(2+—) 0205 0 = creciente en{=, -4 )

fr(-1=(-1)e? (2+ —1) =-090% 0 = decreciente en-(,49 )

f'()=1xe? (2+2j 41218 0 = creciente en (Ot )

Estudiemos los extremos locales. Estos s6lo se podran localizar en los puntos de derivada
cero, ya que la funcién es continua y derivable en todo su dominio &ue es

Teniendo en cuenta lo analizado hasta ahora podemos asegurar que hay un maximo local
en x=-4,yun minimo local en x0.

Las ordenadas de estos extremos son:

-4
f(-4)=(-4)’€2 =16€7 = Maximo en (-4, 16677
0
f(0)=0°e2=0 = Minimo en (0, 0)

SOLUCION EJERCICIO 3.--

(a) Discutamos el sistema siguiente segun los valores del parametro m
X-my+ z=1
X+y+tz = m2
X+y+mz=4

Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo
mediante el método de reduccién de Gauss.

L m 11 Pasemos la 12 fila a tercer lugar, por lo que las filas 22 y 32 pasan a ser
1 1 1|m+2 12y 22 respectivamente
1 1 m| 4
1 1 1l m+2 Triangulemos inferiormente.
1 1 ml 4 Tomeamos como pivote el elementg & 1 # 0.
1 -m 1l 1 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.][15f.]
Sustituyamos la 32 fila por: [33f.][1%.]
1 1 1| m+2
0 0 m-12-m Intercambiemos entre si las filas 22 y 32.
0 -m1 O |-1-
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1 1 1| mt2 La matriz esta triangulada inferiormente. Todos los elementos
8 ‘”2)‘ 10 '21‘ m de la diagonal principal son distintos de cero, salvg glel g,
m- -m

gue pueden serlo. Estudiemos los casos que pueden presentarse.

*Sig,=0 = m-1=0 = m=1 = ladltimaecuacionseria A= =
se trata de una ecuacion absurda, por lo que el sistema es un sistema incompatible, no tiene
sducion.

*Si g,=0 = -m-1=0 = m=-1 = lasegunda ecuacion serie=® =
se trata de una ecuacion trivial, la eliminamos y nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres
incAgnitas, es decir, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

* Siay 0y 8,0 = m#l ym#-1 = para cualquier valor de
distinto de 1 y de 1, todos los elementos de la diagonal principal son distintos de cero,
tendriamos un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas, el sistema es un sistema
compatible determinado, con solucién Unica.

(b) Resolvamos el sistema en el caso de compatible indeterminado, es decir, cuando
m = - 1. Sustituyamos este valor en el sistema matricial triangulado inferiormente que

obtuvimos en el apartado anterior, recordando ademas que la segunda ecuacion era trivial y la
eliminamos.

1 01 1| me2 11 11
[o “m-1 0 —1—m] ~ lo o olo ~ (1 1 1‘1)
0 0 m-12-m 00 -2|3 00 -23

Intercambiamos entre si la tercera y cuarta columna, con el fin de que todos los elementos
de la diagonal principal sean distintos de cero.

0 @ Y Al estar triangulado inferiormente el sistema y ser un sistema
1 111 compatible indeterminado, nos sobra una incognitaglae la pasamos
0 -2 0]3) al2°miembrocomo incognita no principal o secundaria.
x) (2 : .
1 1|1-y Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elementg & - 2 # 0.
0 -2 3 Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [18f.] + [2°f]
x
2 0 | 5- 2y | Elsistema esta diagonalizado. La solucion del sistema es:
0O -2 3 ] 2x=5- 2y ; -2z=3.

Terminemos de despejar las incégnitay z, y sustituyamos la incognita secundayja,
por un parametro, por ejemplo pofR :

—5— . = . :—§
x—20( ; y=d ; z >

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Expresemos la ecuacion de la recta r en forma paramétrica, resolviendo el sistema:
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r= { X+3y+z= 1 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo
ytz=-1 mediante el método de reduccion de Gauss.
1 3 1| 1 El sistema esta triangulado inferiormente, nos sobra una
(O 1 1 ‘ _1) incognita, laz, que la pasamos al 2° miembro como incAgnita no
principal o secundaria.
1 3| 1-z Triangulemos superiormente.
(O 1 ‘ -1- Z) Tomeamos como pivote el elementg & 1 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13£]3 - [23]
(1 Of 4+ 22) El sistema esté diagonalizado. La solucion es:
0 1|-1-z X=4+2z ; ¥-1-z
Sustituyamos la incognita secundaria z por un parametro, por ejemple,Bor
X =4+ 2\
rsqy=-1-A
z= A

Para calcular el punto de la rectgue esté mas cercano al puB{(@,- 1, 0), elegiremos
un punto genérico de la recta, por ejemplo; (4+2\, - 1- A, 1), que satisfaga la condicién

siguiente:
El vector PH es perpendicular al vector de direccion de r, es decir, al vectdr, @, -

PH=(4+2\,-1-A,A)-(1-10=(3 2,-A,}A)
PHOV = PHY=0 = (3+2\,-\A)(2-1)=0 =
6+4A+tA+A=0 = 6B =-6 = A=-1

Utilicemos este valor para obtener las coordenadas del punto H de r mas cercano a P.
H=(4+2, ~1-A, \)=(4+ 4=}, - E(-} - J=(2 0- )1

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Determinemos primeramente los puntos donde la fuiei®aontinua, ya que en aquellos
puntos donde no sea continua no podra ser derivable.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- Para valores de < 0, la funciérf es una funcién constante y las funciones constantes
son continuas en todd, luego f sera continua para todos los valores 0.x

- Para valores dex > 0, la funcionf es el cociente de dos funciones, la del numerador,
sen(x) y la del denominador, ambas son continuas en taRlpla una por tratarse de una
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funcion elemental, s€Rr), y la otrax, polinébmica; y el cociente de funciones continuas en todo
R también es continua en toRfanenos en los valores que anulen al denominador, que en este
caso es el cero pero este valor no pertenece al dominio particular que estamos considerando,
luego f serd continua para todos los valores0Ox

- El problema estéa en el punto 0, donde hay un cambio en el comportamiento de la funcién,
estudiemos la continuidad en dicho punto.

Para que la funci6hsea continua en el punto 0, los limites laterales deben coincidir y
ademas coincidir también con el valor de la funcién en el punto O.

lim f(x)= lim 1=1

Xx-0 x-0
x<0
sen cos
lim f(x)= lim ;«):[%}: lim —10():1 = lim f(x)= lim f(x)= f(0)=1
x- 0" x-o0t X x- 0" x- 0~ x- 0%

x>0

f(0)=1

La indeterminacion de cero partido por cero se ha destruido haciendo uso de la Regla de
L"Hbpital que consiste en derivar independientemente el numerador y el denominador.

Como los limites laterales coinciden entre si y ademas también coinciden con el valor de
f(0), la funcion sera continua en el punto O.

Por tanto f sera continua en tdglo

Estuliemos ahora la derivabilidad.

Una funcién sera derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad

- Para valores de< 0, la funciérf es una funcién constante y las funciones constantes son
derivables en todR, luegof sera derivable para todos los valoxes 0, siendo la derivada 0.

- Para valores d& > 0, la funcionf es el cociente de dos funciones, la del numerador,
sen(x) y la del denominador, ambas son derivables en tdlpla una por tratarse de una
funcion elemental, ser(x), y la otra, x, polinbmica; siendo la funcion derivada

X €cos (X )

X2

denominador, que en este caso es el cero pero este valor no pertenece al dominio particular que
estamos considerando, luego f sera derivable para todos los valores x > 0.
Una primera aproximacién de la funcién derivada, donde ya sabemos que es derivable es

sen . .
K ), derivada que existe en tod® menos en los valores que anulen al

0 si x<0
fr(x)= xcos(xz(; senx )Si >0

- El problema esta inicialmente en el punto 0. Sera derivable en el punto 0, si las derivadas
laterales coinciden ya que es continua en dicho punto.
f'(07 )= lim f'(x)= lim 0=0
X-0" X-0"
x<0
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ol=

£(0")= lim_f'(x)= lim xcosk) senk) 060{0}-
X -0 X -0 X

x>0
- lim cos(X )~ x szen(< ¥ cosx :) im xsen(x): im sen(x): 0_ 0
x - 0" X x 0" 2X X 0" 2 2
luego se verifica quef ' (07) = f ' (0") , es decir, que las derivadas laterales coinciden, por
tanto la funcion sera derivable en el punto 0.
En definitiva, f sera derivable dR, siendo la funcion derivada finalmente:
0 si x<0
f'(x)=1 Xcos(x)- senx )Si
X2

x>0

SOLUCION EJERCICIO 2.-

En primer lugar obtengamos la ecuacién de la recta tangente a la parabola en el punto de
abscisa x 3.

La ecuacion de la recta tangente a una funciga) én un punto egx

Y= Yo = f'(%) (% %)

Calculemos el valor de la derivada de la funcién en el punto 3.

f(x)=-(x-2°-2 = f'(x)=-2(x-2) = f{'(J=-23-3=-2

Calculemos ahora la ordenada en el punto 3:

%=3 = y=f(@)=-(3-2°-2=-3

La ecuacidn de la recta tangente en el punto3Bes:

y-(-3)=-2(x-3 = y=-2x+3

Dibujemos en primer lugar la parabola: = y(x - 2f-2 = y=-X+4x- 6

4

abscisa del vértice =2_£ =:—2 =2 ; ordenada del vértice £2-- 2¢-2=-2
Luego el vértice es el punto V(22). Otros puntos de
interés son el (0, - 6) y el (3, - 3). 4

La grafica de la parabola esta representada al lado.

La recta tangentey = - 2x + 3, pasa por el punto (33),
que es el punto de tangencia, y por los puntos de corte con |ps
ejes (0, 3) y (1’5, 0). La grafica también esta situada al ladg, 1\ 2
juntamente con la de la parabola.

El recinto cuya area nos pide el ejercicio, es el que SR
encuentra rayado en el grafico adjunto. Calculemos su area.”

Primeramente calculamos el area encerrada por la parabog
el eje de abscisas y las ordenadas en los puntos O y 3.
3 3

3 2
-2 - _XT L AXT
J.O( X“+4x 6)dx { 3+ 5 6x}

3

Area =
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27, 36
"3 2 "3t 18

Calculemos ahora el area encerrada por la recta tangente, el eje de abscisas y las ordenadas
en los puntos 1’5y 3. El punto 1°5 es el punto de corte de la recta con el eje de abscisas.

Esta area se corresponde con la de un triangulo rectangulo de baSe y3altura 3, es
decir:

= =|-9= 9

( 3 4x32_6x?;_0_

(3-19x3 45_9

Area, = > =52
Finalmente el &rea del recinto pedido es:
Area = Area - Area,= 9-2=27
Area = Areg - Area,= 9 -2 U
SOLUCION EJERCICIO 3.--
k x 1+ax
Cdculemos el valor del siguiente determingie y 2+ ay], sin desarrollarlo.
3k z 3+a
k x 1+ ax 1 x 1+ax 1 x 1 |1 x ax
2k 'y 2+ay=kx|2 y 2+ay=k[|2 y 2/+]2 y ay|=k(0+0=0
3k z 3+ta 3 z 3ta 3 z 3 |13 z a

Hemos utilizado la propiedad de los determinantes que d&igodos los elementos de
una fila o columna de un determinante estan multiplicados por un mismo namero, éste podemos
sacarlo fuera del simbolo del determinante como factor cbriimel ejercicio hemos sacado
factor comdn k.

A continuacion hemos utilizado la propiedad de los determinantes que Sices”
elementos de cualquier fila 0 columna de un determinante son sumas de igual n® de términos,
entonces el determinante es igual a la suma de tantos determinantes como sumandos figuren
en dicha fila o columna, de tal manera que en esos determinantes el resto de las filas o
columnas permanecen inalteradas, excepto la que esta formada por sumandos, la cual es
reemplazada por los primeros sumandos para el primer determinante, por los segundos para
el 2° determinante y asi sucesivamente, hasta el Ultimo sufn&rdel ejercicio hemos
descompuesto la tercera columna dando lugar a la suma de dos determinantes.

Por ultimo hemos usado la propiedad que di&:dbs filas o columnas son iguales o
proporcionales, el determinante vale cerbos dos determinantes que habiamos obtenido
aplicando la propiedad anterior resultan que son cero por tener el primero de ellos la 12 y 32
columna iguales; y en el segundo, la 22 y 32 columna proporcionales.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Silarecta esta contenida en el planse ha de satisfacer que al resolver el sistema
formado por las ecuaciones de la recta y el plano debemos obtener un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico. Determinemos a y b con esta condicién.
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Xtz=a Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo
gx__a;; é mediante el método de reduccién de Gauss.

1 0 1l a Triangulemos inferiormente.

0 1 -a 1] Tomemos como pivote el elementg=al # 0.

2 -1 Olb Sustituyamos la 32 fila por: [32£]2 - [13f.]

1 0 1 a J Tomemos como pivote el elemenig=al = 0.

0 1 -a 1 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.] + [22f.]

0 -1 -2|b-2a

10 1 a El sistema estéltriangulado, paraque la ref:ta egté contepida en

0 1 —a 1 el _plano, el_ S|stemq debe ser compatible _m_determlnado

0 0 -2-alb-2a+1 uniparamétrico, la Ultima ecuacion debe ser trivial, y asi nos

quedaria un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas.

Por tanto se ha de verificar lo siguiente:
-2-a=0 N a=-2 - a=-2 N a=-2
b-2a+1=0 b-2a+1=0 b-2(-2)+1= b=-5

(b) Obtengamos el haz de planos que contiene a la recta r.

a(x+z+2)+B(y+2z21)=0 = ax+taz+2a+By+Bzp=0 =

= ax+By+(a+2B)z+20-B=0

El vector normal a cualquier plano de este haz es:

n=(a, B, a+2p)

Para que un plano de ese haz, que contiene a la,reetaperpendicular al planpse ha
de satisfacer que los vectores normales de ambos planos sean perpendiculares y por tanto que
su producto escalar sea cero:

AO0R; = Nen =0= (a,B,a+2p)+(2-,0=0= 2-B=0= B= &
sustituyendo este valor de B en la ecuacion del haz de planos, tendremos:
ax+By+(a+2B)z+20-B=0 = ax+2oy+(a+2xZ)z+ - 2= 0 =
= ax+20y+50z=0
Simplificando por: obtendremos el plano que contiene a r y es perpendicular a =
X+2y+5z=0
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon B.

¢) La puntuacién de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO JUNIO 2003

Opcién A

EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS] Sea L{i- x*) el logaritmo neperiano de- £ y sea
f:(-1,1)- R lafuncién definida pof (x) = Ln(1- x?). Calcula la primitiva dd cuya gréafica
pasa por el punto (@).

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS] Se sabe que la funcion Rf= R definida por
f(x)=X+ad+bx+c
tiene un extremorelativo en el punto de abscisa=0 y que su gréfica tiene un punto de
1

inflexién en el punto de abscisa - 1. Conociendo ademas quef (x )dx=6,hallaa, byc.
0
EJERCICIO 3. Considera los vectore8 =(1, 1, 1§ =(2)2yaw=(2,0,0).

(a) [1°25 PUNTOS] Halla los valores depara los que los vectore8, V W son
linealmente independientes.

(b) [1"25 PUNTOS] Determina los valores depara que los vectoreds Wy U - W son
ortogonales.

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS] Sabiendo que las rectas

X =1+u
= X=y=2z y S= y:3+u
zZ=-U

se cruzan, halla los puntos A y B, de r y s respectivamente, que estan a minima distancia.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Dadas la parabola de ecuacipr 1+x? y la recta de ecuacion= 1+x, se
pide:

(@) [1'5 PUNTOS] Area de la region limitada por la recta y la parabola.

(b) [1 PUNTO] Ecuacion de la recta paralela a la dada que es tangente a la parabola.

EJERCICIO 2. Considera la funciéon R - R definida por (x)=(x+3)e

(@ [0'5 PUNTOS] Halla las asintotas de la gréfica de f.

(b) [1'5 PUNTOS] Determina los extremos relativos fdg los puntos de inflexion de su
grafica.

(c) [0'5 PUNTOS] Esboza la grafica de f.

EJERCICIO 3. SearC,, C, yC; las columnas primera, segunda y tercera, respectivamente,
de una matriz cuadradd de orden 3 cuyo determinante vale 5. Calcula, indicando las
propiedades que utilices:

(a) [0'5 PUNTOS] El determinante de’A

(b) [0°5 PUNTOS] El determinante de A

(c) [0°5 PUNTOS] El determinante deA2

(d) [1 PUNTO] El determinante de una matriz cuadrada cuyas columnas primera, segunday
tercera son, respectivament€;3 C;, 2C;, y G

EJERCICIO 4. [2°’5 PUNTOS] Determina el pun®ode la rectar = 5 _T:§ que
equidista de los planos
X = =3+A
TEX+y+z+3=0 y ThEqy=-A+p
z=-6-p

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Cdculemos primeramente el conjunto de todas las primitivagxjie f

I Ln (1— x2) dx

Se trata de una integral por partes:
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u=Ln(1- %) ; du— dx
dv= dx ; -j d)«; X

an (1- x*) dx= xLn (1- %)—J %dx xLn (1- ¥)- j
= xLn(1- )+ J 2x° 5 dx= 2x? 1- x?

esta Ultima integral es una integral racional impropia, efectuemos la o
division del integrando.

= xLn(1- x2)+j( 2+

)dx xLn(1- %)- 2x+j 7 dx= [1]

1-

Esta nueva integral es una integral racional propia, por lo que Ia descompondremos en una
suma de integrales elementales simples, para ello descompondremos el integrando:

2 _ 2 -2 _ A B -2 _ A(x+1)+B(x-1)

12 x2-1 = 2—1 x—1 x+1 x2 -1 (x-D(x+1 -
_ _ Xx=-1 ; -2=-2B ; B=1

2= A(x+1)+B(x-1) :{le : —2=92A : A=-1
Continuando desde [1], tendremos:
=x Ln(1- %) - 2X+J‘(XT:L1+_ dx=

=xLn(1- %) - 2x- Ln|x- 1+ Ln|xt 1= xtn( % %) - 2% Ln‘%ﬂ i C
De todas estas primitivas(x), obtengamos tgx) cuya gréafica pasa por el punto (0,1).
F(x)= an(l— xz) 2 X+ Ln( ]) +C = F(0)=1 =

0+1

0- l+C:1 = 0+C=1 = C=

&ﬂ+
X_

F(0)= 0xLn(1- G) - 2« & Ln

luego la primitiva que se nos pide es:f (x)= XxLn (l— )(2) -2x+ Ln

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Cdculemos una funcionf(x) =x® + ax® + bx + ¢, de forma que presente un extremo
relativo en el punto de abscisa & para ello se ha de verificar que” (0) = 0:

fx)=R+ax+bx+c = f(X)=X*+2ax+b = f(0)=0+0+b=0 = b=0.

Luego f(x) sera de laforma (X) = ¥+ ax*+c

Sabemos también que tiene un punto de inflexiérxen 1, para ello se ha de verificar
que f'(-1)=0

ffx)=3*+2ax = f"X)=&+2a = f'(-1)=6(-1)+22=0 = a=3.
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La funcion tendra este otro aspecto ahorai(x) ¥ + 3x? + ¢

1
Por ultimo nos dicen que se verifica quef (X ) dx=6, o lo que es lo mismo:

0
1

1 4 3
J.l(x3+3x2+ c) dx=6 = j (x3+3x2+ c) dx{%+3%+cx} =(%+1+c) -0=
0 0 0
5 5 19
=4 —4+Cc= =
7 c = 2 c=6 = ¢ 2
La expresion de la funcién(¥), finalmente, sera: (X) = ¥ + 3x*>+ 19/4.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(@) Para que los tres vectores sean linealmente independientes, el rango de la matriz
formada por sus componentes debe ser tres.

1 1 7 Triangulemos inferiormente.
2 2 a Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
2 0 0 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - 2 - [13f]
Sustituyanos la 32 fila por: [33f.] - 2 - [12f.]
1 1 1
0 0 a-2 Intercambiemos entre si las filas 22y 32.
o -2 -2
1 1 1 Como la matriz tiene que tener rango 3, significa que todos los
o -2 - elementos de la diagonal principal son distintos de cero, es decir:
0O 0 a- a-20 ; &2

(b) Construyamos en primer lugar los vectorés V + Uy W.
U+v=(12+(22a)=(33%a ; U-w=(L1D)-(2Q0=(-111})

para que estos vectores sean ortogonales, debe verificarse que su producto escalar sea cero:
(U+V)e(U-W=(3,3 1+ 9§+(-1 1 )=-3+3+1+a=1+a=0 = a=-1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Expresemos en primer lugar la ecuacion de la recta r en forma paramétrica.

X=A
r= x=y=z = rsqy=A
z=A

Los puntosA y B der y s, respectivamente, que estén a minima distancia seran aquellos

quehagan que el vectoAB, gue determinan ambos puntos sea perpendicular a lay rectas
S y por tanto a sus respectivos vectores de direccion.

Elijamos dichos puntos genéricds=(A, A, A) der yB:(1+u, 3+, —u) de s.
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Construimos el vectohkB que determinan ambos puntos:

KB:(1+u, 3+, —p)—()\,)\,)\):(1+u—)\, 3+p-A, —u—)\)
y le imponemos la condicion de que sea perpendicular a cada uno de los vectores de direccion
de las rectas, es decir, que el respectivo producto escalar sea cero:

AB-t =0 (1+m-A, 3ru-h, —u-n)e(z L 3= 0
=

AB-v =0 (1+u-A, -2, -u-)\)-(l 1 —j= 0

L+p-A+3+u-A-pu-2 =0 H-3\ = -4

T+p-A+3+p-A+p+A =0 = 3u-A=-4

Resolvamos el sistema anterior de dos ecuaciones con dos incogni@snediante el

método de reduccion de Gauss, para lo cual expresamos el sistema en forma matricial.

1 -3| -4 Triangulemos inferiormente.
3 -1| -4 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23£.]3 - [15f]

=

-3| -4
8| 8 ) Simplifiquemos la 22 fila por 8.

( 1
0
Triangulemos superiormente.
( (1) -3 _4) Tomamos como pivote el elementg, & 1 = 0.
[ 1
0

Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + 3 - [25f.]

0 —1) La matriz esta diagonalizada. La solucién del sistema es
1] 1 p=-1 ; Ar=1.

El punto A tendra de coordenadasA=(A, A, A)=(1, 1, 1).

Y el punto B=(1+yt, 3+, —p) = (- 1, 3-1, - (-1)) = (0, 2, 1).

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) El arealimitada por la rectay la parabola coincide con el area de la funcidn diferencia
entre ambas funciones limitada por los puntos de corte de dicha funcién con el eje de abscisas.
Obtengamos la funcion diferencia.
h(x)=1+xX - (L1+X=x- X
Calculemos los puntos de corte de esta funcién con el eje de abscisas.
X*-x=0 = Xx-1)=0 = x=0 ; x1.

El area pedida seré:
3 2
A ron = 2_ S S S O S O A e g e
Area—“(x x)dx {3 ZL ‘3 5 OH 6‘

0

WP,

ol
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(b) La recta paralela a la dada tendra la misma pendiente que la de ésta.

Rectadada: y¥1+x = pendiente=1 =  pendiente recta tangente = 1.

Como la recta paralela ha de ser tangente a la parabola, la derivada de la funcion
correspondiente a la pardbola en el punto de tangeydia xie valer también 1.

y:1+)€ = y:ZX = 2(0:1 = )8:%‘
Calculemos la ordenadg gel punto de tangencia:
2
= 2-q4( L) 294122
=1+ (%) = 1+(2) =1+ i°7

La ecuacién de la recta paralela a la dada y tangente a la parébola es:

3
y-wzmoe ) = yaei( k3 s oy=xded 5 y=xd

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacg(ﬁr@ge‘:(x) = too

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen al
3 , pero no hay
ningn valor que anule al denominador, luego no hay asmtotas verngales

- Asintotas horizontales.

Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer lijoe: f(x) = bOR

X -+t oo

Comprobemos si existe, primeramente parat o«x

lim X3 |- jim L=1-9 , - :
RS, o | T X = hay asintota horizontal=0, si %+,

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L"Hdpital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.

Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota horizontal.

* Para valores de x muy grandes, por ejempto 18 (es suficiente en este caso)

f(10) :%;3:0'000590199.
y =0 = (10) > Ysintota

asintota
luego la gréafica de f, para-x+~, va por encima de la asintota horizontal.
Comprobemos si existe para —-xe.
H —X _ I X — - . .
Jim (x+3e "= lim (-x+3€"= -0 x0 =-w - no hay asintota horizontal si--xee.

Al haber asintota horizontal por la derecha y no por la izquierda, no hay asintota oblicua
por la derecha y podra haberla por la izquierda ya que la condicién necesaria para que exista
es quelim f(x)=z%,y esto lo acabamos de comprobar en el parrafo anterior.

X— —00
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Calculemos la posible asintota oblicuaz= mx + n.
e _ X _ _aX _ P
F(X) iy X#3)E7° L (X43)€7 [0 _ . —€7+( x+3)e?‘: 00— 00
X X X — +00 -1 -1
luego no hay asintota oblicua para: x~, hay una rama parabdlica paralela al eje OY.

=00

m=lim

X - =0

X - —co X X — +co - —00

(b) Estudiemos los extremos locales. Estos sélo se podran localizar en los puntos de
derivada cero, ya que la funcion es continua y derivable en todo su dominio, por ser un cociente
de funciones que son continuas y derivables enRpdono anularse el denominador para

ningun valor.
f(x)=(x+3)e* = ff(x)=e *- (x+3)e* = f'(xX)=e *(-2-X%)
e*(-2-x)=0 = -2-x=0 = X=- 2.

Sustituyamos este valor en la segunda derivada para caracterizar al extremo local.
f'(x)=e *(-2-x = f'(x)=-e*(-2-x- e *=e*(x+l) =
f7(-2)= @(-2+1)=-€<0 - Maximo relativo en(-2, €?)
la ordenada del maximo se ha obtenido sustituyendo la ab&cigala funcion:
f(x)=(x+3)e* = f(-2)=(-2+3) et =¢?
Calculemos ahora los puntos de inflexién.
Obtengamos los valores que anulen a la segunda derivada.
f"(x)=e*(x+1) = e*(x+1)=0 = x+1=0 = x=-1
sustituyamos este valor en la tercera derivada.
f7(x)=e *(x+1) = f7(X)=- e *(x+1)+e *=-xe* =
f-)=-(-1eP=ex0 = Punto de inflexion en §; 2e).
la ordenada del punto de inflexién se ha obtenido sustituyendo la abs@sda funcion:
f(x)=(x+3)e’* = f-)=(-1+3) eV =2e

(c) Para poder representar la grafica de la fundig)=(x + 3)e ¥, necesitamos calcular
los puntos de corte con los ejes y estudiar la monotonia, ademas de lo ya analizado en los dos
apartados anteriores.
Punto de corte con el eje de abscisas.
-X
=(x+ -
)3;_8‘ Je }:» (x+3)€X=0 = x+3=0 = x=-3 = (-30
Punto de corte con el eje de ordenadas.
-X
= + —
y=(x+3e }: y=(0+3)€°=3 = (03
x=0
Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimierftdeti®alor que anula
a la funcion primera derivada déx), era el 2, por lo que construimos los posibles intervalos
de monotonia: (- 2) y (- 2, +9.
Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejen®lp,0
respectivamente en la funcion primera derivada y segin nos salga mayor 0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcion sera creciente o decreciente:
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f'(-3)=e¥(-2-(-3)=€>0 = creciente en («, - 2)
f'(0)=e°(-2-0)=-2<0 = decreciente en @, +x)

A
-9

La gréafica de la funciom(x) es la situada al
lado.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Calculemos el determinante de la matrizsabiendo qudAl

| A°|=| A’ =5°=125

El resultado anterior esta basado en la siguiente propiedzlddeterminante de un
producto de matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de cada una de las
matrices”. En este caso al tratarse de la misma matriz, la propiedad se transforma en esta otra:
“el determinante de la potencia de una matriz es igual al determinante de la matriz elevado a
dicha potencia”.

(b) Calculemos ahora el determinante dé A
_1
Al=13
=S
Nos hemos basado en la propiedad que dice que: “el determinante de una matriz cuadrada
invertible es igual al inverso del determinante de la matriz inversa”.

(c) Calculemos el determinante de la matri 2
24 = 2°<| A= 8«5 40

El resultado anterior esta basado en la propiedad de la multiplicacion de un nimero por
una matriz, que dicégue para multiplicar una matriz por un nimero hay que multiplicar
todos los elementos de la matriz por dicho nimgyan la propiedad de la multiplicacion de
un namero por un determinante que diséenfultiplicamos los elementos de una fila o columna
de un determinante por un nimero, el determinante queda multiplicado por dicho numero” ,
o bien“que para multiplicar un determinante por un nimero basta multiplicar una fila o una
columna del determinante por dicho niimerBbr tanto, al multiplicar por 2 la matriz cuadrada
A, de orden tres, todos los elementogdpiedan multiplicados por 2, esto implica que en el
determinante asociado correspondiente lo que realmente hemos hecho es multiplicar por dos
las tres filas o columnas del mismo con lo que el determinante queda multiplicado por 2
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(d) Supongamos que la matriz A sea de la forma:

8 Q
=b b bs
G G

Construyamos la matriB que nos dice el ejercicio, es decir, aquella en la que la 12
columna sea@, - C;, la 22 sea @, y la 32 se&,, dondeC,, C, y C, son respectivamente la
13, 22y 32 columnas de la matriz A.
3,—a; 2a; &
B=|30,-b; 2b; b
3-6G 2 G
y calculemos ahora el valor de su determinante.
3a,—a; 28, & 3a,—a; a 28
B=|30,-b; 2b, b|=—{3b-b; b 2by=
-6 26 G| [36-G ¢ 2G
El primer paso que hemos realizado ha sido cambiar entre si la 22 con la 3% columna,
basandonos en la propiedad de los determinantes queSliceefcambiamos entre si dos filas
o dos columnas, el determinante cambia de Signo
Saguemos ahora el 2 factor comun, segun la propiedad queSlitedds los elementos
de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor comin puede sacarse fuera del
simbolo del determinarite

3, -a; @
=-2/30,-b; b, bs
3= & G

Como la primera columna es suma de dos términos, aplicaremos la propiedad que dice:
“Si los elementos de cualquier fila o columna de un determinante son sumas de igual nUmero
de términos, entonces, el determinante es igual a la suma de tantos determinantes como
sumandos figuren en dicha fila o columna, de tal manera que en esos determinantes el resto
de filas o columnas permanecen inalteradas, excepto la que esta formada por sumandos, la
cual, es reemplazada por los primeros sumandos para el primer determinante, por los
segundos sumandos para el 2° determinante, y asi sucesivamente, hasta el Gltimg’sumando

3a, a, a, -a; a, &
=-2|30, b, b|-2|-b; b, b=
3¢, & G G & G

En el primero de los determinantes sacaremos el 3 factor comun, basandonos en la segunda
de las propiedades ya enunciadas; y en el segundo de los determinantes observamos que la 12
y 32 columna son proporcionales u opuestas, por lo que el determinante vale cero, ya que nos
basamos en la propiedad que dic&:dos filas o columnas de un determinante son iguales o
proporcionales el determinante vale céro
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a a &
=-2x3/h b, b|-0=-6x5=-30
G & G

el ultimo determinante es precisamente el determinante de la Aaiz, segin nos dice el
problema, vale 5.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Elijamos un punto genérico, P, de la recta; tendra de coordenadas {1+2, 31).
Expresemos el plano,7en forma general, para ello eliminaremos los pardmetros L y [.

X = =34\ A = x+3 Expresemos el sistema en forma matricial
M={y=-A+g = -A+pu= vy y resolvamoslo mediante el método de
z=-6-U -u=2z+6 reduccion de Gauss
1 ol x+3 Triangulemos inferiormente.
-1 1 Xy Tomemos como pivote el elementg=al # 0.
0 -1|z+6 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + [13f]
1 0| x+3 Tomemos como pivote el elementg=al# 0.
0 1| x+y+3 Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.] + [23f]
0 -1| z+6
1 0 X+3 Al tener que ser un sistema compatible, la Ultima ecuacién ha de
0 1| x+y+3 se trivial, por lo que se ha de verificar quety+z + 9 =0, que
0 O|x+y+z+9 no es sino la ecuacion del planpen forma general.

Impongamos la condicidn a ese punto P de estar a igual distancia de uno y otro plano:
1+20—1+A+3A+3| _[1+2A-1+A+3\ +9

VI +12+1° V12 +17+1°

BA+3|_|BA+9
NG NE - |6A +3|=| 6\ + 9|

esta Ultima ecuacién, al ser en valor absoluto, da lugar a dos ecuaciones:
6A+3=6A+9 = 3=9 - ecuacion absurda
6N +3=—(6A+9) = 1A=-12= A=-1
Luego el punto P de la recta que esté a igual distancia de ambos planos sera el
P(1+2, - 1+), 32) = P ((1+2(1), -1+(-1), 3(-1) = P(-1,-2,-3).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

EXAMEN SEPTIEMBRE 2003

Opcién A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Calcula
. Ln(1+ x) - senx
'X'E‘?, x[Benx
siendo L(1+x) d logaritmo neperiano de +x.

EJERCICIO 2. SeafR - R la funcién definida porf (x)=e¥?

(@) [1 PUNTO]. ¢En qué punto de la gréaficaf tierecta tangente a ésta pasa por el origen de

coordenadas?
(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area del recinto acotado que esta limitado por la gréfica de

la recta tangente obtenida y el eje de ordenadas.

EJERCICIO 3. Considera las matrices

1 0 O 0 1 1 1 0 O
A={1 m 0|, B=1 0 0|, C=0 1 0.
1 1 0O 0 O 1 0

(a) [1°25 PUNTOS]¢ Parajuévaloresdemtienesolucioniaecuaciématricial A-X+2B=3C?
(b) [1725 PUNTOS]. Resuelve la ecuacién matricial dada pard.m

EJERCICIO 4. Se sabe que los puntd$l,0, - 1), B(3,2,1) y C(- 7, 1, 5) son vértices
consecutivos de un paralelogramo ABCD

(@) [1 PUNTOQO]. Calcula las coordenadas del punto D
(b) [1'5 PUNTOS]. Halla el area del paralelogramo.




Fco. Fdez. Morales EXAMEN SEPTIEMBRE 2003 Pag. 67

Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Sed: (0, +=) - R la funcién definida pof(x)=(x- 1)Ln(x),
donde Ln(x) es el logaritmo neperiano deGalcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el
punto (1, -3/2).

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Estudia la derivabilidad de la funcfémR - R definida por
X

f(x)=9 1-|x|
0

si xz-1y x#1

si x=-1 o0 x=1

EJERCICIO 3. Considera las matrices

-2 -2 1 X
A=| -2 1 -2 y X=lyl.
1 -2 -2 z

(@) [1"25 PUNTOS]. Siendb la matriz identidad de orden 3, calcula los valorek para
los que la matriz A\l no tiene inversa.

(b) [1"25 PUNTOS]. Resuelve el sisterhaX=3X e interpreta geométricamente el conjunto
de todas sus soluciones.

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS]. Los punto&(1,1,0) yB(2, 2,1) son vértices consecutivos
de un rectanguldBCD. Ademas se sabe que los vértiegeD estan contenidos en una recta
que pasa por el origen de coordenadas. HallaCy D

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Cdculemos el siguiente limite

1
im L (A+x)-senx _ Ln (1+0)-sen(0) _ o—o_[g}_" 1+x _ cosx
X0 xdenx ~  0@®en(0) ~ 0 | 0] x-osenx+ xOcox
i 1 - (@+Xx)cosx _ 1-(1+0) cos(0) _ 11 _[9}_
x-0 (senx + xOcosq(1+ ¥ (sen (0)+ OOcos (Qf1+0 (0+0)1 LO
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i —cosx — (+x)— serny -1-10 _-1
~x"'0 (cosx +cosc— xsem(1+ +( ser X cop (1+1-0)1+(0+Q 2

Las indeterminaciones c{% se han destruido utilizando la Regla de L Hbpital, que

consiste en derivar el numerador y denominador independientemente el uno del otro.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

() Sabemos que la pendiente de la recta tangente a la gréfiiea de punto, coincide
con el valor de la derivada €len dicho punto, por tanto, si la abscisa del punto de tangencia

es el ¥, su ordenada sera: X

Yo =€
y la pendiente de la recta tangente @nesc

f(x)-e3 > f'(x)=3 e§ = m—f(>g))—l

y en consecuencia, teniendo en cuenta gue la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la
funcién f en un punto de abscis®s: yy,= f’(xo) xX-xq9 =
% 1
y-ed=3 e3 (X= %)
impongamos ahora la condicion a esta recta tangente genérica, que pase por el origen de
coordenadas (0, 0):
X1 % X 4
0-es =§e3 (0-x,) = -ed =—§GS Xo = -3€3=-e3x, =

X0

S -3eT+e9%=0 = ed(-3rx)=0=1€ 70
%= ( XO) -3+x%=0=> x=3

wlw

luego la ordenada del punto de tangenciaygs; el= Yo = €, luego el punto de tangencia
es el (39).

Finalmente la ecuacion de Ia recta tangente es:

X0
y-es= 1e3(x %) = y—e3-—é(x—3) > ye= 3e( x3 =

= y—ezéeik— e= yzé élx

(b) Dibujemos el recinto acotado que nos dice el ejercicio. Para ello representemos
primeramente la funcion exponencifi,x)= e"®, que es una funcién casi elemental por
cuanto que sabemos que pasa por el punto (0, 1) del eje de ordenadas y por el punto de
tangencia (3€). Asimismo sabemos que presenta la asintota horizontdl, ypara x - .
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Para dibujar ahora la recta tangente tendremos A
en cuenta que es una funcion lineal, y por tanto, pasa
por el origen de coordenadas ademas de por el punto
de tangencia.

El recinto limitado por ambas graficas y el eje <
de ordenadas es el que se encuentrarayado y situado T 1 . L
al lado. Su area se calcula restando a la limitada por =~ °
la curva, las ordenadas en los puntos de abscisas 0y
3y el eje de ordenadas, la ﬂ@ngulo de base 3y altuea

3 x 3 3 0
Area =J- e3dx - 32—3.[ 3€ dx— S—E_s[ﬁe?»} - 3%:3(93_ e?,) _3e_
0

0

w_______
\4

SOLUCION EJERCICIO 3.--
() Operemos inicialmente en la ecuacion matricialX+#2B=3C:

0 0 011 1 00

m (;)']DX+2[EI 0 OJ=3E{O 1 (ﬂ =
1 0 0 O 10

0 0 0 2 2 3 00

m (J)JDX+[2 0 OJ:{O 3 OJ =

1 0 0 O 3 0 3

0 0 3 0 0y (0 2 2 1 00 3 -2 -
m O|IX={0 3 0|-|2 0 0] = |1 m O|IX=|-2 3 0| =
1 3 0 3 \0 0O 1 1 3 0 3

Hemos llegado a una ecuacion que para que tenga solucién se ha de verificar que la matriz
que esta multiplicando a la matKzla matrizA, tenga inversa. Veamos para qué valoraa de
existe la inversa, para ello intentemos calcularla mediante el método de Gauss que consiste en
poner a la derecha de dicha matriz la matriz unidad e intentar que aparezca, mediante el uso de
diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda, la parte que quede a la
derecha es la matriz inversa de la A.

PRPRPR RRR RRR

] 'I?(i)arlrgljg;ac:isci?rgz ivote el elementg=al =0
v #0.

1'm 010 10 Sustituyamos la Zapfila por: [Zaf.][larfﬁ

11 1/00 Sustituyamos la 32 fila por: [32£.]15f.]

1 00/ 100

O0mOl-110 , ] ]

0o 1 1l-1 o Intercambiemos entre si las filas 22y 32
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1 00 100 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
0 1 1-101 Sustituyamos la 32 fila por: [33£] m [23f.]
0O0mO|-1 1 0O

Para que en la parte de la izquierda podamos obtener la
10 O 1 0 O : . L )

matriz unidad, no nos ha de salir ninguna fila de ceros al
01 1) -1 0 1 : o

triangular inferiormente, para ello, todos los elementos de

00-mjmil1 - la diagonal principal deben ser distintos de cero, por lo que
mtiene que ser necesariamente distinta de cero, y asi la ecuacion matricial tendra solucién.

(b) Para resolver la ecuacion matricial cuanda= 1, basta continuar desde donde lo
habiamos dejado en el apartado anterior, sustituyendo I6gicam@otel, y asi obtener la
matriz inversa, & que estabamos buscando.

1 0 0 Triangulemos ahora superiormente.

1 0 O .
01 1/-1 o 1 Tomeamos como pivote el elementg&- 1 # 0.
0 0 -1l o0 1 - Sustituyamos la 22 fila por: [23f][1%f.]
10 0f 10 O
01 0/l-11 0O Multipliguemaos la 32 fila por- 1
00-1, 0 1 -

En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad,
100 1 0O ; . . )

por lo que al no salirnos ninguna fila de ceros, la matriz que
010-110 estaba multiplicando a la matizlaA, tiene inversa, siendo
001 0-1 la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es decir:

1 0O
A_lz(—l 1 ;)J
0 -1
Terminemos de resolver la ecuacion matricial.

100 3 -2 -2
110 X=-2 3 0| = Mulipliguemos a la izquierda por la inversa de A:
11 3 0 3

1 00)(100 1 00 3 -2 -2
-1 101 1 0X={-1 10|0-2 3 0f =
0 -1 11 0 -1 3 0 3

100 3 -2 -2 3 -2 -2
010 X={-5 5 2| = X={-5 5 2
00 5 -3 3 5 -3 3

SOLUCIO N EJERCICIO 4.-
(a) Teniendo en cuenta lo que nos dice el ejercicio y observando el dibujo, deducimos que:
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AD=BC B(3.2,1)
AD=(a,b,d-(1,0,-)=(a-1b,c+1 . A (1,0, MOC (7.1,5
Bt:(_7!l3‘(321=(— 10~ 1)1 D (ab 9

a-1=-10 a=-9
(a-1b,c+)=(-10-14 ={b=-1  =:b=-1 = D(-9,-13
c+l=4 c=3
(b) El area del paralelogramo ABCD sera:
Area :‘ ABx Ab‘
AB=(3,2,9-(10-)=(222%
AD=(-9,-1.9-(10- }=(- 10- 1}
- - 2 2 2 2
ABx AD:(2,2,2)><(—1Q—1A}:(‘_1 j —‘_10 j ‘_10 _D:(lo,—zalf)

ABx Ab‘=|(10,—28 1§|=y 18+(- 2§ + 18=+ 1208 £ 302

Area =

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Cdculemos la integral indefinida siguiente:
j(x—l) Ln(x) dx=
la resolveremos haciendo uso del método de integracion por partes.
u=Ln(x) du=%dx
2

dv=(x-1) dx v='[(>e]) dxsz—x

=(§—x) Ln(x) —I(XTZ—X)%dx = (%Z—x) Ln(x) —J-(%—l)dxz
X2

SEPRE

Obtengamos ahora de toda esta familia de primitivas aquella cuya gréafica pasa por el punto
1, -3/2).
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F(x):(%z—x) Ln(x)—(%z—xj+0:> F(l):(%z—lj Ln(l)—(%z—lj+C:—§ =
[Ho-{(Yro=-3 - e=-5-3 = e=-3

Luego la primitiva de f es:

coo-{ a3

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Antes de estudiar la derivabilidad desarrollemos la funcién, teniendo en cuenta la defini-
cién de funcion valor absoluto.
si x#-1y x#1

f(x)=9 1-|x|
0 si x=-1o0 x=1
X & xz-1 y x£21 y x<0
1-(-x)

f(x)=9 X . _
Tox si x2-1y x£1y x=0
0 si x=-1 0 x=1

Observando los dominios particulares de cada uno de los trozos, podemos expresar
finalmente la funcién de esta manera:

si x<-1
si x=-1
o si —1<x<0
f(x)=1 3~
—— si 0sx<1

si x=1

si 1<x

Antes de estudiar la derivabilidad analizaremos la continuidad de la funcion.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcidn para valores xlenenores quel, x<- 1, es una funcion racional,
gue es continua en todkosalvo para los valores que anulen a la expresion del denominador que
en este caso es€l, pero este valor no pertenece al dominio particular de este trozo, luego la
funcion f es continua pare<- 1.
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- El trozo de funcidn para valoresximayores quel y menores que 0,1<x<0, es una
funcién racional, que es continua en t@®dsalvo para los valores que anulen a la expresion del
denominador que en este caso eslglpero este valor no pertenece al dominio particular de
este trozo, luego la funcién f es continua pdra x<O0.

- El trozo de funcién para valores xlenayores que 0 y menores que £ 1, es una
funcion racional, que es continua en t@dsalvo para los valores que anulen a la expresién del
denominador que en este caso es el 1, pero este valor no pertenece al dominio particular de este
trozo, luego la funcion f es continua p@rax<1.

- El trozo de funcién para valores xlenayores que 1,4x, es una funcion racional, que
es continua en todR salvo para los valores que anulen a la expresién del denominador que en
este caso es el 1, pero este valor no pertenece al dominio particular de este trozo, luego la
funcién f es continua pafla x.

- El problema de la continuidad esta en los punig) y 1, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién.

Estudiemos la continuidad en el puntb. -
Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

X -1 —1
L I T
x<—1
; _‘_1_‘_1__ I|mfx¢I|mfx¢f1
lim f(x)= lim 3.5 P AR R S It (x) (x)# f(-1)
x>—1
f(-1)=0

Luego f(x) no es continua en el punto -1.

Estudiemos la continuidad en el punto 0.
Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

X 0

XIIIQ f(x)= I|m Trx - 1+O‘

x<0
, _ x 0 lim f(x)= lim f(x)= f(0)
JLT*f(X) I|rr3:L - o =0(=> 4 U s

x>0

0

f(O)=ﬁ=0

Luego f(x) es continua en el punto 0.

Estudiemos la continuidad en el punto 1.
Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.
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X 1 1
XILrT f(X)—|Im1— E‘To”m
x<1
i} x 1 _1_ lim f(x)# lim f(x)# f(1
I|mf(x) x""f Tx- - o0- " (= | (x) lim (x)# f(1)
x>1
f(1)=0

Luego f(x) no es continua en el punto 1.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcion seré derivable en un punto, si las derivadas laterales en dicho punto coinciden.
Y paraquelo seaen un intervalolo ha de ser en todos los puntos del intervBlexo
previamente debe ser continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no
derivabilidad.

- Para valores de<- 1, f es derivable, ya que es una funcién racional, que es derivable
en todoR salvo para los valores que anulen a la expresion del denominador que en este caso

es el- 1, pero este valor no pertenece al dominio particular de este trozo, luego la f@scion

derivable para<- 1. siendo la funcion derivada,l—

>
(1+)
- Para valores del<x<0,fes derivable por las mismas razones indicadas en el parrafo
anterior, siendo la funcion derlvada—
(1+ x)?

- Para valores de Ox< 1, f es derivable por las mismas razones anteriores, siendo la

funcioén derivada,#

(1-%)*
- Para valores de<x f es derivable por las mismas razones anteriores, siendo la funcién
derivada; 1
(1+ x)2
- Para el valor dex=- 1, f no es derivable por no ser continua en dicho punto, ya que,
como dijimos antes, la no continuidad implica la no derivabilidad.

- Para el valor dex=1,f no es derivable por no ser continua en dicho punto, ya que, la
no continuidad implica la no derivabilidad.
Una primera aproximacion de la funcion derivada es:

(1+1x)2 si x<-1
(1+1x)2 si —1<x<0
f'(x)= 1
(1 x)2 si 0<x<1
1 .
si 1<x
(1-%)°

El problema esta en el punto 0, ya que al ser continua en dicho punto puede ser derivable.
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Estudiemos la derivabilidad en dicho punto, para lo cual basta comprobar que las derivadas
laterales coincidan.
1 1

- 1
f00)" = li f = i = ===1
(0) xing_ (x) xljg‘ (1+ x)2 (1+ O_)z 1
*=0 L lim £(x)= lim f(x)=1
£(0)" = lim f(x)= lim 1 - 1 :1:1 x-0" X0~
X 0* x-»g* (- X)2 (1_ O+)2 1

X >

luego la funcién &s derivable en 0. La funcion derivada quedara finalmente asi:

(1+lx)2 si x<-1
(1+1x)2 si —1<x<0
f'(x)= 1
(1—x)2 si O<x<1
1 .
si 1<x
(2-%)°

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(@) Obtengamos primeramente la matriz- 4:

-2 -2 1 100 -2 -2 1 A 0O —2+A -2 1
-2 1 -2|/+A\/0 1 0|=-2 1 -2(+4 0 A 0| -2 1I+rn -2
1 -2 -2 00 1 -2 -2 0 0A 1 -2 -2+A

Para calcular los valores #igara los que la matriz obtenida no tiene inversa, lo haremos
mediante el calculo del rango de dicha matriz, triangulandola inferiormente:

-2+A -2 1

-2 1+A -2 Intercambiemos entre si las filas 12y 32
-2 -2+A
-2 -2+A

Tomemos como pivote el elementeal # 0.
-2 1+A -2 Sustituyamos la 22 fila por:  [23f.]2 [17f]
24N -2 1 Sustituyamos la 32 fila por: [32f.] + (2-A) - [13f.]

1 -2 —-2+A

0 A-3  2A-6 Sustituyamos la 3 fila por: [3%P - [28f]

0 2A-6 N2 +4-

1 =2 =24\ La matriz esta triangulada inferiormente, todos los elementos
de la diagonal principal son distintos de cero salvo los

0 A-3 2A-6 :

0 0 -\2+9 elementos g y &, que pueden serlo o no, estudiemos los

diferentes casos que pueden presentarse.
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*a,=0 = -22+9=0 = A=3 ; A=-3
*»* S 1=3 = La 32 fila es toda de ceros, al igual que la 22, y el rango de la
matriz es 1, por lo que la matriz+A&1 no tiene inversa.
** Si A=-3 = La 3%filaestoda de ceros, y el rango de la matriz es 2, por lo
gue la matriz A Al no tiene inversa.
*a,=0 = 1-3=0 = A=3. Yase haestudiado este caso.

(b) Resolvamos el sistema-R=3X.
Restemos a ambos miembros de la igualdad la matriz 3
A-X-3X=3X-3X = AX-3X=0 = A-31)X=0
donde O es la matriz nula de ordenx13 Hemos pues obtenido un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo, donde la matriz de los coeficient@s-e€3l . Calculemos esta matriz.
2 -2 1 100 (2 -2 1 (300 5 -2 1
A-3l={-2 1 -2|-30 1 0/=|-2 1 -2|-|0 3 0|=|-2 -2 -2
1 -2 -2 00 1 -2-2)\00 1 -2 -5
Expresemos el
sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el método de reduccion de Gauss - Jordan.

-5 -2 1l0 Triangulemos inferiormente.
> -2 —2lo Tomemos como pivote el elementg=a-5 = 0.
e e T Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23.P - [13f.]
1 -2 -5|0 Sustituyamos la 32 fila por: 5 - [33f.] + [13f.]
-5 -2 1|0 _
0 -6 -12|0 Tomemos como pivote el elementga- 6 = 0.
Sustituyamos la 32 fila por: [33£.]2 - [23]
0 -12 -24|0
-5 -2 1]0 La matriz esta triangulada inferiormente, todos los elementos de la
0 -6 -1210 diagonal principal son distintos de cero. Hemos obtenido una fila de
ceros que se corresponde con una ecuacion trivial, la eliminamos, y

0 0 010 nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, que al ser
homogéneo, se trata pues de un sistema compatible indeterminado uniparamétrico, con infinitas
soluciones. La interpretacion geométrica se refiere a que el sistema formado por las ecuaciones
de los tres planos se cortan en unarecta, cuya ecuacién vamos a obtener terminando de resolver
dicho sistema.

5 -2 1|0 N ,
( j Simplifiquemos la 22 fila por6.
0 -6 -12|0
-5 -2 1|0 La incognita que nos sobra, zala pasamos al segundo miembro
o 1 2lo como incégnita no principal o secundaria .
-5 -2 | -7 Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elementg=al # 0.
0 1 |-2 Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + 2 - [23f]
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-5 (0| -5z La matriz esta diagonalizada.
( 0 1 ‘ —22} La solucion del sistema es:5x=-5z y-22
gue simplificando: x=z ; V-22
Sustituyendo la incégnita secundazipor un parametro, por ejemplgs R, tendremos
finalmente la solucidn del sistema, que como dijimos se corresponde con la ecuacion de una
recta.
X=A

y=-2A
zZ=A

SOLUCION EJERCICIO 4.-
Elegiremos como vector de direccion de la

rectar que pasa por el origen de coordenadaélyl’ 0A B@21)
contiene a los puntaSy D, al vectorAB por ser 0(0,0,0)
paralela dicha recta al lado que determinan los b o *
puntos Ay B.
La ecuacion de la rectajue pasa por el origen (0, 0, 0) y tiene como vectéyBl sera:
x=0+1A X=A
AB=(2,21-(110=(11)1 ; r={y=0+1 = r={y=A
z=0+10A zZ=A

El puntoC por pertenecer a la rect@ndra como coordenadas genéricas,, ), y segun
el problema y tal como podemos observar en el dibujo, el vBé&ior sera perpendicular al
vector de direcci6rAB de la recta r, luego el producto escalar de ambos sera cero:

BC=(A,AN)-(2,2,0=(A-2,A-2A-) ; BCOAB = BC AB=0 =

(A-2,A-2A-9+(1 1 }= 0= A- 2A- 2A- £ 0= A=2
. 55 é)
luego el punto C tiene de coordena 33, 3'3) "
De forma analoga procedemos con el puntitelzoordenadas genéricas, X, 1).
AD=(A\AA)-(1,14,0=(A-LA-17) ; ADOAB = AD- AB=0 =
(AL A-12)+(1 1 §=0 = A- ¥A- ¥r= 0= A=2

luego el punto Diene de coordenada@(%, % %)
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 40 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Enlafigura adjunta puedes ver representada parte de la grafica de una funcion
f que esta definida en el intervalo (- 3, 3) y que es simétrica respecto
al origen de coordenadas. 3 -/
(@) [0°75 PUNTOS]. Razona cual debe ser el valor(@g f [

(b) [0"75 PUNTOS]. Completa la gréfica de f . :

(c) [1 PUNTO]. Hallaf "(x) para losxe (- 3, 3) en los que d|cha 2
derivada exista.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Ssabeqguela funcion /:.R—~R definidapor f(x)=axX+bx+c
tiene maximo absoluto en el punto de absgrsd, que su grafica pasa por el punto (1, 4) y que

3
2
[1 )= Halaabyc
-1

EJERCICIO 3. [2°’5 PUNTOS]. Determina razonadamente los valoraa plara los que el

sistema de ecuaciones
2x+ y+ z= mx
X+2y+ z= my
X+2y+4z= mz

tiene mas de una solucion.

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Hallala ecuacién de la recta que pasa por el (®ydte 1),
es paralela al plano 3xy +z =4 vy corta a la recta interseccion de los plaresz =4 y

X-2y+z=1
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS]. Se sabe que la funcionRf-» R definida por

f(x)=ax+bx¥+cx +d
es tal que(0)=4 y que su grafica tiene un punto de inflexién en (1, 2). Conociendo ademas que
la recta tangente a la gréaficafden el punto de abscise=0 es horizontal, calculg b, cy d.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. En la figura adjunta pued
ver representada en el intervalo [0, 2] la gréfica de la paradhola - - - - - - -
de ecuacidry =x*/4. Halla el valor denpara el que las areas d
las superficies rayadas son iguales.

»
»

1

1

\
' 1T m 2
EJERCICIO 3. (a) [1 PUNTO]. Se sabe que el determinante de una matriz cuadcida
orden 3 vale 2 ¢ Cuanto vale el determinante de la maté? 4

12 0
(b) [1'5 PUNTOS]. DadalamatrB=| A 0 1|, ¢para qué valores @dléa matriz B+B?
01-2

no tiene inversa?

Xx+y-z=1
y=2

(&) [1 PUNTOQ]. Calcula el haz de planos que contienen a larectar.

(b) [1'5 PUNTOS]. Halla el plano que contiene a la regtacorta al planar en una recta

paralela al plano z =0.

EJERCICIO 4. Considera la recta= { y el planor = x- 2y +z=0.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Lafuncion al estatefinidaen el intervalg- 3,3) hace quexista elvalor def(0), como
ademas es simétrica respecto al origen, necesariam@)te 0, pues si tomase otro valor, por
giemplo,a = 0, entonces,f(0) = a, lo que implicaria que el simétrico del punto @ de la
gréafica de respecto del origen seria el punto- @), y en consecuencfaio seria una funcion.

(b) Teniendo en cuenta que la gréafica de la funtiém simétrica respecto al origen de
coordenadas, la gréafica completa de f seré:
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(c) Calculemos las expresiones matematicas de cada uno
3 o/o de los trozos de la funcidiix.
- : * En el intervalo (3, - 2), la funcion es afin, ya que su grafica
L es una recta que pasaria por los punt8s{3) y (-1, - 2):
A X=% _ Y=Y _ X+l _ y+2  x+1_y+2
é/o— 2 X=X Yi—Yo -3+1 -3+2 -2 -1
_____ ° -x-1=-2y-4 = 2=x-3 = y:%x—g
* En el intervalo [-1, 0), la funcidn es constante, ya que su grafica es una recta paralela al eje
de abscisas y a una distancia de 1 unidad por debajo de ella:
=-1
* En el punto 0, la funcién toma el valor cero.
* En el intervalo (0, 1], la funcién es constante, ya que su grafica es una recta paralela al eje
de abscisas y a una distancia de 1 unidad por encima de ella:
y=1
* En el intervalo (1, 3), la funcién es afin, ya que su grafica es una recta que pasaria por los
puntos (1, 2) y (3, 3):
X=% _Y~% x=1_y-2 x-1_y-2
XX Yi-Yo _ 3-1 3-2 2 1
Por tanto, la expresién matematica de la func{ghds:

= x-1=2y-4 = y:%x+g

%x—g si —-3<x<-1
-1 si  —-1<x<0
f(x)=40 Si x=0
1 Si O<x<1
%x+g Si 1<x<3

Si observamos la grafica de la funcibfx), deducimos que no es continua en los puntos
- 1,0y 1;y teniendo en cuenta que la no continuidad de una funcién en un punto implica la no
derivabilidad de la misma en dicho punto, la funcién derivada en el inten&l8)(sera:

% si -3<x<-1
£r0x) = 0 si -1<x<0
(X)=10 si o0<x<1
1
> si  1<x<3

donde ademas hemos tenido en cuenta que la derivada de la funcién en los trozos en los que es
afin es 1/2, y donde es constante, cero.

SOLUCION EJERCICIO 2.-
La funcion f(x)=axX+bx+ctiene un maximo absoluto en el punto de abscish como
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se trata de una funcién cuadratica, continua y derivable eRtasle maximo absoluto sera
relativo y por tanto se verificara:

f(x)=aX+bx+c - f(x)=2ax+b - f(1)=2a+b - 0=2a+b [1]
como el punto (1, 4) pertenece a la grafica @@, e cumplira:
f(x)=aX+bx+c = f(l)=a+b+c = 4=arb+c [2]
Por otro lado nos dicen que: 3
32 3 _ 3 x3 . x? _
j f(x)dx=32 = j f(x)dx=16 = j(ax +bxt § de| & +bX +ex| =
., 2 - - 3 2 .
3 2 3 2
(a3—+b3—+3cJ (a—( ?1)) + b—( ;) - %:9 a+g b3 e( 2+%—c)
=%a+— b+3c+g g+c 238a+4b+4c = %a+4b+4c=16 = [3]
Resolvamos el sistema formado por las tres ecuaciones obtenidas, [1], [2] y [3]
22: E+ Cf g Expresemos el sistema en forma matricial y resolvdmoslo mediante
Za+ 3+ 3= 12 el método de reduccion de Gauss.
Triangulemos inferiormente.
% % é g Tomemos como pivote el elementgal # 0.
7 3 3012 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.]2 - [13f.]
Sustituyamos la 32 fila por: [33£.]7 - [13f.]

Tomemos como pivote el elementga- 1 # 0.
-4 -4|-16 Sustituyamos la 32 fila por: [32.]4 - [23f.]

O
|

-
|

N
|

(o]

1 1 1 4 Triangulemos superiormente.

0 -1 -2/-8 Tomemos como pivote el elementg & 4 # 0.

0 O 41 16 Sustituyamos la 22 fila por: 2 - [23f.] + [33f]
Sustituyanos la 12 fila por: 4 - [13f:] [32f.]

4 4 00 Tomemos como pivote el elementga- 2 = 0.

0 -2 0 O . ,

0 0 4|16 Sustituyamos la 32 fila por:  [13f.] + 2 - [25f.]

4 0 oo La matriz esta diagonalizada. La solucién es:

0 -2 o 0 4a=0 = a=0

0 0 4|16 -2b=0 - Db=0

4c=16 = c=4

Esta solucion encontradéx)=4, no se corresponde con el de una funcién cuadratica, por
eso recomendamos al lector que rehaga el problema tomando, por ejemplo, como valor de la

integral definida 32/3 en vez de 32/2. La solucion que se encontrar@aserf:b=2 yc= 3.

SOLUCION EJERCICIO 3.--
Discutamos el sistema siguiente segun los valores del parametro m
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Expresemos el sistema en

2x+ y+ z= mx (2—-m)x+ y+ z=0 e ) ;
X+2y+ 2= myt= x+(2-m) y+ 2= 0t formamatricialy discutamoslo
X+2y+4z= mz X+ 2y+(4-mz=0 mediante el meétodo de
reduccién de Gauss.
2-m 1 1|0
1 2-m 110 Intercambiemos entre si las filas 12 y 32.
1 2 4-m| 0

Triangulemos inferiormente.

Tomamos como pivote el elementg & 1 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.][15f.]
Sustituyamos la 32 fila por: [32£](2- m) - [13f.]

1 2 4-m| 0
1 2-m 1|0
2-m 1 110

1 2 4-m 0
0 -m -3+m 0 Sustituyamos la 32 fila por: [32f]+ 2 - [221.]
0 -3+2n -nf+6m 70
1 2 4-m 0
0 —-m -3+ m 0 Intercambiemos entre si las filas 22y 32
0 -3 -m+8m-130
12 24—m 0 Tomemos como pivote el elemeniga- 3 = 0.
0 -3 -m+8m-130 Sustituyamos la 32 fila por: 3 - [3%.]m - [23f]
0 -m =-3+m 0
La matriz esta diagonalizada. Todos los elementos de la
12 24—m 0 diagonal principal son distintos de cero salvo gloae
8 _03 3__%%?2_613 8 puede ser cero. Estudiemos los diferentes casos que
m m pueden presentarse.
*Sia,=0 = n’-8n?+16m-9=0 - 1 -8 16 -
Por Ruffini hemos encontrado una soluciéns 1, 1 1 -7 9
busquemos las demas: 1 -7 9

m’-7m+9=0 =

. 7+,/49-36_7+.,/13
- 2 T2

7+./13 7-J13
Para estos tres valoresmgel, 5/_ y 5/_

eliminamos, quedandonos un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, como se trata de un
sistema homogéneo, el sistema es un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

, la Ultima ecuacién es trivial y la

* Si &, # 0, obtendriamos que para todos los valoremdiistintos de 1,7+\/E
7-./13 . _ o , , B
5/_ , un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas que al ser homogéneo, sélo admitiria

la solucién trivial: x>0, y=0 y z=0.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
Expresemos la ecuacion de la restinterseccion de los planosyz<4 y x- 2y+z=1,
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en forma paramétrica, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos planos:
X+7= 4} Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo

Xx-2y+z=1 mediante el método de reduccion de Gauss.
Triangulemos inferiormente.
1 _g 1 ‘ ‘11} Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23£.][15f.]
1 0 1] 4 El sistema esta triangulado inferiormente, nos sobra una
0 -2 0 ‘ -3 incAgnita, laz, que la pasamos al 2° miembro como incégnita no
principal o secundaria.
1 0| 4-z El sistema esta diagonalizado. La solucién es:
0 -2| -3 X=4-2 ; ¥ 3/2.

Sustituyamos la incognita secundaripor un parametro, por ejemplo, parR, con lo que
finalmentebtendremokmecuaciéme larectas,intersecciémelosdosplanosen paramétricas:
X = 451
S=EJY = E
z= t

La rectar que nos piden pasa por el puRt3,1,- 1) y corta a la rectaen un puntdi de

coordenadas genéric%é—t, % t) , de forma que el vector de direccion de la reahvector

PH | tendra de coordenadas:

PT—I:(4—t, g t)—(B, 1,—]):(1—t,% ,t+1j

Como esta rectees paralela al planak3y+z=4, se verificara que el vector de direccion,
PH, de la recta y el vector normal a este plano seran perpendiculares y por consiguiente su
producto escalar sera cero.
PHOR = PHA=0 = (1—t,%,t+1j-(3,—], )=0
1 7 7
3-3-=+t+1=0 -2=-= t=—
2 = 2 7 7%
Este valor d& me permite calcular el vector de direccion de la negtée cumple todas
las condiciones del problema:
H=(1-t L H=(1-7 1 74q)(-3 1 11
PH—(l t, 2,t+1) = PH—(l 1o 4+1)-( 15 4j
La ecuacion de la recta pedida es:

= 3-3

x= 3 ‘11)\
r=qy= 1+§)\

z= -1+
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Apliquemos la condicién de quédj=4 a la funcion (x)=ax+bx+cx + d
f(0)=a-C*+b-G+c-0+d - 4=d [1]

Apliguemos la condicién de que el punto (1, 2) es un punto de inflexion:
fx)=a+b¥+cx+d = f(x)=3ax+2bx+c = f’(x)=6ax+2b
f'(1)=6a-1+2b = 0=6a+2b = 3a+b=0 [2]

Como el punto (1, 2) es un punto de la graficEx)esatisfacera su expresion matematica:
f(x)=a+b¥+cx+d - f(l)=al+b1+cl+4 - 2=a+b+c+4 -

atb+c=-2 [3]
Como la recta tangente a la gréfica éa &= 0 es horizontal, significa que:

f(0)=0 = f(x)=3ax+2bx+c = f(0)=3a-C+2b-0+c = ¢c=0 [4]
La ecuacion [3] con este valor de c calculado quedara ash =a 2 [5]

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones [2] y [5].
3a+bh= 0} Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el

a+b=-2 método de reduccion de Gauss.
Triangulemos inferiormente.

3 1| 0 .

1 1|2 Tomemos como pivote el elementg=a 3 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [23f.]15f]

3 1| o Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elementp=a2 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f.]25f.]

0 2 6] El sistema esta diagonalizado. La solucién es:

6 a=1 . b=-3.
Los valoresde@,cydson: a=1; b-3;¢c=0; d=4.

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Cdculemos el area de cada una de las dos regiones e igualémoslas.
mX2 2 X2
jl 7 dx= (2= mx1- [ Zrdx
donde la integral definida del primer miembro se corresponde con el area de la primera
superficie rayada, y el segundo miembro con la de la segunda superficie rayada, obtenida ésta
mediante la diferencia entre el area del rectangulo de bas® y2altura 1, y el area de la
region que queda por debajo de la regién sombreada, es decir, la limitada por la curva, el eje
de abscisas y las ordenadas de los puntp@m
2 2

jlmxzzdx:(z— n*)xl—.[szzdx = mezzdx+jjx—;dx= 2-m > szdxz 2-m
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X—3 =2-m = 2—3—1—3:2—m = l:Z—m: m:2—l = nttg
12 12 12 12 12 12
1
SOLUCION EJERCICIO 3.--
abc da 4b 4c
(a) SilamatrizAes:|d e f|, lamatrizAes: 4d 4e 4f|,yaque paramultiplicar
g h i 4g 4h 4

un namero por una matriz se multiplican todos los elementos de la matriz por dicho niamero.
Si el determinante de la matriz A val2, €l de la matriz A sera:

4a 4b 4c a b c
4d 4de A4f|=4x4x4x|d e f|=64x(-2=-128
49 4h 4 g h i

Hemos utilizado la propiedad de los determinantes que dRigodos los elementos de
una fila o columna de un determinante estan multiplicados por un mismo namero, éste podemos
sacarlo fuera del simbolo del determinante como factor ctiriifrel ejercicio hemos sacado
factor comun el 4, tres veces.

(b) Calculemos la matriz B3+B?

12 0 (1 2 0 (1 2 O
3xfA 0 1/+/A O XA 0 1

0 1 - 0 1 0 1 -2

3 6 O 1+ 2\ 2 2
3A 0 3+ A 2v+1 -2|=
0O 3 A -2 5

4+ 2\ 8 2
= 4 2A+1 1
A 1 -1

Esta matriz no tendra inversa para aquellos valor@sgde hagan que el determinante
asociado a dicha matriz valga cero:
4+ 2\ 8 2
AN 2A+1 L=(4+2)(2A+D(-2+ B+ 8- 2( 2+ I+ 3R-( 4 ®V=
A 1 -1
=-8\ -4\ -4- A+ 16— A°- 2+ 3R- 4 R=-8\°+34\-8
17+ V289 64 -17+15_| %
_8 - _8 - 4
Para estos dos valoresdet y 1/4, la matriz B+B? no tendria inversa.

-8\ + 3-8 0> - 42+ 1%- & O A=-—
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SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) El haz de planos que contiene a la recta r es:

a(x+ y— z—1)+[3( y—2): 0 = ax+(a +[3)y—0(z—a—2[3:0

siendo ay B nimeros reales cualesquiera, pero no simultanemamente cero.

(b) En el haz de planos que contiene a la rettenemos, por ejempla,= 0, da igual
tomarp, y dividamos toda la expresién por

oy _ O — a (O‘+B) _a_ a_ 2B_
0(x+(o(+B)y az-a-26=0 = ot Y e 7—0 =
= X+ 1+[3 -1- B— -7 =
y-z-1 2- 0= x+(1+)\)y -+ 2A=0

donde pé lo hemos sustituido par

Hallemos la recta interseccion del plano que contian@ principo sera un plano del
haz) con el plana, posteriormente impondremos la condicion a la recta asi obtenida de ser
paralela al plano=z0.

Hallemos la recta interseccién, anteriormente citada, resolviendo el sistema formado por
el el planor y el haz de planos:

X—2y+z= 0 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo
X+(1+A)y—z= 1+ 2\ mediante el método de reduccion de Gauss.

Triangulemos inferiormente.
1] O .
)\ N Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
1 1+ -1]1+ Sustituyamos la 22 fila por: [23f.][1%f.]
- 1] 0 Intercambiemos las columnas 22y 32,
3+)\ -2 |1+2\

0 @ ¥ El sistema esta triangulado, se trata de un sistema compatible
11 -21 0 indeterminado uniparamétrico, nos sobra unaincégrnjiga
0 -2 3+ [1+2 la pasamos al segundo miembro como incégnita secundaria.

X%
)
o

1 2y
1+ 20 - (3+A)y

Tomemos como pivote el elementga- 2 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13£.]23f.]

TN~
o
|
N

J Triangulemos superiormente.

Xa%
)
o

La solucion del sistema es:
2x=1+2 + (1- Ny
-22=1+2 - (3+0)y
Despejemos, finalmente Mg laz, y sustituyamos kapor un parametro, por ejemplo, por
teR, tendremos:

1+ 20— (3+N)y

TN~
oN
|
N

0 1+2>\+(1—>\)yj
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gue es la ecuacion de la recta interseccién del plano que contiene a r conzl plano

Impongamos ahora la condicion de que esta recta sea paralela aHflaes decir, que
el vector de direccion de la retay el vector normal al plane=0 sean perpendiculares, o lo
gue es lo mismo, que el producto escalar de ambos vectores sea cero:

V.OA, = V*h,=0 = (% 1, %)’(0, 0 31=0=

#1025 30r=02 r=-3

Sustituyamos este valor flen la ecuacion del haz de planos que conterpai@ obtener
el plano que nos pide el problema:

X+(1+AN)y-z-1-2A=0 = x+(r Jy-z=+ 2-3= 0 =

= X-2y-z+5=0
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la  Opcion
A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.

¢) La puntuacién de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla  grifica),
pero todos los procesos conducentes a la obtencién de resultados deben
estar suficientemente justificados.

MODELO 41 DE EXAMEN
Opcion A

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Se sabe que la funcion f: R > R definida por

f(x)=x+ ax’ +bx+c
tiene un punto de derivada nula en x=1 que no es extremo relativo y que f (1) =1. Calcula a,
byc.

EJERCICIO 2. Sea f: R—>R La funcion definida por f(x) = x* - 2x+2.

(a) [0775 PUNTOS]. Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 3.

(b) [1'75 PUNTOS]. Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, la recta tangente
obtenida y el eje OY.

EJERCICIO 3. [2°5 PUNTOS]. Dadas las matrices

-1 10 -5 0 3
A= 32 o] y B=| 1-1 1|,
15 - 2 43

halla la matriz X que cumple que 4-X=(B-4"')"

x+y+z+2 =0

EJERCICIO 4. Considera el punto P(- 2, 3,0) ylarecta r = {Zx “2p+z+1=0,

(a) [1 PUNTO]. Halla la ecuacion del plano que pasa por Py contiene a la recta r.
(b) [1'5 PUNTOS]. Determina el punto de » mas proximo a P.
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Se sabe que la funciéon f: (0, 3) > R es derivable en todo

punto de su dominio, siendo
o] x-1 si 0<x<g2
S (x)_{—x+3 i 2<x<3,

y que f(1)=0. Halla la expresion analitica de f.

EJERCICIO 2. Sea f:R — R la funcion continua definida por
[ 2= si  x<a,
f(x)_{xz =5x+7 si x2a,
donde a es un niimero real.
(a) [0°5 PUNTOS]. Determina a.
(b) [2 PUNTOS]. Halla la funcién derivada de f.

1 11
EJERCICIO 3. Dada la matriz 4 Z[mz 1 ﬂ, se pide:

m 0
(a) [1 PUNTO]. Determina los valores de m para los que la matriz 4 tiene inversa.
(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula, si es posible, la matriz inversa de 4 para m = 2.

EJERCICIO 4. Considera una recta r y un plano @ cuyas ecuaciones son, respectivamente,
xX=t x=a
y=t; (UOR) y=a; (a,BOR).
z=0 z=f

(a) [125 PUNTOS]. Estudia la posicion relativa de la recta y el plano m.

(b) [1'25 PUNTOS]. Dados los puntos B (4,4,4) y C (0, 0, 0), halla un punto 4 en la recta
r de manera que el triangulo formado por los puntos 4, By C sea rectangulo en B.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Si la funcién f'tiene un punto de derivada nula en x =1 y no es extremo relativo es que se
trata de un punto de inflexion de tangencia horizontal. Por tanto se verificara:
f)=x+ax’ +bx+c = f(x)=3X+2ax+b = [f'(1)=3-I"+2a'l+b =
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f(x)=3x+2ax+b = f'(x)=6x+2a = [f'(1)=6-1+2a = 0=6+2a = a=-3.
Sustituyendo este valor de a en la expresion [1, tendremos:

0=3+2a+tb = 0=3+2(-3)tb = b=3.

Por ultimo, impongamos la condiciéon de que f(1)=1:

fx)=x+ax’* +bx+c = f()=1+(-3)1*+3:-1+¢c = 1=1-3+3+c = c¢=0.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion en un punto x, es:
Y= Yo =S (%) (x - xo)
Si =3 = y,=flx)=/(3)=3"-23+2=5
Por otro lado:
fx)=x-2x+2 = f'(x)=2x-2 = [f'(3)=23-2=4
Luego la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa 3, sera:
V- n=f ) (X-x) = y-5=4@-3) =  y=dx-7

(b) Dibujemos en primer lugar la parabola: y=x*- 2x +2.

abscisa del vértice = il :2 =1 ; ordenada del vértice=1?- 2:1+2=1

2a 2
Luego el vértice es el punto V(1, 1).

Otros puntos de interés son el (0, 2) y el (3, 5).
La grafica de la parabola esta representada al lado.
La recta tangente, y=4x- 7, pasa por el punto (3, 5), que es el punto

de tangencia, y por los puntos de corte con los ejes (0, - 7) y (7/4, 0). La
grafica también esta situada al lado, juntamente con la de la parabola.

El recinto cuya area nos pide el ejercicio, es el que se encuentra
rayado en el grafico adjunto. Calculemos su area.

Primeramente calculamos el area encerrada por la parabola, el eje de

abscisas y las ordenadas en los puntos 0 y 3. 3

3 3 2
4= @1—2x+2%u={ﬁ——21—+1% =27_18  6-0=6
0

, 302 32

Calculemos el area encerrada por la recta tangente, el eje de abscisas y las ordenadas en los
puntos 0y 7/4. Se trata de un triangulo rectangulo de base 7/4 y altura 7:

4="327"78
Calculemos el area encerrada por la recta tangente, el eje de abscisas y las ordenadas en los

puntos 7/4 y 3. Se trata de un triangulo rectangulo de base (3 - 7/4) y altura 5:
_7
3 4) x5 25
2 "8

7
17 49
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Finalmente el area del recinto pedido sera:
49 25 _48+49-25_72
- —6+—=—-""=—__ L =T === 2
AI + Az A3 6 3 3 g 3 9 us.

También se podia haber hecho integrando la funcién diferencia de la parabola y la recta
tangente, entre cero y tres.

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Hallemos la matriz X que cumple que 4 -X=(B-4")". [1]
Veamos primero si la matriz 4 admite inversa. Tendra inversa si el determinante asociado
a dicha matriz es distinto de cero:

-1 1 0
|4]=| 3 -2 0|=-2+0+0-0-0+3=1%£0
1 5 -1

luego admite inversa.
En consecuencia, en la expresion [1], podemos multiplicar a la izquierda por la inversa de
A, A7,

A-X=(B-A4") = A'"4-X=4"(B-4")
por la propiedad asociativa:

A'4-X=4"(B-4A)Y = Ad'-A)-X=4"B-4")

I X=A"(B-4") - X=A4"-(B-A")

por la propiedad que dice: “La traspuesta de un producto de dos matrices es igual al

producto de las traspuestas en orden inverso”, tendremos:

X=4"-(4")"B'

como la traspuesta de la traspuesta de una matriz es la propia matriz:
X=4"'-4B'

por la propiedad asociativa:
X=(""A)B' = X=I1-B'= X=B

es decir:

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) En primer lugar, expresamos la ecuacion de la recta  en forma paramétrica, para ello,

resolveremos el sistema formado por las ecuaciones de los planos que determinan a la recta:

rE{ x+y+z+2 =0 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo
2x=2y+z+1=0 mediante el método de reduccion de Gauss.

1 1 11=2 Triangulemos inferiormente.

(2 -2 1 ‘ _J Tomemos como pivote el elemento a;, = 1 # 0.

Sustituyamos la 2° fila por: [2*f.] - 2-[1*]
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((1) i } ‘ _32 ) Intercambiemos entre si las columnas de las y con las de las z

x) @ O _ o , L
(1 1 1 —2) El sistema esta triangulizado. Nos sobra una incognita, la y que
0 -1 —-4|3 la pasamos al segundo miembro como incégnita secundaria.

(i‘) (lz ) e Triangulemos superiormente.
(0 1|3+ 4;)) Tomemos como pivote el elemento a,, =-1 # 0.

Sustituyamos la 1* fila por: [1°f.] + [2°f.]

(x) (2)
(1 0| 1+3 y) El sistema esta diagonalizado. La solucion del sistema es:

0 -1]3+4y x=1+3y ; z=-3-4y.

Terminemos de despejar las incognitas x y z, y sustituyamos la incégnita secundaria, y,

por un parametro, por ejemplo, por a € R:

—_
+
(98]
Q

r=

N ®
I n
1 Q
W
|
N
Q

Un punto Q de la recta r sera el O(1, 0, - 3). Los puntos P(- 2, 3, 0) y Q determinan un
vector PO de coordenadas
PO=(1,0,-3)-(-2,3,0)=(3,-3,-3)
La ecuacion del plano que pasa por P y contiene a la recta r, serd el que pasando por Q
tiene como vectores de direccion el de la recta 7y el PO .

x =1+3a+3B
m=qy=a-33
z = -3-4a-3B

(a) Llamemos H al punto de » mas proximo a P. El punto H al ser, en
principio, un punto genérico de r, tendra de coordenadas:
H (1430, a, - 3- 40)

Se verificard que el vector PH serd perpendicular al vector de

direccion (3, 1, - 4) de la recta r, y por tanto el producto escalar de ambos

sera cero:
PH=(1+3a, a, -3-40)-(-2, 3, 0)=(3+3a, a -3, —3-4a)
PHOu, = PH-uw,=0 = (3+3a, a-3,-3-40)*(3, 1, -4)=0 =
18

9+%a+a-3+12+160=0 = 260+18=0 = G:—% = O(:—ﬁ

luego el punto H de » mas proximo a P es:

;9) 9 _a_ (;9)) H( _27 _9 _ ﬁj _14 9 _i)
H(1+3(13’13’ S w) = A3 73t n) B 3 13 13
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Como la funcién f es derivable en todo su dominio (0, 3), y teniendo en cuenta que la
derivabilidad implica continuidad, podemos concluir que dicha funcién es continua también
en su dominio.

Integrando f"'(x), obtendremos una primera aproximacion de f.
2

. I(x—l)dx si 0<x<2 | Sxta s 0<xs2
e [x+3ax i 2<x<y 0" -x2_2+3x+b S 2<x<3
Teniendo en cuenta que f(1) =0:

L R R S T

Como f'es continua en (0, 3) lo serd en x=2. Para que una funcion sea continua en un punto,
los limites laterales deben coincidir y ademads coincidir también con el valor de la funcién en

dicho punto. Veamoslo.
2

- X 4 5011
x]ll?—f(x)'x]l?—[z “2)'2 2t373
= lim f(x)= lim f(x)=f(2)
x-2" x-2%
lim f(x)= 1im(—x—+3x+bj:-ﬁ+6+b:4+b = | 7
x-27 x=2% 2 2 —=4+h =» b=-=
v>2 2 2
4 5,11
J@=3725%3
luego la funcion f'sera: R
%—x+% si 0<x<2
f(x)= 2

7 .
- _4+3x—-L <x<
) 3x 7 si 2<x<3

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Descompongamos el trozo de funcién valor absoluto de la funcion f en dos trozos,
aplicando el concepto de funcion valor absoluto:

. 2-x si x<a y 2-x20
2 - x| st x<a .
f(X):{le—lewﬂ si x2a J(x)=) ;@-x st x<ay 2-x<0
= X*-5x+7 si x2a
2-x si x<a y x<2
= f(x)= x=2 si x<a y x>2

x2=5x+7 si x2a
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Para resolver el sistema de inecuaciones de los dominios supongamos, en primer lugar, que

a <2, en cuyo caso tendremos: x<a
- Para el primero de los dominios: x<a y x <2, x<2
la solucion es, x <a. - -
> a 2

- Para el segundo de los dominios: x<a y x>2,
no es posible encontrar ninguna solucion.
Por lo tanto, para este caso, la funcion f'seria:

2-x si x<a
f(x)_{x2—5x+7 si x=2a

Como es continua en R, lo serd en el punto ¢ que es donde Uinicamente puede haber
problemas, ya que cada uno de los trozos son funciones polindmicas que son continuas en todo
R. Para que sea continua en a, se ha de verificar que los limites laterales en dicho punto deben

coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcion en ese punto.

Ylir[rll, f(x)= Jﬁ?—(z_ x)=2-a lim f(x)= lim f(x)= f(a) =
‘<a .r-z.a _X—vll ) ~
lim f(x)= lim+(x2—5x+7):a2-5a+7 »{a -Sat7=2-a 5 a -4a+5=0
x-a xoa _4+J16-20 _ 414
a_ =
2 2

f(a)=a*-5a+7

No existe ningtin valor real de a, por lo que el supuesto de @ < 2 no es posible.

<
Supongamos ahora que a > 2, en cuyo caso tendremos: x<2 °
X<a
- Para el primero de los dominios: x<a y x <2, '2 él
la solucion es, x < 2.
S x>2
- Para el segundo de los dominios: x<a y x>2,
xXx<a
<7 - =~ "5
la solucion es, 2 <x <a.
1 1
2 a

Por lo tanto, para este segundo caso, la funcion f'seria:
2-x si x<2
f(x)=9x-2 si 2<x<a
x?=5x+7 si x=2a

Como es continua en R, lo serd en el punto a que es donde unicamente puede haber
problemas, ya que cada uno de los trozos son funciones polindmicas que son continuas en todo
R. En el punto 2, evidentemente, es continua la funcion. Para que sea continua en a, se ha de
verificar que los limites laterales en dicho punto deben coincidir y ademas coincidir también

con el valor de la funcion en ese punto.
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xlirzl_f(x)=xligz(x-2)=a-2 lim f(x)= lim f(x)= f(a) =
c<a x;a _Xﬂa 5 _
lim f(x)= lim(x?-5x+7)=a?-5a+7 (= (¢ "3a*75a"2 =5 a"~6a+t9=0
xoa o _6£+/36-36_6£0 _ ;
a_—___

f(a)=a*-5a+7 2 2

La funcion f* sera continua en R para el valor de a = 3.

Por altimo, consideremos el caso de a = 2.

- Para el primero de los dominios: x<a y x <2, oloqueeslomismo, x<2 y x<2,
la solucion es, x <2.

- Para el segundo de los dominios: x<a y x>2,0loqueeslomismo, x<2 y x>2,
no es posible encontrar ninguna solucion.

Por lo tanto, para este caso, la funcion f'seria:
2-x si x<2
S(x)= {

x?=5x+7 si x22
Como es continua en R, lo sera en el punto 2 que es donde unicamente puede haber
problemas, ya que cada uno de los trozos son funciones polindémicas que son continuas en todo
R. Para que sea continua en 2, se ha de verificar que los limites laterales en dicho punto deben

coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto.

lim f(x)= lim (2- x)=2-2=0
x-2" x-27

s lim f(x)= lim f(x)=f(2) =
lim f(x)= lim (x*-5x+7)=4-10+7=13= 1" "
xo2F x-2% 07:1

x>2
f(2)=2%-10+7=1
Por lo tanto, este tltimo supuesto de @ = 2, no es posible.

En definitiva, el tnico valor para el que la funcion f'es continua en R, es para el de a=3.

(b) Como la funcién f es continua en R, podra ser derivable en R. Veamoslo, sustituyamos

el valor de a por 3, tendremos: 21—y si x<2

f(x)=9x-2 si 2<x<3
x*=5x+7 si x23

Estudiemos la derivabilidad.

Una funcion sera derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad, en este
caso no hay problemas al ser continua.

- Para valores de x < 2, la funcioén f es polinémica y las funciones polinémicas son
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- Para valores de 2<x<3, la funcién f'es polindmica y las funciones polindmicas son deri-
vables en todo R, luego f* sera derivable para todos los valores 2 <x <3, siendo la derivada 1.
- Para valores de x > 3, la funcion f'es polindmica y las funciones polindmicas son deriva-
bles en todo R, luego /" sera derivable para todos los valores x > 3, siendo la derivada 2x- 5.
Una primera aproximacion de la funcion derivada, donde ya sabemos que es derivable es
-1 si x<2
f'(x)= 1 si 2<x<3
2x=5 si 3<x
El problema estd inicialmente en los puntos 2 y 3. Sera derivable en el punto 2, si las
derivadas laterales coinciden ya que es continua en dicho punto.
f'27)=lim f'(x)= lim (-1)=-1
x-27 x-27
x<2
f@2hH= lim+f’(x): 1im+1: 1
x=2 x-2
x>2
podemos observar que: —1#1 = f'2Q)Zf "(2%), es decir, que las derivadas laterales no
coinciden, por tanto la funcion no sera derivable en el punto 2.
Veamos si es derivable en el punto 3, lo sera si las derivadas laterales coinciden ya que es
continua en dicho punto.
f'3H)-= lirgl_f'(x): lim 1=1
X

x-37
x<3

JHEDE lin31+f'(x): 1in31+ (2x-5)=6-5=1
x>3
podemos observar que: 1=1 = f'(37)=f"(3"), es decir, que las derivadas laterales
coinciden, por tanto la funcién sera derivable en el punto 3.
En definitiva, la funcién derivada de f* sera, finalmente:
-1 si x<2
f'(x)=41 1 si 2<x<3
2x=5 si 3<x

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Para determinar los valores de m para los que la matriz 4 tenga inversa, lo haremos
mediante el método de Ga2uss, que consiste en poner a la derecha de la matriz 4, la matriz
unidad e intentar que aparezca, mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la

matriz unidad a la izquierda, la parte que quede a la derecha es la matriz inversa, A™".

1 I 1|1 0 0 Triangulemos inferiormente.
m> 1 10 1 0 Tomemos como pivote el elemento a;;, =1 # 0.
m 0 110 0 1 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f.] - m?- [1°f]

Sustituyamos la 3 fila por: [3*f.] - m - [1°f]
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1 1 1 1 0 0

0 1-m* 1-m’|-m" 1 0 Sustituyamos la 2° fila por: [2°£] - m - [3°f]

0 -m I-m | -m 0 1

1 1 1 1 0 0 )

0 1 1=m!| o 1 -m Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.

Sustituyamos la 3* fila por: [3*f.] + m - [2°f]

0O -m 1-m|-m 0 1

1 1 1 1 0 0 Hemos triangulado inferiormente y en la parte de

01 1-m| O 1 -m la izquierda todos los elementos de la diagonal
2

2 o .
0 0 1I-m"|-m m 1-m principal son distintos de cero salvo el a,, que

puede serlo 0 no. Veamos los diferentes casos que pueden presentarse:

*Siay=0 = 1-m’=0 = m=1 y m=-1 - Paraestos dos valores de m la
matriz 4 no tendria inversa porque obtendriamos toda una fila de ceros, es decir, el rango de la
matriz A seria 2.

*Siaz#20 = 1-m#0 = m=#1 y m=#-1 = Paratodos los valores de m,

distintos de 1 y - 1, la matriz 4 tendria inversa porque el rango de la matriz 4 seria 3.

(b) Sustituyamos en la ultima matriz del apartado anterior, el valor de m por 2, valor para
el que si sabemos que tendra inversa la matriz 4:
1 1 1 1 0 0
0 1 1-2 0 1 -2
0 0 1-2°| -2 2 1-22

Simplifiquemos la 2* y 3*fila efectuando las operaciones
indicadas.

Triangulemos superiormente.

1 1 L1 0 Tomemos como pivote el elemento a;; =- 3 # 0.

0 1 11 0 1 -2 Sustituyamos la 2* fila por: 3 - [2*f.] - [3“f.]

o 0 -3|-2 2 -3 Sustituyamos la 3* fila por: 3 - [1*f.] + [3f.]

3 3 0 1 2 3 Tomemos como pivote el elemento a,, =3 # 0.

0 3 0 2 1 -3 Sustituyamos la 1* fila por: [1°f.] - [2°f]

0 0 -3 |2 2 -3

3.0 0 -1 1 0 Simplifiquemos la 1* fila por 3

0 3 0 2 1 =3 Simplifiquemos la 2* fila por 3

0 0 -3 - -3 Simplifiquemos la 3* fila por - 3

1 0 0|-1/3 1/3 0 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz
0 1 0| 2/3 1/3 -1 unidad, siendo la matriz inversa la matriz que queda
0 0 1] 2/3 =2/3 1 a la derecha, es decir:

-1/3 1/3 0
Al=| 2/3 1/3 -1
2/3  =2/3 1
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Para estudiar la posicion relativa de la recta » y el plano =, localizaremos los puntos

de coordenadas (x, y, z) comunes a ambos. Para ello identificamos las coordenadas respectivas:
x=t x=a r=a t—a=0
y=t (tOR) ; y=a; (a,BOR) = t=a; = t—-a=0
z=0 z=f 0= -B=0

1-a=0 Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo mediante el
t-a=0 . .

B=0 método de reduccion de Gauss.

1 -1 0]0 Triangulemos inferiormente.

1 -1 01]0 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

0 0 110 Sustituyamos la 2* fila por: [2°f.] - [1f.]

1 -1 0]0

0 0 01l0 La segunda ecuacion es trivial, la suprimimos.

0 0 10

1 -1 0/0 . .

Intercambiemos entre si la segunda y tercera columna.

0O 0 1(0
® B (@ El sistema esta triangulado, nos quedan dos ecuaciones y tres
((1) (1) _01 g) incognitas y como es un sistema homogéneo, se trata de un sistema

compatible indeterminado uniparamétrico, la solucion es pues toda una
la recta esta contenida en el plano.
0,00 C

(b) Elijamos un punto genérico de la recta r, por ejemplo,

el punto 4 de coordenadas (z, ¢, 0). [1] (4448
Se verificara, al ser rectangulo en B, que B4 0 BC,lo que

implica que el producto escalar de ambos vectores sera cero:
BA=(t,1,0)—(4, 4, ) =(t—-4, t—-4, —-4)
BC=(0,0,0)—(4, 4, 4)=(—4, -4, —-4)
BA*BC=0 = (t—-4, t—-4, -4)+(-4, -4, -4)=0 =
—4t+16-4t+16+16=0 = -8r=-48 = =6

Sustituyendo este valor de 7= 6 en [1] tendremos que las coordenadas del punto 4 que
nos pide el problema seran: 4 (6, 6, 0).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 42 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Seala funcion:fR — R definida por

2 -
X“+3 si x<],
f(x)= .
(x) { 2-x* si x>1
() [1°25 PUNTOS]. Calcula, si es posible, las derivadas lateralésedex = 1.
(b) [1"25 PUNTOS]. Halla los intervalaie crecimiento y de decrecimiento de la funcion

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Determina el valor positivo figara el que el area del
recinto limitado por la parabolg=x* y la recta yAx es 1.

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones:
X+my-z=-2+2m
mx— y+4z=5+2z
6x-10y-z=-1
(@) [1'5 PUNTOS]. Discute las soluciones del sistema segun los valores de m.
(b) [1 PUNTOQO]. Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.

EJERCICIO 4. Se sabe que el plarid corta a los semiejes positivos de coordenadas en los
puntosA, B y C, siendo las longitudes de los segmeidsOB yOC de 4 unidades, dond

es el origen de coordenadas.

(@) [0"75 PUNTOS]. Halla la ecuacion del plaiio

(b) [0°75 PUNTOS]. Calcula el area del triangiBC.

(c) [1 PUNTO]. Obtén un plano paralelo al pladoque diste 4 unidades del origen de
coordenadas.
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Opcién B

EJERCICIO 1. Sea fR— R la funcion definida porf (x )=f/?.

(@) [0°5 PUNTOS]. Calcula la recta tangente a la gréaficé @ el punto de abscisa= 1.
(b) [0°5 PUNTOS]. Esboza el recinto limitado por la grafich géa recta tangente obtenida.
(c) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

2X% +2

EJERCICIO 2. Considera la funcior definida parax = - 2 por f(x)= SECRE

(&) [1"25 PUNTOS]. Halla las asintotas de la grafic& de
(b) [1725 PUNTOS]. Estudia la posicion relativa de la graficd despecto de sus asintotas.

EJERCICIO 3. Considera la matriz

M(x)=

ooN
or o
~ X o

dondex es un nimero real.

(a) [1725 PUNTOS]. ¢Para qué valorexaiste (M(x))* ? Para los valores debtenidos,
calcula la matriz f1(x))™ .

(b) [1"25 PUNTOS]. Resuelve, si es posible, la ecuachd(8) - M(x) = M(5).

EJERCICIO 4. [2°’5 PUNTOS]. Halla la perpendicular comun a las rectas

x=1+a X=B
r=yy=d y s= y=2+2
z= —d z=0.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Determinemos primeramente los puntos donde la fufi@dncontinua, ya que en
aquellos puntos donde no sea continua no podra ser derivable.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- Para valores de < 1, la funcidrf es una funcion polinémica y las funciones polinomicas
son continuas en tod®, luegof sera continua para todos los valores: 1.
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- Para valores dg > 1, la funciorf es una funcién polinémica y las funciones polinémicas
son continuas en todd, luegof sera continua para todos los valores 1.

- El problema esta en el punto 1, donde hay un cambio en el comportamiento de la funcién,
estudiemos la continuidad en dicho punto.

Para que la funciéhsea continua en el punto 1, los limites laterales deben coincidir y
ademas coincidir también con el valor de la funcién en el punto 1.

lim f(x)= lim (x®+3)=1+ 3= 4
x-1" X-1"
x<t lim f(x)# lim f(x) =
lim f(x)=lim (2- x2)=2-1=1{» *-1 X1
X1 X1 4% 1

x>1

f(1)=1+3= 4

Como los limites laterales no coinciden entre si, aunque el limite por la izquierda coincida
con el valor dé(1), la funcién no sera continua en el punto 1.

Por tantd sera continua en todmenos en el punto 1.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcion sera derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad

- Para valores de< 1, la funciorf es una funcién polinémica y las funciones polindmicas
son derivables en todt luegof sera derivable para todos los valoxes1, siendo la derivada
2X.

- Para valores dg > 1, la funciorf es una funcién polinémica y las funciones polinémicas
son derivables en todt luegof sera derivable para todos los valoxes1, siendo la derivada
- 2%

Una primera aproximacién de la funcién derivada, donde ya sabemos que es derivable es

£1(x) 2x si x<1
X)=
-2X si x>1

- El problema esté inicialmente en el punto 1. Pero no sera derivable en el punto 1 porque
no es continua en él, luego la funcién derivada anterior es definitivamente la funcién derivada.
Las derivadas laterales en el punto 1 sbi(1')=2x1=2 ; f'(1)=- 2 E- 2es
decir, las derivadas laterales aunque existen no coinciden.

(b) Para obtener los intervalos de monotonia debemos calcular previamente los puntos
donde la funcién no es continua, no es derivable y aquellos otros en los que la derivada se
anule.

El punto 1, segln el apartado anterior, es el Unico punto donde la funcién ni es continua
ni derivable.

Veamos ahora los puntos donde la primera derivada se &), O.

2x=0 = x=0 ; -2x=0 = x=0

Con los dos puntos, 0 y 1, los ordenamos y construimos los tres posibles intervalos de

monotonia, {, 0), (0, 1) y (1, #).
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Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejerhpl5 y 2
respectivamente en la funcion primera derivada y segin nos salga mayor 0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcion sera creciente o decreciente;

x=-1 = f'(-D=2(-1=-22< 0 = decreciente en,0 )
x=05 = f'(0.5=2x(09=1 0 = crecienteen (0 )
x=2 = f(=-2«2=-4&0 = decrecienteen (o )

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Construyamos la funcién diferencia de la recta y la parabola: =g&) x°.
Calculemos los puntos en que esta funcion diferencia corta al eje de abscisas, para ello
resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta y la parabola.
Y] =X =0 = - =0 = 7O
= MX-Xx"=0 = -X¥=0 =
y=x A-x=0 = Xx=A
Calculemos ahora el area encerrada por esta funcién diferencia enitrg 8lyeje de
abscisas, teniendo en cuenta que el ejercicio nos dide>0e
A 2 37} 3 3 3
; AX® X A A A
Area =_[ A=x?)dx=| 2o--2- | =2 -2 0=
0 ( ) 2 3 o 2 3 6
Por otro lado sabemos que este area debe valer 1, luego
3
%:1 ~ A=6 > A=T8

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Para discutir el sistema que se nos da debemos preparar antes dicho sistema, o sea:

X+my- z=-2+2m X+my- 22 my -2 X— my- z=-2
mx— y+4z=5+2z = mx- y+t4z2z 5 = mx- y+2z= 5
6x—-10y—z=-1 6x—-10y—z=-1 6x—-10y- z=-1

Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo mediante el método de reduccion

de Gauss.
1 -m -1|-2 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemente=al = 0.
‘I } Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - m - [13f.]
Sustituyamos la 32 fila por:  [32f.] - 6 - [13f]

-m -1 -2
m’ -1 2+m|5+ 2m] Intercambiemos entre si las filas 22 y 32,
em-10 5 11

OOPFr OO0

-m -1 -2
6m-10 5 11’J Intercambiemos entre si las columnas 22y 32,
m’ -1 2+m|5+2
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x) @ V)

1 -1 —-m -2 Tomemos como pivote el elementg=a5 #0.

0 5 6&m-10 11 Sustituyamos la 32 fila por: 5 - [32f.] - (2+nj2%.]

0 2+m nf-1|5+2

(x) (2) &) La matriz esta triangulada inferiormente. Todos los
1 -1 -m =2 ) eementos de la diagonal principal son distintos de cero,
0 5 6m-10 11 | salvo el & que puede serlo. Estudiemos los casos que
0 0 -m*-2m+153-

pualen presentarse.
2+/4+60_2+8_[-5
-2 =2 ‘{ 3
* Si m =-5, ladltima ecuacién seria 0=3%5) = 0=8, se trata de una
ecuacion absurda, por lo que el sistema es un sistema incompatible, no tiene solucion.
** Sim =3, laudltimaecuacion seria 0=3 = 0=0, se trata de una ecuacion
trivial, la eliminamos y nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, es decir, un
sistema compatible indeterminado uniparamétrico.
*Sia;#0 = m=#3 y m#-5 = paracualquier valor de distinto de 3y
de- 5, todos los elementos de la diagonal principal son distintos de cero, tendriamos un sistema
de tres ecuaciones con tres incognitas, el sistema es un sistema compatible determinado, con
solucion Unica.

*Sjia,=0 - -mf-2m+15=0 — m=

=

(b) Resolvamos el sistema pana=3 que es cuando es un sistema compatible indeter-
minado uniparamétrico. Sustituyamos este valor en el sistema triangulado anterior, y
eliminemos directamente la Gltima ecuacion por ser trivial, tendremos:

x) (2 &)
1 -1 -m -2 x @ O Nos sobra una incégnita, ya
0 5 6m- 10 11 = (1 -1 _3‘ Ii) gue la pasamos al 2° miembro

0 0 -m?-2m+1583- 0 5 8 como incognita no principal o

secundaria.

x) (2 o .

1 -1 -2+3y riangulemos superiormente.
(0 5| 11- 8y) Tomemos como pivote el elementg & 5 # 0.

Sustituyamos la 12 fila por: 5 - [13ff [23f.]

(x) (2@
(5 0| 1+7y j El sistema estéa diagonalizado. La solucion del sistema es:

0 5|11-8y 5x=1+7y & =11- 8y.

Terminemos de despejar las incégnitas y sustituyamos la incégnita secungapay la
un parametro, por ejemplo, por

1.7
x=1+1y x=g+gt
i L
=% -5y z=11_8,

55
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) El plandT al cortar a los ejes coordenados en los pukitBsy C, estando éstos a una
distancia de 4 unidades del origen, significa que las coordenadas de los puidd,9n0),
B(0,4,0) y O,0,4).

Para calcular la ecuacién del pldhmecesitamos saber un punto, por ejempld, gldos
vectores de direccién, por ejempfBy AC, de coordenadas:

AB=(0,4,0-(400=(-449) ; AC=(0,0,9-(4,0,0=(-40Q %

La ecuacién del pland en forma paramétrica es:

X 4-40 -4
M=y
z

4a
43
(b) El area del triangulo AB&Eréa:
1

- A _, _
Area ABC=3| ABx AQ=1(-4,4,0)x(-4 0 4=

_1(40 |-4 0 |-4 4
2 ’ 1

_1 _1l o= _16 &_
0 al -2 al -4 OD‘—Z|(16,1616|—2 16 +162+162_2J§_8J73u2.

(c) Expresemos el plarid en forma general, para ello eliminaremos los parametyos
B de las ecuaciones paramétricas.

X=4-40 - . . -
N=!y=4a B Preparemos el sistema considerando los parametros como
z=48 incognitas y las incognitas como término independiente.
4a +4B=4-x . . ,
40 =y Expresemos el sistema en forma matricial y resolvdmoslo
4=z mediante el método de reduccion de Gauss.
4 4|4-x Triangulemos inferiormente.
4 0| vy Tomemos como pivote el elementg & 4 = 0.
0 4 2 Sustituyamos la 22 fila por:  [23f.] - [18f]
g _44 f_ f4 Tomemos como pivote el elementga-4 = 0.
Xty Sustituyamos la 32 fila por:  [33.] + [23f]
0O 4 z
4 4 4-x El sistema esta triangulado, como tiene que ser compatible la
0 -4 x+y-4 dltima ecuacion debe ser trivial, es decirt y +z- 4 =0, que
0 O|x+y+z-4

es la ecuacién general del plario
Un plano paralelo al pland, tendra de ecuacion generad+y +z +D = 0. Como la
distancia de este plano al origen de coordenadas (0, 0, 0) es 4, tendremos:

0+0+0+D D
TP =4 > —=+4 = D=4J3 : D=-4/3
N V3

Hemos obtenido dos posibles planos+ y+ z+4+/3=0 ; x+y+z-4J/3=0Q
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Calculemos la ecuacion de la recta tangente a la gréafi€aemeel punto de
abscisa=1.
La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de una fui¢igren un punt, es:
Y= Yo = /(%) (%= %)
Calculemos el valor de la derivada de la funcion en el punto 1.
1 -2 1
2

: 1
33x?

f(x)=dx = f(X)=xX = f'(x)=§>? = (3=

Calculemos ahora la ordenada en el punto 1:
%=1 = y,=f(1)=J1=1

La ecuacion de la recta tangente en el punto (1, 1) es:
y—lzl(x—l) = y:1x+g
3 3 3

= f '(1)=%

(b) Representemos la funciéin
1.- El dominio def esR.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas.

Siy=0 = x0 = (0,0

Que sera también el punto de corte con el eje de ordenadas.
3.- Simetria.

{DXDR = -x0OR

f(-x)=J—x=-Ix=-f( X
La gréfica es simétrica respecto del origen de coordenadas
4.- Es continua en todo su dominio.

' 1 o .
5.- Lafuncién derivada e§'(X)= ﬁ , lo que implica que no es derivable en el purth
X

6.- Facilmente puede comprobarse que es creciente en su dominio, ya guegelnaismo,
f "(x) es positiva, salvo en el punto cero que presenta una tangente vertical.
7.- Concavida(i. L2 , = X
i — r — 3 r - 3 -
f (x)—3\3/7 = f (x)—gx = f (X)‘E x3 —9 \3/;
Solo hay dos intervalos de concavidad, teniendo en cuenta que so6lo hay un valor donde la
funcion no es derivable, ¢, 0) y (0,«).
Six<0 = f'(x)>0 = en «x, 0)laconcavidad es hacia kapositivas.
Six>0 = f'x)<0 = en (0,) laconcavidad es hacia lpsegativas.
Luego en el punto (0, 0) hay un punto de inflexién de tangencia vertical.
8.- No hay asintotas.
9.- La gréfica es la situada a continuacion.
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A Vamos ahora a representar la gréafica
r de la recta tangentef&n el punto de
T2 abscisax = 1.

" — > Como nos piden que esbocemos el
r recinto que delimitaf y la recta tan-
"""""""" -2 gente, deberemos calcular los puntos
r en los que ambas gréaficas se cortan.

Resolvamos el sistema siguiente:

y = Jx 1,2 1. 2)° 3
1 2t=  Zx+s=dx = (— x+—j :(f‘/ x) =
y=2x+ 3%73 3%73

(%XT*(%T”( j(j”( j(‘j =X = g agr R g a0 =

x34+8+6xX°+12x—27x= 0 => X+ 6¢—- 15¢ 8 0=
1 6 -15 8

—7+.J49+ 32_ -7+ 9:{ 1

R 2 _q— — —
1 7 8 0 X“+7Xx-8=0 = X > >

La gréfica def y la de la recta
tangente es la situada al lado.

\

El recinto limitado por ambas
gréficas, finalmente, es el siguiente

(c) El area del recinto anterior se obtendra hallando la funcién diferencia de la recta y la
def e integrandola entre8 y 1:

4
1 2 3 4
prea = | [ Ex+2- x| dx=| 1X2 424 X" | 21,2 3164 _16_31 g3 |_
Area‘.[_s[sx+3 ﬁjdx 32374 T6'3 4 (6 34l 8)]
3
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1_

15 == 5-+12=

12 12 "~ 4

_2+8-9 [64 32 34( 8 j

32" -63+144_27 .
T 12 6 4

16,
3

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Asintotas verticales.
Para que la funcion presente asintotas verticales se ha de verificar que exista algun

valor "a" tal que se satisfagaim f(x) = *oo
X—-a

Al tratarse de una funcidn racional, los posibles valores de “a” hay que buscarlos entre los
que anulan al denominador, en nuestro caso, ese valor puedeZeCeimprobémoslo.
lim 2x2 +2_2( 2)? +2_10_ oo
x——2 X+2 —2+2 0
Luego hay una asintota vertical=x2.
- Asintotas horizontales.
Habra asintota horizontal si se cumple quem f(x)=b OR

. , e X — *oo
Calculemos dichos limites.
22 +2_ : L 2XP+2_

xILrQoo f(X):xll_,njoo X+2 , xll_,rr—]oo f(X):xll_,n]oo X+2
No hay asintota horizontal, pero existe la posibilidad de asintota oblicua:
2x2+2 )
m= lim 1092 jim X*+2 _ i, 242 _ i 2X°42_
X0 X X — o0 X xﬁ+ooX( +2) xﬂ+ooX2+2X
2x2 +2 o 22+ 2- 2% - 4 2=4x_ _
n= I|m (f(x) m>§— Ilrrjm( <52 ZXJ—XILn;\oo ) _Xllmw 2 4
Luego hay una asintota oblicua paca +«, y=2x- 4.

(b) Estudiemos la posicién de la gréfica de la fun€id@specto de la asintota vertical.

_2x%+2 2(-2)%+2 10
lim = = —z= -

xe-2- Xt2 o -27+2 O La funcion f (x) tiende a -~ cuando x se
X<-2 . . od-
2 2 22+ 2 10 = acerca a 2 por laizquierda, y a o+ cuando lo
lim = ==+t hace por la derecha.

o2t X¥2 T 2'42 T 0"

x>=2

Analicemos ahora la posicién respecto de la asintota oblicua.
* Para valores dg muy grandes, por ejemp= 1000 =

_2:1006+ 2.
(1000) =£%55555-4= 1996 009980
y  =2x1000- 4 1996 = f(1000) >Yasintota

asintota
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luego la gréfica dd, parax - +«, va por encima de la asintota oblicua.
* Para valores dg muy pequefios, por ejemploz=- 1000 =

_2(-1000° +2_
1(-1000) ==7o00r 2 = 72004010020 _ £ (. 1000) < ysqinota
y =2(-1000- 4 - 2004

asintota
luego la gréfica dd, parax- - «, va por debajo de la asintota oblicua.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) La matrizM(x) tendra inversa si la matriz triangulada inferior correspondiente tiene
todos los elementos de la diagonal principal distintos de cero, como resulta que ya lo esta, al
observar los elementos de dicha diagonal comprobamos que todos son distintos de cero, ya que

el tnico que podria no serlo seriagl es decir, el’2 pero resulta que Bunca puede ser cero.
En definitiva, la matrizM(x) admitira inversa para cualquier valonde

Para determinar la matriz inversaMg), para cualquier valor delo haremos mediante
el método de Gauss, que consiste en poner a la derecha de laidtria matriz unidad e

intentar que aparezca, mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la matriz

unidad a la izquierda, la parte que quede a la derecha es la matriz inM&sR.". (

2 0 01 0 O Triangulemos superiormente.
0 1 x{0 1 o©0 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
0 0O 10 0 1 Sustituyamos la 22 fila por: [2%f] x - [3%.]
2% 0O 01 O 0
0 1 00 1 -Xx| Dividamos la 12 fila por 2
0 0 110 O 1
1 0 oL o o
o 1 o % 1 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad,
X1 siendo la matriz inversa la matriz gue queda a la derecha, es

0O 0O 1] 0 0 1| decir:

2 0 0

-1
(M) = 0 1 —x [1]
0 0 1

(b) Resolvamos la ecuacidd(3) - M(x) =M(5).
Multipliguemos a la izquierda por la inversa de M(3), (M{3))
(M@))* - M(3) -M(x) = M(3)) * - M(5)
Por la propiedad asociativa:
(M@B))* M(3)) - M(x) = M(3)) * - M(5)
Por la existencia de elemento neutro:

- M) =M@B)*-M(B) = M(x) =M@3)" M(@5)
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Sustituyamos 3 en [1] y 5 en la matvigx):
22 0 O 2> 00 22 0 0
MX)=f 0 1 -3x 0 1 5= 0 1 2
0O 0 1 0O O 0O O

podemos observar que el resultado coincideM(®), es decirx = 2.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(@) SearAyB puntos genéricos dg s, respectivamente, impongamos la condicion de
gue el vectorAB, gue determinan ambos puntos sea perpendicular a lasyrectamr tanto
a sus respectivos vectores de direccion.

Elijamos dichos puntos genéricds= (1+a, 0, -0 ) dery B= (B, 2+ 23, 0) des.
Construimos el vectohB que determinan ambos puntos:
AB=(B, 2+28, 0-(*a,a,-a)=(B-1-a, 2+B-a, a)
y le imponemos la condicion de que sea perpendicular a cada uno de los vectores de direccion
de las rectas, lo que implica que el respectivo producto escalar sea cero:

AB-Q:O N (B-l—(], 2+ B-a, g)o(l 1 _i: 0}
AB+V_=0 (B-1-a, 2+B-a, a)+(1 2 9= 0

B-1-a+2+ P-a-a=0 -+ P=-1
B-1-a+4+ B- A= o} ~ —3a+5[3:—3}
Resolvamos el sistema anterior de dos ecuaciones con dos incagpitasyediante el
método de reduccion de Gauss, para lo cual expresamos el sistema en forma matricial.
(_3 3‘ _1J Triangulemos inferiormente.

-3 5| -3 Tomemos como pivote el elementg=a-3 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - [18f]
[—3 3‘ —1] Triangulemos superiormente.
0 2|-2 Tomemos como pivote el elementg a 2 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f.] - 3 - [23f.]
[ -6 0 4} La matriz esta diagonalizada. La solucién del sistema es
0 2]-2 a=-213 ; B=-1.
El puntoB tiene de coordenadﬁ::(B, 2+ 28, 0)=(-l 2+ 2-), 0)2(- 10 )),yel
vectorAB, las siguientes:
AB=(B-1-a, 2+ B-a, a):(—l—l—(—%), 2+ 2(—1)—(—%), —%) :[—%, % —%J

La ecuacién de la recta perpendicular comun sera:
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PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 43 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Sea lafunciéfi R » R definida por f(x)=2x3- 6x+4.
Calcula el area del recinto limitado por la gréaficd gesu recta tangente en el punto de abscisa
correspondiente al maximo relativo de la funcion.

3

EJERCICIO 2. Dada la funcién fdefinida parax = - 1 por f(x)=

(@) [1'5 PUNTOS]. Las asintotas de la gréafica de f
(b) [1 PUNTOQ]. Los puntos de corte, si existen, de dicha grafica con sus asintotas.

X .
W, determina:

EJERCICIO 3. Considera las matrices

1 0 -1 1 X
A=|0 m 31, B=|-1 y X=|y|.
4 1 -m 3 z

(a) [075 PUNTOS]. ¢Para qué valoresn@xiste la matriA™ ?
(b) [L PUNTQ]. Siendo m = 2, calcula'A resuelve el sistema X =B.
(c) [0°75 PUNTOS]. Resuelve el sistemaXA=B param = 1.

Xx—-3y+2z=0

EJERCICIO 4. Considera el plano=ix- 2y+1 =0 vy la rectar E{x— y+az+2=0,

(a) [125 PUNTOS]. Halla el valor desabiendo que la recta esta contenida en el plano.

X—-3y+z=0

(b) [1"25 PUNTOS].Calculaelanguloformadoporel planory Iarectasz{x_ y+27+2=0
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Opcién B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. De enttedodos rectangulos que tienen uno de sus vértices
2
en el origen de coordenadas, el opuesto de este vértice en Iaycwv%x—l (x>1),uno de
X —
sus lados situado sobre el eje positivo de abscisas y otro lado sobre el semieje positivo de
ordenadas, halla el que tiene area minima.

EJERCICIO 2. Considera las funciongésg : R~ R definidas por

f(x)=6- X2 y g(x) = |x|.
(@) [0°75 PUNTOS]. Dibuja el recinto acotado que esta limitado por las grafi¢asgle
(b) [1775 PUNTOS]. Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Una empresa cinematografica dispone de tresAdiag,

C. Los precios de entrada a estas salas son de 3, 4 y 5 euros, respectivamente. Un dia la
recaudacion conjunta de las tres salas fue de 720 euros y el nimero total de espectadores fue
de 200. Si los espectadores de la Adtabieran asistido a la s@ay los de la salB a la sala

A, se hubiese obtenido una recaudacion de 20 euros mas. Calcula el nimero de espectadores
que acudi6 a cada una de las salas.

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Halla la ecuacién de una circunferencia que pasa por el
punto € 1, - 8) y sea tangente a los ejes coordenados.

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Calculemos el maximo relativo de la funcifiir), que al ser polindmica, sera continua y
derivable en todo su dominiR, por lo que el maximo relativo se encontrara entre los valores
que anulen a la primera derivada. Hallemos la funcién primera derivada.

f(x)=2x3-6x+4 = ' (X)=6%-6

Obtengamos los valores que anulan a la primera derivada.

6X-6=0 = ¥=1 = x=1;x=-1

Sustituyamos estos valores en la funcion segunda derivada:

f'x)=6x-6 = f(xX)=12x =
f7(1)=12-1=12>0 = Minimo relativo en (1, 0)
f7(-1)=12-¢1)=-12<0 = M&imo relativo en (4, 8)
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Las ordenadas de los extremos relativos se han obtenido sustituyendo los valores de abscisas
en la funcion (x) =2x*- 6x+4:
f(1)=2x3- 6x+4=2.2- 6:1+4=0
f(-1)=2x3- 6x+4=2.¢(1?*- 6:(1)+4=8
La ecuacion de la recta tangente a la grafideedesl punto de tangencid, esy = 8, ya
que es tangente en un maximo relativo, y por tanto sera paralela al eje de abscisas.
Construyamos la funcién diferencia entre la recta tangeinte y
h(x) = 8- (2x*- 6x+4) =-2x3+ 6Xx +4
Calculemos los puntos de corte de la funcion diferencia con el eje de abscisas.
h(x)=-2x3+6x+4 = -2x+6x+4=0 = x- 3x-2=0.

1 0 -3 - 2

1 -1 1 2
. 2 _u_o— _1+J1+8 _1+3_| 2
1 -1 -2 . xPox-220 = x= EV1*8 Vz‘T‘{—l

A
El recinto limitado por la grafica dé y la recta

8 tangente es el situado al lado.
El area de dicho recinto sera:

i 2 N
Area :.[ (—Zx3 + 6x+ 4) dx=| - 27+ 67+4x =

-1

:(—2274+62—22+4o2]—[—2ﬂ+6g+4(—]ﬂ:

4

[NCY S ———

=-8+12+ 8—(—%+3— 4) = 12—(——

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Asintotas verticales.
Para que la funcion presente asintotas verticales se ha de verificar que exista algin

valor "a" tal que se satisfagadim f (x) = oo
X—-a
Al tratarse de una funcién racional, los posibles valores de “a” hay que buscarlos entre los

gue anulan al denominador, en nuestro caso, ese valor puede keCeimprobémosilo.
m X (-D° s S
e (1) 0
Luego hay una asintota vertical=x1.
- Asintotas horizontales.
Habré& asintota horizontal si se cumple quem f(x)=b OR

P X — *oo
Calculemos estos limites.
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3 3
lim f(x)= lim s=w 5 lim f(x)= lim 2=
X — +oo x‘,+oo(1+x) X —» —00 )(4.—00(1+X)
No hay asintota horizontal, pero existe la posibilidad de asintota oblicua:
3
X
2
ot (%) X3 . X3

m= lim ——=1Ilm *——=1Im ——=I|m ————=1

Xot0 X X - +00 X X — %00 X(1+X) X0 X2 42X+ X

3 3_3_oy2_ —9y2 _

n= lim (f(x)-m)= lim x| = lim X oXm2XT X iy XX

X e X oo (1+x) xoxw X2 42x+1 oo X2 4+2X+1

Luego hay una asintota oblicua pata e, y=x- 2.
Esudiemos la posicion de la gréafica de la funciéespecto de la asintota vertical.

: S G N 0
Xlerl— (1+x)° - (l+ (_D-)Z ot 7" La funcién f(x) tiende a- « cuandox se
= 3 3 = acerca a 1 tanto por la izquierda como
lim X . ) = _—1: -0 cuando lo hace por la derecha.

x— 1" (1+ X)2

x>-1

(1+ ) O

Analicemos ahora la posicion respecto de la asintota oblicua.
* Para valores dg muy grandes, por ejemp= 1000 =

f (1000) :%:998 0029960
1+100
= (1000) >y,
Y =1000- 2= 998 (1000) >Yasintota

asintota

luego la gréafica dd, parax - +«, va por encima de la asintota horizontal.
* Para valores dg muy pequefios, por ejemploz=- 1000 =

_ 3
(- 1000) =+ 22%9° - _1002 00300
(1— 100() = f(-1000) < Yasintota
y = -1000- 2=~ 1002
asintota

luego la gréafica dd, parax - - «, va por debajo de la asintota oblicua.

(b) Determinemos los puntos de corte de la funcién, si existen, Unicamente con la asintota
oblicua porque con la asintota vertical no hay.
Resolveremos el sistema formado por las expresiones de la funcién y la asintota:

y=x-2 .

y:( x3)2 = x—2:—(1j_(x)2 = (x—2)(x2+2x+]):x3:> X-3x2= X =
1+x
-3x-2=0 = X:—% 3(—%, —%—j = (—% —%j

La ordenada del punto de corte la hemos obtenido sustituyendo la al2¢8isa la asintota.
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Para determinar los valoresmdepara los que la matriz tenga inversa, lo haremos
mediante el método de Gauss, que consiste en poner a la derecha de |4, fatmatriz
unidad e intentar que aparezca, mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la
matriz unidad a la izquierda, la parte que quede a la derecha es la matriz Aversa,

1 0 -1l1 o o Triangulemos inferiormente.

0O m 3/0 1 0 Tomemos como pivote el elementgal = 0.

4 1 -mlo o 1 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.] - 4 - [13f]

1 0 -1 1 0 O

0 m 3 0O 1 0 Intercambiemos entre si las filas 22 y 32.

0 1 —-m+t4|-4 0 1

1 0 -1}]1 0O Tomemos como pivote el elementgal = 0.

0 1 4-m -4 0 1 Sustituyamos la 32 fila por:  [32f] m- [2%]

0O m 3 0O 1 0

10 -1 1 0 0| Hemos triangulado inferiormente y en la parte de la
01 , 4-m -4 0 1| izquierda todos los elementos de la diagonal principal
0 0 mM-4m+34m 1 - son distintos de cero salvoag} que puede serlo o no.

Veamos los diferentes casos que pueden presentarse:
= 4%4/16-12_4+2_[3
2 2 1
dos valores dm la matrizA no tendria inversa porque obtendriamos toda una fila de ceros, es
decir, el rango de la matriz A seria 2.
*Siag#0 - m-4m+3+#0 - m=#3 y m#1 - Paratodos los valores
dem, distintos de 3y 1, la matrztendria inversa porque el rango de la ma#trseria 3.

= Para estos

*Sia,z=0 - nmf-4m+3=0 —

(b) Sustituyamos en la ultima matriz del apartado anterior, el valor ger 2, para
calcular la inversa de la matriz A

10 -1 1 0 O 1 0 -1 1 0 0
0601 4m |40 1 = 01 4- 2 -4 0 1 =
0 0 mM-4m+3/4m 1 - 0 0 2-42342 1 -2
10-1 10 o Triangulemos superiormente.
01 2l-4 0 1 Tomemos como pivote el elementg,& -1 = 0.
_ _ Sustituyamos la 22 fila por: [23f% 2 - [32f]
00-18 1-2 Sustituyamos la 12 fila por: [1°f.] - [353f.]
10 O -7 -1 2
01 0|/ 12 2 -3 Simplifiqguemos la 32 fila por -1
00 -1 8 1 -2
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100 -7 -1 2 En la parte de laizquierda hemos obtenido la matriz unidad,
010 12 2 -3 siendo la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es
001/ -8 -1 2 decir:
-7 -1 2
A=l 12 2 -3
-8 -1 2

Resolvamos ahora la ecuacién- X =B.
Multipliguemos a la izquierda por la inversa de A, Avar
A-X=B = A-A-X=A'B
por la propiedad asociativa: At-A)-X=A'-B
por la existencia de la matriz unidat: X =A*-B - X=A'-B
Calculemos, finalmente, la matrkz

-7 -1 2 1 -7+1+ 6 0
X=| 12 2 -3|x|-1|=]12-2-9=| 1
-8 -1 2 3 -8+ 1+ -1

(c) Si queremos resolver la ecuacinX = B para el valor dem=1, no podemos
proceder de la forma como lo hemos hecho en el apartado anterior b), porque |A matriz
tiene inversa segun vimos en el apartado a), por lo que lo haremos de la forma siguiente.

Sustituyamos el valor da=1 en la matriz A

10 -1 10 -1
A=|l0 m 3| = A=|0 1 3
4 1 -m 4 1 -1

Expresemos la ecuaciof- X =B en forma matricial.

1 0 -1 (x 1 Resolvamos el sistema mediante el método de reduccion de
0 1 3|xyl=|-1 Gauss, teniendo en cuenta que se trata de un sistema compatible
4 1 - z 3 indeterminado uniparamétrico.

10 -11 Triangulemos inferiormente.

01 3-1 Tomemos como pivote el elementg & 1 = 0.

4 1 -1 3 Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.] - 4 - [13f]

10-11 Tomemos como pivote el elementg=a 1 0.

01 3-1 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.] - [2°f]

01 3-1

10 -1 1 Hemos obtenido una fila de ceros que suprimimos, la incognita
01 3-1 que nos sobra , la, la pasamos al segundo miembro como
00 0O incAgnita no principal o secundaria.

1 0 1+z El sistema esta diagonalizado, la solucion es:

0 1l-1-3 x=1+z ; y=-1-3z

Sustituyamos la incognita secundarigor un pardmetroeR:
Tendremos, finalmente, la solucion del sistema: 1+t ; y=-1- 3t ; z=t
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Si la recta debe estar contenida en el plano, al resolver el sistema formado por las
ecuaciones de la recta y el plano debemos obtener un sistema compatible indeterminado
uniparameétrico, hallemos el valor de a que haga posible esa situacion.

X=2y+1=0 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante
X—-3y+z=0 el método de reduccién de Gauss. Tengamos en cuenta que los
X—-y+az+2=0 términos independientes deben estar en el segundo miembro.
1 -2 0|1 Triangulemos inferiormente.
1 -3 1| 0 Tomemos como pivote el elementg=al =0.
1 -1 al-2 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - [1%f]
Sustituyamos la 32 fila por:  [32f.] - [13f.]
1 -2 01-1 Tomemos como pivote el elementga-1 # 0.
0 -1 1,1 Sustituyamos la 32 fila por: [3%][2% ]
0 1 a|-1
1 -2 0 |41 El sistema esta diagonalizado, todos los elementos de la diagonal
0 -1 1 1 principal son distintos de cero salvoag] que puede o no serlo.
0 0 a+ll| 0 Como lo que queriamos era que la recta estuviese contenida en el

plano, el sistema debe ser compatible indeterminado
luego la Ultima ecuacién debe ser trivial, lo que implicagye 0 = a+1=0 = a=-1.

(b) Para calcular el angulo formado por la recta y el plano necesitamos el vector normal
al planor, n= (l,— 2, q ,y el de direccidn de la recsaue obtendremos mediante el producto
vectorial de los vectores normales que definen a la misma:

-31 (11 [1-3
l 1 1

-11 1-1
(L-29+(-203
VE+(=2°+0 J(-2°+0r Z

O 1 o .
(S,T[)— arc ser(mj-o 19" 18.3

j =(-2,0,2

_| 2+0+0
V548

-2 _ 1
V40 410

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Laconstrucciomelosrectangulogstasimuladaenlagraficaadjuntagl vérticeA, queesta
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sobre la curva tiene de coordenada$(x)), lo que implica que la
funcién area que vamos a construir y que queremos minimizar, serg:

A(X) =x -(x) [
Sustituyendo la expresion t{g)en la funcion area, tendremos: | \A
2X2 2X3 L2l L T

0GR = M= 2

(x>1) |

Tal como nos dice el problema el dominio de esta funcion es €|
intervalo (1). Siendo ademas una funcién continua y derivable en
dicho dominio.

Calculemos el minimo absoluto, calculando previamente el minimo relativo.

A (x)= 6x*(x* — D - 2x°[x_ 6x* —6x° - 2x* _ 2x* - 6x°
(x*-D? (x*-D? (x*-D?
Hallemos los valores que anulen a esta primera derivada
4 2 2 _ -
22O o ¢ -E¢=0 2¢ (1%~ 3= c{2§ =0 = x=0
(x?-1) x*-3=0 = x=#/3

De todos los valores obtenidos, de entrada, el tinico que nos puede vatev'8@s el porque
es el que Unicamente pertenece al dominio de A(x).

Estudiemos la monotonia de la funcix), en los intervaloél, x/é) y (\/_3 +°°) ,yaque
al ser continua y derivable en su dominio y no existir, por tanto, puntos de no continuidad y de
no derivabilidad, el valor que anula a la derivada es el Unico punto que nos sirve de referencia
para la construccion de dichos intervalos.

Probemos valores intermedios, por ejemplo, 1.5y 2, respectivamente de cada uno de esos
intervalos en la funcién primera derivada y segin nos salga mayor o menor que cero, el
intervalo correspondiente sera creciente o decreciente:

4 2
A' (195 :M:—S—‘l<o = Decreciente en(nl, x/_3)

15 -92 25
22 -6
A(2) :W :g >0 —~  Creciente e|6x/§, +°°)

luego el valor que anulaba a la primera derivada es el minimo absoluto. Consecuentemente la
base del rectangulo de area minima/8s y la altura del mismo sera 3, ya que:
2
2 2(4/3
f(x)=2 = ¢ (Jé):(—z):g:3
(-2

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Representemgs= 6- X, cuya gréafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0x = y6 = (0, 6)
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas0 ¥ x= —\/5 (X=46 = (—J?S,O) y (\/_6()
3.- Coordenadas del vértice V:
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x=-b/(2a)=0/(2)=0 = y=6 = V(0,6) y
La grafica de la funciori (x) es la situada al lado.

y La grafica de la funcion
valor absoluto de, |x|, es una
funcién elemental y la hemos
situado a la izquierda junto con

la de la funciéri(x). -JZ/-2' : 2\\/? >

_\jg/-2 | é\\/g =x y

El recinto acotado por las graficas de ambas funciones es
el que se muestra rayado.

.
| l
(b) Calculemos el area del recinto rayado. Teniendoenz][2 AV
cuenta que es simétrico respecto del eje de ordenadas,/ } \
calcularemos so6lo la mitad para después multiplicar el
resultado por dos.

Construyamos la funcion diferencia entfe) y el trozo de la del valor absoluto para
valores mayores que cero,

h(x) = 6- X*- X
Obtengamos los puntos de corte de esta nueva funcién con el eje de abscisas:

1T+ 24:1i5:{‘3

6- X*-x=0 = -x-x+6=0 = X=

-2 -2 2
s6lo nos interesa el valor 2, ya que el otro no forma parte de la solucién en este caso
2
2 3 2 3 2
Areq = (=2 - = XX =_2 2" 15 =22
Area _J.o ( X x+6) dx{ 37 +6XL— 37 +12-0= 3

El area del recinto acotado por ambas funciones Qer%g: %4 2

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Llamemosx al n°® de espectadores de la galg al n° de espectadores de la $lpz al
n° de espectadores de la galddaciendo la traduccion correspondiente llegamos al sistema:
3x+4y+5z=72 Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo
X+y+2z=200 mediante el método de reduccion de Gauss.
4x+3y+5z=74 Coloquemos directamente la segunda ecuacion en primer lugar.



Fco. Fdez. Morales EXAMEN MODELO 43 Pag. 119

1 1 1l200 Triangulemos inferiormente.
3 4 5|720 Tomemos como pivote el elemente=al = 0.
4 3 5|740 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - 3 - [13f]
Sustituyamos la 32 fila por:  [32f.] - 4 - [13f]
11 1200 Tomemos como pivote el elementgal = 0.
0 1 21120 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.] + [23f.]
0 -1 1/-60 y por- 154 '
1 1 1|200 Triangulemos superiormente.
0 1 2|120 Tomemos como pivote el elementg,a 3 = 0.
0 0 3|60 Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [23f.] - 2 - [3?3f.]
Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13f.] - [33f.]
3 3 0540 .
0 3 o0|240 Tomemos como pivote el elementg=a 3 #0.
i a fi . afl. a;
0o o 360 Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] - [25f.]
3 0 0/300 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
0 3 0240 3x=300 ; 3y240 ; 3z=60
0 0 3|60 o lo que es lo mismo:

x=100 ; y=80 ; z=20

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Si la circunferencia es tangente a los ejes coordenados, entonces las coordenadas del centro
de la circunferencia son iguales e iguales al radio de la misma.
La ecuacioén general de la circunferencia es:
X +y*- 2ax- 2by+a®+b*- r2=0
X+y*- 2ax- 2ay+a+a- a=0 - xX+y*- 2ax- 2ay+a’=0
Como el punto (4,- 8) pertenece a la circunferencia, sus coordenadas verificaran a la
misma:
(-1°+(-8y- 2a(-1)- 2a¢8)+a’=0 - 1+64+2a+16+a°=0 -
_-18+18 - 260_-18++/324- 260 -18+8_ { -5
2 2 2 -13

a’+18a+65=0 =a

Una ecuacion podria ser:

X2 +y?- 2(-5)x- 2(-5)y+ (-5°=0 = X+y?+10x+ 10y +25=0.
Otra ecuacion seria:

X4y - 2(-13)x- 2(-13)y+ (-13F=0 = X2 +y*+26x+26y+169=0.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcioén A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO JUNIO 2004

Opcion A

EJERCICIO 1. De lafuncionf: (- 1, +) - R se sabe qué '(x)= 3 y quef(2) = 0.

(x+1)?*
(@) [1"25 PUNTOS] Determina
(b) [1"25 PUNTOS] Halla la primitiva diecuya grafica pasa por el punto (0, 1).

EJERCICIO 2. Considera la funciéri: R - R definida porf(x) = (x+1)(x- 1)(x- 2).

() [1 PUNTO] Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la graficandel
punto de abscisa = 1.

(b) [1'5 PUNTOS] Determina los intervalos de concavidad y de convexidad;déene
puntos de inflexion la gréfica d&

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones
mx- y=1
X—my=2m- l}
() [1'25 PUNTOS] Clasifica el sistema segun los valoremnde
(b) [1"25 PUNTOS] Calcula los valores depara los que el sistema tiene una solucion en la
que x = 3.

EJERCICIO 4. Sean los puntos(1, 2, 1),B(2, 3, 1),C(0, 5, 3) yD(- 1, 4, 3).
() [1 PUNTO] Prueba que los cuatro puntos estan en el mismo plano. Halla la ecuacion de

dicho plano.
(b) [0°75 PUNTOS] Demuestra que el poligono de vértices consecliB@D es un
rectangulo.

(c) [0°75 PUNTOS] Calcula el area de dicho rectangulo.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Se sabe que la funcion ( 1, +<) - R definida por
x> -4x+3 si -1<x<0
F()=1 x2+a

i >
1 Si x=0

es continua en (L, +).

() [1'25 PUNTOS] Halla el valor de a. ¢ Es derivablexer0?
(b) [1"25 PUNTOS] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiefito de

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS] Determink sabiendo qué>0 y que el &rea de la region
limitada por la curva ¥ x° y la recta y bx es igual a 9/2.

EJERCICIO 3. Considera las matrices
10 10
A:(é 2 ;) B:{O 1} y C:(O 2]
00 10
(a) [1'25 PUNTOS] CalculaA-B, A-C, A"-B' y C'-A!, siendoA!, B' y C' las matrices
transpuestas d& B y C, respectivamente.

(b) [1"25 PUNTOS] Razona cuales de las matrideB,C y A-B tiene matriz inversay en
los casos en que la respuesta sea afirmativa, halla la correspondiente matriz inversa.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS] Dados los vector@ts=(2, 1 Q y \7:(—1, 0} ]),halla un
vector unitarioW que sea coplanario cin Vy vy ortogonél a

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(a) Calculemos primeramente el conjunto de todas las primitivEigJe

[ ¢ — 3 _ -2 (X+1)_1 =3
f(x)_jf(x) olx_j(xﬂ)2 dx_js(xﬂ) T
De todas estas primitivagxj, obtengamos I&x) tal que §2) = 0:
- =3 - =3 - -
f(X)—m"'K = o—m'i'K = 0=-1+K = K=1
luego la primitiva que se nos pide e:ﬁ:(x):_—3+l

X+1
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(b) Para hallar las primitivas @), integraremos la funcidifx) obtenida anteriormente.
F(x)= j(x__iﬁl) dx=-3 Ln|x+ 1+ x+ C
Para determinar la primitiva cuya grafica pase por el punto (0, 1), sustituireryosrla
0 en la expresion anterior, y el resultado lo igualamos a 1, es B@)jrs 1.
-3Lnj0+3+ 0+C=1=> - 3Ln()J+C= 1= 0+C=1 = C=1
Luego la primitiva de €uya gréfica pasa por el punto (0, 1) es:
F(x)=-3Ln|x+1+ x+1

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) La ecuacion de la recta tangente a la graficaedesf punto de abscisg = 1 es:
y= (%)= (%) (x= %) = y ()= F@(x [1]

Calculemos la ordenada en dicho punto:

f(X)= (x+1)(x- D)(x-2) = f(Q)=@A+1)(21- 1)(1-2)=0
Obtengamos la funcién primera derivada.

f)=(x+D(x- (x-2) = F()=(x-1)(x- 2) + (x+1)(x- 2) + (x+1)(x- 1)
El valor de esta derivada en el punto 1, es:

f (1) =(-1)(1-2)+ (1+1)(1- 2) + A+1)(1- 1) =-2.
Sustituyamos estos valores calculados en la expresion [1]

y-0=(-2)(x-1) = y=-2x+2 que es la ecuacion de la recta tangente.
La ecuacion de la recta normal a la graficé @ el punto de abscisg =1 es:

V= 100) =i (%) = y= f =g () =

__1 1.1
y=0=-5(x-1) = y=5X=5 que es laecuacién de la recta normal.

(b) La funciénf al ser polinébmica, es continua y derivable en todo su domirpor lo
gue para determinar los intervalos de concavidad y convexidad calcularemos, en primer lugar,
los valores que anulen a la segunda derivada.
() = (x- 1)(x- 2) + (x+1)(x- 2) + (x+1)(x- 1)
o) =(x-2) + (x- 1) +(x- 2) + (x+1) + (x- 1) + (x+1) = f"(x)=6x- 4
6x-4=0 = x=2/3
Con este valor construimos los dos posibles intervalos de concavidad y convexidad, el

(—oo, %) y el (% °°).Sustituyamos un valor intermedio de cada uno de estos intervalos, por
ejemplo, el 0 y el 1, en la segunda derivada:

f7(0)=60-4=-4<0 = la funcion es concava e(r’r°°, %)

f"(1)=61-4=2>0 = la funcién es convexa e(r%3 00)-
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La funcién al pasar de concava a convexa presenta un punto de inflexion en 2/3, ya que
se trata, como dijimos al principio, de una funcién polinémica, continua y derivable én todo
La ordenada del punto de inflexién es:
((2)-22
3/ 27

(B-E5E4 - (§-3E)5)

3
127,

Luego el punto de inflexion es %

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Paraclasificar el sistema, lo expresaremos en forma matricial, y aplicaremos el método
de reduccion de Gauss.

(m 11 j Intercambiemos entre si las filas 12 y 22
1 -m2m-1
( 1 -m|2m- 1) Triangulemos inferiormente.
m -1 1 Tomemos como pivote el elementg & 1 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - nl1%.]
(1 -m 2m-1 La matriz esta triangulada inferiormente. Todos los elementos de
0 -1+m?|1-2m*+ la diagonal principal son distintos de cero, salvggj@e puede

salo. Estudiemos los diferentes casos que pueden presentarse.
*Si a,=0 = -1+m"=0 = m=1 ; m=-1
* Si m=1 = 0=1-2+1 = 0=0 = la/dltima ecuacion es trivial,
la eliminamos, nos queda un sistema de una ecuacién con dos incégnitas, se trata de un sistema
compatible indeterminado uniparamétrico, con infinitas soluciones.
** G =-1 = 0=1-2-1 = =-2 = laUltima ecuacion es
absurda, por lo que en este caso el sistema es incompatible.
*Si a,20 = -1+mP20 = m=z#1 ym=-1 = tendriamos un sistema
de dos ecuaciones con dos incégnitas, se trata pues de un sistema compatible determinado, es
decir, con solucion Unica.

(b) Estudiemos la situacion para el casondes 1. El sistema que nos quedaria es:
(é —1+nr1n2 1—22?71121 - (é 01 cl)j - -1
Como es un sistema compatible indeterminado uniparamétrico, la incégnita que nos sobra,
lay, la pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o secundaria:
(1 | 1+y ) La solucién esx =1 +y, sustituyamos ahora la incégnita secundsyiaor
un parametro, por ejemplp,la solucién finalmente seré:
x=1+t ; y=t

Sustituyamos la por 3:
3=1+#t = t=2 = y=2
Luego param = 1, el sistema tiene una solucion en laxue e y= 2.
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Estudiemos ahora la situacion para el casondel y m= - 1. El sistema seria:

1 -m 2m-1 Triangulemos superiormente.
(O —1+nm? | 1-2m* + Tomemos como pivote el elementga- 1+nv = 0.
Sustituyamos la 12 fila por:- {+n?) - [13f.]+ m- [27]
2 —
(—1+m 0 5 1 ;“ ) La solucion de este sistema compatible determinado es:
0 -1+nr|1-2m°+m
e l=m __ 1-m _ -1 . y:1—2m2+m
1+m? (M+Y(m-2) m+1 ° —14+17P
Sustituyamos la por 3: )
_o(-4)’ _4
-1 -4 ! 2(?) 3
3I=—= => IMt3I=-1=> m— ; y=—> =5
m+1 3 (_4)2
_1+ ?

Luego param =- 4/3, el sistema tiene una solucién en laxjze3 e y=5.
Por tanto, hay dos valores ahepara los que el sistema tiene una solucién en lxg@e

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Para probar que los cuatro puntd%,2, 1),B(2, 3, 1),C(0, 5, 3) yD(- 1, 4, 3) son
coplanarios, lo haremos obteniendo los vectofds, AC y AD y comprobando que el
producto mixto de los tres es cero.

AB=(2.39-(12)=(11) 1o
AC=(053-(12)=(-132 3[AB,AC,AT)}= 21 3 2|=6-4-4+2=0
AD=(-1,4,3-(12)=(-22} 222

Luego los cuatro puntos son coplanarios.

La ecuacion de dicho plano la obtendremos considerando el fyntos vectores de
direccion ABy AC .

X=1+A-|
y=2+A+3u
z=1+2u

(b) Para que el poligono de vértices consecutMBED sea un rectangulo se ha de
verificar, en primer lugar, qu&AB= DCy AD= BC, es decir, que los ladé® yDC, y los
AD yBC sean paralelos e iguales

Comprobémosio.

, D C
DC=(0,53-(-143=(11 ﬁ)}: AB= Dc}
BC=(0,53-(23)=(-222 AD=BC

En segundo lugar se ha de verificar que A B

ADOAB y DCOBC
aunque no es preciso verificar las dos, sélo una de ellas porque la otra se satisfaceria como



Fco. Fdez. Morales EXAMEN JUNIO 2004 Pag. 125

consecuencia del paralelismo anteriormente demostrado.
ADOAB = AD AB=0 = (-2,22+(110=-2 2 & 0

DCOBC = DC-BC=0 = (1,10+(-222=-2 26 0
luego, efectivamente, es un rectangulo.

(c) El area del rectangulo anterior es: Area = base x altura
base :@B:‘ ﬁB‘ = PP +12+0P=2
- — 2
altura =AD:‘ AD‘ = (—2) +22+22=[12
Area = base x altura2x+/12=J24= 2/ 62

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Calculemos el valor de a para que la funéi$@a continua en {, +).

Para que la funcidhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcién para valoresximayores quel y menores que 9,1<x<0, es una
funcién polindmica y las funciones polinébmicas son continuas erRiddego la funcior es
continua para- 1 <x<0.

- El trozo de funcién para valores denayores que 0x >0, es una funcién racional,
cociente de dos funciones polinémicas, por lo que es continua €R toeoos en el 1, valor
gue anula al denominador pero que no pertenece al dominio particular de este trozo de funcion,
luego la funciorf es continua para > 0.

- El problema de la continuidad est4 en el punto 0, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcion.

Estudiemos la continuidad en el punto 0.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

lim f(x)= lim (xX*-4x+ 3= 3
X—0" X-0"

< lim f(x)= lim f(x)= f(0)
lim f(x)= lim (X +a):a N =
X 0" x.ot\ Xt1 3-a

x>0

O+a

f(0)=9;7-2

Luegof(x) es continua ex=0, y por tanto en-(l, +«), si a= 3.
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Estudiemos ahora la derivabilidad para ver si lo es en el partio x

Una funcién serd derivable en un punto, si las derivadas laterales en dicho punto
coinciden. Y para que lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero
previamente debe ser continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no
derivabilidad. En este ejercicio la funcidn es continua en todo su dominia p&rgor lo que
pasamos directamente a estudiar la derivabilidad.

- Para valores de 1<x<0, f es derivable, siendo la funcién derivada; 24.

- Para valores de<(x, f es derivable, siendo la funcién derivagz)i(,( x*3 _(XZ * 3 ,que

2
simplificando serl'azx2 + 2X_2X2 =3 +2X2_ 3 Octd)
(x+1) (x+1)
Una primera aproximacion de la funcién derivada seria:
2x—-4 si —1<x<0
fr(x)=4 xX2+2x=3 & goy
(x+1)*

Estudiemos la derivabilidad en el punto O.
- Para el valor dex=0, f es continua y podra ser derivable, lo sera si las derivadas laterales
en dicho punto coinciden.

f1(07)= lim f'(x)= lim (2x- 4=-4
ol s f(07)= f'(0)

2 =
O = i , — X+2X—3:_ -4+ -3
= lim 1100 Jm T gz 3
x>0 x>0

luego la funciérf no es derivable en el punte0.
La expresion de la funcién derivada coincidird con la 12 aproximacion que hicimos.

(b) Para estudiar la monotonia de la funcién debemos tener en cuenta los puntos donde
la primera derivada es cero, los puntos de no existencia, los de no continuidad y los de no
derivabilidad.

En nuestro caso, estudiaremos la monotonia en el dominio de la funcién, es decir, en el
intervalo € 1, +«). Sabemos que no hay puntos de discontinuidad y que hay un punto de no
derivabilidad, el x=0.

S6lo nos queda calcular los puntos de derivabilidad €€p9,= 0, es decir:

ox—4=0 i —1<x<0 Xx=2 (pero no pertejz_nece al dominio)
) — 2 _ i
F(x)=0 =X +2x=3_ i g<x =14="2tV4+12_]_3 (no pertenece

2
(x+1) 2 al dominio)

En consecuencia, s6lo hay un valor que anula a la primera derivaed,. el

Con los valores 0 y 1, y con el dominio de la funcion, construimos los tres intervalos de
monotonia, {1, 0), (0, 1) y (1, %). Probemos valores intermedios, por ejemp®5, 05y
2, de esos intervalos en la primera derivada y segun nos salga mayor o menor que cero, en el
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intervalo correspondiente la funcién sera creciente o decreciente.

f'(-05=2(-09-4=-5<0 = Decreciente er(—l, O)

> _
f'(0’5)205(;§; 325_ 1 2,12755<O = Decreciente en (@, )

L 2+ 2x2-3_5 ;
f (2)_7(2+ % _9>0 = Crecienteen (1, o )

SOLUCION EJERCICIO 2.-

La gréafica de la curvay=x? es una parabola de vértice el (0, 0).
Larectay=bx, es una recta de pendiente positva) y por tanto --\----]----
sugrafica es creciente y pasa por el origen por tratarse de una funcié
lineal. Ambas funciones son elementales siendo la situacion, aproxi-
madamente, la situada al lado.

Es evidente que ambas funciones se cortar=eb y x=b:

— 2 —
Y=X'lox?=bx = X¥-bx0 = Xb X=0 :{X:g
y =bx X=

El area de la regién limitada por ambas graficas (rayada en el dibujo), vale 9/2, por tanto:

b 2 37 3
_ 9 x| =9 P_p_9 p_9 -
jo(bx xz)dr—2 = [b% 3}0—2 = 5-375 = 75 = b=3

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Calculemos A, A-C, A'"-B'y C-A.

1 0 10
1 0 1 10 1 01 2 0
el 90 (39 a3 ¢ B3 22 Y
0 1 2 [O 0 0 1 01 2 1 0 2 2
1 0 1 0O 10
woeld 3 9 9101 9 e300 343 2
1 2 1 2 0 1 2

(b) Las matrice#\, B y C no tienen inversa por no ser cuadradas, ya que es la primera
condicién para que puedan tenerla.

La matriz AB si tiene inversa porque se trata de la matriz unidad de ortjersi2ndo
la inversa la misma matriz unidad de orden 2.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Hallemos primeramente un vectér  que sea coplanariodonV, y  es decir, que sea
combinacion lineal de ambos, y a su vez perpendicular a  por tanto, se ha de verificar que:
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a=autpv }: (at+pv):v=0 = (aa)ev+(pv)ev=0 =
ajdv = a-v=0
La ultima expresion la hemos obtenido aplicando la propiedad distributiva de la suma de

vectores respecto del producto escalar.
o (e v)+B(w V=0 =
Y esta Ultima expresién la hemos obtenido aplicando la propiedad pseudoasociativa.
a((219+(-10)+B((-10)(- 10))= 0=
a(-2+0+0Q+B(1+ 0+ )=0= - 2+ B= 0= a=PB
El vector@ sera pues:

d=aU+pV = a=a(2,10+p(-10) = d=a(210+a(-10) =
a=(a,a,0)

Pero lo que nos pedia el ejercicio era un vector unitagrio, que satisfaciese todo lo

anterior, por tanto para obtenerlo basta dividir el ve&tor por su médulo:
A a,o,a -~ (o,a,a - (o,a,a
(@a0) _ o (@) o (daq)

. _a .
W=— = w=

|é| Joal+a?+a? J3a? V3a
~ [ a a a A_(«/ﬁ J3 «/§J
w= ) , = w=s| 2=, 2 X2

(«/@a J3a «/@a) 3" 3" 3

Si hubiésemos dividido el vect@  por menos su médulo, hubiésemos obtenido este otro

vector: ( ) ( ) ( )
_ a o a,a,a N a,a,a N a,a,a
WE—— DD We————~ - = W=——~ = W= =
o = e T -~
w:( a a a j N ~:[_§ _3 _ﬁ)
-J3a' -vJ3a' -+/3a 3° 3" 3



Fco. Fdez. Morales EXAMEN SEPTIEMBRE 2004 Pag. 129

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

EXAMEN SEPTIEMBRE 2004

Opcion A

EJERCICIO 1. [2°'5 PUNTOS]. Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada con una
capacidad de 80 cirPara la tapa y la superficie lateral se usa un material que caésat 1

y para la base se emplea un material un 50% mas caro. Halla las dimensiones de la caja para
guesu coste sea minimo.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Siendo LR el logaritmo neperiano de halla el area de
la superficie sombreada.

EJERCICIO 3. [2’5 PUNTOS]. Determinayb sabiendo que el sistema de ecuaciones
X+3y+z= 1
-X+y+2z=-1
ax+by+ z= 4
tiene al menos dos soluciones distintas.

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS]. Se sabe que el triAngd®Ces rectangulo en el vértice
gue pertenece a la recta interseccion de los plamas 1 e y- 3z+3=0, y que sus otros dos
vértices som(2,0,1) yB(0,- 3,0). HallaCy el area del triangulo ABC

Opcion B

EJERCICIO 1. De una funciénf: [0, 4] - R se sabe qui(1)=3 y que la gréfica de su
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funcion derivada es la que aparece en el dibujo.

| 12 3 4

(@) [0'5 PUNTOS] Halla la recta tangente a la gréaficaeie él punto de abscizas 1.

(b) [1 PUNTO] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimienosden qué
punto alcanza la funcién su maximo absoluto?

(c) [1 PUNTO] Estudia la concavidad y la convexidad.de f

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Calcula el area del recinto acotado que esta limitado por la
2
rectay=2x y por las curvag/=x* e y = X

7.
EJERCICIO 3. 3 -2 1
(@) [LPUNTOQ]. Sabiendoquelamatrz=| 1 -4 -2|tienerango 2, ¢cualeselvalor
-1 a-1 a

dea?
(b) [1'5 PUNTOS]. Resuelve el sistema de ecuaciones

IR

EJERCICIO 4. [2°’5 PUNTOS]. Halla la perpendicular comudn a las rectas

x=1 X=f
rs<y=1 y s=qy=p-1
zZ=d z=-1

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Construyamos la funcién coste, que es lo que me piden que sea minimg:
tomemos como variable independiente el ladde la base cuadrada.
C(®15X + Lx* +1.4xh [1]
dondehemos multiplicado el area de la bagepor el coste de 1°5 el énya K
quees un 50% mas caro que el del resto de la caja que es de 1 euro; el aréa ¢
la tapax?, la hemos multiplicado por 1, y el area lateralh4también por 1.

———t =D
I
1
I
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Busquemos la relacion existente entrg Yala h, altura de la caja, es decir, la condicion
gue nos da el problema y es que el volumen es 80 cm

80=x*h = h= %) Sustituyamos este valor Heen [1]
C(x)=15¢+X+4x30 = c(x)=25x+320
X

Calculemos el dominio de esa funcién. De entrada, los valorasteteran que ser
mayores que cero, es decir, estrictamente positivos. Pero como los valores que pudde tomar
son también mayores que cero, observando la relacion gnirededucimos que los valores
que puede tomar el ladason todos los valores mayores que cero.

En definitiva, el dominio deC(x) seran los valores del intervalo (Ge)

LafuncionC(x) es continua y derivable en este dominio, ya que se trata de la suma de una
funcién polinémica, 2°%*, continua y derivable en todt y de una funcién racional, 320/x
gue donde Unicamente no existe es en el cero, pero este valor no pertenece al d@tihio de

Calculemos los minimos relativos o locales. Obtengamos la funcién primera derivada.

C'( x):5x—3—220
X

Calculemos el valor o los valores que anulen a esta primera derivada.

3_
5x-320=0 = X =320_0 _, 5°3-320= 0= ¥°= 64= x=4 64> x= 4
X X

El Unico valor que anula a la derivada y pertenece al dominioes 4l

Comprobemaos que es el minimo relativo y absoluto, para lo cual estudiamos la monotonia.

Construimos los dos intervalos posibles de monotonia: (0, 4) yo4, +

Sustituyamos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejemplo, 1 y 5,
respectivamente, en la funcién primera derivada y segin nos salga mayor o menor que cero,
en el intervalo correspondiente la funcién sera creciente o decreciente:

C(=51- %)z -315< 0 =  decreciente en (0, 4)
C'(5 = 5« %)z %1> 0 = crecienteen (4 )

A la vista de todo lo anterior, el valor que anulaba a la primera derivada no sélo es minimo
relativo sino también minimo absoluto. En definitiva, las dimensiones de la caja son:

* Lado del cuadrado de la base: 4 cm

* Altura de la caja: h :%) :%):5 cm

SOLUCION EJERCICIO 2.-

El area de la region sombreada sera, el area del rectangulo de base 3y altura, Ln(3), menos
el area de la regién limitada por la curva,(kny las ordenadas en los punksd y x=3.
3

Area =3 - Ln(3)- JLn (x) dx
1
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Calculemos, en primer lugar, la integral indefinida correspondiente, esjdem(pg) dx
Se trata de una integral por partes.
u=tn( i du=dx

dV:IdX ; vz'[dx:x

JLn(®) dx= xLn(3- | x-dx= xLn(%- x
y la integral definida serd, por tanto:
j:Ln(x) dx={ xLn (- >]j= 3Ln(3)- 3-(Ln(1)- )= 3Ln(3)- 3 £ An(3)F 2

El area sombreada, finalmente, sera:
Area= 3Ln3)- (3Ln(3)-2)= 3Ln3)- 3Ln(3)+2=24

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Si el sistema tiene al menos dos soluciones distintas es que tiene infinitas, por lo que se
trata de un sistema compatible indeterminado.

X+3y+z= 1 Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo
—X+y+2z=-1 mediante el método de reduccién de Gauss.
ax+hby+ z= 4
1 3 1| 1 Triangulemos inferiormente.
-1 1 2|-1 Tomemos como pivote el elemenig=al #0.
a b 1| 4 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + [12f]
Sustituyamos la 32 fila por: [32k]a - [13f.]
é 2 % é Tomemos como pivote el elementg=a4 #0.
0 b-3a 1-ald-a Sustituyamos la 32 fila por: 4 - [33f.fb - 3a) - [25f.]
1 3 1 1 El sistema esta triangulado. Para que sea un sistema
0 4 3 0 compatible indeterminado los elementgsyaa,, deben ser
0 0 &5- D+ 4|16-4a) igualesacero,esdecir: 5b&8Bb+4=0
16- 4a=0

Si resolvemos este Ultimo sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, tendremos que
la dltima ecuacion nos da pasaun valor de 4, que sustituyéndolo en la primera de las
ecuaciones, obtendremos duealdra:

54-3b+4=0 - 3b=24 = b=8

En resumen, para que el sistema inicial tenga al menos dos soluciones distintas, se ha de

verificar quea=4 y b=8.

SOLUCIO N EJERCICIO 4.-
Calculemos la ecuacién de la recta, interseccion de los planpsl e y- 3z+3=0, en
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formaparamétricaPareello,resolvemoslsistemdormadaporlasecuacionedeambos planos.
y+ z= l} Expresemos el sistema en forma matricial y resolvdmoslo mediante el

—-37= método de reduccion de Gauss.
(8 i # } Pasemos la primera columna a ocupar la tercera.
(y) (Z) ( X) Triangulemos inferiormente.
(1 ) Tomemos como pivote el elementgal = 0.
1 -3 0 -3 Sustituyamos la 22 fila por:  [23f.] - [13f]
(y) (Z) ( X) . L o : .
El sistema esta triangulado inferiormente. Es un sistema compatible
( j indeterminado uniparamétrico, nos sobra una incognita,leapasamos
-4 0 -4 al segundo miembro como incAgnita no principal o secundaria.
(y) (2)
1 N )
0 _4 Simplifiquemos la 22 fila por4.
(y) (2) . :
Triangulemos superiormente.
1|1 Tomamos como pivote el elementg, & 1 #0.
111 Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] - [22f]
(¥) ( ) El sistema esta diagonalizado, la solucién del sistemp=e8:;z=1
( OJ Terminemos de despejar las incégnitas, llamanadola incognita
1 secundaria: _
x=t
r={y=0
z=1

gue es la ecuacion de la recta interseccion de los dos planos.
El vérticeC deltrianguloal estarsobreestarectatendradecoordenadagenéricas: (0,1),
y al ser rectangulo €@ se verificara que:
CAOCB = CA CB=0

CA=(2,0,)-(t,03=(2t,090

CB=(0,-3,0-(t,09=(-t,- 3- }

o o _ et a2 A 3 > _ : _ t=0
CACB=0= (2-10,0+(-t- 3- }= 0= - 2+t°= 0= t(- 2t)= ‘b{tzz
hemos obtenido dos posibles pun@®l (0, 0, 1) y el (2, 0 1), pero este ultimo coincide con
el puntoA, por lo que no habria tridngulo, consecuentemente el puege0, 0, 1).

Calculemos ahora el area del triangd®C.
0 0 [2 o0 ) )
_3 - ’ O - y

Areaz%“cjb\xCB‘:%‘(ZO,O)X(Q_& izg( 2 ).

0 -3
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=2|(0.2.-§|=2 |J0* +2*+(-§" =3 v40= 10~

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) La funciénf es derivable en [0, 4], segun la gréfica, luego es continua en [0, 4].
La ecuacion de la recta tangente a la grafideeteel punto de abscisg = 1 es:
y=f(x) =100 (x=%) = y ()= fO(xD [1]
El enunciado del ejercicio nos dice que la ordenada en dicho puntb)es 3t
De la observacién de la gréafica de la funcién derivada, deducimos que la derivada en el
punto 1 es:f” (1) = 1.
Sustituyamos estos valores en la expresion [1]
y-3=1Ik(x-0) = y= xt2 que es laecuacion de la recta tangente.

(b) De la grafica de la funcién derivada deducimos que:

- En el intervalo (0, 1) la funcion derivada es positiva(x) > 0, luego la funcién es
creciente en (0, 1).

- En el intervalo (1, 3) la funcién derivada es positifa(x) > 0, luego la funciéon es
creciente en (1, 3).

- En el intervalo (3, 4) la funcién derivada es positiva(x) > 0, luego la funcién es
creciente en (3, 4).

Al ser la funcion creciente en todos y cada uno de los intervalos anteriores, y siendo
continua y derivable en su dominio [0, 4], significa que el maximo absoluto lo alcanzara en el
puntox = 4.

Si profundizamos un poco, deduciremos que en el punfig hay un
punto de inflexién, ya que las pendientes (positivas) de la rectas tangentes
desde el punto 0 hasta 1 van creciendo y a partir de 1 y hasta 3 y
decreciendo, eso significa que la gréaficd tendra un aspecto similar al !
representado al lado, donde ademas la pendiente de la tangente en'1€s + >

En el puntax = 3, ocurre algo similar, pero al revés, las pendientes
(positivas) de las rectas tangentes van disminuyendo desde
el punto 1 hasta 3 y a partir de 3 y hasta 4 van aumentando
muy rapidamente, eso significa que la graficatdadra un
aspecto similar al representado al lado, donde ademas
sabemos que la recta tangente en 3 tiene pendiente 0, ¢ lo
gue es lo mismo, que es un punto de inflexion de tangenct
horizontal. |
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(c) La concavidad y la convexidad hay que estudiarla en la segunda derivada, por eso, a
partir de la grafica de la funcién primera derivada y segln sea creciente o decreciente
deduciremos el signo de la segunda derivada.

En el intervalo (0, 1) la funciéfi’(x) es creciente, luego la primera derivada de ésta o la
segundalef espositiva,esdecir,f”"(x)>0, lo queimplicaque la funciérf esconvexa en (0, 1).

Enel intervalo (1, 3) la funciorf "(x) es decreciente, luego la primera derivada de ésta o
lasegundaefesnegativagsdecir,f”” (x)<0,lo queimplicaquelafuncionf esconcavan(l,3).

Enel intervalo (3, 4) la funciorf“(x) es creciente, luego la primera derivada de ésta o la
segundalef espositiva,esdecir,f"(x)>0, lo queimplicaquelafunciénf es convexan (3, 4).

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Antes de calcular el &rea del recinto vamos a dibujarlo.

La grafica de la funcién lineafj=2x es una recta que pasa por
el origen de coordenadas; otro punto, por ejemplo, seria el (1, 2). Lg
representacién grafica esta situada al lado. |

La grafica de la funcion cuadratica
elementaly = x* es una pardbola cuyo
vértice pasa por el origen de coordenadas.
Otros dos puntos, por ejemplo, serian el
i (1, 1) y el (2, 4). La representacion gréfica es la situada al lado,
Ar---+ juntamente con la anterior.

La gréfica de la funcién cuadré;
2

tica y:% es una parabola cuy 8F-----f--

12 vértice pasa por el origen de coor- - !
1 denadas. Al ser el coeficiente ¥e !

§<1,Ia parabola es mas abierta que la anterior. Otros do

puntos, por ejemplo, serian el (2, 2) y el (4, 8). La representacion
grafica es la situada al lado, juntamente con las anteriores.

El recinto limitado por las tres
gréficas es el que se encuentra
8t-----}-- sombreado y situado al lado. Para calcular su area, hay que calcular
previamente los puntos de interseccion de la recta con cada una de
las parabolas.

Interseccién de la recta con la funcigrx? .

4 |
| y=2x| _ X*=2x = X*-2x=0 = Xx2=0=
9 ! y=x Xx=0 ; x=2
1 | 2
| 1 Interseccidn de la recta con la funcig‘;rx%
12 4 y=2X X2

- 2 _ fgy= — A=
R 7—2x = X -4x=0 > X x4=0=
Y=< x=0 ; x=4

El area del recinto acotado por la recta y por las dos curvas sera:
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e s o o 5o 55 22
0

0 2 2
-(8_8)_(0_0 _64)\_(4_8)-4_,16_8_, 2
"(3 6) (3 6)+(16 6) (4 6) 3 Otz 374u

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Sila matriZA tiene de rango 2, vamos a triangularla porque el rango de una matriz por
Gauss coincide con el nimero de filas no nulas de la matriz escalonada o triangular
correspondiente.

3 -2 1 Triangulemos inferiormente.
1 -4 - Tomemos como pivote el elementga 3 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [23f.] - [18f]

-1 a-1 a Sustituyamos la 32 fila por: 3 - [3%f.] + [18f]
8 __120 _% Tomemos como pivote el elementg=a-10 = 0.
0 J|-5 =+ Sustituyamos la 32 fila por: 10 - [33f.] + ¢38) - [25f.]
3 -2 1 La matriz esta triangulada inferiormente, todos los elementos de la
0 -10 -7 J diagonal principal son distintos de cero salvo el elemegtqua
0O O %a+4 puede serlo o no, estudiemos los dos casos que pueden presentarse.

*a,=0 = @+45=0 = a=-5 = la3%filaestoda de ceros, luego el
rango de la matria es 2.

*a,#0 = @+45#0 = a=-5 = la32filaesdistinta de cero, luego
el rango de la matriz A es 3.

(b) Para resolver el sistema, lo haremos mediante el método de reduccién de Gauss -
Jordan, por lo que lo expresamos en forma matricial.

3 -2 1|1 Triangulemos inferiormente.

1 -4 -2 0 Tomemos como pivote el elementg & 3 = 0.
-1 -6 -5|- Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [23f.] - [13f]

Sustituyamos la 32 fila por: 3 - [33f.] + [13f.]

3 -2 1] 1 _
0 -10 -7|- Tomemos como pivote el elementga-10 = 0.
0 -20 -14|-2 Sustituyamos la 32 fila por: [3%f.] - 2 - [25.]
3 -2 1] 1 La matriz esta triangulada inferiormente, todos los elementos de la
0 -10 -7 -1j diagonal principal son distintos de cero, la Ultima ecuacién es
0 0O O0]oO trivial, la eliminamos, nos queda un sistema de dos ecuaciones con

tres incognitas, se trata de un sistema compatible indeterminado uniparamétrico. La incognita
gue nos sobra, B la pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o secundaria.
(3 -2 1-z j Triangulemos superiormente.

0 -10

—1+7z Tomemos como pivote el elementg, & - 10 = 0.
Sustituyamos la 1%ila por: 5 - [12f.] - [23f.]
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(15 o‘ 6_122j La matriz esta diagonalizada, la solucion es:

0 -10|-1+7z 15x=6- 12z ; -10y=-1+7z
i . :E—l_z . :i—l
o lo que es lo mismo: X 15 152 ; y 10 102

que simplificando y sustituyendo la incogrataor un pardmetro, por ejemple R, tendremos
finalmente la solucién del sistema: x =

2_4 . 1 7 ) _
575t ° YS1p710t  #F U

SOLUCION EJERCICIO 4.-
Las ecuaciones de las rectass en forma paramétrica son:
{x=1 {X:B
r= y:]_ sS= y:B—]_
z=d z=-1
Elijamos de la rectaun punto genéricd?, de coordenadad(1, 1,a); y de la recta otro,
H, de coordenadds(B, p- 1,- 1).
Se ha de verificar que el vectBH  que determinan estos dos puntos genéricos, ha de ser

perpendicular al vector de direccién de cada una de las rectas, y por tanto, los productos
escalares respectivos seran cero:

PH=(B,B-1-)-(1 La)=B-1B- 2~ +a)
PHOG = PHe 7 =0 = (B-1 [3—2,—1—0()-(QQJ.:O}Z>
PHOV, = PHe =0 = (B-1B-2-1-a)+(1,1,0)=0
-1-a=0 a=-1 a=-1
13—1+B—2=o}:> 2B=3}:> B= %’}

La ecuacion de la perpendicular comln es la ecuacion de la recta que se apoya
perpendicularmente any s, es la de recta que pasa por el punto, por ejemd,yetiene
vector de direccion el vecté?H, es decir:

MO b1 10 - P11
PH=(B-1 B-2 -1-a)=(3-1 3-2, —1—(—1)):(%, -2, o)
=1+1
x—1+%A
yzl_z)\
z=-1

que es la ecuacion de la perpendicular comim s
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Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar tunicamente los cuatro  ejercicios Opcion
A o bien realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta esta indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener grafica),
pero todos los procesos conducentes a la obtencién de resultados deben

estar suficientemente justificados.

MODELO 44 DE EXAMEN
Opcion A

-2
EJERCICIO 1. Sea f: R > R la funcion definida por f(x)= x* e * .
(a) [0°75 PUNTOS]. Halla las asintotas de la grafica de f.

(b) [1°25 PUNTOS]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula

sus extremos relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la

funcion).
(¢) [0'5 PUNTOS]. Esboza la grafica de f.

EJERCICIO 2. Considera la funcion f: R - R definida porf(x) = x|xl.

(a) [0°75 PUNTOS]. Dibuja la region acotada del plano que esta limitada por la grafica de f

y la bisectriz del primer y tercer cuadrante.

(b) [1°75 PUNTOS]. Calcula el area de la region descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 3. Se sabe que el sistema de ecuaciones

xtay=1
xtoz=1
ytz =d

tiene una unica solucion.

(a) [125 PUNTOS]. Prueba que a# 0.
(b) [1°25 PUNTOS]. Halla la solucion del sistema.

EJERCICIO 4. [2°'5 PUNTOS]. Calcula el area del triangulo de vértices A(0, 0, 1), B(0, 1, 0)

y C, siendo C la proyeccion ortogonal del punto (1, 1, 1) sobre el plano x +y +z=1.
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Halla una funcién f: R—R tal que su grafica pase por el punto
M(0, 1), que la tangente en el punto M sea paralela a larecta 2x- y +3 =0y que f"'(x) = 3x°.

EJERCICIO 2. Considera la funcién f: R - R definida por f(x)=¢e" +4e™".

(a) [1 PUNTO]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y halla sus
extremos absolutos o globales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcion).
(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y
las rectas x=0 y x=2.

EJERCICIO 3. Sabiendo que
X y z
t u v=-6
a b c
calcula, indicando las propiedades que utilices, los siguientes determinantes:
-3x -y -z
(a) [075PUNTOS]. | 3t u v|.
3a b c

-2y x z
(b) [0°75 PUNTOS]. |-2u ¢t v|.
-2b a c
x y z
(¢) [1PUNTO]. t u v

2x-a 2y-b 2z-c

) _fx-2y+z= 0
EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Considera el punto A(0, 1, - 1), la rectar = 2x-z= -4

yel plano t=x- 2y- z=2. halla la ecuacion de la recta que pasa por el 4, es paralela a w y corta

ar.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Asintotas verticales.

Para que la funcion presente asintotas verticales se ha de verificar que exista algin
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valor "a" tal que se satisfaga: lim f'(x) = oo
X —-a 2

.y —2 X
La funcién que nos dan la podemos expresar de esta otra forma, f(x)=x"e™" == .

X
Al tratarse de una funcion cociente, los posibles valores de “a” hay que buscarlos entre los que
anulan al denominador, en nuestro caso, no hay ningtin valor que anule al denominador.

- Asintotas horizontales.
Habrd asintota horizontal si se cumple que: lim f(x)=5b OR

R
Calculemos estos limites.
2
lim f(x)= lim <5 = P} = lim —2% 5= lim —5=1=0
X +o0 x40 oF 00 x—to D x ot Xt ¥ 00
luego hay asintota horizontal por la derecha, y = 0, veamos si la hay también por la izquierda.
2 - 2 2
. . . X . .
lim f(x)= lim %: lim T lim %= [E] = lim Zsz =
X - —00 X o Xt ol 7X Xt o 00 x—tw Dy
. 1 1
= lim —5=-—-=0
X H0 o 0

luego también hay asintota horizontal por la izquierda, y = 0, en definitiva, la asintota, y = 0, lo
es por ambos lados.
Estudiemos la posicion de la grafica de la funcion f respecto de la asintota horizontal.

* Para valores de x muy grandes, por ejemplo, x = 1000 =

_ 1000°
1000) =
f( ) 810002 >0 = f(lOOO) > Yasintota

=0
yasintota
luego la grafica de f, para x — +eo, va por encima de la asintota horizontal.
* Para valores de x muy pequeilos, por ejemplo, x =- 1000 =
(- 1000) = (=1000)* _ 1000 0

_ 2 ?
. 1000 1000 = f(-1000)> yuintota

yasintota
luego la grafica de f, para x - - e, va por encima de la asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal no puede tener asintota oblicua.

(b) Se trata de una funcién continua y derivable en todo su dominio que es R. Calculemos
los intervalos de monotonia.

f(x):)fefx2 = f'(x):2xe’xz+)cz(—2)c)e”‘2 =
fi(x)=2xe* -2 = fi(x)=2xe " (1-x%)

x=0

-x2 — 2] =
2xe (1-x2)=0 :{l_xzzo L oxel s xe-1

Estos valores que anulan a la funcién primera derivada, los llevamos ordenadamente sobre
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la recta real y construimos los intervalos de monotonia (- «, - 1), (-1, 0), (0, 1) y (1, +e).
Probemos valores intermedios, por ejemplo, - 2, - 05, 0’5 y 2, respectivamente de cada uno de
esos intervalos en la funcioén primera derivada y segun nos salga mayor o menor que cero, el

intervalo correspondiente sera creciente o decreciente:

F1(=2)=2(-2) e (1 - (—2)2) =12e¢*>0

]

Creciente en (- «, - 1)
F1(-0'5)=2(-0'5) e (1— (—0'5)2) =-0'75¢”°<0 - Decreciente en (- 1, 0)
F1(035=2(05) eV (1-05)=075¢% >0

U

Creciente en (0, 1)

]

2= 2(2) e (1— 22) =-12¢7<0 Decreciente en (1, +oo)

Veamos ahora los extremos locales o relativos.
fi(x)=2xe™ (1— xz) =
nix)=2e (1= x2)+ 2x(-2x)e ™ (1- ) + 2xe ™ (-2x) =
(x)
f(x)=2e m2xe At e vaxte ™ —dxte ™ o
Frx)=2e (25 - 5x7 +1)
Sustituyamos los valores, - 1, 0 y 1 que anulaban a la primera derivada en la funcion
segunda derivada:
Fr-1)=2eY (2(— 1) -5(-1)"+ 1) =2e7(-2)<0 - Maximo local en(— 1, e'l)
f''(0)= 26_02(2[04 -50° + 1) =2>0 = Minimo local en (0, 0)
fr)=2e7" (20 -50% +1)= 2¢7(-2)< 0 ~ Miximo local en (1, ¢

Las ordenadas de los extremos relativos se han obtenido sustituyendo los valores de
abscisas en la funcion f(x).

D)= s f)=0e =0 5 f1)Eret =

(¢) Con los datos anteriores la

grafica de la funcion es la situada al lado.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Expresemos la funcién f{x) como una funcioén a trozos.
x(-x) si x<0

_ _ _J-x* si x<0
e S S S I I

Antes de pintar la grafica de f{x) calculemos los puntos de corte de la misma con la bisectriz

del primer y tercer cuadrante, y = x.
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- _ 2 -
i;xx }3 -x¥’=x > -x’-x=0 > -x(x+1D)=0 3{§:91
Hemos obtenido dos puntos de corte con el trozo y=-x7, el (0, 0) yel (- 1, 0).

x=0

- .2
r=r }:> x’=x > x’-x=0 = x(x-1)=0 :>{le

y=x
Hemos obtenido dos puntos de corte con trozo, y = x? el (0, 0)
yel (1, 0).

La region acotada que nos pide el ejercicio se corresponde
con la zona rayada situada al lado, y donde hemos tenido en
cuenta que los trozos de la grafica de la funcidén f(x) son dos

y=x

parabolas elementales.

(b) El area de la region anterior es la siguiente.

i x
53]

1,1

1

I (x— x2) dx

0

0

Area = “ (X+ xz)dx

-1

0_[«&Y+(—nj+

+

27379

r_r_ .

2 3

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Probemos que para a#0 el sistema tiene una Unica solucion. Discutiremos el sistema

mediante el método de Gauss, por lo que lo expresaremos en forma matricial.

1 o 01 Triangulemos inferiormente.
1 0 ajl Tomemos como pivote el elemento a,;, =1 # 0.
0 1 1|« Sustituyamos la 2° fila por: [2*f] - [1*f]
1 « 0|1
-a a|0 Intercambiemos entre si las filas 2* y 3%
0 1 1|«
1 « 01 .
0 1 1l a Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 -0 alo Sustituyamos la 3% fila por: [3*f.] + a- [2%f]
1 «a 0 1 Hemos triangulado inferiormente, todos los elementos de la
0o 1 1| a diagonal principal son distintos de cero salvo el as; que puede
0 0 20| a’ serlo 0 no. Veamos los diferentes casos que pueden presentarse:
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*Siay,=0 = 20=0 = o=0 = Laultimaecuacion seria 0 =0, es decir, seria una
ecuacion trivial, la eliminamos y nos quedaria un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas,
0 sea, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

*Siay#0 = 20#0 = a#0 = Laltima ecuacion seria una ecuacion normal,
y nos quedaria un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas, o sea, un sistema compatible
determinado con solucion Unica, que era lo que queriamos probar.

(b) Para hallar la solucion del sistema para o # 0, continuaremos desde donde lo habiamos

triangulado.
1 «a 0 1 L o
0 1 11« Simplifiquemos la 3* fila por a ya que es distinto de cero.
0 0 2a|a’
I a 01 Triangulemos superiormente.
I 1ja Tomemos como pivote el elemento as;; =2 # 0.
0 0 2|« Sustituyamos la 2 fila por: 2 - [2*f.] - [3%f]
I o 0]1 Tomemos como pivote el elemento a,, =2 # 0.
2 0fa Sustituyamos la 1* fila por: 2 - [I*f] - - [2°f]
0 0 2|a
2 0 ol2-q2 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
0 2 0 a 2x=2-0> ; 2y=a ; 2z=a
0O 0 2 o Terminando de despejar las incdgnitas, la solucion, finalmente,
c=2-at .
2 U A TR 2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Calculemos, inicialmente, las coordenadas del punto C, es decir, la proyeccion ortogonal
del punto P(1, 1, 1) sobre el plano x + y + z = 1. Expresemos la ecuacion del plano en forma
paramétrica, para ello resolvamos el sistema formado por la ecuacion del plano, es decir, un
sistema de una ecuacion y tres incognitas, lo haremos por Gauss.

( 1 1 1 ‘ 1| El sistema estd diagonalizado, nos sobran dos incognitas, la y y la z, que las
pasamos al segundo miembro como incdgnitas no principales o secundarias.
(l‘l—y—z Lasolucibnes: x=1-y- z
Sustituyamos las incognitas secundarias por un parametro cada una de ellas:

l1-a-f
a
B

El punto C por pertenecer a este plano tendra, de entrada, las coordenadas genéricas:

N
1
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C(d-a-B, a, B)
Para que este punto sea la proyeccion ortogonal del P(1, 1, 1) se ha de verificar que el
vector PC sea perpendicular a los dos vectores de direccién del plano, es decir:

Pt’=(1—a—[3,a,[3)—(1, 1, 1)=(—a—[3,a—1,B—1)
PCOG = PCei=0 = (-a-B,a-1,p-1)+(-1, 1,0):0}
PCOv = PCv=0 = (-a-B,a-1B-1)+(-1,01)=0 -

a+f+a-1=0 20+B=1
a+B+p-1=0[~ a+28=1("

Resolvamos el sistema de ecuaciones anterior mediante ¢l método de Gauss, para lo cual

lo expresaremos en formas matricial.

( 2 1 1] Triangulemos inferiormente.
1 2|1 Tomemos como pivote el elemento a;, =2 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por: 2 - [2*f.] - [1*f]
( 21 1) Triangulemos superiormente.
0 3|1 Tomemos como pivote el elemento a,, =3 # 0.
Sustituyamos la 1* fila por: 3 - [1*f.] - [2*f]
6 0|2 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
[ 0 3 lj 60=2 ; 3B=1
que terminando de despejar, tendremos: 0 = % N B= %

El punto C tendra de coordenadas:
1 1 1 1 1 1 1
cl-a-p o B=(-3-3 & 3= 3 9
Para calcular el area del triangulo 4BC, obtengamos antes los vectores:
48=(0,1,0)-(0,0,1)=(0, 1, - 1)
c=[11 lj_ _(1,1,_2)
dc=(3 3 3)-0.01)=(5 3 -3

] 1| ~ - 11 2
Area del trizngulo 4BC = E‘ ABx AC (0, 1, - l)x(gy 3" §j

|

-1
"2

_1
2

QI [t —
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Si la segunda derivada de f(x) es f"'(x) = 3x* la primera derivada sera:
f'(x)= I3x2 dx = 3%+ C=x’+C
Si la tangente a la grafica de f en el punto M(0, 1) es paralela a la recta 2x - y + 3 =0,

significa que la primera derivada de la funcidon en el punto de abscisa cero coincide con la
pendiente de la recta, es decir,

2x-y+3=0 = y=2x+3 = m=2 = f0)y=2
ffx)=x+C = [f(0)=0+C = 2=C
luego

f@=x+C = fx)=x"+2
La funcion f{x) sera
4
f(x)= J.(x3+2)dx: xz+ 2x+ K
Como la grafica de esta funcion pasa por el punto M(0, 1), las coordenadas de este punto
satisfacen la expresion matematica de dicha funcion, o sea, f(0) = 1:

4 4
f(x):%+2x+K = f(0)2%+2x0+K = 1=K

4
Luego la funcion f{x), finalmente, sera: f'(x )= xZ +2x+1

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Tenemos una funciéon que esta definida en todo R, y que es continua en todo su
dominio, por tratarse, basicamente, de la suma de dos funciones exponenciales elementales.

Para hallar los intervalos de monotonia, obtengamos la funcién primera derivada y
calculemos los valores que la hacen cero.

f(x)=e"+4e™ = [f'(x)=e'-d4e™ = e'-4e7=0 =

¢ 4 exe~*_4 X X 2x
e-—=0 > 720 > e'e-4=0 = e'=4 =
o
Ln(2%) 2Ln(2)
2x=Ln(4) = x= 5 = Xz x=Ln(2)

Con este valor que anula a la funcion primera derivada construimos los dos intervalos de
monotonia siguientes, (- %, Ln(2)) y (Ln(2), +o), probamos un valor intermedio, por ejemplo,
0y 1, de cada uno de los intervalos en la funcion derivada y segiin nos salga mayor o menor que
cero, la funcion sera creciente o decreciente en dicho intervalo.

S'(0)=€"-4e"=1-4=-3<0 = Decreciente en (- =, Ln(2))

Do - a_ 4
fl()=e'-de'=e- Pl 0= Creciente en (Ln(2), +o)
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La funcion es continua y esta definida en todo R, por lo que al pasar de decreciente a
creciente en el punto x = Ln(2), significa que en dicho punto hay un minimo relativo que a su
vez es absoluto.

El valor que alcanza la funcién en dicho minimo absoluto es:

FAn@)= e a4 5 fLa@)z2+dxiza

El minimo relativo y absoluto es el punto de coordenadas (Ln(2), 4).

(b) Teniendo en cuenta los resultados anteriores, el area que nos piden sera:

2

_[ (e"' + 4e"‘) dx = [e* - 4e"“]z =e’-4e7 - (eo - 4e'0) =€’ -4e7+3=9'8477 2,
0

SOLUCION EJERCICIO 3.-

-3x -y -z 3x y z X y z
(a) | 3¢ u vi==|3t u v|=-3|t u v=-3(-6)=18
3a c 3a b c a b ¢

La propiedad que consecutivamente hemos utilizado dos veces es:
“Si todos los elementos de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor
puede sacarse fuera del simbolo del determinante”.

O sea, hemos sacado factor comun primeramente el signo menos de la primera fila, y después

el 3 de la primera columna.

-2y x z y Xx z xX y z
®) |-2u ¢t v|]=-2|u ¢t v[=-2(-1)|¢t u v|=2(-6)=-12
-2b a c b a c a b c

La primera propiedad que se ha utilizado es:
“Si todos los elementos de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor
puede sacarse fuera del simbolo del determinante”.

En este ejercicio hemos sacado factor comun el - 2 de la primera columna.

La segunda propiedad que se ha aplicado es:
“Si intercambiamos entre si dos filas o dos columnas, el determinante cambia de
signo”.

En este caso hemos intercambiado entre si las dos primeras columnas.

X y z X y z X y z
(©) t u v |=|t u vit| ¢ u
2x-a 2y-b 2z-c| |2x 2y 2z| |-a -b -c
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La propiedad que hemos aplicado es:

“Si los elementos de una fila o columna de un determinante son sumas de igual
numero de términos, entonces el determinante es igual a la suma de tantos
determinantes como sumandos figuren en dicha fila o columna, de tal manera que
en esos determinantes el resto de las filas o columnas permanecen inalteradas,
excepto la que esta formada por sumandos, la cual es reemplazada por los primeros
sumandos para el primer determinante, por los segundos sumandos para el segundo
determinante, asi hasta el ultimo sumando”.

Continuando con el ejercicio, tendremos:

=0+(-1)); i \Zz=(—1)(—6)=6
a b c

La propiedad que se ha usado para el primero de los determinantes es:
“Si dos filas o dos columnas de un determinante son proporcionales, el

determinante es cero”.
En nuestro caso, la primera y tercera fila son proporcionales, ya que la tercera es doble de
la primera.
La propiedad que se ha usado para el segundo de los determinantes es:
“Si todos los elementos de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor puede
sacarse fuera del simbolo del determinante”.
O sea, hemos sacado factor comun el signo menos de la tercera fila.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Elijamos un punto genérico, H, de la recta r, para ello expresemos la ecuacion de esta recta

en forma paramétrica.

x-2y+z= ()} Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo mediante
2x-z= -4 el método de reduccion de Gauss.
| 1l o Triangulemos inferiormente.
[ 5 0 -1 _4j Tomemos como pivote el elemento a;, = 1 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por: [2*f.] - 2 - [1*f]
1 -2 11 0 El sistema esta triangulado inferiormente, nos sobra una incognita,
[ 0 4 -3 —4] la z, que la pasamos al segundo miembro como incodgnita no
principal o secundaria
1 -2 -z Triangulemos superiormente.
( 0 4 |-4+ 3z) Tomemos como pivote el elemento a,, =4 # 0.
Sustituyamos la 1? fila por: 2 - [1°f.] + [2%f.]
[ 2 0] -4+z ) El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
0 4]-4+3z 2x=-4+z ; 4y=-4+3z
Terminemos de despejar las incognitas:
x=—2+%z N y:—l+%z
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Sustituyamos la incdgnita secundaria, la z, por un parametro, por ejemplo, A € R.

1

X = —2+§)\
rEyy= —l+%)\
z=A

Un punto genérico, H, de esta recta sera: H( -2+ %)\ . -1+ %)\ , )\) .

Construyamos el vector AHe impogémosle la condicion de ser perpendicular al vector
normal del plano =, es decir, que el producto escalar de ambos sea cero. Dicho vector sera el de
direccion de la recta que nos pide el problema.

7= _redly  _143 _ Nalorey 5.3

AH-( 2+3h, 1431, A) (0.1, 1)_( 243h, -2+3), )\+1j

L S 1 3 )
AHO R, > AHDR=0 = (-2+43h, -243h, A+1){L -2, -1)=0 =0

1

1 I P o) = _
—2+2)\+4 2)\ A-1=0 = 1-2A=0 > )\—2

3r_l_~0 1y 5.3 )_(_ 11 5.3 1)_(_1_f,
AH‘(ZJ’zA’ A A1) =(-2+50, 2+4B§" 2ty % 2

La ecuacion de la recta, s, que pasa por 4, corta a r y es paralela a m, es

e=-1y
- 13
SEyy= 1‘§H

z= —1+§
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 45 DE EXAMEN

Opcion A

9
EJERCICIO 1. Considera la integral definida= I ﬁ dx.
1

(@) [1'5 PUNTOS]. Expresa la anterior integral definida aplicando el cambio de variables
1+/x=t.
(b) [1 PUNTO]. Calculal.

EJERCICIO 2. (a) [1 PUNTO]. Halla la ecuacion de la recta tangente a la pargiota
que es paralela a la rectax#y + 3 = 0.

(b) [1'5 PUNTOS]. Hallalas ecuaciones de las rectas tangentes a la pgrakiotpie pasan
por el punto (2, 0).

EJERCICIO 3. Denotamos por Ma la matriz transpuesta de una matriz M.

(8 [1PUNTO]. SabiendqueA:({::1 3} yquedet(®d)=4, calculdossiguientesleterminantes.
2b 2a
det(3A') vy |_34 -3¢

(b) [0°75 PUNTOS]. Seh la matriz identidad de orden 3 y sBauna matriz cuadrada
tal que B =1. Calcula det(B).

(c) [0°75 PUNTOS]. Se& una matriz cuadrada tal q@e* = C'. ¢ Puede ser d&l = 3?
Razona la respuesta.

EJERCICIO 4. Halla la distancia entre las rectas

x=0
x-1= 1-z
rsy.,_._2-2 y sz{ -
{y 1_ _3 .
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Opcion B

EJERCICIO 1. Sea f R~ R la funcién definida porf (x)= —%xz + % x+1

(@) [1 PUNTO]. Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafi€eedeain punto de la
misma de ordenadg=1, teniendo en cuenta que dicha recta tangente tiene pendiente negativa.
(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area de la region del plano limitada por la grafickadecta
tangente obtenida y el eje de ordenadas.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Se quiere fabricar una caja abierta de chapa con base
cuadrada y con 32 litros de capacidad. Halla las dimensiones de la caja que precisa la menor
cantidad de chapa.

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones

mx+2y+ z= 2

X+ my=
2x+mz= 0

(@) [0'5 PUNTOS]. Determina los valoresmigara los quex=0,y=1 yz =0 es solucién
del sistema.
(b) [1 PUNTOQO]. Determina los valores depara los que el sistema es incompatible.
(c) [1 PUNTO]. Determina los valores dgpara los que el sistema tiene infinitas soluciones.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Considera los punt®é, - 1, - 10),Q(0, 2, 2) yR, que es
el punto de interseccion del plane 2x+Ay+z- 2=0 y larecta

{x+ y+z-1= 0

r y=1

Determinal sabiendo que los puntos Py@® estan alineados.

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Hagamos el cambio de variadle /x=t, al diferenciar esta expresion tendremos:

1
S dx=dt = de2J/xdt =  dx2(t] dt

Los limites de integracion quedaran modificados asi:
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Six=1l= 1+.J/1=t= t=2 © six=9= 1+9=t=> t=4
La expresion de la integral con motivo de este cambio seré:

I_j1+fdx I -2( 1) dt

(b) Calculemos I.

|:j191+{/7(dx:j4%2(t—ﬂdt:j42tT'2dt-j(ztt Y= [ 2- 2 o=

2 2 2 2

:[Zt-ZLn(t)]::(Zx 4-2in(49)-(2 2 2n( P= 8 2n( Q- 4 bn( )z

=8-4Ln(2- 4+ 2Ln(3= 4 An( 2=4-Ln(4

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Calculemos la pendiente de larectéx+y+3=0 = y=4x- 3 = m=4.
La recta tangente a la curva de ecuaciony?, que sea paralela a la recta anterior, tendra

la misma pendiente, es decir, 4.
La derivada de la funcion » en el punt, es:

y’ =2 = yx' = 2Xo
el puntox, donde la tangente a la gréafica dexyes paralela a la rectax4y+ 3 =0 serd
yx'O =2% = 4=2% = x%=2
Si el punto de tangencia tiene de abscjsaZ la ordenada de dicho punto es:
=2=4
Luego la ecuacion de la recta tangente es:
Y- Y%= F'(%)(Xx- %) = y-4=4(xx-2) = y=4x- 4.

(b) Para hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la parébdlajue pasan por
e punto (2, 0), consideraremos como punto de tangencia genérigo/g| por lo que dichas
ecuaciones tangentes son:

Y= %= FO6)(x %) = y=x=2% (% x)
impongamos la condicién a estas rectas tangentes que pasen por el punto (2, 0).

0-x=2%(2-%) = 0=4x,-2X+% =

0=4x,- % = X (4- %)=0 3{2:2

La ecuacidn de la recta tangente en cada uno de estos dos puntos es:
*si X,=0= y,=0= ¥,=0= y-y,= f'(x)(x %)= y0=0(x 0= ¥ 0
“Si X,=42 y,=16= ¥,= 0> y-¥,= (%) (% %)= y16=8(x 4= y=8x-16.
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SOLUCION EJERCICIO 3.-
(@) Calculemos antes la matriz3A' y después dét 3A").

ab ac -3a -3c
Az(c dj = At:(b dj = _SAt:(—:Bb —Sd)
Hemos tenido en cuenta que la matriz transpuesta de una matriz se obtiene cambiando filas
por columnas o viceversa. Y que para multiplicar una matriz por un namero, hay que
multiplicar todos los elementos de la matriz por dicho nimero

3 = (-3)(-3 = O« 4= 36

3c a ¢
-3b -3d b d
Las propiedades de los determinantes que hemos utilizado son, en primer lugar:
“Si todos los elementos de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor puede
sacarse fuera del simbolo del determinante
En este caso dos veces 8l -
Por dltimo:
“El determinante asociado a una matriz cuadrada y el correspondiente a la matriz
transpuesta son iguales”.
En nuestro caso:

det(-3A")=

B . a bl |la c|_
det(A)= de{A) = | 4=[p 44
Calculemos ahora este otro determinante.
2b 2a b a b a a b
~3d -3¢"203|g 7 8g =8| g & F 24

La primera propiedad que hemos usado es:

“Si todos los elementos de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor puede
sacarse fuera del simbolo del determinante

En este caso hemos sacado By -

La segunda propiedad utilizada es:

“Si intercambiamos entre si dos filas 0 dos columnas el determinante cambia de signo

En este ejercicio hemos intercambiado entre si la primera y segunda columna.

(b) SiB=1 = B«B«B=1 = |[B«B:B|=]|l] =

Ya que si dos matrices son iguales, sus determinantes asociados también lo son.

Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es igual al producto
de los determinantes de cada una de las matrices, y que el determinante de la matriz identidad
es 1, tendremos:

Bl«[B|«[B|=[I]| = [BF=1 - |B/=VI=1

x

(¢ sict=ct = |cY=[c'| = [ct=|c|] =
Ya que si dos matrices cuadradas son iguales, sus determinantes asociados también lo son,
y que el determinante asociado a una matriz cuadrada y el correspondiente a la matriz
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transpuesta son iguales.
Teniendo en cuenta que el determinante asociado a una matriz cuadrada y el determinante

correspondiente de la matriz inversa son inversos, tendre OTZ_
Geled = [cl = fo7=1 = [t o172

luego |C| no puede ser 3, es decjC| # 3.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Para hallar la distancia entre ambas rectas estudiaremos, primeramente, la posicion relativa
de dichas rectas. Para lo cual resolveremos el sistema formado por las ecuaciones de las rectas.

x=0
r= { =2 2 X f 0 Expresemos el sistema en forma matricial
y=i s -3y~ Z=- 5 y discutamoslo mediante el método de
X-1= 1- 7 X+ Z: 2 reduccién de Gauss.
s= { Z y= 10
y=0

10 0]0 Triangulemos inferiormente.
(])_ _8 N % _g Tomemos como pivote el elementgal = 0.
0 1 0| 0 Sustituyamos la 32 fila por:  [32£.][15f.]
1 0 0|0 _
0 -3 -1/-5 Tomemos como pivote el elementga- 3 = 0.
0 0 1] 2 Sustituyamos la 42 fila por: 3 - [43f.]25f.]
0O 1 0|0
1 0 0|0 .
0 -3 -1/-5 Tomemos como pivote el elementgal+ 0.
0 0 1| 2 Sustituyamos la 42 fila por: [43f.] + [33f.]
0O 0 -1|-5
1 0 olo El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos de la
0 -3 -1!/-5 diagonal principal son distintos de cero, pero hemos obtenido una
0O 0 1] 2 Unica ecuacion absurdas- 3, por lo que el sistema es incompa-
0 0 0f-3 tible, o sea, las dos rectas se cruzan en el espacio.

Calculemos la minima distancia entre ambas rectas. Expresemos, en primer lugar, las
ecuaciones de las rectas en forma paramétrica.

x=0 Pongamos el sistema en forma matricial
[= 1= z-2 N 3 Xf %} y resolvamoslo mediante el método de
y=1="73 Y- 2= reduccion de Gauss.
1 0 olo El sistema esté triangulado inferiormente, todos los elementos de la
0 -3 -1|-5 diagonal principal son distintos de cero, nos sobra una incognita, la

Z, la pasamos al segundo miembro como incdgnita no principal.
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( 1 0] o j El sistema esté diagonalizado, la solucién sera:
0 -3|-5+z x=0 ,; 3y=-5+z

Terminemos de despejar las incognitas y sustituyamos la incégnita
secundaria, laz, por un pardmetro, por ejemple, e R, obtendremos las ecuaciones
paramétricas de la rectar.

Wl

_‘
n

N < X
1

L WO

Hagamos lo mismo con la recta s.

x-1= 1- 7 X+ 7= 2 Pongamos el sistema en forma matricial
SE{ y=0 = y= o} y resolvamoslo mediante el método de
reduccion de Gauss.

1 0 1|2 El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos de la

0 1 0|0 diagonal principal son distintos de cero, nos sobra una incdgnita, la
z, la pasamos al segundo miembro como incdgnita no principal.

1 0l2-2 El sistema esta diagonalizado, la solucién sera:

0 1/ O X=2-12z ;7 y=0

Sustituyamos la incégnita secundariaz)gpor un parametro, por
ejemplo, € R, obtendremos las ecuaciones paramétricas de la recta s.

x=2-f
s=1y=0
z=p
Elijamos un punto genérico de cada una de las rectas, P dele sH
51 .
P(O, é_éa,(x) 1 H(Z_By 01 B)

Construyamos el vecto’H e impongamosle la condicion de ser perpendicular a cada
uno de los vectores de direccion de las rectas. El modulo de este vector sera la minima
distancia entre las dos rectas.

1

PT—|=(2—B,0, B)—(O,g—éa,a)=(2—[5,—g+%a,B—a)
PHOU = PHu=0 = (2—3,—%%(1,3—(1)[{0,—%,1):0
PHOV, = PHN=0 = [2-,-3+10,6-a)d-2,0,9= 0
5 Lliig-a=0| p-29%-=-2 9[3—100(:—5}
_24B+p-a=0| 23?0(: 37 B-a= 2

Pongamos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el método de reduccién
de Gauss.
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9 -10|-5 Triangulemos inferiormente.
[ 2 -1l 2 j Tomemos como pivote el elementg=a9 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 9 - [23f.R - [13f.]
9 -10|-5 Triangulemos superiormente.
[ 0o 11 28] Tomernos como piyote el elementg, & 11+ 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 11 - [13f.] + 10 - [23f.]
99 0225 El sistema esta diagonalizado, la solucién sera:
0 11| 28 998 = 225 ;o 1la=28
Terminemos de despejary .
p=225.25 . .28
- T 99711 11
El vectorPH sera:
iy=(o-p -2+1, - )_( _25 5,128 25 28 _(_é 29 .3
PH=(2-p. 3t3t B-o)=l2-77 "33 I 11 10 T\ 1 T

La distancia entre las rectas r y s, finalmente, sera:

dist(r, s) { PH

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Calculemos el punto o los puntos de la funcién que tengan de ordendda y

=0
f(x)= —%x2+%x+1:> 1= —%x2+%x+1:> -X+2x=0=> X- % 2= 0= ))::2
Obtengamos el valor de la derivada de esta funcién en cada uno de los puntos anteriores

para ver en cual de ellos la pendiente de la recta tangente es negativa.

2 0,22
f'(O):—fxO+7:

F(X)=-2X+2xt1s f(X)=-2x2 3733

3¥*3 373 {1 (2)=-2,242- 2

3°2%3773

El punto donde la tangente es negativa eg eR. La ecuacion de dicha recta tangente de
pendiente negativa y ordenaglg 1,%es:

Y 2 2,7
Y= %= (%) (x %) = y-1=-3(x-2) > y=-3xi3
(b) Dibujemos previamente el recinto, para ello, representeinag = - %XZ + % x+1

cuya grafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas: Ox= y=1 = 0, 1)
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2.- Puntos de corte con el eje de abscisas0 y=

_ 1,2 e A _2+44+12 | 3 = (30
0=-3xX°+3x+1 = X-2x-3=0> x= 5 “1-1 > (-1 0
3.- Coordenadas del vértice V:
2
__b___3 _ 21 2,2 4,4-4 ( %j
Shtre 1—1 = y= 3xl +3x1+1—3 = V|
273
y
_ 2.7
La recta tangentgl,——§X+§, pasa por los \
puntos(o,%j y(%,o) . ?

La region cuya area nos pide el ejercicio es la /
gue se encuentra rayada al lado. y
El &rea de dicho recinto sera:

2 2
o [ (.2 z_(_;z 2 )) (_z 7
Area-jo( 3x+3 3x +3x+1 dxzjO 3>¢+3+

2

= (Lye-4 %1] S| 1 _4x 4

‘L(3X 3** dx{ss 32*3% *
2

IPEREHERRRE

SOLUCION EJERCICIO 2.--
Construyamos la funcion area de la que me piden que

sea minima. AX)= X +AXY : y
Tengamos en cuenta la relacion que existe a&rgre ,’_ 1
ya que el volumen de la caja es 32 litros. /// X
32=xXxy = 32=Xy = 3,4:3—22 X
Luego el area sera: X
32 128

A(X)= x2+4x = A(X)= X+

Esta funcion t|ene por dominio el intervalo (6-;),+y es continua en dicho dominio por ser
la suma de una funcidn polinémica que lo es en Bydode una funcién racional que también
lo es salvo en el punto 0, pero este valor no pertenece al dominio de A(x).

Calculemos los extremos relativos de A(x).

Ax)= ¢ +528 o A (%)= 2x—@3 - 2x—%3—0 = 2¢-128 0=



Fco. Fdez. Morales EXAMEN MODELO 45 Pag. 157

2x°=128 = X°= 64 = Xx=+ 64& 4

A= X418 5 A(=2x-188 5 Av(x=2+2F o

A'(X)= 2+2526 = A'(4)= 2+24526

El valor de la ordenada, 48, se ha obtenido sustituyendo la abscisa 4 en laA(x)ciés
decir:
e LZS
A(X)= X + 727 A(4)= 4 +=3"=16+ 32= 48
Estudiemos Ia monotonia.
Hay dos posibles intervalos de monotonia, el (0, 4) y elg}t, probemos con un valor
intermedio de cada uno de los intervalos, por ejemplo, el 1y el 5, respetivamente en la funcion

primera derivada:

A(X)= 2x-1—28 = A@=2:1-128-_126< 0 = Decreciente en (0, 4).

12
128

>0 = Minimo relativo en (4, 48).

128

A (X)=2x- gl A (5)= 2« S—Q3 %>O =  Creciente en (4,).

Luego podemos concluir que el minimo relativo es absoluto. Las dimensiones de la caja
son, el lado de la base cuadrada; 4 y la altura de la caja = 3—22: 2
SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Determinemos los valores ogpara los quex=0,y=1 y z=0 es solucion del sistema.

mx+2y+ z= 2 Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo
X+ my= mediante el método de reduccién de Gauss.
2x+mz= 0 Pongamos la primera ecuacion directamente en la tercera fila.

Triangulemos inferiormente.

1 m Om Tomemos como pivote el elementgal+ 0.
2 0 mo Sustituyamos la 22 fila por: [2%£]2 - [15f]
m 2 1j2 Sustituyamos la 32 fila por:  [323f.]m - [13f.]
1 m 0 m Intercambiemos la 22 fila con la 32.
0 -2m m| -2m
0 2-n? 1|2-n?
é oM g o Intercambiemos la 22 columna con la 32,
0 -2m m|-2m
(x)(2) (y) _
1 0 m m Tomemos como pivote el elementgal = 0.
0O 1 2-mf|2-nm Sustituyamos la 32 fila por: [32f.]Jm -[23f.]
0O m -2m | -2m
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2) (y) El sistema esté triangulado inferiormente, todos los elementos
0 m m de la diagonal principal son distintos de cero salvg,&je
1 2-m? | 2-1m? puede serlo. En este apartado nos piden los valorespdea
0 gue el sistema tenga solucion Unica, es decir, sea un sistema
compatible determinado. Luegg, debe ser distinto de cero.
Calculemos, primeramente, los valores que hagan@
*Sia;=0 = nm-4m=0 = m(nmf- =0 = m=0; m=2 ; m=-2,
Luego para que el sistema sea compatible determinado, o sea, tenga como solucién Unica
la solucién: »x 0, y=1 y z =0, los valores delman de ser distintos de 0, 2 2.-
Comprobémoslo terminando de resolver el sistema anterior.

(

ne - 4m|{m*-4m

—~~
OO0OPr x
N

(x)(2)  (y)
1 0 m m L ' .
0 1 2-nt | 2-n? Simplifiguemos la 32 fila ponT - 4m que es distinto de 0.

x)(2) (¥ Triangulemos superiormente.

10 m m Tomemos como pivote el elementgal # 0.

0 1 2-nf|2-n? Sustituyamos la 22 fila por:  [23.](2- ) - [3?f]

0 0 1 1 Sustituyanos la 12 fila por: [13f] m - [33f.]

(xX)(2)(y) El sistena esta diagonalizado.

1 0 olo La solucion es:

0 1 olo x=0 ; w1 ; z=0

0 o 11 gue es la solucibn que queriamos comprobar que

efectivamente lo era.

(b) Teniamos el siguiente sistema triangulado inferiormente.

(x)(2) (y El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos

1 0 m m de la diagonal principal son distintos de cero salvg,e&jue

0 1 2-m? | 2-m? puede serlo. En este apartado nos piden los valorespde

0 0 m’-4m|m’-4m/ los que el sistema seaincompatible. Luegg,gsdistinto de

cero, sabemos por el apartado anterior que es un sistema

compatible determinado. Y sj,@s cero, la Ultima ecuacion seria 0 = 0 que es una ecuaciéon
trivial y la eliminariamos, con lo que nos quedaria un sistema de 2 ecuaciones y tres incégnitas,
es decir, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico. En definitiva, no hay ningin
valor de rque haga al sistema incompatible.

(c) Segun los apartados anteriores, para que el sistema tenga infinitas soluciones, es decir,
sea un sistema compatible indeterminado los valoreshdam de senm=0; m=2; m=- 2.
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

Cdculemos el puntdR, que es el punto de interseccion del planp de la rectar,
resolviendo el sistema formado por las ecuaciones del plano y de la recta.

- { X+y+z-1=0 X+y+z=1 Expresemos el sistema en forma
r= y=1 = y=1 matricial y discutamoslo mediante el
M= 2X+\y+ z-2= 0 2X+ \y+ z= 2 método de reducciéon de Gauss.

1 1 11 Triangulemos inferiormente.

0O 1 0]1 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.

2 A 12 Sustituyamos la 32 fila por:  [32£.]2 - [13f]

1 1 11

0 1 01 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.

0 A-2 -110 Sustituyamos la 32 fila por: [32f.](A- 2) -[25f]

11 11 1 El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos de

01 O la diagonal principal son distintos de cero, luego se trata de un

0 0 -11|2-\ sistema compatible determinado, independientemente del valor

que le podamos asignak.aCalculemos la solucién del sistema.
Triangulemos superiormente.

Tomemos como pivote el elementg=al = 0.

Sustituyamos la 12 fila por: [12f][35f.]

é i 8 3_1)\ Tomemos como pivote el elementg=al = 0.

0 0 -1 |2-1 Sustituyamos la 12 fila por: [12f.][2°f.]

1.0 0l2-2 El sistema esta diagonalizado. La solucion del sistema es:
01 0] 1 X=2-A ; y=1 ; z3%-2

0 0 -1 1(2-X Las coordenadas del punto R son:- (2 1, A- 2)

Para que los tres puntd¥$6, - 1,- 10),Q(0, 2, 2) yR(2- A, 1, A- 2) estén alineados,
seha verificar que los vector®Q y PR sean paralelos, es decir, que las coordenadas de los
vectoresPQ y PR sean proporcionales.

PQ=(0,2 2-(6-1- 10=(-6, 3 12

PR=(2-A,1,A-2)-(6,- - 10=(-4-1, 2\ + §

4 _2e8 | 63 S C1273=-123 0= 0
— =55 =
6 "3 12 %:7\1%8 > 24=3+24= \A=0

luego el punto R estara alineado con P gu@ndoA =0 .
El punto R tendra de coordenadas (2, 1, - 2).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esta indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 46 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Seaf: R — R la funcién definida porf(x)=2- x |x|.

(@) [0"75 PUNTOS]. Esboza la grafica fle

(b) [1 PUNTOQ]. Estudia la derivabilidad denx = 0.

(c) [0°75 PUNTOS]. Halla la ecuacion de la recta tangente a la graficardel punto de
abscisa = 2.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Considera las funcionds (0, +0)> R y g R~ R
definidas, respectivamente, por

f(x)=Lnx y g(x)=1- 2,
siendoLn x el logaritmo neperiano de Calcula el area del recinto limitado por las rectas
x=1y x=2 y las gréficas dey g.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS. Considera el sistema de ecuaciones
x+3y+z=0
2x-13y+ 2z= 0.
(a+2)x-12y+ 12z=
Determina el valoa para que tenga soluciones distintas de la solucion trivial y resuélvelo para
dicho valor dea.

X=1+A
EJERCICIO 4. Considera el plano= 2x+y- z+7=0 ylarectar =y y=1+A
z=1+3\.
(@) [1 PUNTOQ]. Halla la ecuacién de un plano perpendicutay gue contenga a la reata
(b) [1'5 PUNTOS]. ¢Hay algun plano paraleloraque contenga a la rect& En caso
afirmativo determina sus ecuaciones.
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Se sabe que

. 1 _a
x“[no(ex—l ZXJ

es finito. Determina el valor dey calcula el limite.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Determinbsabiendo québ > 0 y que el area del recinto

2
limitado por la parabola de ecuaci§r+ (%x— b) y los ejes coordenados es igual a 8.

a, &, 8
EJERCICIO 3. Se sabe qug,; &, @;=-2. Calcula, indicando las propiedades que
& 8y Ay
utilices, los siguientes determinantes:
3, 3, 1=,
(@) [075PUNTOS].| &, &, 5a,
a; @, Sag
3, 33, 3,
(b) [075 PUNTOS].| &, @, &,
8 8, g
a, a, as
(c) [LPUNTQ] |, -8y &, a;, ay &
8 8, &,

EJERCICIO 4. Las rectas
X+y-2=0 { X+y-6=0

r= 2x+2y+z-4= 0 y S Xty-z-6=0

contienen dos lados de un cuadrado.
(@) [1725 PUNTOS]. Calcula el area del cuadrado.
(b) [1"25 PUNTOS]. Halla la ecuacion del plano que contiene al cuadrado.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(@) Expresemos la funciéh(x) como una funcién a trozos. Teniendo en cuenta la
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definicion de funcidn valor absoluto, tendremos:
2-x(-X) si x<0 +x%  si <

fx)=2- x|x| = {Z—X(X ) si x20 ™ f(X):{g— iz 2: );28

Representemos, primeramente, el trozo de fungi®y x?, cuya grafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas:0 = y=2 = (0,2)
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas: y-= 02 +x?=0 = No hay puntos de corte.
3.- Coordenadas del vértice V:

x=-b2a=0 = y=2 = V(0,2

Repesentemos ahora el trozp= 2 - X2, cuya grafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas: 0 = y=2 = (0,2)
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas: y=02-x*=0 =

iz = (V2029

3.- Coordenadas del vértice V:

x=-bl2a=0 = y=2 = V(0,2

A continuacion estan dibujadas cada una de las pardbolas por separado, y la Ultima es la
funcién f(x) cuya gréfica es la que pide el ejercicio.
YA Y 4

(b) Para estudiar la derivabilidad f§e) enx=0, estudiaremos antes la continuidad de la
funcién en todo su dominio.

- Para valores de<0, la funcién 2 2 es continua por ser polinémica.

- Para valores de »0, la funcién 2 x* es continua por ser polinémica.

- Parax=0, la funcion sera continua si los limites laterales y el vadaduncién en
dicho punto coinciden. Veamoslo.

lim f (%)= lim (2+x)=2
Iirgﬁf(x):li[rgf(z— X)=2f= lim f(x)= lim f(x)= f(0=2
f(0)= 2- G= 2

es decir, en el punte=0 es continua. Luego la funcion es continua en fodo
Estudiemos ahora la derivabilidad, ya que puede ser derivable en todo su dominio por ser
continua en él.
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- Para valores dex<0, la funcién 2 # es derivable por ser polinémica, siendo la
funcion derivada, 2
- Para valores de>0, la funcién 2= x* es derivable por ser polinémica, siendo la
funcién derivada- 2x.
Una primera aproximacion de la funcién derivada, donde sabemos que ya es derivable,
seria:
2x si x<0

(%)= { -2x si x>0
comprobemos si en el punto 0 es derivable, ya que puede serlo por ser continua en él. Sera
derivable si las derivadas laterales existen y coinciden.
f(07) = lim f'(x)=lim (2x)=0
X0 X0
x<0
f'(0")= lim f'(x)= lim (-2x)= 0
X = Xx-0

x>0

=~ f'(0)=f'(0)=0

En el puntox=0 la funciénf es derivable, luego la funcién derivada, definitivamente, es:

ov_ ] 2x si x<0
f(X)'{—Zx si x20

(c) La ecuacion de la recta tangente a la grafidaedeel punto de abscise=2 es:
y- (%)= () (x %) = y-f(@=f(@2)(x-2
Calculemosf(2) y f"(2).
f(2)=2- 2=2-4=-2
f(2)=-2x2=-4
La ecuacion de la recta tangente, finalmente, seré:
Yy-(-2)=(-4)(Xx-2) = y+2=-4x+8 = y=-4x+6.

SOLUCION EJERCICIO 2.- Ya
La grafica de la funcién elemental logaritmo

.
neperiano de, Ln(x), esta situada al lado. /
1
2

La grafica de la funcion -12* se puede obtener
a partir de la funcion exponencial elementd| £n ol
masque someter a ésta a una reflexion y después a un
desplazamiento vertical de una unidad hacia arriba.

Las diversas graficas que se van obteniendo con
los movimientos citados en el parrafo anterior estan
dibujadas a continuacion.
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y y
X
2
1
—\1 1 2 T X
-1
L L -3
1 1 2 X
X
1F _2
y
- El recinto cuya area nos piden es el situado
mas abajo.
1 2 > x y

\

1-2°

70

El area de dicho recinto podemos obtenerlo

mediante la suma de las areas de cada uno de los a3l |
recintos siguientes.
Ya y
1F 1+
. @/ , . L
-1 2 X -1 2 X

7,

&

El &rea del primero de los recintos es:

2
Area1 = len(x) dx=
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Se trata de una integral por partes.
u=Ln(x) ; du= ;l(dx
dv=dx X V= J. dx= x
Continuando con la integral.
2 2 2 2 2
- N R R _ 2 2_
LLn(x) dx= [ x Ln( x)]1 L X dx-[x Ln( x)]l L dx= [x Ln( x)]l-[>d1 =

=(2Ln@)-1Ln(D)-(2- 1= 2Ln(2)- 1
Calculemos ahora el area del segundo de los recintos

2" i 2? 28 ).
{X' [n (2)}1 2" (2)'(1' [n (2)) =

jlz(l— 27) dx

Area, =

P 2 |2 |._2 _

e Yol e et
El area pedida sera la suma de las areas de los dos recintos, es decir:
A _ A i _ _ 2 4 _ 2 >
Area = Area+ Areg = 2Ln(2)-1+ @ 1=2Ln(2)- 2+ h @) u.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo para determinar el eajaede
haga que dicho sistema homogéneo tenga soluciones distintas de la solucién trivial, es decir,
sea un sistema compatible indeterminado.

1 3 1] 0 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elementg=al # 0.

2 -13 210 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - -41%f.]
at2 -12 120 Sustituyamos la 32 fila por: [3%f.] a€2) - [13f]
1 3 110 o ar
0 -19 0o lo Simplifiquemos la 22 fila por - 19.
0 -183& 1Ga|o0
1 3 110 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
0 1 0|0 Sustituyamos la 32 fila por: [3%.] + (18 &3 [2%f.]
0 -18-3& 16 a0

Hemos triangulado inferiormente y todos los elementos de

1 3 110 . - -
0 1 o lo la diagonal principal son distintos de cero salvo,gtjae
0 0 10-al 0 puede serlo o no. Veamos los diferentes casos que pueden

presentarse.

*Sig;#0 = 10-a#0 = a=#10 = obtendriamos un sistema homogéneo de
tresecuaciones y tres incognitas, que sélo admitiria la solucion trixa=d, y=0 y z =0.
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*Si a;=0 = 10-a=0 = a=10 = ladltima ecuacion es de la forms®
gue es una ecuacion trivial, la eliminamos y nos queda un sistema homogéneo de dos
ecuaciones y tres incégnitas, o sea, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico. Este
valor dea=10 es precisamente el que nos pide el problema y es para el que vaesubges
el sistema.

El sistema que nos queda, una vez que hemos eliminado la Gltima ecuacién, por ser una
ecuacion trivial, es:
[ 1 3 1o Como es un sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas, la incognita que

j nos sobra, l&, la pasamos al segundo miembro como incognita no

0 1 00 o .
principal o secundaria.
1 3| -z Triangulemos superiormente.
0O 1/ O Tomemos como pivote el elementgal = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] - -J25f.]
1 0f-z El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
0 1] 0 Xx=-z ; y=0.

Sustituyamos la incognita secundariaz,lgpor un pardmetro, por ejemplo, parR, la
solucién del sistema, finalmente, seré&x=-t ; y=0 ; z=t.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Siel plano que nos piden contiene a la reetatonces un punto del plano puede ser
cualquier punto de la recta, por ejemplo, el (1, 1, 1), y un vector de direccion del plano podra
ser el de direccion de la recta, es decir, el (1, 1, 3).

Como el plano que hemos de calcular es perpendicular al plaBrty- z+7=0, resulta
gue el vector normal al plang el (2, 1- 1), puede ser el otro vector de direccién del plano que

buscamos. La ecuacion del plano seré:
xX=1ta+2B
y=1+a +p
z=1+3-B

(b) La ecuacion de los planos paralelos al plaro2x+y- z+7= 0, seran de la forma:
2x+y-z+D=0
Paracalcular el valor de D correspondiente al plano que contenga a la recta r, sera el que
haga que el sistema formado por las ecuaciones de la recta y la de los planos paralelos sea un
sistema compatible, para ello bastara sustituiryay z de la ecuacién de la recta en la de los
planos paralelos y comprobar que se puede obtener un valor para D.

;2 iii 2(1+2)+(2#2)-(1+ 3)+D= 0
_ 2+ 20 +1+A-1-3+D=0
z=1+ 3 Dz-2

2x+y-z+D=0
La ecuacion del plano que nos piden es: @xz 2= 0.
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Calcdemos el limite siguiente sabiendo que es finito.
, 1 _ a 1 _a_1l_a_r. _o1-
x"f“o(eX-l 2% @-1 2050 01>l =
Ha aparecido una indeterminacion del tipo>, la destruiremos reduciendo a una sola
fraccitn la expresion inicial.

2x-a(e*-1) [0} _

M oxE@ -1 Lo

La indeterminacion de cero partido por cero la destruiremos mediante la Regla de
L"Hbdpital que consiste en derivar numerador y denominador independientemente el uno del
otro.

- 2-a¢e _2-a

M 2@ -n+2x(Ee-1)° 0

Hemos obtenido un cociente en el que pueden ocurrir dos cosas segin que el numerador
sea cero o no.

Si 2-a#0 = a2, entonces el cociente de un nimero distinto de cero entréscerp
luego al no poderse obtener un limite fingmo puede ser distinto de 2.

Si 2-a=0 = a=2, entonces el cociente de cero entre cero da lugar a una
indeterminacion.

Destruyamos dicha indeterminacién cuarato2, mediante la Regla de L"Hopital.

0 -2¢ -2¢e° -2 1

:[6}:1'?’0 26126 +X€ 2 +2 +20-& 2+2 2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

2
Repesentemogy = (%X— b) , b>0 cuya gréfica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas: 0 — y=b> = (0,b?)

2.- Puntos de corte con el eje de abscisgss0 = %X- b=0 = x=3b = (®,0)
3.- Coordenadas del vértice V:
V (3b, 0), ya que la parabola al tener un sélo punto de corte
y con el eje de abscisas, éste es el vértice.
La grafica de la funciorf (x) es la situada al lado.
El recinto acotado por la parabola y los ejes coordenados es

K el que se muestra rayado.
Sabemos que el area es 8, luego:
3b 2 3b 2
1. - BRI [ R
= > jo (3x b) dx=8 = 3[0 (3x b) 3 dx=8 =
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3b 3b

%gx—bﬂ Héxtﬂe} :(%% k}s—(— =8 > B=8 > b2

0 0

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Calculemos el siguiente determinante.

%, 3, 1%, |a, a, 5a, a, a, a,
a, a, 58,,= 3|8, a, S8, =3xJ5a, &, au-~ 18- 9=-30
ay @, Sag a; 8, Say &y Ap 8y

La propiedad que se ha utilizado dos veces dice:
“Si todos los elementos de una fila o columna tienen un factor comun, ese factor puede
sacarse fuera del simbolo del determinante”.
En este ejercicio hemos sacado, en primer lugar, factor comun el 3 de la primera filay, en
segundo lugar, el 5 de la dltima columna.

(b) Calculemos este otro determinante.

38, 33, 3, & &, Ay a, &, aj,
a, a, a13:3an a, 813:3(—]) a, a, 823:—3(—3:6
& 8, g & &y Ay & Ay Ay

La propiedad que se ha utilizado, en primer lugar, ha sido:
“Si todos los elementos de una fila 0 columna tienen un factor comun, ese factor puede
sacarse fuera del simbolo del determinante”.

En este ejercicio hemos sacado factor comin el 3 de la primera fila.

La segunda propiedad que se ha utilizado dice:
“Si intercambiamos entre si dos filas 0 dos columnas, el determinante cambia de
signo”.

En este caso hemos intercambiado entre si las dos primeras filas.

(c) Calculemos el determinante siguiente.

a, a, a, a, a, Qg |&; a, aj;
78y AT Ay A5 ARy A, ApT|Ay Ay a33:_2+ 0=-2
a3 &, &; 8y &, 8y |85 Ap A

La propiedad que hemos aplicado en primer lugar es:
“Si los elementos de una fila o columna de un determinante son sumas de igual niimero
de términos, entonces el determinante es igual a la suma de tantos determinantes como
sumandos figuren en dicha fila o columna, de tal manera que en esos determinantes
el resto de las filas 0 columnas permanecen inalteradas, excepto la que esta formada
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por sumandos, la cual es reemplazada por los primeros sumandos para el primer
determinante, por los segundos sumandos para el segundo determinante, asi hasta el
ultimo sumandb

La segunda propiedad que se ha usado es:
“Si dos filas 0 dos columnas de un determinante son proporcionales, el determinante

es cerd.
En nuestro caso, en el Gltimo de los determinantes, la segunda y tercera fila son

proporcionales, 0 mas exactamente la tercera es igual que la segunda.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Estudiemos la posicion relativa de las rectgs.
_ Xx+y-2=0 _ x+y-6=0
F=12x+ 2y+z-4=0 y 5= x+ y-z-6=0

Formemos con las ecuaciones de ambas rectas un sistema de ecuaciones lineales.

Xty = . - . . .
ox+ 2y+ 2= 4 Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo mediante
x+y =6 el método de reduccion de Gauss.
X+y-z =6
1 1 02 Triangulemos inferiormente.
2 2 1/4 Tomemos como pivote el elementg=al #0.
1 1 0|6 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - -41%f.]
1 1 -1l6 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.] - [13f.]
Sustituyamos la 42 fila por: [423f.] - [13]
1 1 0|2
00 110 Intercambiemos la 22 y 32 columna.
0O 0 0|4
0O 0 -1/4
(x) (2)(y)
1 0 1j2
0 1 0|0 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
0O 0 0|4 Sustituyamos la 42 fila por: [43f.] 2%f.]
0 -1 0|4
(x) (2) (y)
é 2 é g El sistema estad diagonalizado, hemos obtenido dos ecuaciones
0 0 04 absurdas ( la 32 y 4%) por lo que las dos rectas son paralelas en
0 0 o0la sentido estricto.

Para obtener el area del cuadrado, calcularemos la distancia entre ambas rectas que
coincidird con la longitud del lado del cuadrado. Expresamos las dos rectas en forma

paramétrica.
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La forma paramétrica de rectim obtendremos resolviendo el sistema formado por las dos
ecuaciones en las que viene dada dicha recta.

Xxty-2=0 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo
- y-
Tl2x+2y+z-4=0 mediante el método de reduccion de Gauss.
1 1 o2 Triangulemos inferiormente.
(2 5 1 4j Tomemos como pivote el elementgal = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - -413f.]
[ (1) (1) g) Intercambiemos la 22 y 32 columna.
(x)(2) (y) El sistema esté& diagonalizado. La incognita que nos solyalala
(1 0 1 2 pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o
010 secundaria.
(x) (2) Lasolucibnes: x=2y ; z=0.
[1 0 2‘)’] Sustituyamos la incégnita secundagiapor un parametro, por
0 1] © ejemplo,o, las ecuaciones paramétricag deran:
X=2-0
rsyy=a
z=0
Analogamente, la forma paramétrica de rectera:
X+y-6=0 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvdmoslo
S=1 x+ y-2z-6=0 mediante el método de reduccion de Gauss.
Triangulemos inferiormente.
(% i _01‘ g] Tomemos como pivote el elementga 1 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [22f.] -1§f.]
1 1 0|6 ;
[ 0 0 - 1‘ Oj Intercambiemos la 22 y 32 columna.
(x) (2) () El sistema esta diagonalizado. La incognita que nos solyalala
(é _01 é gj pasamos al segundo miembro como incognita no principal o
secundaria.
(x) (2) La solucibnes: x=6y ; z=0.
é _01 66y) Sustituyamos la incégnita secundayigpor un parametro, por
ejemplo,B, las ecuaciones paramétricassdseran:
X=6-pB
s= y B

El lado del cuadrado coincidird con Ia dlstancia, por ejemplo, de unp{to, 0) de
as.
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Elijamos un puntdd genérico des: H(6-B, B, 0)
Construyamos el vector que determinan los puRtp$i. _f—r

ot (o500 (20,9 (45 .

I
|
. . . .z 1
Este vector sera perpendicular al vector de direccién de larecta g .
s, elu,= (-1, 1, 0), por lo que el producto escalar de ambos serd H S

cero:
PHOU = PH =0 > (4-8,8,0+(-110= 0>
-4+Bf+f=0 > P=4=> p=2
PH=(4-8.8,0=(4-220=(2 2§
Lado del cuadrado = dist @) = dist (R s) =
Area del cuadrado (:\/5)2 =8 2y

PH

(b) La ecuacion del plano que contiene al cuadrado, sera el plano que pase por el punto

P(2, 0, 0), y sus vectores de direccion son, por ejempig=el 1, 1(0)y ePH=(2,2, 0.

X=2-A+2U
M=Eqy=A+2y
z=0
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 47 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Calcula

0
1
J:2 X?+2x-3 dx.

EJERCICIO 2. Se sabe que la funcién (f 1, 1) ~ R definida por
2-Lxic si -1< x<0
f(x)= 2

1-x Si 0< x<1
es derivable en el intervalo (- 1, 1).
(@) [1 PUNTO]. Determina el valor de la constante ¢
(b) [0°5 PUNTQOS]. Calcula la funcién derivada f
(c) [LPUNTQ]. Hallalas ecuaciones de las rectas tangentes a la gréforeedson paralelas
a la recta de ecuacién=y x.

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones

X+tAy= A
AX+y+(A-1)z=1
AX+y=2+)

(@) [1'5 PUNTOS]. Clasifica el sistema segun los valores del parametro
(b) [1 PUNTO]. Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.

EJERCICIO 4. Considera las rectas
X = X+y=1
y V4 S= { y

=1z=2 z=3.
Halla la ecuacién de una recta que corte a r y s y sea perpendicular al plano z = 0.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Seaf [0, 2n] >R la funcion definida por f(x) =*écos x+ sen .
(@) [1"25 PUNTOS]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f
(b) [1725 PUNTOS]. Halla los extremos relativos (locales) y absolutos (globales) de f.

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. Se&: R~ R la funcion definida porf(x) = (x- 1) e**.
Cdcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el pl(ﬂl‘,tez).

EJERCICIO 3. Un tendero dispone de tres tipos de zumo en botellas que llamadings

C. El mencionado tendero observa que si vende ka4 botellas del tipd, a 3€las del tipo

By a 4€ las del tipcC, entonces obtiene un total de€Pero si vende a€llas del tipdA, a

3€las del By a$€ las del C, entonces obtiene un total d&€25

(@) [0"75 PUNTOS]. Plantea el sistema de ecuaciones que relaciona el nimero de botellas de
cada tipo que posee el tendero.

(b) [1 PUNTO]. Resuelve dicho sistema.

(c) [0°75 PUNTOS]. ¢Puede determinarse el nUmero de botellas de cada tipo de que dispone
el tendero? (Ten en cuenta que el nUmero de botellas debe ser entero y positivo).

EJERCICIO 4. Sean los puntos A(1, 01}y B(2, - 1, 3).

(&) [1'5 PUNTOS]. Calcula la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasa por
y por B.

(b) [1L PUNTO]. Calcula el area del paralelogramo de vértices consecaB@B sabiendo

que la recta determinada por los vértices CpaBa por el origen de coordenadas.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Cdculemos, primeramente, la integral indefinida siguiente:
1
————— dx
-[ x> +2x- 3

Se trata de una integral racional propia, por lo que calcularemos los valores que anulan al
denominador del integrando.
-2+ 2+ 12 -2+4_ |x=1
2 -2

T x=-3
Descompongamos la fraccién en fracciones elementales en funcién de sus raices.

X2+2x-3=0 = x=
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1 __ A, B _ 1 _Ax+3+ B(x-1 N
x2+2x-3 x-1 x+3 X2+ 2x-3" x-1
x=1 1=AH# = A:%1
1= Ax+ 3+ B(x-I) > 1

x=-3 1=B(-4 = B=-7

Calculemos ahora la integral definida que nos pide el ejercicio.

L x2+2x_3dX'L -1t x+ dx-Ji2 -1 x+3 9x=

0
1 1 1 1 1 1
th|x- J]—ZLn|x+ QL = ZLn|—]]-ZLn|3— (ZLn|—2- ]l-ZLn|-2+ 3) =

= ZLn()-3Ln(3)- 2L+ Ln(®)= -3 Ln(3d

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Sila funcién f(x) es derivable enl(-1) tiene que ser continua también eh, (t).

Calculemos el valor deara que la funcién sea continua.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcién para valoresximayores que 1 y menores que 6,1<x<0, es una
funcion cuadratica, que es continua en tRdtuego la funcion és continua para -4x<0.

- El trozo de funcion para valores xlenayores que 0 y menores que kx8&1, es una
funcién raiz cuadrada de una funcién polinémica, que es continua en su dominio, en nuestro
caso para los valores que hagan al radicando mayor o igual a-cer®, &s decir, paratodos
los valores de renores o iguales a 1, luego la funcién es continua pata x

- El problema de la continuidad esta en el punto 0, donde hay un cambio en el

comportamiento de la funcion.
Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen

y coinciden.

im £ (x)= fim (2x2—%x+ cj —¢
X-0 X-0"
x>0

fim (%)= lim 1-x=1 = lim f(x)=lim f(x)= {0 = c=1
X - X X0~ x-0"
x<0

f(0)=41-0=1

Luego f(x) sera continua en el punto 0, para el valor=de ¢
En definitiva, la funcion f(x) es continua enl(-1), para el valor de=l.
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(b) Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcidn sera derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad, pero
en nuestro caso es continua para el valor dk c =

- Para valores de 1<x<0, f al ser una funcion cuadratica, que es derivable enkpdo

entonces la funcion f es derivable para<x<0, siendo la derivadax - %

- Para valores de <k< 1, f es una funcién raiz cuadrada de una funcién polinémica, que
es derivable para todos los valores de su dominio menos para los que hagan cero al radicando,
elx=1, luego sera derivable para todos los valorez<#, es decir, la funciéhes derivable

-1
ara 0k x<1, siendo la funcién derivad
p 37 - x
Una primera aproximacioén de la funcioén derivada, donde ya sabemos que es derivable es

ax-2 & -1<x<0
t=] 47
i O<x>1
2J-x

- El problema esta en el punto 0.
En el punto 0 sera derivable, si las derivadas laterales coinciden.

£1(07)= lim f'(x)= lim (4X‘§ ?1 f'0)=f(@0) =
x>D ><>0 = { —1__1
-1
2

272

f'(0")= I|m f'(x)= Ilzn 2\/—

><<0 x<0

luego la funcién f(x) sera derivable err &
En definitiva f(x) sera derivable enZ; 1).

La funcion f(x) sera: L

4x—§ si -1<x<0
f' = _
(x) 1 s 0sx>1
2+1-x

(c) Las ecuaciones de las rectas tangentes a la graficueeon paralelas a la recta de
ecuaciony=- x son aquellas que tengan de pendieritees decir, deben existir unos puntos
X, en los que la derivada de la funcién en dichos myrit(x,), sea precisamentel.-

y=f00)= 100 (% %) = y- F(x)=-(x- %)

Calculemosyx,, identificando la derivada en dichos purtpson- 1. Distinguiremos los
dos casos que pueden presentarse, teniendo en cuenta como es la derivada de esta funcién.

A) =45 = 15475 = 4%=5-12 x=4

o y— 1 - -1 i _1 -3
B) f(xo)—2 1__XO:> 12H:> 2/1-x,=1= EX, 1= %1

=
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Calculemos la ecuacion de la recta tangente en cada uno de los casos.
A) En el primero de los casos, sera:
y-0)=- (%) = v {-3)=-(x+} [1]
Obtengamos el valor de la ordenada en el punto - 1/8, es déeié} .
AT 2_;(_;) -2,1,,.35
f( é) - 2( 8) 2\"8) " eat16" 17 32

Continuando en [1], tendremos la primera de las ecuaciones tangentes.

235 (w4l _35__,.1 30 1 - 431
Y= 327 (X+8) Z YTzt TXTg T YETXpTg T YETXR

B) La ecuacién de la recta tangente en este segundo caso, sera:

y-to0=- %) = v (3§ =-(x-3) , 2

Obtengamos el valor de la ordenada en el punto 3/4, es tﬂégg},

3. 1-3- 1.1

f(ﬁ) "%t \/:1 T2

Continuando en [2], tendremos la segunda de las ecuaciones tangentes.
1 3 1 3 5

y—zz _(X_Z) = y—zz—x+z > y=- X+Z

SOLUCION EJERCICIO 3.--
(a) Discutamos el sistema siguiente segun los valores del parametro

X+ Ny ) A Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo
Ax+y+(A-1z= 1 mediante el método de reduccién de Gauss.
AX+ty=2+A
Triangulemos inferiormente.
1 A 0 A Tomemos como pivote el elementgal+ 0.
A1 oA-1 1 Sustituyamos la 22 fila por: [22£.]) - [13f]
) - 0 | 2+A Sustituyamos la 32 fila por:  [32f.] - [13f]
1 A 0 A
0 1-A* A-1 1-)° Intercambiemos entre si las columnas 22y 32,
0 1-A° 0 [2+A-A°

(x) (22 () Hemos triangulado inferiormente y todos los elementos
1 0 A , A , de la diagonal principal son distintos de cero salvo el
0 A-1 1 )‘2 1-A ) a, ¥ el a,; que pueden serlo o no. Veamos los
0 0 I-N|2+A-A : .

diferentes casos que pueden presentarse:

*Si a;,z=0= 1- =0 = A=1;L=-1= Estudiemos cada uno de estos dos casos.
** Sj A =1 = la (ltima ecuacion sera, 0=2#f = 0 =2, que es una ecuacién
absurda, por lo que el sistema sera un sistema incompatible.
** Gj A=-1 = lalltima ecuacién sera, 0 =2 1> = 0 =0, que es una ecuacion
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trivial, por lo que la podemos eliminar. Observer@so quedaria el sistema al
eliminar la Ultima ecuacién y sustituir el valoridpor - 1.

(x) (2) (y) El sistema estaria triangulado, nos quedarian dos
1 0 -1-1 ecuaciones y tres incognitas, es decir, se trataria de un
0 -2 0]0 sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

*Si g+ 0= 1-2%+20= A#1yA\=-1=ladltimaecuacion seria una ecuacion
normal, es decir, no seria ni trivial ni absurda. Pero veamos lo que le ocurriria al coefjgiente a
para los valores d& =1y LA =- 1, resultaria que como,,& X\ - 1, 8, NO seria nunca cero ya
gue sdlo seria cero paxa 1, por lo que para los valores de- 1 y A #- 1 el sistema seria un
sistema compatible determinado.

(b) Terminemos de resolver el sistema para el caso=el, que es cuando era un
sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

(x) (2) (y) El sistema est4 triangulado y nos sobra una incogniyaglee la
1 0 -1 -1 pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o
0 -2 0|0 secundaria, nos quedara el siguiente sistema.
(x) (2) El sistema esta diagonalizado la solucién es:
1 -1ty =-1+y ; -2z=0
0 -2 0 oloqueeslomismo: x-1+y ; z=0

Sustituyendo la incognita secundariay)gor un parametro, por ejemplo, poe R,
tendremos finalmente la solucién del sistema compatible indeterminado uniparamétrico:
x=-14a ; y=a ; z=0.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Expresemos las ecuaciones de las ragtasen forma paramétrica para elegir después un
punto genérico de cada una de ellas.

_X=Yy Xx-y=0 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvdmoslo
=1z=2 7 z=2 mediante el método de reduccién de Gauss.
1 -1 0 . . A e
0 0 1 Intercambiemos entre si las columnas 22y 32.
(x) ( ) ( y) El sistema esta triangulado y nos sobra una incégnita,dae la
1 -1]0 pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o
0 1 012 secundaria, nos quedara el siguiente sistema.
(x) (2) El sistema esta diagonalizado, la solucién sy ; z=2.
% 2 %’ Sustituyamos la incognita secundagapor un parametro, por

ejemplo, pow € R.

Las ecuaciones paramétricas de r seran: a
r= a
2

N < X
I
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Hagamos ahora lo mismo con la recta s

[ x+y=1 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvdmoslo mediante
s= z=13 el método de reduccién de Gauss.
1 1 0f1 _ i
0O 0 13 Intercambiemos entre si las columnas 22 y 32,
(x) (2) (y) El sistema esta triangulado y nos sobra una incognita,dae la
( 1 01 1) pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o
0 1 03 secundaria, nos quedara el siguiente sistema.
(x) (2) El sistema esta diagonalizado, la soluci6n gs: 1-y ; z=3.
(é 81_33/] Sustituyamos la incognita secundagapor un parametro, por

ejemplo, po € R.

Las ecuaciones paramétricas de s seran: | x = 1-f
CERAVA B
z=3
Elijamos un punto genérico de r, eliAd, 2), y otro punto de s, el B(g, B, 3).
La recta que pasa pAry B, es decir la que corta & s, le vamos a imponer la condicion
de ser perpendicular al plans 0. Para ello el vector de direccion de la recta, el vekior  y
el vector normal al plano, @i = (0, O, 1), tienen la misma direccién , es decir, son paralelos,
luego sus coordenadas son proporcionales.
AB=(1-8,8,3-(a,0a,=(p-a,p-a, )
Establezcamos la proporcionalidad de ambos vectores.

0 1
T =3 => f-a=0
_ _1_ JB-a1 P _ | B-
1_ -q B—G 1 L:l = 1_B_a:0 _B
1-f-a 1
Resolvamos el sistema de ecuaciones lineal anterior, para lo cual lo expresamos en forma
matricial y lo resolvemos mediante el método de reduccion de Gauss.

1 -1l 0 Triangulemos inferiormente.
( 1 -1 _1j Tomemos como pivote el elementgal # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + [13f]
1 -1l0 Triangulemos superiormente.
( 0o -2 _1) Tomemos como pivote el elementg & - 2 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [12f.] + [22f.]
( -2 0 _1) El sistema esté diagonalizado, la soluciébn e8u=-1 ; - 2B =- 1,
0 -2|-1 o lo que es lo mismo:
210 21
=3 B=3
La recta que cortaray s, y es perpendicular a la plane 0, es la que pasa por el punto

11 . . - w_[._1_ 11 1 -
é,é,zj y tiene como vector de direccion al vecdB= (1 5 215 2 l) = (O, O,:I)
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La ecuacién de esta recta es;

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) La funcionf(x) es el producto de la funcidn exponencial elemeritglue es continua
y derivable en tod®, y de la funcidon cos + senx que es a su vez suma de dos funciones
trigonométricas elementales, que son continuas y derivabRespen o que su suma seguira
siendo continua y derivable dt y por tanto el producto de ambas funciones lo sera también
en R, es decirf(x) es una funcién continua y derivable en t&dp por supuesto lo sera en el
dominio en la que esté definida que es [f}, 2

Obtengamos la primera derivada.

f(x) =e* (cosx + senx) = f’(x) =€ (cosx + senx) + e* (- sen X + COoSx) = 2e* cosx

Hallemos los valores que anulen a esta primera derivada.

e€=0 imposible

2e*cosx=0 = X=

%N\)I:l

cosk)=0 = x=g+kn >
x:7

Sélo hay dos valores que anulen a la primera derivada y que pertenezcan al dominio de la

funcién, elg y el % . Estudiemos la monotonia de la funcfx), en los intervaloéol E)

2
m 3n 3n . . - -
5:5)Y 5 2m), yaque al ser continua y derivable en su dominio y no existir, por tanto,

puntos de no continuidad y de no derivabilidad, los valores que anulan a la derivada son los
Unicos puntos que nos sirven de referencia para la construccién de dichos intervalos.
Probemos valores intermedios, por ejem[%o, m 7_Iy , respectivamente de cada uno

de esos intervalos en la funcién primera derivada y segin nos salga mayor o menor que cero,
el intervalo correspondiente sera creciente o decreciente:

f,(%) = 2@k cos(%) = 2gh g: J2€* >0 = Creciente erfo, %) ,

f'(m)=2€"cos@m)=2€6" F1F-2€&€<0 = Decreciente eE %)
(I - 5x M Ty _ oM N2 _ My - ; 3n
f(4j—2e Cos( 4j—Ze 2—«/76 >0 Creuenteer{z,Zn

N =

| S
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(b) Teniendo en cuenta todo lo expuesto en el apartado anterior deduciremos que:
3
Maximo relativo er(%, e%j ; Minimo relativo er{%, -e T?Z)

Las ordenadas de los extremos relativos se han obtenido sustituyendo las abscisas de
dichos puntos en la funcion, es decir:

f(%) = ewz(cos%+ serg) —e’2 Q+1)=e"?
f(%”j e ’2(cos%+ se j 2 g-1)=¢"

El méximo y minimo absolutos hay que localizarlos entre los maximo y minimo relativos
o en los extremos del intervalo donde la funcién esta definida. Calculemos las ordenadas en
estos extremos.

f(0)=€’(cosO)+ sen )y x & 0)=1
f(2n) = € (cos@n }+ sen?n )¥ €™ {+ 0) ="
El maximo absoluto se corresponde con el punto que tenga mayor ordenada, en nuestro
caso, con e(2n, ez")
- 3n 3,
El minimo absoluto ser%.i, -e ) .

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Cdculemos primeramente una primitiva de f(x).
F(x)= [ (x-1) & dx
Se trata de una integral por partes.
u=x-1 du= dx
dv=e”dx = j dv jezx dx % e

F(x)=[(x-D) & dx= 3 & (x )- 1] & de 3 €'( x -5 & +K= éX( ) +K
Obtengamoahorda primitivacuyagraficapasgorel puntc(l,ez), es decir, quUe(1)=¢€~

FO= e(l 3)+K = e-ez(_zl)+K = K:ge2

La primitiva que nos pide el gjercicio es:
Foo=e(3-3)+ 3¢

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Llamemosxal n° de botellas de zumo del tiggy a las del tipd yz a las del tip&.
Haciendo la traduccion correspondiente llegamos al sistema:
X+ 3y+4z= 20
X+ 3yt 6z= 25}



Fco. Fdez. Morales EXAMEN MODELO 47 Pag. 181

(b) Expresemos el sistema anterior en forma matricial y resolvamoslo mediante el método
de reduccion de Gauss.

1 3 4|20 Triangulemos inferiormente.
1 3 6|25 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.][1%f.]
1 3 4|20 . ]
( 0 0 2 5) Intercambiemos entre si las columnas 22y 32,
() (2 (y El sistema esta triangulado, nos queda un sistema de dos ecuaciones y
é ‘21 8 250 tres incégnitas por lo que, en principio, es un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico, la incégnita que nos sobrg, la
pasamos al segundo miembro como incognita no principal o secundaria.
(x) (2) Triangulemos superiormente.
((1) ;' 20_5 3y) Tomemos como pivote el elementg, & 2 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13£]2 - [25f.]
(x) (2 El sistema esta diagonalizado, la solucién es: 18- 3y ; Z=5
((1) (2)‘10'535/) oloque eslomismo: x10-3 ; z=5/2

Sustituyamos la incdgnita secundayigyor un parametro, por ejemplo,
por A eR. Tendremos, finalmente, la solucién del sistema.
x=10-3 ; y=A ; z=5/2

(c) No puede determinarse el nimero de botellas de cada tipo que posee el tendero porque
de las del tipdC que hemos obtenido, 5/2, es imposible ya que no es un ndmero natural. Es
decir, el problema no tiene sentido.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Calculemos la ecuacion de la recta que pasa por los A(itd3,- 1) yB(2,- 1, 3).
AB=(2,-1,3-(10-)=(1- 1%
La ecuacion de Iaﬁrecta gue pasakyB, es decir, la que pasa por Ay tiene como vector
de direccion al vectoAB es;

X=1+A
e=1Y-= -\
z=-1+ 4\

Elijamos un punto genérico de esta recta, por ejemplo, el punto
de coordenadakl(1+), - A, - 1+4)), construyamos el vectdPH e
impongamosle la condicién de ser perpendicular al vector de direcgion

de la recta.
OH=(1+A,-\,-1+ A)-(0, Q O=(HA,-\,- }* 4)
OHOAB = OHIAB=0 = (1+\A,-A,-1+A){1-1 3=0 =
S 1+A4A-4+16=0> 18= 3> A=g¢
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El vectorOH tendra pues de coordenadas:

o=@+, -r, - a)=(vd -1 14 d)=( 1.2

La distancia del origen a la recta que pasa por los pAngd coincidira con el modulo
del vectorOH .
B} @4@1}%(3 _ [49+1+4_ [54_6
- - 36 V36 2

dist(O, r) = dist(Q H) =‘ OH

(b) El &rea del paralelogrardBCD sera igual a la base A
por la altura, siendo la base el 1allB y la altura coincidira
con la distancia d® a la recta que pasa pdk y B, ya que los
puntos C y D estan alineados con el origen O.

Area ABCD= base x altura =

«dist(O, r) =

AB

N 63
= P+ (-1)7°+ 42x§: \/Ex%:i]éOS: —;F: 3.3 WA
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA PLANES DE 1994 Y DE 2002
PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon B.

c) La puntuacién de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada vy escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO JUNIO 2005

Opcion A

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. De la funciéfi R - R definida porf (x)=ax® + bx* +cx+d

se sabe que tiene un maximo er - 1, y que su gréfica corta al €X en el punto de abscisa
X =- 2y tiene un punto de inflexién en el punto de absgisa. Calculaa, b, ¢ y d sabiendo
ademas que la recta tangente a la graficeedesf punto de abscisa=x tiene pendiente 9.

EJERCICIO 2. Se sabe que las dos graficas del dibujo corresponden a la find@oénR
definida por {x) =¥ €* y a su funcion derivada.f

(@ [1 PUNTQ] Indica, razonando la respuesta, cual es la graficg dadl la de f.

(b) [1'5 PUNTOS] Calcula el area de la regién sombreada.

@

-2

©)
(2 1 _ (01 (12
EJERCICIO 3. Sean las matrlceé—(s _2), B—(3 -1 C—(_l 1

() [1 PUNTO] ¢Tiene A inversa? En caso afirmativo, calculala.
(b) [1'5 PUNTOS] Determina la matr¥ que cumple qued-X +C-B'=B-B', siendoB' la
matriz transpuesta de B.

. _|x+2y=6
EJERCICIO 4. Considera el punto®, 0, 1) y la recta = 7= 2

(@) [1 PUNTO] Halla la ecuacién del plano que contieneaPyar.
(b) [1'5 PUNTOS] Calcula el punto simétrico de P respecto de la rectar.
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Opcion B

2
EJERCICIO 1. Sea fla funcion definida para#0 por f(x)=% ;1.
() [1 PUNTO] Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.
(b) [1 PUNTO] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimieritp ckdcula sus
extremos relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).

(c) [0'5 PUNTOS] Esbhoza la gréafica de f.

EJERCICIO 2. Considera la funcion: R -~ R definida porf (x)= e %

(@) [0'75 PUNTOS] Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafit&del punto de
abscisa x0.

(b) [1"75 PUNTOS] Calcula el area de la region acotada que esta limitada por la grgfica de
la recta de ecuacién=% y la recta tangente obtenida en (a).

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones
X+ y+ z=-2
-AXx+3y+ z=-7.
X+2y+(A+2=-5
(&) [1'5 PUNTOS] Clasifica el sistema segun los valores del parametro
(b) [1 PUNTO] Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.

EJERCICIO 4. Sean los vectores
v=(010,v=(21-9 yv,=(23-1.
(a) [0°75 PUNTOS] ¢Son los vectorgs, v, Yy V, linealmente dependientes?
(b) [0"75 PUNTOS] ¢ Para qué valoresadel vector (4a+3, - 2) puede expresarse como

combinacion lineal de los vectorag, Vv, y V,?
(c) [1 PUNTO] Calcula un vector unitario y perpendiculaf,ay V.

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Como la funcion polindmicd (x)=ax® +bx? +cx+d tiene un maximo relativo er=- 1,
se cumplird que la primera derivada de la funcion en dicho punto es cero y la segunda menor
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de cero, es decir:

fx)=ac+bx+cx+d = f'(x) =3ax*+ 2bx+c =
f7(x) = 6ax+2b = f(x) = 6a =
f'(-1)=3a(-12+2b(-)+c = 3a- 2b+c=0 1]
f(-1) = 6a(- 1) + 2b - -6a+2b<0 = b<3a [J

Tendremogn cuentgue lagunciones polindbmicas saontinuas y derivables en toHo
Como la gréafica de (k) corta al eje de abscisas en el punte X se verificara:

f-2=a(-2)*+b(-2)2+c(-2) +d = -8a+4b- 2c+d=0 [3]
Al haber un punto de inflexion ex=0, se cumplird que:

f“(0)=6a-0+2b = 2b=0 = b=0 [4]

f(x) = 6a = 6a=0 = az#0

esta Ultima condicién es evidente que se satisface ya que la funcion es polinémica de grado tres
y por tanto el coeficiente del término de grado treieae que ser distinto de cero.

El problema, finalmente, nos dice que la tangente a la grafi¢e)@a el punto de abscisa
x=2 tiene pendiente 9, lo que implica que la derivada de la funcién en dicho punto es 9:

f2=3a-2+2b-2+c = 12a+4b+c=9 [5]
Sustituyamos el valor db=0 en las expresiones [1], [2], [3] y [5], tendremos:

-3a- 2b+c=0 = 3a+c=0

b<3a = a>0 [6]

-8a+4b- 2c+d=0 = -8a- 2c+d=0

12a+4b+c=9 = 12a+c=9

Resolvamos el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que hemos obtenido.
3a+c= 0| Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por el método
-8a- 2c+ d= 0; de Gauss - Jordan.
12a+c=9
3 1 olo) Triangulemos inferiormente.
-8 -2 o| Tomemos como pivote el elementg=a3 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [22f.] + 8 - [13f.]

12 1 9 Sustituyanos la 32 fila por: [33f] 4 - [13f]
S’ ; g 8 Tomemos como pivote el elementg=a?2 = 0.
Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [33f.13 - [25f.]

0 -3 09

3100 Triangulemos superiormente.

02 30 Tomamos como pivote el elementg,& 9 # 0.

0 0 918 Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [23.]3%f.]

310 O .

0 6 0-18 Tomamos como pivote el elementg, & 6 = 0.

00 9 18 Sustituyamos la 12 fila por: 6 - [13f.]25f.]

1§ g 0 _ig La solucion del sistema es: 4818 ; &€=-18 ; d=18 =
0 0 9 18 a=l ; =-3 ; d=2 ; b=O0.
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) La funcion f(x) es el producto de la funcié® que es una funcién cuadréatica
elemental cuyo recorrido es [Ox}por la funcidn exponencial elemengikuyo recorrido es
el intervalo (0, +), por tanto, al multiplicar dos funciones cuyos recorridos son positivos o cero
dara lugar a otra funcién cuyo recorrido nuca podra tomar valores negativos, en consecuencia,
la grafica de la funcién(x) sera Ia@) y la de su funcién derivada@ 1.
Otra razon podria ser que el punt® Ro pertenece a la grafica dg)fya que:
f(x)=xe = f(-2)=(-2%e?=4€°20
sin embargo, si pertenece a la de su funcion derivada, puesto que:
fr(x)=2xe*+Xe& = ' (-2)=2(-2€*+(-2°€?=0

(b) Obtengamos primeramente el area encerrada por la grafi¢e) del eje de abscisas

y las ordenadas en los puntday 0. o

A, = '[ x*e* dx
-2

Calcularemos antes la integral indefinida correspondiente mediante el método de la

integracion por partes. szex dx
us= x2 du=2xdx
dv=€" dx v=jex dx= €'
[xte dx= ¥e-[2xe dx [1]
u=2x du=2dx
dv=e'dx  v=[edx=¢€

Continuando desde [1]:
=xe”- (2x e~ 2 e dx)= e -2xe+ 2 €
Finalmente la integral definida sera:

jo xe* dx= | Xe' - 2 xg+ 2e‘]: =0- 0 2°-((-2°€*-2(-2) €+ 2 &)=

=2-(4e7+ 4%+ 2€%)= 2- 10€
Obtengamos ahora el area encerrada por la gréafica de la funcién deriviga tiéx),
€l eje de abscisas y las ordenadas en los pugst-

A2=H_Z(2xeX+x2e*)dx‘:\[2xé—2é+ X & 2xet 2 é]\::\[xz g3

=|0- (-2 €?)|=|-4€?|= 4€ 2.
El area de la regién sombreada sera la suma de las dos areas calculadas, es decir:
Area=A+A, = 2-10e? +4¢€ =(2- 6€2) u?
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Calculemos lainversa de A, si es que tiene, mediante el método de Gauss, consistente
en poner a la derecha de la matriz A, la matriz unidad e intentar que aparezca, mediante el uso
de diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda, la parte que quede
a la derecha es la matriz inversa de A.

> 11 0 Diagonalicemos.
[ ) Tomemos como pivote el elementg=a?2 = 0.

3 -2/0 1 Sustituyamos la 22 fila por: 2 - [23 . - [13f]

2 1 1 0 Tomemos como pivote el elementga- 7 # 0.

0 -7|-3 2 Sustituyamos la 12 fila por: 7 - [13f.] + [23f.]

14 0| 4 2 Dividamos la 12 fila por 14 y simplifiquemos.

0 -7/-3 2 Dividamos la 22 fila por 7.

1 0 2 1 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo
g Z gue al no salirnos ninguna fila de ceros, la matriz A tiene inversa,

01 7 "7 siendo la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es decir:

A=

~Nlw~NIN
RULSENIES

(b) Resolvamos la ecuacion matricial- XA+ C-B' = B-B".

Restemos a los dos miembros de la igualdad la matig? :C

A-X+CB=B-B = AX+CB-C-B=BB-CB =

A-X=B-B'- C-B' multipliguemos a la izquierda por la inversa de™A, A
Al.(A-X)=A'-(B-B'- C-B') por la propiedad asociativa tendremos

(At-A)-X =A*.(B-B'- C-B") por la existencia de la matriz inversa

|.-X =A*-(B-B'- C-B") por la propiedad de la matriz unidad
X =A'-(B-B'- C-B") terminemos de calcular la matriz X.
2 1)\
ol 7 7.(0 10)2_?_(120)2_?_
13 2 3 -1 2 -1 1 4 -
2 1), 2 1 24 6
_| 7 7,(1-)_(21):7 7,(-1-2): 7 7
3 2 -1 14 1 4 3 2| \-2 10 1 26
7 rZam 7 7 7 7

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Expresemos, en primer lugar, la ecuacién de la restdorma paramétrica. Para lo
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cual resolveremos el sistema formado por las dos ecuaciones.

[= X+2y=6 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el
- z=2 método de reduccion de Gauss - Jordan
12 0/6 Intercambiemos entre si las columnas 22y 32,
0 0 12
(x) (2) (y) _ . . o
1 0 26 El sistema esta diagonalizado, nos sobra una incognytaqle la pasamos
( 0 1 0 2) al segundo miembro como incégnita no principal o secundaria.
(x) (2 La solucién del sistema es:
(1 06—2yj X=6 -2 ; z=2
0 1 2 Sustituyamos la incégnita no principal yiapor un parametro, por
ejemplo, por t, tendremos la ecuacién de la recta en forma paramétrica:
X=6- 2t
rsqy=t
z=2

Tomemos un punto de la rect&l Q(6, 0, 2), que junto &(2, 0, 1) determinan un vector
de direccion del plano, el vectBiQ= (6,0,2) - (2,0 1=( 4 Q X. Otro vector de direccién del
plano es el de direccién de larecta el (- 2, 1, 0) de forma que la ecuacién del plano que contiene
alarectary al punto P es:

X=2-2\+ 4
m=q y=A
z=1+|
P (2,0,1)
(b) Para obtener el simétrico del puRteespecto de la recta
r, P’(a b, c), tendremos que calcular un puktale la recta de tal
manera que el vect®tH sea perpendicular al vector de direcciéon r
de larectay adem&H= HP . A
La ecuacion de la recta r en forma paramétrica era:
X=6- 2t
r=yy=t P
z=2

El punto genérico, H, tendra de coordenadés B, t, 2) y el vectorPH
PH=(6-2t,t, 2 (2,0,1)=(4 2t,1)
Apliquemos la condicién de qiRH  es perpendicular al vector de direccién de la recta:
PHOV = PHey=0= (4-2t t, 1)e¢ 2,1,0)=0>
) -8+4t+t=0 > =8> t=3
Luego el vectorPH tendra de coordenadas:

PH=(4-2t, t, 94 4- 28,8, 44 8 o
y el punto H



Fco. Fdez. Morales EXAMEN JUNIO 2005 Pag. 189

He-2.t,9 > H(e 2282 = H(1E 2

Impongamos la Gltima condiciérPH = HP

4 14 18

gza—g = :g
$3dwno (829 = Eod = o - o209

=C- = C=

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(@) Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacelimuef:(x) = £
X —

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x 0. Veamoslo.

im*->~——==—"=%==+ . i ical: =
im = 0 -0 f® Hay un asintota vertical: 0.

- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer hq‘e f(x)=bOR
X—>*xo

Comprobemos si existe.

+ . . ,
I|m X+l " 1 {%} Im ZTX: two = No existe asintota horizontal.

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L"Hbpital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.

No existe asintota horizontal, pero se da la condicién necesaria para que pueda existir
asintota oblicua.

- Asintotas Oblicuas.

Calculemos la ecuacion de la posible asintota obligza:mx + n. Comencemos
obteniendo el valor de m y después el de la n:

X +1
m=lim ) - jim —X

X - 00 X o 00 Xx-0 X

Calculemos ahora n:

o . x2+l_j_. X
n—xllm(f(x) mx)—llm( X =lim

X - 00 X -0

La asintota oblicua es: =yx
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En las funciones racionales, si hay asintota oblicua para, también la habra para
X - - o0, siendo ademas la misma.
Estudiemos la posicién de la grafica de f respecto de la asintota verti€al x

li X+1_1_1_

im oo -0~ ° . ,

o X0 La funcion f(x) tiende a- «» cuandox se acercaa 0
lim X*+1_1_1_ too = por la izquierda, y a +ecuando lo hace por la derecha.
o X 07 +07

Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota obkcya y
* Para valores de x muy grandes, por ejempto 1800 =

f (1000) %% 1000001 _

Yasintota =1000

f(lOOO) > Ysintota

luego la gréafica de f, para-x+e, va por encima de la asintota oblicua.
* Para valores de x muy pequefios, por ejempto, X000 =

_(-1000°+ 1 _
(- 2000) =755 = ~1000001 (- 1000) < ¥siniota
Yasintota = 1000

luego la gréfica de f, para-x «, va por debajo de la asintota oblicua.

(b) Teniendo en cuenta que es una funcién racional, continua € toeeloos en el punto
cero, ya que es el valor que anula al denominador y por tanto no pertenece al dominio,
determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimieffitdéidéemos los valores que
anulen a la funcion primera derivada ¢e f
f’(x)z2X2_(X2+]) x=1

NG x=-1

Con estos dos puntos, 1-\, y con el 0, los ordenamos y construimos los posibles
intervalos de monotonia: (1), (-1, 0), (0, 1) y (1, «).

Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejeripid).5, 0.5
y 2, respectivamente en la funcién primera derivada y segin nos salga mayor o menor que cero,
en el intervalo correspondiente la funcién sera creciente o decreciente:

2—
> f'(X)=XX—21 > x-1=0 > X*=1> {

— 2 —
f’(—2)=((%)—2)21:%>0 = creciente eff-» , - 1)
2
f'(-0.5)= ( ((_)g)sz L _00'2755< 0 = decreciente e(-1, 0)
2 _ . _
f'(0.5)= 0'8—521: 09'2755< 0 = decreciente ef0, 1)
2 —
f’(2):222 1:%’>O = creciente erfl, +»)
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Calculemos ahora los extremos relativos o locales.

Teniendo en cuenta todos los calculos realizados hasta el momento y lo dicho sobre la
continuidad de esta funcion racional, podremos concluir lo siguiente:

* En x= - 1, hay un maximo relativo puesto que la funcién pasa de crecer a decrecer.

~1)? + 1
f(-n-= (]2—1= -2 = Méaximo relativo (- 1, - 2)

* En x= 1, hay un minimo relativo puesto que la funcién pasa de decrecer a crecer.

2
f()= l—Il: =  Minimo relativo (1, 2)

(c) Lagrafica de la funcion teniendo en cuenta los apartados ? A
anteriores, (a) y (b), se encuentra situada al lado. 4,0

71
7k

7

e -
, 2
4
/4

T
|
I
1

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(8) La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de apscBasx
y= f(x)= '06) (%= %)= y f0)= f(0)(x0) [
Calculemos la ordenada en dicho punto:
_0
f(O)=e 2=€=1
Obtengamos la funcion primera derivada.
f0=e"2 = fr(x)=-2""
El valor de esta derivada en el punto 0, es:

fr0)=-1e??=-1

2 2
Sustituyamos estos valores calculados en la expresion [1].
y—1:—%(x—0) = y—1:—% X = yz—% x+1

gue es la ecuacion de la recta tangente.

(b) Lafuncionf (x)= € *'? es unafuncion exponencial casi

elemental, estrictamente decreciente, que pasa por el punto {0, 1) x =2
y tiene una asintota horizontal=y0, cuando % +w,
1

La recta tangentey = 5 X+1 pasa por los puntos (0, 1) y
2, 0). >
La region acotada por la grafica de la funcfota recta | ] QE\

tangente obtenida en el apartado anterior y la re&ct&, es la
situada al lado. Calculemos su area.
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> 2

2
i [ (e3[4 =([e2+1x-1|dx=|-2e2+1X 4| =
Area_J.o(e ( 2x+1))dx J;(e +2x l)dx [ 2e +22 x}

0

=-2e +2742—2—(—2e'g +%2—0j =-2e"+1-2- (— 2e°): -2t +1-2+ 2:(1— 28’1) 2.

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Discutamos el siguiente sistema segun los valores del parametroi.

X+y+z=-2 Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo
—Ax+3y+z=-7 mediante el método de reduccion de Gauss - Jordan
X+2y+(A+2)=-5
1 1 1 -2 Coloquemos la 12 columna en tercer lugar.
-\ 3 1 | =7 Coloquenos la 22 columna en primer lugar.

Cologuemos la 32 columna en segundo lugar.
1 2 r+2| -5 a g g

) (2 (% Triangulemos inferiormente.

11 1-2 Tomeamos como pivote el elementg & 1 # 0.
3 1 -A|-7 Sustituyamos la 22 fila por: [22.]3 - [13f]

2 A2 1]-5 Sustituyamos la 32 fila por: [32f.]2 - [13f.]

(y) (23 (%

1 1 1]-2
0 -2 -A-3|-1
0o A -1 |-1

Tomemos como pivote el elementga- 2 # 0.
Sustituyamos a32 fila por: 2 - [33f.] & - [253f.]

(y) (2) (%) Hemos triangulado inferiormente y todos los elementos de
11 1 -2 la diagonal principal son distintos de cero salvo,etjae

0 -2 2—)\ -3 -1 puede serlo o no. Veamos los diferentes casos que pueden
0 0 -NM-3-2/-2-A) presentarse:

*Sig,;=0= - - 3R-2=0=> A=—F——="= {_i — Estudiemos
cada uno de estos dos casos.

** Si A=-1 = la dltima ecuacién sera, 0-2-(-1) = 0= -1, que es una
ecuacion absurda, por lo que el sistema sera un sistema incompatible.

** Si A =-2 = ladltima ecuacién sera, 0 2- (- 2) = 0=0, que es una ecuacién
trivial, por lo que la podemos eliminar. El sistema estaria triangulado, nos
guedarian dos ecuaciones y tres incognitas, es decir, se trataria de un sistema
compatible indeterminado uniparamétrico.

*Siag#0 = -A%-31-2+#0= A=-1YyA=-2=lalltimaecuacién seria una
ecuacion normal, es decir, no seria ni trivial ni absurda, por lo que para los valdres tle
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y L =- 2 el sistema seria un sistema compatible determinado.

(b) Terminemos de resolver el sistema para el caso=de?2, que es cuando era un
sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

(y) (2) (% El sistema esta triangulado y nos sobra una incogniyagize la
1 1 1 -2 pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o
0 -2 -1| -1 secundaria, nos quedard el siguiente sistema.

(y) (2) Triangulemos superiormente.

1 1] -2-x Tomemos como pivote el elemento=a 2 = 0.
0 -2| -1+x Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13£.]23f.]
(y) (2)
2 0| -5-x El sistema esta diagonalizado la solucion es:
0 -2| -1+x 2y=-5-x ; -2z=-1+x
; -_5_1, . _1_1
y=—-=-=X ==-=X
o lo que es lo mismoy 575 ; )

Sustituyendo la incégnita secundariax)gor un parametro, por ejemplo, poe R,
tendremos finalmente la solucion del sistema compatible indeterminado uniparamétrico:

tq - y=_5_ly . ,=1_1
X=a oo yETeT s 2ER TR

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Paraquelosvector®s,V, Wy  seanlinealmente dependientes se ha de satisfacer que
el determinante formado con sus respectivas componentes sea cero
01 O
2 1 -1=0+0-2-0- 0+ 2= 0 = luego si son linealmente dependientes.
2 3 -1

(b) Expresemos el vector @t3,- 2) como combinacion lineal de los vectovesV, y Vs.
4,a3,-2)=a(0,1,0) 4 (2,1,-3+y(2,3,-) ; o,B,yeR
y calculemos para qué valores desto es posible.
Efectuemos las operaciones.
(4, at3,-2) =(0,¢0) + (B, B, - B) + (2, 3v,-7)
(41 a+3! - 2) = ($+2’y, a+B+3Y! - B' Y)

Al ser estos dos vectores iguales podemos identificar sus componentes:
2B+2y= 4
a+B+3y=a+3

B-y=-2

Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo
mediante el método de reduccién de Gauss - Jordan
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0 2 2 4 Coloquemos la 12 fila en tercer lugar.

1 1 3 a+3 Coloquemos la 22 fila en primer lugar.

0 -1 -1 -2 Coloquemos la tercera fila en segundo lugar.

1 1 3at3 Triangulemos inferiormente.

0 -1 -1 -2 Tomemos como pivote el elementg & - 1 = 0.

0 2 2 4 Sustituyamos la 32 fila por: [32f]2 - [23f.]

1 1 3Ja+3 El sistema esta triangulado inferiormente. Hemos obtenido una
0 -1 -1 -2 ecuacion trivial que podemos eliminar. Nos queda un sistema
0 0 0O O de dos ecuaciones y tres incognitas, es decir, se trata de un

sistema compatible indeterminado uniparamétrico, independientemente del valoEmle
definitiva, para cualquier valor d@epodemos encontrar infinitas maneras de expresar el vector
(4,a+3, - 2) como combinacion lineal de los vectokgsV, y V. Esto es asi porque ademas
estos tres vectores son linealmente dependientes.

(c) Calculemos primeramente un vectari{ad perpendicular &, Y V,.
(ab,9-(0,1,00=0 = b=0
ab9-(2,1,1)=0 = 2a+b-¢c=0 = 2Z-c¢c=0 = c=2a
luego un vector perpendicular puede ser, si le damad wador 1, el (1, 0, 2).
Para obtener un vector unitario debemos dividir el vector obtenido por su mdédulo:

(L0 =VE+G+2=V5
192
(L02 = (E’O’E)

este Gltimo vector es el vector que es unitario y perpendiciayav, .
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA PLANES DE 1994 Y DE 2002
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esti indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

EXAMEN SEPTIEMBRE 2005

Opcion A

EJERCICIO 1. De una funcion :fR- R se sabe qudd)=2 y que f (x) =2x

(&) [1 PUNTO]. Determina.f

(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area de la region limitada por la grafidaper el eje de
abscisas y por las rectas de ecuaciones2xy x=2.

EJERCICIO 2. Sea fR- R la funcién definida por (k)=(x- 1)* €.

(@) [0'5 PUNTOS]. Halla las asintotas de la gréfica.de f

(b) [1'5 PUNTOS]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiefy@dkeula,

Si existen sus extremos relativos o locales y sus extremos absolutos o globales (puntos en los
gue se obtienen y valores que alcanza la funcién).

(c) [0°5 PUNTOS]. Esboza la gréfica de f

EJERCICIO 3. [2’5 PUNTOS]. En una excavacién arqueolédgica se han encontrado sortijas,
monedas y pendientes. Una sortija, una moneda y un pendiente pesan conjuntamente 30 gramos.
Ademas, 4 sortijas, 3 monedas y 2 pendientes han dado un peso de 90 gramos. El peso de un
objeto deformado e irreconocible es de 18 gramos. Determina si el mencionado objeto es una
sortija, una moneda o un pendiente, sabiendo que los objetos del mismo tipo pesan lo mismo.

EJERCICIO 4. Considera un plano stx+y+ mz=3 ylarecta Ex= y-1= 2-2,

2
(@) [0"75 PUNTOS]. Halla npara que § 7 sean paralelos.
(b) [0"75 PUNTOS]. Halla npara que i = sean perpendiculares.
(c) [1 PUNTO]. ¢Existe algun valor depara que la rectaesté contenida en el plan®@ =
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Opci6n B

EJERCICIO 1. De unafunciorf: [0, 5]- R se sabe qug3)=6 y que su funcion derivada
esta dada por . (5x-2 si O<x<1

f (X)_{x2—6x+8 si 1< x<5

(@) [1 PUNTO]. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafitemel punto de
abscisa x 3.

(b) [1'5PUNTOS]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiehtpaddcula
sus extremos relativadocalegpuntos en los que se obtiengralores que alcanza la funcién).

8
EJERCICIO 2. Considera la integral definida= I 7@ 1dx
3 -

(@) [1°25 PUNTOS]. Exprésala aplicando el cambio de varialles x - 1= t.
(b) [1725 PUNTOS]. Calcula I.

EJERCICIO 3. Sabiendo qubA‘ = =2, calcula, indicando las propiedades que

Q oL
om0
— =0

utilices, los siguientes determinantes:
(@) [LPUNTO]. F3Aly |A-Y.

c b a
(b) [0"75 PUNTOS]. f. e dj.

(c) [0'75 PUNTOS].

[(eoR ]
oD T

EJERCICIO 4. Seanlos planos ;# 2x+y- z+5=0 y g=Xx+2y+z+2=0.

(&) [1'5 PUNTOS]. Calcula las coordenadas del punsalfiendo que esta en el plany«
guesu proyeccion ortogonal sobre el plan@s el punto (1, 0,3).

(b) [1 PUNTOQ]. Calcula el punto simétrico da€specto del plano,n

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(a) Para calcular la funciéhconociendo su funcion derivada, integraremos ésta para
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calcular la familia de primitivas y después le impondremos la condicion déQ)oef

2
f(X)=Jf'(x) dx:JZde:%+K:x2+K
Sustituyamos la gpor 2:
f(x)= x+K = f0)=2> 0°+K=2> K=2 = f(X)=x+2

(b) Dibujemos previamente la grafica Hi§), para lo y
cual tendremos en cuenta que se trata de la funcion elemental ol
x? desplazada dos unidades hacia arriba. El area de la region |

guenos piden es la rayada y situada al lado.

2
’ X2 +2) dx= X—3+2x =
| (x+2) 3
-2

-2

i

N\

v

2 (-2)° _8 ( 8 )_ 7 >
—3+2EQ—[ 3 +2A-2|=3+4-|-3-4)= 2 X
16 40
=—+8=—Fu

3 3

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfaceﬁfq%ef: (X) = oo
X —

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen

al denominador, ya que la funcién puede ponerse en la forma:
2
- 2 _(x-1)

F0=(x-D%e" = (=" [
pero no hay ningun valor que anula al denominador, puest@fe® no puede ser.

- Asintotas horizontales.

Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer bfe: f(x)=b0OR

. . . X -+ oo
Comprobemos si existe, primero para: %o,
2
Iim@: 2 :IimM: 2 1= 1lim 2_2. = y=0 esla asintota
X - +0 ex 00 X - +00 ex 00 X +00 ex 00
horizontal cuando x +co.

La indeterminacién de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L"Hbpital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.

Veamos ahora si existe para- x oo.

lim (x-20*® > = lim (-x-20°®™ = lim (-x-1)’E =0k = o

X = X - +00



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 198

No existe asintota horizontal para— - «, pero se da la condiciéon necesaria para que
puala existir asintota oblicua.
- Asintotas Oblicuas.
Calculemos la ecuacién de la posible asintota oblicsamy + n, cuando x> - o,
Comrencemos obteniendo el valor de m y después el de la n:
109y (X2D'€" (-x-10e
X X - X

X - —00

i (X070

X o +oo -X

= lim

X — +oo

m= Xlinl
2
- lim 2(x+ ])Eex_+1(x+ ) 0e _ iilz .
Luego no existe asintota oblicua cuande -xe.
Estudiemos la posicién de la grafica deskpecto de la asintota horizontat 0.
* Para valores de muy grandes, por ejemplo=x100 =

_ 2
f (100) =(1°el°70,f) = 9801E

= f(lOO) > Vsintota

yasintota_
luego la gréfica de, fpara x -+, va por encima de la asintota horizontal.

(b) Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimierit®©tdéengamos, en
primer lugar, la funcién primera derivada.

fr(x)=2x- )"+ (x- V(- €*) = /()= (2x-JE*-(¥-2x+ Y&™* =
fr(x)= (— X2+ 4X- 3)[(9‘X
Hallemos los valores que anulen a la funcion primera derivadéxjle f

2 _ _-4+416-12_ -4+2_ |1
(ot dx- Qe o | X320 5 e TS _{3
e€*=0 = no hay ningun valor

Con estos dos puntos, 1 y 3, los ordenamos y construimos los posibles intervalos de
monotonia: (=, 1), (1, 3), (3, #).

Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejemplo, 0, 2, y 4
respectivamente en la funcién primera derivada y segln nos salga mayor o menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcidn sera creciente o decreciente:

f'(0)=(-0+0- 3E°=-% 0 = decreciente efro, 1)
f'(2)= (— 2+ 8- 6)[9'2 =€°>0 = creciente erfl, 3)
f'(4)= (—42 +16- 6)[9‘2 =-3€°< 0 = decreciente e( +)

Estudiemos los extremos locales. Estos s6lo se podran localizar en los puntos de derivada
cero, ya que la funcién es continua por tratarse del producto o del cociente (segun se mire, ver
[1]) de dos funciones que lo son en todo R y no anularse para ninguin valor del denominador,
por similares razones es derivable en todo su dominio que es R.

Teniendo en cuenta lo analizado hasta ahora podemos asegurar que hay un minimo local
en x= 1, y un maximo local en x3.
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Las ordenadas de estos extremos son:
f()=(1-19*E°=0 = minimo en (1, 0).
f(3)=(3-9*®* =4€®> - Maximo en(3, 4e‘3) .

(c) Para dibujar la gréfica nos bastaria con calcular el punto de corte con el eje de
ordenadas, que seria:

x=0 = f()=(x-0%¢* = f(@O=(0-9¢° = f(0=1 - (1,0
La gréfica seria:

\ 4

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Llamemoss al peso de una sortija al de una monedapyal de un pendiente, con lo que
podremos establecer el siguiente sistema:
S+ M+ p= 30} Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo mediante el
4s+ 3m+ 2p= 90/ método de reduccion de Gauss.
( 11 1 ‘ 30) Triangulemos inferiormente.

4 3 2]90 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f] 4 - [1%f.]

(1 1 1 30) El sistema esta triangulado. Se trata de un sistema compatible
0 -1 -2]-30) indeterminado uniparamétrico. Nos sobra una incognitegiae la
pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o
1 1| 30- Triangulemos superiormente.
[ 0 -1|-30+ g ) Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
P/ Sustituyamos la 12 fila por: [13f3 [2%]
( 1 0 p ) El sistema esta diagonalizado.
0 -1{-30+2p) |Lasolucibnes: sp : nmE30-2p
Sustituyamotaincégnitasecundaridap, porunparadmetroporejemplopori, tendremos:
s=A\
m=30- 2\
p=A

El problema nos dice que uno de los objetos, aunque deformado, pesa 18 gramos, lo que
significa que la sortija 0 la moneda o bien el pendiente pesa 18 gramos.
Supongamos que sea la sortija la que pesa 18 gram8, eso implica que el pendiente
también pesa 18, p =18, yaque ks y p = ) por tanto X 18 y la moneda pesara:
m=30-21. = m=30-2:18 = m=-6 que esimposible.
Supongamos la Unica otra posibilidad, que sea la moneda la que pese 18 gramos, por lo que
los otros objetos pesaran:
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m=30-2A. = 18=30-2» = 2,=30-18 = A=6
Ss=A = S = 6 gramos
p=Ar = p = 6 gramos

SOLUCIO N EJERCICIO 4.-
(a) Expresemos inicialmente la rectaamo interseccion de dos planos.

z-2 :{x:y—l {x—yz—l

x=y-1=75 =222 2 ox-"z=-2
Discutamos el sistema formado por las ecuaciones de la seletael planor para hallar
el valor de npara que sean paralelos.

x-y=-1 Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo mediante el

2X-272=-2 método de reducciéon de Gauss.
X+ y+mz= 3

Triangulemos inferiormente.
1 -1 0|-1 .
2 0 -1-2 Tomemos como pivote el elementeal# 0.
1 1 ml3 Sustituyamos la 22 fila por: [23£.]2 - [15f]
Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.][15f.]
é _21 _0 _01 Tomemos como pivote el elementga 2 = 0.
0 2 mla Sustituyamos la 32 fila por: [33:.][25f.]
1 -1 0 |-1) Elsistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos de la
0 2 -1]| 0| diagonalprincipal son distintos de cero salvogljae puede serlo o
0 0 m+t14) no. Para que la recta y el plano sean paralelos el sistema debe ser

incompatible, por lo que la Ultima ecuacion debe ser absurda, y para ello se ha de verificar que
el coeficiente g sea cero, o sea:
m+1=0 = m=-1 \valorparaelque larectay el plano son paralelos.

(b) Para que la recta y el plano sean perpendiculares se ha de verificar que el vector de
direccion de la recta, el (1, 1, 2), y el vector normal del plano, el ifd), $ean paralelos, es
decir, las coordenadas de ambos vectores deben ser proporcionales.
1 1 2 1 2

—-=-=— = —=— = M=2 valorparael que larectay el plano son perpendiculares.
1 1 m 1 m

(c) Para que la recta esté contenida en el plano, segun el apartado (a), una vez que
habiamos triangulado inferiormente, el sistema tendria que ser un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico, por lo que la Ultima ecuacién deberia ser una ecuacion trivial,
0=0, pero no es posible puesto que la Ultima ecuacién tiene como término independiente, 4. En
definitiva no existe ningun valor de aquie haga que la recta esté contenida en el plano.
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(&) La funcién fes derivable en (0, 5), luego es continua en (0, 5).
La ecuacion de la recta tangente a la graficaethesd punto de abscisg 3 es:
y- (%)= f' (%) (x- %) = y-f@Q)= (3 x-3) [1]
El enunciado del ejercicio nos dice que la ordenada en dicho pun(8)es 6f
De la expresion matematica de la funcién derivada, deducimos que la derivada en el punto
3es: f(3)=3F-6-3+48 = f(3)=-1.
Sustituyamos estos valores en la expresion [1]
y-6=-1x(x-3 = y=-x+9 que eslaecuacion de la recta tangente.

(b) Para determinar los intervalos de monotonia de esta funcién continua y derivable en
(0, 5), calcularemos los puntos donde se anula la derivada.

5x-2=0 ; x:%:04
=0 =9 | 4. .. 6:4/36-32_6:2 [4
X" -6x+8=0 ; = > = 5 )2

Con estos tres valores y teniendo en cuenta que es una funcién a trozos, y que en el punto
1 hay un cambio en el comportamiento de la funcién, construimos los siguientes intervalos de
monotonia, (0, 0°4), (0'4, 1), (1, 2), (2, 4) y (4, 5). Probamos valores intermedios de cada uno
de esos intervalos en la funcién primera derivada y segin obtengamos un valor positivo o
negativo la funcién seré creciente o decreciente.

f'(02=5102-2=-%kX 0 = decreciente e(0, 0 4)
f'(09=505 2= 05 O = creciente erf0 4, 1)
f'(19=15- 615 & 125 0 = creciente effl, 2)
f'(®=3F-603+ 8-k 0 = decreciente e(?, 4)

f'(49=45-645 & 125 0 = creciente eig4, 5)

Teniendo en cuenta lo anterior y como la funcién es continua, los extremos relativos o
locales se presentaran en los puntos 0°4, 2 y 4, siendo cada uno de ellos lo siguiente:

* en el 0"4 un minimo local por pasar la grafica de la funcion de decreciente a creciente.

* en el 2 un maximo local por pasar la funcién de creciente a decreciente.

* en el 4 un minimo local por pasar de decreciente a creciente.

Para calcular los valores que alcanza la funcién en cada uno de ellos tendremos que
obtener la funcién a partir de la funcién derivada mediante la integracion de la misma.

[(5x-Ddx=2 ¥ -2x K si 0<x<1
f(= 27
I(x2—6x+8)dx=§—3x2+8x+C s 1< x<5

Para calcula€ tendremos en cuenta que la funcién en el punto 3 vale 6, e ®¢i6.
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%—3[BZ+SD3+C: 6 > C=6 9% 2F 24 0

Al ser C=0 la funcién tendra el siguiente aspecto.

22 2x+ K si 0< x<1
f(x)=

X3 2 .
§—3x +8Xx si 1 x< 5

Calculemos el valor di, sabiendo que la funcién es continua por ser derivable segun el
problema ( hos han dado la expresién matematica de la funcién derivada).

Al tratarse de una funcién a trozos y de expresiones polinémicas, la funcion l6gicamente
es continua, pero para que lo sea en el punto 1, los limites laterales y el valor de la funcién en
dicho punto deben coincidir, por tanto:

lim (gxz— 2%+ K) g— 2+ K= %+ K
x- 10 1 _16 29
> Ht+tK=% = K==—F
I(33 8)138-16 2 3 ©
m 3" X~ + oX 3 + o= 3
gx2—2x+%9 si 0< x<1
La funcion finalmente sera:f (X) = | s
§-3x2+8x si 1< x< 5
Ahora ya podemos calcular los valores que alcanza la funcidn en sus extremos relativos.
. 29_133 o (04,133
*Enel 0°4: f(04) = [04 200 4+ 6 -~ 30 — Minimo local 04 3
20
*Enel2: f(2)=5%-30°+ 802= 2—?? = Maximo IocaI(Z, 3)
*Enel4: f(4)=—%-304+8M4= 136 = Minimo Iocal(4 %6)

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Apliguemos el cambio de variabled+ x-1=t, ala integral I. Tendremos.
VIt x-1=t = Jlrx=t+ 1> B x=(t+ * > x=t?+2t+1-1 =
x=t?+2t > dx=(2t+ 2 dt
Si x=3 = t=41+3-1=1
{ x=8 = t=+1+8-1= 2
1 22t+2

(2t+ Qo= | =4

1 dt

(b) terminemos de calcular la integral I
dx-J. Z(2t+ 2)dt= f 2t+ 2

_ 1
_L\/ﬁ—l B

dt—j2(2+%j dt=[2t+ 200 1] =
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=4+20n(2-(2+ ZAn())= 4 ZILn(2- 2 6 2 An( 2

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Si el determinante asociado a la matrizafe 2, |A| = 2, el de la matriz 3A seré:

a b c -3a -3b -3¢
A=|d e f| = -3A=|-3d -3e -3f| =
g h i -3g -3h -3

Hemos aplicado como se multiplica un ndmero por una matriz, que es multiplicando todos
los elementos de la matriz por dicho namero.

-3a -3b -3c a b c
-3A|=|-3d -3e -3f|=(-3°0d e f|=-27M@=-54
-3g -3h -3i g h i

Hemos aplicado la propiedad de los determinantes que dice:

“Si todos los elementos de una fila 0 columna tienen un factor comudn, ese factor puede
sacarse fuera del simbolo del determinante

En nuestro caso lo hemos hecho tres veces por haber tres filas 0 columnas con el factor
comun 3.

Calculemos ahora A *|.

Aplicaremos la propiedad de los determinantes que dice:

Si Ay B son dos matrices cuadradas del mismo orden, se verifica que

|AmB|=| A} B
En el caso de ser las matricey A*, tendriamos:
s R R B T N P S R P B
Por tanto, A'1‘=i = ‘A‘l‘z%

A

(b) Calculemos este otro determinante.

c b a c b a a b c
f e d=z20f e dl=2-3)d e f|=-202=-4
2 i h g g h i

La primera de las propiedades que hemos aplicado, dice:

“Si todos los elementos de una fila 0 columna tienen un factor comun, ese factor puede
sacarse fuera del simbolo del determinante

En nuestro caso, la tercera fila tiene como factor comun el 2.

La segunda de las propiedades que se ha usado es:

“Si intercambiamos entre si dos filas 0 dos columnas, el determinante cambia de signo”.

En nuestro caso, hemos intercambiado las columnas primera y tercera.
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(c) Calculemos este otro determinante.

a b a-cl |la b al |a b ¢
d e d- fl=1|d e d-|d e f
g h g-i|l |9 h g |g h i

La primera de las propiedades que hemos usado dice:

“Si los elementos de cualquier fila o columna de un determinante son sumas de igual n°
de términos, entonces el determinante es igual a la suma de tantos determinantes como
sumandos figuren en dicha fila o columna, de tal manera que en esos determinantes el resto
de las filas o columnas permanecen inalteradas, excepto la que esta formada por sumandos,
la cual, es reemplazada por los primeros sumandos para el primer determinante, por los
segundos sumandos para el 2° determinante y asi sucesivamente, hasta el Gltimo sumando”.

En nuestro caso, es la tercera columna la que estd compuesta por la suma de dos términos.

La segunda de las propiedades que hemos aplicado es:

“Si un determinante tiene dos filas o dos columnas iguales, el determinante vale cero”.

En nuestro caso, la primera y tercera columna son iguales.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(&) Comencemos expresando la ecuacion del plano
m,, que viene dada en forma general, en forma
paameétrica. Para lo cual resolveremos el sistema formado
por la ecuacién del plano.

2Xt+y-z+5=0=> X+y-z=-5

Pongamos el sistema en forma matricial yT[2
resolvdmoslo mediante el método de reduccion de Gauss.

(2 1 - 1‘ - 5) Intercambiemos las columnas 12y 22, con el fin de que el pivote sea 1.

y) ¥ (2 El sistema esté triangulado inferiormente, nos sobran dos incégnitas,
(1 2 - 1‘ - 5) laxy laz que las pasamos al segundo miembro como incognitas no
(v) principales o secundarias.

(1"5' 2+ Z) Lasolucién es:  ¥-5- 2x+z
Sustituyamos cada una de las incégnitas secundayiapor un parametro, por ejemplo,
a Yy B, respectivamente, obtendremos las ecuaciones paramétricas del, plano n
X=0
M =1y=-5-20+p
z=0
De igual manera procedemos con el plajio
X+2y+ z+ 2= 0= x+ 2y Z - 2, Pongamos el sistema en forma matriciabplvamoslo
mediante el método de reduccion de Gauss.
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(1 2 1‘ _ 2) El sistema esta triangulado inferiormente, nos sobran dos incognitas,
laxylaz que las pasamos al segundo miembro como incégnitas no
principales o secundarias.

(1\—2— 2y- z) Lasoluciones: x-2-2y-z
Sustituyamos cada una de las incOgnitas secundayiapor un parametro, por ejemplo,
LAy M, respectivamente, obtendremos las ecuaciones paramétricas dej}.plano =«
X=-2-2A-|
M,=9 y=A
zZ=|
Elijamos del plana, un punto genéric®, de coordenadaB(a, - 5- 2a+, B); y elH del
otro plano, de coordenadaglHo, -3).
Se ha de verificar que el vecfoH que determinan estos dos puntos, ha de ser

perpendicular a los 2 vectores de direccion del piany por tanto, los productos escalares
respectivos seran cero:

PH=(L 0,-3-(@, -5 20+p, B)=(La, 5 2-B, - 3P)
PHOU, = PHeU =0> (1-a, 5+ 21-B, - 3-B)*(-2,10=0
PHOV, = PHeYy =0> (1-a, 5+ 21-B, - 3-B)+(-1,0,1)=0

Expresemos el sistema en forma matricial

"2t 2+ 5t A -p 8} = 4o -p = _3} y resolvdmoslo mediante el método de

~lta-3-p a-p=4 reduccion de Gauss.
( 4 -1 —3) Triangulemos inferiormente.
1 -1 4 Tomemos como pivote el elementga4 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23:.]4 - [13f]
4 -1/-3 Triangulemos superiormente.
( 0 -3 19) Tomemos como pivote el elementga- 3 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13f.] 23]
( 12 0 —28) El sistema esta diagonalizado, la solucién es:
0 -3 19 120=28 ; 3p=19
q=28__7 . B=- 19
12 3 -3

Luego el punto Rendra de coordenadas:

7 -7 19 19 7 20 19
P=@ -s- 2+, p=(-4, -5-27- %, )4 -, - %)

(b) Teniendo en cuenta el dibujo, el simétricoRleespecto del plana, es P de
coordenadas (a, b),se verificara:;PH = HP,

0 agye(1.7 7,19 5,19 (10 20 10)
PH= (1-a, 5+ 20 -, &B)-(1+3,5+2D§+3, 3+ =3 5. 3



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 206

HP'=(a b 9-(1,0,-3=@-1b c+3
Igualemos las coordenadas de ambos vectores,

PH = HP. ¥ H(1,0,-3)
(X2 @1b0r9 . |
l—??=a—1 > a=1—,§’ P(@bc)
f%):b = b:i30 = P’(%%’%}
§=c+3 = C=3

Que son las coordenadas del simétrico despecto del plano,x
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA PLANES DE 1994 Y DE 2002
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esta indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 48 DE EXAMEN

Opcién A

X

EJERCICIO 1. Sed la funcion definida para =1 por f (x) = x%l'
(@) [0'5 PUNTOS]. Halla las asintotas de la graficd.de

(b) [0°75 PUNTOS]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiefto de
(c) [0°75 PUNTOS]. Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de
(d) [0'5 PUNTOS]. Esboza la gréfica tle

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Calcula la integral
J‘ 3x%+ x? - 10x+ 1ax
x? - x-2 '

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones

x+3y+z= 5
mx+2z= 0;.
my- z=

(@) [1 PUNTOQ]. Determina los valores depara los que el sistema tiene una Unica solucion.
Calcula dicha solucién panm=1.

(b) [1 PUNTO]. Determina los valores depara los que el sistema tiene infinitas soluciones.
Calcula dichas soluciones.

(c) [0'5 PUNTOS]. ¢Hay algun valor de para el que el sistema no tiene solucién?

2x-y-1=0

x+z= 0.
(@) [1 PUNTQ]. Hallala ecuacion del plano que contielfeyaes perpendicularra
(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula las coordenadas del punto simétri€brdspecto de.

EJERCICIO 4. Seael punto @, 0,- 3) y la rectar = {
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Determina los puntos de la pardbola de ecugcibn x°
gue estan mas proximos al origen de coordenadas. Calcula lecidistatre los puntos
obtenidos y el origen de coordenadas

EJERCICIO 2. Se sabe que la funcién f: [@¢y— R definida por

x?-32

=4 si x>8.

Jax si 0< x< 8,
f(x)=
es continua en [0,o4).

(@ [0'5 PUNTOS]. Halla el valor da
10

(b) [2 PUNTOS]. Calculd f (x)dx.
0

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Halla la matriX que cumple que
_{0 O
ADXOA- B= ( 0 0),

siendoAz(_g _B y B=(? _;23)

EJERCICIO 4. Se sabe que los puntégm, 0, 1), B0, 1, 2), C(1, 2, 3) y D(7, 2, 1) estan
en un mismo plano.

(@) [1'5 PUNTOS]. Hallany calcula la ecuacién de dicho plano.

(b) [1 PUNTQ]. ¢Estan los punt@& C yD alineados?

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacelimjud:(x) = o
X=X

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que
anulen al denominadorx- 1=0 = x=1. Veamoslo.

X
= € - gz to = Hay un asintota verticalx = 1.

m 311

Estudiemos la posicion de la graficafdeespecto de la asintota vertioat 1.
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X
|im7 Xe—].: l_?l:_—e: - 00
oty - Lafuncion f(x) tiende a- «» cuandox se acercaa 1
lim e __e _1._ +oo por la izquierda, y a o+ cuando lo hace por la

werr X=-171"-1" +0
x>1

- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer h@r‘e f(x)=bOR
X > X oo

Comprobemos si existe, calculando primeramente el limite cuatigltda a « y luego
cuandox tienda a .
m &= im € m - 11
%o —o X=1 3o ve =X=1 . 4w ex(—x—l) é°(—oo) -0
luego hay una asintota horizontgk 0, cuando tiene & .
Calcuemos ahora el limite cuanddienda a <.

=0

X
lim e =1 Z1= lim e—:+oo = No existe asintota horizontal.
X +o X—1 0 Xt 1

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L"Hépital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.

No existe asintota horizontal cuandtienda a +, pero se da la condicién necesaria para
gue pueda existir asintota oblicua.

- Asintotas oblicuas.

Calculemos la ecuacion de la posible asintota obligua:mx + n. Comencemos
obteniendo el valor de m y después el de la n:

X

e
o (X)L -1 _ e _ . € _|o|_
m‘x'lrll X 'xllrpm _xllrpm x(x—l)_lm x2-x o]~
U - S - X D
= Jim, 2x-1-[m}-x'm, 2

luego no hay asintota oblicua +<, sino que existe una rama parabolica paralela al eje de
ordenadas.

Estudiemos la posicion de la graficafdeespecto de la asintota horizontalo, cuando
X tiere a- c.

* Para valores de muy pequefios, por ejemplo=-10 =

i _ e—lO _
FC10) = 29-77 000004127 | (1 10) <y omm

Yasintota = 0
luego la gréafica dd, para x - «, va por debajo de la asintota oblicua.

(b) Para determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, obtengamos la
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primera derivada.
F(x)= e(x-1)- e _ é(x-2)

(x-9*  (x-2°
Hallemos los valores que anulen a esta primera derivada.
X(v_ 9) - e“z0
e(x-2)=0 = {x—2:0:> x= 2

So6lo hay un valor que anule a la primera derivades 2] que junto al punte=1 que no
perterece al dominio de la funcién nos permite construir los siguientes intervalos de monotonia:
(' et} 1)! (l’ 2) y (21 d=>)'

Probemos valores intermedios, por ejemplo, 0, 1’5 y 3, respectivamente de cada uno de
esos intervalos en la funcion primera derivada y segiin nos salga mayor o menor que cero, el
intervalo correspondiente seréa creciente o decreciente:

o -_— -—
f'(0)= e(o((_)])f) = TZ =-2<0 = Decreciente en ¢, 1)
'S5(ar=_
f'(19= w =-8963% 0 = Decreciente en (1, 2)
(r5-9
f' (3= e(3- f) =502138 0 = Creciente en (2,
(3-9)

(c) Determinemokosintervalogleconcavidag convexidadpartirdelasegunda derivada.

(e(x-2)+ &)(x-19°- &(x- 9 x- } _

£(x)= T :

e (x-1)*- 2¢&(x-29 _ € (x2 +1- 2x- 2x+ z@ € (x2 - 4x+ j
(x-1)° i (x-1)° (-9
Calculemos los valores que anulen a esta segunda derivada.

ex(x2—4x+5) e #0
(x-1)° =0 = X2 -4x+5=0 = x:4i“126_ 20:4)55/:"
no hay ningin valor que la anule, por lo que sélo tendremos en cuenta el valor que no pertenece
al dominio, elx=1, para construir los intervalos de curvatura siguientessygl] y el (1+).
Probemos valores intermedios, por ejemplo, 0y 2, respectivamente de cada uno de estos
intervalos en la funcién segunda derivada y segun nos salga mayor o menor que cero, el
intervalo correspondiente serd convexo o céncavo:

O -_—

f''(0) = eEg_%J;S: %: -5<0 = Concavo en (=, 1)
€27 - 42+

f"(2)=u=e2>0 = Convexo en (1, %)

(2-9°
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(d) La gréfica aproximada de la funcién es la situada
al lado.

2 ]
\l 1
- -1

SOLUCION EJERCICIO 2.- \

Calcdemos la integral indefinida siguiente:
J‘ 3%+ x*-10x+ 1

x? - x-2
Se trata de una integral racional impropia donde el grado del polinomio del numerador es

mayor que el del denominador por lo que efectuaremos la division indicada.

dx.

.. 5 La integral anterior quedara asi:
3x3+ x2A0x +1 | x2-x-2 33 + 2 - 10x+ 1 9
-3x3+3x246x X+ 4 j S22 =0 ks J(3x+ 4) dx+ .f ————— dx=[1]
4x2-4x +1 X" - X-2 X"-x-2
42 #4x +8 la dltima integral si es una integral racional propia, por lo que el
9 integrando lo descompondremos en una suma de fracciones

elementales para ello calcularemos los valores que anulan al
denominador del integrando.

1:J(—J)72+8:1¢3_{x:2

2__— —_—
X*-x-2=0 = Xx= > 5 -

x=-1
Descompongamos la fraccion en fracciones elementales en funcion de sus raices.
9 _ A B 9 _AxtD+ B(x 2

Xox-2 X2 xt1 7 ¥ox-2 (x-2(x+1D

x=2 = 9=3A o= A=3
9= A(x+ D+ B(x- 2 j{xz-l: 9=-38 = B=-3

Continuando desde [1], tendremos:

:3§+4x+j(r?’2—%) dx:gx2+4x+ 3Ln‘ x- 2‘— 3Ln‘ Xt 1L+ C

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Discutamos el sistema siguiente segun los valores del paramedeterminando
inicialmente en este apartado los valoresxdeara los cuales el sistema tiene una Unica
solucidn, es decir, es un sistema compatible determinado.

Xxt+3y+z= 5 . . . . .
mx{ 27= 0 Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo mediante el

my- z= método de reduccion de Gauss.
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1 3 1|5 Triangulemos inferiormente.
m 0 2|0 Tomemos como pivote el elementg=al # 0.
Om -1 m Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - m13f]
% - gn 2_1m _gm Intercambiemos entre si las filas 22 y 32,
0 m -1 m
3 1 5
m -1 m Intercambiemos entre si las columnas 22y 32,
-3n 2-m| -5m

1
0
0
(x) (23 (y)
1
0
0

_11 3 S Tomemos como pivote el elementg=a- 1+ 0.
2-m —n3|1’n —r5nm Sustituyamos la 32 fila por: [33f.] +-(&) - R3]
(x) (2) () Hemos triangulado inferiormente y todos los
é i:- 3 5 elemrentos de la diagonal principal son distintos de
- m

cero salvo el g que puede serlo o no. Veamos los
diferertes casos que pueden presentarse:

m
0 0 -nm-m| -nm?-3m

*Si 8p=0 = -nmP- m=0 = -m(m+1)=0 = m=0 ;m=-1 = Estudiemos
cadauno de estos dos casos.

** Sim =0 = la Gltima ecuacion serd: 0-€* 3.0 = 0= 0, que es una ecuacion
trivial, la eliminamos, y nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas,
por lo que el sistema sera un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

** Sim=-1 = la Ultima ecuacién serd: 0-%- 1)>-3:(-1) = 0 =2, que es una
eauacion absurda, por lo que el sistema es un sistema incompatible, no tiene
solucién.

*Si a0 = -m-m=#0 = -m(m+1)#*0 = m=0;m=-1 = la (ltima
ecuacid seria una ecuacion normal, es decir, no seria ni trivial ni absurda, por lo que el sistema
seria un sistema compatible determinado.

Calculemos la solucién Unica para el casande 1. Para ello, sustituyamos este valor de
m en el sistema triangulado al que habiamos llegado.

(x) (2) () (x) (2) (y)
1 1 3
0 -1 1 ? = é‘ _ % ?_ ?_ Simplifiquemos por 2la 32fila.
0 0 -F-1| -1°-310 0 0 -2|-4
(x) (9 (y) . :
1 1 3|5 Triangulemos superiormente.
0 -1 1| 1 Tomemos como pivote el elementga 1 = 0.
0O 0 1|2 Sustituyamos la 22 fila por:  [25f.] - [33.]

Swstituyamos la 12 fila por: [13F] 3 - [33f.]
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~
—~
—~

-1 Tomemos como pivote el elementg=a- 1+ 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [1%3f.] + [23f.]

~
—~

~~
N

7 S~

OOR X OO X
|

ORO N ORrEr N

/
—~

-2 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
Xx=-2 ; y=2 ; z=1.

(b) Segln el apartado anterior, el sistema tendra infinitas solucionesnpara.
Calculemos dichas soluciones, para lo cual sustituiremos, en el sistema triangulado al que
habiamos llegado inicialmente, el valorrdgor 0.

(x) (2) (y) La dltima ecuacion ya habiamos dicho que era una écugiiial, la
1 1 3|5 eliminamos; nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas,
0 -10/0 la incognita que nos sobraylida pasamos al segundo miembro como
0O 0 00 incognita no principal o secundaria.
(x) (2) Triangulemos superiormente.
1 1|5-3y Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
0 -1 0 Sustituyamos la 12 fila por: [12f.] + [23f.]
(x) (2) La solucién es:
1 0| 5-3y x=5-3 ; z=0
0 -1 0 Sustituyamos la incégnita no principal, la y, por un paradmetro, por

ejemplo, poi., tenderemos:
x=5-3v ; y=r ; z=0

(c) Elsistema no tiene solucién pamna= -1, segun se justificéd en el apartado a).

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Para hallar la ecuacion del plano que contiene al fRigt@s perpendicular g
expresaremos la ecuacion de la recta forma paramétrica para elegir después el vector de
direccion de la misma y hacerlo coincidir con el vector normal al plano que me piden, ya que
es la condicién para que el plano y la recta sean perpendiculares.

r

_J2x-y-1=0 2x-y=1 Expresemos el sistema en forma matricial y resolva-
- X+2z=07 x+2z=0 moslo mediante el método de reduccion de Gauss.

2 -1 0|1 - o
( 1 0 1 ‘ 0) Intercambiemos entre si las filas 12 y 22,

1 0 1l0 Triangulemos inferiormente.
( 2 -10 ‘ 1) Tomemos como pivote el elementgal = 0.

Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] - -413f.]
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0 0 El sistema esta triangulado y nos sobra una incégnitaglae la
-1 1 pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o
secundaria, nos quedara el siguiente sistema.
( 1 0 ‘ -z j El sistema esta diagonalizado, la soluciénmes: z ; y=- 1- 2z
0 -1|1+2z Swstituyamos la incégnita secundarig,por un parametro, por
ejemplo, pom € R.

Las ecuaciones paramétricasrderan:

1
-2

opR

El vector de direccion de la reatas el ¢ 1, - 2, 1), y que como dijimos al principio,
podemos tomarlo como el vector normal al plano que nos pide el problema; sustituyamos las
coordenadas de este vector por los coeficientes de las incognitas en la ecuacion general del

plano:
Ax+By+Cz+D=0= -x-2y+z+D=0
Impongamos ahora la condicion a este plano de que pase por ePyrig 3):
-X-2y+z+Db=0 = -1-20-3+D=0 = D=4
La ecuacion del plano que nos piden, finalmente eg:- 2y +z+4=0

(b) La ecuacién de la rect@n forma paramétrica era:

X=-q
r=iy=-1-2u
Z=q
El vector de direccion de la rectasv = (— 1 -2, J) \‘\.

n’

SeaH la proyeccion del punt® = (1, 0,- 3) sobre la rectg se
cumple la condicién de que el vecBi  es perpendicular al vactor  de direccién de larecta,
luego el producto escalar de ambos vectores sera cero.
El puntoH por pertenecer a la recta tendra de coorden@das - 1- 2a, o).
El vectorPH tendra de coordenadas:
PH=(-a,-1-20,a)-(L0-3=(-a-1-% 2,0+ 3
El producto escalar de los vectoreél  Vy  es cero:
PHev=0 = (-a-1,-1- 2r,a + 3(- 1- 2 3=
a+1+2+4+0+3=0=> a=-1

Sustltuyamosc en el puntdd y en el vectorPH

H= (oo, ~1o 21, a)% (-1, ~1-2¢ D, - =(1 1-
PH=(-a-L-1-2,a+3=(-(-3-1, -1- & 93, - +3)=(0 12

El puntoP’=(a, b c), simétrico deP respecto de la rectaverifica quePH = HP' , es decir:

PH=HP' = (012=(a,b,9-(11-1)=> (0123=(@- 1b- lct 1=

O=a-1 a=1
1=b-1 = b=2 = P=(121
2=ct+1 c=1
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Construyamos la funcion distancia de los puntos de la parapela; x? con el origen
decoordenadas (@). Un punto cualquiera de la pardbola tendra de coordenadasxfy,

dist( O, P)= d( 9= ( x 02+ (5- %- 0=+ %+ (5 ¥’ =+ %9 %+ 25

Calculemos el dominio de esta funcion, es decir, los valores que hagan al radicando mayor
o igual que cero. Podemos observar quR ga que el radicando es la suma de los cuadrados
de dos numeros, y siempre nos saldra mayor que cero o cero.

Se trata ademas de la funcion raiz cuadrada de una funcién polinémica, lo que implica que
es continua y derivable en dicho dominio.

Calculemos los minimos absolutos de esta funcién. En primer lugar, obtendremos los
relativos que se encontraran entre los que anulen a la primera derivada:

d,(X) - 4X3 - 18x

24Ux*-9x%+ 25
x=0

3_ - _ —
4X°-18x=0 = X 4%¢- 1§= 0= {4)(2_183 X:i\/g:i&zﬁ
Para comprobar qué valores de los que anulan a la derivada son minimos relativos,

estudiamos la monotonia, teniendo en cuenta que la funcién es continua en todo su dominio.
Construimos los cuatro intervalos posibles de monotonia:

2 {229 (03] o[ 0o

2 2 2 2
Sustituyamos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejeBpla, 1y
3, respectivamente, en la funcion primera derivada y segln nos salga mayor o menor que cero,
en el intervalo correspondiente la funcién sera creciente o decreciente; 75
, -39%_14- - : 3V2
d(-3)= A0-3°-18-3 _ -54 _ _27, 0 = Decreciente erE—oo ) )

2(-3"-q-3%+ 25 /25" 5

opy=_ 40-2°-1d4-3 14 _ 7 o . r(_&/z j

d(-1) 2\/(—34—51—jz+25_2m_m>0 Creciente e 50

cy = AP - 1801 -14 _ -7 : 3\/2j

d@)= = = = D =
(1) S i o 35 2V m<o ecreciente er(o, >

- 2
G- AB-1803 _ 54 27 . Crecientee{&r,m)

= =—>
2J3-90F+ 25 225 5 2

A la vista de todo lo anterior, los minimos relativos se encuentran en los puntos donde se
produce un cambio de decreciente a creciente en la grafica de la funcion, es decir, en los de
W2  3/2
2 Y2

Las ordenadas de estos puntos se obtendran sustituyendo dichas abscisas en la ecuacion
de la parabola:

abscisa:-
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o (e (22
y=5-% = 5_(3‘2/5j2:5_%:% . (% %)

Estos minimos relativos seran también minimos absolutos por cuanto la monotonia que
hemos estudiado de la gréfica de la funcion asi nos lo indica, ya que ademas los dos minimos
toman el mismo valor minimo. Estos seran pues los puntos de la pardbola mas proximos al
origen de coordenadas.

Para calcular la distancia de cada uno de estos puntos al origen de coordenadas, bastara
sustituir las abscisas de los minimos absolutos en la funcion distancia.

T EEE

2
o373 -2 R

2
j +25=

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Calculemos el valor depara que la funcién sea continua en ). +

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcion en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcion para valoresxienayores o iguales que 0 y menores que: 8B,
esuna funcién raiz cuadrada de una funcion lineal, que es continua para todos los valores que
hagan al radicando mayor o igual a care;, 0, como en este caso los valores dan mayores
o iguales que 0, deducimos que el valoa debe ser positivo, para de esta forma ser la funciéon
f continua para ©x<8.

- El trozo de funcién para valores xlenayores que 8,8, es una funcién racional, que
escontinua en su dominio, es decir, en tBdoenos en los valores que anulen al denominador,
x-4=0, o sea, el 4, pero este valor no pertenece al dominio particular de este trozo de funcion,
luego la funcién es continua para 8.

- El problema de la continuidad esta en el punto 8, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién. Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho
punto, para ver si existen y coinciden.

lim £ (x)= lim Jax=+8a
X X -
x<s

x-32_64-32_g| | fim f()=lim Jax=+8a
x-4 = 8-4 J8a=8> 8= 64> a= 8

lim f(x)= lim
x- 8" x- 8"
x>8

f(8)=8a

Luegof(x) sera continua en el punto 8, para el valcaid8.
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En definitiva, la funciéri(x) es continua en [0g} para el valor da=8.

10
(b) Calculemos la integral definidﬁa f (x)dx.

'fol[;‘ (x) dx= J.:«/@ dx+ EO X _[ fx dx+j - 22 dx= [1]

La dltima integral es una integral racional impropia donde el

grado del polinomio del numerador es mayor que elldgd 55 [x-4
denominador por lo que efectuaremos la division indicada. | -x?+4x X+4
Continuando desde [1], tendremos: 4x-32
8 1 10 16 &
= 2 - = -16
on/gx dx+ L (x+4 x—4) dx

8
3 10 10
2 2 3 2
= | V8- +{X?+4x—16Ln\x— 4} :[%I E} {X?+4x—16Ln\x— 4} =
2 8 ¢

0

3
:%Jétsz— o+(102 + 4010~ 16Ln| 106- @ (%+ 4[B- 16Ln| & 49:
)

=28+ 50+ 40- 16Ln( p-( 32 32 16n( )=

3
128 128

= 3+ 90- 16Ln(6- 64 16.n( )1-—+ 26+ 16(Ln(4 Ln(6) &5+16Ln(§)

SOLUCION EJERCICIO 3.--
(@) Para hallar la matriX que cumple AOXOA- B= ( 8 8} calcularemos, si es

posible, la matriz inversa de Aa Lo haremos mediante el método de Gauss, consistente en
poner a la derecha de la matkifa matriz unidad e intentar, mediante el uso transformaciones
elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquieAldalparte que quede a la derecha
es la matriz inversa dg A™.
( 3 1)1 O) Triangulemos inferiormente.
-2 -110 1 Tomemos como pivote el elementg=a3 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [23f.] + 2- [13f.]
( 3 1/1 0 Triangulemos superiormente.
0 - ‘ Tomemos como pivote el elementga- 1= 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [12f.] + [23f.]

3 Dividamos la 12 fila por 3.

( 0 - 1‘ 2 3 Dividamos la 22 fila por -.1

( 10| 1 1) La matriz situada a la izquierda es la matriz unidad, luego la matriz
0 1‘ -2 -3 de la derecha es la inversa de la mafritla matrizA, es decir:

L1 1)
A —(-2 -3
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Resolvamos ahora la ecuacioROX OA- B= ( 8 8) .

ADXDA:(g 8)+ B = ADXDA:(g 8)+ B> AIXOA B

Hemos tenido en cuenta, entre otras propiedades, que la matriz nula es el elemento neutro
en la suma de matrices.

Multipliquemos a la izquierda y a la derecha por la mattiz

ATOAOXOADA'= A'DBIA" = OXIE ADB A = X=A'lBIA!

Se hatenido en cuenta la propiedad del elemento unidad y la definicion de matriz inversa.

Finalmente, haremos uso de la propiedad asociativa del producto de matrices:

x=( 234379 { 25 = x=(L59d 2.3 = x=(3])

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Calculemos los vectores siguientes
BC=(1L2,3-(012=(11}); BD=(7,2,)-(0 1 2=(7 1- 1)
Podemos observar que son dos vectores linealmente independientes ya que sus
coordenadas no son proporcionales, es decir, los tres BJi€osD no estan alineados.
Obtengamos la ecuacion del plano que pasa por el Buptbene como vectores de
direccion, los dos anteriores.
X=A+7U
mEyy=1+A+y
z=2+A-|
Calculemosm, teniendo en cuenta que el puA@, 0, 1) pertenece my que sus
coordenadas satisfaceran la ecuacién del plano.
m=\ + 7y A+7u=m
O=1+A+p =>iA+p =-1
1=2+\A-J A-p =-1

Expresemos el sistema en forma matricial y resolva-
moslo mediante el método de reduccion de Gauss.

Triangulemos inferiormente.
i 1 _”:]L] Tomemos como pivote el elementgal = 0.
1 -1/-1 Susti_tuyamos la 22 fi_Ia por: [23f] -19f]
Sustituyamos la 32 fila por:  [32f.] - [13f]
1 7] m ] .
0 -6|-1-m Tomemos como pivote el elementga- 6= 0.
0 -8|-1-m Sustituyamos la 32 fila por: 6 - [323f.] -- 83f.]
1 7 m El sistema esta triangulado, y como el sistema debe ser compatible
0 -6|-1- m} la ultima ecuacién debe ser trivial, es decir:
0 0]2m+2 2m+2=0 ; m=-1

(b) Los punto3,CyD no estan alineados, segun se ha justificado en el apartado anterior.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA PLANES DE 1994 Y DE 2002
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 49 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS]. Se sabe que

. X-0a senx
lim I S
X- 0 X

es finito. Determina el valor dey calcula el limite.

EJERCICIO 2. Sea fR — R la funcion definida por
_[2x+4 si x<0
f(x)_{(x—z)z si x>0
(@) [1 PUNTO]. Calcula los puntos de corte de la grafichadm el eje de abscisas y esboza
dicha grafica.
(b) [1'5 PUNTOS]. Halla el &rea de la regién acotada que esta limitada por la gréfiga de
por el eje de abscisas.

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones

(b+)x+ y+ z= 2

x+(b+2)y+ z= 2},

x+ y+(b+1) z= -4
(@) [1'5 PUNTOS]. Clasifica el sistema segun los valores del pardmetro b
(b) [1 PUNTO]. Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.

EJERCICIO 4. Se sabe que las rectas
X+y-2z-3=0 -
x+2y-2=0 y S=

r X-27+2=0

{ax+ 6y+6=0
son paralelas.
(@) [1'5 PUNTOS]. Calcula a.

(b) [1 PUNTO]. Halla la ecuacioén del plano que contiene alasrectas r y s.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Consideralas tres funciones cuyas expresiones respectivas vienen dadas, para
x=0, por W2 -1
f)=7%=  gx=€* 'y HxY=Ln|xX,

siendo Ln la funcién logaritmo neperiano.

(@) [1775 PUNTOS]. Halla las ecuaciones de las asintotas de las graficasyde f, g

(b) [0°75 PUNTOS]. Identifica, entre las que siguen, la grafica de cada funcion, justificando

la respuesta.

|

Gréfica 1 Gréfica 2 Grafica 3 Gréfica 4

0

EJERCICIO 2. [2°'5 PUNTOS]. Calculaf_an (2+ x) dx, siendo Ln la funcién logaritmo
neperiano.

0 0 -
EJERCICIO 3. Seal la matriz identidad de orden 3y sﬁea[—% % —éj .

(@ [1"25 PUNTOS]. Determina el valor dephra el que A 2A+1=0.
(b) [1°25 PUNTOS]. Parb=2 halla la matriX que cumple queA -X- 2A'= 0O, dondeA'
denota la matriz transpuesta de A.

EJERCICIO 4. Considera las rectas = { ))it i__%z 8 y S= %: y-1= é

(2) [1"25 PUNTOS]. Halla la ecuacién del plamque contiene a s y es paralelo ar.
(b) [125 PUNTOS]. Calcula la distancia de la recta r al pfano

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Cdculemos el limite siguiente sabiendo que es finito.
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"mx—asenx_o—u[o_[g}_“ml-(x codx) 1-qMl_1-a
2 - 0 710] xlo 2X 0 0

x-0 X

La indeterminacion d%} la hemos destruido aplicando la Regla de L"Hépital que

consiste en derivar el numerador y denominador independientemente el uno del otro.

La expresion que se ha obtenido al final puede presentar dos casos segun que el numerador
sea cero 0 no. Sino lo es, es decir; s 0,0 # 1, entonces el resultado final seria un nimero
partido por cero que daria lugar a infinito, en contradiccién con el enunciado del ejercicio, por
tantoa no puede ser distinto de 1. El otro caso es que sea cero, es-decilQ,bn=1, con lo
gue tendriamos una nueva indeterminacién que habria que destruir, procedamos segin esto
ultimo, sustituyenda por 1.

O]_,. -(-senx)_0

:[6}255‘1*( - 2= 0

gue como observamos, paral, el limite es finito y vale cero.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Para calcular los puntos de corte de la grafidacta el eje de abscisas, resolveremos
el sistema formado por la ecuacién del eje de abscisas y la de la fijrggiéncomo es una
funcién a trozos, lo haremos con cada uno de ellos.

Con el trozo definido para «0, tendremos:

{)};;SX—4 > 2x-4=0 > x=-2
el valor- 2 que hemos obtenido pertenece al dominio particular de este trozo y por tanto el
punto de corte es el ; 0).

Los puntos de corte del eje de abscisas con el trozo de funcién definicdtofaraeran:
_ 2

{;;(0"'2) > (x-2?=0 > x-2=0=3 x=2
el valor 2 que hemos obtenido pertenece al dominio particular de este trozo y por tanto el punto
de corte es el (2, 0).

El trozo de grafica para valores menores o igualeya2x+4, es una funcion afin, su
grafica es una recta que pasa por los puntds@ y (0, 4).

El trozo para valores mayores queyg,(x- 2)%, es una funcion
cuadratica, su grafica es una parabola cuyo vértice es el (2,0) y si
valiese 0 la funcién tomaria el valor 4.

La gréafica aproximada de la funcién f es la situada al lado.

—2/ ‘ | T2
(b) El area de la regién que se nos pide esta sombreada en la
gréfica anterior.

I_i(2x+ 4) dx+ I:( x-2)? dx= [2X—22+ 4Xl . {(X—SZ)TZZ [+ 4x]?2 . [(x— 2)3I ]
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=0-((-2%+ 4-2)+ (2_32)3 } (0_32)3 =-(4- 8)-;3?: 4+%: 2?? P,

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Discutamos el sistema segun los valores del parametro b
(b+)x+ y+ = 2
x+(b+tD)y+ = 2
x+y+(b+t1) z=-4

Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo
mediante el método de reduccién de Gauss.

b+l 1 1| 2 _ ] ,

1 b+l 1 2 Intercambiemos entre si las filas 12y 32

1 1 b+1| -4

Triangulemos inferiormente.

1 1 b+l -4 Tomemos como pivote el elementg & 1 # 0.

1 b+l 1 2 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.][15f.]
b+1 1 1] 2 Sustituyamos la 32 fila por:  [3%.](b+1) - [13]
1 1 b+1 -4
0O b -b 6 Sustituyamos la 32 fila por: [32#]23f.]
0 -b -b*>-2b| 4b+6
1 1 b+1l -4 Hemos triangulado inferiormente y todos los elementos
0O b -b 6 ] de la diagonal principal son distintos de cero salvg.gl a
0 0 -b*- | 4b+12 y el a; que pueden serlo o no. Veamos los diferentes

casos que pueden presentarse:
*Sia,=0= -b?>-30=0= -b(b+3)=0 = b=0 ;b=-3 = Estudiemos cada
uno de estos dos casos.

** Si b=0 = la dltima ecuacién sera, 0 = 0+E 0 =12, que es una ecuacion
absurda, por lo que el sistema sera un sistema incompatible.

** Si b=-3 = la (ltima ecuacién sera, 0=4}+12 = 0 =0, que es una ecuacion
trivial, por lo que la podemos eliminar. Observemos como quedaria el sistema al
eliminar la dltima ecuacion y sustituir el valor dpdy -3:

( 1 1 -2 _4) El sistema estaria triangulado, nos quedarian dos

0 -3 3| 6 ecuacionesy tres incognitas, es decir, se trataria de un
sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

*Sigg#0 = -b*-3b+0 = -bb+3)#0 = b+0 y b#-3 = ladlltima
ecuacion seria una ecuacion normal, es decir, no seria ni trivial ni absurda. Pero veamos lo que
le ocurriria al coeficiente,gapara los valores de 40 y b= - 3, resultaria que como,,a& b,

&, ho seria nunca cero ya que solo seria cerolpar@, por lo que para los valores te 1
y b=- 3 el sistema seria un sistema compatible determinado.

(b) Terminemos de resolver el sistema para el cadn=le3, que es cuando era un
sistema compatible indeterminado uniparamétrico.
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1 1 -2| -4 El sistema esta triangulado y nos sobra una incogniyaglze la
( 0 -3 3 6) pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o
secundaria, nos quedard el siguiente sistema.
1 1| -4+ 27 Triangulemos superiormente.
( 0 -3/ 6- 3zj Tomemos como pivote el elementga- 3 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [12f.] +[22f.]
3 0l 643 El sistema esta diagonalizado la solucion es:
(O -3 6—32) X=-6+3z ; 38y=6-%X

oloque eslomismo: x-2+z ; y-2+2
Sustituyendo la incognita secundariaz)gpor un parametro, por ejemplo, poe R,
tendremos finalmente la solucion del sistema compatible indeterminado uniparamétrico:
=-2+a ; y=-2+4+0 ; Z=.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Calculemos el valor dede forma que las rectas sean paralelas, para ello discutiremos
el sistema formado por las ecuaciones de ambas rectas
{ X+y-2z-3=0 { ax+6y+ 6= 0  Expresemos el sistema en forma matricial

=1 x+ 2y-2=0 S| x-2z+2=0 vy discutimoslo mediante el método de
reduccién de Gauss.

11 -1| 3

; é 8 é Intercambiemos entre si las columnas 12y 32,

10 -2|-2
z) (Y)(x)

-11 1 3 Triangulemos inferiormente.
0 2 1] 2 Tomemnos como pivote el elementg &- 1 # 0.

_g g 6:‘L :g Sustituyamos la 42 fila por: [43£]2 - [13]

(2) (y) (¥

-1 1 1| 3 .
0o 2 1| 2 Tomemos como pivote el elementg=a2 # 0.
0O 6 al-6 Sustituyamos la 32 fila por: [33£]3 - [25f]
0 -2 -1/-8 Sustituyamos la 42 fila por: [43][25f.]

(2) (y) (%)

'01 % % g El sistema esta triangulado la Gltima ecuacién es una ecuacion
0 0 a-3|-12 absurda, pero la tercera puede dar lugar a dos situaciones
0 0 O -6 distintas segln queggsea o no cero. Estudiemos ambos casos.

*Sia,=0= a- 3=0= a=3 = la 3% ecuacion seriaz0 12, que seria una ecuacion
absurda, que junto a la anterior (la 42) serian dos, por lo que las dos rectas serian paralelas.

*Sigy,#0 = a- 3#0 = a=-3 = laUltima ecuacion seria una ecuacién normal, ni
trivial ni absurda. Sélo habria una ecuacion absurda (la 42), por lo que las dos rectas se cruzan.
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(b) Para calcular el plano que contiene a ambas rectas, lo haremos a través del haz de
planos que contenga a una de ellas, por ejemplo, a la,regtasteriormente le impondremos
la condicién de que pase por un punto cualquiera de la otra recta.
El haz de planos que tiene como recta base del haz a la rectar es:
)\(x+ y- z- 3)+ p(x+ 2y 2)= 0
Impongamosle la condicidon a este haz de planos de pasar por uiP jpien@potra recta,

el punto puede ser, por ejemplo:

. _[ax+t6y+6=0 O+6y+6=0 y=-1
si xes cero, ¥ 0, entonces,S=) | _ 57, o 0 210-22¢2=0 = 12z=1

luego un punto de s seria el P(Q, 1)
Sustituyamos las coordenadas de este punto en la ecuacion del haz de planos.
M0-1-1- 3+u(0r 2-1- 2= 0= - B- f= 0= p=-2)
Sustituyamos este valor de u en la ecuacion del haz de planos.
Mxty-2-39-20(x2y29=0 = &+ 4y- & 12 5 10+ 10 0=

-X-6y-4z- 2= 0, que es el plano que contiene a ambas rectas.

SOLUCIONES Opci6n B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(@) Obtengamos las ecuaciones de las asintotas de la gréafi¢a e

Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha de satisfaceliguef (x) = £
X -

x2—1_

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x 0. Veamoslo.

CoxP-1_0-1_-1_ . oo
LI[Y(I) X - 0 —6—ioo = Hay un asintota vertical: =0.

Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota verti@al x

T et s S
x-00 X 0 -07

x<0

- La funcién f(x) tiende at+e cuandox se acercaa 0
x*-1_-1_-1_ por laizquierda, y a « cuando lo hace por la derecha.

lim T —SZ -0
x- 0% X O+ +0
x>0

- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer hﬂEPe f(x)=bOR
X o> oo

Comprobemos si existe.
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2 —_—
lim X 1: {%} = lim 2x =+0 = No existe asintota horizontal.

X— % 0 X X— o0 1

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L"Hépital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.

No existe asintota horizontal, pero se da la condicidon necesaria para que pueda existir
asintota oblicua.

- Asintotas Oblicuas.

Calculemos la ecuacion de la posible asintota obligua:mx + n. Comencemos
obteniendo el valor de m y después el de la n:

x*-1
f(x) Tx . x2-1

m=Ilim———==lim = lim =1
X 0 X X - 0 X X - 00 X2

Calculemos ahora n:

. - (x*-1 X -1-xt . -1
n=tim (100~ )= im X525 = fm X322
La asintota oblicua es: =yx
En las funciones racionales, si hay asintota oblicua para, también la habra para
X - - o, siendo ademas la misma.
Estuliemos la posicién de la grafica de f respecto de la asintota obticua y
* Para valores de x muy grandes, por ejemptol80 -
f(1oo) =100-1.

100 99.99
=100 = f(100) < Ysintota

Yasintota

luego la gréafica de f, para-x+«, va por debajo de la asintota oblicua.
* Para valores de x muy pequefios, por ejempto, X00 =

- 2 -
f (- 100) :%: -99.99

—-100= - 100 }:‘ f(-100) > ¥sintota

Yasintota =

luego la gréfica de f, para-x «, va por encima de la asintota oblicua.

Obtengamos ahora las ecuaciones de las asintotas de la gré@(:a)dee]“.

Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacdingug{:x) = +o
X=X

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x 0. Veamoslo.

H X 0_ -
lim =& &=w  _  ayun asintota vertical: 0.
Estudiemos la posicion de la grafica de g respecto de la asintota vetti@al x
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lim e = &% = ¢ = iw - ;il -0 La funciéng(x) tiende a 0 cuandose acerca
x-0 € N a 0 por la izquierda, y ac+cuando lo hace
lim e'*= &9 = @ = +u por la derecha, es decir, sélo hay asintota
x-0 vertical por la derecha.
- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacexﬂiqua( x)= bOR
Comprobemos si existe.
im &= lim &=lim — =+ -1_4 Asintota horizontal y1, si x- -
X— —00 X +oo X to eﬂx eljm é) ' .
lim e™=¢"=¢é=1 _ Existe asintota horizontal=yl, cuando x- +e.

Como existe asintota horizontal no hay posibilidad de que pueda existir asintota oblicua.
Estudiemos la posicion de la grafica de g respecto de la asintota horizohtal y
* Para valores de x muy grandes, por ejemptol80 -

g(100) =€"'*=101005

-1 = g(100) > Yisintota

Yasintota
luego la gréfica de,gpara x> +«, va por encima de la asintota horizontal.
* Para valores de x muy pequefios, por ejempio, X00 =

: —gl/(-100 _ o 4
g (- 100) f” 0.990049 }: 9(- 100) < ¥isintota
Yasintota —

luego la gréfica de,gpara x - «, va por debajo de la asintota horizontal.

Obtengamos las ecuaciones de las asintotas de la grafidax gee Ln \ X\ .
Inicialmente expresaremos la funcion como una funcién a trozos.
_[Ln(-x) si x<0
Lnix = { Ln(x) si x>0
Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacextirﬂdré:x) = too

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al argumento del logaritmo neperiano= . Veamoslo.

lim Ln|x|=Ln[o[=-=  _  Hay un asintota vertical: 50.

Estudiemos la posicion de la grafica de h respecto de la asintota verti@al x
lim Ln(-x) = Ln(-0") = -o
X- 0"
lim Ln(x) = Ln (0+): o = La fun.C|on. h(x) tiende & «~ cuandox se acerca a 0
x-0 por laizquierda, y a  cuando lo hace por la derecha.
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- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacexriiqueh( x)= bOR
Comprobemos si existe.

Jm Ln(-x)=Ln(-(-®))=+®  _  No existe asintota horizontal.

X'JQL Ln (x)=Ln (+®) =+ = No existe asintota horizontal.

No existe asintota horizontal, pero se da la condicidon necesaria para que pueda existir
asintota oblicua.

- Asintotas Oblicuas.

Calculemos la ecuacion de la posible asintota obligua:mx + n. Comencemos
obteniendo el valor de m y después el de la n:

1
. Ln(-x)_ . Ln(x)_{m}_. X _ .. -1 -1
L e i
Ln (x) :
o NIX) _Jo | Xy 1_1_
m= lim <5< 2] = lim %= im L= =0

La indeterminacion d%%} se ha destruido aplicando la Regla de L"H6pital que consiste

en derivar numerador y denominador independientemente el uno del otro.
Al ser m=0 no hay asintota oblicua sino que lo que tenemos es una rama parabdlica de
gje paralelo al eje de abscisas, tanto para cuatidade a +ccomo cuando liende a - .

(b) Logicamente, teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el apartado anterior,
deducimos que la funcidix) se corresponde con la Grafica 4, la fungjp) con la Grafica
1y la funcién h(x) con la Gréfica 3.

SOLUCION EJERCICIO 2.--
Cdculemos primeramente la integral indefinida.
J Ln (2 +x) dx
Se trata de una integral por partes.

- _ 1
u=Ln(2+ x) du= o de

dv= dx V:J.dX: X

JLn (2+x)dx=Ln (2+x)Dx—'fzfde: [1]

Hemos obtenido una integral racional impropia, efectuemog * [x+2
la division. x2 1
Continuando desde [1], tendremos: -2
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—%} dx= xn (2+x)- x+2 Ln\ 2+ >¢

Obtengamos ahora la integral definida.

JOLn(2+ x) dx = [x[l_n (2+x)- x+ 2Ln| 2+x\]::

Co OlLn (2+ 0)- 0+ 2Ln|2+0- (- 0Ln (2- 1)- (- D+ 2 Ln| 2- 1)
=2Ln(2)-(-Ln (@) +1+ 2 Ln ()= 2Ln (2)- 1

= Ln (2+x)Dx—j(1

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Efectuemos las operaciones indicadés 2A+1=0, para determinar el valor de

-1 0 0 -1 0 0 -1 100 (00O
- -1 1 -1/-20-1 1 -1/+|0 1 0=l0 0 O
b 10 b 10 b 00 00

-b 0 0 -2 100 (00O
-b |-|-2 2 -2|+/0 1 0/=|0 0 O
b 0 -1+K° 2 0 2 00 00

-1 0 -b+ 2 1 00 (00O
0o -1 -b+2 |+{0 1 0/=/0 0 O
2 00

|
[
OoRr o

I
[
O

b-2 0 -1+b*- 00

0 0 -b+2) (0 0 O S S

0O O -b+2|=|0 0 O = b-2=0 = 1p=2

b-2 0 b*-2b) 10 0O b?-2b=0 |b=2 y b=0
luego, el Unico valor que verifica todas las ecuaciones a la vez es el2le b

(b) Para hallar la matriX que cumple quéA - X - 2A' = O, calcularemos, si es posible,
la matriz inversa de lA. Lo haremos mediante el método de Gauss, consistente en poner a la
derecha de la matriA la matriz unidad e intentar, mediante el uso transformaciones
elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquiesldalparte que quede a la derecha
es la matriz inversa de A;'A

_(i g :% % (1) 8] Intercambiemos entre si las filas 12 y 32,

10 2001

10 2loo0 1 Triangulemos inferiormente.

-1 1-1l010 Tomemos como pivote el elementg & 1 # 0.
00-1100 Sustituyamos la 22 fila por:  [23f.] + [12f.]

10 2001 Triangulemos superiormente.

01 10 1 1 Tomemos como pivote el elementg, & - 1 = 0.
00-1100 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + [3%f.]

Sustituyanos la 12 fila por: [13f.] + 2 - [32f.]
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10 0201 - !
[O 1 0l1 1 1] Multipliguemos la 32 fila por - 1.
00-11 00
100/ 201 La matriz situada a la izquierda es la matriz unidad, luego la matriz
010 111 de la derecha es la inversa de la matriz A, la mattjz8 decir:
00 1-1 00
201
Al= 111
-100
Resolvamos ahora la ecuacidhn - X - 2A"' = O, sumandole a los dos miembros de la
igualdad 2

A-X-2A'+2A" =0 +2A = A-X+0=2A = A-X=2A
hemos tenido en cuenta que la suma de una matriz con su opuesta es la matriz nula y que la
matriz nula es el elemento neutro en la suma de matrices.

Multipliqguemos a la izquierda por la matriz inversa de A, es decir, por A

Al A-X= A (2A) = - X=A'(2A) = X=A!-(2A)
hemos tenido en cuenta que el producto de una matriz por su inversa es la matriz unidad, y que
la matriz unidad es el elemento neutro en la multiplicacidon de matrices.

Terminemos de calcular la matriz X

[201]{{0—11} 201]{0—22 [—2—6 8]
X=| 1 11®20 0 10 =>X=| 111 0 20> X=|-2-2 6

-1 00 -1 -12 -1 00 \-2 -2 4 0 2 -2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Calculemos el haz de planos que contiene a la segtdespués el plano de ese haz
gue sea paralelo a larectar.
Expresemos, en primer lugar, la recta s como interseccién de dos planos

=X_y-1=%
S=2_y 1_

X _
z 5=y-1 X=2y- 2 X-2y+2=0
3 X

_z 3x=2z 3x-2z=0
2" 3

El haz de planos que contiene a larecta s es:

a(x-2y+2)+B(3x-23=0 = (a+ B)x- Aay- Bz+ 8= O

Para obtener un plano de este haz que sea paralelo a lairepangamos la condicion
de que el vector normal a este haz de planc(a. elB, - 20, - 2[3) , y el vector de direccién
de larecta deben ser perpendiculares, por lo que su producto escalar debe ser cero, pero antes,
expresemos la ecuacion de la recta r en forma paramétrica:

(= [ Xx+2z-2=0 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante
x-y-1=0 el método de reduccién de Gauss.
( 1 0 1 2) Triangulemos inferiormente.
1-10|1 Tomemos como pivote el elementg & 1= 0.

Sustituyamos la 22 fila por: [23£.]13f.]
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( 1 0 1 ‘ 2) El sistema esta triangulado inferiormente, la incégnita que nos sofra, la
0 -1-1]- la pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o secundaria.
( 1 0] 2- Z) El sistema esté diagonalizado, la solucién es:

0 -1|-1+z

X=2-z ; y=1-1z
Sustituyamos la incognita secundaria, la z, por un parametro, por ejempleRoor t
X=2-t
rsqy=1-t
z=t
El producto escalar del vector normal al haz de planos y el de direcci@saero, segin
dijimos:
A0+, -2, -B)0V(-1-13 = (a+B,-20,-3)(-1-1 )= 0
-0-P+20-P=0> a-B=0= a=8
Sustituyamos este valor deen la ecuacion del haz de planos.
(0 +3B)x-20y- Bzt 21= 0 = (B+P)x- AB)y- Bz+ £8)= 0
B x-1Py- Pz+ 10 = 0 > 8x-10y- 2z+ 10- 0 = m=4x-5y-z+5=0
que es la ecuacion del plangue contiene asy es paralelaar.

(b) Calculemos la distancia de la recta planox, o o que es lo mismo, de un punto
cualquiera de r, por ejemplo el A(2, 1, 0) a dicho plano, ya que son paralelos.
Obtengamos la ecuacién del plamoen forma paramétrica, para lo cual resolveremos el
sistana formado sdlo por la ecuacion del plano.
m= 4x-5y- z+ 5= 0 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvimmosdiante
el método de reduccion de Gauss.

(4 -5 - 1‘ - 5) Intercambiemos entre si las columnas 12y 32,
(2) (y) (% El sistema estéa diagonalizado, la incognitas que nos sobyanida
(_1 -5 4‘ - 3 X, las pasamos al segundo miembro como incégnitas no principales
0 secundarias.
(2) La solucion es:
(—1‘—5-4X+ 5y) -2=-5- 4x+5y = z=5+4x- by
Sustituyamos las incégnitas secundarias por parametros, por ejeipotd, xypor J:
X=A
M= y: |J
z=5+4\ -4

La distancia de ar coincidira con la del punt&(2, 1, 0) a A r
H, es decir, con el médulo del vectokH , este vector es .
perpendicular a los dos vectores de direccion del plano, el v
U=(1,0,49 yelv=(0,1,- 5. Sienddd el punto del plano que H .
es el pié de la perpendicular al plano desde A. g v
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El puntcHinicialmente tendra las coordenadas genéricas siguidit@s:|t, 5+4i- 5u).
AH=(\, i, 5+A-H ) (21,0)=N-2 pu-1, 544 y5)

AHOU = AHeU=0 L (-2 p-1 5+4-5)-(1, o,4):$3
AHOV = AHev=0| 72 H-L 5+4-83):0,1,- 5=
Resolvamos el
A-2+20+16 - 2Q = 0} 17A - 2Qu =~ 12} N 17h - 2Qu =~ 1§ sistana mediante el
W-1-25-20+ 2§=0] 7 -200 + 261 = -100+ 13 = 13 mgtodo de reduccion
. ) . de Gauss-Jordan
Triangulemos inferiormente.

( 17 -20 ‘18) Tomemos como pivote el elementg=a 17+ 0.
-10 13/ sustituyamos la 22 fila por: 17 - [28f] + 10 - [12f]
Triangulemos superiormente.
17 -18 .
0o 21 41 Tomemos como pivote el elementg, & 21+ 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 21 - [13f.] + 20 - [23f.]

( 3%7 0 442) La solucion del sistema es:
0 21141 3B7=442 ; 21u=41 = A=26/21 : M =41/21

Teniendo en cuenta estos valores, el veéibt tendra de coordenadas:
6 41 16 20 4
AH=(A-2, -1 5+A- & )z(——z, 5115+ 4[% 5%) (_2,2,7

La distancia pedida coincidira con el médulo del vedibt

:\/(_@ﬂ(g?f 4]) @ 45

dist(r,m)=| AH
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA PLANES DE 1994 Y DE 2002
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS II

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta est indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 50 DE EXAMEN

Opcion A

5x+8
xPtx+l
(a) [0°5 PUNTOS]. Calcula los puntos de corte de la grafica de f'con los ejes coordenados.
(b) [0'5 PUNTOS]. Halla las asintotas de la grafica de f.
(¢) [1 PUNTO]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula
sus extremos relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la
funcion).
(d) [0°5 PUNTOS]. Esboza la grafica de f-

EJERCICIO 1. Sea f: R — R la funcién definida por f(x)=

EJERCICIO 2. Considera la funcién f: R — R definida por f(x) =x*- 5x +4.

(a) [0775 PUNTOS]. Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f'en el punto de
abscisa x=3.

(b) [1775 PUNTOS]. Calcula el area de la region acotada que esta limitada por el eje de
ordenadas, por la grafica de f y por la recta tangente obtenida.

EJERCICIO 3. Sea [ la matriz identidad de orden 2 y sea 4 = ( % %) .

(a) [1 PUNTO]. Halla los valores de x para los que la matriz 4 - x/ no tiene inversa.
(b) [1’5 PUNTOS]. Halla los valores de a y b para los que A>+ad +bI= 0.

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS]. Calcula la distancia entre las rectas

X =6+ 2x-3y+1=0
- _ = y
rEqy=1-2\ y s={ 3x-y-2= 0.
z =5=-7\
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. De un terreno se desea vender un
solar rectangular de 12.800 m? dividido en tres parcelas iguales como
las que aparecen en el dibujo. Si se quieren vallar las lindes de las
tres parcelas (los bordes y las separaciones de las parcelas) determina
las dimensiones del solar para que la longitud de la valla sea minima.

EJERCICIO 2. Calcula las siguientes integrales:
(a) [0'5 PUNTOS]. j cos(5x + 1) dx.

1
(b) [1 PUNTOY. Iﬁdx.
(x+2)

1
(¢) [1 PUNTO]. jxe'“ dx.
0

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones

5x+2y-z=0
x+y+(m+4)z: my .
2x-3y+z=0

(a) [1PUNTO]. Determina los valores del parametro m para los que el sistema tiene una tnica
solucion.

(b) [1’5 PUNTOS]. Resuelve el sistema cuando tenga infinitas soluciones y da una solucion
en la que z=19.

EJERCICIO 4. Sean A(-3,4,0),B3,6,3)y C(- 1,2, 1) los vértices de un triangulo.

(a) [0775 PUNTOS]. Halla la ecuacion del plano © que contiene al triangulo.

(b) [0775 PUNTOS]. Halla la ecuaciéon de la recta que es perpendicular a m y pasa por el
origen de coordenadas.

(¢) [1 PUNTO]. Calcula el area del triangulo ABC.

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.

(a) Para calcular los puntos de corte de la grafica de la funcién con el eje de abscisas
resolveremos el sistema formado por la funcion y la ecuacion del eje de abscisas, y=0.
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5x+8
= +
Y i x+ 1 25)678:0 > 5x+8=0 = x:—§ = (—§, 0)
y= 0 x“+x+1 5 5

Los puntos de corte de la grafica de la funcién con el eje de ordenadas se obtienen
resolviendo el sistema formado por la funcion y la ecuacion del eje de ordenadas, x=0.

e[ ettt
xoTx Y=0+0+1

x=0

=8 = y=8 = (0,8)

(b) Obtengamos las ecuaciones de las asintotas de la grafica de f.
Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacer que: lim f(x)= oo
X — X

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x*+x+1=0.
-1+’ -4 _-1£+/-3

2 - -
x"+x+1=0 = x= 2 = 5

luego no hay ningtin valor que anule al denominador y por tanto no hay asintotas verticales.
- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer que: lim f(x)=5b0R
X >+ oo

Comprobemos si existe.

5x+8 0 . 5 5
X2 = [g} = xl}rtnm xtl - o - 0 = Existe asintota horizontal, y=0.

xljrtrlm X2Hx+1l
La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L’Hopital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.
Como existe asintota horizontal no hay posibilidad de que pueda existir asintota oblicua.
Estudiemos la posicion de la grafica de frespecto de la asintota horizontal y=0.
* Para valores de x muy grandes, por ejemplo, x = 100 =
5000+ 8
Yasintota = 0

Yasintota

luego la grafica de f, para x - +oo, va por encima de la asintota horizontal.
* Para valores de x muy pequefios, por ejemplo, x =- 100 =
5-100)+8  _
SC100) =(Tgg)2 - 10041 209

Yasintota =1 . .
luego la grafica de f, para x - - «, va por debajo de la asintota horizontal.

= f(-100) <

Yasintota

(¢) La funcion f'es una funcion cuyo dominio es todo R, y ademads es continua en todo R,
ya que es una funcion racional en el que no hay ningtn valor que anule al denominador.
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Para determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, obtengamos la primera
derivada.
oSttt 1)-(Sx+8)(2x+ 1) | -5x2 - 16x-3
S(x)= 3 2 = 2 2
(x +x+l) (x +x+1)
Hallemos los valores que anulen a esta primera derivada.

2 _ x=-3
S l6x-320 o 2162416 60:16ix/196:161rl4:{ :

-10 -10 -10 xX=-3

Hay dos valores que anulan a la primera derivada, esto nos permite construir los siguientes

intervalos de monotonia: (- o, - 3), (—3, - %j y (— % + 00).

Probemos valores intermedios, por ejemplo, - 4, - 1 y 0, respectivamente de cada uno de
esos intervalos en la funcién primera derivada y seglin nos salga mayor o menor que cero, el
intervalo correspondiente sera creciente o decreciente:

5(-4)*-160-4)-3_-19

[1(-4)=- (Car-as1)y 1<% = Decrecienicen (e, -3)
, -5(-1)*-160-1)-3
f1(-1= (((_)1)2 - lli( 1)2) =8>0 = Creciente en (—3, - %)
oy ~SD2-16[0-3 -3 : !
£1(0)= (02 o+ 1)2 =7 <0 = Decreciente en (_5’ +00).

Teniendo en cuenta que es continua en todo R, y con los resultados anteriores podemos
deducir que hay un minimo relativo o local en el punto de abscisa - 3 y de ordenada:
5(-3)+8
-3)=—=>_<2"°2 -
F3)=
y un maximo local en el de abscisas - 1/5 y de ordenada:

= Minimo relativo en (- 3, - 1),

{-Y+s
f(‘%) = (_é)zsj_;_: % = Maximo relativo en (—% ?)

(d) Un esbozo de la grafica de fes la situada al
lado, donde se han tenido en cuenta todos los resultados
obtenidos en los apartados anteriores.

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Calculemos la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen el punto de abscisa x=3.
f(x)=x*- 5x+4 = fx)=2x-5 = f'(3)=23-5=1
f3)=3*-53+4 = f(3)=9-15+4 = f(3)=-2



L.0.G.S.E. MATEMATICAS 11 Pag. 236

Y-S (x)= [1(x%) (x=x) = y=-fB)=f'03)(x-3) =
y-(-2)=10x-3) = y=x-5

(b) Dibujemos, en primer lugar, la funcion f{x)=x>- 5x+4.
Se trata de una parabola: 4
-b_-(-5)

el
2a° 20 "2 2

abscisa del vértice =

ordenada del vértice :(

- 5 7)
Luego el vértice es el V( 5 "%

Otros puntos de interés son los puntos de corte con los
ejes, el (1,0), (4,0)yel(0,4).

Dibujemos la recta tangente, y =x- 5, que pasa por los
puntos, (0,-5) y (5,0), asi como por el punto de tangencia
(3, - 2). La grafica de ambas funciones es la situada al lado.

La region acotada cuya area me piden es la sombreada y
situada al lado.

Obtengamos la funcion diferencia entre f* y la recta tangente:

h(x)=x*- 5x+4- (x-5) = h(x)=x"- 6x+9

El area sera la integral definida entre 0 y 3 de la funcion £, ya que esta
funcién no tiene ningun punto de corte con el eje de abscisas entre 0y 3:

_ 6£/36-36

X’-6x+9=0> x 5 =3
3 2oL 127 6
Area= Io(x2-6x+9)dx = {?— 5 +9x} = ?—74'27—0 =9 v

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Obtengamos la matriz 4 - xI.
(2 1] [ﬁl 0)_(2 1) (x 0)_(2—x 1 )
1 2)7*o 1J)=01 2)7{0 x/=0U 1 2-x
y calculemos el valor de x para que esta matriz no tenga inversa. Para ello, el determinante
asociado a dicha matriz debe ser cero:
2-x 1
1 2-x

4++/16-12 412_{3
*= 2 -T2 7!

=(2-x)(2-x)-1=4+x"-4x-1=x"-4x+3 = x*-4x+3=0 >

(b) Hallemos los valores de a y b para los que A*+ad +bI= 0.
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(1 241 2)eadd 2)vedg 1)=(0 )

(5 4) (Za a) (b OJ_(O 0) (5+2a+b 4+qa j_(o 0)
4 5)*"\a 24)%0 »/7\0 o) 7 4+a  5+2a+b)7\0 0) =

5+2ath = 0 (5+2ath = 0 5#2-49+h = 0 (b = 3
4+ta = 0 a = -4 a = -4 a = -4
4tqa = 07 a = -4 7 a = -47)a = -4

5+2a+b = 0 |5+2a+b = 0 542-4+b = 0 |b = 3

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Estudiemos en primer lugar la posicion relativa de ambas rectas. Para elo expresemos la
ecuacion de la recta s en forma paramétrica.

_[2x-3y+1=0 2x-3y=-1] Expresemosel sistema en forma matricial y resolva-
=1 3x-y-2=0 = 3x- y= 2| moslo mediante el método de reduccion de Gauss.
2 -3 0-1 Triangulemos inferiormente.
( 3 -1 0 2) Tomemos como pivote el elemento a,;; =2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2*f.] - 3 - [1%f]]
( 2 -3 0|~ 1) El sistema est4 triangulado y nos sobra una incégnita, la z, que la pasamos
0 7017 al segundo miembro como incognita no principal o secundaria.
( %) _;’ _71) Simplifiquemos la 2* fila por 7.
2 -3 ]-1 Triangulemos superiormente.
( 0 1 1) Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.
Sustituyamos la 1? fila por: [1*f.] + 3 - [2%f]
( 20 2] El sistema esta diagonalizado, la soluciénes: 2x=2 ; y=1 =
0 1]1 x=1; y=1

Sustituyamos la incognita secundaria, z, por un parametro, por ejemplo, por p € R.
Las ecuaciones paramétricas de s seran:

t
m
N R
Ino1n
= ==

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones paramétricas de ambas rectas para
estudiar su posicion relativa.

xX=6+A\ x=1
r=yy=1-2\ sEyp=1 Identifiquemos cada una de las incdgnitas entre si.
z=5-7h z= |
16_+2)}\ - i o) - ‘8 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo
5-7) - " = ST —_ mediante el método de reduccion de Gauss.
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1 ol-5 Triangulemos inferiormente.
-2 0|0 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
=7 -1|-5 Sustituyamos la 2* fila por: [2°f.] + 2 - [1°f]
Sustituyamos la 3? fila por: [3%f.] + 7 - [1*f]
1 0| -5
0 0|-10 ; ‘ ay 2a
0 -1l-40 Intercambiemos entre si las filas 2% y 3%
10 -5 El sistema estd diagonalizado, hemos obtenido una sola ecuacién
0 -1{-40 _ .
0 0l-10 absurda, 0=- 10, por lo que las dos rectas se cruzan en el espacio.

Para calcular la distancia entre estas dos rectas que se
cruzan, lo haremos eligiendo un punto genérico de cada una
de las rectas, por ejemplo, el punto P de r, de coordenadas
P(6+A, 1- 2X, 5- 7)) y el punto H de de s, de coordenadas
H(1, 1, p). Construyamos el vector PH e impongamosle la
condicién de ser perpendicular al vector de direccion de la
rectar, @ (1,-2,-7),yaldelarectas, v (0,0, 1).

PH=(1,1)-(6+A,1-2),5-7A)=(=5-\, 2\, i =5+ 7\)

PHO# = PHEi=0= (-5-\, 2\, p=5+ 7ML -2, -7)=0 -

PHOV = PHF=0= (-5-\, 2\, i-5+7\)0, 0, )=0

=5-A-4A-Tu+35-491\ =0 -7Uu-54A = -30 p+7A
U=-5+7A=0 ~ L+ 7\ 5 = -7u-54\

Expresemos el sistema anterior en forma matricial y resolvamoslo mediante el método de
reduccion de Gauss.

5
-30

1 71 5 Triangulemos inferiormente.
(_7 -54 _30) Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2*f.] + 7 - [1°f.]
1 75 Triangulemos superiormente.
(0 -5 5) Tomemos como pivote el elemento a,, =-5 # 0.
Sustituyamos la 1* fila por: 5 - [1°f.] + 7 - [2°%f]]
(5 0 ‘60) El sistema estd diagonalizado, la solucion es:
0 -5[5 n=60/5=12 ; =-5/5=-1

El vector PH tendra pues de coordenadas:
PH=(-5-\, 2\, u-5+7)=(-5-(-1), 2(-1), 12-5+7(-1)=(~4, -2, 0)

La distancia entre las rectas r y s coincidira con el moédulo del vector PH .

dist(r, 5) =\P74: AT CF+ 0= V16+4= v20=245
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SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.

Construimos la funcion longitud de la valla, que sera la suma de
las lindes de las tres parcelas.
L(x)=2x+4y
Expresemos la longitud y en funcién de la x, teniendo en cuenta el 4rea del solar, 12800 m?.
A=xly = 12800=xy = y—@
sustituyamos este valor de y en la funcion longitud:

L(x):2x+4[12§00 ~  L(x)=2x Jr51200

El dominio de esta funcion es el intervalo abierto (0, +0); ya que se trata de la suma de una
funcion lineal, continua y derivable en todo R, y de una funcion racional, continua y derivable
en todo R- {0}, luego L(x) sera continua y derivable en su dominio.

Calculemos el minimo absoluto de esta funciéon. Obtengamos, en primer lugar, los

extremos relativos que solo se encontraran entre los valores que anulen a la derivada de L(x).

L'(x)=2- 51200 => 2- 51xzoo 0> 2:51)62—200 = 2x*=51200 = x=#£160

De estos Valores de x sélo pertenece al dominio el x=160. Sustituydmoslo en la segunda

derivada.
L'(x)=- —512040|]2x = L'(x)= 102400 o L'(160) = 1024(3)0
x 160

Luego en x=160 hay un minimo relativo o local. Pero debemos buscar el absoluto. Como
el dominio de esta funcion es un intervalo abierto en el que la funcién es continua y derivable,
el minimo absoluto hay que localizarlo teniendo en cuenta el minimo relativo encontrado y las
caracteristicas de la grafica de la funcion, Para lo cual estudiaremos la monotonia de la funcion.

Construimos los siguientes posibles intervalos de monotonia, (0, 160) y (160, +o), ya que
al ser continua y derivable en su dominio y no existir por tanto, puntos de no continuidad y de
no derivabilidad, los valores que anulan a la derivada son los inicos puntos que nos sirven de
referencia para la construccion de dichos intervalos.

Probemos valores intermedios, por ejemplo, 1 y 200 respectivamente de cada uno de esos
intervalos en la funcién primera derivada y segiin nos salga mayor o menor que cero, el
intervalo correspondiente sera creciente o decreciente:

>0

, 51200 _

L'1)=2- e =-51198<0 = Decreciente en (0, 160)
, 51200

L'(200)=2- 200 - 0.72>0 = Creciente en (160, +)

luego x =160, es no s6lo un minimo relativo o local sino también un minimo absoluto. Las
dimensiones del terreno seran:

x=160m. ; :lzgoo‘w:%m.

x 160
es decir, el largo debe medir 160 m. y el ancho 80 m.
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Calculemos la siguiente integral.
Jcos(Sx + 1) dx.
Es una integral casi inmediata, pero podemos hacerla mediante el método de sustitucion.

Sdx=dt

{5x+1: ¢

Icos(Sx +1) dx= J.cos(t) % = %J. cos(¢) dt = % sen(z) =

deshagamos el cambio realizado.

= % sen(5x+ 1)+ K

(b) Calculemos esta otra integral

B S
I l(x+2)3 d

La resolveremos mediante el método de sustitucion.

x+2= ¢
dx=dt 1
1 1 3 t? 2
——dx= | —=dt= |t 2dt=—F=-—F=
/ (x+2)° 17 =] S
deshagamos el cambio realizado.
2
= - + K
Nx+2
(¢) Calculemos la siguiente integral, por el método de integracion por partes.
1
_[xe'“ dx.
0
U=Xx . dU:dx
dvze¥dr v=Idv=Je_3xdx:—le_3x
’ 3
1 1 1 1 1
-3x - _l —3xj| l -3x _|:_l —3xj| l(_l) _ -3x -
[)xe dx—{ 3xe +3Ie dx = 3xe +3 3 .f( 3) e dx=
0 0 0 0
1 1
- _l -3x _l -3x __1 =30 (_7 =30 ( 1 —3@)) -
—[ 3xe L+[ g€ L— Ok 0+ g€ g€
L s 1 s 1 o 4 5 1 1 4 5
TT3¢ T9¢ T9eTTg9¢€ ToTg ¢

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Determinemos los valores del parametro m para los que el sistema tiene una unica

solucion.
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S5x+2y-z=0 Simplifiquemos y reduzcamos antes la 2% ecuacion, y después
x+y+(m+4)z=my intercambiémosla con la tercera ecuacion.
2x-3y+z=0

S5x+2y-z=0 Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo
2x-3y+z=0; mediante el método de reduccion de Gauss.
x+(1-m)y+(m+4)z=0

5 2 -1 lo Triangulemos inferiormente.
2 -3 1 1o Tomemos como pivote el elemento a,; =5 # 0.
1 1-m m+41|0 Sustituyamos la 2* fila por: 5 - [2%.] - 2 - [1%f]
Sustituyamos la 3* fila por: 5 - [3*f.] - [1%f.]
5 2 -1 |0 )
0 -19 7 0 Tomemos como pivote el elemento a,, =- 19 # 0.
0 3-5m 5m+21]0 Sustituyamos la 3? fila por: 19 - [3*f.] + (3- Sm) - [1*f.]
5 2 -1 0 Elsistema homogéneo esta triangulado inferiormente, todos los
0 -19 7 0 elementos de la diagonal principal son distintos de cero salvo
0 0 420+60m|0 el a;; que puede serlo o no. Veamos los diferentes casos que

pueden presentarse.

*a,;,=0 = 420+60m=0 = m=-7 = La3"ecuaciones trivial, 0=0,yla
eliminamos. Nos queda un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas, se trata de un sistema
homogéneo compatible indeterminado uniparamétrico. El sistema tiene infinitas soluciones.

*a,;20 = m=#-7 = Todos los elementos de la diagonal principal son distintos
de cero, nos queda un sistema homogéneo de tres ecuaciones y tres incognitas. Se trata de un

sistema compatible determinado. El sistema tiene una y s6lo una solucion, la llamada solucion
trivial, x=0, y=0y z=0.

(b) Resolvamos el sistema anterior para m=- 7, que es cuando admitia infinitas soluciones.

Al eliminar la tltima ecuacion, nos queda el siguiente sistema.

5 2 -1]0 Elsistema estd triangulado y nos sobra una incognita, la z, que la pasamos
( 0o -19 7 0) al segundo miembro como incognita no principal o secundaria.
5 2 i Triangulemos superiormente.
( 0 -19|-7 z) Tomemos como pivote el elemento a,, =- 19 # 0.
Sustituyamos la 1?* fila por: 19 - [1*f.] + 2 - [2f]
( 95 0 SZJ El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
0 -19]-7z 95x=5z ; -19y=-7z

. 1 7 . . . .
o lo que es lo mismo: x = 197/ Y 19%- Sustituyamos la incognita secundaria, z, por un
parametro, por ejemplo, por A, tendremos que la solucion general del sistema seria:
R e A A
x—197\ ; y—19)\ ; z=A ;AOR

Si z=19, entonces: x=1 e y=7, que es la solucion particular para el caso de z=19.
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Calculemos la ecuacion del plano que contiene al tridngulo de vértices A(- 3, 4, 0),
B3,6,3) yC(-1,2,1).

AB=(3, 6, 3)- (-3, 4, 0)=(6, 2, 3)
AC=(-1,2, 1)- (-3, 4, 0)=(2, -2, 1)
La ecuacion del plano que pasa por los puntos 4, By C es:

x=-1+6\+2p
Mm={y=2+2\ -2
z=1+3\ +p

(b) El producto vectorial de los dos vectores de direccion del plano nos dara el vector
normal al plano, y por tanto el de direccion de la recta perpendicular a dicho plano.

62 s -2 0|3 315 38 3601

La ecuacion de la recta perpendicular al plano y que pasa por el origen de coordenadas es:

(c) El area del triangulo ABC es:

S | R 1 6 2
Area*E‘ABXAC‘=§\(6,2,3)><(2,—2,l)\zi‘(

2 -2

2 3
-2 1

|6 3
S T21

(8 0, —16)‘:% 8+ 0% +(-16)’ :%«@:4«6 W

)

>

N [—
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA PLANES DE 1994 Y DE 2002
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esti indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 51 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Se sabe que la gréfica de la funciéR-# R definida porf (X)=x3+ax*+bx+c
es la que aparece en el dibujo.

(a) [1725 PUNTOS]. Determina f

(b) [1"25 PUNTOS]. Calcula el area de la regién sombreada.

y=1f(x

[N

72/ 1 1 2
2_
EJERCICIO 2. Sea fla funcién definida para»2 por f(x)= %’

(a) [1 PUNTO]. Estudiay determina las asintotas de la grafica de f

(b) [0"75 PUNTOS]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f
(c) [0"75PUNTOS]. Calcula, siexisten, el maximo y el minimo absolutésdeel intervalo
[0, 2) (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Alvaro, Marta y Guillermo son tres hermanos. Alvaro dice
a Marta: si te doy la quinta parte del dinero que tengo, los tres hermanos tendremos la misma
cantidad. Calcula lo que tiene cada uno si entre los tres juntan 84 euros.

EJERCICIO 4. Considera el puntA(0, - 3, 1), el planon = 2x- 2y+ 3z=0 Yy la recta
rs X+ 3= y= 253.

(8) [1 PUNTO]. Determina la ecuacion del plano que pasa yotohtiene a la recta r
(b) [1'5 PUNTOS]. Determina la ecuacion de la recta que pags perparalelaay corta
ar.
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Opci6n B

2
EJERCICIO 1. De la funcionf : (0, +) - R definida porf (x)= 2% *P

recta tangente a su grafica en el punto de abscisa xiene dada por 3- 2.
(d) [1'5 PUNTOS]. Calculaay b.
(b) [1 PUNTO]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f

se sabe que la

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Seé:R— R la funcién definida porf (x) = x* sen(2X).
Calcula la primitiva de €uya gréfica pasa por el punto (0, 1).

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones

Xx+tmy+z=20

Xtyt+tmz= 2;.

MX+y+z=m
(@) [1 PUNTQ]. ¢Para qué valores deshsistema tiene al menos dos soluciones?
(b) [1'5 PUNTOS]. ¢Para qué valores delrsistema admite solucion en la que X?

EJERCICIO 4. Se sabe que las rectas

X =1+t -

X-y+z=3

rsyy=-1-t -y 35{6x+y22:2
zZ=b+t

estan contenidas en un mismo plano.
(8 [1'25 PUNTOS]. Calcula b.
(b) [1"25 PUNTOS]. Halla la ecuacion del plano que contiene a las rectgas r

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(& Del dibujo deducimos que la grafica de la funcidrehe dos puntos de corte con el

eje de abscisas, elZ; 0) y el (1, 0), lo que implica que:
f(D)=0 S+ all®+b0l+ c=
f(X): xX+axl+bx+c = { f(_(z)): 0 — { (_2)3+ a]i—Z)aZ[-II]-b(E)%+ g: 8 =
atb+c=-1

{4a— Db+c=8

Asimismo observamos que en el punfopresenta un maximo relativo o local, y en el 1
un minimo relativo, lo que significa que la primera derivada en dichos puntos es cero:
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f'-)=0 3-D*+2a(-9+b= 0> - &a+b=-3
1 - 2

F(x)= 3 +2""X+b:’{ f'@=07 { 30°+ 2all+b= 0= ZA+b=- 3
Tenemos ya cuatro ecuaciones con tres incognitas:

4aai+28: gz _% Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante
-2a+b=-3 el método de reduccion de Gauss.
2a+b=-3
Triangulemos inferiormente.
i _% % _é Tomemos como pivote el elemente=al# 0.
-2 1 ol -3 Sustituyamos la 22 fila por: [23£.]4 - [1%f]
2 1 0| -3 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.] + 2 - [13.]
Sustituyamos la 42 fila por:  [43£.]2 - [13f]
1 1 1-1 Tomemos como pivote el elementga- 6 = 0.
8 _g _g’ :_Lé Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [33f.]23f]
Sustituyamos la 42 fila por: 6 - [43.]23]
0 -1 -2|-1
1 1 1 -1
0 -6 -3 12 Tomemos como pivote el elementga 1+ 0.
0O 0 1 2 Sustituyamos la 42 fila por: [42f]9 - [3%]
0O 0 -9|-18
1 1 1 -1
8 _8 - ?_ 1% La Gltima ecuacion es trivial, la eliminamos.
0O 0 0 O
1 1 1] -1 Triangulemos superiormente.
0 -6 -3 12 Tomemos como pivote el elementga 1+ 0.
o o0 1l 2 Sustituyamos la 22 fila por: [23#]3 - [3%f]
Sustituyamos la 12 fila por: [1%.][3%.]
é‘ _é 8 13 Tomemos como pivote el elementga- 6 = 0.
0 0 1 2 Sustituyamos la 12 fila por: 6 - [13f] 23]
6 0 O o El sistema esté diagonalizado la solucion es:
0 -6 0] 18 6a=0 ,; 6b=18 ,; &2
0 0 1] 2 oloqueeslomismo: a=0 ; b3-; c=2

La funcion fes: {x) = ¥+ax+bx+c = f(x) = x¥- 3x+2.

(b) El &rea de la regién sombreada es:

1 4 2 1 4 2
3 _[x*_ 3 1.3 _((—2) _3-2% )g .
j_z(x 3x+2)dx-[4 > +2x} =g-5+2-| 4 S+ 2-2)| = 5\

-2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(&) Obtengamos las ecuaciones de las asintotas de la grafica de f
Asintotas Verticales.
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Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacelimuef (x) = o
X -

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x 2. Veamoslo.
2 - - -
lim X =4x+3_4-8+3_-1_, _  Hay un asintota vertical: 5.
X2 X-2 0 0
Estudiemos la posicion de la gréafica deebpecto de la asintota verticak X

X*-4x+3_4-8+3_-1_

x'[r? Xx-2 =0 o~ La funcion f(x) tiende a +e cuandox se
i x2-4x+3_ 4-8+3_ -1_ = acerca a 2 por la izquierda, y & cuando
Mm=%-2 "~ o ~+0 ° lo hace por la derecha.

x> 2

- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer hﬂrle: f(x)=b0R
X - *too

Comprobemos si existe.

. 2 - 4x+ . - . ] .
lim %}’: {%} = lim le 4. to = No existe asintota horizontal.

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L"Hépital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno

del otro.

No existe asintota horizontal, pero se da la condicién necesaria para que pueda existir
asintota oblicua.

- Asintotas Oblicuas.

Calculemos la ecuacién de la posible asintota obyeuax + n. Comencemos obteniendo

el valor de my después el de la n:

f0) x?-4x+ 3 ,
— X)_ X=2  _ o X —4AX+3_
m=lim === lim X = lim X% - 2X =1
Calculemos ahora n:
L o (xX?-4x+3 )_. XP= AX+ 3= X2+ 2X .. —2X+ 3_
m=tm( G0~ )= X5 578 XS B RS

La asintota oblicua es: =zyx- 2.

En las funciones racionales, si hay asintota oblicua garae, también la habra para
X - - oo, siendo ademas la misma.

Estudiemos la posicién de la grafica deskpecto de la asintota oblicuax 2.

* Para valores de muy grandes, por ejemplo=100 =

f(100) =100~ 40100 3 o7 q5q79 }

=100- 2= 98 = f(100) < ¥sintota

Yasintota

luego la gréafica de, fpara x —+, va por debajo de la asintota oblicua.
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* Para valores de muy pequefios, por ejemplozx 100 =

- 2 - -
f(-100) =(100°-4-100+ 3 . 09019
~100- 2
=-100- 2= - 102 = f(-100) > Ysintota

Yasintota

luego la gréfica de, fpara x — «, va por encima de la asintota oblicua.

(b) Para determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, obtengamos la
primera derivada.
fixy= P A0 2-0¢ - e+ §_ 2 - - dx+ B x4 &= 3 X - dx+5
(x-2)? (x-2)? (x-2)?
Hallemos los valores que anulen a esta primera derivada.

4+16- 20 _ 4+ /-4
2 -T2

xX2-4x+5=0 = x=

No hay ningun valor que anule a la primera derivada, por lo que el yutgue no
pertenece al dominio de la funcién, es el Gnico punto que nos permite construir los siguientes
intervalos de monotonia: €; 2) y (2, +).

Probemos valores intermedios, por ejemplo, 0 y 3, respectivamente de cada uno de esos
intervalos en la funcion primera derivada y segin nos salga mayor o menor que cero, el
intervalo correspondiente sera creciente o decreciente:

(0= -40+5_5 L Creci .

f'(0) = 0-27 - ke 0 Creciente en («, 2)
2 -_

f'(3= %z 2>0 = Creciente en (2,)

A
(c) La funcionf segun lo deducido hasta ahora no presenta ni

maximos ni minimos relativos. Por otro lado sabemos que es crecients

en el intervalo [0, 2), y segun el apartadofd)) tiende a + cuando

X se acerca a 2 por la izquierda por lo que no habra maximo abseluté

tan sélo tendremos un minimo absoluta®, siendo el valor minimo

que alcanza la funcién en dicho intervalo el valor(@§ £s decir: /
0°- 400+ 3_ 3 ’

O=""%-2 =2

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Llamemosx a los euros que tiene Alvaroayos de Marta y za los que tiene Guillermo.
Segun el enunciado, después de darle Alvaro su quinta parte a Marta cada uno tendra la misma
cantidad, por lo que se verificard lo siguient&:- B5X= y+ 5X=Z.

Expresemos esta doble igualdad mediante dos ecuaciones, que junto a la otra condicién del
ejercicio, sobre que los tres juntan 84 euros, formaremos el siguiente sistema.
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X+yt+z=84 1 Reduzcamos a comun denominador, simplifiquemos las ecuaciones

X - %x =Yy+EX y ordenemos el sistema pasando las incognitas al primer miembro

1 y los términos independientes al segundo.
y+gx=2
X+y+z=84 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante
3x-5y= 0 el método de reduccién de Gauss.

X+5y-5= 0
Triangulemos inferiormente.

% _é é 83 Tomemos como pivote el elementeal# 0.

1 5 -5/ 0 Sustituyamos la 22 fila por: [23£.]3 - [15f]
Sustituyamos la 32 fila por: [33f.][15f.]

(])- _é _é- —2%2 Tomemos como pivote el elementga- 8 = 0.

0 4 -6 -84 Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [323£]25f.]

1 1 1 84

0 -8 -3| -252| Simpliquemos la 32fila por: - 15

0 0 -154 -420

1 1 1 84 Triangulemos superiormente.

0 -8 -3| -252 Tomemos como pivote el elementgal# 0.

0O 0 1 28 Sustituyamos la 22 fila por: [23f] 3 - [3%.]
Sustituyamos la 12 fila por: [13£.][34f.]

1 10 56]

0 -8 0]|-168 " af .

0 0 1 28 Simpliquemos la 22 fila por: - 8

1 1 0156 Tomemos como pivote el elementgal# 0.

0 1021 Sustituyamos la 12 fila por: [13£.][25f.]

0 0 1/28 y por- - L% IL.

1 0 0|35 Hemos diagonalizado, la solucién es:

0 1 021 x=35 ; w21 ; =z=28

0 0 1j28 Alvaro tiene 35 euros, Marta 21 y Guillermo 28 euros.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) De la ecuacion de la restaque esta en forma continua, deducimos que un punto de
la misma es el (3, 0, 3) y un vector de direccion seria el (1, 1, 2).

Para obtener la ecuacion del plano que se nos pide, necesitamos conocer un punto, por
ejemplo el Py dos vectores de direccion, el des decir, el (1, 1, 2) y otro, el vectr

AP=(-3,0,9-(0-33=(-33 2
La ecuacion del plano, en forma paramétrica S=-3+q - 3

y=a+38
z=3+20+ P
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(b) Expresemos la recteen forma paramétrica:
7-3 X=-3+A\ X=-3+A
= > ey=0+A = jy=A

z=3+ 2\ z=3+ 2\

Elijamos, de esta reataun punto genéridd(- 3+, A, 3+2%), al que consideraremos como
punto de interseccién de la reetaon la recta que me piden; construimos el vecfdt que
sera el vector de direccién de la regtatera bien, para que esta recta se paralela alplano
impondremos a ese vector la condicion de ser perpendicular al vector normal a) glames
la condicién de paralelismo entre recta y plano.

AH=(-3+A, 1, 3+2)-(0-33=(-3A, 2+ 32 B) . n(2-23
AHON, = AHen =0 > (-3+A,A+32+2)(2-2 3= 0=
6+2A-A-6+6+6=0> A= 1

r=x+3=y

El vector AH | sera:
AH=(-3+A, A +3 2+ A)=(-3 1% 32 Af=(- 244
y la ecuacion de la rectaysie pasa por, /s paralela a yt corta a res:

x=0-2u X=-2
SEqy=-3+4 = sS={y=-3+4
z=1+ 4 z=1+ 4

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Larecta tangente a la gréficafdm el punto de abscisa=X es la rectay- 2, esta
recta al tener de pendiente 0, implica qi&)&=0, por tanto:

ax’+b , 2ax® - (ax®+ Db , ax’-b
(0= 3550 & (= 22O gy e
2 _
f’(],):amiz b pza-b = a=b [1]

Por otro lado, el punto (1,2) es un punto de la funcién pior lo que:

2 2
f(x)= 2510 f(J,)=&l+b =~ -2=a+b 2]

Sustituyendo [1] en [2]:
-2=a+a = a=-1; b=-1

(b) Obtengamos la primera derivada.

ax’+b -x?-1 , -x%+1
f(x)= X > f(x)= X = f(x)=?
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Hallemos los valores que anulen a esta primera derivada.

fr(x)= 'X;"l N 'X:;l: 0> -x+1=0 = x=#1

Tengamos en cuenta que se trata de una funcién racional que es continua en todo su
dominio (0, +), ya que el tnico punto donde no lo seria es el 0, pero en nuestro caso este punto
no petenece al dominio.

Haydosvaloregqueanulara la primera derivada pero s@lao,el+1,pertenecal dominio
dela funcién. Estudiemos la monotonia de la funéfgnen los intervalos, (0, 1) y (15}, ya
gueal ser continua y derivable en su dominio y no existir, por tanto, puntos de no continuidad
y de no derivabilidad, los valores que anulan a la derivada (y que pertenezcan al dominio) son
los Unicos puntos que nos sirven de referencia para la construccién de dichos intervalos.

Probemos valores intermedios, por ejemplo, 0.5y 2, respectivamente de cada uno de esos
intervalos en la funcién primera derivada y segin nos salga mayor o menor que cero, el
intervalo correspondiente sera creciente o decreciente:

2
f'(05 = _0:5; 1 _002255 12350 - Creciente en (0,1)

-2°+1_-4+1_ 3
T2 T =-2<0 = Decreciente en (1,0)

f'(2)

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Cdculemos la primitiva de f(x)
F(x)= Ixz sen(2x) dx
Se trata de una integral por partes.
u= x° du= 2x dx
dv=ser(2x)dx v= Jdv= Jser(Zx)dx= —% coq2x)

I x*sen(2x) dx = _71x2 cos@x )%j 2x cos@2x )dx = _71x2 cos2x ) 4{ X cosAX YIx =
La dltima integral es otra integral por partes, por lo que:
u=x du= dx

dv=cog2x)dx v= jdvz Icos(Zx) dx = % sefi2x)

__ 1. 1 1 _
=-5X cost)ﬁxsean)— ZJ senZx YIx=

=- %xz cos@x) +%x sen@x ¢+ %cos(Zx) +K
Obtengamos ahora la primitiva fleuya grafica pasa por el puntoX}),es decirf-(0)=1.
1 3

F(O)=—E[DZB:OS(ZDO)+%D035en(21]0)+%cos(2]()+K = 1:%+K = K=7

1 1 1 3
La primitiva que se nos pide sera:; x> cos@x ) +5 X sen@x Jt 7cos@x) +;
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo mediante el método de

reduccién de Gauss. _ s
Triangulemos inferiormente.

1 m 1|0 Tomemos como pivote el elementg=al+ 0.

1 1 m|2 Sustituyamos la 22 fila por: [22f.][1%.]

m 1 1im Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.]m - [13f.]

1 110

0O I-m m-12 Sustituyamos la 32 fila por:  [32f][23.]

0 1-m* 1-mim

1 m 1 0 _

0 1- m m-1 2 Intercambiemos entre si las columnas 22y 32

0 2-m-nm* 0 |m+2
(x)  (2) (y) El sistema esta triangulado inferiormente, todos los
{ 1 1 m 0 ] elementos de la diagonal principal son distintos de cero

0 m-1 I-m 2

0 0 2-mertlme2 salvo el g y el a,; que pueden serlo. Veamos los

diferentes casos que pueden presentarse.
_1xVP+8_ 1 3_{ 1
- -2 T -2 712

** Sim=1 = La3%ecuacion es, 0 =3, que es absurda, incluso la 22 ecuacion
también lo seria, 0 = 2. El sistema es incompatible, no tiene solucion

* Si m=-2 = La 3% ecuacion es, 0 = 0, que es trivial, la eliminamos. El
coeficiente § = m- 1, para este valor de, es g =-2-1=-3 # 0, luego nos queda un
sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, es decir, un sistema compatible indeterminado
uniparameétrico. Es en este caso y para el valande2 cuando el sistema tiene al menos dos

soluciones, mas concretamente infinitas soluciones.
*a,*0 = m=1lym=-2 = Todos los elementos de la diagonal principal son

distintos de cero, nos queda un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas, se trata de un
sistema compatible determinado, con solucién Unica.

*a,=0 = -mMP-m+2=0 = m

(b) Sustituyamos en el sistema inicial lpotr 1. .
Expresemos el sistema en

X+my+z=0 1+my+z=0 my+z=-1| forma matricial y resolva-
Xty+tmz=2,= 1l+y+mz=2/= y+mz= l¢ o500 mediante el método de
X+ y+z=m mil+y+z=m Y+2= 0] reduccion de Gauss.

m 1|-
[ 1 m1 } Intercambiemos entre si las filas 12y 32,

1 1|0

Triangulemos inferiormente.

1 10 Tomemos como pivote el elemente=a1 = O.

1 m1 Sustituyamos la 22 fila por:  [23][15f ]

m 1f- Sustituyamos la 32 fila por:  [3%.]m - [13f]
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1 0
{ 0 m-11 ] Sustituyamos la 32 fila por:  [3%f][23f.]

0 1I-m|-1
{ 1 1 O] Hemos obtenido una ecuacion trivial, la eliminamos.

0 m-1|1

0O 0 |0

1 1 |o El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos de la
( 0 m- 1‘ 1) diagonal principal son distintos de cero, salvggiae puede serlo o no.

Veamos los diferentes casos que pueden presentarse.
*a,=0 = m-1=0 = m=1 = La22ecuacion seria, 0 =1, que es absurda, por
lo que el sistema no tendria solucién,yoxpodria valer 1.
*a,0 = m-1#0 = m=#1 = Todos los elementos de la diagonal principal
son distintos de cero, nos queda un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas, es decir seria
un sistema compatible determinado, por tanto, para todos estos valanes Hel sistema
admitiria soluciones en las que Xk

SOLUCION EJERCICIO 4.-

() Escribamos la ecuacién de la recendorma paramétrica.
X-y+2z=3 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el
6x+ 2z =2 método de reduccion de Gauss.

S

Triangulemos inferiormente.

1 -1 13 ;
( 6 0 2 2) Tomemos como pivote el elemente=a 1 = O.
Sustituyamos la 22 fila por: [23:.]6 - [13f]
( é _é _i —:13.6} Simplifiqguemos la 22 fila por 2.
1 -1 13 El sistema esta triangulado inferiormente, nos sobra una incégnita, la
( 0 3 -2 —8) Z, que la pasamos al segundo miembro como incdgnita no principal o
secundaria.
( 1 -1 3-z ) Triangulemos superiormente.
0 3|-8+2z Tomemos como pivote el elementga 3 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13f] 23]
( 8 g _é:r Zsz El sistema esta diagonalizado, la solucion es:

3x=1-z ; 3y-8+2z
terminemos de despejar las incégnitas y sustituyamos la incégnita secungariaun
parametro, por ejemplo, por A

Estudiemos la posicion relativa de ambas rectas. Para lo cual, buscaremos los puntos
comunes que puedan tener igualando ld&sxyy las zrespectivamente.
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11
X=Z-2\ 1 1.
x= 1+t 3.3, 373" 1t 1-A= 3+3
rsqy=-1-t ; s= y:—§+§)\ = —§+g)\:—1-t > -8+2=-3-3;=>
Z=b+t _ 3 3 A= b+t
z=\ A= b+t
_2§ ; % f 2 Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo mediante el
A - t; b método de reduccién de Gauss.
-1 -3|2 Triangulemos inferiormente.
2 13l Tomemos como pivote el elementea- 1 = 0.
1 -1lb Sustituyamos la 22 fila por: [23#]2 - [13f]
Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.] + [13f]
_é :g g Tomemos como pivote el elementg=a- 3 = 0.
0 -4|2+b Sustituyamos la 32 fila por: 3 - [33.}4 - [25.]
'é :g S El sistema esta triangulado inferiormente, hemos obtenido una dltima
0 0l%-30 ecuacion en la que pueden ocurrir dos cosas:

*3b- 30=0 = b=10 = en este caso, la Gltima ecuacidn es una ecuacion trivial,
0=0, la podemos eliminar y nos quedaria un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, se
trataria de un sistema compatible determinado, lo que implicaria que las dos rectas se cortan en
un punto y estarian contenidas en un mismo plano.

* 3b- 300 = b=#10 =  en este caso, la Ultima ecuacién es una ecuacion
absurda, 0 = (r?0), se trataria de un sistema incompatible, no tendria solucion, pero al salir
una sola ecuacién absurda las dos rectas se cruzarian en el espacio.

Para que las dos rectas estén contenidas en un mismo plano, el bdiardéeser 10, tal
como lo hemos obtenido.

(b) Laecuacion del plano que contiene a las reégtasvendra determinada por un punto
y dos vectores de direccion, el punto lo podremos elegir de entre uno cualquiera de los puntos
de las rectas, por ejemplo, el{1,10) de la recta, y los dos vectores de direccion del plano
coincidiran con cada uno de los vectores de direccion de las rectas; &l {),der y el
(3,20 des 1

x=1+0a - éﬁ
m=qy=-1-a+ %B

z=10+a +
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MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la  Opcion
A o bien realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esta indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica),
pero todos los procesos conducentes a la obtencién de resultados deben
estar suficientemente justificados.

MODELO JUNIO 2006
Opcién A

2
EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS] Determina un punto de la curva de ecuacion y =xe " en

el que la pendiente de la recta tangente sea maxima.

2 3
EJERCICIO 2. Sea / =I X

o V1+x?

(a) [1'25 PUNTOS] Expresa [ aplicando el cambio de variable t=1+x".
(b) [1'25 PUNTOS] Calcula el valor de 1.

1
EJERCICIO 3. Considera 4 = (% - a) ,siendo a un numero real.
12 -1
(a) [1 PUNTO] Calcula el valor de a para que 4°— 4 =( 0 20)-

(b) [1 PUNTO] Calcula, en funcion de a, los determinantes de 24 y A', siendo A" la traspuesta
de 4.

(¢) [0S PUNTOS] (Existe algin valor de a para el que la matriz 4 sea simétrica? Razona la
respuesta.

EJERCICIO 4. Considera el plano © de ecuacion 2x +y- z+2 =0 y larecta r de ecuacién
x=5_ _z-6
-2 m

(a) [1 PUNTO] Halla la posicion relativa de » y m segun los valores del parametro m.

(b) [0°75 PUNTOS] Para m=-3, halla el plano que contiene a la recta » y es perpendicular al
plano =.

(¢) [0°75 PUNTOS] Para m=- 3, halla el plano que contiene a la recta r y es paralelo al plano

.
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Opcion B

x*+3

EJERCICIO 1. Sea f la funcién definida por f(x)= , parax#0.

(a) [075 PUNTOS] Halla, si existen, los puntos de corte con los ejes y las asintotas de la
grafica de f.

(b) [1 PUNTO] Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos
def.

(b) [0°75 PUNTOS] Esboza la grafica de f.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS] El area del recinto limitado por las curvas de ecuaciones

2
y= % e Y =~4ax con a>0,vale 3. Calcula el valor de a.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Resuelve
2 0 5)(x -2 5
11 =2|y|+ 2]=]0
-1 1 1/\z 3 2

. . x+y-z-3=0
EJERCICIO 4. Considera el punto P(3, 2, 0) y la recta  de ecuaciones

x+2z+1 =0
(a) [1 PUNTO] Halla la ecuacion del plano que contiene al punto Py a la recta 7.
(b) [1'5 PUNTOS] Determina las coordenadas del punto Q simétrico de P respecto de la recta

r.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

_x2 X
. -_— X - .y . . .
La funcion y=xe =~ o J~= 2 esuna funcion cociente de dos funciones continuas y
e
derivables en todo R y como ademas la funcion del denominador no se anula para ningun valor

luego la funcién cociente serd continua y derivable en todo R.
Construyamos la funcién pendiente, f '(x), de la funcién que nos dan, y calculemos el
maximo absoluto de la misma.

xz_ x2 x2 1_2 2
f=2 s prm SRR o = ST (( )f)
e

x2 2
e x2
e
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L 1-2x°
fi(x)=—
ex
El dominio de esta funcion, f '(x), es todo R. Se trata de una funcion continua y derivable
en todo R, por las mismas razones expuestas en el primer parrafo.

Para calcular el maximo absoluto obtengamos antes los relativos que se encontraran

Unicamente entre los puntos que anulen a la primera derivada de esta funcion derivada.

Feo=E o pg=eti-a0) 5
e

frx)=2xe (1-2x)+ e (<4x) = f'(x)ze (-2x+dx-4x) =
f"(x):e_x2(4x3-6x)

Veamos qué valores anulan a esta expresion:

e =
2x=0 = x=0
2
e (4x3-6x):0:> s 2 q) x= 3
4x’-6x=0= 2x(2x°-3)=0=1, 2 s o 23
X=- 5

Para determinar cudles de estos valores se corresponden con maximos relativos, estudiemos
la monotonia de f'(x) ya que es una funcion continua en todo R.

Con los valores anteriores construyamos los posibles intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f'(x), es decir, (-00, - 3/2), (— 3/2, 0), (0, 3/2) y (\/3/72 00).

Sustituyamos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejemplo, -2, -1, 1 y
2, respectivamente, en la funcién f "'(x) y segiin nos salga mayor o menor que cero, en el
intervalo correspondiente la funcién f'(x) sera creciente o decreciente:
3

F11(=2)= e (4(-2)° - 6(-2)) = ¢*(-32+12) < 0 = decreciente en [—oo, - E)

VANGOE e'(")2(4(— 1)*-6(- 1)) =e'(-4+6)>0 = creciente en [-\E, Oj

fr)=e(@n’-60)=e(4-6)<0 = decreciente en [o, \@

@)= (4m - 62)=e*(32-12)> 0 = creciente en [\/E, + oo)

A la vista de los resultados s6lo podemos deducir la existencia de un méaximo relativo en
el punto x=0.

Para ver si este maximo relativo es absoluto, al no estar definida la funcién en un intervalo
cerrado, debemos hacer un estudio mas completo, basicamente una representacion aproximada
de la funcion f'(x).

Al tener el estudio de la monotonia hecho y ser continua y derivable en todo R, bastara
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estudiar, si existen, las asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer que: lim f'(x)=bUR
X oo

Comprobemos si existe.

. 1-2x* _1-0 _[-0]_ . -4x _ .. -2 _-2_
lim = e = || = lim = lim =—=0 .
X o+ x e Y X o 400 x2 xo+o  x2 e
e 2x e e
luego hay asintota horizontal y=0, si x - +oo.
Co1=2x . 1=2(-x) _ . 1-2x°
hm1 22x:11m (2) :hm1 22x =0 =
X o =00 X X o +o0 (—x) X o +o0 X
e e e

luego también hay asintota horizontal y=0, cuando x — - o.

Esto ultimo era de esperar ya que la funcion f '(x) es una funcién par, es decir simétrica
respecto al eje de ordenadas, puesto que todas las x estan elevadas a indice par, en este caso, 2.

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L’Hopital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.

Estudiemos la posicion de la grafica de f'(x) respecto de la asintota horizontal.

* Para valores de x muy grandes, por ejemplo, x =100 =

_ 2
700y = 229 - _500000... ,
2100 = f7(100) < Yysintota

Yasintota 0

luego la grafica de f'(x), para x - +oo, va por debajo de la asintota horizontal.
* Para valores de x muy pequefios, por ejemplo, x =- 100 =

2
£ 100y = 122051007 900 ,
e(-100) = f (' 100) < Yasintota
Vasintota = 0
luego la grafica de f'(x), para x - - o, va por debajo de la asintota oblicua.
La existencia de asintota horizontal en las condiciones anteriores hace que nos acote
superiormente a la funcion £’ (x) para cuando x — £
Al haber asintota horizontal, y=0, por la derecha e izquierda, no hay asintota oblicua.
La grafica de la funcion ' (x), de forma aproximada, es la representada mas abajo.
A la vista de todos los resultados obtenidos,
podemos deducir que el maximo relativo de la
funcion f(x) es un maximo absoluto.
La ordenada de este extremo es: P q 1 5
, 1-2x7 , 1-20° g
fl(x)=—2 = fro)=—="=1 4 \_—
e’ ey q
es decir, la pendiente maxima es 1.

.2
Por ultimo, el punto de la curva y =x e en el que la pen