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BLOQUE 2: GEOMETRIA

JUNOS5, P2A: Se considera el plano y +z— 12m = 0 (m pardmetro real) y las rectas

x=1 X=2 Xx=3 _ .,
u: , Vo YW : . SearA, By Clos puntos de interseccion deconu,Vvy
y=z y=2z y=3z

W respectivamente.
a) Calcular las coordenadas 4By C en funcién dem.
b) Hallar los valores den para los que el area del triangulo ABC es 1 u.a.

RESOLUCION:

a) Sustituimos las ecuaciones de la rectn el planar : y+y-12m = 0, obtenemoyg = 6m, por lo
queA = (1,6m,6m)
De la misma formaB = (2,8m,4m) y C = (3,9m,3m).

b) CalculamosAB = (1,2m,-2m), AC = (2,3m,—-3m), con lo que el area del triangulo se calcula asi:

- 2

i Kk
% 1 2m -2m || = 1. Portanto|(0,—m,-m)| =2 » J2m? =2 > m=+,/2.
2 3m -3m

JUNO5, P2B: Hallar las ecuaciones de los planos que pasaei ponto(-7,2,—-3) y tales que las

proyecciones perpendiculares del origen sobre dicho®plson puntos de la recta
xy.2) = (0,4, +1(1,0,0

RESOLUCION:

Un punto cualquiera de la recta (la llamarempssP(t, 4, 1).

Si la proyeccion perpendicular @sobre el plano es un punkder, entonce$O = (t,4,1) es un vector
perpendicular al plano.

Asi, la ecuacion del plano tendra la fortxar 4y + z+ D = 0.

ComoQ = (-7,2,-3) es un punto del plano, cumplira su ecuacidt:7) +4-2-3+D =0
- D = 7t—5. Y la ecuacion del plano queda:+ 4y + z+ 7t - 5 = 0.

Ademas tambié® es un punto del plano, por lo que se verifitat+4-4+1+7t-5=10

t=-3

t=—4

Por lo que encontramos 2 planos que son soluciones de laEcoes

-3x+ 4 -26=0
pedidas:»{ XrayTe

—>t2+7t+120—>{

—4X+4y+z-33=0

SEPO5, P2A: Un paralelepipedo rectangular (ortoedrog tiezs de sus aristas sobre las rectas:

| x=0’m: x—2y=0,yn: 2xX+y=0
y=0 z=0 z=0

y uno de sus vértices es (12,21,-11). Se pide:
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a) Hallar los vértices restantes b) Calcular su volumen.
RESOLUCION:
a) Las rectas expresadas en paramétricas quedarigf;0,t); m: (2u,u,0); n : (v,—2v,0).

Igualando las coordenadas, podemos comprobar que lagttas se cortan €0, 0,0 y multiplicando
sus vectores directoré€0, 0, 1; (2,1,0;(1,-2,0)) concluimos que son perpendiculares

También podemos comprobar que el punto (12,21,-11) norpExgea ninguna de las rectas.

m

r
Llamamos a los vértices como indica la figura.

EntonceA = (0,0,0;E = (0,0,t);D = (2u,u,0); B = (v,—2v,0) (valores dd, u, v por determinar)
C= (A_C> = A_B>+A_D)) = (2u+v,u—2v,0);
Analogamenté = (v,—2v,t); H = (2u,u,t).
Por eliminacionG = (12,21,-11).
AhoraAE = CG, por lo queG - C = (0,0t) - C = (12,2111 1),

2u+v=12
Igualamos las coordenadas@eon las obtenidas anteriormenteX u-2v = 21
0=-11-t

Obtenemo$ = -11,v = -6,u = 9.

Asi:A = (0,0,0;E = (0,0,-11);D = (18,9,0:B = (-6,12,0;
C=(12,21,0;F = (-6,12-11); H = (18,9,-11);G = (12,21-11)

b) Para obtener el volumen basta con calcular:

6 -12 0
vz[A_B’,ﬁ,A_E’}: 18 9 0 ||=594u2
0 0 -11

SEPO5, P2B: Dados los planes5x -y-z=0,c6:x+Yy-z=0Yy el punto P(9,4,-1) , determinar:

a) La ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicualgrca
b) El punto simétrico de P respecto de la recta r, intersaaédos planog y o.

RESOLUCION:

a) Si es perpendicularay ao entoces su vector normal lo obtendremos con el productonakctie los
vectores normalesay o.

TTOK
G5-1-)x(1,1-1))=| 5 -1 -1 | =(2,4,6. Tomaremos el vectdtd, 2, 3.
1 1 -1
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La ecuacion del plano sexra+ 2y + 3z+ D = 0. Como contiene al punto P(9,4,-1):
9+2:4+3:(-1)+D=0- D =-14,yasix+2y+3z-14=0.

b) LlamemosP” al punto simétrico, que debera encontrarse en el planaledic en el apartado a).

: L, . 5X-y-z=0
Para calcular la recta r como intersecidomdgoc hay que resolver el siste y
X+y-z=0
-t
X=3
Naturalmente es SCI, y tomande- t, obtenemos : y = %
z=t

En la interseccion del plano @@ con la recta r encontramos el pu punto central o punto medio de
yP.

CalculemosM : Sustituimos las coordenadas paramétricas de un puntemlé& ecuacion del plano:
X+2y+32-14=0- L 4220 1 3t 14-0-t+4t+9t-42=0- 14 =42 >t = 3.

3 3
Por lo que el puntd/ es el punto de la rectapara el cuat =3 : M = (1,2,3.
4
. 9+ P1
—_— ' 2
DadosP y M, seaP” = (p1, P2, ps), con lo queOM = C)PJ“TOP/ < 2= 4+2p2
-1+ P3
3 =
L 2

Y asiP' = (-7,0,7.

SEPO5, P3B: En el plano se tiene la cugpva x? + 2x — 1. Encontrar razonadamente las ecuaciones de las

rectas que pasan por el punto (2,3) y son tangentes a dicha cur
RESOLUCION:
Si realizamos un dibujo orientativo observaremos que pogencontrar 2 soluciones.

La recta tangenteya= x? + 2x— 1 en un punto cualquierXo, o), habra de tener por pendiente
y' = 2Xo + 2,
La recta la podriamos escribir agi- yo = (2o + 2)(X— X0). Comoyo = X3 + 2Xo — 1, queda
y— (X +2%X0—1) = (2Xo + 2)(X — Xo) - Y —X5—2Xo + 1 = 2XoX — 2X5 + 2X — 2Xo
y = (2X0 + 2)X— x5 — 1.
Ahora esta recta debe contener al punto (2,3 = (2x0+2)2—-x3-1 -
3=4x+4-x5-1 - x§—4xo =0 - {XOO
Xo =4
Estos son los puntos de tangencia de la recta con la par&adtallemos los valores dg :
Xo=0->yo=0?+2.0-1=-1-> Punto(0,-1)
Xo=4->Yyo=4°+2.4-1=23~ Punto(4, 23

Ahora las 2 soluciones seran:
La recta que pasa p6@,-1) y por(2,3) :
-1=a-:0+b b=-1
y=ax+b- B - Rectay = 2x-1
3=a-2+b a=2
La recta que pasa po4,23 y por(2,3) :
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23=a-4+b b=-17
y=ax+b- - - Rectay = 10x— 17
3=a-:2+b a=10

JUNOG, P2A: En el espacio se consideran:

« La recta r interseccion de los planos de ecuaciones imgsigitr y —z =5y 2x+y— 2z = 2.
* Y larecta s que pasa por los punis- (3,10,5 Y Q = (5,12,9 .
Se pide:
a) Calcular las ecuaciones paramétricas de larectary eéetia s.
b) Calcular el punto H interseccion de ry sy el &ngulgue determinanry s.
c) Calcular los puntos My N de la recta r para los cuales el dezada uno de los triangulos de
vértices PQM y PON es 3 unidades de area.

RESOLUCION:
a) Rectar:
X+y—-z=5 X+y—-z=5
Hay que resolve > (F2 » F2+ (-2)F1) >
2X+y—-2z2=2 —y =-8
XxX=t-3
Tomandaz=t,y=8,x+8-t=5->x=1t-3. Solucionr : y=28
z=1

Recta s: El vector director seﬁj =Q-P=(2,2,1.

X=3+2t
Con el puntcP y el vectorPQ i s : y=10+2t
z=5+t

b) Para hallar la interseccion, cambiamos en la recta s elpré "t" por "s" e igualamos las
coordenadas.

t—-3=3+2s
8 =10+2s PorlaEc2s = -1, y entonces = 4.
t=5+s

Sustituimos =4 enr (os=-1ens) : H=(1,8,9
Averiguaremos el angulo con la formula del producto escalar

_laon-@29 _ 1 _ V2 {ﬂ)zw
cosa /7.3 7 5 - o = arcco 5 5

c) Los puntosM y N tendran la formdt — 3, 8,t), cada uno con un valor dalistinto.
Para calcular el area del triangl®®M, hay que calcula{% |P_Q) X W|

77K
PO=(22,),PM = (t-6,-2t-5. Area=2|| 2 2 1 ||=
t-6 -2 t-5

= Sl2t-8-t+4,-2+8)| = /@ -8)7+(@4-0Z+ (B-2)? =
= 3432+ 64+ 16— 8+ 17+ 64— 32+ 47 = 3/O7 -T2+ 144,

Igualamos el valor del area a 3 y resolvemos:
%J9t2—72t+ 144 =3 > JoP-72+144=6 >  O2-72+144=36

-4-
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ot?2-72t+108=0 - t?2-8t+12=0 - {

Valores que sustituidos en la ecuaciérrdms da los puntols! y N.
M=(38,6;N=(-1,8,2

JUNO5, P3A: Dados los puntosA(4,-4,9) , B=(2,0,5), C=(4,2,6) , L=(1,1,4) ,M=(0,2,3) y N=

(3,0,5), se pide:

a) Calcular la distancia d del punto C al punto medio del segonge extremos A, By el &rea S del
triangulo de vértices A, B, C.

b) Calcular las ecuaciones implicitas del plangue pasa por los puntos A, B, Cy del platique pasa
por los puntos L, M, N.

c) Calcular la ecuacién paramétrica de la recta r interéeate los planos y n’ y el anguloa que
determinan los planasy «'.

RESOLUCION:
a) Calculamos el punto medio d8 : Mag = (452, _42+0, 9; 5) = (3,-2,7).
d=d(C M) = J(4-3)2+(2-(-2)2+(6-7)2 = J1+16+1 = /18 = 3/2 u.
T T K
S= %|_B’><A_C’| - % 204 _a|]= %,/122+(—6)2+(—12)2 - %m - 9u?
0 6 -3

b) El plano que pasa por los puntos A, By C, tiene por vector AbAB x AC = (12,-6,-12).
Simplificando podemos tomar, = (2,-1,-2) » 7 : 2x-y—-2z+D =0
Sustituimos el puntoB: 410+D=0-D=6->7:2X-y—-22+6=0
Para calcular el plano LMN,
M = (-1, 1,—1);m = (2,-1, 1);L_I5 = (Xx-1,y-1,z-4), dondeP = (x,y,2) es un punto cualquiera del
plano, han de ser linealmente dependientes Entonces sua pwtfilas ha de tener determinante O:
x-1y-12z-4
-1 1 -1 =5-z-y=0.-7n':-y-z+5=0
2 -1 1

2X-y—-22+6=0
-y-z+5=0

c) r : Hay que resolve{ Resolvemos el sistema tomanzde t :

y=5-t- (1%cC) > 2X-5+t-2t+6=0-x= t=1

2
_t-1
X= 2
Rectar : y=5-t
X=t

Para calcular el &ngulo que forman los planos, calculaméasgllo de sus vectores normales, utilizando

la férmula del producto escalar:

(2-1,-2-0-1-)| _ 3 1 _ 42
V9 -2 32 J2 2

cosa = - q = 45°

SEPO0G6, P2A: En el espacio se consideran:
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« La recta r interseccion de los planos de ecuaciones imggigit— 2y —z= 9y 4x -y + z = 42.
* Y larecta s que pasa por los puntos (1,3,-4) y (3,-5,-2) . 8e: pi

a) Calcular las ecuaciones paramétricas de larectary eetia s.

b) Justificar que las rectas r y s se cruzan.

c) Calcular un vector direccional de la recta t, perpendicabmun a las rectas ry s y calcular el
punto P de interseccion de las rectas s y t.

RESOLUCION:
. . 2X—-2y-z2=9
a) Ecuaciones de : Hay que resolver el siste . Hacemos 1 cero:
4X—-y+2z=42
2X-2y-2=9 2X-2y—z=9
% - y . Tomandaz =t : (ec2)y =8-t
y+3z=24 y+z=38
x — 25t
Bt ... 2
(ec3)2x—-2(8-1) -t =9 - 2X+t=25 - X= S5 r y=8-t
z=1

Ecuaciones de : vector directo™B = B— A = (2,-8,2) (Llamando Ay B a los puntos dedados)

X=1+t
Podemos tomar como vector directdr—4, 1), y el puntoA = (1,3,-4). s : y=3-4t
z=-4+t

b) Vectores directores de ambas: (_71,—1, D~ (-1,-2,2; s: (1,-4,0).

Como no son proporcionales, no son rectas paralelas, psedsecantes o que se crucen.
Intentamos encontrar el punto de corte, para ello igualdasosoordenadas de ambas rectas (llamando s
al parametro de la recta s):

—252_t =1+s 2s+t=23
—t=3- - 4s-t=-5 ->t=s5-4 ->4s-s+4=-5
8-t=3-4s ) &
t=-4+s —s+t=-4
- 3s=-9 -Ss=-3 -t=-3-4=-7
(ec3)

—Pero estos valores de s y t no cumplen la 12 ec, por lo que reda@ucion el sistema y por lo tanto
no exixte punto de corte.
Asi, se trata de rectas que se cruzan.

c) Un vector perpendicular a los vectoresrdes, se puede obtener realizando el producto vectorial de los
mismos.

T 7K
((1,-22x04D=| 1 22| -(636)~21L2
1 -4 1

Como la recta atraviesa perpendicularmente a las regtasen sendos puntos My N debe suceder
queMN sea paralelo &2, 1, 2.

TomandoM = (%,84,0, N=(l+s3-4s-4+5s)

-~ MN = _25-t 3_4q_ _ _t) = (2s=t-23 _ _5s_t—
MN = (1+5 ~L,3-4s-8+t,~4+s t) = ( 1=23 4s+t-5,5-t 4)

Para que sean paralelos, sus coordenadas han de ser ppal&Ei

-6-
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2s—-t-23 _ -4s+t-5 _
2.2 1
(12igualdad): 8—t— 23 = —16s+ 4t — 20 - 18-5t=3

(22igualdad)}-8s+2t-10=s-t-4 - -95+3t=6->-3s+t=2

. 18s-5t =3 13
Resolvemos el siste > S5= =2 t=15

s-t-4
2

-3s+t=2 3’
Ahora como se nos pide el punto de intersecciongsastituimos el parametro s en la expresion del
puntoN:
N=(l1+s3-4s-4+s) = (16 16 —)

SEPO0G6, P2B: En el espacio se consideran:

« El planon que pasa por los punt¢$l,1,2,(5,7,9 y (7,-1,-2) .

* Y larecta r interseccion de los planos de ecuaciones intgbici- y+z = 15 y X — 7y + 2z = 3.
a) Calcular la ecuacion paramétrica de r y la ecuacion intgldel planar .

b) Calcular el punto P interseccion de ¢t y el anguloo que determinanr ¥ .

c) Calcular los puntos My N de la recta r cuya distancia al@laas igual a 3 u.l.

RESOLUCION:

X z=15 X z=15
a)Rectar:{ Ty 3 PorGauss{ Ty -y=3

2X—-Ty+2z= -9y = -27
X=12-1
Tomamos =t (ecl)) x+3+t =15 > X=12-1 > T y=3
z=t

Planor : Si llamamos A,B,C a los tres puntos respetivamente, tomdod vectores l.i. del plano (por
ejemploA_B),A_é), y calculando su producto vectorial obtenemos el vectamabal plano:

AB = (-6,6,3;AC = (-4,-2,-4); Entonced! = (-2,2,1);V = (2,1,2 (proporcionales a los
anteriores) también son vectores linealmente indepetedielel| plano:

- D

i j kK
UxV=|_2 2 1| =6-6k+3i=(36-6) -7 :3X+6y-6z+D=0
2 1 2

Simplificandor : X+ 2y —2z+ D = 0. Sustituimos el puntd: 11+2.1-2-2+D =0
D=-9 > T iX+2y—-22-9=0

b) Para calcular el punto P, sustituimos las coordenadasgsiiaas de un punto deenr :
(12-t)+2.3-2.t-9=0 -9-3t=0 -t=3,
con lo que sustituimos este valor en la ecuacionylga tenemos PP = (9,3,3
Para obtener el angutn calcularemos primero el &ngulo que forma el vector dired¢s (-1,0,1) con
el vector normal al plan¢l, 2,-2):
(-1.0.D-(1.2-2)| _ 3] _ 1 _ 42
J2 -3 32 J2 2
Ahora,a = 90— 8 = 45°.

cosp = - B = 45°,

c) ComoM y N son puntos de la rectaienen la formg12 - t, 3,t)
La distancia der a uno de estos puntos viene dado por la expresion:
[12-t+2-3-2t-9] _ [9-3 Bt L B—t|=3

Lz 27 3
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3-t=3
t-3=

~M=(12,3,0; N-=(6,3

Valores que nos dan los puntos My N.

— —
Il Il
9 o o

JUNO7, P2.L: Dadas las rectas r y s, que se cortan, de ecaacion

XE 1._ 23/_;31 = 226_ 3ys: X__23 = 2y2+ S _ 221 se pide calcular:
a) El punto P de corte de lasrectasry s.
b) Un vector direccional de ry otro de s, y el &ngulque forman las rectas ry s en el punto de corte P.

c) La ecuacion implicitax + by + cz+ d = 0 del planar que contiene a las rectasry s.

RESOLUCION:

r:

a) Tomaremos las ecuaciones paramétricas, a partir de pwetctgr

poox=1 _ y-12 z-3/2 ys: x-3 _y+32 z-1
2 -3 3 -2 1 4
X=1+2t X=3-2s
r: y=12-3t, s: y=-3/2+s
z=3/2+3t z=1+4s
1+2t=3-2s 2t+2s=2
Igualamos las coordenad&s 1/2— 3t = -3/2+s - -3t-s=-2
3/2+3t=1+4s 3t—4s=-1/2
t+s=1 1 1 1 111
t+s=2 - 0 -2 -1 - 021
6t—-8s=-1 0 -14 -7 00O
(22%ec): 2 = 1 —>s—l (1aec)t+%_ ﬁt:%,

Sustituyendd en las ecuamones de€o el valor desen las ecuaciones @ :
P=(2-1,93
b) Seanv = (2,-3,3) y U = (-2,1,4 los vectores dey srespectivamente (obtenidos &)
Con la formula del producto escalar obtenemos el anguloauesin:
u-v| _ 43+ 12| 5
U] -|V| J4+9+9./4+1+16 J22-,21
- a = arcog0.23263 = 76.55°

~ 0.23262

cosa =

c) Como el planor contiene a ambas rectas, el producto vectorial de sus esalmectores serd un vector
normal al plano:

- o P

i)k
UxV=| 2 3 3| = 157 - 14] - 4K = (-15,-14,-4)
2 1 4

Podemos tomar como vector normat al vector(15, 14,9 > 15%+14y+4z+D =0
Para obtener D sustituimos el punto P, que ha de verificazdagon der :

15.2+14.(-1)+4-3+D =0 -30-14+12+D =0 - D =-28

- 15+ 14y +4z-28=0

JUNO7, P2.p: Dados el punto€X3,-1,4) y la recta r de ecuacién paramétricax = -2+ 31,y = -24,

-8-
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z=1+44, se pide:

a) Hallar la distancia del punto Q a la rectar.

b) Justificar que la recta s que pasa por Q y tiene a (1,-1rhpaeector direccional, no corta ar.
c) Calcular la distancia entre las rectasry s

RESOLUCION:

1° Obtenemos el planoar que pasa po.
a) ProcedimientoX 2° Calculamos el punto de corte de recta y plano (P)
3° Calculamos la distancia de P a Q.
1° Vector de : (3,-2,4) Plano X - 2y + 4z+ D = 0. Para averigudD, sustituimos el punt@ :
3:3-2.(-1)+4-4+D=0 - D=-27 - Planor: 3x— 2y + 4z— 27 = 0.
2° Para calcular el punto de corterdg  sustituimos las coordenadasren la ecuacion de :
3:(2+31)—-2:-(-21) +4(1+41)-27=0
—6+94+41+4+16A-27=0 - 294 = 29 >A=1
Sustituyendd = 1 en las ecuaciones de P=(1-2,5

3°d(r,Q) = d(P.Q) = |PQ| = 22+ 12+ (-1 = /6.

X=3+t
b) Obtenemos la rectaen paramétricas X y = —-1-t . Para intentar averiguar el punto de corte,
z=4+t
igualamos las coordenadas de ambas rectas:
—2+31 =3+t -t+31 =5
21 =-1-t - t-24=-1
1+41 =4+t -t+41 =3
-1 3 5 -1 3 5 -1 3 5
- 1 -2 -1 ~ 0 1 4 ~ 0 1 4
-1 4 3 0 1 -2 0 0 -6

(3%ec) @ = -6  .Luego el sistema es Incompatible y por lo tanto no hay pdetcorte.

c) Para calcular la distancia entre 2 rectas que se cruzaan&ebque no son paralelas porque sus vectores
directores no son proporcionales), seguimos el siguieniegimiento:

1° Obtenemos el plano que contiene a la regtas.L a la rectas (lo [lamaremosr;).
2° Escogemos un punto cualquierasdecalculamos su distancia al plano calculado.

1° El vector normal de; se obtiene mediante el producto vectorial de los vectoreydges. a

ambos).

77K

3 2 4| =j-k+2=(2,1,-1). > 711 2X+y-z+D=0

1 -11

Para averiguab, sustituimos un punto de la reata (-2,0,J), 2:.(-2)+0-1+D =0
-5+D=0 -D=5 - m  2X+y—-2z+5=0.
2° Un punto deses(3,-1,4) y su distancia al plano viene dado por la expresl.%)r(to +Byo+C2+DJf .
JAZ B2+ C2
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R-3+1-(D-1-4+45 _ 6 _ 6/6 _ 5
JA+1+1 J6 6

distancia=

SEPO07, P2{1: Dado el plamo: 2x+y+3z—-1 = 0y el puntoQ(2,1,3 , se pide calcular:

a) La distancia del punto Q al plamo

b) El &rea del triAngula cuyos vértice®1, P2 y P3 son los puntos de interseccién del plancon los ejes
coordenados.
c) El volumen del tetraedro de vértices, P2, Psy Q.

RESOLUCION:

2-2+1+3-3-1] _ 13
J22+12+ 32 J14

b) SeaP; el punto sobre el eje OX: - P; = (a,0,0). Para que esté en el plano ha de cumplir su
ecuacion:

2a+0+3-0-1=0 -a=1/2 - Py =(1/2,0,0
Analogamenté, = (0,b,0) -2.0+b+3:-0-1=0 -b=1-P,=1(0,1,0
Ps; = (0,0,0) -2:.0+0+3.-¢c-1=0 - c=1/3 - P3; =(0,0,1/3

a) Utilizamos la formula correspondientdéQ, 7) =

Tomando los vectoreR;P3; y P1P2, el médulo de su producto vectorial resulta ser el area del
paralelogramo que determinan. El triangulo pedido resdtda mitad:

1

7
A= L|PiPixPiP;| = Z|| -5 O

D 4FFT-4E-

c) El producto mixto de los vectoré® P,, P1P3y P1Q nos da el volumen del paralelepipedo que generan.

N N T
o wk x|

1

Como la base del tetraedro resulta ser la mitad, habra quehoalr por%.
Ademas, como el tetraedro es un cuerpo piramidal, su voluna%a del prisma correspondiente.

Entonces el volumen pedido % del resultado del producto mixto.:

_1
110
_ 4| _1 1 _ 1,13 _ 13
V=5ll 293 ||"6"% 36
3
3 13

SEPQ7, P2{2: Dados los planos de ecuaciongs X+ 2y+z+3=0,y7 : 2X+y—z—-6 =0,

a) Calcular el angula que forman los planasg; y 7> .

b) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta r, inteiéede los planog; y =

c) Comprobar que el planode ecuacionx+y— 1 = 0 es el plano bisector da y =2 , es decirz forma
un angulaw/2 con cada uno de los planesy 72.dondea es el angulo obtenido en el apartado a).

RESOLUCION:

a) El &ngulo entre los plano coincide con el angulo que formesrrectas normales. Tomamos los vectores
correspondientes:

-10-
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cosq = |(1,2,:D : (2,1,—1)| — % — % > o = 60°.

Ji+4+1 - /4+1+1

. | X+2y+2z+3=0
b) Hemos de resolver el sistema formado por sus ecuacignes: ,
2X+y-z-6=0

12 1 -3 1 2 1 -3 12 1-3
Gauss: ~ ~
21-1 6 0 -3 -3 12 0114
Tomandaz = A, >y=-1-4 > X=A1+5 —Soluciéonr : {(A+5,-1-4,1) : 1 € R}

c) Calculemos el angule; entrer, y r :

cosay = [(1,2,D - (1,1,0] .3 __3 :3\/§ — \/§ - a1 = 30°
JI+4+1./1+1 J12  2/3 6 2

Y el anguloa; entrer y 75 :
[1,1,0 - (2,1,-1)] 3 _ J2§ oy = 300

COSo o = = =
2 Ax1.JA+1+1 12

JUNOS, P2.L: Se dan los puntos A(2,1,1) y B(1,0,-1) , y laarecte ecuacion : x—5=y = Z_LZZ Se

pide calcular razonadamente:
a) El punto C de que equidista de Ay B.
b) El area del triangulo ABC.

Resolucion

a) Los puntos que equidistan de A y B forman su plano mediati@n¥'s a obtenerlo:
Sea P un punto cualquiera P(x,y,z),
d(P,A) =d(P,.B) = (x-2)2+(y-12+zZ-1%=(x-1)*+y?*+(z+1)?
X —AX+4+y? -2y +1+72-22+1=xX2 - 22X+ 1+Yy>+72+2z+1
-2X—-2y—-4z+4=0 = X+y+2z-2=0.
El punto C que buscamos se encuentra en la intersecciénedplasb mediatriz y la recta:

X — =5
rix-5=y=2t2 . /
-2 y+z=-2
X+y+2z=2
Asi, C es la solucion del sistemg: x-y =5

2y+z=-2

Este sistema se puede resolver por Gauss, por Cramer, @&xgoés en forma matricial (asi se hace
con calculadora gréfica). Has de saber resolverlo de cigaifgde estas formas. Aqui lo resolveremos por
sustitucion:

(22ec)— x=y+5. (3%ec)— z = -2y - 2. Sustituyendo en la ec1:
y+5+y+2(-y-2) =2 —-2=1 —y=--7.
__1 -9 — o1\ _o__
X = 2+5 5 z 2( 2) 2 1.

Solucioén: C= (i—%,—l}

b) El area del triangulo ABC resulta ser la mitad del &rea dedlpbogramo definido poﬂ?:> y AC.

-11-
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C

AB = (-1,-1-2);AC = (3,5,-2)

Area ABC= % |A_B) x A_C)|

T 7K
ABxAC=| 1 1 2| =(1,-7,9. :AreaABC:%,/(—1)2+(—7)2+42 :%m
5 3,
2 2

JUNOS, P2.p: Dada larectar, interseccion de los plgneg =0y x—2y—1 =0, ylarectasde

ecuacién% =y-1=-z+3, se pide:

a) Obtener, razonadamente, las ecuaciones paramétricgsde
b) Explicar de un modo razonado cuél es la posicion relagviasirectasry s.
c) Calcular la distancia entre las rectas ry s.

Resolucion
X-2y-1=0
a) Para la recta resolvemos el SC{ 4 , tomanda = 4, y=-1
y+z=0
Xx=1-21
= X+2L-1=0—-x=1-24 =T y=-2
z=1
X=-2+2f
X-2y =-2
Para la recta resolvemos el SC 4 tomandoy = 8, s y=p
y+z=
z=4-p

b) Para analizar la posicidn relativa compararemos los vestdirectores:

V- (2-1Dy%-(21-): % - - L

Son vectores proporcionales, por lo que tienen la mismadade. Entonces se trata de rectas
paralelas o coincidentes. Para comprobarlo escogemosio qualquiera de la recta r (tomambs- 0y
lo llamamosP) :

1
P = (1,0,0. Ahora vemos si pertenece o ng a 0=p , Sistema que no tiene solucion
0=4

paraf, y por esdP no pertenece a la recta

Entonces, las rectas son paralelas.
c) Dado que se trata de rectas paralelas, escogemos un paiqaieva de la recta( P = (1,0,0 )y
calculamos su distancia a la resta

Escogiendo un punto cualquierasleQ = (-2,0,4) ), la distancia dé asresulta ser la altura del
paralelogramo definido pcﬁﬁD> yVe. Y la altura es el élrea|(j3> x Va| ) dividido entre la longitud de la

base.(Vz|):

-12-
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TTOK
3 0 -4
4P - | QP x v |21 1] 453 /16259 _ (50 _
’ || J2Z 12+ (-1)? J/6 J/6 V6

:Jzzizﬂ
3 /3 3

SEPO08, P2{1: Dados los dos plamgs: x+y+2z=3yn, : X+Yy—az = 0, se pide calcular

razonadamente:

a) El valor dex para que los planos; y 7, sean perpendiculares y, para este valas debtener las
ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de es@éashms. (1,5 puntos).

b) El valor dex para que los planos 1y 2 sean paralelos y, para este vatoy aletener la distancia entre
los dos planog y 2. (1,8 puntos).

Resolucion

a) Los vectores normales a los planos ser= (1,1, y vz = (1,1,—a). Los planos seran perpendiculares
cuando los vectores y vz o sean (su producto escalar ha de ser 0).

VieVo=1+1-a=0 = a = 2 (valor pedido de).
Vamos a obtener ahora (can= 2 ) la recta interseccion de ambos planos:

X=2-21
X+y+z=3 X+y+z=3
X+Y—22=0 Foo(-1)-F1+F2 -3z=-3 1

Z =

b) Los planos seran paralelos cuando sus vectores normalearo Para ser paralelos han de ser
proporcionales:
1_1_1

= a = -1.

1 1 -«
Para calcular la distancia entre planos paralelos fcen-1), escogemos un punto del plang (
P = (1,1, )y calculamos su distancia al plane :

d(P.rp) — 1BP1TDOP2+Cpardl  [1-1+41-1+41-140] _ 3 _ 3/3 _ 5
N 1+l B3
También se puede calcular la distancia del punto al plan@tsiguiente procedimiento:
X=1+41
1°) Obtenemos la rectaal planor, que pasapor R y =1+ 1
z=1+1

2°) Obtenemos el punto Q interseccion de la recta y el plarsti{igyendo las coordenadas de un
punto de la recta en la ecuacion del plano):

I
o o o

Il
e

X -1
A+ +@Q+1)+@A+21)=0 - A=-1- y -1 - Q=(0,0,0
z -1

39 La distancia(P,z,) = d(P,Q). Calculamos esta ultima:

d(P,Q) - |QP| = JIZ+17+1% - 3.

-13-
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SEPO8, P22: Dados el puni= (0,0,0 y el planor : x+y+ z = 6, se pide calcular razonadamente:

a) La ecuacion de la recta r que pasa por O y es perpendicydamalz. (1,1 puntos).
b) Las coordenadas del punto simétrico de O respecto ded plaii,1 puntos).
c) La ecuacion del plano que contiene al eje X y a la rectaX.f@ntos).

Resolucién
=1
a) Si esL & su vector director sefd = (1,1, - r : y=1 = X=y=12
z=2

b) Calculemos primero el punto M interseccién de la recta rplathor :

A+A+A=6->L1=2>M=(2,2,2. El puntoO’ que buscamos dd + OM :
O =(2,2,2+(2,2,2 = (4,4,9.

¢) Un punto del eje X e® = (0,0,0 (de hecho también pertenece a la re¢tas el punto de corte de
ambas rectas)

Un vector del eje X esl = (1,0,0 y de la recta esV = (1,1,1). Yatenemos un punto y dos
vectores del plano que buscamos:

X=A+p x 11

n y=8 Para obtener la ecuacion general resolvemgs0 1 | =0
z=p z 01

- -y+z=0

JUNO9, P2.1L: Sean A, By C los puntos de interseccion del plerecuacionx + 4y — 2z— 4 = 0 con los

tres ejes coordenados OX, OY y OZ, respectivamente. Se pldelar razonadamente:
a) El area del triangulo ABC. (1,1 puntos).

b) El perimetro del triangulo ABC. (1,1 puntos).

c) Los tres &ngulos interiores del triangulo ABC. (1,1 psihto

Resolucion

a) Calculemos los puntos A,By C:
A tiene sus coordenadggs=0,z=0->x+4-0-2:-0-4=0-x=4-> A= (4,0,0
B tiene sus coordenad&s-0,z=0-0+4.y-2.-0-4=0-4=4-B=(0,1,0
C tiene sus coordenadas-0,y=0-0+4-0-2z2-4=0--2z=4- C=(0,0-2)
Para calcular el area obtendremos los vectﬁ_fey CB. El médulo de su producto vectorial es el area del
paralelogramo que generan los 2 vectores.
El rea del triangulo pedido es la mitad del area del pamgaioo citado.

CA = (4,0,2:CB = (0,1,2

—~Area ABC
77K

- 2[CAxCEB| = 3|| 4 0 2 || = SI-2-84|- 1 /D?+ (87 +4* - 1/84 - J21
01 2

b) Tenemos que calcular las medidas de los lados, qu@h |C_B>| |A_B)| :

|C_A’|=,/42+02+22=mzzﬁ |aa’|=,/02+12+22=,/§

-14-
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|A_B’| = J4)7+114+0% = J17. Perimetro ABG= 2,5 + /5 + J17 = 3/5 + /17 ~ 10.831

c) El angulo sobre el vértice A viene determinadoﬁz (-4,0,-2) yA_B> = (-4,1,0.
AB - AC 16+0+0 8 _A 8
COSA = —=>"~— = = - A = arcco§ —— | = 29.805°
|AB| . |AC| Ji7.2/5 /85
El angulo sobre el vértice B viene determinadoa_ﬁ}z (0,-1,-2) yg& = (4,-1,0).
BC.BA 0+1+0 1 .3 1
COSB = ———"——~ = = - B = arcco$ —— | = 83.772°
|BC| . |BA| J5-J17 /85
El angulo sobre el vértice C viene determinadotﬁ_érz (4,0,2 yC_B) = (0,1,2.

cosC - |gTZ|C:E’B| - D044 2 8- arccof 2) 66, 425

JUNOQ9, P2.p: Dados los punt@0,0,0 , A(4,4,0 y P(0,0,12 , se pide obtener razonadamente:

a) La ecuacion de la recta que pasa por Ay es perpendicultarad de ecuaciém = 0 . (1 punto).
b) La ecuacion de un plano que cumpla las dos condicioneenigs:

— Pase por Py por un punto Q de la recta de ecuaciély = 4

— Sea perpendicular a la recta que pasa por Oy Q. (2,3 puntdsiber uno de los dos planos

solucién).
X=4
y=4

b) SeaQ = (4,4,1). O_Q> = (4,4,1). Por lo que el plano pedido tendrd como vector norgdad, 1) :
La ecuacion del plano tendra la forma+#44y + Az = d. Ahora bien, si ha de pasar por Py por Q:
P:4.0+4.0+1A-12=d - 124 =d
Q:4-4+4.-4+21-21=d - 32+2%2=d

Resolucion

Il
> N~ D

X
a) El planoz = 0 tiene por vector normat = (0,0,1). Larecta pedidaeg vy
z

. Resolvemos por sustitucion: 3242 = 121 - A2 —-122+32=0.

Ecuacién cuyas soluciones sbn= 8 (d; = 96); 1, = 4 (d, = 48).

Entonces las 2 posibilidades para el plano pedidarson4x + 4y + 8z = 96. y
T AX+4y+4z =48

Simplificadaszy : X+y+2z2=24. yny : X+y+z=12

SEPQ9, P2{1: Dados los puntes= (3,1,9yQ = (1,0, , y el planor de ecuacién

w:X—2y+2z+5= 0, se pide calcular razonadamente :

a) La ecuacién de la rectaque pasa por el punto P y es perpendicular al pfar(@,4 puntos).

b) La ecuacion de los planos que pasan por el punto P y sonrmquicpéares al plana. (1 punto).

c) La ecuacion del planeo’ que pasa por los puntos P y Q y es perpendicular al ptari®,9 puntos).

Resolucion

a) Si la rectar es perpendicular &, su vector director sera el vector normalrdev; = (1,-2,2).

-15-



I.E.S.n°2 ASPE. ENRIQUE CANTO ABAD.. EJERCICIOS GEOM SELECTIVIDAD. Curso 2011/2012.

X=3+21
Con el puntdP y el vectorv; : r< y=1-21 - = - N

z=4+2A
. 2X+Yy -7=0
' 2y+2z-10=0

b) Los planos buscados son todos aquellos que contienenctdeded apartado a).
Entonces, se trata de planos que pasan por el fRiptiienen como vectores directoresyay a
cualquier otro vectot = (uy, Uz, U3):

Xx=3+A+ap x-3 1 a
Planos pedidos< y=1-21+bp -|ly-1-2b| =0 -
z=4+21+cp z-4 2 c
(-2b—-2c)x+ (2a—c)y+ (2a+b)z+ (2b— 10a+ 7c) = 0, siendaa, b,c nUmeros cualesquiera, no

todos nulos (ya que representan al veaipr

Resolucion alternativa:

Dado que se trata de todos los planos que contienen a larrexdto se llama el haz de planosrdél
haz de planos se construye realizando una Combinacionlldedas 2 ecuaciones generales de la recta

m(2x +y -7N+n2y+2z-10 =0 - 2mX+ (M+ 2n)y + 2nz+ (-7/m—10n) = 0

c) Expongo 2 formas de resolucion, la 22 es mas sencilla, &uesjmuy Util repasar y comprender ambas.
Seaax + by + cz+d = 0 la ecuacion de/ :
Comor!/ contiened) - a-1+b-0+c-1+d=0->a+c+d=0
Comon! contiene & - a-3+b-1+c-4+d=0->3a+b+4c+d=0
Comor’ es perpendicular &, sus vectores normales son perpendiculares:
(a,b,c) - (1,-2,2) =a—-2b+2c=0

Resolvamos el sistema que hemos obtenido:

a+ c+d=0
3a+b+4c+d=0 . Comono es un sistema cuadrado, lo resolveremos por Gauss.

a-2b+2c =0

1 0110 1 01 10 101 10
31 410 ~ 01 1-20 ~ 011-20
1 2200) FrFr®: \ 0 21-10) "\ 00350
F3- Fa+(-1)F,

Como tenemos mas ecuaciones que incognitas, tomarouyso parametro:
(ec3)3-5d=0-c = 5??
(ec2)b+c-2d=0-b+33 -2d-0-b-2d-30 - ¢
(ecl)a+c+d=0-a= —c—d=—5—3fj—d= _—gd

La ecuacién del plane’ queda: gd X+ gy+ 53d z+d = 0, donded puede tomar un valor

cualquiera (saldrian ecuaciones proporcionales queseptan el mismo plano). Si tomamos por ejemplo
d=3:-8+y+5z+3=0.

Resolucion alternativa:
Comor' es perpendicular a, el vector normal de esta contenido en’ (n, = (1,-2,2)).
Asi conocemos 2 puntos y un vectorale Restamos los dos puntos y asi obtenemos otro vector de
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I .

QP-P-Q-(213.
Construimos ahora el planod con el puntaQ = (1,0, 1) y los dos vectores anteriores:

T

x-1 1 2
y -2 1| =-8&+y+5z+3=0.
z-1 2 3

NOTA: Existiria una tercera resolucion posible cogiendedaacion del haz de planos del apartado b), y
sustituyendo en ella las coordenadas)ddresolvemos los valores dey n, y con ellos obtenemos la
ecuacion der'.

SEPQ9, P2{2: Seael plano de ecuacion x3+ 2y + 4z— 12 = 0. Calcular razonadamente:

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelog@e distan 5 unidades @e (1,2 puntos)
b) Los tres puntos A, By C, interseccién del planoon cada uno de los tres ejes coordena@gspuntos)
c) Los tres &ngulos del triangulo ABQ.,5 puntos)

Resolucion
a) Como son planos paralelostasu ecuacion es’ : 3x+ 2y +4z+d = 0.

Dado un punto de&, P = (4,0,0), su distancia al plane’ es 5 unidades:
dp,xy = £3:4+2:044-0+d| _ 5 13.4,2.014.0+d[=5- 29

3:4+2.0+4.0+d=5-y29 - d=5/29-12~ 14. 926

2 posibilidades:
P {3-4+2-0+4-0+d5-,/2_9—>d5J2_§)12z38.926

my i 3X+2y+4z+5/29-12=0

Asi, los planos pedidos soR:
mh i 3X+2y+4z-5/29-12=0

b) Un punto del eje OX tiene las coordenadas y,z nulas:
(,0,00 > 3a+2:-0+4.-0-12=0 - a = 4. El punto de corte con OX &= (4,0,0.
Analogamente,
(0,b,0) > 3:-0+2-b+4-0-12=0 - b = 6. El punto de corte con OY &= (0,6,0.
(0,0,c) > 3:0+2:0+4.c-12=0- c = 3. El punto de corte con OY & = (0,0, 3.

c) Para calcular los angulos calculemos los vectores quendieken los lados.
AB=B-A=(-4,6,0 : AC = (-4,0,3.
Con las 2 expresiones del producto escar: AC
(-4)+(-4)+6-0+3-0— |AB| - |AC| - cosu

L cosy — 16 _ 16 __ 16 __16 _ _38

| A8 |AC] - J16+36-/16+9 J52.5 10/13 5/13

a= arccosi ~ 63°656°

5/13
Angulo sobre el vértic® : BA = (4,-6,0); BC = (0,6, 3).
cosp— 36 _ 36 _ 36 _ _6
J52 . /45 2,/13-3/5 6./65 J65

6 ,
= arccos—— ~ 41°909°
ﬁ E

Angulo sobre el vértic€ : CA = (4,0,—3);53> = (0,6,-3)
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cosy = 9 -9 __3
J25./45 15/5 5/5
3 .
= arccos—— ~ 74°435°
4 5/5

Comprobaciéna + p+y ~ 63.656% 41.909% 74.435°= 180.0°

, SX+y-z=4 X-y=-5
JUN10, PA2: Dadas las rectas de ecuacione Y y s: y
2X-2y—-z=-5 z

se pide:

a) Justificar que las rectay s se cruzang puntos)

b) Calcular razonadamente la distancia entre las rectas (3 puntos)

c) Determinar la ecuacion del plamaque es paralelo y equidistante a las rect@s. (3 puntos)
Resolucién

a) Se puede resolver de dos formas:

12 forma: Estudiamos el rango de la matriz determinada gat &cuaciones.

5 1 -1 4 5 2 1 0 5 2 1 0
2 -2 -1 -5 1 -2-10 1 -2-10
9 = 19 = g —4
1 -1 0 -5 Trans -1 -1 0 1 | FseaFsiFy -1 -1 0 1
0O 0 1 4 4 -5 -5 4 8 -1 50
5 2 1
El rango es 4 porque el determinante de la matriz que queda€s1 -2 -1 | =-54+ 0.
8 -1 -5

Por tener rango 4, el sistema formado por las 4 ecuacionesmedolucién, ya que
rg(A*) = 4,rg(A) = 3 (es 4x3)

Asi, las rectas no tiene nigun punto en comun, y cogid) = 3, las rectas tienen distinta direccion,
luego las rectas se cruzan.

22 Forma:

Estudiemos la posicion relativa de las rectas. Para ellatemos el vector director de cada una de ellas 'y
un vector que vaya de un punto da un punto des(P_Q>) :

ik

Vw=|5 1 -1 | =3j-1%-3i = (-3,3-12) — Tomamosy; = (-1,1,-4)
2 -2 -1
i | k

w=|1-10]| =-j-i=(-1,-1,00 — Tomamosz = (1,1,0
0 0 1

ﬁj : Tomandaz = 0 en las ecuaciones deP = (% 11 O),
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Podemos tomar en su luga@r= (-1,9, 16, que tiene la misma direccion.

-1 1 4
Estudiamos ahoraelrango@gve,W: | 1 1 0 | =8=0.

-1 9 16

Luego los tres vectores son linealmente independientes lp pantov; y V2 no tienen la misma direccion
y ademas el vector que va de una recta a la otra no se encuemtralano determinado p&¥, Vz., por lo
que las rectas se cruzan.

b) Para calcular la distancia das, primero obtenemos el plamgs que contiene a siendo paralelo a
Entonces la distancia del plang; a la rectas es la distancia entre rectas.

Tomamos los vectores directoresrdgesy un punto de :

V= (L1-4% = (LLO:P = (5,410

_ _1

11 X 2

1 1 y- 141 =0=:4x-4y-2z=-10= ms : 2X—2y-2z=-5
-4 0 Z

Ahora tomamos un punto cualquierasieQ = (0,5,4) ) y calculamos su distancia al plang; :

2.0-2.5-4+5 g
d(Qurrs) - -
N L

Y esta es la distancia entre las reatgss.

= 3 unidades.

c) El plano calculado en b) es paralelo a ambas rectas, poelsyguector normal nos servira,

T = (2,-2,-1). El plano que buscamos es 22y — z+ D = 0 (Falta averiguab)

La distancia que le separa de ambas rectgs) ha de ser la mitad de la calculada en%):

d(S,?T) = d(Q’ 7[) =

2-0-2.5-4+D| _ 3 =2.1144D[-3-3= |14+D| -
J22+(-2)2+12

-14+D=3 =D=3f

2
e
_ -_9 ~ 19
14+ D = 5 = D 5
1 1
2.2+-2.=-1.0+D
d(r,z) = d(P,z) = | 4 4 :%:@ZQ
J22+(-2)2+12
_ -9 _ 19
5+D 5 = D 5
_ -_9 -1
5+D 5 = D 5
Asi pues, el valor d® que da una dlstanmad% a cada una de las rectasl2s- 129
Por lo que el plana que buscamos ex2 2y —z+ 19 _ 0= ax- 4y — 2z = -109.

2
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JUN10, PB2: Seala recta de vector direct@R,—1, 1) que pasa por el punt® = (0, 3,-1). Se pide:

a) Hallar razonadamente la distancia del pukte (0,1,0 a la rectar . (4 puntos)

b) Calcular razonadamente el &ngulo que forma la recta qgeepgaa los puntoB y A con la recta en el
puntoP. (4 puntos)

¢) SiQ es el punto donde la rectacorta al plano de ecuaci@= 0, comprobar que el triangulo de
vérticesAPQ tiene angulos iguales en los veértideyg Q. (2 puntos)

Resolucién

a) Hallaremos el plan@ 1 ar que pasa poA. Después halaremos el purfibinterseccion de y .

A’ es el punto de que estd mas préximoAa Por eso la distancia d&a la rectar es la distancia entre los
puntosA’ y A

El vector normal ar sera el vector director de: i = (2,—1,1). Con este vector normal y el purdg
construimosr :

T:2X-y+z=D—>2-0-1+0=D—->D=-1
TI2X-y+z=-1

Ahora hallamo#®\' :

Xx=0+21
Rectar : < y=3-1 —»2-(2&)—(3—/1)+(—1+/1)=—1—>6/’L=3—>/1=%
z=-1+4

Sustituimosl en la ecuacion dey ya tenemo#\' = (1, %—%)

/_—/"_ 2, (3)2 L (_1)? _ M_F
d(A’A)_‘AA _\/1 +<2> +( 2) N4 T2
b) Para calcular el angulo entre rectas tomamos sus vectioeesodes:

B _ VT (o R _ [(0,2,-1) - (2,-1,1)| _ 3 _ 3/30 _ J30
AP = (0,2-1);vf = (2,-1,) cosa 5. /6 7% 30 10

o = 56°47 21"

¢) Primero hallaremo® :
Comoz =0, enlas ecuacionesdez=0=-1+12 —> 1 =1
Sustituyendo en, Q = (2,2,0.

Tener angulos iguales éhy enQ

quiere decir que es isésceles, por lo
3 —_— —>

gue es equivalente a qi€ y AQ

tengan el mismo médulo.

[4B| = 10,2~ = V5:|AQ| = I2,1,01 - V5,

-20-
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Luego el triangulo es isosceles y los angulo$enenQ son iguales

SEP10, PAPR: Se pide obtener razonadamente:

a) La ecuacion del plano que pasa por los punt& = (0,0,0, A = (6,-3,0) y B = (3,0, ). (3 puntos)

b) La ecuacion de la rectaque pasa por el punt® = (8,7,—-2) y es perpendicular al plano.(3 puntos)

c) El puntoQ del planor cuya distancia al punt® es menor que la distancia de cualquier otro punto del
planozx al puntoP. (4 puntos)

Resolucion

. _—
a) Lo construiremos con los vector€s, OBy el puntoO :

6 3 X
30y | =0=>92-6y-3x=0—7n:-X-2y+3z=0
0 1z

b) Su vector director ha de ser el normal del plawo= (-1,-2,3).

X=8-1
ConPyconvy, r : y=7-22
z=-2+3A

c) Buscamos el punto demas proximo &. Para encontrarlo usaremos la recpgerpendicular al plane
que pasa por.

El puntoQ sera la interseccion de la rectaonz.
Sustituimos un punto genérico den la ecuacionde : —(8— 1) —2(7-21) +3(-2+31) =0
— 144 = 28 = A = 2. Sustituimosen : Q = (6,3,4

SEP10, PBR: Dadas las dos reatass de ecuaciones: X54 = y;24 —z-4ys:x= % = %

se

pide calcular razonadamente:

a) Las coordenadas del purRale interseccidn de las rectag s. (3 puntos)

b) El &ngulo que forman las rectay s. (3 puntos)

c) Ecuacion implicitéAx + By + Cz+ D = 0 del planar que contiene a las rectay s. (4 puntos)

Resolucién

a) Pasaremos las ecuaciones a paramétricas para igualaotaenadas:

r : PuntoA = (4,4, 4, vectorv; = (3,2,1. s : PuntoB = (0,0,0, vectorvs = (1,2,3
X=4+3t X=S

r: y=4+2t =S y = 2s , dondet y sson los parametros de cada una de las rectas.
z=4+t z=3s

44+3t=s
Igualamos: 4+ 2t = 2s Sustituimos laeclenlaec2yenlaec3:
4+t=3s
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(ec2)= 4+2t=24+3t) > 4dt=4—->t=-1;s=1
=
(ec3)=> 4+t =3(4+3t) > -8t=8—->t=-1;s=1

Como los valores dsy t coinciden, existe el punto de corte y lo averiguamos systitdo en las
ecuaciones de una de las rectas (por ejerajlo

P=(1,23
b) Lo calcularemos con sus vectores directores:

cosg = 132D -(L23] _ 10 _ 5 _, ,_ 4400455

J14 /14 14~ 7
¢) Tomemos los vectorég = (3,2,1),Vs = (1,2,3 y el puntoB = (0,0,0 :

3 1x
2 2y | =0=4-8+42=0=>n:x-2y+z=0
1 3z
) : X +z=2 2X—-y =3
JUN11, PA2: En el espacio se dan las recta ys: . Obtener
2X-y+z=0 X-y—-z=2
razonadamente:

a) Un punto y un vector director de cada re¢sauntos)
b) La posicion relativa de las rectag s. (4 puntos)
c) La ecuacion del plano que contieneyaes paralelo &. (3 puntos)

Resolucién

a) Tomamox = 0 en las ecuaciones de
ecl) x =2
(ecl) .= PuntoP = (2,4,0
(ec2)2.-2-y=0—>y=4

Para obtener el vector podemos hacer el producto vectarialsdvectores normales de cada uno de los
planos que forman las ecuaciones de

j
0
-1

[
(4,0, x(2,-1,1) = 1 =i+j-k=(1,1-1) — V. =(1,1,-1)
2

PR X

Para obtener punto &g tomamos< = 0.

{ (ecl) ~y=3—-y=-3

= PuntoQ = (0,-3,1
(ec2) —y-z=2—-2z=1 Q= )

Obtenemos el vector decomo en la recta :

i j ok
2-1,0x(1,-1,-1)=| 2 -1 0 | =i+2-k=(1,2-1) — Us = (1,2,-1)
1 -1 -1

Asi, rectar : P = (2,4,0yV, = (1,1,-1); rectas: Q = (0,-3,) y Uz = (1,2,-1)

b) Como los vectores no son proporcionales, no tienen la méraacion, por lo que solo puede pasar
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que se crucen 0 que se corten.

. . == . . , . g ,
Para saberlo estudiaremos si el ve®Qrdepende linealmente &gy Us. Si asi fuese, significaria que
ambas rectas estan en un mismo plano, por lo que habrian siecseites. Si no, se cruzan.

1 1 1
PO=(2-70).—| 1 2 -1| = -1+0,
2 71

Entonces los tres vectores, Us y P_Q) son linealmente independientes, y las rectas se cruzan.
c) El plano pedido tiene el vector deel vector desy un punto de :
Ve =(1,1-1),Us = (1,2,-1),P = (2,4,0.

1 1 x-2
Ecuaciondelplang 1 2 y-4 | =0—>Xx+2-2=0—Xx+2=2
-1 -1 z
X=2
JUN11, PB2: En el espacio se dan las recta y=1-1 ys:x-1=y=2z-3.Obtener:
z=3

razonadamente:

a) Un vector director de cada una de dichas rectes. (2 puntos)

b) La ecuacion del plano perpendicular a la recae pasa por el punt®, 1, 3 . (3 puntos)

¢) El punto de interseccion de las rectass (2 puntos)y la ecuacion del plane que contiene a estas rectas
l'ys. (3 puntos)

Resolucion
a) El vector der viene determinado por los coeficientesrdeV; = (1,-1,0).

y-b _z-¢

El vector des por la forma continua de la ecuacion de la reeg:2 = S— = £,

como recta que pasa por el puiib, c) y tiene como vector directdus, uz, us).

Asi, un vector director dsesus = (1,1, 1).

b) Por ser perpendicularra el vector director de es el vector normal del plano.

Ecuacién del plano:Xl— 1y + 0z = D. Y el punto(0, 1,3 ha de cumplir la ecuacion:
1.0-1:1+0:3=D—->D=-1=x-y=-1

c) Para buscar el punto de corte, sustituimos las expresd®resn las ecuaciones e

A-1=1-1=3-3= Porlaprimeraigualdad = 1, y se cumplen las 2 igualdades.

Asi, el punto de corte es (tomambs-= 1 en las ecuaciones dg: r : -1

N < X
[
W R P

Punto de corte(1,0,3

Para la ecuacion del plano podemos tomar el vector dlevector des, y un punto cualquiera de
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cualquiera de las rectas (tomaniaso0, 3 )

1 1 x-1
-11 vy =0=22-y-X-5=0=n71:-X-y+22=5
0 1z-3
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