NIDAD 1 SISTEMAS
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Ecuaciones y sistemas de ecuaciones con dos incognitas

1. ¢Podemos decir que las dos ecuaciones siguientes son dos “datos distintos”? ;No
es cierto que la segunda dice lo mismo que la primera?

2x+ y=5
4x +2y=10

B Represéntalas graficamente y obser-
va que se trata de la misma recta.

Se trata de la misma recta.

uiy

)

2x + y|=

B Pon otro sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas en el que la segunda
ecuacion sea, en esencia, igual que la primera. Interprétalo graficamente.

x+ y=1
3x+3y=3

Graficamente son la misma recta:

x+y=|1
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2. Observa las ecuaciones siguientes:

2x+ y=5
x— y=1
x+2y=4

B Represéntalas y observa que las dos I x—-ly=1
primeras rectas determinan un pun- 1
to (con esos dos datos se responde a
las dos preguntas: x=2,y=1) y que
la tercera recta también pasa por ese 75l 1
punto. 4

ui

B Da otra ecuacion que también sea
“consecuencia” de las dos primeras x_|y=1]
(por ejemplo: 2 - 12 + 3 - 22), repre- [ [~
séntala y observa que también pasa
por x=2,y=1.

2-12+3:28 —» Tx-y=13

QLD

-

2x+Y55

7x—y|= 13
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3. Observa que lo que dice la segunda ecuacion es contradictorio con lo que dice

la primera:

2x+y=5
2x +y=7

B Represéntalas y observa que se trata
de dos rectas paralelas, es decir, no
tienen solucién comiin, pues las rec-
tas no se cortan en ningdn punto.

-

Rx Hy=[5
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B Modifica el término independiente de la segunda ecuacion del sistema que
inventaste en el ejercicio 1y representa de nuevo las dos rectas.

Observa que lo que dicen ambas
ecuaciones es ahora contradictorio y
que se representan mediante rectas

paralelas.
x* =1 Rectas paralelas:
3x+3y=0 1

4. Fijate ahora en este sistema formado por tres ecuaciones:
2x+ y=5
x— y=1
x+2y=0

B Representa las tres rectas y observa
que la tercera no pasa por el punto x=y=|1
en el que se cortan las otras dos.

x+2y$0

B Modifica el término independiente Tx+y=0
de la recta que inventaste en el ejer-
cicio 2. Observa que lo que dice des-
pués del cambio es contradictorio
con las dos primeras ecuaciones y
que, al representarla, no pasa por el
punto de corte de ellas.

2x+ y=5 T
x—-y=1
Tx— y=0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



Pagina 33

1. Sin resolverlos, ;son equivalentes estos sistemas?

- - x+ y-z=5 -
a){ x+y=5 b){x+y—z—5 D! x+ y - d){mﬁ y—z=11

2x—y=7 x+y =7 20+ 2y —z =12 x+2y—z=7
x+y=5 z=2 z=2 x+y—z=11
3x =12 x+y =7 x+y =7 y =—4
a) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de sumar las dos que tenia-
mos.

b) Hemos sustituido la primera ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

¢) En el primer sistema, la tercera ecuacion se obtiene sumando las dos primeras. El
resto es igual que en b).

d) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.
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1. Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

2x+ y=1 x+ y+z=6 x+y+z=6 x+y+z=6
a)<3x+2y=4 b) y—z=1 Aix+y+z=0 d) y—z=1
x+ y=3 x+2y =7 x —-z=0 z=1

D2x+ y=1 - y=1-2x
3x+2y=4 1-2x=3-x = x=-2, y=3-(-2)=5

x+ y=3 - y=3-x
Veamos si cumple la 22 ecuacion: 3-(=2) +2-5=-6+10=4

Solucion: x = -2, y=15. Son tres rectas que se cortan en el punto (-2, 5).

bx+ y+z=06 , . .
Y La 3% ecuacion se obtiene sumando las dos primeras;

podemos prescindir de ella.

X+y=6-=z X=6-2z-y=6-2z-1-2=5-2z
y=1+=z

Solucion: x=5-2\, y=1+ A, z=A Son tres planos que se cortan en una recta.

Ax+y+z=6 Las dos primeras ecuaciones son contradictorias.
x+y+z=0 El sistema es incompatible.
X -z=0 Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.
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Dx+y+z=6| z=1
y—-z=1 y=1l+z=
z=1 x=6-y

Solucion: x =3, y=2, z=1. Son tres planos que se cortan en el punto (3, 2, 1.

2. a) Resuelve el sistema: { x+2y=3

x— y=4
b) Afiade una tercera ecuacion de modo que siga siendo compatible.
c) Aniade una tercera ecuacion de modo que sea incompatible.

d) Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso.

3-2y=4+y —> -1=3y — y=_—1

a)x+2y=3} x=3-2y 3

xX— y=4] x=4+y _ 4 =4_i=£
NEATYEATEET
Solucion: x = ﬂ, Y= -1
3 3

b) Por ejemplo: 2x + y =7 (suma de las dos anteriores).

¢) Por ejemplo: 2x+y=9

dEna) — Son dos rectas que se cortan en (%, %)
» 11 -1
Enb) — Lanueva recta también pasa por 33 )
11 -1 . L p
Enc¢) — Lanueva recta no pasa por 3 3) No existe ningin punto comun a

las tres rectas. Se cortan dos a dos.
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1. Reconoce como escalonados los siguientes sistemas y resuélvelos:
2x =6
a){Sx ’ ;; b){ x+y+3z=7
-y 5 - z=4
2x -2t=6 2x +3z2=0
)y x+y+3z = | x+3y— z=7
5 — z+ t=4 4x =4
7
a) 3x = *T3 ucic 7 —4
x—2y=5 _x-5 _ 4 Souczon:x—g,y—?
YT TR
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b) 2x =0
xX+y+3z=7 S5x - z=4 z=5x-4=11
5x - z=4 xX+y+3z=7 y=7-x-3z=7-3-33=-29

Solucion: x =3, y=-29, z=11

o) 2x —2t=6| 2x =60+2t | x=3+t
x+y+3z =7 5x - z=4—1 z=5x—-4+1t=11+ 0t
S5x - z+t=4 X+y+3z=7 y=7—-x-32=-29-19t

Soluciones: x =3+ A, y=-29—-19\, z=11+06A, 1 =A

x=1
d2x  +32=0] 4x =42 2
xX+3y— z=7 2x +3z2=0 3 3
4x =4 xX+3y— z=7 7-x+z 16
y:—:_
3 9
Solucion: x =1, y=1—6, Z=_—2
9 3
2. ;Son escalonados estos sistemas? Resuélvelos:
z+ t=3
y+3z-2t=4 b x+y+z=7
a) 2z =2 M2x —z-4
x — z+2=5
_ 2y+ z=1
C){x+y+z+t:g ) 2y _
X-y - x+2y+2z=1
a) z+ t=3 2z = z=1
y+3z-2t=4 z+ =3 1=3-2z=2
2z =2 y+3z-2=4 | y=4-3z+2=5
X - z+2=5 X - z+2=5 xX=5+z-2t=2
Solucion: x=2, y=5, z=1, t=2
x=2+2
b) x+y+z=7} 2x =4+z 2
2x —z=4 x+y=7-z y=7—z—x=5—3—22
Soluciones: x=2+A, y=5-3\, z=2A
C)x+y+z+t=3} X =2+y } x=2+y
x—-y =2 xX+z=3-y—1 z2=3-y—-1-2-y=1-2y—1t

Soluciones: x=2+N\, y=A, z=1-2A—L, t=U
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d 2y + z=1 2y = )
2y =1 2y +z= 2=1-2y=0
x+20+2z=1 x+20+z=1 x=1-2y-2=0
L 1
Solucion: x=0, y= > z=0
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3. Transforma en escalonados y resuelve:
xX— y+3z=—4 x+y+z= 06
A x+ y+ z= 2 b)) x—y—z=-
x+2y— z= 6 3x+y+z= 8
a) x— y+3z=—4 iz X— y+3z=—4 12 X—y+3z=-+4
x+ y+ z= 2 =18 2y—2z= 6 2t:2 y— z=
xX+2y— z= 6 -1 3y—4z=10 3 3y—4z=10
12 X—-y+3z=—4 | z=-
22 y— z=3  y=3+z=2
32_3.22

—==1 x=-4+y-3z=1
Solucion: x=1, y=2, z=-1

b) x+y+z= 6] 1 xX+y+ z= 06 . -
X—y—z=—4 2812 -2y —-2z=-10 ;:(_2) x+y:z;g}
3Bx+y+z= 8| =31 -2y -2z=-10 e

(Podemos prescindir de la 32, pues es igual que la 22)

x+y=06-z x=6-z-y=6-z-5+z=
y=5-z] y=5-=

Soluciones: x=1, y=5-A, z=2A

4. Transforma en escalonado y resuelve:

x— y+3z = 0
3x -2y —5z+ 7w =-32
x+2y — z+3w= 18
x—3y + z+2w=-26

x— y+3z = 0 12 x— y+ 3z = 0
3x — 2y -5z + 7w =-32 28 —3.12 y—l4z + Jw = =32
x+2y— z+3w= 18 3-12 3y — 4z +3w= 18
xX—3y+ z+2w=-26 o=l 2y — 2z +2w=-26
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12 x—-y+ 3z = 0 12

22 y—l4z + Tw=-32 28

32-3-22 38z — 18w = 114 2

42 4222 —30z + 16w = —90 1532+ 19 - 42
w=20

x—-y+ 3z = 0

y—ldz + 7w =-32 Z=%=3
19z - 9w= 57 i _
3w= 0 y=-32+ 14z - 7w =10

x=y-3z=1

Solucion: x=1, y=10, z=3, w=0
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1. Resuelve estos sistemas de ecuaciones mediante el método de Gauss:
x+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x—=2y =-3
a)y 3x-2y— z=4 b)) 2x-3y+ 2=2 O 2x+3y+ z= 4
—2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x+ y—5z= 4
Q) x4+ y+ z=2 1 1 1 2 12 1 1 1 2
3x—2y— z=4 3 2 -1 | 4| » 2¢2-3-12 0 -5 4| 22| =
2x+ y+2z=2 -2 1 2 |2 3421 0 3 416
1 11 12 x+ p+ z=2 Z=32 "
— 22 (D 05 4|2 S5y + 4z =2 y=""=2
32.5+22»3 0 O 8 24 22:24 5
X=2-y—z=
Solucion: x=1, y=-2, z=3
b) 3x—4y+2z=1 3 4 2|1 12_2. 30 7 2 0] -9
2x-3y+ z=2 -2 3 1|2 > 22-3 -7 =2 0|3
Sx— y+ z=5 5 -1 115 3 5 -1 15

Las dos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

C) X — Zy = _3 1 2 0 —5 12 1 =2 0 —5
2x+ 3+ z= 4 (—2 3 1 4) s 284212 (O -1 1 —2) -
2x + ‘V_SZ= 4 2 1 —5 4 32-2-12 0 5 —5 10

” 1 2 0] -3
— 22 (0 101 2] 5 XY =—3}x=—5+2y
3245.28 0 0 0 0 —y+Z=—2 z=-2+ y

Soluciones: x=-3+2\, y=A z=-2+A
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2. Resuelve mediante el método de Gauss:

X— y+2z=2 2x— y + w:O 2x— y + w: 9
x-2y+z =0 x-2y+z =11
a)-x+3y+ z=3 b S5x— y+z+ w=0 © Sx— y+z+ w=24
X+ yr5z=7 Sx—2y—z+2w=0 S5x—2y—z+2w= 0
a) X — y+22=2 (1 -1 2 2) 12 (1 -1 2 2)
x+3y+ z=3 -1 3 1 3] —> 28412 0o 2 3 51 -
x+ yesz=7 V1 1 57 mee o2 35
x=2-2z+y
%x—y+22=2}x—y=2—22 5.3z 5 32
2y+3z=5 2y=5-3z | y=—% "5~ 1=

x=2_22+i_5_z=2_7_z
2 2

2 2
) _9 _5 _
Soluciones: x = 5—77», y= ?—37», z =2\
b)2x— Y + w=0 2 -1 0 1 0 12
x—-2+z =0 1 -2 1 0|0 2
S5x— y+z+ w=0 5 -1 1 1|0 3% -1
Sx—2y—z+2w=0| \5 -2 -1 2]0 =zl
2 -1 0 110 12 2 -1 0 11]0
1 -2 1 010 Y 22 1 -2 1 0] 0 N
30 1 010 B 4 0 0 010
1 0 -1 010 # 1 0 -1 010
2x—y +w=0 x=0
x—-2y+z = z=0
7 dx = y=0
o -z = w=0
Solucion: x=0, y=0, z=0, w=20
C) 2X — Y + w= 9 2 -1 0 1 9 12
xX-2y+z =11 1 -2 1 011 N 28
Sx— y+z+ w=24 5 -1 1 1|24 3 -1t
Sx—2y—z+2w= 0 5 2 -1 210 oz
2 -1 0 1 9 12 2 -1 0 1 9
1 -2 1 0 11 N 22 1 -2 1 0 11 N
30 1 0 15 Fea 4 0 0 0] -3
1 0 -1 0l -18 # 1 0 -1 0l-18
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2x—y +w= 9

xX—-2y+z = 11
7 dx = 3

X -z =-18
-3 _ ) _xtz-11_ 11 —9_ -3
X 4 z=x+18 7 > 7 w=9-2x+y

3 .1 __ 6 53
2 YT F T YTy

)
jSN

Solucion: x =
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1. Discute, en funcion del parametro k, estos sistemas de ecuaciones:
4x + 2y =k 4x + 2y =k
Ay x+ y—z=2 b){ x+ y—z=2

kx+ y+z=1 kx+ y+z=0

) 4x + 2y =k (4 2 0 Ie) 12 4 20 /6)
X+ y—z=2 11 -1 2 —» 28 1 1 1] 2] >
kx + y+z=1 k1 111 ‘. k+12 0|3

12 4 2 0 k
— 2 ( 1 1 -1 2 )
3 -18 k=30 0 |3—-Fk

e Si k=3, queda:

4 2 0 | &k
11 -1 2| 5 ** y—z=2 X—z=2-y
00 0 0 4o + 2y =3 4 =3-12y

z=x—2+y=3_232—2+y=_5+2y=_5 e
4 2
Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: x = % -\, y=2\ z= % s

e Si k# 3, es compatible determinado. Lo resolvemos:
X+ y—z=2

4x + 2y =k
(k- 3)x =3 -k
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=2TRk_
x %3
y=/e—4x_/e+4_2+£
2 2 2
sexty-2=—1+2+% 2.1+ %
2 2
Solucion: x = -1, y=2+£, z=—1+£
2 2
b)4x+2y =/€ 4 2 O /@ 12 4 2 O
x + y_Z=2 1 1 -1 2 — 22 1 1 -1
bx + y+Z=O k1 1 0 3% + 22 k+1 2 0
1a 4 2 0 k
- 22 1 1 -1 2
3e = 12 k=30 0 |2-Fk
e Si k=3, queda:
4 2 0] 3
1 1 -1 | 2| Elsistema es incompatible.
00 0]-1

e Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2

4x + 2y =k

(k- 3)x =2-k
w2k

k-3
_k—4x _ R*+k-8
y 2k—6

2—-k R2+k-8 k> —5k+8

= +p—-2= + —2==__-= >
RN k-3 20k-3) 2%k—6

. 2—-k B2+ k-8 k2 -5k +8
Sol cx= = =
e T T RV

2. Discute estos sistemas de ecuaciones en funcion del parametro k:

kx+y—z=8 x+ y+ =z=1
a)| x+y+z=0 b) y+kz=1
2x tz=k x+ 2y =k

x+y+Z=() 1 1 1 0 22

a)/(gx+y_z=8 k1 -1 8 12 _ 02 k—1 0 =2
N 11
e ta=k 20 1 | k 3 20
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12+ 2 - 32 k+3 0 0 8 + 2k
— e 1 1 1 O
32 2 0 1 k
e Si k=-3, queda:
0 0 O 2
1 1 1 0| |Sistema incompatible.
201 3

e Si k# -3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

(k + 3)x =8+ 2k
x+y+z=0
2x +z=FK
x=8+2/e
k+3
r=k—2x=R k16
k+3
k> —k+8
S
! G+ 3
2 2
Solucz’o’n,-x=8+2k, =_k—/€+8, _k*—k-16
k+3 (k+3) k+3
b)x+ Y+ z=1 1 1 1 1 12 1 1
y+hkz=1 0 1 k 1| & 22 0 1
X+ 2y =k 12 0 &k 3212 0 1
12 1 1 1 1
- 2 0 1 k 1
32 0 0-1-k k-2
e Si k=-1, queda:
1 1 1 1
0 1 -1 1| Sistema incompatible.
00 0 =3

e Si k#-1, es compatible determinado. Lo resolvemos:

x+y + z=1
Y +hkz=1
~l-Rkz=k-2
_ k-2 _2-k
-1-k 1+k

2k—R> _ 1+ k—2k+ R

1 - py=1-

1 1

k 1 N
I
_1—k+k?

2—Ie)
erIe(1+le

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1—k+k> 2-k _1+k-1+k-—k*-2+k _

x=1-y-z=1

1+k 1+k 1+k
_ 2+ 3k-k?
1+k
Solucio’n'x=_2+3k)’_k’2 1kt R z=2_]e
' 1+k 1+, 1+4k
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Halla, si existe, la solucion de los siguientes sistemas e interprétalos grafica-

mente:
=2
32: y=1 x+2y=1
a) y_ b){2x—- y=3
5x— y=4 + p-8
2x+2y=1 Sx+ y=

Los resolvemos por el método de Gauss:

a) 1 2 18 _3. 08 4 -1
-1 1 N 22 -1 1
-1 4 3522 4 -1
2 1 E-RKR 4 -1
Podemos prescindir de las dos ultimas filas, pues coinciden con la primera. Que-
darfa:
4dy=-1 — y= -1
4
1 _3
x-y=1 =2 x=1+y=1—-—==

one (2,21
Solucion: ( R

. -1
El sistema representa cuatro rectas que se cortan en el punto (%, T)

2 1 12 2 1
-1 3| > 22-2-12 -5 1
1 8 a_5.1a -9 3

. -1 . . -1
De la 22 ecuacion, obtenemos ) = ?; de la 3* ecuacion, obtenemos ) = =

b)

Luego, el sistema es incompatible.

El sistema representa tres rectas que se cortan dos a dos, pero no hay ningin
punto comun a las tres.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



Comprueba que este sistema es incompatible y razona cual es la posicion re-
lativa de las tres rectas que representa:

x+2y=5
3x— y=1
2x+4y=0

Si dividimos la 32 ecuacion entre 2, obtenemos: x + 2y = 0. La 1?* ecuacion es
x + 2y =5. Son contradictorias, luego el sistema es incompatible.

La 12 y la 32 ecuacion representan dos rectas paralelas; la 22 las corta.

Resuelve e interpreta geométricamente el sistema:

B/2)x-3y=0

-1 210 12 -1 210 12 -1 210
2 1|-1] > 22+2-12 0O 5 |-1| > 22 0 5/|-1
3/2 -3, 0 (2/3) -3¢ 1 210 32+12 0O 00
-2
—x+2p=0 }x—Zy——S
S5y =-1 _ -1
VTS
Solucion: (i, i)
5 5
Geométricamente, son tres rectas que se cortan en el punto (_7_2, _?1)

Resuelve los siguientes sistemas reconociendo previamente que son escalo-
nados:

_ -y+ z=1
a){zx_11y= o b) 9z =2
y=- 3x—y+ z=3
x+y—1 =2 2x-3y+z=0
<) y +z=4 dDi3x—y =
y+it—-z=1 2y =
_ =%
V22— y= 717711
11y = -69 x=7+y:_4
2 11
Solucion: (i, _—69)
11° 11
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b) -yt z=
9z =2 z=% y=z—1=% 3+g_z
Ax—y+ z=3
Solucion: (i, _—7, 3)
399
D s ~ z=A
o x y—f+ :4 y=4-z
PR t=l-y+z=1-(G-2+2z="3+22
yHl—z= X=2-—yp+1=2-(4-2)—3+22=-5+ 3z

Soluciones: (=5 + 3\, 4—A, A, =3 +2\)

d2x-3y+2=0

3x— y =0 y=l x=2 -1 z=—2x+3y=1
2 3 6 6
2y =1
Solucion: (%, %, %)
6 Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales:
S
2x + 5y =16 3x+2y+ z=1
a) x+3y—2z=-2 b){5x+3y+3z=3
x  + z=4 x+ y+ z=0
a) 2x + 5y =16 25 016 e 250116
X+3y—2z=-— 1 3 2| 2| > 22423 330106
X + z= 4 1 0 1 4 3¢ 1 0 1 4
12 2 5 0] 16 18 _5.28 30 0|6
— 22:3 1 1 0 2| > 22 1 1 0O 21 -
35 1 0 1 4 : 1 0 1 4
—3x =6 | x=-2
- x+y =2 y=2-x=4
x tz=4 | z=4-x=6
Solucion: (=2, 4, 6)
b)3x+2y+ z=1 3 2 111 32 1 1 110
Sx+3y+3z=3 53 3| 3| —> 2 5 313>
x+ y+ z=0 1 1 1 0 12 3 2 1 1
12 1 1 1 0 12 1 1 1
— |28-5-12 0 -2 2|3 > 2 0 -2 213
=50 iB 0 -1 211 2:30+2 00 2 |1
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x+y+ z=0

S 2y-2:-3 ¢ z=—+ y=2t22
2 -2
2z=1
Solucion: (i, -2, i)
2 2

X=—y-—z=

6 Transforma en escalonados y resuelve los siguientes sistemas:

_ - y+z=1
a){gx:sy; - b){ x-2y-z=2
XryE- 3x— y+z=3
a)2x— y= 7 (2 -1 7) 12 (2 -1 7) 2x
5x+5y=—17} 5 3 |-17 T ez 11 0 | 4 _>11x
4 -69
== =2y_7=_Z
T T
Solucion: (i, _—69)
11° 11
b) —y+z=1 0 -1 1 1 2 1 -2 -1 2
xX-20-—z=2 1 2 -1 2| —> 1 0 -1 1 1] =
3x— y+z=3 3 -1 1 3 5 3 -1 1 3
12 1 -2 -1 2 2 1 -2 -1 2
- 2 0 -1 1| 1| 2 0 -1 1|1
3#-3-1 0 5 4|3 3452 0 0 9 2
X—-20)—z=2 5 7
- -y +z=1 z=§ y=z—l=7
9z =2
‘, 2 =7 2
Solucion: (—, —_, —)
3°9°9
e Resuelve:

S
x+ y— z=1 3x+4y— z= 3

a){3x+2y+ z=1 b){6x-6y+2z=-16
5x+3y+3z=1 x— y+2z= -6

a x+ y— z=1 1 1 -1 1 12
3x+2y+ z=1 3 2 1 1| - 2¢-3-1¢
Sx+3y+3z=1 53 3 1 3#-5-10

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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_y=7
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12 1 1 -1 1
— 20 (0 -1 4 _2)_>x+y— z=1 }
33 _7 .08 0 0 0 0 —y+4Z=—2
y=4dz+2
x=1-py+z=1-Uz+2)+z=-1-32
z=A

Soluciones: (=1 — 3L, 2+ 4\, M)

b)3x+4y—- z= 3 3 4 1| 3 3 1 -1 2| -6

6x — 6y + 2z = -16 6 6 2| 16| —» 2t:2 3 3 1 8| =
X— y+2z= -0 1 -1 2| -6 1 3 4 -1 3

il 1 -1 2 -6 2 1 -1 2 -6
— 22-3.12 0 0 =5 | 10| » 22:(D 0O 0 1 21 =

32-3-12 0 7 7121 3#:7 0 1 -1/ 3
_)x—y+2§z:g y=3+z=3-2=1

_ =0+y-2z=-06+1+4=-1
y- z= 3

Solucion: (-1, 1, -2)
8 Razona si estos sistemas tienen solucion e interprétalos geométricamente:

ayl X* 2y— z=3 b) —x+3y+6z=3

2x +4y—-2z=1 2/3x—2y—4z=2

Q) x+2y- z=3 Si dividimos la 22 ecuacion entre 2, obtenemos :
2x + 4y — 2z =1

x+2)—z= %, que contradice la 12.
El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

b) —-x+3y+6z=3

(2/3%) — 2y — dz = 2 } Si multiplicamos por — % la 12 ecuacion, obtenemos:

Ex — 2y —4z=-2 que contradice la 22 ecuacion.

3

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

o Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:

x+2+z=3

a — =
)¢ x— y—z=-10 2x— y4z=—1

x+2y+z= 9
o]
2x— y+z= 5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



9
19
-13

—-x+2y— z=1 2x—-3y+z=0

O 2x—4y+2z=3 dDi3x—y =0

x+ y+ z=2 4x+ y—-z=0

a) x+2p+z= 9 1 2 1 9 12 1 2 1
x— y—z=-10 1 -1 -1 |-10| > —22+12 0 3 2
2x— y+z= 5 2 -1 1 5 3¥-2-10 0 -5 -1

12 1 2 1 9 X+2p+ z= 9
- 2 0 3 2 19| - 3y +2z=19

2+2.3 0o -7 0| =7 =7y =7
y= 19;3y=8 xX=9-2y—z=-1
Solucion: (-1, 1, 8)

b) x+2y+2=3 (1 2 1‘ 3) i (1 2 1‘3)

2x — y+z=—1} 2-11] -1 ™ a2 05 117 -
7z
_ =373
o, Xt2y=3-=z 5 5
y=7-z2 x=3—z—2y=3—z—%+2?z=%_%z
Si hacemos z = S\, las soluciones son: (l—37\., %—7», SK)

O —x+2y— z=1 -1 2 -1 |1 32 1 1 1|2
2x—4y+22=3 2 4 2 | 3| > 2 2 4 2 | 3] >
X+ y+ z=2 1 1 1 ]2 1= -1 2 111

12 1 1 1 2 12 1 1 112
— [22-2.1= 0 =6 0| -1] > 20+2-3 00 0]>5
3+ 0 3 0/ 3 3 03 013
La segunda ecuacion es imposible: Ox + 0y + 0z =5
El sistema es incompatible.

dD2x-3y+2z=0 2 3110 12 2 =3 10
3x— ) =0 3 -1 0|0 —> 2 3 -1 00| —>
dx+ y—2z=0 4 1 =110 3*+1 6 -2 010

il 2 -3 110 5 B
- 2 3 -1 00| x‘5y+z‘0}
3a_2.08 0o 0 0 0 3x — Y =0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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y=3x
=-2x+3y=-2x+9x=7x
x=A

Soluciones: (h, 3\, 70N)

@ Resuelve por el método de Gauss:
S

x +2z=11 x+y+z+it=1
x+y =3 x—y+z—-t= 0
a) y+ z=13 b) x+y—z—t=-1
x+y+ z=10 x+y+z—t= 2

x—-3y— z=-1
x+5y+3z= 3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

2x+ y+3z=0
A4x+2y— z=0 d
6x+3y+2z=0

) x  +2z=11 10211 1 10 2|11
x+y =3 1 1 0 3 N 22 =02 0 1-2|-8 N
y+ z=13 01 113 3 01 1|13

x+y+ z=10 1 1 1110 @-a 01 -11-1
12 10 2|11 12 10211
oz 0 1 -2|-8f , 2 01 -2|-8|
320 00 3 21 3 -3 4 0000
E=2 00117 # 00117
L7 i;‘:ii = 8+2:=-8+14=6
ooz x=11-22=11-14=-3
z= 7
Solucion: (=3, 6, 7)

Dx+y+z+t= 1] (1 1 1 11 12 11 1 1]1
x-y+z-t= 0|1 -1 1 -1|0]|_ 2 0-2 0 -2|-1| |
X+y—z—t=-1 11 -1 -1|-1 L 00 2 2|2
X+y+z—t= 2 11 1 112 - 00 0 —=2/1

x+y+z+ 1= 1

2y —2t=-1
z+ t= 1
2= 1
1 13 2-1
f=— = —1-f=1+L=3 - -1 “l—y—z—t=-1
2 o ) x y==
3 3001
Solucion: -1, 1, > - L
olucion LS5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



A2x+ y+3z=0 21 3|0 12 21 3|0
dx+2y— z=0 42 10| > 22-2-12 00 7|0 =
6x+3y+2z=0 6 3 210 ¥-3-1 00 =710

z=0
o Xry+32=0 = _2x Soluciones: (A, =2, 0)
—7z=20
x=2A

d) X—3y— z=-1 1 3 -1 -1 33 1 1 1 1
X+5)+3z= 3 15 3 3 22 15 3
X+ p+oz= 1 11 1 1] 7 e 1 -3 -1/ -1
3x+7y+52= 5 3 7 5 5 4 3 7 5 5

12 1 1 1 1 12 1 1 1 1
238 _ 12 0 4 2 28.2 0 2 1 1
AT 0 —4 -2 | 2| 7 zs+m 000 0
=30 0 4 2 2 4B =2 00 010
_ z=1-2y
- x+2y:tz:1 x=1-y-z=1-y-1+2y=y
)+ z y=2A
Soluciones: (N, A, 1 =20
m Clasifica los siguientes sistemas en compatibles o incompatibles:
x+y+z=3 x+y+z=3
aA){x+y—z=3 b){2x—y+z=2
z=0 x—-y+z=1

aA)x+y+z=3 x+y=3
x+y—z=3 x +y=3 ; Compatible indeterminado.

z=0 z=0

b) x+y+2z=3 1 1 1 3 12 1 1 1 3
2x—y+z=2 2 -1 1|2 —> 22-2-12 0 -3 -1| 4| >
x—y+z=1 1 -1 1 1 -1 0 -2 0 -2

— Compatible determinado.

PARA RESOLVER

@ Estudia los siguientes sistemas y resuélvelos por el método de Gauss:

S x-2y-3z=1 2x—-3y+z=0
a) x—4y-5z=1 b){ x+2y-2=0
2x+ 2y +4z=-2 4x+ y—-z=0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



1
0] —

-1

x—4y-5z=1 1 -4 -5

a) x-2y-3z=1 (1 -2 -3
3¢:2 -1 1 2

1 12 1 -2 -3
1) > 22-12 0 -2 -2

2x+ 2+ 4z =-2 -2 2 4 | =2
12 1 -2 3 1 12 1 -2 3 1
- 22:(2 o 1 1 0] = 22 o 1 1 0
3¢+ 12 0 -1 -110 3¢+ 22 00 010

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x—-2y—-3z=1

xX—-2=1+3z = x=1+3z+2y=1+3z-2z=1+=z2
y+ z=0

y=-z

Solucion: (1 + A, —A, V)

b)2x-3y+2z=0 2 3 1 0 12 2 =3 1 0
X+2y—2z=0 1 2 =110 —» 2¢+12 3 -1 0] 0] —
4+ y—2z=0 4 1 =110 3# 6 2 010

12 2 3 1 0
- 2 3 -1 0 | 0] — Sistema compatible indeterminacdo.
¥-2-2 0 0 010
] ve
Lo resolvemos: >¥ ~ 3 *Z=0 Z=-2x+3y=-2x+9x=7x
dx— X x=2A

Soluciones: (N, 3\, 7A)

Pagina 47

@ Estudia y resuelve estos sistemas por el método de Gauss:

S —x+ y+3z=-2 y+ z=-1
a)y 4x+2y— z= 5 b)ix— y =1
2x+4y—-7z= 1 X+ 2y +3z=-2

5x+2y+3z= 4 x— y+32-141=0
Oi2x+2y+ z= 3 d | 2x—2p+3z+ =0
x—2y+2z=-3 3x—3y +5z+ 6t=0

a)—x+ y+3z=-2 -11 3 |2 12 -11 3 |2
4x+2y— z= 5 (4 2 -1 5)—) 28+ 4 - 12 (0 6 11 —3)—)
2x+4y-Tz= 1 2 4711 ¥r2-le 0 6-11]-3
12 -11 3 -2
— |22 (O 6 11 —3) — Sistema compatible determinado.
3 -2 0 0-121 0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



-x+y+ 3z=-2

Lo resolvemos: 6y + 11z =-3 y=—% x=y+ 5Z+2=%
z= 0
Solucion: (i, —l, O)
2 2
b) y+ z=-1 0 1 1 |[-1 22 1 -1 0 1
xX—y =1 1 -1 0 1f—> 1 0 1 1 /|-1|-=
X+ 2y+3z=-2 1 2 3|2 3 1 2 3 |-=2

12 1 -1 0
- 22 0o 1 1
_12

0 3 3

1 12 1
1| > 2 0
-3 32-3.20 0

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

OHL
o = o
o L~
LW &

x—p -1 x:1+y
+z=-1 =TTy
Y y=2A

Soluciones: (1+ A, A, =1 -=2LN)

O5x+2p+3z= 4 5 2 3 4 32 1 =2 2 | =3
2x+ 2+ z= 3 (2 2 1 3)—) 2 (2 2 1 3)—)
X—2y+2z=-3 1 -2 2| -3 12 5 2 3 4

iE 1 2 2 |3 12 1 2 2 |3
3 28-2.1%2 (0 6 -3 9)—) 2¢:3 (0 2 -1 3)
a_5.12a 0 12 —7 19 33_2.22 0 0 -1 1

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

xX—2y+2z=-3 z=-1
20— z= 3 ¢ y=1
—z=1 =-3+2)-2z=1

Solucion: (1,1, -1)

2x =2y +3z+ (=012 23 1

d) x— y+3z-14t=0 (1 -1 3 -14
3x—3y+5z+ 66=0]\3 35 0

0 12 1 -1 3 -14
0]—> 22-2-12 0 0 -3 29

0 -3 1 0 0 —4 48

0
0l—
0

15 1-13-14/0
- B 00-32 |0
4204303 000 2810

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

t=0
X-—y+3z-14=0| __,
32 +291=0 ~
xX=y

28t =0
y=»X

Soluciones: (A, A, 0, 0)

m Discute los siguientes sistemas de ecuaciones:

S
x—y— z=k x+ y— z=0

)y x—y+2z=1 b)] x+3y+ z=0

2x+y+kz=0 3x+ay +4z=0
x=2y+ z=1 3x+2y+az=1

Aimx+ y— z= 1 d{5x+3y+3z=2

3x +4y—2z=-3 x+ y— z=1

a x—-y—- z=~k 1 -1 -1 |k 12 1 -1 -1 k
x—y+2z=1 1 -1 2 1] - 22-12 0o 0 3 1-%k
2x+y+kz=0 21 k[0 3¥-2-1 0 3 k+2 | =2k
Sistema compatible determinado para todo k.

b) x+ y- z=0 11 -11]0 12 1 1 -1]0
x+3y+ z=0 1 3 1 o » 22-1¢ o 2 2 |0|—>
3x+ay+4z=0 3 a 410 3*-3-1 0a-3 7 10

18 1 1 -11]0 1 11 -1]0
S 2.2 0 1 1 o - 2 0 1 1 0
3 0a-3 7 0 3#-7-2 0 a-10 O 0
eSi a=10 — Sistema compatible indeterminado
eSi a#10 — Sistema compatible determinado

O x-2p+ z= 1 1 21 1 12 1 -2 1 1
mx+ y— z= 1 m 1 -1 1] —> 3 3 4 2 3| -
3x + 4y —2z=-3 3 4 2| -3 2 m 1 -1 ] 1

12 1 -2 1 1

- 2210 5 0 0 -1

3+ 1s m+1 -1 O 2

Compatible determinado para todo m.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



dD3x+2p+az=1 3 2 a |1 38 11 -1 |1
S5x+3y+3z=2 53 3 |2—> 2 53 3 21 =
x+ y— z=1 1 1-111 112 32 a |1
iE 1 1 -1 1 12 1 1 -1 1
- 2-5-12 0 2 8 | 3| > 2 0 2 8 -3
3#-3-1 0 -1 a+3| -2 =23+ 0 0 2-2a 1
2-2a=0 — a=1
eSi a=1 — Sistema incompatible
eSi a#1 — Sistema compatible determinado
15 Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:
S 2x—y = 4 2x+ y— z=1
) —x+y/2=-2 b))y x-2y+ z=3
x+Ry = 2 5x—-5y+2z=m
aA)2x-—y = 4 2 -1 | 4 1° 2 -1 4
—x + /2 =2 -1 172 | 2| > 2 22+12 0 0 0
x+ky = 2 1 k|2 23 -1 02k+1 |0
eSi k=- % — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
= 2x —4
2x—y=4 — {7
v {x =2
Soluciones: (A, 2k — 4)
°Si k#-— % — Sistema compatible determinado.
2x — y=4 | =0
Qk+Dy=0] x=2
Solucion: (2, 0)
b)2x+ y—- z=1 2 1 -1]1 2 1 -2 1 3
x—-2+ z=3 1 -2 1 31— 18 21 -1 |1 =
Sx—5y+2z=m 5 5 2 |m 3 5 5 2 |m
1a 1 -2 1 3 12 1 -2 1 3
- 22-2-1 5 3 -5 - 2 0 5 -3 -5
-5 0 5 3| m-15 -2 0 0 0 |m-10

eSi m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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_ S+3z -1+ 3z
X-2y+ z= 3 Y 5 5

Wm3EES 3+2p-2=3- 2+6—;—z=1+—’§

Haciendo z = 5SA.
Soluciones: (1 + A, =1 + 3\, 5L)

eSi m#10 — Incompatible

@ Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema e interprétalo geomé-
§ tricamente:

- 3y— z=-1
x+ 5y+3z= 3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

x—3y— z=-1 1 -3 -1 | -1 3 1 1 1 1
x+5+3z= 3 1 5 3 3 28 1 5 3 3
x+ p+oz=1( |1 1 1 | 1|7 1 3 1| |~
3x+7y+5z= 5 3 7 515 5 3 7 515
1 1 1 1 12 11 1]1
L, ozer 0 4 2 2| _, 22 02 11|
3“—1*‘ 0 4 2| =2 3+ 20 00 01]O0
-3 0 4 2| 2 4 -2 00010

oyt a=1 z 2y
- XTyTzE= X = y—z=y
Y

1-

1-

2y+z=1 .y
Soluciones: (A, A, 1 —2MA). Son cuatro planos con una recta en comun.

m Resuelve cada uno de los siguientes sistemas para los valores de m que lo ha-
S cen compatible:

xX— y—2z=2

x+2y=3
_ 2x+ y+3z=1
i P Plax Taaes
xToy=m x+2y+5z=m
a) x+2p=3 1 23 12 1 2 3
2x— y=1 21,1 > 22-2-12 0 -5 -5 -
4dx+3y=m 4 3 |'m 3 -4-12 0 -5 | m-12
iz 1 2 3
- 22:(5 01 1
3a= 28 00| m-7

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



eSi m=7 — Sistema compatible determinado
x+2=3
y=1
Solucion: (1, 1)

} x=3-2y=1

eSi m#7 — Sistema incompatible

b)) x— y—-2z=2 1 -1 2| 2 12 1 -1 =2
2x+ py+3z=1 2 1 3 1 N 22— 20 12 0o 3 7
3x + z=3 3 0 1 3 3¥-3-1 0 3 7
X+2y+5z=m 1 2 5 |m =il 0 3

= 1 -1 -2 2
2 0o 3 7 -3
= o 00 0 0
ey 0 0 0| m+1

eSi m=-1 — Sistema compatible indeterminado.

_ —5—7Z=_1 7z
X— y-2z= 2 Y 3 3
WHTE=DB ) dwyee-2-1-LF -1 2
3 3
Haciendo z = 3A:
Soluciones: (1 — A, =1 — 7\, 30)
eSi m#-1 — Sistema incompatible
18 Discute y resuelve en funcion del parametro:
S
—x+my+ z= 2 x+ y+ z=0
a)<2x— y+2z=0 b){3x+2y+az=5
—-X —3z=-2 2x+ y+ z=3
a)—x+my+ z= 2 -1 m 1 2 32 1 0
2x— y+2z= 0 2 -1 2 O — 2 2 -1
—X —3z=-2 -1 0 3| =2 1= -1 m
12 1 0 3 2 12 1 0
— 22-2-12 0 -1 -4 | 4| —> -2 0o 1
F+ 0 m 4 4 3+ 2 0 m-1

eSi m=1 — Sistema compatible indeterminado

x +3z=2 x:i:ii
yt+dz=4 Y
z=2X

Soluciones: (2 — 3\, 4 — 4\, A)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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eSi m#1

+3z=2
y+idz=4
(m -1y =0

1 1 1
3 2 a

21

y=0
z=1
x=2-3z=-1

X

0

5)—>
3

0
3] =

5

b) x+ y+ z=0
3x+2p+az=>5
2x+ y+ z=3

12 1 1 1
=20 0 -1 -1

3-3-10 0 -1 a-3

—_

eSi a=2 — Sistema incompatible

eSi a+2 —

X+ y+ z= 0
v -3
(a-2)z= 2
2
z =
a—2
e 2 o 2 2 _4-3a
Y 3oz 3 a—2 a—2
x=y—z —4+3a 2 3a-06
a—2 a—2 a—2
. (3a-6 4-3a 2
Solucion: (a—z’ 2227 77

12
32
2z

il

23
33 _ a

— Sistema compatible determinado

1

0

S métricamente:
b x=0 =
a){“x‘ Y 1 b) | 2x +3y—5z=-16
x—oy=20—-1 _
x+toy— z=
) ox— y= 1 (OL —1‘ 1 ) 1
— B a
x—0oy=20-1 1 —o200-1 28 o — 12
a#0

e Si a#1, queda:
(1 -1
0 0
e Si a=-1, queda:

(—1 -1
0 0 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Solucion: (-1, 0, 1)

110

1 3) -

a | 5
1 1
1 1
0 a-2

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

o -1
0 1-o0?

1
) Sistema incompatible. Son dos rectas paralelas.

1
202 -0 —1

1 . ) ) ) o
O) Sistema compatible indeterminado. Son dos rectas coincidentes.

Discute los siguientes sistemas segun los valores de o e interprétalos geo-

|



eSi a#1 y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son dos rectas se-

cantes.
b) x- y = 1 1 -1 0] 1 il 1 -1 0] 1
2x +3y—52=-16 2 3 5|16 > 22-2-12 0 5 -5|-18|—
x+oy— z= 0 1 a -1 0 3¥-1 Oo+1-1/] -1
12 1 -1 0O 1
- 2 0 5 -5 | -18
5:3-2 0 sa 0 | 13

eSi a0 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan
en un punto.

eSi =0 — Sistema incompatible. Los planos se cortan dos a dos, pero no
hay ningtn punto comun a los tres.

20 Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

x + 2y+3z=1
x + ay +3z=2
2x+(Q+a)y+6z=3

a) Encuentra un valor de a para el cual el sistema sea incompatible.

b) Discute si existe algiin valor del parametro a para el cual el sistema sea
compatible determinado.

c) Resuelve el sistema para a = 0.

X+ 2p+3z=1| (1 2 3|1 12 2 31
X+ ay + 3z =2 1 a 3 2)—) 28 12 (O a—2 0 1)—)
2x+(2+a)y+6z=3 2 R2+a) 613 3#-2-12 0a-2 0 1

12 1 2 3 1
— 22 (O a-2 0 1)

3 -2 0 0 010

aa=2

b) No existe ningin valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado.
o) Si a =0, queda:

y=-1/2

’H?J’%: Xx—1+32=1 — x=2-3z
2y z=A

Soluciones: (2 — 3\, —%, A)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



21 Considera el sistema de ecuaciones:

2x—-2y— z= 4
x+2y—-2z=-1
X - z=1
a) ¢Existe una solucion en la que y sea igual a 0?
b) Resuelve el sistema.
c) Interprétalo geométricamente.
2x —2y— z= 4 (2 -2 —14) 3 (1 0 -1 1) 12

xX+2y—-2z=-1 1 2 2|-1]- 22 1 2 2| -1]— 2¢2-12
X — z= 1 1 0 -1 1 12 2 2 - 4 a_9 .12

1 0 -1
0 2 -1

0-21

1 12 1 0 -1
-2 = 2 0 2 -1

2 32 4 22

_ x—z= 1 z=2
Vy=0 - —z=—2}x:1+z=3}
Solucion: (3,0, 2)

bDx=1+z=1+2y+2=3+2y
z=2y+2
y=h

Soluciones: (3 + 2\, A, 2\ + 2)

©) Son tres planos que se cortan en una recta.

@ En cierta heladeria, por una copa de la casa, dos horchatas y cuatro batidos
§ te cobran 34 € un dia. Otro dia, por 4 copas de la casa y 4 horchatas te cobran
44€ y, un tercer dia, te piden 26 € por una horchata y cuatro batidos. ¢Tienes
motivos para pensar que alguno de los tres dias te han presentado una cuen-

ta incorrecta?

Llamamos x al precio de una copa de la casa, y al precio de una horchata, y =z
al precio de un batido. Asi, tenemos que:

X+20+4z=34 | x+2p+4z=34 1 2 4 | 34 22
4 + 4y =44 ¢ x+ y =11 (1 1 0 11) — 1222
y+ 4z =26 y+ 4z =26 0 1 4 1|26 3
1 1 0 |11 18 1 1 0 |11
(O 1 4 23)—> 28 (O 1 4 25)
0 1 4 1|26 3 -2 0 0 0 3

El sistema es incompatible. Por tanto, alguno de los tres dias han presentado una
cuenta incorrecta.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



23 Dos amigos invierten 20 000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A al

S 4% de interés, una cantidad B al 5% y el resto al 6%. El otro invierte la mis-
ma cantidad A al 5%, la B al 6% vy el resto al 4%.
Determina las cantidades A, B y C sabiendo que el primero obtiene unos in-
tereses de 1050 € y el segundo de 950 €.
A+ B+ C = 20000 A+ B+ C= 20000
0,044 + 0,05B + 0,06C = 1050 ¢ 44 + 5B + 6C = 105000
0,054 + 0,06B + 0,04C = 950 | 54 + 6B +4C= 95000
1 11 20000 12 1 1 1 | 20000 12
4 5 6 105000 —» 22-4-12 0 1 2 | 25000 —» 2¢
5 6 4 95000 3#-5-1 0 1 -11] -5000 34 %
1 1 1 | 20000 A+ B+ C=20000 | C=10000
1 25000 — B+2C=25000 ¢ B= 5000
0 0 3 [ 30000 3C=30000 | A= 5000
Solucion: A=5000€; B=5000€; C=10000€
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@ Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de

S

6384 €. El precio original era de 12 €, pero también ha vendido copias de-
fectuosas con descuentos del 30% y del 40%. Sabiendo que el nimero de co-
pias defectuosas vendidas fue la mitad del de copias en buen estado, calcula a
cuantas copias se le aplico el 30% de descuento.

Llamamos x al n? de copias vendidas al precio original, 12 €; y al n® de copias
vendidas con un 30% de descuento, 0,7 - 12 =84 €;y z al n? de copias vendidas
con un 40% de descuento, 0,6 - 12 =72 €.

Asi:

X +y+z=0600

126 + 8,4y + 7,22 = 6384 | XY+ 2= 0600

12x + 8,4y + 7,22 = 6384

y+z=7 x—2y-2z=0
1 1 1 | 600 12 1 1 1 [600 12
1284726384 | —» —22+12-12 03048816 —» 2
1 -2 -2 0 B 0 3 3 [600 33
1 1 1 |600 12 1 1 1 ]600
03648816 —» 3 0 1 11200
0 1 1 |200 26363 0 0 1296

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



x+y+ z=600| z= 80
y+  2=200 ¢ y=120
12z= 96 | x =400

Solucion: El 30% de descuento se le aplicé a 120 copias.

25 Un cajero automatico contiene 95 billetes de 10, 20 y 50 € y un total de
S 2000 €. Si el nimero de billetes de 10 € es el doble que el nimero de billetes
de 20 €, averigua cuantos billetes hay de cada tipo.

Llamamos x al n? de billetes de 10 €; y al n? de billetes de 20 €; y z al n? de bi-
lletes de 50 €. Tenemos que:

X+ y+ =z
10x + 20y + 50z
X

95 x+ y+ z= 95 3x + z= 95
2000 ¢ x+ 2y + 5z =200 4y + 52 =200
2y X =2y X =2y

z=95-3y

4y +5(05-3)) =200 — 4y +475-15p=200 — 275=11y

y=25 = 2z=20 = x=50

Solucion: Hay 50 billetes de 10 €, 25 billetes de 20 € y 20 billetes de 50 €.

26 Se dispone de tres cajas A, By C con monedas de 1 euro. Se sabe que en total
hay 36 euros. El niimero de monedas de A excede en 2 a la suma de las mo-
nedas de las otras dos cajas. Si se traslada 1 moneda de la caja B a la caja A,
esta tendra el doble de monedas que B. Averigua cuantas monedas habia en
cada caja.

Llamamos x al n? de monedas que hay en la caja A, y al n? de monedas que hay
en la caja B, y z al n? de monedas que hay en la caja C. Tenemos que:

x+y+z=30 x+y+z=30| x+ y+z=30
xX=y+z+2 X—y—z=2 X— y—z= 2
x+1=2(-1D | x+1=2y-2 X =2y =-3

Sumando las dos primeras ecuaciones: 2x =38 — x=19

De la 32 ecuacion — yp = 9%3 =11

z=36-y-x=6

Solucion: Habia 19 monedas en la caja A, 11 enla By 6 enla C.

27 Un especulador adquiere 3 objetos de arte por un precio total de 2 millones de
euros. Vendiéndolos, espera obtener de ellos unas ganancias del 20%, del 50%
y del 25%, respectivamente, con lo que su beneficio total seria de 600 000 €.
Pero consigue mas, pues con la venta obtiene ganancias del 80%, del 90% y del
85%, respectivamente, lo que le da un beneficio total de 1,7 millones de euros.
¢Cuanto le costo cada objeto?
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Llamamos x a lo que le costo el 1€ objeto (en millones de euros), y a lo que le
costo el 22 objetoy z a lo que le cost6 el 3¢ objeto. Tenemos que:

x+ y+ z= x+ y+ z=2 1 1 1 2
02x+05)+0252=0,6 ¢ 2x+5p+25z= 6 2525 60| —>
0,8x+09y+085z=17 | 8 +9y+85z=17 8 9 85117

i 11 1 |2 12 11 1 [2\ x+y+ z=2
28212 0 3 05 2] > 22-3° 0 2 0 1 2y =1
3-8 12 0105 | 1 : 01051 y+05z=1
=05 2=1Z0 xX=2-y-2=05

0,5

Solucion: El 1€ objeto le costo 0,5 millones de euros (500000 €), el 22 le costo 0,5
millones de euros (500000 €) y el 32 le costé 1 millon de euros (1000000 €).

28 Unaempresadispone de 27 200 € para actividades de formacion de sus cien em-
pleados. Después de estudiar las necesidades de los empleados, se ha decidido
organizar tres cursos: A, By C. La subvencion por persona para el curso A es de
400 €, para el curso B es de 160 €, y de 200 € para el C. Si la cantidad que se de-
dica al curso A es cinco veces mayor que la correspondiente al B, ;cuantos em-
pleados siguen cada curso?

Llamamos x al n? de empleados que siguen el curso A; y al n® de empleados que
siguen el curso B, y z al n? de empleados que siguen el curso C. Tenemos que:

x+ y+ z =100 x+ y+ z=100 x+ y+ z=100
400x + 160y + 200z = 27200 10x + 4y + 5z = 680 10x + 4y + 5z = 680
400x =5-160y | 400x = 800y x =2y

3y+ z=100 z =100 - 3y
24y + 52 =680 | 24y +5(100 — 3y) = 680

24y +500— 15y =680 — 9y=180 — »p=20 — z=40; x =40

Solucion: 40 empleados siguen el curso A, 20 empleados siguen el curso By 40 si-
guen el curso C.

@ Antonio tiene un afio mas que Juan y Luis uno mas que Angel. Determine la edad
§ de los cuatro sabiendo que la edad de Luis es la suma de la tercera parte mas la
séptima parte de la edad de Antonio y que la edad de Angel es la suma de la cuar-

ta parte mas la quinta parte de la edad de Juan.

Llamamos x a la edad de Juan e y ala de Angel. Asi, la edad de cada uno es:

Antonio — x+1 y+1=(%+%)(x+1) y+1=;—(1)(x+1)

Juan - X
Luis - yp+1 _(1+ 1) _ 9
Angel — IAVREEY A V=20
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vs 10

21

9

2 10
20

21

-1
420

Antonio: 21 anos; Juan: 20 anos; Luis: 10 anos; Angel:

_ 11 420
x—_ —_—

- X ;
21 21

9
+1= =2 x=
X - y 20 x=9
Asi, la edad de cada uno sera:
9 anos.

Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que, cuando uno
pierda, entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada
uno posea en ese momento. Cada uno perdié una partida, y al final cada uno

tenia 24 €. ;Cuanto tenia cada jugador al comenzar?

Hacemos una tabla que resuma la situacion:

COMIENZO 12 PARTIDA 22 PARTIDA 32 PARTIDA
12 QUE PIERDE X X—y-—z 2x — 2y -2z 4x — 4y — 4z
2° QUE PIERDE Y 2y -x+3y—-z | 2x+06y-2z
32 QUE PIERDE z 2z 4z —x-y+7z
4x — 4y — 4z =24 x— y—- z= 06 1 -1 -11]6 12
2x+06y—2z=24 ¢ —x+3y— z=12 -1 3 -1 | 12) —» 22+1¢
Xx— y+7z=24 | —x— y+7z=24 -1 -1 7 |24 3+
1-1-11]6 12 1-1-1|6 12 1-1-11]6
0 2 -2 18| —» 2:2 01 -1 9| —> 2 01 -11]9
0 -2 6 |30 322 0-1 3 1|15 3 2 00 2 124
X—-y—z= 06| z=12
y—z= 9 y=9+z=21
2z2=24 | x=6+y+z=39

Solucion: El jugador que perdio primero tenia 39 euros, el que perdié en 22 lugar
tenia 21 € y el que perdi6 en 3¢ lugar tenia 12 €.

Un joyero tiene tres clases de monedas A, By C. Las monedas de tipo A tie-
nen 2 gramos de oro, 4 gramos de plata y 14 gramos de cobre; las de tipo B
tienen 6 gramos de oro, 4 gramos de plata'y 10 gramos de cobre, y las de tipo
C tienen 8 gramos de oro, 6 gramos de plata y 6 gramos de cobre. ;Cuantas
monedas de cada tipo debe fundir para obtener 44 gramos de oro, 44 gramos
de plata y 112 gramos de cobre?

Llamamos x al n? de monedas que deben fundirse de tipo A4, y» a las de tipo B,
y z alas de tipo C.

La informacion que tenemos acerca de la composicion de las monedas es:

TIPO | ORO (g) PLATA (g) COBRE (g)
A 2 4 14
B 6 4 10
C 8 6 6
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2x+ 6y +8z= 44 | x+3y+4z=22
Por tanto: 4x+ 4y + 6z = 44 ; 2x+ 2y + 3z =22
140+ 10y + 6z =112 | 7x+ 5y + 3z =56

1 3 4 22 1 1 3 4 22
2 2 3 22| —» 22-2-12 0 -4 -5 2| =
7 5 3 56 $-7 12 0 -16 -25 -98

12 1 3 4 22
- 2 0 4 5 22

fode2e 00 =5 -10
X+ By +dz= 22 Z=222 ;

dy+5z= 220 y=2 Z-3

-5z =-10

Xx=22-3y—4z=5
Solucion: Debe fundir 5 monedas de tipo A, 3 de tipo B y 2 de tipo C.
Un fabricante produce 42 electrodomésticos. La fibrica abastece a 3 tiendas, que
demandan toda la produccion. En una cierta semana, la primera tienda solicité
tantas unidades como la segunda y tercera juntas, mientras que la segunda pi-

di6 un 20% mas que la suma de la mitad de lo pedido por la primera mas la ter-
cera parte de lo pedido por la tercera. ¢Qué cantidad solicité cada una?

Llamamos x a la cantidad que solicit6 la 12 tienda, y a la que solicito la 22 tienda
y z ala que solicitd la 32 tienda. Tenemos que:

xX+y+z=42 X+y+z=42 x-y-2z=0 x-y-2z=0

xX=y+z x-—y-2z=0 X+y+z=42 X+y+z=42

y= 1,2(% +3) 6y =36x+24z | 60y=36x+24z | 5y=3x+2z

3
x— y— z= 0 1 -1 -1 0 12 1 -1 -1 0
X+ y+ z=42 1 1 1 | 42] - 2¢-12 0 2 2| 4| -
3x—5y+2z= 0 3 -5 2 0 F=30 1= 0 -2 5 0
12 1 -1 -1 | 0\ x=y—2z= 01| z=6
2¢:2 0 1 1 |21 y+ z=21 ¢ y=21-2z=15
Caliss 0 0 7 | 42 T7z=42 | x=y+z=21

Solucion: La 12 tienda solicité 21 electrodomésticos; la 22, 15; y la 32, 6.

Se mezclan 60 I de vino blanco con 20 I de vino tinto y se obtiene un vino de
10 grados (10% de alcohol). Si por el contrario se mezclan 20 ! de blanco con
60 [ de tinto, se obtiene un vino de 11 grados. ;Qué graduacion tendra una
mezcla de 40 I de vino blanco y 40 I de vino tinto?
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Llamamos x al porcentaje de alcohol en 1 litro de vino blanco, e y al porcentaje
de alcohol en 1 litro de vino tinto. Tenemos que:

60x 20y _ 10 - 80

100 100 100 Bx+ p=40| y=40-3x
@+6&=11-80 x+3y=44}x+3(40—3x)=44
100 100 100

x+120-9x=44 — 76=8x — x=95%, y=11,5%
Si mezclamos 40 [ de vino blanco y 40 / de vino tinto, tendremos:
0,095 - 40 + 0,115 - 40 = 8,4 [ de alcohol en los 80 / de mezcla.

%g - 100 = 10,5% de alcohol en los 80 / de mezcla.

Solucion: La mezcla tendrd una graduacion de 10,5 grados.

CUESTIONES TEORICAS

34 Si tenemos un sistema compatible indeterminado de 2 ecuaciones lineales
con 2 incognitas, ¢se puede conseguir un sistema incompatible afiadiendo
una tercera ecuacion?

Si. Por ejemplo:

x+2)=3
Incompatible § 2x + 4y =6
x+2p=1

} Compatible indeterminado

35 Siaun sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas incompatible le agregamos
otra ecuacion, ;podriamos lograr que fuera compatible indeterminado? ¢Y
determinado? Justifica las respuestas.

No. Si el sistema es incompatible, las dos ecuaciones iniciales son contradictorias.
Anadiendo otra ecuacion, no podemos cambiar este hecho; el sistema seguira
siendo incompatible.

3x—-2y+z=5
2x—-3y+z=—4

36 Dadas las ecuaciones: {
a) Anade una ecuaciéon para que el sistema sea incompatible.
b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido.
a) Para que sea incompatible, la ecuacion que anadamos ha de ser de la forma:
aBx -2y +2) +bQRx—-3y+2) =k con k#5a-—4b.
Si tomamos, por ejemplo, a=1, b=0, k=1, queda:
3x-2y+z=1

Anadiendo esta ecuacion, el sistema seria incompatible.
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b) Por ejemplo, anadiendo y =0, queda:
3x-2y+z= 5| 3x +z= 5 |x= 9
2x—3y+z=-4 ¢ 2x +z=-4 ry= 0 Compatible determinado
y =0 y = 0| z=-22
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37 Define cuando dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes. Justifica
S sison equivalentes o no los siguientes sistemas:

x= 2
x+ty+z=2 _
{ +ty—z=4 y=1
Xy z=-1

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando todas las soluciones
del 1¢f sistema lo son también del 22, y al revés.

Los dos sistemas dados no son equivalentes, puesto que el 12 es compatible indeter-
minado (tiene infinitas soluciones) y el 22 es determinado (solo tiene una solucion).

@ Encuentra razonadamente dos valores del parametro a para los cuales el si-
§ guiente sistema sea incompatible:

x+y+2z=0
ax+y+2z=1
x +3z=2
2x taz=3

xX+y+2z=0 1 1 2 0 12 1 1 2 0
ax+y+2z=1 a 1l 2|1 N 28— 12 a-1 0 0 1 N

X +3z=2 1 0 3|2 3¢ 1 0 3 2

2x taz=3 2 0 al3 # 2 0 a3

12 1 1 2 0

28 a-1 0 0 1 . _ . . .
30 1 0 3 ) Si a=1 o a=0, elsistema es incompatible.
Gy 0 0 a-61-1

39 Sean S y S’ dos sistemas equivalentes con solucion unica que tienen igua-
S les los términos independientes. ;Podemos asegurar que tienen iguales los
coeficientes de las incognitas?

No. Por ejemplo, los sistemas:

S- .X'+j/=3 S 2x - y=3
Cla-y=1 2x-3y=1

son equivalentes, con solucién Gnica (2, 1), tienen iguales los términos indepen-
dientes, pero no los coeficientes de las incognitas.
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S

41
S

En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repos-
tar gasolina en 3 estaciones de servicio (4, By C). El individuo recuerda que
este mes el precio de la gasolina en 4 ha sido de 1,2 €/litro y el precio en B
de 1,18 €/litro, pero ha olvidado el precio en C (supongamos que son m <€/li-
tro con m desconocido). También recuerda que:

e La suma del gasto en litros de gasolina en las estaciones Ay Bsupero en 46,80
€ al gasto en C.

¢ El nimero de litros consumidos en B fue el mismo que en C.
e El gasto en litros en 4 super6 al de Ben 12,60 €.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) para determinar los
litros consumidos en cada gasolinera.

b) Estudia la compatibilidad del sistema en funcion de m. ;Puedes dar algun
precio al que sea imposible haber vendido la gasolina en C?

a) Llamamos x al n® de litros repostados en A4, y al n® de litros repostados en B
y 2z al n® de litros repostados en C. Tenemos que:

1,2x + 1,18y = mz + 46,8 1,2x+ 1,18y — mz = 46,8

y==z y— z=0
1,2x =1,18y + 12,6 | 1,2x— 1,18y = 12,6
32 1,2 -1,18 0 12,6 12 1,2 -1,18 0 12,6
b) 22 0 1 -1 0 — 22 0 1 -1 0 -

12 1,2 1,18 —m 46,8 3*-1 0 236 -m 34,2

12 1,2 -1,18 0 12,6
2 0 1 -1 0

32 —(2,36) - 22 0 0 2736 —m 5472

e Si m#236 — elsistema es compatible determinado.

eSi m=236 — elsistema es incompatible.

Por tanto, es imposible que el precio en C fuera de 2,36 €/1.

Discute los siguientes sistemas en funcion del parametro a y resuélvelos en
el caso en que sean compatibles indeterminados:

x+ y+ z=a-1 ax+ y—z=0
a)2x+ y+az=a b){2x+ay =2
xtay+ z=1 —-x +z=1
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A x+ y+ z=a-1 11 1]a-1 12
2x+ y+az=a 21 a a - 22-2-12
x+ay+ z=1 1 a 1 1 ¥-1

1 1 1 a—1
0 -1 a-2 —-a+ 2
0 a-1 0
eSi a=1, queda:
1 1 1
0 -1 -1

0 0 O

0
1) —  Sistema incompatible

1
eSi a=2, queda:
1
0] —»
0

1 1 111 12 1 11
0-10 0| > 20+3¢ 0 0 O
01 0

01 010 3

— Sistema compatible indeterminado

Lo resolvemos en este caso:

x+y+tz=1 |x+ z=
Y =0 Y
z

1
0
A
Soluciones: (1 —A, 0, \)

eSi a#1 y a#2 — Sistema compatible determinado

bax+ y—-z=0 a 1 -110 3 -10 1|1 i
2x + ay = 2 (2 a 0O 2) - 22 (2 a O 2) - 22
—x +z=1 -10 1 |1 1 a 1 -110 oF i 1

-1 0 11 12 -1 0 1 1

( 2 a 0 2) — 22 ( 2 a O 2 )

a-1 1 011 —a -3+ 20 —a’+a+2 0 0| 2-a
a#0

—a*+a+2=0 — a=_1im=_1i5/ﬂ=—1

-2 2 T——ua= 2
e Si a=-1, queda:

-1 0 1 1

2 -1 0 2| — Sistema incompatible

0 0 013
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e Si a=2, queda:

-1 0 1 12 -1 0 1
2 2 2] >  28:2 1 0
0 0

0 0 0 3 0

1
0
0

Sistema compatible indeterminado

Soluciones: (A, 1 —A, 1+ L)

eSi a#-1y a+#2 — Sistema compatible determinado

1 z=1+x
1| = +z=1 _

@ Discute el siguiente sistema segiin los valores del parametro a. Interprétalo

§ geométricamente:

ax+ y+z—-4=0
x+ y+z+1=0
x—ay+z—-1=0

ax+ y+z-4=0 ax+ y+z= 4 a 1 1 4
X+ y+z+1=0 x+ y+z=-1 1 1 1 -1 —
x—ay+z—-1=0 x—ay+z= 1 1 —a 1 1
1 1 1 -1 12 1 1 1 -1
a 1 1 4 — 2812 a—1 0 0 5
1 —a 1 1 312 0 -a—1 0 2
*Si a=1, queda:
1 1 1 -1
0 0 0 5| — Sistema incompatible
0 -2 0 2

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.

e Si a=-1, queda:

1 1 1] -1
-2 0 0 5 | = Sistema incompatible
0 0 0] 2

Los dos ultimos planos son paralelos y el primero los corta.

72
52

eSi azl y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que

se cortan en un punto.
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43 Resuelve el siguiente sistema:

x+y+z+t =17
x+y+z +w=16
x+y +t+w=15
x +z+t+w=14

y+z+t+w=14

@ Si sumas las cinco igualdades, obtendrds otra con la que se te pueden simplificar
mucho los cdlculos.

X+y+z+1 =17
x+y+z +w=16
x+y +r+w=15
x tz+t+w=14

y+rz+t+w=14

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4 + 4y + 4z + 4t + 4w = 76, es decir:
4+ y+z+ 1+ w) =76, obien:

xX+y+z+t+w=19

Por tanto: +y+z+D+w=17+w=19 — w=2
x+y+z+w+t=16+1t =19 — =3
X+y+t+w+z=15+2=19 —> z=4
(x+z+t+w+y=14+y=19 — py=5
+rz+t+w+x=14+x=19 —> x=5

44 Nos dicen que x, y, z, t, w son nimeros enteros y que k vale 36 6 38. Decide
razonadamente cual de los dos es su valor y resuelve el sistema:

xXt+y+z+i =35
x+y+z +w=36
x+y +t+w =38
x +tz+t+w=39

y+rz+t+rw=~R

xX+y+z+1 =35
xX+y+z +w=306
x+y +1+w=38
X +z+1+w=39

ytz+i+tw==k

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:

4 + 4y + 4z + 4t + 4w = 148 + k, es decir:
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4x+y+z+ 1+ w =148 + k, o bien:

x+y+z+t+w=37+§

Si x, y, z, I, w son numeros enteros, su suma también lo serd; luego, k debe
ser multiplo de 4. Como nos dicen que vale 36 6 38, tenemos que ha de ser k= 36
(pues 38 no es multiplo de 4).

Resolvemos el sistema, ahora que sabemos que & = 306:
La suma de las cinco igualdades dara lugar a:

36

x+y+z+t+w=37+7=37+9=46

Por tanto: x+y+z+D+w=35+w=46 —> w=11
x+y+z+w +1=36+1 =46 — =10
(x+y+r1+w+z=38+2z=46 — z=8
(x+z+t+w+y=39+y=46 — y=7
+z+t+w+x=36+x=46 — x=10

Una cuadrilla de 5 obreros se compromete a podar los 222 arboles de una
plantacion. Trabajan de lunes a sabado. Cada dia, cuatro de ellos podan y el
quinto los atiende (repone herramientas, les da agua, recoge los troncos que
caen...). Cada obrero poda el mismo nimero de arboles cada dia, es decir, si
Alberto poda 8 arboles un dia, podara 8 arboles cada dia que intervenga. Los
resultados son:

Lunes: 35 arboles podados.
Martes: 36 arboles podados.
Miércoles: 36 arboles podados.
Jueves: 38 arboles podados.
Viernes: 38 arboles podados.
Sabado: 39 arboles podados.
Calcula cuantos arboles diarios poda cada uno de los cinco obreros sabiendo
que ninguno de ellos poda los seis dias.
Llamamos:
w = n? de arboles diarios que poda el obrero que descansa el lunes.

t

n? de arboles diarios que poda el obrero que descansa el martes.
(Es otro el que descansa, pues la suma es diferente).
z = n?de arboles diarios que poda el que descansa el jueves.
(Es otro distinto, pues la suma es diferente).
y = n2de arboles diarios que poda el que descansa el sabado.

(Es otro, pues la suma es distinta a las anteriores).

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



x = n2 de arboles diarios que poda el obrero que falta.
(Descansara el miércoles o el viernes; coincidird con ¢ o con 2).

Asi, el n? de arboles que se podan cada dia sera:

xX+y+z+1 =35
x+y+z+  w=306
x+y + 1+ w=38
X, Y, Z, t, w son enteros
X +z+t+w=39

yrz+t+rw=~k

k puede ser 36 6 38

Se trata de resolver este sistema.
Por el ejercicio anterior, sabemos que & = 30; y que:
x=10, y=7, z=8, 1=10, w=11

Por tanto, el que poda 11 drboles descansa el lunes, uno de los que podan 10 4r-
boles descansa el martes, el que poda 8 arboles descansa el jueves y el viernes, el
que poda 7 arboles descansa el sibado y el otro que poda 10 arboles, descansa el
miércoles.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1. A tres amigos, M, N, P, se les pide que contesten a lo siguiente:

“¢Crees que alguno de vosotros aprobard la selectividad? Di quiénes’.
Estas son las respuestas:

— M opina que él mismo, M, y P.

— N opina que solo M.

— P opina que solo él mismo, P.

M N P
M (1 0 1
N|1 00
P \0 01

B Reflexiona sobre la relacion que hay entre las respuestas y la caja numérica
formada por ceros y unos que hay debajo de ellas.

1 significa siy O significa no. La 12 fila indica que M piensa que aprobardn €l mis-
moy P. La 22fila indica que N opina que s6lo aprobard M. La 32 fila indica que
P piensa que solo aprobara €l mismo.

B La caja numérica que aparece a continuacion es la sintesis de las respuestas
que han dado los siete alumnos (4, B, C, D, E, F y G) de un grupo de teatro
a esta pregunta:

“¢Quién o quiénes de vosotros creéis que seria capaz de disefiar, organizar y
dirigir un viaje de estudios de una semana?”

coocococow
coomoooO
COoORRORO
comRoORO
C O O
~moocoococoo
oc~moocococo

A la vista de las respuestas, di:

Unidad 2. Matrices



a) ¢Quién de ellos te parece un tanto iluso?

b) Dos de ellos parece que estan algo aislados del resto del grupo. ;Quiénes
son?

©) Si tuvieras que designar a uno de ellos para que se hiciera cargo de la or-
ganizacion del viaje, ¢a quién elegirias?

a) D, pues piensa que hay tres personas capaces de organizarlo, y, ademas, es el
anico que opina que B estd capacitado.

b) F y G. F opina que solo es capaz G; y G opina que solo es capaz F.

©) E es el mas seleccionado: hay 4 que lo eligen.

Pagina 51

2. B Aqui tienes representados, mediante flechas, los vuelos que hay el martes
desde el pais B hasta el pais C. Representa, mediante una tabla, la infor-
macion recogida en el diagrama.

C |
B, 2

L 1] o
By | 1|0
B, | 0| 2

B Una persona quiere salir el lunes de A, pasar la noche en B y llegar el
martes a C.

En total tenemos 5 posibles formas de ir de 4, a C,.

Continia td, rellenando razonadamente el resto de la tabla y explicando, en
cada caso, como llegas a la respuesta.

Cl CZ

4, |5 | 2
, | 2| 2
A, | 0 | 2

Unidad 2. Matrices
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1. Escribe las matrices traspuestas de:

31
: 3

[-23K =20 SERN |
[SHS SN
N O =

b
=
|
P
w
N

—_
—_
(S}

(257) ! 5_1)
B= c=(0 1
410 6 3
17 4
E=|7 -1 0) F=(5461)
40 3
X v
B'=|5 1 cl=
7 0 5 4 0
11 3
1 7 4 Z
Ef=7—10) F’=6
4 0 3 1

2. Escribe una matriz X tal que X'= X.

Por ejemplo, X =

1 2 -1
2 3 0

-1 0 4

3. Escribe una matriz que describa lo siguiente:

21 0 00
010 20
00110
00 0 00
00 0 1 2
00010

Unidad 2. Matrices
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1. Sean las matrices:

A=(1 0 —2)

4 1 -3 B=(_l . 1)

I e S T

8 -10 0 6 2 4

Calcula E=24A-3B+ C-2D.
(2 0 —4) (—3 0 5) (7 1 —1) (—6 2 10) (18 -1 —18)
E= - + - =
8 2 -6 -12 3 9 8 -10 O 12 4 8 16 -15 -23
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2. Efectiia todos los posibles productos entre las siguientes matrices:

-

0 2 7 1 5 1 -1 1
a=(L 23] B2 c=(6 3 00 bp=[05 2)
-2 5 1 0 1 251 0 2 3 3
3 4
7 14 21
(8 2 4 5). , =(7 18 —4). I
AC(24-4_1-10’AD0305’ B-A=15 5 4
-5 26 13
2 28 6 -1 2 5 3 3 4
c-B={30 3| D-c=|265 2 of D D=|4 31 4
9 4 28 38 —1 10 4 4 17

3. Intenta conseguir una matriz I, de dimensiéon 3 x 3 que, multiplicada por
cualquier otra matriz A(3 X 3), la deje igual.

Es decir: A-13=13-A=A

La matriz I; se llama matriz unidad de orden 3. Cuando la tengas, sabras obte-
ner una matriz unidad de cualquier orden.

100

15=(0 1 o)
001
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1. Comprueba las propiedades 2, 3 y 4 anteriores, referentes al producto de nu-
meros por matrices, tomando: a=3, b=06

(3 5 -1 (7 -2 1
A'(z -3 0) B'(4 6 8)

Unidad 2. Matrices



(27 45 -9
2)9A_(18 -27 0)
(9 15 =3} . (18 30 —6)_(27 45 —9)
3A+6A_(6 -9 o)+(12 ~18 0)"\18 27 0
94 = 34 + 04
~,(10 3 0} _ (30 9 O
paa+m=3(1 3 0307 0]
(9 15 3| (21 -6 3)_(30 9 o)
3A+5B_(6 -9 o)+(12 18 24) 7 \18 9 24
3(A+B) =34+ 3B
(3 5 -1} _
D1 A_(Z 3 O)—A
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2. Comprueba las propiedades distributivas para las siguientes matrices:
1
1 4
~ (156 7 (4160 | 2
S 5-(3 0ol clohss 2|5
3

11 5 42 -1 4 =3 26 20 15 2 68 19
A B+A-C=|150 45 -10|+[0 -5 25 25]|=(15 -5 70 15
17 5 60 -5 4 -5 36 30 21 0 96 25

A- B+CO=A-B+A-C

meop-f 5 B ) o2
oo () (- (2)

B+C - -D=B-D+C-D
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1. Calcula, utilizando el método de Gauss, la inversa de cada una de las siguientes
matrices o averigua que no la tiene:

2[5 1) w(3 3 o (5 %)

Unidad 2. Matrices



)(11‘10)%13_23 (10‘1-1)_}L, (1—1)
a O 1 0 1 12 O 1 0 1 4 1mversa es O 1
b)(l 21 o) N (1 2 1 o) L, e (1 0|-2 1)
3 410 1 22-3-12 0-21]-31 2 0-2|-31
- v (10‘_2 ! )—>La'ne€aes(_2 1 )
22:(2) 011 3/2 -1/2 HAVErs 3/2 -1/2
‘)(12 10)_)15 (12‘10)_)Nt. N
C ) _4 0 1 28 4. 12 O O 2 1 O tiene inversa

2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices o averigua que no la

tiene:
123 123 113
a)|4 56 b|0o 1 2 al1 21
7 89 12 4 200
1 2 3 1 0 O 12 1 2 3 1 00
Df4 5 601 0] > 220-4-12 0-3-6|-410| >
7 8 9 0 0 1 3#-7-12 0-6-12|-701
& 1 2 3 1 00
— 2t 03 -6 |—-41 0| = No tiene inversa
3¢-2-2 00 O 1 21
1 2 3 1 00 18 12 3 1 00
b)|0 1 2 01 0 » 22 01 2 0 10| —
1 2 4 0 1 P12 00 1 -1 01
12-3 -3 12 0 4 0 -3 18228 10 0 0 =21
— 22232 01 O 2 12| » 22 01 0 2 1 =2
32 00 1 -1 0 1 32 00 1 -1 0 1
0 -2 1
Lainversaes | 2 1 =2|.
-1 0 1
1 1 3 1 0 O 33.2 1 0 O 0 0 1/2
o1 2 1 01 O0f— 2 1 2 1 01 O —
2 0 0 0 0 1 1 11 3 1 0 O
18 1 00 00 1/2 12 10000 1/2
— 22-12 0 21 01 -1/2|— 2 021 01-1/2|—>
3¢-12 013 10 -1/2 23820 005 2 -1-1/2
e 1 0 O 0 0 1/2
— 28.5_32 010 0| -2 6 -2 -
3:5 0 0 112/5-1/5 -1/10

Unidad 2. Matrices



12 100 0 0 1/2 0 0 1/2

— 2¢:10 010/|-15 35 -1/5| — Lainversaes | -1/5 3/5 -1/5

ok 001 2/5 -1/5 -1/10 2/5 -1/5 -1/10
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2 -1 xy|_(51
3. Calcula x,y, z, t para que se cumpla: (0 1) (z t)_(o 2)

o )2 76

5
2 — » = =2
X—z=5 X >

3
2y—t=1 =2
% y 2
z=0 z=0
t=2 =2

o (x oy _(5/2 3/2)
Solucion: (z t)_(O 5

2 7 4 -1 11
aA)A-(B+C)=(A4-B)+(4-0C)
b)(A+B)-C=(A-C)+(B-0)
c)A-(B-C)=(A4-B)-C

35\ (3 s
D4 BrO=4 (5 0) (4 10)

amra-c=(7 3[4 9)-(33)

{05\ . (55
b)(A+B)'C—(6 6) c_(SO 6)

(4 0\ (1 5) (55
A'C+B'C‘(15 7)+(15 —1)_(30 6)

4. Para las matrices: A4 = (1 0), B= (_1 5 ), C= (4 0), comprueba:

A- B+O=A-B+A-C

A+B)-C=A-C+B-C

C)A~(B~C)=A-(1 _51)=( L 5)

15 W73y so-u-p-c
NEE
(A'B)'C‘(26 3) C‘(107 3)

Unidad 2. Matrices



_(3 o _(o 6)
5.SeanA—(5 _l)yB—(l 3)

Encuentra X que cumpla: 3-X—-2-4=5-B

e f§ ) 2[5 )

5 -15 10 -2 15 -17
2 10
xe (5 —17/3)
6. Encuentra dos matrices, A y B, de dimension 2 x 2 que cumplan:
1 4 -1 2
2A+B—(2 0) A—B—(1 0)

1 4
2=} 4]

-1 2
a-n=(7 7]

w220 -2

. (0 2 (1 0
Solucion: A —(1 O)’ B—(O O)

(0 6 (0 2
Sumando: SA—(3 0) — A_(l 0)

7. Encuentra dos matrices X e Y que verifiquen:

(1 5 (-1 0
2X—3Y—(4 Z)YX—Y—(3 6)

(1 5 (1 5
axsr=(13)] axoav- (! 3)
2 o)

X—Y—( ) -2X + 2Y—(_6 b

3 6

) ) _(3 5 _(-3 5
Sumando: -Y (_2 _10) - Y (2 10)

S P R e B )

. (4 -5 (-3 -5
Solucion: X—(5 16)’ Y_(Z 10)

8. Averigua como ha de ser una matriz X que cumpla:
11 11
X'(o 1)'(0 1)'X

(2]

Unidad 2. Matrices



(o )= )= )

hal’l de ser iguales

X=x+z

xX+y=y+t| x=t - X ¢

z=£ Y Solucion: X = ( 0 i ), donde x e y son nimeros reales
cualesquiera.

Z+t=t z=0 4

9. Efectiia las siguientes operaciones con las matrices dadas:

oY R e

aAA-B)+(4-0O)
b)(4-B)-C
c0)A-B-C

(2 7\ (7 3} (9 10
al)A'B+A'C_(9 0)+(9 6)+(18 6)

1 —1)=(—10 —15)
3 2 6 9

_[5 5).
ma-m-c=(5 )

(2 7\ (1 1) _(23 12
C)A'B'C'(9 o) (3 2) (9 —9)

> i) comprueba que (4-1)?=0.

=0 23 2)-(0 9

11. Halla la inversa de las matrices:

o 1) w57

10. Dada la matriz A = (1

1 -8 5
a)(7 5)(x y)=(1 0) R (7x+32 7y+5t)=(1 0)
2 1)\z ¢ 0 1 2x+z 29+t 0 1
Tx + 3z = x= 1 TJy+3t=0 | y=-3
2x+ z=0 | z=- v+ =1 t=7

1 —
Por tanto, la inversa es (_2 73).

Unidad 2. Matrices



b)(5 —2)(x y)=(1 o) (3x—2z 3y—2t)=(1 0)
-8 5/\z ¢ 0 1 —-8x + 5z -8y + 5t 0 1
3x—-2z=1 [ x=-5 3y—2t=0 | y=-2
—8x+52=0 | z=-8 8y+5t=11] t=-3
. -5 2
Por tanto, la inversa es (—8 3 )
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:
1 4 -1 1 3 -1
A=[(-1 3 2 B=|2 -1 5
2 2 0 1 10 -8
1 -2 0 1 0 2 1 -1
1 - 1 '43 0 2 -1 1 2
C= ® i ) D=1311 3 2 o
5 - 08 7 9 4
1 4 -1 12 1 4 -1 12
A=|-1 3 2| —> 2:+12 0 7 1]|— o2
2 2 0 33 _D .12 O _6 2 3a_D .8
ran (A) =3
1 3 -1 e 1 3 -1 = 1
B=[(2 -1 5|—> 2:-2-12 0O -7 7 |- a2 0
1 10 -8 S5 o 7 -7 3% +2¢ 0
ran (B) = 2
1 -2 0 -3 1a 1 -2 0 -3 1a
c=(-1 3 1 4 |— 20+12 0 1 1]|— 22
2 1 5 _1 32_2.12 O S 32_5.22
ran (C) = 2
1 0 2 1 -1 " 1 0 2 1 -1
po|0 2112 2 0 2 -1 1 2
"l 1 03 2 07 e 01 5 3 1|7
0 8 7 9 4 4 0 8 7 9 4
1 0 2 1 -1 I 1 0 2 1 -1
0O 2 -1 1 2 228 o 2 -1 1 2
0 0-11-5 4|7 = 0 0 -11-5 4
0O 0 11 5 —4 & 0O 0 0 0 0
ran (D) = 3

Unidad 2. Matrices

ne

-2
42

1 -2 0 -3
01 11
00 0O

|

- 32 4+ 22
—4 .22

|
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1. Expresa en forma matricial los siguientes sistemas de ecuaciones:
x—=2y—3z-2t=-19

X +z=10
= 7 y+2z+ t= 12
a)2x+3y =17 b){ Y ©) 2 =
3x +4y+z=32 x-2y=11 y+3z+ 1= 16

3x — 2y + t= 5
a) X +z=10 1 0 1 X 10
2x + 3y =17 2 3 0| |y]|=|17
3 4 1 z

3x + 4y +z=32 32
\—,—/ N—— N——
X = C
R (“) 5)- ( )
x—2y=11 [\1 =2
X =
¢ x—-2y-3z-2t=-19 1 -2 -3 — X -19
y+2z+ =12 ([0 1 2 1 y|_| 12
2y+3z+ t= 16 ([0 2 3 1 z 16
3x — 2y + 1= 5 3 -2 0 1 1 5
X = C

2. Comprueba que las inversas de las matrices asociadas a los sistemas del ejer-
cicio anterior son las que damos a continuacion:

-1 6 3 1

n 3_/12 _21 —31/2 (2/3 —1/3) l 3 -12 5 1
-1/2 -2 3/2 1/3 -2/3 9713 10 3 a1
3 6 1 1

Resuelve con ellas, matricialmente, los sistemas del ejercicio 1.

a) Comprobamos que es la inversa:

1 0 1 3/2 2 =3/2 1 0 0
A-A1=[2 3 ol | -1 -1 1 |=|0 1 Oof=1
3 4 1 -1/2 -2 3/2 0 0 1
Resolvemos el sistema:
3/2 2 =3/2 10 1
X=A1-c=| -1 -1 1 |-|17 =(5
-1/2 =2 3/2 32 9

Solucion: x=1, y=5, z=9

b) Comprobamos que es la inversa:

1 2—1).(2/3 —1/3)=(1 o)=
55 (1—2 13 —23) "o 1)1

Unidad 2. Matrices



Resolvemos el sistema:

I 2/3—1/3).(7)=(1)
X=5"-c¢ (1/3_2/3 1) =\

Solucion: x=1, y=-5

¢) Comprobamos que es la inversa:

-1 -6 3 1 1 -2 -3 =2 1000
eIl RS R
3 61 1 320 1 000 1
Resolvemos el sistema:
-1 -6 3 1 -19 0 0
XzCLLD:% _33_1102—53 —11 ' ié =% Ig ), _51
3 -6 1 1 5 6 3
Solucion: x=0, y=-1, z=5, t=3
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR
Operaciones con matrices
1 Dadas las matrices 4 = (; _12) y B= (:g (2)), calcula:
a)—24 + 3B b)%A-B )B-(-4) dA-A-B-B
S (AT o) o8 )0y

2 Efectia el producto (-3 2) (; _21) ((1))

an(l)-@

2
3

b) Halla, si es posible, las matrices AB; BA; A + B; A'— B.

3 a) ¢Son iguales las matrices A = ( ) y B=(2 3)?

a) No, A tiene dimension 2x 1 y B tiene dimension 1 x 2. Para que dos matri-
ces sean iguales, deben tener la misma dimensién y coincidir término a término.
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4 06
6 9

ma dimension.

A'-B=@2 3)-2 3 =0 0

b)A-B= ( ); B-A=(1 3); A+ B no se puede hacer, pues no tienen la mis-

1 -2 1) B=(4 0 -1

30 1 21 0) comprueba que:

4 Dadas las matrices: A4 = (
a)(A4+B)i=4A"+B
b) (34)! = 34!

51
a)(A+B)‘=(§ _12 (1))[=(—2 1)
0 1

13 4 -2 51
-2 0+l 0 1 [|=[-21
11 -1 0 0 1

39
G- (3 g):(_é o)
3 3

13 39
-2 0|=|-6 0
11 33

(A+B!=A"+B

A+ Bl =

(34)" = 34!

34"=3

t . _(31
5 Calcula 344!'-2I, siendo A ( 5 2).
R 1)(3 5)_(2 o)= (10 17)_(2 o)=
3‘4‘4213(5212 0 2)7317 20) Mo 2

=(3O 51) (2 0)=(28 51)
51 87/ \o 2 51 85

6 Dadas las matrices A4 = (3 _1) y B= (_1 2), compruebaque (4 - B)! = B' - A’

2 3 01
IRNEHP NS
-1 0 3 2 3 (A-B)l=pB A
(L4 212

7 Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:
3 -1 5) =(4 0 6) (—1 4) =(—5 4
a)(l o 3787l 2 2 D)2\ 5 5)=38=1, 4)
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w55 505 342 )
b)z(—1 4)—SB=(_S 4) R SB=2(:1 4)_(—5 4)=(3 4)

-3 -2 0 -1 3 2) Vo -1/ 6 =3

()

Matriz inversa

8 Comprueba que la matriz inversade 4 es A™:

121 3 -6 -1
A=(0 10| 4'=({0 1 O

203 -2 4 1
A-AT=1

9  ¢Cual es la matriz inversa de la matriz unidad?

La matriz unidad, 1.

. (12 (-1 0
10 Halla la matriz inversa de A—(_l 0) ylade B—(2 4).
0 -1
= -1 =
[al=2 - 4 (1/2 1/2)
-1 0
= -1 =
Bl =~ - B (1/2 1/4)

11  Con las matrices A y B del ejercicio anterior y sus inversas, 4! y B,
comprueba que:

A)A+B) 41+ B!
b)A-B)1=B"1-41

4 _(0 2)—1= -2 1
DA+ (1 4 (1/2 o)

i o _ [l —1)
AT+ B (1 3/4

A+BrtrAa1l+ B!

(3 8yt (o 1
b B l‘(1 0) _(1/8 —3/8)

(A . B)_l — B—l . A—l
B‘1~A‘1=(_1 0).(0 —1)=(o 1)
1/2 1/4 1/2 1/2 1/8 -3/8
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12 Halla la matriz inversa de las siguientes matrices:

1 00 0 01
A=10 2 O B=|(0 1 0
0 0 3 1 0 0
1 0 O 1 0 O 12 1 0 0 1 0 O
02 0|0 1 0] » 22:2 01 0 0 1/2 0
0 0 3 0 1 3%:3 0 0 1 0O 0 1/3
1 0 0
Por tanto: A'=10 1/2 0
0O 0 1/3
0 0 1 1 0 3a 1 0 O 0 1
0O 1 O 01 0] > 22 0O 1 O 01 O
1 0 O 0 1 12 0 0 1 1 0

Por tanto: B!

I
—_—
_— o O
S = O
S O =
-

Rango de una matriz

13 Di cual es el rango de las matrices A y B:

1 01 2 -1 0 1
02 0 B=|-21 3 3
0 05 0 0 3 2

ran (A) = 3 (ya estd en forma escalonada)

A=

2 -1 0 -1 e 2 -1 0 -1 12
B=|-2 1 3 5)% 23412 (O 0 3 2)% 22

o 0 3 2 32 0O 0 3 2 3828

2 -1 0 -1

0O 0 3 2)—>mn(B)=2

o 0 0 0

@ Estudia el rango de estas matrices y di, en cada caso, el nimero de columnas
que son L.L.:

11 12 21 3
4=12 3 511 B=l4 2 21
1 -1 629 6 3 2
1 3 -1 -1 11 1 1
15 3 3 1 -1 1 -1
C=l1 1 1 1 D=11 1 1 4
3 7 5 5 1 1 1 -1
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1 1 1 2 12 1 1 1 2 12
A=|(2 3 5 11| —» 22-2-12 013 7| — o=

1 -16 29 1B 0 -25 27 324228

1 1 1 2

013 7| > ran(d=3

0 0 11 41
Hay 3 columnas linealmente independientes en A.

21 3 12 21 3 12 21 3
B=142 -1|— 2¢t-2-12 00 -7|— 22 00 7| —>ran (B) =2

63 2 3#-3-1 00 -7 3t -2 00 O
Hay 2 columnas linealmente independientes en B.

1 _5 -1 -1 32 1 1 1 1 12

_|1 5 3 3 2 15 3 3 % Ik

““liror |7 13 -1 1| 7 -

37 55 # 37 5 5 iR

1 1 1 1 12 1 1 1 1

0 4 2 2 22 0 4 2 2

04 2 2| 7 s+ 000 o 7 An(©@=2

04 2 2 L 0000

Hay dos columnas linealmente independientes en C.

11 1 1 12
1 -1 1 -1 2¢ 12
Pely 1 a0 af 2 e
11 1 -1 ot

1 1

0 -2 B
5 - — ran (D) =4
0 -2

Las cuatro columnas de D son linealmente independientes.

Ecuaciones con matrices

15 Halla las matrices X e Y que verifican el sistema

1 4
20

1 4
20

1

axev=(t %) xore|

2X+Y=(

-1
1 0

)

Sumando las dos ecuaciones, queda:

1

X- 1

Y

|

3x -

o)
2 3

50)%){:(
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Despejamos Y en la 22 ecuacion:

Y=X—(1 ‘1)=(2/3 1)_(1 —1)=(—1/3 2)

1 0 1 0 1 0 0 O
_(2/3 1) _(—1/3 2)
Por tanto, X—( 1 oY Y= o of

@ Calcula X tal que X— B? =4 B, siendo:

1 01 1 0 -1
A=|1 1 0 B=(1 1 1)
0 0 2 0 01
X=A B+ B?
1 0 0
A-B=12 1 0)
0O 0 2 2 0 =2
X=|4 2 1)
1 0 =2 0 3
B2=(2 1 1)
0 0 1

17 Determina los valores de m para los cuales

_(m?O . 2_5 q
X—(o 2) verifique X _EX+I 0.

> 5 =m0)(m O)_i(m O) (1 O)=
Xo—y X+l (02 02720 2/ o 1

R R B S

Tiene que cumplirse que:

mz—%m+1=0 = 2mE-5m+2=0 —

o 32516 5

- 4

;3 _—"
\m

W
Il

[\)|r—\N

Hay dos soluciones: m, = 2; m, = %

@ Resuelve: (; _21)(x)=(1 ")(3)

5 266 A6

(x—y)=(3+2x) o, X- y=3+2x x+y=-3
3x + 2y 3y -2 3x+2p=3y-2 3x—y=-2
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. - ) - 3 _x=34+2 -2
Sumando: 4x=-5 — x y -y X 5+4 7

ion: x= 2. y=L
Solucion: x 5 Y 7
Pagina 73
PARA RESOLVER
4 5 -1
19 Dadalamatriz A=|(-3 —4 1 |, calcula A2, 43, ..., A128,
-3 -4 0
4 4 1 1 0 0
A2=A-A=|-3 3 1|, A3=42-4=(0 1 0|=71 A*=43-A=1-A=4
0 1 -1 0 0 1
4 4 1
A128=A42‘3+2=(A3)42.A2=]42.A2=1,A2=A2= -3 -3 -1
0 1 -1
5 —4 2
20 Comprueba que A%2=24—1, siendo: A= 2 -1 1| e I la matriz unidad
de orden 3. -4 4 -1
Utiliza esa igualdad para calcular A%,
9 -8 4
A?=A-A=|4 3 2
-8 8 3
A2=24-1

10 -8 4 1 0 0 9 -8 4
24—7=14 =2 2]-10 1 0o]=(4 -3 2
-8 8 2 0 0 1 -8 8 -3
Calculamos A*:
At =(AD2=QRA-D?*=QA-DQRA-1)=4A%2-24-2A + I* =
=4QA—-1)—4A+1=8A—4I—4A+1=44 - 3[=

5 4 2 100 20 -16 8 300 17 -16 8
=402 -1 1|=3{0 1 o|=[8 -4 4|-|0 3 0]=|8 -7 4
-4 4 -1 0 0 1 -16 16 —4 0 0 3 -16 16 -7

@ Determina a y b de forma que la matriz

(21 : 2 _
A—(a b)venfiqueA = A.

A2=A-A=(2 —1)(2 —1)_( i—a  2-b

a bl\a bl \2a+ab —a+ b?
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4—a=2 - a=2
d 4—a 2-b =(2 —1) L, f2-b=-1l o b=-
2a +ab -a+ b? a b 2a+ab=a — 4-2=2
—a+b*=b — 2+1=-1
Por tanto, a=2 y b=-1.
11/7 1/7 10
22 Calcula A" y B" siendo: A4=(0 1 O B=(0 3)
S 0 0 1
1 1/7 1/7\ (1 1/7 1/7 1 2/7 2/7
e A2=4-4=(0 1 0 ]|0O 1 0 |=(0 1 O
0o 0 1 0 0 1 0o 0 1
1 .2/7 2/7\ (1 1/7 1/7 1 3/7 3/7
A3=4%2-4=(0 1 O 0O 1 O |=|10 1 O
0 0 1 0O 0 1 0 0 1
1 n/7 n/7
Asi, A"=|0 1 0 [. Lo probamos por induccion:
0o 0 1

Acabamos de comprobar que para 7 =2 (primer caso relevante), funciona.
Suponemos que es cierto para 7 — 1:

A"=4""1-4=10 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

1 n-1/7 n-1/7 1 1/7 1/7 1 n/7 n/7
=0 1 O

=30 906 )0 )
menen=(3 01 9)-(5 2)-(o )

Por tanto, B" = (O 3n ) Lo probamos por induccién:

Igual que en el caso anterior, para n = 2 se cumple.

Suponemos que es cierto para 7 — 1:

) 1 0 10y (10
B =B 1'B=(o 5”-1)'(0 3)=(0 3”)

23 Dada la matriz A=(; i), halla una matriz B talque A4 - B= (g g)
. =05) 1 =_1.(0 5) _ ‘(0 5)
A B (3 o) = ATaB=AT S (] - B4y
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24

25

26

Aleul: -1, - 2. 71=i(1—2)
Calculamos 471 |4] =-3; 4 312
Por tanto:
Lo R B P R Sy B W) R ey
302 1) \3 0 1221/ {0 -1 2
0 2 -1
Dada la matriz A=|0 0 1 |, prueba que 43 es la matriz nula.

0 0O

Demuestra después que la matriz I + A + A*> es la matriz inversa de I— A.

@& Multiplica I +A + A% por I—A.

00 2 000
A2=10 0 Of, A3=4%2-4=|0 0 O
000 000

Veamos que [+ A + A% es la inversa de I-— A:
U+ A+AHU-AD=1-A+A-A*+A2-A=]1-A=1-0=1

Como (I+A+ A% -(I—-A) =1 entonces [+ A+ A% eslainversa de I— A.

3 0 8

3 16 ) comprueba que (4 + I)?> =0 y expresa A> co-
-2 0 -5

mo combinacion linealde 4 e I.

Dada la matriz A =

3 0 8 1 0 O 4 0 8
A+]=(5 -1 6 +(O 1 O)=(3 0 6)
-2 0 -5 0 0 1 -2 0 —4
4 0 8\({4 0 8 00 0
(A+1)2=(3 0 6)(3 0 6)=(0 0 0
2 0 —4)\=2 0 -4 000

Expresamos A% como combinacién lineal de 4 e I

A+D?*=0 - UA+DU+D=A’+A+A+[=A’+24+1=0 —
- A*=-24-1

a) Comprueba que la inversade 4 es A™:

5 0 2 1/5 -2/5 0
A=10 0 1 A1=|-3/5 6/5 1
310 0 1 0

b)Calcula la matriz X que verifica XA = B, siendo A la matriz anterior y
B=(1 -2 3).
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DA AT=1T

PXA=B —> X A - A'=B-41! -5 X=B-A"1

Por tanto:
1/5 =2/5 0
X=a 2 3|35 65 1 =(1 1 -2)
0 1 0o/ \> 5

27 Determina las matrices A y B que son solucion del siguiente sistemna ma-
S tricial:

0 5 4 7 1 2
34—-2B=(5 9 0) 24+B=|-6 6 7)
15 -4 4 10 -5 2
0 5 4 7 1 2
34-2B=(5 9 0) 24+ B=|-6 6 7)
15 -4 4 10 -5 -2

Multiplicando por 2 la 22 ecuacion y sumando, obtenemos:

14 7 0 2 1 0
JA=|-7 21 14| —» A=[-1 3 2
35 -14 0 5 -2 0

Despejamos B de la 22 ecuacion:

7 1 2 2 1 0 3 -1 2
-6 6 7)—2(—1 3 2)=(—4 0 5)

B =
10 -5 -2 5 20 0 -1 =2
2 1 0 3 -1 2
Solucion: A=(-1 3 2}, =4 0 3
5 =2 0 0 -1 =2

@ Estudia el rango de las siguientes matrices segin el valor del parametro k:

1 -1 -1 2 -1 4 1 3 2 -1 -11 0 2
M=|1 -1 2 N=|-2 1 3 P=|2 6 4 R Q=1310

2 1 &k 1 & 2 4 12 8 —4 210 3 k

1 -1 -1 12 1 -1 -1
M=(1-1 2| —> 22-12 00 3 -

21 k 3852012 0 3 k+2

— ran (M) = 3 para cualquier valor de k.

2 -1 4 12 2 -1 4 1
N=|[(-2 1 3| - 2*+1* 0 0 71 = 1+2k=0 si/e=—3

1 & 2 2-38-12 0 1+2k O
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. Si /e=—%, ran (N) = 2.

° Sj Ie;t—%, ran (N) = 3.

1 3 2 -1 12 1 3 2 -1 iE 1 3 2 -1
P=(2 6 4 k| —> 3:4 1 3 2 -1 —> 2¢-12 00 0 O
4 12 8 4 2 2 6 4 k 3#-2-12 00 0 k+2
°Si k=-2 — ran(P) =1
e Si k-2 — ran(P) =2
-1 1 0 2 iz -11 0 2 12
0={13 10| » 2+1 041 2 |- 2
2 10 3 &k 3#+2-18 0 12 3k+4 3#-3-2¢
-11 0 2
0 4 1 2
0 0 0 k-2
e Si k=2 — ran(Q) =2
e Si k2 — ran(Q) =3
29 Halla el valor de k para que el rango de la matriz A sea 2.
5 5 -6
A=|-5 3 1
0 k 7
5 -5 -6 12 5 -5 -6 12 5 -5 -6
A=|-53 21| - 241 02 7| > 2 0 2 -7
0 k 7 3¢ 0k 7 3#+2 0 k=20

Para que ran (A) =2, ha de ser k— 2 =0; es decir, k= 2.

30 Halla X e Y sabiendo que 5X +3Y= (_24 105) y 3X+ 2Y=( 1 —1).

; -2 9
5X + 5Y=(_24 105) —15X‘9Y=(I§ —(4)5)
Sumando: Y = (_21 _05)
3X + 2Y=(_12 _91) 15X+1OY=(—?0 45
w= [ )-ore(5 )23 D)5 9) - xe (L)
Solucion: X = (_12 g), Y= (_21 _05)
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S

32

21
2 3

A+mA+ni=0 — (2 1)+m(2 1)+n(1 0)=(0 0)

DadalamatrizA=( ) halla dos nimeros reales m y n tales que A +mA+nl=0.

2 3 2 3 0 1 0 0
2+2m+n=0 — n= 0
2+2m+n 1+m )=(O O) N 1+ m =0 —> m=-1
2+ 2m 3+3m+n 0 0 2+ 2m =0 —> m=-1
3+3m+n=0 —> n =0

Solucion: m=-1; n=0

Determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (4 — kD? seala
matriz nula, siendo:

0 -1 -2
A=|-1 0 2
11 3

0 -1 -2 kR 0 O -k -1 =2
A—kI=|-1 0 =2]-(0 & O|=(-1 -k =2

1 1 3 0 0 k 1 1 3-k

-k -1 =2 -k -1 =2 k-1 2k-2 4k — 4
(A—/e])2=(—1 -k =2 )(—1 k=2 )=(2/e—2 k> -1 dh—4 | =
1 1 3-k/\1 1 3-¢k 2-2k 2-2k kE-0Gk+5
0 00
=(O 0 O) — k=1
0 00

Una compaiiia de muebles fabrica butacas, mecedoras y sillas, y cada una de
ellas de tres modelos: E (econémico), M (medio) y L (lujo). Cada mes produ-
ce 20 modelos E, 15 M y 10 L de butacas; 12 modelos E, 8 M y 5 L de mecedo-
ras, y 18 modelos E, 20 M y 12 L de sillas. Representa esta informacion en
una matriz y calcula la produccion de un afo.

E M L
BUTACAS 20 15 10
Cada mes: MECEDORAS (12 8 5 )
SILLAS 18 20 12
E M L
20 15 10 BUTACAS 240 180 120
Cada ano: 12 - (12 8 5 ) = MECEDORAS (144 96 60 )
18 20 12 SILLAS 216 240 144
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34  En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen

36

4 ventanas pequeilas y 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequefias y 4 gran-
des, y las L5, 6 pequeiias y 5 grandes. Cada ventana pequeiia tiene 2 cristales
v 4 bisagras, y las grandes, 4 cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el niimero y tamaifio de ventanas de cada
vivienda y otra que exprese el nimero de cristales y bisagras de cada tipo
de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el nimero de cristales y de bisagras de cada ti-
po de vivienda.

P G

63 5y
M(s 0ore
L5\6 5

P G C B
L343P(2:§L32034
i[5 3] B2 ) )
L5\6 5 L5 \32 54

Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O).
De cada tipo se hacen cuatro modelos: M,, M,, M;yM,.

T (0]
xl ZOO ;00 Esta tabla muestra la producciéon semanal de bombillas
2 00 50 de cada tipo y modelo.
M; | 250 180
M, \500 300

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M, el 5% en el
M,, el 8% en el M; y €l 10% en el M.

Calcula la matriz que expresa el nimero de bombillas transparentes y opa-
cas, buenas y defectuosas, que se producen.

T O

My M, My My M, (300 200 T O T O

D (0,02 0,05 0,08 0,1). M, [400 250 | _ D( 96 60,9)2D( 96 61)

B 10,98 095 092 09/ M, 250 180 B \1354 869,1) B \1354 869
M, \500 300

Escribe en forma matricial y resuelve, si es posible, utilizando la matriz in-
versa:

_ x +z= 510
){x—Zyzl b) y - 234
x+ y=7 y+z= 257
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—_— = =

A - X = B
Calculamos la inversa de A:
(1—2 1 0) 12 (1—2 1 0) 18-3+28 -2 (3 0 1 2)
11 01 28 -12 03 -11 22 03 -11

1203 (1 0 1/3 2/3)_)A_1=(1/3 2/3)
01 -1/3 1/3 -1/3 1/3

Resolvemos el sistema:

X=A*1'B=(_11//35 f?g)(;%(;) —  Solucion: x=15, y=2
b) x +z= 510 1 0 1\ [x 510
y  =-234 (0 1 0|y =(—234)
y+z= 254 011 z 254
— — —
A X = B

Calculamos la inversa de A:

101100 12 101100
(010010)—>ze (010010—>
01 111001 3-2 00 10-11
12 _ 32 10 0/]1 1-1 1 1 -1
- 22 (010 1 0] - 4t'=[0 1 0
3 00 11]0-11 0 -11

Resolvemos el sistema:

X=A4"1 B=
0-11 254 488

Solucion: x =22, y=-234, z =488

1 1 -1 510 22
01 0|23 =(—234

37 Escribe en la forma habitual los sistemas:

3 2 2 X
a)(l 5 (x)=(o b)(; i_;)(y)=(_11)
o 7/ 11 >
—2y=2
3)3§+5$=0 b) x+5y-3z= 1}
7y=1 2x+ y+5z=-1
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38 Dada A=| 2 0 -1|, calcula, sies posible:
S -6 -1 0
a) Una matriz X talque XA=(1 0 -1).
b) Una matriz Y tal que YA = (1 0 1).
010
Calculamos la inversa de A:
1 1 2 1 0 O & 1 1 2 1 00
20-1]01 0f » 20-2-1¢ 02 -5|-=210| >
-6-1010 0 1 32+6-12 05 121 6 01
- 11 2100
— 22 0-2-5|-210|—
5-28+2-3% 00 -1 2 52
12 + 2 - 32 1 1 0 5 10 4
— 22-5.38 0 -2 0 | =12 24 -10] —
3D 00 1| =2 -5 =2
12 1 1 0 5 10 4
S 2¢:(-2) 01 O 6 12 5| >
3¢ 0 0 1 -2 =5 =2
e — s 1 0 0 -1 -2 -1 -1 -2 -1
— 22 01 0 6 12 5 |. Portanto, A'=[6 12 5
3 0 0 1 -2 -5 2 -2 -5 =2

A X=(10-D-41=1 31D

_(r o0 1) ., _(-3-7-3
b)y'(o 1 o)A (6 12 5)

39 Calcula los valores de x para que la matriz A = (x 0) verifique la ecuacion

0 x
A%2—64+9I=0.
A2=(x O)(x 0) _ (¥ 0
0 x)\0 x 0 x?

x2 0 x 0 10 x2—6x+9 0
2 — _ _
A_6A+9I'(o xz)_6(0x)+9(0 1)'( 0 x2—6x+9)_

(OO

0 O) - x?-6x+9=0 —> x-3?=0 — x=3
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40 Resuelve la ecuacion matricial 24 = AX + B siendo A = (_11 (1)) y B= (:; i)

Calculamos la inversa de A:

(10 10)_}12 (10 10)_)A_1=(10)
-11 01 28+ 12 01 1 1 1 1

Resolvemos la ecuacion:

searenno = oo (2 323

3 -1 -1 1 5 -3
_ [ —2)=(1 0).(—1 —2)=(—1 —2)
X=4 (5 -3 11 53 4 -5
41 Dadala matriz A=(22 i) halla el valor de x e y para que se campla la igualdad
S -
A?—xA-yI=0.
S EH [EH R
4 (—2 1/\-2 1 -6 -5
-2 9 23 10 2-2x-y 9-3x ) (o o)
2_ —y]= _ — = =
AT -xAd =yl (—6 —5) ’“(—2 1) y(o 1) ( 6+ 2 —5-x-y)"\0 0
—2-2x-y=0 — y=-2-2x=-8
9 -3x =0 = x=3
-6+2x =0 - x=3
S- x-y=0 — py=-5-x=-8
Solucion: x=3, y=-8
1 0 O
42 Dada A=|1/10 1 O0]|:
S 1/10 0 1

a) Calcula A4 + A2

X

y
z

b) Resuelve el sistema A3

20
5 |
1
1 0 O 1 0 O 1 0 O
1/10 1 0ff{1/10 1 O|=(2/10 1 O

1/10 0 1/\1/10 0 1 2/10 0 1

1 0 O 1 0 0 2 0 O
110 1 0]+(|2/10 1 0]=|3/10 2 0

1/10 0 1 2/10 0 1 3/10 0 2

a) A% =

A+ A% =
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1 0 0 1 0 0 1 0 0
bA3=4%2-4=(2/10 1 Oof|1/10 1 0Of=|3/10 1 0
2/10 0 1/\1/10 0 1 3/10 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
A>=4%-43=(2/10 1 0310 1 0]=|1/2 1 0
2/10 0 1/1\3/10 0 1 172 0 1
Calculamos la inversa de A>:
10 0100 12 1 00 1 0 0
/21 0| 0 1 0] » 222-12 020 -1 2 0] >
/20 11 0 0 1 3.2-12 00 2 -1 0 2
12 1 00 1 00 1 00
— 22:2 01 0| -1/2 10| >W'l=[-1/2 10
3%:2 00 11| -1/2 01 -1/2 0 1

Resolvemos el sistema:

X 1 0 O 20 20
(y)= -1/2 1 0)'(5)=(—5)
z -1/2 0 1 1 -9

Solucion: x =20, y=-5, z=-9

x 1 1 z 1
43 Sean las matrices A=(2x -1|, B= ( ), C=|2z|, D=| 0
S > 1 Y —= 1/3

a) Sabiendo que A - B+ C= 3D, plantea un sistema de ecuaciones para de-
terminar x, y, 2.

b) Encuentra, si es posible, una solucion.

x 1 1 z xX+y z xX+y+z
DA B+C=|2x -1 ( )+ 2z |=|2x—y |+|22]|=|2x—y + 22
-x 1 Y -z X+ -z -xX+)y—-z
1 3
3D=3( 0 |=(0
1/3 1
Igualamos:
xX+y+ z=3 1 1 1 X 3
2x—y+2z=0 ; Enforma matricial: {2 -1 2 |-|y|=|0
x+y— z=1 -1 1 -1 z 1
— bt bt
M - X = N
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b) Intentamos resolver el sistema en forma matricial. Para ello, calculamos la inver-

sa de M:
1 1 1 1 0 O 12 1 1 1 1 0 O
2 -1 2 01 0] » 22-2-12 0 -30 -2 1 0| —»
1 1 =110 0 1 &+ 1 0 2 0 1 0 1
12 1 1 1 1 0 O
—  22+(3/2) 32 0 0 0 | -1/2 1 3/2
32 0 2 0 1 0 1

Luego, la matriz M no tiene inversa.

Como ran (M) = 2 y se nos anula la segunda ecuacién, tomamos las otras dos
para resolver el sistema:

xX+y+z=3 (18 +29) — 2y =
x+y—-z=1

Solucion: (1 -\, 2, ) paratodo A€ R.

44  Calcula una matriz X que conmuta con la matriz A, estoes, A-X= X" A,

siendo A4 = ((1) :), y calcula A%+ 2471 - X,
A-X=(1 l)(al b)=(a+c b+d)
a b 0 1/\c d C d
X=( ) - han de ser iguales.
c d X‘A=(a b)(l 1)=(a a+b)
c dl\0 1 c c+d
atc=a c=0 a b
brd=a+byd=a| x=(0 ") conabeR
d=c+d c=0
1 2 1 -1\(a b 1 2 a b-a
2 1. y= - =
A"+ &&\™ (0 1)+2(o 1)(0 a) (0 1)+2(o a )
=(1+2a 2+2b—2a)
0 1+ 2a

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan
con A).

@ Sean A y B las matrices dadas por:

5 2 0 a b 0
A=|2 5 0 B=|c ¢ 0
0 01 0 01

Encuentra las condiciones que deben cumplir los coeficientes a, b, ¢ para
que se verifique A-B=B- A.
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5 2 0\fa b 0 Sa+2c 5b+2c 0
A-B=[2 5 ¢ ¢ Of|=|2a+5c 2b+5c 0
0 0 1/\0 0 1 0 0 1
a b 0\(5 2 0 S5a+2b 2a+5b 0
B-A=|c ¢ 2 5 0= 7c 7c 0
0 0 1/\0 0 1 0 0 1
Para que A - B=B- A, debe cumplirse que:
Sa+2c=5a+2b| c=b
5b+2c=2a+5b | c=a —h=c
2a +5¢c=7c 7c=7c
2b+5¢c="7c 7c=7c
0 3 4
46 Dadalamatrizz: A=| 1 —4 —5 | prueba que se verifica 43 + I = 0 y utiliza
-13 4

esta igualdad para obtener A'0.

@ Haz A0 =(43)3-A y ten en cuenta que A3 = —I.

-10 1 -1 0 0 000
A2=|1 4 4|, A3=|10-1 0] —» A43+7=[0 0 O
-1-3 3 00 -1 000

Obtenemos A9 (teniendo en cuenta que A3 +71=0 — A3 =-I):

0 -3 4
AV =33 - A=(D3 A=-T-A=-A=|-1 4 5
1 -3 4
Pagina 75
@ Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su
traspuesta.
3/5 x 0
Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal: A= y -3/5 0
0 0 1

@ Haz A-A'=1

Si A1=A4! hadeser A-A'=1I entonces:

3/5 x 0 35 y 0 9/25 + x> 3/5y-3/5x 0 100
A-Al=y 35 0| | x =3/5 0|=[3/57-3/5x »?>+9/25 0 =(O 1 O)
0O 0 1 0o 0 1 0 0 1 001
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i+x2=1 x2—1_6 x=i§

25 25 5

%y—%x=0 y=x y=x

2 i=1 2=£

7S 7T

Hay dos soluciones: x, = %; 1 =% x2=—%; y2=_§

Resuelve la ecuacion matricial: (1 1) .X- ( 4 _2) = ( 6 4)
3 4 -1 0 22 14

RN iy o i B )

3 4 -3 1/ \-1 0 -1/2 =2

Por tanto:

(; };)X(—Zil _02)2(262 144) - Xz(—43 _11)'(262 144)'(—?/2 j):

(5 2 5

. (-1 -6
Solucion: X = (_1 —8)

CUESTIONES TEORICAS

49  Justifica por qué no es cierta la igualdad: (4 + B) - (4— B) = A>— B? cuando A4

50

y B son dos matrices cualesquiera.
(A+B)-(A-B)=A>- AB + BA - B?

Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; vy, en general, no es
cierto para dos matrices cualesquiera.

Sea A una matriz de dimension 2 x 3:
a) ¢Existe una matriz B tal que A - B sea una matriz de una sola fila?
b) ¢Y para B- A?

Pon un ejemplo para cada caso, siendo: A = (; (1) g)

1
a) No; A - B tendra 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando A = (2 (1) 8)
1
2
0

y B=

1
, tenemos que: A - B = (4)
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b) Si; si tomamos una matriz de dimension 1 X 2 (ha de tener dos columnas para
poder multiplicar B - 4), el resultado tendra una sola fila. Por ejemplo:

1 0 0

SlA:(z 10

)yB=(1 2), entonces B-A=G 2 0)

51 Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamafio. Si A y B son simé-
tricas, ¢lo es también su producto A4 - B?

Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un contraejem-
plo.

Si A y B son dos matrices cuadradas de igual tamafno, simétricas, su producto,
A - B, no tiene por qué ser una matriz simétrica. Por ejemplo:

1 2 0 -1 3 1 5 11
Si A=|12 1 1]y B=|3 -10 — A-B=|2 5 1| no es simétrica.
0 1 1 1 0 -1 4 -1-1
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52 Sean A= (aij)m s B= (bij)n, P C= (cij) ar ¢Qué condiciones deben cumplir
D, q vy r para que se puedan efectuar las siguientes operaciones?

a)A-C-B b)A-(B+ C)
An=q=r b)n=q, p=r
53 Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3.

a) ¢Como puede variar el rango si quitamos una columna?

b) Si suprimimos una fila y una columna, ;podemos asegurar que el rango
de la matriz resultante sera 2?

a) Tendra rango dos.

b) No. Podria ser dos o uno. Por ejemplo:

1 11
Sien A=(0 1 1) suprimimos la primera fila y la tercera columna,
0 01

queda (8 (1)), que tiene rango 1 (A4 tenia rango 3).

12 0 3
@ ¢Es posible afiadir una fila a la matriz (0 1 -1 -2| de forma que la nueva
matriz tenga rango 4? 27 30

Razona la respuesta.

Unidad 2. Matrices
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56

Calculemos el rango de la matriz dada:

12 0 3 12 1 2 0 3 12 1 2 0 3
01 -1 2| —> 20 01 -1 -2 > 2 01 -1 =2

27 =30 3#-2-1¢ 03 -3 -6 =320 00 0 O

Tiene rango 2; luego, anadiendo una fila, la matriz resultante no podra tener rango
4 (tendria rango 2 6 3).

¢Qué condicion debe cumplir una matriz A de dimension 3 X 3 para que se
verifique que 4 + A" = 24?
A+A'=24 — A'=24-A=4 — A=4"

Luego, la condicion es que la matriz coincida con su traspuesta. Es decir, A debe
ser de la forma:

a b ¢
A=|b d e
c e f

a)Si A es una matriz regular de orden 7 y existe una matriz B tal que
AB+ BA = 0, probar que BA™' + A 1B=0.

3 =2
4 3

a) Multiplicamos por A™' por la izquierda en la igualdad:

b)Si A= ( ), halla una matriz B# 0 tal que AB+ BA = 0.

AB+BA=0 — A'AB+A47'BA=0 — B+A'BA=0
Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por A~! por la derecha:

BA '+ A'BAA1 =0 — BAl'+4B=0
b) Si B=(a b), entonces:
c d
A.B=(—3 —2).(4 b)=(—3a—2c —3b—2d)
4 3 c d 4a + 3¢ 4b + 3d
B‘A=(a b).(—B —2)=(—3a+4b —2a+3b)

c d 4 3 —3c+4d -2c+ 3d
Asi:

—6a + 4b - 2c —2a — 2d 0 0
AB+BA‘( 4a + 4d 4b—2c+6d)‘(o o)
—6a + 4b — 2¢ =0 | 3a-2b+c =0
—2a -2d=0 a + d=0 d=—u
4a +4d =0 a + d=0

4b—2c+6d =0 2b—-c+3d=0 — 3a-2b+c=0 —
— c¢c=-3a+2b
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34+ 2b _a), ay b#0

Por tanto: B = (

Por ejemplo, con a=1y b=1, queda B= (_11 _11)

57 Demuestra que si una matriz verifica 4% = 0 (0 es la matriz nula), entonces
A no puede tener inversa.

Supongamos que se verifica que A% = 0, pero que A si tiene inversa, que existe
AL

Multiplicando la igualdad 4% = 0 por (4~1)?, quedaria:
ADH2-42=0 - U1 -4A?=0 — I=0; locualesabsurdo.

Por tanto, deducimos que no existe A~'.

PARA PROFUNDIZAR

58 Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. De la igualdad
A- B=A- C no puede deducirse, en general, que B= C.

a) Prueba esta afirmacion buscando dos matrices B y C distintas tales que
1 1)

A-B=A4-C, siendo A=(1 1

b) ¢Qué condicion debe cumplir la matriz A paraquede A-B=A-C se
pueda deducir que B= C?

) - e _(3 1) s
a) Por ejemplo, si B (2 3) y C (O 1), entonces:

3 2

3 2)=A~C, pero B # C.

a-8-|

b) Debe existir A7

59 Estudia el rango de las siguientes matrices segin los valores de a:

1 2 -1 al 0
M=(2 4 a A=10 1 3)
a 2 -1 all
1 2 -1 12 1 2 -1
M=(2 4 a) — |22-2.2 ( 0 0 a+2)
a 2 -1 3#-12 a—10 0
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e Sia=1, ran (M) =2
eSi a=-2, ran (M) = 2

eSia#lya#-2 ran(M) =3

A=

al O 12 al O .
01 3] —» 20 01 3 o Sl‘6l=0, ran (A) = 2
al 1 32 _ 12 00 1 e Sia#0, ran (A) =3

@ Se dice que una matriz es antisimétrica caando su traspuesta es igual a su
opuesta. Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimé-

trica.
. _|a b ,_[a c _[—a -b
Si A_(c d)’ entonces A _(b d) y _A_(—c —d)'
Para que A’ =-A, ha de ser:

=—a | a=0
(a c)=(—a —b) L, ¢==blc=-b
b d — —d =—c

=—d | d=0

. D" 0 b
Por tanto, una matriz antisimétrica de orden 2 es de la forma: (—b 0)

Unidad 2. Matrices
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Determinantes de orden 2

B Resuelve cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones y calcula el deter-
minante de la matriz de los coeficientes:

a) 2x + 3y =129 b) 5x-3y= 8 o 4x+ y=17
FoyE s —~10x + 6y = -16 5x + 2y = 19
d) 9x—6y = 7 e 18x + 24y = 6 6 3x + 11y = 128
—6x+ 4y =11 15x + 20y = 5 8x— Ty= 46
2x + 3y =29 ‘ -
Solucion: x =4, y=7
Sx-3y= 8 5 3| _ s 2
_10x+6y=_16} ~10 6 0. Solucion: x = 5 + N y=A
y dxt y=17 4 1‘=3¢0
5x + 2y =19 5 2

Solucion: x =5, y=-3

9x — Gy =7 ‘ 9 —6‘ _ ,
% —6x + 4y =11 } -6 4 0. [ncompatzble
o 18x+ 24y =6 ‘18 24| _
15x + 20y =5 15 20
Solucion: x = 4 - ix, y=2A
3 3

3x+ 11y =128 3 11‘ 109 £ 0. Solucion: x - 1402, _ 886
e e 109 77 109

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Resolucion de sistemas 2 X 2 mediante determinantes

A A
B Resuelve, aplicando x = || x|| ey= || Y || , los siguientes sistemas de ecuaciones:
A A
4x+2y= 2 Tx—11y =13
6x+2y= 8 3x —2y=-19
d
C){—Sx+9y=—60 ){6x+4y= 2

Comprueba, en cada caso, la solucién que obtengas.

a)3x—5y=75} |A|=B —25‘=26; A, ‘73 1| - 156

4 + 2y =2
|A|_‘3 73| _ o6,
156 —286
P == =0 = ——=-11
or tanto: x 26 6; y 26
b) 5x + 4y = 33 4] = 5 04 |- g 4| = 33 4 | _ s,
x— 11y =13 7 -11 R N E s | ’
|15 33 )
|Ay|— 7 13 = -1060;
Portanto:x—ﬂ—i; y=L66=2
-83 -83
o 6x+2y=8 _‘6 2‘_4 _‘8 ‘_
- = 64: |A.|= =192
_Sx+9y=—60} 4] 9 64 14, —60 9 )
6 8
a1=]§ G| -0
_192 . 320
Por tanto: x o4 3y o4
d) 3x -2y =-19 =‘5 2| _ . =‘—19 —2‘=_ .
6x + 4y = 2} 4] 6 4] 2% 4.l 2 4 7%
1-[2 ]
> _=72 _ 50,2120
Por tanto: X oy 3y 7 5

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Calcula el valor de estos determinantes:
1 11 c)‘373 141‘ 7 0‘
0 0

3 1
|4 b)‘s 33 Do 2

-

a3 7-4-1=17
b) 0, porque la segunda fila es proporcional a la primera.

©) 0, porque la segunda fila solo tiene ceros.

d7-(2)=-14

2. Calcula:

szt wizul ell ezl
Va-d-b-c

a2 -b3—ad-b2=a? b2(b-a)

©) 0, porque la segunda fila solo tiene ceros.

dDa-b-c—b-a-c=0, otambién obsérvese que la segunda fila es proporcional a la

primera.
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1. Calcula los siguientes determinantes:

51 4 9 0 3
a)|0 3 6 b)|-1 1 0
9 6 8 0 2 1
5 1 4 9 0 3
210 3 6]=-114 b|-1 1 0]=3
9 6 8 0 2 1
2. Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
a1 2 1 b)| 0 10 91
3 0 1 0 0 10
4 -1 10 47 59
|1 2 1 |=14 b) | 0 10 91| =1000
3 01 0 0 10

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:

3 -1 7 4 1 7
a)[0 0 0|=0 |2 9 1 |=0
1 11 4 -8 2 -14
7 4 1 45 11 10
A2 9 7|=0 D[4 1 1]|=0
27 94 71 5 10

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).
b) La 32 fila es proporcional a la 12 (32 = (-2) - 1?) (propiedad 0).
¢) La 32 fila es combinacion lineal de las dos primeras (32 = 12 + 10 - 22) (propiedad 9).

d) La 12 fila es combinacion lineal de las otras dos (12 = 10 - 22 + 3*) (propiedad 9).

. Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto sin
desarrollar:

Xy z 3x 3y 3z 5x 5y 5z x y z
50 3/ =1 al5 0 3 b)|1 0 3/5 o) [2x+5 2y 2z+3
111 1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1
3x 3y 3z Xy z
A5 0 3[=3|50 3[/=3-1=3
1 1 1 1 1 1
5x 5y 5z Xy z
b1 035|=5-Lf503[-1-1-1
11 1 51111
X y z X )y z
O 2x+5 2y 2z+3|=1|5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 1 11
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1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la ma-
triz:

2 3 -1 5
4 6 2 7
M=|5 -1 2 6
4 1 1 5
0 0 3 4

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Menores de orden dos; por ejemplo:

2 3| -1 5
4 6| 2 7
=15 <12 6 ‘ig=o,ﬁg=4
4 1 [1_5
0O 0 3 4
Menores de orden tres; por ejemplo:
2 3 -1/ 5
4 6 2|7 2 3 -1 -1 2 6
M=\1|51]-1 2|6 4 6 2|=68 |1 1 5|=21
411 1 5 5 -1 2 3 4
0 3 4

2. fIalla el menor complementario y el adjunto de los elementos a,,, a;; y a,; de
a matriz:

=N O
o= Lwn
VSRS
NERVICN

35
2 3|=-2 A,=CD' 20, =1 (-2)=2

R
R
5]

I
=N
N
~

0
= = g = 3+3. =1 - =
o i ~1 5| =108 Ay =(-13*3 - ay=1-108 =108

[©)
~l

=16; A;3=(CD* 3o =-1-16=-16

Q
IS
w
|
— O
|
—
SNV )
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1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollando-
lo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

=3:2:4+(=5)8 (D+7-6-9-(-1)-2-9-6-8-3—7(=5) - 4=456

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Desarrollando por la 12 fila:

37 -1
526 =3‘§ ) _7“5 2’_1“5 2‘=5-(—4O)—7-(—74)—1-(—58)=
9 8 4 9 9 8

=-120 + 518 + 58 = 456

Desarrollando por la 22 fila:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

17 3 -1 3 7| _ - o1 20y =
_5‘8 ) +2‘9 4‘—6‘9 8‘—5 36+2-21-6-(=39

= 180 + 42 + 234 = 456

Desarrollando por la 32 fila:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

3 ~1
-5 6

3 7

o =9 -8 1344 d1-

7 4
_9‘2 6‘_8 +4‘

=396 — 104 + 164 = 450

Desarrollando por la 12 columna:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

|2 6 7 -1 7 -1, _ o
—3‘8 4 +5‘8 4 +9’2 6’—3 (—40) +5-36+9 - 44 =
=120 + 180 + 396 = 456

Desarrollando por la 22 columna:

o 56 3 -1 3 -1
526 =—7" +2’ _’—8‘ _‘=—7-(—74)+2‘21—8-13=
o 8 4 9 4 9 4 - 6

=518 + 42 — 104 = 456

Desarrollando por la 32 columna:

3 7 -1
526 =—1‘_5 2\—6’3 7‘+4’3 Tl=c1s9-6- (39 + 441 =
9 8 4 9 8 9 8 -5 2

=58 + 234 + 164 = 456

2. Calcula los siguientes determinantes:

70 -3 4 31 -1 3
40 4 7 1 4 -1 4
D37 6 9 Do 3 2 5
10 1 9 2 0 0 2

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



I P
a) =-714 4 7|=-7-290=-2030
37 6 9 11 9
1 0 1 9
(1) Desarrollando por la 22 columna.
S P B TR E R
b) =214 -1 4/+2|1 4 -1|=-2-28+2-28=0
03 25 3 2 5 0 3 2
20 0 2
(1) Desarrollando por la 42 fila.
También podriamos haber observado que la 42 columna es igual a la suma de las
otras tres; y, por tanto, el determinante vale cero.
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 2 3 0 -1 4 4 2 1 5 3
431011 2 g|2 3 2 65
4 1 3 1 0 6 6 5 3 12 8
7 0 3 2 1 8 12 10 6 23 16
1 0 0 1 1 21 0 -1
{1 -1 2 1 0 _|5> 13 =7
€10 0 0 o 1 D=l 2 3 _8
1 1 0 0 O 1 0 2 2
1 213 0 -1 4
310112
AZ1173 1 0 6
7 0 3 2 1 8
.. 1 2
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘ 3 ’ =-7#0

Luego, las dos primeras filas son linealmente independientes.

Observamos que la 32 fila es la suma de las dos primeras, y que la 42 fila es la suma de
la 22 y la 3% Por tanto, ran (4A) = 2.

4 2,1 5 3
_|2.3,2 6 5
B=165 3 12 8

12 10 6 23 16
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Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘ 3 ; ’ =8 # 0. Luego, las dos pri-

meras filas son linealmente independientes.

Veamos si la tercera fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 5
2 3 6|=8#0 — Las 3 primeras filas son linealmente independientes.
6 5 12

Veamos si la 42 fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 1 5 4 2 5 3
2 3 2 6] 2.3 6 5
6 5 3 12/°9Y |6 5 12 8|70
12 10 6 23 12 10 23 16
Por tanto, ran (B) = 3.
1,0,0:1 -1
[tz o
““lotolo o
L1000
. 1 -1 .
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘ 10 ‘ =1#0. Luego, las dos pri-

meras filas son linealmente independientes.

0 1 -1
Como [2 1 O |= ‘ g i \ =-2#0, las tres primeras filas son linealmente independientes.
0 0
0 0 1 -1
12 1 0 0 1 -1
Como | g ¢ ¢ 11=-12 1 0|=2#0, entonces ran (C) = 4
1.0 0 0 001
2 1 0 -1
5 1 3 =7
D=
7 -3 -8
1 0 2 2
- 21 .
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘ 501 ‘ = -3 #0. Luego, las dos pri-

meras filas son linealmente independientes.
1 0
1 -3
0 2

Como =-9#0, la primera, segunda y cuarta fila son linealmente independientes.

VAR ]

La tercera fila es la suma de las dos primeras. Luego, ran (D) = 3.
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1. Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son com-
patibles o incompatibles:

3x-2y= 5 4x+ 5y=7 x+ y+2z =7
a)y x+3y=-2 b)i2x—- y=0 Ai3x— y+ 4F=1

2x—- y= 3 Ix+ 11y =4 xX—3y—4z+4t=6
a)3x-2y= 5 3 2 3 -2 5

X+ 3y=-2 A=(1 3 A'=11 3 =2

2x— y= 3 2 -1 2 -1 3

’? _32 =11#0 > ran(A) =2

|4 =0 — ran (A" =2

El sistema es compatible.

b)dx + 5y=7 4 5 4 5 7
22— yp=0p A=|2 -1| A4'=[2 -1 0
7x+ 11y = 4 7 11 7 11 4

|A|=147#0 = ran(A) =3 #ran(A) = 2

El sistema es incompatible.

o) x+ y+2z =7 1 1 2 0 11 2 07
3x— y+ 4t =1 A=(3 -1 0 4 A'=13 -1 0 4 1
X—3y—4z+4t=0 1 -3 4 4 1 -3 -4 4 6
Calculamos el rango de A:

11 1 1 2 1 1 0
‘5 . =—4#0, |3 -1 0]=0; |3 -1 4/=0 — ran(4) =2
1 -3 -4 1 -3 4

Calculamos el rango de A"

1 1 7
3 -1 1| =-76 = ran(A4A") =3 % ran (A4)
1 3 6

El sistema es incompatible.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



2. Siguiendo el mismo proceso que en el ejercicio anterior, averigua si los si-
guientes sistemas son compatibles o incompatibles:

x+3y—z=1 x+3y—=z=1 x+ y+2z = 7

a)§ 2x + z=2 b) § 2x + z=2 A){3x— y+ 4t= 1

2y—z=0 2y—z=5 x—3y—4z+ 4t=-13
a) x+3y—-z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=(2 0 1 A'=(2 0 1 2)
2y—2=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculamos el rango de A:
‘ 1 3

5 0 =60y |A|=0 — ran(A =2

Calculamos el rango de A"

1 3 1
2 0 2|=0 (pueslal?yla3?columna son iguales) — ran (4" =2 = ran (A)
0 2 0

El sistema es compatible.

OBSERVACION: Como la 42 columna de A’ y la 12 son iguales, necesariamente
ran (A") = ran (4); es decir, el sistema es compatible.

b) x+3y-z=1 13 -1 13 -1 1
2x + =21 A=|2 0 1| A=|2 0 1 2
2y-z=5 02 -1 0 2 -1 5

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado a) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A"

1 3 1
2 0 2|=-3020 — ran(A) =3 #ran(A)
0o 2 5

El sistema es incompatible.

o x+ y+2z = 7 1 1 2 0 1 1 2 0 7
3x— y+ 4r= 1 A=[3 -1 0 4 A'=(3 -1 0 4 1
x—3y—4z + 41=-13 1 -3 -4 4 1 3 -4 4 -13

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado ¢) del ejercicio anterior).

Calculamos el rango de A"

1 1 7
3 -1 1 [=0 — ran(A’) =2 =ran(A)
1 3 -13

El sistema es compatible.
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1. Resuelve mediante la regla de Cramer:

xX—3y+5z=-24 X+ y—z=2
a)2x— y+4z= -8 b)), x— y+z=8
x+ y = 9 2x + 3y =10
a) x—3y+5z=-24 1 -3 5
2x— y+4d4z= -8 |A|=|2 -1 4|=-120
x+ 0y = 9 1 1 0
24 -3 5 1 -24 5 1 -3 -24
|4, l=]-8 -1 4|=-7; |4,|=|2 8 4|=-2 |4]=|2 -1 -8|=5
9 1 0 ‘ 1 9 0 1 1 9
Por tanto: x=7, y=2, z=-5
b) x+ y—-z=2 1 1 -1
x— y+z=8 [A]=1]1 -1 1]|=-6
2x+3y =10 2 3 0
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
A |=]8 -1 =-30; |4, =1 8 1|=0; [4]=|1 -1 8 |=-18
10 3 2 10 0 2 3 10
Por tanto: x=5, y=0, 2=3
2. Resuelve aplicando la regla de Cramer:
2x—5y+3z= 4 3x—4y— z= 4
a4y x-2p+ z=3 b) y+ z= 06
5x+ y+7z=11 2x +5p+7z=-1
a) 2x —5y+3z= 4 2 -5 3
x-2y+ z= 3 |[Al=11 -2 1| =13
Sx+ y+7z=11 5 1 7
4 -5 3 2 4 3 2 5 4
A, =|3 -2 1]=65 [4]=|1 3 =0; |[A]=1]1 =2 3|=-26
1 1 7 5 11 7 5 1 11
Por tanto: x=5, y=0, z=-2
b)3x -4y - z= 4 3 4 -1
y+ z= 6¢ |4|=]0 1 1]=0
2x + 5y + 7z =-1 2 5 7

Por tanto, ran (A) < 3.

Como hay menores de orden 2 distintos de cero, ran (4) = 2.
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3 4 -1 4
A=10 1 1 6) ran(A') =3
2 5 7 -

Por tanto, este sistema es incompatible.
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3. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

a)

a)

x— y+3z=1 x— py+3z=1
3x— y+2z=3 b){3x— y+2z=3

-2y+72z=0 -2y +7z=10
x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— p+2z=3 A=(3 -1 2 A'=13 -1 2 3)
-20+7z=0 0 -2 7 0 -2 710

Calculamos el rango de A:

‘1—1

0_2‘=—2¢0y |[A|=0 — ran(4) =2

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3| =0 (a1?yla3?columna son iguales) — ran (A') =2
0 =2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
22 ecuacion:

x—y+3z=1 x—y=1—32%x=y+1—32=1+%

2y +7z=0 =2y =-Jz %y=772
Solucion: x=1+N, y=7\, z=2\
b) x— py+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— y+2z=3 A=13 -1 2 A'=13 -1 2 3
-2y +7z=10 0o -2 7 0 -2 7 110
Sabemos, por el apartado a), que ran (A) = 2.

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3| =20#0 — ran(A’") =3 #ran(A)
0 -2 10

El sistema es incompatible.
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4. Resuelve estos sistemas:

x+y =3

3x+4y= 4
y+z=>5 _
D LT i a4 b) :x+6y:2?1>
S5x—y+z=6 —2x*3y=
a) x+y =3 1 1 0 1 1 01 3
y+z=5 _(0 1 1 10 1 1 5
X +z=4 4 1 0 1 4 1 0 1 4
Sx—-y+z=06 5 -1 1 5 -1 116
1 1 0
Como |0 1 1[=2#20 — rman(4 =3
1 0 1

Calculamos el rango de A"
|[A|=0 — ran(4") =3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la ul-
tima ecuacién y aplicar la regla de Cramer:

3 1 0 1 3 0 1 1 3
5 1 1 0 5 1 0 1 5
4
x:#_£=ly =1—41=i=2;z=L_£=3
2 2 2 2 2 2
Solucion: x=1, y=2, z=3
b) 3x+4y= 4 3 4 3 4| 4
2x + 6y = 23 A=[2 6 A'=12 6 |23
2x+3y= 1 -2 3 -2 3 11
Como |A'| =-309 # 0, entonces ran (A") =3 # ran (A).

El sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

x+1ly—4z=0

3x-5y+z=0
2x+ 4y+ z=0
a) x:2y+z:g b) x+ y-2z=0
xry = 2x—16y+5z=0
) 3x—-5+z=0 3 51
x=2y+z=0 |A]=11 =2 1| =-5#0
x+ y =0 1 1 0
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Por tanto, ran (A) = 3 = n? incognitas.

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

b) x+ 1ly—4z=0

ot v =0 1 11 4
v -2 4 1| =-18 = ran(A4) = 3 = n®de incognitas
x+ y-2z=0 1 1 -

2x—16y +5z=0

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, 2=0

2. Resuelve estos sistemas:

x— y— z=0 x+y+5z =0
a)yx+ y+3z2=0 b) \ 3x—y —-2t=0

xX—5y-9z=0 x—y+ z— t=0
b) x- y— z=0 1 -1 -1

x+ y+3z=0 [A]=]1 1 3|=0

x=5-9z=0 1 5 -9

Seleccionamos el menor 11

‘=2¢O — ran(A) = 2

Podemos suprimir la 3% ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

X-y=z xX=-2 Solucion: x = -\, y=-=2\, z=L
x+y=-3z y=-2z

d x+ypy+52 =0 1 1 5 0
3x—y —2t=0 A=[3 -1 0 =2
x—-y+ z— 1t=0 1 -1 1 -1
1 1 5
3 -1 0|=-14#20 > ran(4) =3
1 -1 1
Para resolverlo, pasamos la ¢ al 22 miembro:
0 1 5
B 2t -1 0
3;63”2;2; P e i A
1 0 5 1 1 0
3 2t 0O 3 -1 2
1 ¢ 1 7t —t 1 -1 ¢ 0
= - A _ =t =L = - Y _y
Y 14 -14 27 < 14 -14

Solucion: x=\, y=-A, z=0, t=2\
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1. Discute y resuelve:

x+ y+taz= 0 x+ y=
a)iax— y =-1 b) | kx— y=13
x+4y+6z= 0 5x+ 3y =16
a) x+ y+taz= 0 1 1 a 1 1 a 0
ax— =-1 A=la -1 0 A'=|la -1 0 | -1
x+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 610
a =2
_ia e g _5+V25+96 _ 5+V121 _5+11 _—
|A|=4a*-5a-6=0 — a = 3 s \a=_—45

*Si a=2, queda:

1 132 0 11
A'=12 -1, 0 -1 ‘2_1‘=—3¢0—>mn(/1)=2
1 4 6 0
| —
A 1 1 0
2 -1 -1 =320 = ran(A") =3 #ran(4)
1 4 0
El sistema es incompatible.
*Si a=-3/4, queda:
1 1 -3/4 0 1 1
A=|=3/4 -1 0 -1 ‘_3/4 _1‘=‘—41¢o — ran (4) =2
1 4 6 0
|
A 1 1 0
3/4 -1 -1 =320 — ran(A") =3 # ran (A)
1 4 0

El sistema es incompatible.

eSi a2y a#-3/4 — ran(A) = ran(A'") = n®incognitas = 3, el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

0O 1 a

1 0 a
-1 -1 0 a -1 0
x= 0 4 6 _ 6 — 4a ) _ 1 0 6 _ a—6 )
402 -5a—-6  4a*-5a-6" Y 402 -5a—-6  4a*-5a-6"
1 1 0
a -1 -1
1 4 0 3
z = =
4a’-5a—-6  4a*-5a-06
Solucion: x = 6~ da = a-6 = 3

4 —5a-6" " 4a-5a-6" ~ 4a’—5a-6
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b x+ y= &k 1 1 k
kx— y=13 A=k -1 | 13
Sx + 3y =16 5 3 116
—
A
k=2
. ~ _tN121-120 _ 1121
|A'| =3k —11k+10=0 — &k G ¢ \k=%

e Si k=2 queda:

1 1 2
A=[2 -1 13 ‘1 ! ‘=—3¢O — ran (A) = ran (A") = 2 = n?incognitas
fffff - 2 -1
5 3 16
H_J
A

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
3% ecuacion:

xty=2 Sumando: 3x=15 = x=5; y=2-x=2-5=-3
2x —y =13

Solucion: x=5, y=-3

e Si k=5/3, queda:
1 1 5/3
A=153 -1 13
5 3 16

[ ——

A

1 1 -8 o
= = N =2 = ninc
‘ 5/3 ‘ .\ 0 — ran (A) = ran (A") n? incognitas

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
32 ecuacion:

5
X +y=—
5 Sumando: §x=ﬁ - x=ﬁ=£
5 _ 3 3 8 2
—x—-y=13
3
o5 .5 11_-2
YTF YT I T TG
Solucion: x=%, y=%

eSi k2 y kR#5/3 — ran(A") =3 #ran (A), el sistema es incompatible.
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2. Discute y resuelve, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecua-

ciones:
(a-Dx+ y=0
(a-Dx+(@+Dy=0
(a—Dx+ y=0 A=(6l—1 1
(a-Dx+@+Dy=0 a-1 a+1

a=20
1 1 __—
|A|=(a—1)‘ ‘=(a—1)(a+1—1)=a(a—l)=0
1 a+1 T~ , 1
e Si a=0, queda:
—x+y=0 } y =x. Sistema compatible indeterminado.
-x+y=0
Solucion: x =ML, y=2A
*Si a=1, queda:
y=0 } Sistema compatible indeterminado.
2y=0
Solucion: x=A, y=0
eSi az0y a+#1 — ran(4) =2
El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0
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1. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
1 -1 -1 2 1
A=(-1 0 3 B=(1 :2)
-2 5 3
Calculamos la inversa de la matriz A:
|[A|=-1#0 — existe A7
0, —— AdjAD —— (AdjD) — |j1| (Adj (D)
-5 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 -3 15 8 3
8 5 3| -8 -5 3 >-9 -5 2|->(9 5 2|=4"
-3 2 -1 -3 -2 -1 -5 3 -1 5 3 1
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Calculamos la inversa de la matriz B:
|B|=-3#0 — existe B!

0, —— AjB) —— (AdjB) — |_113|
-2 -1 2 1 (-2 1),
- (1 2) - (—1 2) - ?(—1 2)‘3

2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

as(t ) 02 1l

2 7 15 3

(Adj (B))

B=

Calculamos la inversa de la matriz A:
|A]=-1#0 — existe A~

o0, —— Adj() —— (AW ——s L

——(Adj (D)
|4]
(7 2) N (7 —2) R (7 —4) %(7 —4)=A71
4 1 —4 1 -2 1 -2 1
Calculamos la inversa de la matriz B:

|B|=3#0 — existe B!
a, —— AdjB) —— (AdjB) —s lLB|(Adj(B))’

1 -1 2 1 1 2 1 3 -1 1 1 3 -1

-3 12 21| -3 12 21| > |1 12 —4| - =|1 12 —4|=B"1
-1 4 8 -1 -4 8 -2 =21 8 -2 =21 8
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Sabiendo que

Z Z‘ =7, justifica las siguientes igualdades, citando en ca-
da caso las propiedades que has aplicado:

a-b b| _ 3a 2b| _
a)’c—d al=7 b)‘sc 2d| = %2
b a a b
) dcl=77 d)‘a—ZC b—Zd‘__l4
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a) Propiedad 8: si a una columna de una matriz se le suma la otra columna multi-
plicada por un nimero, el determinante queda multiplicado por ese nimero.

b) Propiedad 5: si multiplicamos cada elemento de una columna por un nimero, el
determinante queda multiplicado por ese nimero.

¢) Propiedad 3: si permutamos las dos columnas, el determinante cambia de signo.

d) Propiedad 7: si una fila es suma de dos, el determinante puede descomponerse
en suma de dos determinantes.

2 Si Z Z ‘ = -5, ¢cudl es el valor de cada uno de estos determinantes?
m p pm ‘Sn—m ’pZm \1 n/m
a)‘nq b)‘qn 3g Dig 2n lmp mq

a) =5, porque el determinante coincide con el de su matriz traspuesta.

pm|_|pq =_mn‘=__ _
b)‘qn Olmnl@ lp g =5=5
5n—m=_‘nm _ ‘mn= ) -

C)‘Sq b 13 3 q p &3 b q 3-(5=-15
P2m= p m _ b q >\ mn‘=_._ _
d)‘q m |32 q nl® mn(z)zpq 2-(-5) =10
e)‘l n/m=i.mmn’=mn‘=_5
mp mq | 3D m P q D q

(D E] determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.
() Sj cambiamos de orden dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo.
) Si multiplicamos una fila 0 una columna por un nimero, el determinante queda

multiplicado por ese nimero.

3 Sustituye los puntos suspensivos por los niimeros adecuados para que se ve-
rifiquen las siguientes igualdades:

3 2 7|7 ‘_43=6_1H ...... ‘
a)‘s 31713 -3 +‘..._3 b5 ol=12 ol*l2 o

3 7|2 7 1 7 —4 5‘_‘6 -1 ‘—10 4‘
“‘)‘5 -3 _‘3 —3‘+‘2 —3‘ b) ‘2 ol 712 ol 2 o

4 Resuelve estas ecuaciones:

1+x 1—-x x—-2 1-2x
a)ll—x 1+x‘_12 b)‘ x a2 ’_0
21)‘1+x 1—x’=12

1-x 1+x
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‘1+x 1-x

_ 2 (1 a2 = 2 _ 2 _ -
1— 1+x’ A+x0*-10-x 1+x°+2x—(1+x-=2x)

=l+x?+2x—1-x*2+2x=4x=12 —> x=3

b)‘x—z 1—22x‘=0
X X
‘X;Z 1;22x‘=_x2-(x—Z)—.x(l—ZX)=X3—23€2—X+2X2=x3_x=
x= 0
=x(x2—1)20/x= 1
\x=—1
5 Calcula el valor de estos determinantes:
18 1 3 4 —6 7 8 0 0 31
a)|17 0 b2 -1 1 |0 -7 3 d|-20 2
16 -1 5 3 -5 1 0 1 3 40
18 1 3 4 -6
D1 7 0[=0 b2 -1 1]=0
1 6 -1 5 3 -5
7 8 0 0 3 1
0|0 =7 3| =-25 d|-2 0 2|=10
1 0 1 3 40
e ¢Qué valor de a anula estos determinantes?
3 4 -5 a—1 1 -1 211 at+l 1 1
a)ll -1 1 b) 0 a+6 3 o|l0 2 2 d) 1 2 a
1 -1 a a-1 2 0 2 3 a? 1 a 2
3 4 -5
a|l -1 1|=-3+5+4-5+3-4a=4—-4a=0 — a=1
1 -1 a
a-—1 1 -1
b)| 0 a+6 3|=3a-D+@-D@+6)-6(a-1)=(@-1DB+a+6-0]=
a-—1 2 0
a= 1
“@-DGr@=0<___ _,
2 1 1 _
|0 2 2| =4a’+4-4-12=4a*>-12=0 — a2=3/“ V3
2 3 aZ \ﬂ=—\/g
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a+1 1 1
dD| 1 2 al=4@+D+a+a-2-a*a+1)-2=
1 a 2
=4a+4+2a-2-a’-a* 2=-a*-a*+6a=-aa*+a-6)=0 —
a=0
/
N 24 u_620 — g —LNI+24 145 _—a= 2

2 2 T—a=-3

o Calcula el valor de los siguientes determinantes:

10 -1 2 1-12 0 123 4 13 2 41
23 2 -2 2 1 3 1 21 2 1 2 21 3
Dl 21| P31 43 991245 Yo 5104
31 5 -3 2 1 7 0 3 41 2 2 8 9 2
10 -1 2 1 -1 2 0
232 2 2 1 3 1| _
Ol PRV 72 2 P 18
315 -3 2 1 7 0
123 4 403 2 -1
21 2 1 _ 2 21 3| _
DNy 2 45|70 Do 510 4|98
3 41 2 7 8 9 =2

8 Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices y comprueba el resultado:

201 1 0 2
a)(f i) b)(; ‘42) c)(O 3 0) 2 o -1
101 0 2 0
a) |A]=1#0 — existe A~
o, —— AdjA) —— (AdjD) ——s ﬁ(Aa}/’(A))Z
1 1 1 -1 1 -3 13\ 4
(5 4) *(—3 4) - (—1 4)_’(—1 4) A
b) |[B]|=10#0 — existe B!
o, —— Adj(B) ——— (Adj (B)) —— |—113|(Adj(B))t

i3 i 3 i 2 V(42
(—2 1)*(2 1)_’(—3 1)"% (—3 1)'3
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0 |Cl=3#0 — existe ¢!

o0, —— Adj(C©) —— (Adj(C)) —— ﬁ(Adj(C))t
3 0 -3 3 0 -3 3 0 -3 L (3 0 3
o 1 0o|l—-|l0 1 0|—=]|0 1 O0O]—=>=-{0 1 o0]=ct
30 6 30 6 30 6 3 \3 0 6
d |D|=-10#0 — existe D!
o, ——— Adj(D) ——— (Adj(D)) — ﬁ(Adj(D))t
2 0 —4 2 0 —4 2 —4 0 2 -4 0
40—2—>—402—>005—>I—0~005=D‘1
0 -5 0 0 5 0 —~4 2 0 -4 2 0
Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales:
12\ (03 -1 5) _
(3 )x=(9 3 wx(7 3)-a »
0 3

1 2
a) Llamamos A4 = ( ) y B= ( ), de manera que tenemos:

2 1 30
A-X=B > X=41-B

Calculamos A~%

|A|=-3#0 — existe A7

o, —— A —— (AdjAD) ——s ﬁ(Adj(A))t
(1 2) (1 —2) (1 —2) 1 (1 —2)
)7\ ) e ) T3\ 1]

Calculamos A™! - B:
= A B O = A R ey
3 \21)\3 o)]TF 3 6/ 41 2

o (2a
La solucion es: X (_1 2)

1 5

1 4) y B=(1 2), de manera que:

b) Llamamos A4 = (:

X-A=B > X-A-A'=B-A!' > X=B-4"!
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|A|=1#0 — existe A~

Calculamos A1

1

o, —— Adj) —— (Adj) —— m(Adj(A))’
(4 4)_}(4 1)_}(4 —5)_}(4 —5)=A_1
5 -1 -5 -1 1 -1 1 -1
Calculamos B - A7%:
4 -5\
a2} _1)—(6 7
La solucion es: X = (6 —7)
10 Estudia el rango de las siguientes matrices:
10-12 ; _11 ;
a)|2 3 1 -2 b)
2 4 21 5 05
1 2 1
1 -1 2
a) El rango es 3 ya que el determinante (2 1 -2| =15=#0.
2 2 1
b) 42 fila = 22 fila — 12 fila
32 fila = 12 fila + 22 fila
1 -1 2
Por tanto: ran 2 13 —mn(l _12)
' 3 0 5 2 13
1 2 1
1 -1
Como‘2 1‘=5¢O—>Elrang0652
11 Resuelve aplicando la regla de Cramer:
3x— y = 2 2x+ y+ z=-2
a)2x+ y+ z= 0 b){ x-2y-3z= 1
3y+2z=-1 -x—- y+ z=-3
3x+ y— z=0 x+y—z+t=1
Ay x+ y+ z=0 @ x—-y —t=2
3x+2y—2z=1 z—-1t=0
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a)3x—y = 2 3 -1 0 2
2x+ y+ z= 0 A'=|2 1 1| 0| > |A|=1=%0
3y + 2z =1 0 3 2 |-
|
A
2 -1 0 3 2 0
o 1 1 2 0 1
-1 2 — 0o -1 2 _
I ) B R K -1 = S
1 1 1 1
3 -1 2
2 1 0
0 -1
=100 A7,
1
Solucion: x=-1, y=-5 z=7
b)2x+ y+ z=-2 2 1 1 -2
x-2y-3z= 1 A=|1 =2 3| 1| > |4|=-1120
-Xx—- y+ z=-3 -1 -1 1 -3
| S
A
-2 1 1 2 =2 1
1 -2 -3 1 1 3
-3 -1 1 -1 - 1 _
B S OO G U b B T B - Y
~11 -11 11 -11
2 1 =2
1 -2 1
-1¢4 3 22
=l - - Ol 4s
-11 11
Solucion: x=-1, y=2, z=-2
A)3x+ y— z=0 3 1 -1
x+ y+ z=0¢ |4]=|1 1 1]|=-6
3x+2y—2z=1 3 2 2
0 1 -1 3 0 -1
la =10 1 1|=2 |4|=|1 0 1|=-4
1 -2 3 1 =2
3 1 0
4 |=[1 1 0]|=2
3 2 1

Por tanto: x=_—1, y=£, »=L
3 3 3
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Dx+y—z+1=1 111111 11 -1
x—y —-1=2; A=|1 -1 Oi—l 2|. Tenemos que |1 -1 O | =-2#0.
z—-1t=0 00 1:-110 00 1
[ —
A
1-¢ 1 -1 1 1-¢t -1
2+t -1 0 1 2+¢ 0
= t 0 1 33—t _3+1¢, _ 0 t 1 _ 1+t _ -1-1¢
-2 -2 2 -2 -2 2
1 1 1-¢
1 -1 2+1¢
0 0 t - -1-
= = ﬁ=t. Soluciones: (u, 1 }”,k,k
-2 -2 2 2
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12 Estudia la compatibilidad de estos sistemas:

S
x— y=06 x+ y— z=-2
a) | 4x+ y=-1 b){ 2x— y—3z=-3
5x +2y=-5 x—-2y—-2z= 0
a) x— y=0 1 -1 6 1
ot y=-1pA=l4 1| -1 COHOO‘4 1’=5¢Oy |4 =0,
Sx+ 2y =-5 5 21| -5
—
A

tenemos que: ran (A) = ran (A") = n®incognitas = 2
El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la

tercera ecuacion:

x—y= 06 } Sumando: 5x =5 — x=1 } Solucion: (1, -5)

dx+y=-1| y=-1l-4dx=-1-4=-5
b)) x+ y— z=-2 1 1,11 =2
26— y-3z=-3¢ A'=|2 -1: -3 | 3|
x—-2y-2z= 0 1 -2 -2 0
L ——
A
1 1
Tenemos que |A]=0 y que ) _1‘=—3¢0 = ran (A) =2
1 1 2
Como (2 -1 3|=-3#0 — ranA)=2#ran(4) =2
1 -2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.
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13 Calcula la inversa de las siguientes matrices:

S 121 210
A=|010 B=|01 3
203 211
1 2 1
|[A|=10 1 0|=120 — Existe A7
2 0 3
o —— Adj) —— Adj (D) —— A—1=ﬁ(fldj(fl))”
30 =2 3 0 -2 3 -6 -1 3 -6 -1
61 -4 - |61 4] - (01 0] = [0 1 0|=4a!
-1 0 1 -10 1 2 4 1 2 4 1
210
|B|=10 1 3|=2#0 — Existe B!
211
0y ——— Adj(B) ——— (AdjB)Y —s B = ﬁ(Adj B)
2 -6 2 2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] »|-12 0] - 1|6 2 6| =113 1 =3|=B"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1

PARA RESOLVER

14 Prueba, sin desarrollar, que estos determinantes son cero:

-8 25 40 5 5 5
a) |2/5 3 -2 b)| a b c
0 27 O b+c a+c a+b

@ a) Hay dos lineas proporcionales. b) Suma la 3¢ fila a la 2.
a) La 12 y la 32 columnas son proporcionales (la 32 es —5 por la 12).

b) Sumamos la 32 fila a la 22

5 5 5 5 5 5
a b c =la+b+c a+b+c a+b+c|=
b+c a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 1
=5a+b+o | 1 1 1 =0 (pues tiene dos filas iguales).
b+c a+c a+b
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15 Prueba que el determinante a) es multiplo de 3 y el b) miiltiplo de 5:

13 2 521
a)|4 7 1 b)|4 7 6
8 25 639
*® a) Suma la 1° y 2¢ columnas a la 3°.
1 3 2 1 3 6 1 3 2
) lAl=14 7 1 & 4 7 12 53 4 7 4| — Esmdltiplo de 3.
8 2 5 8 2 15 ) 8 2 5

(1) Sumamos a la 32 columna las otras dos.

(2) Siuna columna se multiplica por un nimero, el determinante queda multipicado por
ese numero.

521 5 2 1 521
b [Bl=]|4 7 6{< |4 7 6[55|4 7 6] — Esmiliplodes.
6 3 917110 10 15 2 2 3

(3) Sumamos a la 32 fila la 22.

16 ¢Para qué valores de a se anula este determinante?

11 1 2

12 3 8

a-1-1 1

1 -1 1 =2

11 1 2 ; 1 1 1 2

1 2 -3 8 . pylh 1 0 -5 4 -1 5 4
[Al=14 2020 1= 3e1e a+1 0 0 3| -~ |at1 0 3=

1 -1 1 2| 4+ 2 0 2 0 2 20

=—[8a+ 1D -30+06]=-[8a+8-30+0l=-8a-160=0 — a=2

m Estudia el rango de las siguientes matrices segun el valor del parametro que
aparece en ellas:

21 0 2 -1 a
A=|1 1 =2 B=|a 3 4
31 a 3 -1 2
210
|[A|=|1 1 2| =2a-6+4-a=a-2=0 — a=2
31 a
. 21
eSia=2 — Como |4]|=0y 11 =120 — ran(4) =2

eSia+2 — |A|#0 - ranA =3
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2 -1 a
|Bl=|la 3 4|=12-a*’-12-9a+8+2a=-a*-7a+8=0 —
3 -1 2

Lo 72V49+32 _ 72V81 _7:9___—a=-8

- ) 2 2 T——a-=1

_31 §‘=10¢O — ran (B) =22

Observamos que
Por tanto:

eSia=1 > |B|=0 - ran(B) =2
eSia=-8 —> |B|=0 — ranB) =2

eSia#1lya#-8 — |B|#0 — ran(B) =3

18 Estudia y resuelve estos sistemas homogéneos:

I9x+3y+2z=0
3x— y+ z=0
8x+ y+4z=0

x+ y— z=0
a)112x-3y—-22=0 b)
x—2y+ z=0

x+2y—-2z=0
a) x4+ y - >=0 X+ y- z=0 1 1.-1
12— 3y-2z=0 x=2y+ z=0p A=|1 211
xX-2y+ z=0| 126-3y-22=0 12 -3 -2

1 -2
Como |A|=0y ‘_2 L ‘ = -3 #0, entonces, ran (4A) = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 32 ecuacion y pasar la z al 2° miembro:

‘Z 1‘ ‘l Z‘
x+ y= Z} -z =2l =z =z 1 ==l 2z 2z
X=————=—=Z4 y=— = _"= ="=
X—2y=-z =3 3 3 -3 -3 3
Soluciones: (&, &, 7»)
3 3
b) 9x + 3y + 2z=0 9 3 2!
3x— y+ z=0 s 3 -1 13
8x+ y+4z=0 8 1 4
x+2y—-2z=0 1 2 =2
9 3 2
Como |3 -1 1| =-35#0, entonces: ran (A) = 3 = n®incognitas.
8 1 4

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0
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19 Resuelve los siguientes sistemas:

+ =

x+ y+z— 1t=0 i y+z -

@ 2x+ y—z+2t=0 b) _
3x + 2y + t=0 ¥ *i=0
y+z+t=0

a) x+ y+z— t=0
2+ y—z+2t=0
3x + 2y + =0

Observamos que la 32 ecuacion es la suma de las dos primeras, por lo tanto la
eliminamos. El sistema queda:

x+y+z—- =0
2x+y—z+2t=0

Pasamos al segundo miembro dos de las incognitas para resolverlo por Cramer,
teniendo que ser el determinante de la matriz de los coeficientes que quedan en
el primer miembro no nulo:

rry=-—=+ i |A|=‘1 L
2x+y= z-2t 2 1
Aplicamos la regla de Cramer:
—z+1t 1 1 —z+1¢
4.l ‘Z—Zt 1‘__22+3t; |A-V|_‘1 z—Zt‘_sz_ZH

Solucion: x=2A—3U, y=-3A+4U, z=A, =1

b) x+y =0
X +z =0
X +1=0

y+z+1=0

Se trata de un sistema homogéneo.

4] = =320 — ran(A) = 4 = n®de incognitas

O == =
—_0 O =
—_ O = O
—_ = O O

El sistema solo tiene la solucion trivial, x =0, y=0, z=0, t=0.

2x+3y=5
20 Encuentra el valor de a para que este sistema sea compatible: x+2y=1
ax+ y=3
2x+ 3y =5 2 33 5 6 12 3
x+2p=1; A'=|1 21| 1) |A|=6-7a=0 — a=—=; ‘1 2‘=1¢0
ax+ y=3 a 113 7
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Si a=—, ran (A) =ran (A')) — Sistema compatible.

Si a#—, ran (4 #ran (A) — Sistema incompatible.

I[NNI

21 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

x+3y— z=-1

x—y=2 o
a){2 V=0 @ x—y z_ 1
2x+ y+3z= 5

Pt sl D) e (3) e (d)
2x—y=O}A 2 a) * J”C 0

(1 _1)~(x)=(2) S A X=C—o A" A-X=41-CoXx=4"C
2 -1 y 0

Calculamos A~%

|A| =1#0 — Existe 47!

0, —— Adj(d) ——— UdjA) ——— —(adj)y

i R e B i B R BV

x=(50)-(5)-5)

La solucion del sistema es: x=-2, y=—4

b) x+3y—- z=-1 1 3 -1 X -1
x— y— z=-1 A=|1 -1 1|, X=|yp ]| C=[-1
2x+ y+3z= 5 2 1 3 z 5

1 3 -1\ (x -1
1 -1 1|-|y|=|-1] >4 X=C—>41A4-X=4"1-C—
2 1 3 z 5

S X=41-C
Calculamos A~%

|A| =-20#0 — Existe A™!

o, —— Adj) —— (AdjD) ——s ﬁ(Ad]‘(A))t
-2 5 3 -2 -5 3 -2 -10 —4 -2 -10 -4
105 5| >|-105 5]->|-55 0|]—>—-5 5 0]=4"
40 4 40 4 3 5 4 2013 5 4
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L (2 10 Ay ' 2
x=-Lt |5 5 o |a]l=——0
20 \3 5 4 \s)] —20 \_53

La solucion del sistema es: x = l, y=0, z= Z

5 5

22 Estudia vy resuelve los siguientes sistemas:

x+ y+ z= 2

x—y—2z=2 2y _Tz= 0
3¢ + z=3 2x+ 3y =0
a) xX—y—-2z=2 71”7—717—2 2
2x+y+3z=1p A'=|2 13 1
3x + z=3 3 0.1 3
| —
A
2 1
Como [A|=0y 3 O‘ =-3#0, tenemos que ran (A) = 2.
1 -1 2
Ademids, |2 1 1| =0. Luego, ran (A") =2 = ran (A) < n®incognitas.
3 0 3

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la primera ecuacion:

z
2x+y+5Z=1}ZX+J/=1—5Z . 3 3 Hacemos z = 3A

3+ z=3[3x =3-z 75

b)) x+ y+ z= 2 11 1] 2
X-=2y-7z= 0 q=|t 270
y+ z=-1 01 1| -1
2x + 3y =0 2.3 0 0
A
11 1
Como |1 -2 =7| =520y |A|=0,
01 1

tenemos que: ran (A) = ran (A') = n®incognitas = 3
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El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
cuarta ecuacion. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1
0o -2 -7 1 0 -7
-1 1 1 -1 1 _
RPN S T N e B T
5 5 5
1 1 2
1 -2 0
1 -1
JOU U N B B
5 5

Solucion: x=3, y=-2, z=1

23 Discute los siguientes sistemas segin los valores del parametro m:
S

mx+y+ z=4
@ x+ty+ z=m b)

xX—y+mz=2

x+ y+ z=m-1
2x+ y+mz=m
x+my+ z=1

x+ 2y+3z=0
O x+my+ z=0 d)
2x+ 3y + 4z=2

x+my+z=4
x+ 3y+z=5
mx+ y+z=4

A mx+y+ z=4

m 1 1 4
x+y+ z=m  A'=|11 1 1 m
X—y+mz=2 1 -1 m /| 2

—————
A

_ 2 _ /m= 1
Al =m?-1=0=—__,  _ 4

eSi m=1, queda:

A= 1 1 i ik)j] Contradictorias —  Sistema incompatible.
1 -1 112

e Si m=-1, queda:

-1 1 1] 4
A=11 1 1] :|Contradictorias — Sistema incompatible.
1 -1 -1/ 2

eSim#1y m#-1 — ran (A =ran (A) = n?incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.
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b) x+ y+ z=m-1 1 1 1 m—1
2x+ y+mz=m A'=12 1 m m
x+my+ z=1 1 m 1 1
—_— —
A
|Al =-m*+3m—-2=0 — m= 2% 9-8 Bl _—M=]

-2 2 TT—m=2

eSi m=1, queda:

0
1
1

A=

1 11
211
1 11

:| Contradictorias —  El sistema es incompatible.

eSi m=2 queda:

1 1.1 1
A=[2 1:2 2). Las columnas 12, 3* y 42 son iguales.
1 21 1
%/_/
A
1
Como ’ 5 1 ‘ =120 — ran(A) = ran (4A) = 2 < n®incognitas

El sistema es compatible indeterminado.

eSim#z1ly m#2 — ran (A =ran (A") = n?incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.

c) x+ 2y+3z=0 1 2 3]0
x+my+ z=0; A'=(1 m 1|0
2x + 3y + 4z =2 2 3 4|2
—_—
A
|[A|=-2m+2=0 — m=1
eSi m=1, queda:
1 2:31]0 1 1 2 0
A'=|1 1.1 | 0] Como ‘1 =1y [t 1 o] =20
2 3 4|2 2 3 2

entonces: ran (A) =2 # ran (A") = 3. Sistema incompatible.

eSi m#1, queda: ran (A) = ran (A") = n?incognitas = 3. Sistema compatible
determinado.
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d x+my+z=4 1 m 1| 4
x+3y+z=5¢ A'=|1 3 1|5
mx+ y+z=4 m 1 11| 4
%/_/
A
Al =m?—dm+3-0 — m=4i\/126—12=4¢2\/2=4§2<22

e Si m=3, queda:
2 :| Contradictorias —  Sistema incompatible.

4

eSi m=1, queda:

1 1111 4
A'=[1 311 | 5| Lal2yla 3 fila son iguales.
11 114
———
A

11
Ademds ‘ 1 5‘ =2#0. Luego, ran (4A) = ran (A") = 2 < n?incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.
eSim#3y m#l — ran (A =ran (A") = n?incognitas = 3. Sistema com-

patible determinado.

24 Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a:

S

2x— y+ z=0 x+y+ z=0

a)y x+2y-3z=0 b)iax +2z=0

3x—4y—az=0 2x—y+az=0
a) 2x— y+ z=0 2 -1 1
xXx+2y-3z=0; A= 71"7241 —3)
3x—4y—az =0 3 4 -a

Como es homogéneo, sabemos que ran (4A) = ran (A").
|A|=-5a-25=0 — a=-5

-1

eSi a=-5 — Como ’1 )

’ =520 — ran (A =ran(4) =2
El sistema es compatible indeterminado.

eSi a#-5 — Solo tiene la solucion trivial (0, 0, 0).
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b) x+y+ z=0
ax +2z=0, A'=
2x—y+az=0

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (A").

A = a=—
|A|=-a’-a+6=0 — a=1i_12+24=1_12><a_ 2

eSi a=-3 0 a=2 — Como 1‘=2¢O — ran (A) = ran (A") =2

‘ 1
0 2
El sistema es compatible indeterminado.

eSia#x-3y az2 — ran(A) =ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial
(0, 0, 0).
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1o _l) y calcula el rango de las matrices AA’

@ a) Considera la matriz A = ( 21 1

S y A'A.

b) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coe-
ficientes es A’A.

c) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coefi-
cientes es AA’.

1 2
a)A=(; (1)_11) Al=1o0 1)
-1 1
1 2
0 -1 2 1
= = =
A-A (2 1 1) (O 1) (1 6)—)mngo 2
-1 1
t 1 2 10 41 5 2 1
A"-A=10 1) 201 1)° 2 1 1| — rango=2
-1 1 1 1 2

b) Como el rango es 2, seleccionamos el menor
5 2 ‘
=1%#0
Hi
Podemos suprimir la tercera ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

S5x + 2y =-z

La solucién es: x=A, y=-3A, z=A
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¢) Como el rango = 2 = n? de incognitas

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0

31 1 0 2 0
26 Dadas A=|1 -2 0|y B=(1 =2 1|:
S 0 2 0 2 0 1

a)Halla 41 y B
b) Halla la matriz inversa de A - B.

c) Comprueba que (AB)'=B1- 4.

a) |A] =2#0 — Existe 47!

ty ——— AW ——— @@ —— o Adi )
0 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2 2
(—2 0 —6)—>(2 0 6)—>(o 0 1)—>l~(o 0 1|=a
2 -1 s 2 1 s 2 6 5 2 6 5

|B| =2#0 — Existe B~
1

o, —— Adj(B) ——— (Adj(B) —— W(Adj(B))f
2 -1 4 2 1 4 2 2 2 L (222
2 0 4| >|=20 4]|>|1 0 0]—>—=:-|1 0 0]=B"
2 0 2 2 0 =2 4 4 2 2 \4 4 22
3 -8 2
bA-B=|-2 6 2|, |A-B| =4#0 — Existe (4-B)!
2 4 2
o, —— AdjUB) ——— (AdjUB) |AlB| (Adj (AB)Y'
4 0 4 4 0 -4 4 8 4 1 4 8 4
8 2 4| 518 2 4| 5|0 2 2]l>=-[0 2 2|=AB"!
4 -2 2 4 2 2 -4 -4 2 -4 -4 2

L (22 2y (0 2 2
C)B‘l-A‘1=E- 1 0 0|10 0 1|=4 B!

4 4 =2/ \2 6 5
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1 10
27 Dada A=|-1 1 2|, determina la matriz B que verifica B—1I = A'A™.
S 1 0 1
1 1 O 1 -1 1
A=|-1 1 2| A'={1 1 0
1 0 1 0 1

Calculamos A~
|A| =4#0 — Existe A7}
1

o —— Adj) —— (Adj (D)) —— m(Adj(A))’
1 -3 -1 1 3 -1 1 -1 2 11—12

1 1 1] =|-11 1] =31 =2—=>=:[3 1 —=2|=4a"
2 2 2 2 -2 2 -1 1 2 -1 1 2

Calculamos A’ - AL

AR U - A T
Al-Aat==-11 1 0|3 1 2|==-|4 0 0
4 o 2 1/ \a1 1 2) 4 \s 3 2

|B| =A"- A7+ 1

1 -3 -1 6 1 0 O 1 1 -1 6
b [T (1)

5 3 =2 0 0 1 5 3 2

28 Discute el siguiente sistema y resuélvelo, si es posible, en el caso a = 4:

S
x—y = a
x + alz=2a+1
x—y+a(a-—1)z=2a

xX—y = a
x4+ a’z = 2a + 1
x—y+ala— Dz =2a

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

1 -1 0
1 0 a?
1 -1 ata-1

A=

|A] =ata-1) — |A| =0 - a=0, a=1
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e Sia#0y a#l, ran(A) =3 =ran(A4A).

El sistema es compatible determinado. Son solucion:

a -1 0
|4 ={2a+1 0 a? =a-(a*-a-1)
2a -1 aCa-1
1 a 0
|4, = |1 2a+1 a? =—a
1 2a ala—1)
1 -1 a
4| =|1 0 2a+1|=a
1 -1 2a
. _at-a-1 -1 1
La solucion es: x = , V= , Z=
a-—1 a-—1 a-—1
1 -1 O
e Sia=0 > A=(1 0 0| - ran(4) =2
1 -1 O
1 -1 0 O
A=11 0 0 1| - ranA)=2
1 -1 0 O

El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones:

x—-y=0
X =1

Solucion: x=1, y=1, z=

A

1 -1 O
e Sia=1—> A=|1 O 1)—>mn(A)=2
1 -1 O
1 -1 0 1
A=(1 0 1 3)—>mn(A’)=3
1 -1 0 2

El sistema es incompatible.

e Si a =4, setrata de un sistema compatible determinado, resuelto en el primer ca-
S0, con solucion:

-1

—

X —, y= z=

L
3

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



29 Sea A=
S

01 3
x 1 1

xlO)

a) Halla los valores de x para que los que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A™! para x = 2.

a) Existe 47! solo cuando |A|# 0.

x 1 0
01 3
x 1 1

|A|= =x#0 si x#0

Luego, existe A~ para todo x # 0.

b)Para x =2, tenemos que |A|=2#0, luego existe A~ en este caso. La cal-
culamos:
1

oy ——— Adj() ——— (Adj) —— m(Adj(A))"

-2 -6 =2 -2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] =|-1 2 0] =6 2 -6|->13 1 =3|=4"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1
@ Dadas las matrices:
5 2 0 1 3 1 1 2 9 3
A=(1 -1 5) B=_01; C=(3 4) D=(—s 17)
halla la matriz X que verifica AB+ CX = D.
AB+CX=D — CX=D-AB — X=C!1 - (D-4B)
e Calculamos C7'(|C|=-2#0 — existe C7):
0, —— Adj(C) —— (Adj([C) —s ﬁ(Ad/(C»’

_)(4 —2) _)(—2 1 )=c—1

(2 ?) - (—42 _13) 31 32 ~1/2

e Calculamos A - B:

20 1y (2} 7 0
A'B=(1 -1 5)'_01;=(—2 10)

e Por tanto:
S P B (g I Y v R g R iy

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



31 Halla X tal que 34X = B, siendo:

S 10 2 102
A=(0 1 1 B=|101
101 111

34X =B — X=%A‘1~B

Calculamos A7' (|A]=-1#0 — existe A™):

0, —— AdjAD) ——— (AdjD) —— |IlT|(Adj(A))’

1 -1 -1 1 1 -1 1 0 -2 10 2
0 -1 0|l (0 -1 0f =1 -1 -1] = |-1 1 1]=41
21 1 2 -1 1 10 1 1 0 -1
Por tanto:
10 2\ {1 0 2 12 0\ (1/323 0
O 10 1|=2Lf{1 1 0|=(1/313 o
1 0 -1/ \1 11/ 3\ -11 0 -1/3 1/3

32 Resuelve la ecuacion 4 X B = C siendo:
3 2) 2 3)

A=(4 3 1 2

o

fi )

11

& Multiplica C por A~! por la izquierday por B~ por la derecha.
AXB=C — A1 A-X-B-B'=4A1-C B! - X=41-C B!

Calculamos A™'' y B (|JA|=1y |B|=1 — existen 47! y B™):

0, ——— AdjD) ——— (AdjD) —— ﬁ(Adj(A))t
B3-0B3) G353
o0, —— AjB —— (AdB) —s ﬁ(Adj(B))t
52 =535 -85 =(575)-5

Por tanto:
xeatecost=(5 7)) (5 TG A0 TG
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33 Dada A=(2 3 1 1).

12 23

& Multiplica dos veces por A™, una vez por la izquierda y otra por la derecha.

), halla una matriz X talque 4 XA = (

Calculamos A7' (JA|=1#0 — existe A™):

o, ——— Adj D) ——— UdW) —— ﬁ(Adf )
R B B

Por tanto:
axa=(y 5) o xmar(y -5 5) 654D

-5 3G -0

34 Determina si las siguientes ecuaciones tienen solucion y hallala si es posi-

S ble:
-1 1 2 2 -1 0 2 -1 0 -1 1 2
a3 0 -1|x=|0 1 =2 b|0 1 2|X=|3 0 -1
1 2 3 3 0 -1 3 0 -1 1 2 3
-11 2 2 -1 0
3 0-1|lx=(0 1 =2
1 2 3 3 0 -1
— ——
A B

Como |A]=0, no existe A7!. La ecuacién no tiene solucion.

2 -1 0 -1 1 2

mlo 1 =2|x=|3 0 <1

3 0 -1 1 2 3

S R
A B

Como |A]=4#0, existe A7! y la ecuacion tiene solucion.

A X=B — A1 -4-X=41"B — X=A4"1-B Hallamos A7

o, —— Adj) —— (AdjD) ——s ﬁ(Adj(A))t
16 -3 1 -6 -3 11 2 -1 -1 2
(1 -2 5) - (—1 -2 —5) - (—6 -2 4) —>l(—6 -2 4| =4
2 4 2 2 4 2 3 -3 2 -3 -3 2
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Luego:

-1 -1 2 -1 1 2 1 0 3 5
X=%—6—24'30—1=Z422
-3 3 2 1 2 3 -4 1 3
Por tanto:
1 0 3 5 0 3/4 5/4
X=Z 4 2 21=|1 1/2 1/2
-4 1 3 -1 1/4 3/4

35 Resuelve la ecuacion:

2 0 5\ /x -3 4
11 =2||y|+|[1]=[=1
-11 1 z 2 1

@ Como AX+B=C — X=A"1(C-B).

2 0 5 X 7
1 1 =2|-[y|=]|-2] Calculamos A7' (|A|=16#0 — existe 4™):
11 1) \2) 4
S — — —_——
A . X = B
0, —— AdjAD —— (Adj D) —— |jT|(Adj(A))f
3 -1 2 3 1 2 3 5 -5 3 5 -5
57 2] 55 7 2 5|17 9l 5 L1 7 9f=u
5 -9 2 5 9 2 2 2 2 161, 2 2
Por tanto:
3 5 5\ (7 16 1
A-X=B — X=A-1~B=i6 1 7 9| [ =L6 “16| =41
10640 2 2) \aa) 10146 1

1
—1); esdecirr x=1, y=-1, z=1
1

X
Luego, |y | =
z

@ Resuelve la ecuacion:

11 2 2 00 110
X(346)—(112)=(010)

4 2 9 2 01 01 2
1 1 2 2 0 0 1 10

Sea A=|3 4 6], B=|1 1 2|y C=|0 1 0] Entonces:
4 2 9 2 1 0 1 2
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X-A-B=C - X A=C+B > X-A-A1=(C+B) 4! >
— X=(C+B) A1

110 2 00 310
C+B=|0 1 o)+(1 1 2):(1 2 2)
01 2 2 0 1 213
11 2
A=|3 4 6)—>|A|=1¢0—>ExisteA‘1
4 29

Calculamos A7

oy —— Adj(H) —— (Adj) —— |ET|(Ad/ @)
24 3 -10 24 -3 -10 24 -5 =2 24 -5 -2
501 2|51 2|31 0)]>(-3 1 0|=4"
2 0 1 2 0 1 -10 2 1 -10 2 1
Por tanto:
310 24 =5 =2 69 -14 -6
x=|1 22|31 0f={=2 1 0
2 1 3/ \-10 2 1 15 -3 -1

37 ¢Existe algiin valor de a para el cual este sistema tenga infinitas soluciones?

3x—2y—3z= 2
2x+ ay—5z=—4
x+ y+2z= 2

a)3x—2y-3z= 2 3 2 3| 2
2x+ay—-5z=—4; A'=|2 a -5 | 4
X+ y+2z= 12 1 1 2 2

%/—J
A

|A|=9a+27=0 — a=-3

*Si a=-3, queda:

3 2,3 2
A=|2 315 4)
1 1 2 2
3 2 2
Como ’3 B ‘=—5 y |2 -3 —4| = 20, entonces:
23 11 2

ran (A) = 2 #ran (A’) =3 — Elsistema es incompatible.
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eSia=-3 — ran(A) =ran(A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, no existe ningtin valor de a para el que el sistema tenga infinitas so-
luciones.
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38 Prueba, sin desarrollar el determinante, que:

x x+1 x+2
x x+3 x+4
X x+5 x+6

=0

@ Resta la primera fila a la segunda y a la tercera.

x x+1 x+2 12 X x+1 x+2
X Xx+3 x+4 = 22-12 0 2 2 =0,
X x+5 x+6 3 -1 0 4 4
pues las dos ultimas filas son proporcionales.
@ Calcula:
1 2 3 4 1m0 O
1+a 2+a 3+a 4+a 01 mO
a) a a a a b) 00 1 m
5 6 7 8 00 01
a) 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
l+a 2+a 3+a 4+a _ 1 2 3 4 L|a a a a - 0+0=0
a a a a M |la a a a a a a al| @
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Hay dos filas iguales en cada uno de los determinantes.

b)

o o = 3

0
m
1
0

OO O =
-~ I oo

pues es el determinante de una matriz diagonal y los elementos de la diagonal

son 1.
a a a
40 Obtén en funcion de a, b, ¢ el valorde: |a+ b a a
a a+c a

@ Resta la tercera columna a las dos primeras.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



a a a 2 = 3¢ 0 —C 0 0 —¢
a+b a a|= 2:-3 b - 0 =a’ =abc
. b —c
a a+c a 3* a a+c a
111
41 Sabiendo que |a b c | =5, calcula:
Xy z
1 1 1 ab c
a)|la+t+7b+7 c+7 b)|lxy =z
x/2 y/2 =z/2 111
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a) a+7b+7c+7g> a b c |+ 7 7 7 e
x/2  y/2  z/2 x/2 y/2 z/2 x/2 y/2 z/2
1 1 1 1 1
=—|a b c|+0=—= 5= =l
2 2 2
Xy z
(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.
(2) Sacamos % factor comuin de la 32 fila. El 22 determinante es 0, pues las dos
primeras filas son proporcionales.
a b c a b c 1 11
b)[x y Z(=1)_1 1 1(=Da b c|=5
1 11 x )y z Xy z

42

(1) Cuando cambiamos de orden dos filas consecutivas, el determinante cambia
de signo.

Calcula los valores de a para los cuales el rango de A es menor que 3:

1 0 -1
a3
1 —a

¢Puede ser ran(4) =1 pa-
ra algin valor de a?

|

-1
3

—a

0
a
1

|

El rango de A es menor que 3si |A| = 0.

|A] = -(a-D(a-3)
|A| =0 si a=1 0 a=3

Portanto: si a=1 o a=3 — ran(4) <3

Unidad 3.
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e El ran (A) no puede ser 1, porque si nos fijamos en el menor:
‘ 0 3
4

a4l —12 # 0, independientemente del valor de a.

CUESTIONES TEORICAS

43

44

45

46

47

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro
ecuaciones y tres incognitas es igual a 3. ;Qué puedes decir de su solucion?

Al ser el sistema homogéneo con 3 incognitas, tenemos que ran (A) = ran (A) =
= n?incognitas = 3. El sistema serfa compatible determinado. Por tanto, tendria co-
mo solucion Gnica la solucion trivial (0, 0, 0).

En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incégnitas, el determi-
nante de la matriz de coeficientes es igual a 0.

a) ¢Puede ser compatible?
b) ¢Puede tener soluciéon anica?

c) ¢Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si ran (A) = ran (A") < n? incognitas.

b) No, pues al ser ran (A) < n® incognitas, el sistema no puede ser compatible de-
terminado.

©) Si, si es compatible, pasando al 22 miembro las incégnitas que sea necesario.

¢Qué condicion debe cumplir una matriz cuadrada para tener inversa?

La condicién necesaria y suficiente para que una matriz, A, cuadrada tenga inver-
sa es que su determinante sea distinto de cero, es decir, |A|# 0.

Sean A y B inversas unade otra. Si |A| = 4, ;cudnto vale |B|?
Si A y B son inversas una de otra, entonces A - B =1 Asi:

_1 =

1
A-B|=|4| - |B|=|I|]=1 — |B|= -
48] = |4] - |B] = |1] 1B1= a7 =

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas es igual a 1.

¢Qué rango, como maximo, puede tener la matriz ampliada?

Como maximo, la matriz ampliada podra tener rango 2.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



a?—

48 ;Existe algiin valor de a para el cual la matriz ( 4 2) no tenga inversa?

1

’a a* -2

. ’ =a’>—a?+2=2#0 para cualquier valor de a.
a

Por tanto, no existe ningtn valor de a para el que la matriz dada no tenga inversa.

PARA PROFUNDIZAR

49 a) ;Para qué valor de a este sistema es compatible determinado?

x—2y =1
y+ z= a
x -3z=-1
y—z= 2

b) ¢Puede ser compatible indeterminado?

X =2y = 1| x-2y =1 1 -2 0| 1
a) y+ z=a | x -3z=-1 A= 1 0 —33 -1
X —3z=-1 y—- z=-2 0 1 -1 2
y— z= 2 y+ z= 2 0 1 1 a
—_—
A
1 -2 0
1 0 3|=120 — ran (4 =3 = n?incognitas
0o 1 -1
FILAS
1 -2 0 1 12 1 -2 0 1
I I RO I o 02 32| |23 72 .
[AT=10 1 21 2|~ % 01 -1 2|11 2}]=a-14=0
01 1 a 42 01 1 a 1 1 a
- a=14
Por tanto {' Si a=14 — ran (A = ran (A") =3 — Compatible determinacdo
"|eSiaz14 — ran(A) =3 #ran (A') =4 — Incompatible

b) No, por lo que hemos visto en el apartado anterior.

50 cCalcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado:

3 x x x

x 3 x
x x 3
X X X

W R R

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes



3 X X X 3+3x X Xx X 1 x x x 7
X 3 x X 3+3x 3 Xx X 1 3 x x 28 _ 12
X x 3 x|®|3+3x x 3 «x 5)(5+3X) 1 x 3 x| 3-1
X x x 3 3+43x x x 3 1 x x 3 = e
1 x X X
03-x 0 0 3-x 0 0
(3 + 3x) 0 0 3 _x 0 g)(3+3‘X‘) 0 3-Xx 0 =
0 0 0 3-x 0 0 3-x

=B3+30) B-x03=31+x (x-3)3
(1) Sumamos a la 12 columna las demas.
(2) Sacamos (3 + 3x) factor comun, de la 12 columna.

(3) Desarrollamos por la 12 columna.

51 Discute los siguientes sistemas segin los valores de los parametros que con-

tienen:
x-3y+z=a x—y+ z=2
a4 x —-z=b b) | 2x+3y— 2z=-8
x +z=c 4x+ y+az=>b

A x-3y+z=a 13 1| a
X -z=b A'=|1 0 -1/ b
X +z=cC 1 0 1 c

— 2
A

|[A]=6#0 — ran (A =ran (A") = n®incognitas — El sistema es compati-
ble determinado para cualquier valor de a, b y c.

A x— y+ z= 2 1 -1 1 2
20+3y—22=-81 A'=|2 3 =2 | =8| |A|=5a=0 — a=0
4x+ y+az=>b 4 1 a b
\_N—J
eSi a=0, queda:
1 -1 1 2 1 -1 1 -1 2
A=|2 312 —8;‘2 5‘=5¢0; 2 3 8|=5b+20=0 — b=—4
41 0| b 4 1 b
| S
A

eSia=0y b=—4 — ran (A) = ran (A") = 2 < n?incognitas. El sistema es
compatible indeterminado.

eSia=0y bx—4 — ran (A =2 # ran (A) = 3. El sistema es incompatible.

°Si az0 — ran (A =ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema es compati-
ble determinado, cualquiera que sea el valor de b.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Problema 1

B Para representar y— x < 2, representa la recta y— x = 2. Después, para deci-
dir a cual de los dos semiplanos corresponde la inecuacion, toma un punto
cualquiera exterior a la recta y comprueba si sus coordenadas verifican o no la
desigualdad.

Analogamente, representa:

x+5y>10 x+2y<16 2x +y<20

y-—x<2 x+ 5210
1
—— ~— 11—
1 —
T \\\
\\\
x+2y<16 E2x+ <20
1 2
Pagina 105 <.
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& ¢
Problema 2 L\ /L7
B Representa el recinto formado por las
siguientes condiciones:
X L <t
y—x<2; x+5y>10; =g S
— 7
x+2y<16; 2x+y <20 1 R
\\\
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Problema 3

B Un comerciante acude al mercado a comprar naranjas. Dispone de 500 € y en
su furgoneta caben 700 kg.

En el mercado bay naranjas de tipo A a 0,5 € y de tipo B a 0,8 €. Fl las podrd
vender a 0,58 € las de tipo A y a 0,9 € las de tipo B, y se cuestiona cudntos ki-
logramos de cada tipo deberia comprar para conseguir que los beneficios
sean lo mds altos posible.

a) Si se gasta todo el dinero en naranjas de tipo B, ;cuantos kilos le caben ain
en su furgoneta?

b) Si llena la furgoneta con naranjas de tipo A, ¢cuanto dinero le sobra? ;Cual
sera el beneficio?

c) ¢Cudl sera el beneficio si compra 400 kg de naranjas de tipo A y 300 kg de
tipo B?

a) 500 : 0,8 = 625 kg de naranjas de tipo B puede comprar.
700 — 625 = 75 kg le caben atn en su furgoneta.

b) 700 - 0,5 = 350 € se gasta.
500 — 350 = 150 € le sobran.
Beneficio = 700 - (0,58 — 0,5) = 56 €

¢) 400 - (0,58 = 0,5) + 300(0,9 — 0,8) = 62 € de beneficio.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Minimiza la funciéon f(x, y) = 2x + 8y sometida a las siguientes restriccio-
nes:

x20, y=20
2x +4y > 8
2x-5y<0
-x+5y<5

e Representamos las rectas:

2x+4y =8 — x+2y=4
2x=5y=0
—-x+5y=5

y hallamos la regién que cumple las condiciones del problema, teniendo en
cuenta que x=20 e py=0.

Unidad 4. Programacién lineal



e Representamos la direccion de las rectas z = 2x + 8y, dibujando la que pasa por
el origen de coordenadas: 2x+8y=0 — x+4y=0

A 9}
Sl o
g gt
N N N I - Ll ane=D | e | |
21N Ix P =
1 — —T
~—T | 7
~{ T
P ™ 4 5
T 7 ™
N T B
T NN
T—

e El minimo se alcanza en el punto de interseccion de las rectas:

.20
X+ 2y =4 9 Punto (ﬁ ﬁ)
2x—5y =0 8 9’9
Y
¢ El minimo vale f(&, §)=M
9°9 9

Maximiza y minimiza la funciéon p = x + 2y —3 con las siguientes restriccio-
nes:

2x-3y20

50<9

3x <2

* Representamos las rectas:

2x=3y=0
5y=9
3x =2

y hallamos la region que cumple las condiciones del problema.

e Representamos la direccion de las rectas p = x + 2y — 3, dibujando la recta
x+2y-3=0:

La restriccion 5y £ 9 es superflua. La region
seria la misma sin ella.

=
Il
W

Yo
A

~ e El maximo se alcanza en el punto de inter-
seccion de las rectas:

A
<
N

/}, 2x=3y=0| x=
2
3 Y=

[N

X =

Elméximoesp(%,% =%+§_3=_

e No hay minimo.
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3 Maximiza la funcion z = 3x + 4y sujeta a las siguientes restricciones:

2x + 3y 2> 36
2x + 2y 228
8x + 2y =32
x+y20

¢ Representamos las rectas:

2x + 3y =36
2x+2y=28 —> «x+y=14
8x +2y=32 — 4x+yp=10
x+ y=0

y obtenemos la region que cumple las condiciones del problema.

e Representamos la direccion de las rectas z = 3x + 4y, dibujando la recta 3x + 4y = 0:

\ La restriccion x + y > 0 es superflua.
\ La region seria la misma sin ella.
2 \\ ) W IS
+XJ \ e No hay maximo. La funcion 3x + 4y
e/
N se puede hacer tan grande como se
quiera en el recinto propuesto.
Y
LI
~N
I - el
\E
x x x N
NN \ 1 A
Y \ 2
¥ A 1 \o
U'N 1
N\

4  En laregion determinada por 3x +y>5, x—y<0, x>0 e y>0, hallael

punto en que la funcion f(x, y) = 2x + 4y alcanza su valor minimo. ;Puede
alcanzar su maximo en esa region?

e Representamos las rectas:

3x+ y=5
{ x—2y=0
2
y hallamos la region que cumple las x
condiciones del problema, teniendo en ‘.}
cuenta que x=20 ¢ y=0. \ e
e Representamos la direccion de las rectas X ’
z = 2x + 4y, dibujando la que pasa por 1
el origen de coordenadas: EN
2+4y=0 - x+2y=0 AN
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¢ El minimo se alcanza en el punto de interseccion de las rectas.

3+ y=5} X =
x—2y=0
-V y=

e No hay maximo. La funcion
en el recinto propuesto.

—_

3
T 7

2x + 4y se puede hacer tan grande como se quiera

Punto (

[
~|=

2x+y 220

Calcula los puntos del recinto | 2x —y < 20 que hacen minima o maxima la

0<y<20

funcion z =2x +y. ¢Cuantas soluciones hay?

2x+y =20

e Representamos las rectas

y obtenemos la region que cumple las restriccio-

nes dadas.

e Representamos la  direccion de las rectas <
z = 2x +y, dibujando la recta 2x+y=0. Esta

recta es paralela a 2x + y =
uno de los lados del recinto:

e Hay infinitos puntos que hacen minima la fun-
cion: todos los que estin sobre el segmento de
recta y =20 —2x con 0 <x<10. \ / \

¢ El maximo se alcanza en el punto de intersec- x

cion de las rectas:

20—y =20 [ x=20
y=20) y=20

restricciones?

3x+4y—-1320
2x-3y-3<0
5x—y—27<0

e Representamos las rectas:

} Punto (20, 20) o

2x -y =20

y =20
y=0

Hs

NP D
<

20, que determina

S

Clx

¢Es posible maximizar y minimizar la funciéon z = x + y + 1 sujeta a estas

3x+4y—-13=0

2x=3y—- 3=0
Sx— y-27=0

y obtenemos el recinto que cumple las restricciones del problema.
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® Representamos la direccion de las rectas T
z=x+y+1,
. I N Il p
dibujando la recta x +y + 1= 0. 2N 105
X %‘ I y
R -
e No existe maximo ni minimo. N P
o - ]
1
L‘
Wi
L
o) \\
AN I N
4 N
s |
I

Las rectas 2x +y=18,2x+3y =26 y x + y = 16 se cortan dos a dos en tres
puntos que son los vértices de un triangulo 7. Sea § la interseccion
del triangulo T con el primer cuadrante. Halla el maximo de la funcién
z=5x+3y cuando x e y varianen S.

e Representamos las rectas:

2x+ y=18

2x+ 3y =26

x+ p=16
y obtenemos el tridngulo 7, vy la re- \
gion . N\ B

e Representamos la direccion de las rectas \\ #

z =5x+ 3y, dibujando la recta: \UERN S
\ ™ a

Sx+ 3 =0 \L
\\

e El maximo se alcanza en el punto de N N
corte de x+y =16 con el eje X; es 2. “HEh
decir, en el punto (16, 0). A\ 5 x N

e El maximo vale z=5-16+3 -0 =80 A\ S

Dibuja el recinto que cumple estas restricciones:

x20
y—x+120
y—4<0
y+2x-5<0

a) Localiza los puntos de este recinto en los que la funcion objetivo
F(x, y) = x + y se hace maxima y minima, respectivamente.

b) Sobre el mismo recinto, haz maxima y minima la funcion
G(x,y) =5x+y.

Unidad 4. Programacién lineal



e Representamos las rectas: \ =0

x=0 %
y— x+1=0 3
Y -4=0 \
y+2x-5=0 y=4
\
\

y obtenemos el recinto que cumple las
condiciones del problema.

R

o \ 5
e Representamos la direccion de las rectas \ &
z =x + 1y, dibujando la recta x + y = 0. \ -
5 a
e Representamos la direccion de las rectas \ -
z =5x +y, dibujando la recta 5x + y = 0. \\\\‘ N

a) e F(x, ) alcanza el maximo en el punto de interseccion de las rectas:

1
y+2x—5_= } Y Punto (%, 4)
y - y:4

e F(x, ) alcanza el minimo en el punto de corte con el eje YV de la recta
y—x+1=0, es decir, en el punto (0, —1).
b) e G(x, y) alcanza el maximo en el punto de corte de las rectas:

Y- x+1=0} x=2

Punto (2, 1)
y+2x-5=0] p=1

El maximo vale G2, 1)=5-2+1=11
e G(x, ») alcanza el minimo en el punto (0, —1).

El minimo vale G(0, -1) = —1.

9 Considera el triangulo de vértices (0, 0), (2, 8) y (10, 3). Determina razo-
S nadamente:

a) El punto del tridngulo donde la funcion f(x, y) = —4x + y + 9 alcanza el
maximo.

b) El punto del tridngulo donde la funciéon f(x, y) = 4x + y + 12 alcanza el
maximo.

Sabemos que el maximo se alcanza en algin vértice (o en un lado). Calculamos el
valor de la funcion dada en cada uno de los vértices:

a) flx, ) =-4x+y+9

(0, 0) =9 Hay infinitos puntos que hacen midxima la funcién:
f(2,8 =9 todos los puntos del lado que une los vértices (0, 0)
Jao, 3) = -28 y (2, 8.

Unidad 4. Programacién lineal



b) flx, p) = 4x + y + 12

S0, 0) =12
f(2,8) =28 La funcion alcanza el maximo en el punto (10, 3).
J(10, 3) =55

PARA RESOLVER

10  Un estudiante reparte propaganda publicitaria en su tiempo libre. La empre-
sa A le paga 0,05 € por impreso repartido y la empresa B, con folletos mas
grandes, le paga 0,07 € por impreso. El estudiante lleva dos bolsas: una para
los impresos de tipo A, en la que le caben 120, y otra para los de tipo B, en
la que caben 100. Ha calculado que cada dia puede repartir 150 impresos co-
mo maximo.

¢Cuantos impresos habra de repartir de cada clase para que su beneficio dia-
rio sea maximo?

e Llamamos x al n? de impresos de tipo A e y al n® de impresos de tipo B.

e [as restricciones son:
0<x<120
0<y<100
x+y <150

e La funcién que nos da el beneficio es f(x, ») = 0,05x + 0,07y. Tenemos que ma-
ximizar f(x, »), sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el recinto de restricciones y la recta N [x= =112
0,05x + 0,07y =0 — Sx+7y=0, que nos da la N
direccion de las rectas z = 0,05x + 0,07y. \\
0] 1\ =100
e El miximo se alcanza en el punto de intersec- 0 \\
cion de las rectas: 1 \\\
No A N
x+y=150}x=50 Y N[ 70
=100 =100 40 60 80100 | - X
y y L NC
25N \\
Por tanto, habra de repartir 50 impresos de tipo A SN 0N
. .. P N
y 100 de tipo B. El beneficio sera de: N

(50, 100) = 0,05 - 50 + 0,07 - 100 = 9,5 €

m Una industria vinicola produce vino y vinagre. El doble de la produccion de
vino es siempre menor o igual que la produccion de vinagre mas cuatro uni-
dades. Ademas, el triple de la produccion de vinagre mas cuatro veces la
produccion de vino es siempre menor o igual que 18 unidades.

Halla el nimero de unidades de cada producto que se deben producir para
alcanzar un beneficio maximo, sabiendo que cada unidad de vino deja un
beneficio de 8 € y cada unidad de vinagre 2 €.
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e Llamamos x a las unidades de vino e y a las de vinagre. Las restricciones son:
x20;,y20
2x <y +4
3+ 4x <18

e La funcién que nos da el beneficio es f(x, ») = 8x + 2). Tenemos que maximizar
S(x, »), sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el recinto de restricciones y la N 1
recta 8x+2y=0 — 4x+y=0, que nos da la N il
direccion de las rectas z = 8x + 2y. \\ v

\ [\
e El maximo se alcanza en el punto de intersec- \\ N\
cion de las rectas: :
1 N\
N
2x=ypy+4 | x=3 N
3y + 4x = 18 y=2 \ 2
% AN
Por tanto, hay que producir 3 unidades de vino y j N
2 de vinagre. /1 \e K
81 /1L
3 AN
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12 Un autobis Madrid-Paris ofrece plazas para fumadores al precio de 100 € y
a no fumadores al precio de 60 €.

Al no fumador se le deja llevar 50 kg de peso y al fumador 20 kg.

Si el autobus tiene 90 plazas y admite un equipaje de hasta 3 000 kg, ¢cual de-
beria ser la oferta de la compaiiia si se quiere obtener el maximo beneficio?

e Llamamos x al n? de plazas para fumadores e y al n® de plazas para no fuma-
dores.

e Las restricciones del problema son:
x20;y20
x+ <90
20x+ 50y <3000 — 2x+ 5y <300
e Tenemos que maximizar la funcion:

S(x, » = 100x + 60y, sujeta a las restricciones

anteriores. 1
¢ Representamos el recinto de restricciones y la recta T80 z >
100x + 60y =0 — Sx+3y=0, que nos da la o o
direccion de las rectas z = 100x + 60y: \ L 3
S\ 0 o
e El maximo se alcanza en el punto (90, 0). kd NS o
S 0
< ‘\}
Por tanto, deben ofrecer 90 plazas para fumadores N\
y ninguna para no fumadores, para obtener el ma- 0140l 60l8
ximo beneficio. \
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@ Una persona quiere invertir 100 000 € en dos tipos de acciones, A y B. Las

14

de tipo A tienen mas riesgo, pero producen un beneficio del 10%. Las de ti-
po B son mas seguras, pero producen solo el 7% nominal.

Decide invertir como maximo 60 000 € en la compra de acciones A vy, por lo
menos, 20 000 € en la compra de acciones B. Ademas, quiere que lo inverti-
do en A sea, por lo menos, igual a lo invertido en B.

¢Como debe invertir los 100 000 € para que el beneficio anual sea maximo?

e Llamamos x al dinero invertido en acciones de tipo A (en decenas de miles de eu-
ros) e y al dinero invertido en acciones de tipo B (en decenas de miles de euros).

e Las restricciones del problema son:

x+y<10
0<x<6
y22
X2y

e La funcion que nos da el beneficio anual es: f(x, ») = 0,1x + 0,07y. Tenemos que
maximizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el recinto de restricciones, y la recta x|= x[=6
01x+0,07y=0 — 10x+7y=0, que nos da la
direccion de las rectas z = 0,1x + 0,07y. A

2

e El maximo se alcanza en el punto de intersec-
cion de las rectas:

x+y=10{ x=6

x=06 y=4

N1

Por tanto, debe invertir 60 000 € en acciones de ti- N\
po A y 40000 € en acciones de tipo B. \

Un comerciante acude a cierto mercado a comprar naranjas con 500 €. Le
ofrecen dos tipos de naranjas: las de tipo A a 0,5 € el kg y las de tipo B a
0,8 € el kg.

Sabemos que solo dispone en su furgoneta de espacio para transportar
700 kg de naranjas como maximo y que piensa vender el kilo de naranjas de
tipo A a 0,58 € y el de tipo Ba 0,9 €.

¢Cuantos kilogramos de naranjas de cada tipo debera comprar para obtener

beneficio maximo?

e Llamamos x a los kg de naranjas del tipo A4 e y a los kg de naranjas del tipo B.

e Las restricciones del problema son:
x20;,y20
x+ y <700
0,5x+ 0,8y <500 — 5x+ 8y <5000
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e La funcién que nos da el beneficio es f(x, ) = 0,08 + 0,1y. Tenemos que maxi-
mizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

N

e Representamos el recinto de restriccio- "800
N \
nes, y la recta 0,08x + 0,1y =0 — /N
— 8x+10y=0 — 4x+5y=0, que 50\:\\
nos da la direccion de las rectas \\\
z=10,08x + 0,1y. o0 AN
. AN
e El maximo se alcanza en el punto de 1 AURNZN
interseccion de las rectas: N N TN
N\ AN <
\ \ ~
x+ py= 700 [ x=200 " A -
50+ 8y = 5000 | y =500 N T T
RN 4N
. N N
Por tanto, deberd comprar 200 kg de na- 2 = \\
ranjas del tipo A y 500 kg del tipo B. NC NG

15 Un sastre tiene 80 m? de tela de algodon y 120 m? de tela de lana.

Un traje de caballero requiere 1 m? de algodon y 3 m? de lana y un vestido
de sefiora necesita 2 m? de cada una de las telas.

Calcula el nimero de trajes y vestidos que debe confeccionar el sastre para ma-
ximizar los beneficios si un traje y un vestido se venden por el mismo precio.

e Llamamos x al nimero de trajes e y NO JE—— —
al nimero de vestidos. Resumamos en
) L TRAJE X X 3x
una tabla la informacion:
VESTIDO y 2y 2y
TOTAL X+ 2y 3x+ 2y
e Las restricciones del problema son:
x20; 920
x+ 2y <80
3x + 2y < 120

e Si llamamos k al beneficio obtenido por la venta de un traje o de un vestido, la
funcion que nos da el beneficio total es f(x, y) = k(x + y). Tenemos que maxi-
mizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

* Representamos el recinto de restricciones AN
ylarecta k(x+3)»)=0 — x+yp=0, oM
que nos da la direcciéon de las rectas \\Xy7
z=kx+)). N
N %
e El maximo se alcanza en el punto de in- 3
terseccion de las rectas: 0 N
N\ 0
5x+2y=1m} x =20
x+2y= 80| y=30 20 \ o 80
.
Por tanto, debe confeccionar 20 trajes y 30 i \
vestidos. z \
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@ Se quiere promocionar una marca desconocida, D, de aceites, utilizando una

17

marca conocida, C. Para ello, se hace la siguiente oferta:

“Pague a solo 2,5 € el litro de aceite C y a 1,25 € el litro de aceite D siempre
y cuando compre en total 6 litros o mas y la cantidad de aceite C esté com-
prendida entre la mitad y el doble de la cantidad comprada de aceite D.”

Disponemos de un maximo de 31,25 €.
a) Representa griaficamente los modos existentes de acogernos a la oferta.

b) Acogiéndonos a la oferta, ;cuil es la minima cantidad de aceite D que po-
demos comprar? ;Cual es la maxima de C?

e Llamamos x al n? de litros de aceite D, e y al n? de litros de aceite C.
e Las restricciones del problema son:

x20; 20

xX+y=26

X
2

250+ 1,250 <2125 — 2p+x<17

Sy<2x

X, Yy enteros

a) Representamos graficamente el recinto:

ACEITE C

Hay 20 puntos en el recinto (20
* modos de acogernos a la oferta).

—

D

b) La minima cantidad de D son 2 litros y la maxima de C son 8 litros.

Se quiere elaborar una dieta para ganado que satisfaga unas condiciones mi-
nimas de contenidos vitaminicos al dia: 2 mg de vitamina A, 3 mg de vitami-
na B, 30 mg de la Cy 2 mg de la D.

Para ello, se van a mezclar piensos de dos tipos, Py Q, cuyo precio por kilo
es, para ambos, de 0,3 € y cuyo contenido vitaminico en miligramos por ki-
lo es el siguiente:

B C D
| 1 20 2
Q 1 3 7,5 0

=

¢Como deben mezclarse los piensos para que el gasto sea minimo?
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e Llamamos x al pienso de tipo P (en kg) e y al detipo Q (en kg). Las res-
tricciones son las siguientes:

x+ypy=22

xX+3y23

206+ 75230 — 8x+3y=>12
2x22 — x21

y=20

e La funcion que nos da el gasto es: f(x, ) = 0,3x + 0,3y = 0,3(x + »). Tenemos
que minimizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el recinto de restriccio- % =N

nes, y la recta x\
(S

03, » =0 — x+y=0, %

| o

N\

que nos da la direccion de las rectas . 4
z=03x+ ).

(O]
"

e Como la recta x +y) =0 es paralela a )
x +y =2 el minimo se alcanza en - N
cualquier punto de la recta x + y =2 :
comprendido entre 4 y B. Hallamos 1 ~
las coordenadas de A y de B: \ A

L~

2/

A: Punto de corte de las rectas:

6
ane) ey
8x+ 3y =12 4 575

5

B: Punto de corte de las rectas:

x+y=2] T2 B(z ;)
x+3y=3 y- 272

(SN

[\)‘H Do

18 Un pastelero fabrica dos tipos de tartas T, y T,, para lo que usa tres ingre-
dientes, A, By C. Dispone de 150 kg de A, 90 kg de By 150 kg de C. Para fa-
bricar una tarta T, debe mezclar 1 kg de A, 1 kg de By 2 kg de C, mientras
que para hacer una tarta T, necesita 5 kg de A, 2 kgde By 1 kg de C.

a) Si se venden las tartas T, a 10 €, y las tartas T, a 23 €, ;qué cantidad debe
fabricar de cada clase para maximizar sus ingresos?

b) Si se fija el precio de una tarta del tipo T, en 15 €, ;cual sera el precio de
una tarta del tipo T, si una solucién 6ptima es fabricar 60 tartas del tipo
T, y 15 del tipo T,?

e Llamamos x al n? de tartas de tipo 7, e y al n?de tartas de tipo T,.
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e Las restricciones del problema son:

x20; 20
x+ 5y <150
x+ 2y <90
2x+ y <150

a) o La funcion que nos da los ingresos es f(x, ) = 10x + 23y. Tenemos que ma-
ximizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el recinto de restricciones, y la
recta 10x + 23y = 0, que nos da la direccion
de las rectas z = 10x + 23y

=
D

¢ El maximo se alcanza en el punto de intersec- 0t . S
cion de las rectas: - P
\\\ U |
x+5y=150 [ x=50 ——2¥=[159
x+2y= 90| y=20 -
50 i
Z -
Por tanto, deben fabricarse 50 tartas de tipo 7 35,

y 20 tartas de tipo 7.

b) e Si llamamos & al precio de la tarta de tipo 7,, los ingresos vendrian dados
por la funcién g(x, y) = 15x + ky.

e Si la funcién g(x, ) alcanza el maximo en el punto (60, 15), que no es un
vértice, serd porque hay infinitas soluciones y la recta 15x + ky = 0 serd para-
lelaa x + 2y =90. Por tanto:

15x + ky = 0 — pendiente b
k 51 - k=30
x+2p=9 — pendiente=—% k 2

Por tanto, el precio de una tarta del tipo 7, serd de 30 €.
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@ Una fibrica produce chaquetas y pantalones. Tres maquinas —de cortar, co-
ser y tefiir— se emplean en la produccion.

Fabricar una chaqueta representa usar la maquina de cortar una hora, la de
coser, tres horas y la de teiiir, una hora. Fabricar unos pantalones represen-
ta usar la maquina de cortar una hora, la de coser, una hora y la de teiiir,
ninguna hora. La maquina de teiiir se puede usar durante tres horas, la de
coser, doce y la de cortar, siete.

Todo lo que se fabrica es vendido y se obtiene un beneficio de ocho euros
por cada chaqueta y cinco por cada pantalon.

¢Como emplearemos las maquinas para conseguir el beneficio maximo?
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e Llamamos x al n? de chaquetas e ) al n® de pantalones.

e Las restricciones del problema son:

x20, y20
X< 3
x+y<7
3x+ <12

X, ) enteros

e La funcion que nos da el beneficio es f(x, y) = 8x + 5y. Tenemos que maximizar
esta funcion sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el conjunto de restricciones y la \ x=p
recta 8x + 5y = 0, que nos da la direccion de o
las rectas z = 8x + 5): \%
- :
e El maximo se alcanza en el punto (2, 5). Por tan- i3
to, han de fabricarse 2 chaquetas y 5 pantalones. AN \
4\
AN
u\\ 2
N \[ N\ N
\ \
N\
\

@ Un ganadero debe suministrar un minimo diario de 4 mg de vitamina A y

§ 6 mg de vitamina B en el pienso que da a sus reses. Dispone para ello de dos

tipos de pienso P, y P,, cuyos contenidos vitaminicos por kg son los que
aparecen en la tabla:

A B
P, | 2| 6
P, | 4| 3

Si el kilogramo de pienso P, vale 0,4 € y el del P, 0,6 €, ;como deben mez-
clarse los piensos para suministrar las vitaminas requeridas con un coste
minimo?
e Llamamos x a los kg de pienso P, e y alos kg de pienso P,.
e Las restricciones del problema son:

x20, y20

2x+ 4y =24 > x+2p22
6x+3y26 — 2x+y=2

e La funcion que nos da el coste es f(x, 1) = 0,4x + 0,6y. Tenemos que minimizar
esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Unidad 4. Programacién lineal



e Representamos el conjunto de restriccio-
nes y la recta A 5
0,4x+0,00)=0 — 2x+3y=0, O\ 4
que nos da la direccion de las rectas 3
z = 0,4x + 0,6. A
S
e El minimo se alcanza en el punto de N
interseccion de las rectas: b 'S
\ )
2 ~N
x==
2x+ y=2 3 ™N B
x+2y=2 2 L 25,
y=3 b

Por tanto, se deben mezclar % kg de pienso P, con % kg de pienso P,.

Se va a organizar una planta de un taller de automoéviles donde van a traba-
jar electricistas y mecanicos.

Por necesidades de mercado, es necesario que haya mayor o igual nimero
de mecanicos que de electricistas y del nimero de mecanicos no supere al
doble que el de electricistas. En total hay disponibles 30 electricistas y 20
mecanicos.

El beneficio de la empresa por jornada es de 150 € por electricista y 120 €
por mecanico.

¢Cuantos trabajadores de cada clase deben elegirse para obtener el maximo
beneficio?

e Llamamos x al n? de electricistas e y al de mecanicos.
e Las restricciones del problema son:

x20, y20; x<30; <20

y2x

Y < 2x
X, y enteros

D

e La funcion que nos da el beneficio es:

SCx, ) = 150x + 120y i <

en)

Tenemos que maximizar esta funcioén,
sujeta a las restricciones anteriores. N

[en)

e Representamos el conjunto de restriccio- = 0
nes y la recta

g
f\\//

150x +120y=0 — 5x+4y=0,

que nos da la direccion de las rectas N\
z = 150x + 120y. N
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e Solo hay 4 puntos en el conjunto de restricciones: (0, 0), (10, 10), (10, 20) y
(20, 20). El maximo se alcanza en el punto (20, 20). Por tanto, deben elegirse 20
electricistas y 20 mecanicos.

@ Una confiteria es famosa por sus dos especialidades en tartas: la tarta Imperial
§ vy latarta de Lima.

La tarta Imperial requiere para su elaboracion medio kilo de aziicar y 8 hue-
vos y tiene un precio de venta de 8 €.

La tarta de Lima necesita 1 kilo de aziicar y 8 huevos, y tiene un precio de
venta de 10 €.

En el almacén les quedan 10 kilos de aziicar y 120 huevos.
a) ¢Qué combinaciones de especialidades pueden hacer?
Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones.
b) ¢Cuantas unidades de cada especialidad han de producirse para obtener
el mayor ingreso por ventas?
a) e Llamamos x al n? de tartas de tipo Imperial e y al n® de tartas de Lima.
e Las restricciones del problema son:
x20, y=20; x, y enteros

050+ y<10 — x+2y<20
8x+8y<120 —» x+y<15

e La funcion que nos da los ingresos por ventas es f(x, y) = 8x + 10y. Tendre-
mos que maximizar esta funcion sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el conjunto de restricciones y la recta 8x+10y=0 — 4x+5y=0,
que nos da la direccion de las rectas z = 8x + 10y:

5}
TN
24
A
v /J
(Puntos de coordenadas enteras
o dentro de este recinto)
i 23 N
> e
1N ‘2t
N ’\O\‘ 2n
L ] 1 1
\\\
N

b) El maximo se alcanza en el punto de interseccion de las rectas:

x+ y=15{ x=10
x+2y=201] y= 5

Por tanto, han de fabricar 10 tartas Imperiales y 5 de Lima.
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23 Un orfebre fabrica dos tipos de joyas.
La unidad de tipo A se hace con 1 g de oro y 1,5 g de plata y se vende a 25 €.
La de tipo B se vende a 30 € y lleva 1,5 g de oro y 1 g de plata.
Si solo se dispone de 750 g de cada metal, ;cuantas joyas ha de fabricar de
cada tipo para obtener el maximo beneficio?

e Llamamos x al n? de unidades de tipo 4 e y al n® de unidades de tipo B.

e Las restricciones del problema son:
x20;,y20

x+ 15y <750
1,5x+ y <750

e La funcidon que tenemos que maximizar, sujeta a las restricciones anteriores, es:
SCx, ) = 25x + 30

e Representamos el conjunto de restriccio- X
nesy la recta 600 %)
N \i
N N
25x+30py=0 — Sx+6y=0, 500 N\
N \
. . N
que nos da la direccion de las rectas 400 ©
= 25x + 30 N
z = 25x ). 240
\S
e El maximo se alcanza en el punto de 200 N NE /<
N N
corte de las rectas: NI N
AN \ N
1,5x+ » =750 | x= 300 h
x+ 1,5y =750 y =300 ){020%0405 L6001 700
SN \
. . BN
Por tanto, ha de fabricar 300 joyas de ca- N \
0 \

da uno de los dos tipos.

24 Se desea realizar una mezcla con dos sustancias, A y B, que ha de contener
S como minimo 10 unidades de cada una de ellas.

Estas sustancias nos las venden dos proveedores en forma de lotes.

El lote del primer proveedor es tal que los contenidos de B y de A estan en
relacion de 4 a 1 y hay una unidad de A.

El lote del segundo proveedor es tal que los contenidos de A y de B estan en
relacion de 4 a 1 y hay una unidad de B.

El primer proveedor vende cada lote a 10 € y el segundo al doble. Ambos
proveedores nos venden lotes enteros o fracciones de ellos.

¢Qué niimero de lotes hemos de comprar para que el coste sea minimo?

e Llamamos x a los lotes del primer proveedor e y a los lotes del segundo pro-
veedor.
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e Las restricciones del problema son:
x20;,y20

x+ 4y 210
4x+ 210

e La funcion que nos da el coste es f(x, ) = 10x + 20y. Tenemos que minimizar
esta funcion sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el conjunto de restriccio- \
nes y la recta \
10x+20y=0 — x+2y=0, \
que nos da la direccion de las rectas \
z = 10x + 20y:
At gy \
e El minimo se alcanza en el punto de e 16\\ \
corte de las rectas: p ~—
1 \ S
x+4y=10 | x=2 \ ~—
4+ y=10 } y=2 =
; \ *o
Por tanto, hemos de comprar 2 lotes de ¥\ (7]
o

cada uno de los dos tipos.
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25 Un veterinario aconseja a un granjero dedicado a la cria de aves una dieta

S minima que consiste en 3 unidades de hierro y 4 unidades de vitaminas dia-
rias. El granjero sabe que cada kilo de maiz proporciona 2,5 unidades de
hierro y 1 de vitaminas y que cada kilo de pienso compuesto proporciona 1
de hierro y 2 de vitaminas. Sabiendo que el kilo de maiz vale 0,3 € y el de
pienso compuesto 0,52 €, se pide:

a) ¢Cual es la composicion de la dieta diaria que minimiza los costes del
granjero? Explica los pasos seguidos para obtener la respuesta.

b) ¢Cambiaria la soluciéon del problema si por escasez en el mercado el gran-
jero no pudiera disponer de mas de 1 kilo diario de pienso compuesto?
Razona la respuesta.

a) ® Llamamos x al n? de kg de maiz e » al n? de kg de pienso.

e Las restricciones del problema son:

x20;y20
25x+y =3
xXx+2y24

e La funcién que nos da el coste es f(x, ) = 0,3x +0,52y. Tenemos que mi-
nimizar esta funcion sujeta a las restricciones anteriores.
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e Representamos el conjunto de res- N
tricciones y la recta

03x+052y=0 — 15x+ 26y =0, '

{a\"ﬂ"u

1
Jn

& LK

que nos da la direccion de las rectas 14
z=0,3x + 0,52y. s 2 \

¢ El minimo se alcanza en el punto N
de corte de las rectas: N \

H
| 1

X+ 2y=4 * o
25x+ y=3

y:

EN{ RN Y
&
Vi

\ N

7 q

Por tanto, debe utilizar % kg de maiz y % kg de pienso compuesto.

b) e Si anadimos la restriccion y <1 a las anteriores, el recinto serfa:

L\ 5
"J\‘\
ke
A\ ¢
- O
A\}
\)
aly \
2l \
2
s, ”
N [* \
G
NG \ 71
~
N
4\ 4G 7| 4
N
»
\ N

e El minimo en este caso se alcanzaria en el punto de corte de:

X+2y=4| x=2
y=1 y=1

En este caso, deberia utilizar 2 kg de maiz y 1 kg de pienso compuesto.

CUESTIONES TEORICAS

26 ;Puede una funcién objetivo alcanzar su valor éptimo en un punto interior
de la region factible? (Es decir, no situado en el borde).

¢Puede ocurrir si se admiten valores decimalesen x e y?
Si puede alcanzar su valor Optimo en el interior cuando tratamos con valores enteros.

No puede ocurrir si los valores son decimales.
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27 ¢Puede una funcion objetivo representarse por una recta horizontal? ;Y por
una vertical?

Si se puede representar por una recta horizontal, y también por una vertical.

@ ¢Tiene maximo la funcién z en el recinto sefialado? ;Y
minimo?

No tiene maximo ni minimo. = |

29 Al representar las distintas restricciones de un proble-
ma, comprobamos que no hay ningin punto que cum-
pla todas a la vez (la region de validez es vacia). ;Qué
podemos afirmar sobre la solucion del problema?

La solucién no existe, ya que no hay ningin punto que cumpla las restricciones.

PARA PROFUNDIZAR

30 Una empresa compra 26 locomotoras a tres fiabricas: 9a A, 10aBy 7 aC. Las
locomotoras deben prestar servicio en dos estaciones distintas: 11 de ellas
en la estacion Ny 15 en la S. Los costes de trasla-
d oAl A B C

o son, por cada una, los que se indican en la ta-
bla (en miles de euros): N 6 15 3
S 4 20 5

Averigua como conviene hacer el reparto para
que el coste sea minimo.

e Hacemos una tabla:

A B C

X y 11T-x-y | 11
S 9-x 10—y | x+y—4 15

9 10 7 26

e Las restricciones del problema son:

x20; y20

X+y=>4

x+y<11 (para que todos los datos de la tabla sean positivos o cero)
x<9 (x, y enteros)

<10

e La funcién que nos da el coste (en miles de euros) es:
J(x, ) = 6x + 15y + 3(11 —x — ) + 409 — ) + 20(10 — ) + 5(x + y — 4) =
= 4ox — 3y + 249

Tenemos que minimizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.
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e Representamos el recinto de restricciones:

Los vértices del recinto son:

D (9,0
FQ, 4

1 X =
Nop (x, y enteros)
014 yi=10
2l 'l
R s, 40,100 B(1, 10)
N (9,2
< E (4, 0)
E D
) 9| |1
e Hallamos f(x, y) en cada uno de los vértices:
(0, 10) = 219 (1, 10) = 223
SO, 2) =279 SO, 0) = 285
f(4, 0) = 265 S0, 4) = 237
¢ El minimo se alcanza en el punto A (0, 10).
Por tanto, el reparto debe efectuarse asi:
A B C
N 0 10 1 11
S 9 0 6 15
9 10 7 26

tacion.

La variedad procesapo produce un rendimiento de 7500 €/ha y utiliza

Un productor tabaquero posee 85 hectiareas de terreno para plantar dos va-
riedades de tabacos VIRGINIA y PROCESADO. La variedad VIRGINIA tiene un rendi-
miento de 9 600 €/ha, pero necesita 3 h/ha de uso de maquinaria y 80 h/ha
de mano de obra. Ademas, el Estado limita su explotacion a 30 ha por plan-

2 h/ha de uso de maquinaria y 60 h/ha de mano de obra.

La cooperativa local le ha asignado 190 h de uso de maquinaria, pero solo se
dispone de 5 420 horas de mano de obra a 12 €/h. ;Cuantas hectareas debe

dedicar a cada variedad de tabaco?

e Llamamos x a las hectireas dedicadas a virGiNiA €y a las dedicadas a PROCESADO.

e Las restricciones del problema son:

x20; y=20

x< 30

x+ <85

3x+ 2y < 190

80x + 60y £ 5420 — 4x + 3y <271
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e La funcién que nos da el beneficio serd igual al rendimiento menos el coste de la
mano de obra:

Jx, ) = (9600x — 960x) + (7500y — 720y) = 8640x + 6780y

Tenemos que maximizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el recinto de restricciones, y la recta 8640x + 6780y = 0 —

— 144x + 113y = 0, que nos da la direccion de las rectas z = 8640x + 6780y:

x|=30
N
0T\
-4 0 \\
A
) A
o
0 3
\/ ¢
N 0 \
N\ \N
N o \{
N v A\
N O ?X ‘E Xb
N\ NN
Nio AN NG
N\ AN
© <
10120 30] |40 | 50 | 60 N7\ 8
N\ N\
AN N

e Hallamos los puntos A y B, y obtenemos el valor de f(x, ») en cada uno de los dos:

x+ y= 85 } x=16 } A(16, 69) —  f(16, 69) = 606060

dx+3y=271] y=1069
dx+3y =271 x=28 | g, , ot
3x+2y=190}y=53} (28,53) — /128, 53) = 601260

Por tanto, el maximo se alcanza en el punto A4; es decir, debe dedicar 16 ha a vir-
GINIA ¥ 69 ha a PROCESADO.

32 Don Elpidio decide emplear hasta 30 000 € de su patrimonio en la adquisi-
cion de acciones de dos sociedades de inversion: BLL € ISSA.

El precio de cada accion es de 10 € cada una, y en ambos casos.

BLL dedica el 35% de su actividad al sector seguros, el 45% al sector inmobi-
liario y el 20% al industrial.

1ssA dedica el 30% de sus recursos al sector seguros, el 25% al inmobiliario y
el 45% al industrial.

D. Elpidio no quiere invertir mas del 40% de su capital en el sector indus-
trial ni mas del 35% en el inmobiliario. ;Cuantas acciones debe adquirir de
cada sociedad si BLL prevé entregar un dividendo de 1,2 €/accion e 1ssa de
1 €/accion?
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e Llamamos x al n® de acciones que adquiere de BiL e p al n® de acciones que
adquiere de 1sA.

e Hagamos una tabla que resuma la informacion que nos dan:

N2 PRECIO SEGUROS INMOBILIARIA | INDUSTRIAL
ACCIONES BBL X 10x 3,5x 4,5x 2x
ACCIONES ISSA | 10y 3y 2,5y 4,5y
TOTAL 10x + 10y 3,5x + 3y 4,5x + 2,5y 2x + 4,5y

e Las restricciones del problema son:

x20, y20

10x + 10y £ 30000 — x + » <3000
2x + 4,5y < 12000

4,5x + 2,5y < 10500

e La funcion que nos da los beneficios es f(x, y) = 1,2x + ». Tenemos que maxi-
mizarla, sujeta a las restricciones anteriores.

e Representamos el conjunto de restricciones y la recta 1,2x + y =0, que nos da la
direccion de las rectas z = 1,2x + y:

\|=
NI
00N
\vpv vy X
N N
N ™ aYoYa) A\
N QO P>
N N2
AO 0 \\‘
x \ N
AN oy
¢ \\10 0 ‘\ 2 t d)
\\ o NG Sz
\ N\ T~
1000 00\ 3 4000 5000 600 <
N\ \
\

¢ El maximo se alcanza en el punto de corte de las rectas:

x+ py= 3000 [ x=1500
4,5x + 2,5y = 10500 | y» = 1500

Por tanto, debe adquirir 1500 acciones de cada una de las dos sociedades.
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LIMITES Y CONTINUIDAD

Paginas 130 y 131

B Describe las siguientes ramas:

a)
lim f(x) =3
X —> +oo
b)
lim f(x) no existe
X = +oo
©)
lim f(x) =3
X —> +oo
d)
lim f(x) = +oo
\ X —> +oo
N
)
// lim  f(x) = —oo
X —> +oo

Unidad 5. Limites y continuvidad
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D of;

1)

Unidad 5. Limites y continvidad

AN

lim  f(x) = +oo
X — —oo

lim f(x) =-2

X —>—o0

lim [(x) no existe;
X —>—o0

lim f(x) =0

X = +oo

@ lim f(x) = +oo

x —-1"

@ lim f(x)=-c

x—-1*

@ tm fo=5

X =4

@ lim f(x) =2
x— 4"



k)

lim f(0) = -2
\\ ' X —2

D of

@ lim [ = +oo

X T

L ONEANZEE @ 1im f(0=0

x>t
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1.S8i u(x) > 2 y v(x) >-3 cuando x — +=, calcula el limite cuando x — +« de:

a) u(x) + v(x) b) v (x)/u(x) o) 54

) Vo(x) &) u(x) - v(x) £) Vu(x)

D lm ) + 0l =2+ (3) = 1 by Zgg -3

o lim 5" =52=25 a lim o) no existe
s b s b

o tm [uto-vwl=2-3) =6 f x@mm= V2

2.Si u(x) >-1y v(x) - 0 cuando x — +co, calcula el limite cuando x — + de:

a) u(x)—v(x) b) v(x) —u(x) o) v(x)/u(x)
d) log, v(x) &) u(x) - v(x) £) Vu (x)

) Iim ) -—v@)]=-1-0=-1

X —> +oo

b lim ) —ux)]=0-(1) =1

X —> +oo
_ v(x) 0
c) I =— =0
xinim ulx) -1

Unidad 5. Limites y continuvidad



A lim log,v(x) = {—w si v(x) = 0F
X = +oo no existe si v(x) = 0~

e) lim [ulx)  -v))=-1-0=0

X — +oo
0 tim Nuo =V-1 =-1
X —> +oo
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3. Indica cuales de las siguientes expresiones son infinitos (t«) cuando x — +co:

a)3x5—Vx +1 b) 0,5% ©) —1,5%
d) log, x e 1/(x3+1) ) Vx
Q) 4% h) 47~ i) —4*

) lim Gx—Vx +1) =400 — S

X —> +oo

b) Iim 05*=0 — No

X —> +oo

o Ilim (=15 =-0o — §i

X —> +oo

d) lim log,x =+ — Si
X = +oo

=0 — No

e lim
X = +oo X7 + 1

£) Iim Vx =4 — S

X —> +eo

Q) lim 4% =+ — S
X —> Foo

h lm 4%=0 — No

X = +oo

D lim —4¥=-c — SI
X —> +oo

4. a) Ordena de menor a mayor los ordenes de los siguientes infinitos:
log,x Vx x2 3x5 1,5 4~
b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:
log, x 345 ﬂ

> lim

lim lim
X — +oo l’sx

X —> +oo X X — too X

4% 15% 3% x2 x log,x
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b lim — =0
e Nx
5
lf 332 = +oo
X —> oo X
Va

lim —— =0
X —> too 1,5)6

Pagina 135

5. Sabiendo que, cuando x — +o0, f(x) — +o0, g(x) = 4, h(x) > —o, u(x) — 0,
asigna, siempre que puedas, limite cuando x — +- a las expresiones siguientes:

a) f(x) — b(x) b) f(x) S o) f(x) + b(x)
d) f(x)* ) f(x) - b(x) £) u ()

8) f(x)/b(x) h) [-b()]"® ) g (x)?®

) u(x)/b(x) K) f(x)/u(x) D b (x)/u(x)
m) g(x)/u(x) n) x + f(x) ) f(a)P

0) x + h(x) p) h(x)P@® Qx~~

D) lim (f(0) = h(x)) = +oo — (—o0) = +00 + 00 = +oo

X = +eo

b)) lim f0)) D) = (+00)* = +oo

X = +oo

o Iim (f(x) + h(x)) = +oo + (—0) — Indeterminado
X —> +oo

d lim fOF = 40" = +oo
X = +oo

e Iim (f(xX) h(x)) = +oo - (—o0) = —oo

X —> +oo

)  lim w4 =00 - Indeterminado
X — +oo

2 lim a}% = _ Indeterminado
X —> oo K —o0

) lim b (0P = [+l = 0

X —> +oo

D lim gPW =4-==0

X —> +oo
. _ 1 (%) 0

/ wx) -2 -
oy T e

k 77 @ = 2 = 4oo
) m e T
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b _—e
b im0~ @ F
m e 80 4

oo () (0)

) lim (x+ f(x)) = +eo + (+00) = +oo
X = +oo

) lim [P = (+e0)7 = 0

X — +oo

o) Iim (x+h(x)) =+ +(=0) — Indeterminado
X — +oo

P lim h()P® = (—e0)™® - No existe
X —> +oo

@ lim xN=(+0)"" =0

X = +oo
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6. Las funciones f, g, b y u son las del ejercicio propuesto 7 (pagina anterior).
Di cudles de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, si
es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cual es el limite:

a) f(x) + b(x) b) f(x)/b(x) o) f(x)y ™ d) f(x)P™®
e) f(x) - u(x) £) u(x)?® g) [g(x)/4]/™ h) g(x)/®

a)  lim (f(x) + b(x)) = +oo + (—o0), Indeterminado.
X —> +oo

b) lim % = X Indeterminado.
X = +oo <

) lim f) P = (+o0)*™ = +oo
X —> +oo

A lim 0P = (+e0)™= = 0

X —> +oo

e) lim [f(x) - ux) = (+eo) - (0). Indeterminado.

X —> +eo

0 lim u)?® =07 = too
X —> +oo

(x)
Q) lim [@]fx = 1", Indeterminado.

x4l 4

h  lim g/ @ = 4% = 4oo

X = +oo
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1. Calcula los siguientes limites:

4 4
a) lim 3x7-6x+1 b) lim 3x7-6x+1
x>+ 5x3 + 3x2 x> 40 —5x3 + 32
2 4
xoteo X3+ 1 xote 3xt+ x—1
4 4 _
D lim X ox+1 _ by im 2% ox+1 _
X = +oo 5x3 + 3x2 X = +eo —5x3 + 3x2
2 4
o lim 6x° = 3x _ & 1im X -6x+2 _ 5
X4 X0+ 1 x4 Sxt -1 3
2. Calcula:
2 2
a) lim Bx+ 1D (x—Dx b) lim Gx+ D«
xote X3 —(x+3)3 x>t X3 —10x
( 3_ V83 —
X — +oo X —=2x X —> too
20 4 2.3 242
D g BxF D =Dx 9xt —3x% — 5x% —x _
X — 4o X5 —(x+3)3 x — oo x5 — (X3 + 9x2 + 27x + 27)
4 _ 2.3 _ 242 _
Z gy X3St
X =40 —9x2 = 27x— 27
2 3 2
b)  lim Gxr DX _ gy 9% *ox* + X 9
X — 4o X3 — 10x X —> +oo x3 - 10x
o lim '\’—XS_ XE3 - oo
X —> +oo X2 = 2x
o83 — s Asxd . 2w 2
d im ————— = Iim = Iim ===
X —> +oo 3Ax X —> 400 X X —> +oo IX 3
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3. Sin operar, di el limite, cuando x — +c, de las siguientes expresiones:

A (x2-V2x+1) b) (x2 —2%) ) VaZ+1 —Vx
d) 3% - 2% €) 5% - Vad -2 ) Vo — log x*
D dim (22 V2x+ 1) = +eo b lim (a2 —2%) = —oo

X —> +oo X —> too
o tim (NxZ2+1 -vx) = +eo D lim (3% = 2%) = +eo

X = +oo X = +eo
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& lim (57 -Nax¥=2) = +eo 0 im (Vx - logg x*) = +eo

X —> too X —> too

4. Calcula el limite, caando x — +, de las siguientes expresiones:

3 3 _ 3 2 _
a)3x +5 4x°—x b) x _x C)3x+5_x 2
x+2 x—2 2x2+1 2 2 x
x X'+ x
d £ 5)X°—5x+1 (390'"5) £ (x—Z)
) (x+5) e) 2+ 1 ) 2%—3
) ) 323 +5 _4x3—x)= B+ —2) - (U -0+ 2)
Y xli"fm x+2 x -2 xli"’iw (x + 2)(x—2)
- iim 3x* = 6x3 + 5x = 10 — 4o — 8% + X2 + 20 _
X —> +oo x*—4
= im =t = 14x3 + X2+ Tx 10 _
X > +oo x2—4
3 3 _ 2 3 _ 3 _
b lim ( X X ) - i 2 x@x*+1) _ Jiyy 20— 2x%—x
X —> oo \ 202 + 1 2 X = +oo 202x% + 1) X = +oo 4x% + 2
= [im =X =90
X = +eo 4% + 2
2 _ 2 o2 2
O lim (3x+5_x 2)= i DX ASX-2x*+ 4 X°+5x+4 _
X —> +oo X X —> +oo 2x X —> +oo 2x

d lim (x+ 5)x2—5x+ 1 = (+00)** = +oo

X —> +oo
35\ (3)7 .,
© xli"im(Zxﬂ) (2) ’
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l.Hallael Iim de las siguientes expresiones:

x — —oo
a) S5x%—6x+2 b) Va3 —5x+3
3xt+x—1 x2-2x
_osxt_6x+2 ., sxt+ox+2 5
a)  lim ————— %= jm 22— ==
xo—ew 3xt+x -1  xote 3xt-x-1 3
Va3 —5x + 3 NV—x3 + 5x+ 3

b) lim — = lim 5
X —>—oo0 X4 —2x X —> +oo X° + 2x

No existe, pues el radicando toma valores negativos cuando x — —eo.

Unidad 5. Limites y continvidad
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2. Hallael Iim de las siguientes expresiones:

p———
a) Va?—5x+3 b)3x3+5_4x3—x o3~
3x—2 x+2 x—-2
, Nx?-5x+3 Vx2+5x+3 Ax?
a lim ——————— = |im ——————— = [im =
X — —oo A3x —2 X — +oo —3x — 2 X —> +oo —3X
= lim x o1
,x—)+oo_5x 3
b (RS Ay (s o)
N -\ X+ 2 x—2 x—>too\ =X+ 2 —x =2

3x% = 5x + 6x3 — 10 — 4ot + a2 + 8x% — 2 _

lim

X — +oo X2—4
- im =t + 1403 + 2 = Tx =10 _
X = Hoo x?—4

O lim 3= lim 3= lim L =0
X ——o0 X —> +oo X — +o0 3%
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1.Si tim f(x)=3y Uim g(x)=2, dielvalor del limite cuando x tiende a 1 de
x—1

x—1

las siguientes funciones:

DS+ g(x) b).f(x) - g () 5] fg((—z))
d) f(x)8@® ) @ £) 4/ 5g(x)

) Iim (f) +gx))=3+2=5
x—1

b) fim (f(x) - glw)=3-2=6
x—1

w3
O lim o T2

d) lim f0)8W =32 =9

x—1
e) Ilim Vg(x =2
x—=1

£) lim (41 = 5g(x)) = 12— 10 = 2
x—1
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2.Si lim f(x)=1y lim g(x)=m, entonces lim [f(x)+g(x)]=1+m.

X —a xXx—a xXx—a

Enuncia las restantes propiedades de los limites de las operaciones con fun-
ciones empleando la notaciéon adecuada.

Si Iim f(x)=1y lim g(x)=m, entonces:
X —>a X —>ad

D lim [fo) +gol=1+m

X—a

2) Iim [fo) —gl=1-m

X —a

3) Iim [fo) gol=1-m

X —a
D aim I 2L siomeo,
xX—=a g(X) m

3 Si flx) >0, lim [f(x)g(x)] =[m

X—a

6)Si n esimpar,osi n espary f(0) =20 — lim Vo = NI

X —>da

7S o>0y fo) >0, Iim llog, f(0]=log, !

xX—a

3.8i lim p(x)=+co, lim q(x)=+oo, lim r(x)=3 y lim s(x) =0, di, en los casos
x—2 x—2 2 * =2 que sea posible, el valor
del Iim de las siguientes funciones:
x—2
(Recuerda que las expresiones (+00)/(+0), (+o0) — (+0), (0) + (+0), (D=,
(0)/(0) son indeterminaciones).

r(x) Pp(x)
a) 2p(x) + q(x) b) p(x) —3q(x) ) e @ «
s(x) p(x) . o
e) ™ f) PIE)) g) s(x) - p(x) h) s(x)
3-r(x) r(x)]sx
i r(x) . s(x)
Dp) j)r(x) K) - s(x) D [ 3
m) r(x)p(x) n) r(x)—q(x) i) (r(sx) )p(x) 0) (T(Sx) )—P(x)

) lim [2p(x0) + g(x)] = +oo + (400) = 400

x—2

b)  lim [px) — 3q(x)] = +eo — (+e0). Indeterminado.
2

X —>

o) lim o _ 3
x—2 pX) oo
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PO

d lim ——= Ilim 1=1
xZnZ P xZnZ
o tim S -0 _g
x—2 qx)  Feo
) lim & = Indeterminado.

x—2 q(x) oo

2 lim [s(0) - p(x)] = 0 - (+o0). Indeterminado.

x—2

h) SG)"™ =03=0

D lim p0)"™ = 4003 = +oo
X —2

D lim r(0)S™ =30 =1

x—2
k) xlz’iq)qz 3 ; (:SX) =3 (6)3 = % Indeterminado.
D lim (@)Sm - 10

X —2 3

m) fim (P = 37 = teo
X =2

n  lim rQ0) 4 =3=° =0

X —2
N _ r(20) \P&0 . .
) lim = 1**, Indeterminado.
x—2 3
—p(x)
o) lim (V(X)) = 1=*. Indeterminado.
x—2 3
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4. Calcula los limites siguientes:

3_2x2+2x+ 3_5x+1
a) fim XTI T2IXNTS b) o X1
x>-1 x2-6x-7 x—4 a3+ 2x2%3x

X3 —2x*+2x+5 _ (x + Dx?*=3x+5) _

a) i I
xl—>m—1 X2 —6x—7 xl—>m—1 (x+ Dx-=7)
_ o xt=3x+5_9 _ 9
i 7= 8 8
b g ol 4515

x—4 x3+2x2—3x 84 28
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2 _ 3
5. Calcula: lim (x x+2_ X +2x+1)

xo0\ x2+2x  ad+x
, (x2—5x+2 x5+2x+1)_ _ (x2—5x+2 X3+ 2x+1)
lim - = [lim — =
x>0\ x%+2x x5+ x x—-0\ x(x+2) x(x? + 1)

P+ D =5x+2)—(x+ 23 +2x+ D _

= lim
x =0 x(x+ 22+ 1D

- Iim xt-sxd 20 +x? —Sx+2-xt— 2 —x— 203 —4x -2 _
x =0 x(x+ 2%+ 1D

Tt —10x o x(Tx? +x—10) _
xo0x+ 2D+ 1D x-0 x(x+ D+ D

. TIx*+x-10 _ -10 _
= lim = =-5
x—=0 (x+2)x%+1) 21
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Sabemos que lim f(x) =+, lim g(x)=—<vy lim h(x)=3.

X — +oo x = +oo X — +oo

¢En cuales de los siguientes casos hay indeterminacion para x — +oo?

En los casos en que no la haya, di cual es el limite:

a) f(x) + g () b) g(x) + b(x) oI
b(x)
d) '@ e) [b(x)]8™ B-b()]- f(x)
g(x)
) lim (f) +g0)) = lim (f))+ lim (g(x) =+ + (—o0) =
X —> +oo X —> +oo X —> +oo

= 400 — (+0) — Indeterminacion.

b him (g +h()) = lim g+ lim h(x)=—co+3=—oco

X —> +oo X = +oo X — +oo
S 4

O lim =12 e
e 3

d  lim & =2, Indeterminacion.
X — too g(x) —

e lim (hEW =3== 1 -9
X = +oo 3tee

) lim B-h@)]- f(x) =0 (+0) — Indeterminacion.
X —> +oo
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e Calcula los limites cuando x — — de las siguientes funciones:

_2x+5 _10x-5
) f(x) = —— b) g (x) 211
2 3
o) b(x) = X' =4 A i) =X 12>
2x+3 7 +5x3
D i ZED o gy 225
X——o0 4—X XDt 2+ X
b dm A5 o gy, ZH0X=5
x—o—eo X2+ 1 X too X2+ 1
T 3962__4: T 3'x2—_4=—oo
R v e i vearer
3 a3
& tm T +—2x = m XY 2 _ 1
X ——oo 7+ 5x3 X —> 4o 7 — 5x3 5

3 Calcula los siguientes limites comparando los exponentes del numerador y

denominador:
V3x2 + 6x 5x2-7
- b -
Q) bm = 1 ) m T
1+ \/; 3x
o) lim — d) lim ———
X >+ 2X=3 x—+eo Y3+ 2
a)  lim N3t + b lim X - ﬁ
x40 2x+ 1 X —> 402X 2
2 _
b)  lim =7
X — +oo x+1

O lim 1J'\/;=o

x—>4eo 2X—3

D lim _x
x— oo Vx3 + 2

-0

4  Calcula estos limites observando cual es el infinito de orden superior:

2
a) lim (e*-x3) b)) tim ~ +1
X = e x>+ €
2
o) lim (Vx2+x —Vx +7) & lim m(x2+1)
X = oo X — +oo X

Q) lim (¥ —x3) = +oo
X —> +oo
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2
b) lim ol

X —> +oo e

=0

O lim (Nax2+x —\x +7) = +eo

X —> oo

d  lim

X > +oo

mx*+1 _
x

5 Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados

obtenidos:

a) Ilim (0,5+1) b) lim 2x*1
X —> —oo X — —oo

a) Ifim OS5+ = [im (0,5%+1) =+ \
X —> —o0 X —> too

b) Lim 2**l= Im 2%*1=0

X —> —o0 X —> too 4/

6 Si  lim p(x)=+w lim q(x)=—
x—2 x—2
lim r(x)=3 lim s(x)=0
x—2 x—2

di, en los casos que sea posible, el valor de los siguientes limites:

a) lim > (%) b) lim [s(x) - q(x)]
x—2 p(x) x—2

o lim [r(x)]91® d) lim [p(x)—-2q(x)]
x—2 x—2

a) [lim sG) _ 0 _

x—2 P too

b) lim [s(x) - g(x)] =0 - (-e) — Indeterminado.
x—2

o) lim [r(x)4® = 37= =0
x—2

D lim [p(x) — 2q(x)] = +o0 — 2 (=00) = +o0 + (+00) = +oo

x—2

o Calcula:

a) lim
x—0

_1 b tim |—2 1
x3 x x->1l(x=1)2% x(x-1)

-y
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lim —————= [lim

a) lim 2
X =0 x3 x—=0x> (0

x—0

(x2+5 1): X%+ 3 -2 3 _3
X3 X

Hallamos los limites laterales:

lim i=—0<>; lim i=+oo‘
x— 0 X3 x—>0% X3

b) lim z_ ! = lim 2x—(x-1D _ . 2x—x+1_
o112 x@-D] x51 x@-1? 151 xl - 12

_ x+1

2
xo1xx-1D% (O

Hallamos los limites laterales:

m x+ 1 = oo, _ x+ 1 — too,

x =1 x(x—1)? x =1+ x(x — 1)?

8 Calcula los limites de las siguientes funciones cuando x — +oo;

5x2-2x+1 x+1
a X)=— b x) =
) f(x) Gx— 12 ) g(x) log x
X
O b(x) =31 2Vx B i) = =2
V2x +1 2% +1
2 2
2 lim 5x 2x+1 Iim 5x 2x+1=i
x— 4o (2x—1)? X teo 4X2—4x+1 4
+ 1
b) lim = 4o
X — +eo lOg X
o lim M= lim M= lim 21x =i=\/§
N e R R e SR
d  lim = +oo

X — +oo 2X+

9 Calcula los siguientes limites:

. [(x2-5x 3x) _(2x+1)1—x
2) xli"f.x,( x+1 2 P g =|"—3
2 -1
O lim (1,2x—3L) &)  lim (3x+4)x
X — +oo x+1 x>t \ 22X+ 5
_ x2-5x  3x\_ . 2x% — 10x — 3x(x + 1))_
) xli”lo( X+l 2 ) xli”im( 2+ D)
- g 2x*—10x-3x*-3x _ . —x*—13x _
e 2x + 2 =
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b) lim

X = +oo

1-x
(2x+1) —yeo_ 1 _y
x -3 Qteo

2
o lim (1,2x - 3L) = 4oo
X = +oo x+1

x -1 +o0
d  lim (3’”4) =(i) ~ oo

X4 \2X + 5 2
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@ Calcula:

a) limM b) limm
x—>1 X—=5 x—1 x—-1
2 — 3_ 242
c) lim Xt x-—2 d) lim X7 =37
x—1 2x%2-2x x>0 xX2-x
a) lim (= 1)? -0 .y
x—>1 X—=5 -4
2 p— -
b) Zimw= Z[mw= lim (x—6) =—
x—1 x—1 x—1 x—1 x—=1
, 2+ x-2 o x+ 22— _ x+2_3
C) lim XNEX—2a = = = Iim = =
x—1 sz—zx x—1 zx(x_l) x—1 Zx 2
3 _ 2 2 _ _
A fim X=X, X =3 o xx=3) 0 _
x—0 X%P-—x x—0 x(x—1 x>0 x-—1 -1

11 Averigua si estas funciones son continuas en x = 2:

a)f(x)={3x_2 si x<2 b)f(x)={x2_1 si x<2

6—-x six=>2 2x+1 si x>2

a) Iim fo= Iim Bx-2) =4
x—2" x— 2"
p _ _ f(x) es continua en x = 2,
xlz_>m2+f(x) xll_>mz+ ©-x)=4 puesto que lim [f(x) = f(2).
x—2
f@=6-2=4
b) lim [ = lim -1 =3
X2 x—2" Sf(x) no es continua en x = 2,
lim fGO = lim Qx+1) =5 puesto que no existe  [im [(x0).
x— 2% x—2* x—2

Unidad 5. Limites y continvidad



12 Estudia la continuidad de las dos funciones siguientes:

a)f(x)={zx si x<2 b)f(x)={1/x si x<1

si x>2 2x—1 si x2>1

2% si o x <2

a) f@) = {4 si x2=>2

eSi x#2 = Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

e En x=2:
lim f(x) = lim 2¥=4
X =27 x =27
lim f) = lim 4=4 lim f(x) = f(2) & f(x) escontinuaen x=2.
x—2" x—2" x—2
-4

Por tanto, f(x) es continua en todo R.

b) El dominio de la funcién es D = IR —{0}.
eSi x#0 y x#1 — Lafuncion es continua.

e En x = 0: Es discontinua, puesto que f(x) no esta definida para x = 0. Ade-

mas, lim [f(x)=—-c y [lim f(x)=+ee. Hay una asintota vertical en x = 0.
x—0" x— 0"

“En x=1  lim f)= lm ~ =1
x— 1" x> 17X
) N ~ JS(x) es continua en x = 1,
lim Q) = lm (2x-1) =1 pues lim f(x) = f(D).

x—1" x—1*
x—1

fMH=2-1-1=2-1=1

PARA RESOLVER

13 a) Calcula el limite de la funcion f(x) cuando x — 0, x = 2, x — 3,
X —> +oo, X —> —oo:

F(x) = x—-3

x2-5x+6

b) Representa graficamente los resultados.

, _ x—-3 _ x—-3
= e T -3
- -3 _-1
=33
) 1 1
xhzqzﬂx)_xhinzx—Z (O
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Hallamos los limites laterales:  [im f(x) = —oo;  [im [(x) = +eo
x—2" x—2*

1
lim fo) = lim —— =1
x—3 x—>3X—2

lim f(x)=0;, [im f(x)=0

X —> +oo X — —o0

b)

2 _
14 a) Calcula el limite de la funciéon y = x7-9

> en los puntos en los que no
esta definida.

x“—-3x

b) Halla su limite cuando x — +« y cuando x — —oco.
c) Representa la funcion con la informacion que obtengas.

d) ¢Cuales son los puntos de discontinuidad de esta funcion?

a) El dominio de la funcién es: D =IR - {0, 3}, pues el denominador se anula en:
2 _ _ _ _— x=0
x°=3x=0 - xx-3=0<__ x=3

-9 _ (x+3)x=3)

y:

x% - 3x x(x—3)
lim x*3 =i.
x>0 X )
Hallamos los limites laterales:  [im x*3 =—oo; [im X*3 e
x—=0" X x—>0" X
lim x+3 =£=2
x—=3 X 3
b tm XE3 o1, m XE3 o9
X — 4o X X — -0 X
2
C) \ """"" L el
1 2 3
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16

d) La funcion es discontinua en x = 0 (tiene una asintota vertical) y en x =3 (no
esta definida; tiene una discontinuidad evitable).

x4 —3x3 + 2x2

Sea la funcion f(x) = >
x

- X

a) Calcula: lim f(x); lim f(x); Um [f(x); Ulim f(x)
x—1

x—=0 X —> +oo X —>—o0
b) ¢Cual es la funciéon que coincide con f(x) exceptoen x=0 yen x=1?
c) ¢En qué puntos no es continua f(x)?

fop = X3 r2? | -1

xZ—x x(x—1)

a) lim f(x) = lim [x(x-2)]=0

x—0 x—0

im f(x) = lim [x(x—-2)]=-1
x—1

x—=0
lim [f(x) = +oo
X —> +oo
lim [f(x) = +oo
X ——oo0

b)g(x) = x(x — 2) = x? - 2x

A)En x=0 yen x=1. La funcidon no estd definida en estos valores (hay
discontinuidades evitables).

2 —
Calcula el limite de la funcion f(x) = Zx 5
x

x — 2. -8

cuando x >0, x> 2 vy

-mmm=%=o

x—=0

o lim f(x)= 2 Hallamos los limites laterales:
x =2 (©)

lim f(x) =—co;  lim [(x) =+

X =2 x — 2%

e lim f(x) = i Hallamos los limites laterales:
x — -2 ()

lim f(x) = +eo;  [im f(x)=—o0
2+

x =27 e
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17 Calcula el limite de la funciéon f(x) =2+ ‘f I cuando x — +o, X > —c0 y
x

x — —1.

e Iim f(x)=2+1=3

X —> +oo

e Iim f(x)=2+1=3

X = —oo
e lim flx)=2+ i Hallamos los limites laterales:
x—-1 ()
lim [f(x) = +eo;  [im f(x) = —oo
x—-1" x—-1*

18 Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean
continuas:

x+1 si x<2 x+k six<0
= b =
a).f(x) {k—x si x>2 ) S () {xz—l si x>0

a) ® Si x# 2, lafuncién es continua.

e En x=2:
lim fO)= Ilim (x+1)=3
x =27 X — 27
lim ()= lim (k—x)=k-2 Para que sea continua, ha de ser:
x—27 x—2" k-2=3 — k=5
f=2+1=3

b) e Si x# 0, la funcién es continua.

ekEn x=0:
lim )= Ilim (x+hk) =k
x =0 x =0
lim f)= lim (x*-1)=-1 Para que sea continua, ha de ser: k= -1
x— 0" x—0"
fO=0+k=F

@ Calcula el valor de k para que cada una de las siguientes funciones sea

continua:
4 2
x*—-1 . x“—-1
= — six#1 —F si x<
) f(x) =1 *—1 x DS =] x=1 St ¥<1
k si x=1 k si x>1

a) e Si x# 1, lafuncion es continua.

eSi x=1:
4 _ 3 2 _
lim fo = lim = L~ im W ramrxt DD
x—1 x—>1 x—1 x—1 (x—-1
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= Iim (P +x2+x+1)=4
x—1

S =k
Para que sea continua, ha de ser k= 4.
b) Para que f(x) sea continua en x =1, ha de ser [lim f(x) = f(D.
x—1

Para x# 1, f(x) es continua (pues esta formada por funciones continuas).

Hallamos k para que /im [(x) = f(1):
x—1

2 _ _
lim f(x) = Iim = L o tim Lt D&x-D _ lim (x+1) =2
x— 1" x—1" X— x— 1 x-D x— 1"
lim f() = lim k=~Fk
x—1* x—1*
S =k

Ha de ser k= 2.

20 Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los
S  distintos valores del parimetro a:

a)f(x)={x2+¢2lxsixS2 b)f(x)={eax si x<0

a—x- si x>2 x+2a si x>0

a) * En x# 2, la funcion es continua.
eEn x=2:

lim f(x)= lLim (x*+ax) =4+ 2a

x— 2" X =27

lim f()= lim (a-x>=a-4 Para que sea continua, ha de ser:
x—27 x=>2" 4+2a=a-4 — a=-8
F(2) =4 +2a

Por tanto, la funcion es continua si @ = -8, y es discontinua (en x = 2) si a#-8.

b) e En x # 0, la funcién es continua.

eEn x=0:
lim fo)= lim e*™ =1
x— 0 x— 0"

lim f(x)= Ilim (x+ 2a)=2a; Para que sea continua, ha de ser:
x— 0" x— 0" 1
1=2a — a-= 0]

fo=1

Por tanto, la funcion es continua si a = %, y es discontinua (en x=0) si a# %

Unidad 5. Limites y continuvidad



Pagina 151
@ Se considera la funcion f(x) definida del modo siguiente:

|x +2] si x<-1
J@) =1 x2 si-1<x<1
2x+1 si x>1

Se desea saber si es continua en todos los puntos o deja de serlo en alguno.

eSi x#-1 y x#1 — lafuncién es continua.

eSi x=-1:
lim fGo= Ilim |x+2|=1
x—=-1" x—=-1"
lim f)= Ilim x*=1 La funcion es continua en x = —1.
x—-1" x—-1"
JED =1

eSi x=1 — No es continua, pues no estd definida en x = 1; no existe f(1).
Ademas:

lim f(x)= ILim x*=
x—1" x—1"
La discontinuidad es de salto (finito).

lim f)= lim Qx+1)=3
x—17" x—17"

22 Estudia la continuidad de las siguientes funciones, represéntalas
graficamente y di cudles son sus limites cuando x — +o y x — —co.

1 si x<0 3x—x2si x<3
aA)f(x)=7 x+1 si0<x<1 b f(x)=7 x-3 si 3<x<6
x2-2xsi 1<x 0 si x>6
1 si x<0
Af)=7 x+1 si 0<x<1

x2—-2x si 1<«x

e Continuidad:
— St x#0 y x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones

continuas.

—En x=0 — lim f(x)= Iim 1=1
x—0" x =07 X
lim (o) =1
lim f)= Iim (x+1D=1] x>0
x—0" x—0"

No existe f(0).

Hay una discontinuidad evitable en x = 0.
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lim QO = lim (x+1) =2

x—=1" x— 1"

—En x=1 — lim f(x) = Ilim (x*-2x) = -1
x— 1" x—1*
S =-1

Discontinuidad de salto finito en x = 1.

o lim ()= lim (x*—2x) =+
X —> +oo X — too
lim fx)= Iim 1=1
X — —oo X — —oo
e Grafica:
|
2
3x—x? si x<3
b)) =9 x-3 si 3<x<6
0 si x>0

e Continuidad:

—Si x#3 y x#6 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.

lim f(x) = lim Bx-x?)=0

X =3 X — 3"

—Fn x=3 — lim f(x) = lim (x—3)=0 lim f(x) = f(3)
x — 3" x— 3" x—3
f3=0

Jf(x) es continua en x = 3.
lim f(x)= Iim (x-3)=3
x =6 x— 06"

—En x=6 - lim f(x)= Iim 0=20

x— 6" x— 6"

S =0

Discontinuidad de salto finito en x = 6.

Unidad 5. Limites y continuvidad



e lim fx)= Iim 0=0

X —> +oo X —> too
lim f) = lim (Bx—x?)=-co
X —>—o0 X —>—o0
e Grafica:

[OY

—

23 Representa graficamente la funcion f(x) y estudia su continuidad:

S

_J—x%+5xsi 0<Sx<5

S {x—S si 5<x<10
_J—x?+5x si 0<x<5 - A

fxo) = {x—S G 5<x<10 Dominio = [0, 10]

e Continuidad: Si x € [0, 5) U (5, 10], es continua, pues estd formada por
funciones continuas.

lim fQo) = lim (—x*+5x)=0 lim f(x) = f(5).
xX—5

X =5 X =5
En x=5 — lim f(x)= Iim (x-5)=0 Es continua
x— 5" x—5"
S =0
e Grafica:

[

L W
T~
—

—
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@ Dada la funcion:

Lib six<a

J(x) =

3x2+4 si -1<x<1
—x3+8 si x>1
calcula el valor de b para que f(x) sea continua en x =-1.;Es continua en

x=1?

iz+b si x<-1
X

S =

3Ax2+4 si —1<x<1

—x3+8 si x2>1

e Para que f(x) sea continua en x = -1, ha de tenerse que:

lim [f(x) = f(=1)

x—>-1

lim f(x) = lim (% + b) =1+5b

x —-1" x—>-1"\X

im [ = lim GBx*+4) =7 Hadeser 1+ b=7; esdecir, b=6.
x—-1" x—-1"
S =1+b

e Veamos que la funcién también es continua en x = 1:

lim fo = lim BGx*+4)=7 lim f(x) = f(D
x—1

x—=>1" x—=1"

lim fQo) = lim (—x3+8)=7 f(x) es continua en x =1
x—1" x—1"
Jf=7

25 Representa, estudia la continuidad y halla los limites para x — +o y x — —oo
S de la funcién:
2% si x<1
S =12 si 1<x<2
—x%+4x si x>2

2% si x<1
J =142 si 1<x<2
X+ 4x si x> 2

e Continuidad:

—Si x#1 y x#2 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.
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lim f(x)= lim 2%=2 lim fQ0) = f(D.

x—1" x =1 x—1

—En x=1 — lim fo) = lim 2=2 } f(x) escontinuaen x=1.
x—1* x—1*
S =2

lim f(x)= lim 2 =2

x— 2" X — 2

—En x=2 — lim fQo) = lim (—x?+4x) = 4
x —2* x—2*

f =2

Discontinuidad de salto finito en x = 2.

o lim f(x)= lim (=x?+4x) = —oo
X — +oo X —> too

im fQo)= lim 2¥=2""=0

X ——oo X ——oo

e Grafica: L

x2+2x+1si x<-1
26 Sea f(x)=1{2x+2 si-1<x<2
S —x2+8x si x>2

Estudia su continuidad y represéntala graficamente.
x2+2x+1 si x<-1

SO =14 2x +2 si -1<x<2
X2 +8x  si x>2

e Continuidad:

— Si x#-1 y x#2 — Escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

im Qo= Iim P+2x+1)=0) Iim [f(x)=[(=1)

x—-1" x =1 x—=-1
—En x=-1 — lim fo= [lim Qx+2) =0 f(x) es continua
x—>-1* x—-1" en x=-1.
JED =0
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lim f(x)= lim Qx+2) =6

X =27 x =27

—Fn x=2 - lim fGo) = lim (—x*+8x) = 12
x—2* x—2*

S =6

Discontinuidad de salto finito en x = 2.

e Grafica:
16
14 / AN
1"7 /
\ 10
\ . \
\ ‘ \
) \
\
N
-5 4 -3 -2 -1 4 3 7 8 1
e~ si x<0
257 Dada f(x) =11 si 0<x<3

—x2+3x+2si x=3

Estudia su continuidad y represéntala graficamente.

e si x<0
S =141 si 0<x<3
—x?+3x+2 si x>3

e Continuidad:

—Si x#0 y x#3 — Es continua (esta formada por funciones continuas).

lim f(x)= lim e*=1 lim f(x) = f(0)
x—0

x =07 x—=0"

—En x=0 — lim f(x)= lim 1=1 f(x) es continua en x = 0.
x—0* x =07
fO =1

lim f()= lim 1=

x =3 x =3

|
—

—En x=3 — lim fQo = lim (=x?+3x+2) =2
x — 3" x — 3"

JB3) =2

Discontinuidad de salto finito en x = 3.
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e Grafica:

(O]

iy

e

(o8

@ El nimero de individuos, en millones, de una poblacion, viene dado por la
§ funcion:

2

P() = (15—+1§2 , donde ¢ se mide en afios transcurridos desde ¢ = 0.
t+

Calcula:

a) La poblacion inicial.
b) El tamaifio de la poblacion a largo plazo.

a) P(0) = 15 millones de individuos.

2
b) lim P{t) = Ilim B+ 1 mill6én de individuos.

t — +oo L= 4o (1+ 1)2

29 TUna empresa ha establecido para sus empleados un incentivo (en cientos de
S euros) en relacion con el valor x (en cientos de euros) de lo vendido por
cada uno. Dicho incentivo sigue la funcion:

0,01 x si 0<x<100
S(x) = 30x

—ta e 1 >
2x + 2300 si x>100

a) Estudiar la continuidad de f(x). Indicar si el incentivo recibido por un
empleado es sensiblemente distinto si el valor de las ventas es
ligeramente superior o inferior a 10 000 €.

b) ¢Cual es la cantidad maxima que un empleado podria recibir como
incentivo si sus ventas fueran muy grandes? Justifica tu respuesta.

a) Dominio = [0, +co)

— Si x# 100 — La funcién es continua, pues estd formada por funciones
continuas en los intervalos definidos.

lim fo= 1Ilim 00lx=1 (100 €)

X — 100~ x — 100~
— En x=100 — lim fx) = lim _S0x 1,2 (120 €)
x = 100* x — 100* 2x + 2300

F(100) =1 (100 €)
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Hay una discontinuidad de salto finito en x = 100.

Como lim [fx)# Ilim [f(x), elincentivo recibido por un empleado si es
x — 100~ x — 100"

sensiblemente distinto si el valor de sus ventas es ligeramente superior o inferior

a 10000 € (x = 100).

b) lim fx) = Ilim 50x

———— =15 — 1500 €
X — +oo x—>+<>02-X'+2300

@ Las conclusiones de un estudio establecen que el nuimero de individuos de
S una determinada poblaciéon de una especie protegida vendra dado, durante
los proximos afos, por la funcion
15 000z + 10 000
1) =
SO 2t + 2
a) Tamaiio actual de la poblacion.

, siendo t el nimero de afios transcurridos. Se pide:

b) ¢Como evoluciona el tamaiio de la poblacion entre los afios 4 y 9?

¢) Si esta funcion fuese valida indefinidamente, ;se estabilizaria el tamafio
de la poblacion? Justifica la respuesta.

a) f(0) = 5000 individuos.

SO =& 7250 — 7000
9 -4 5

Aumenta en 250 individuos, lo que supone un aumento medio de 50 por ano.

b) T.V.M. [4, 9] = - % =50

o lm f) = lim RSN 10000

t—> +oo t —> +oo 20+ 2

= 7500

Se estabilizarfa en 7500 individuos.
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31 Se ha investigado el tiempo (7, en minutos) que se tarda en realizar cierta
S prueba de atletismo en funciéon del tiempo de entrenamiento de los
deportistas (x, en dias), obteniéndose que:

xs-:)g() , 0<x<30
T(x) = 1125
x—5)x—15) > *>30

a) Justifica que la funciéon T es continua en todo su dominio.

b) Por mucho que se entrene un deportista, ¢sera capaz de hacer la prueba
en menos de 1 minuto? ;Y en menos de 2?
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300

= 0<x<30
T(o) = ] X +3Y
i + 2 x> 50
(x=5x-15 7
a) e La funcién y = x5+0(;0 es continua, salvo en x = —30; pero, como solo la

consideramos en 0 < x < 30, sera continua en el intervalo (0, 30).

- 1125 .
e La funcibn y= —————=——— + 2 es continua, salvoen x=5 yen x=15;
T G- 13 ¥
pero como la estamos considerando para x > 30, es continua en el intervalo

(30, +e0).
e Por tanto, si x # 30 (x e [0, 30) U (30, +<><>)), la funcion 7T(x) es continua.

e Si x =30, tenemos que:

Iim T = Iim 500
X = 30" x—30 X +30
_ _ 1125 .
/ Tx) = [ ————= +2|=5( T(x) escontinua en x = 30.
Jm e G e -1 (0 es continu
7(30) =5

e Por tanto, 7(x) es continua en su dominio.

b) 7(0) = 10 minutos; y, a mayor tiempo de entrenamiento, menos tardan en
realizar la prueba. Ademas:

_ _ 1125
/ T = — _+2]|=2
L TCo = lm | s

Por tanto, ningin deportista seria capaz de realizar la prueba en menos de
1 minuto ni en menos de 2 minutos.

32 Se ha comprobado que las pérdidas o ganancias de una empresa se ajustan a

la funcion y = 2x -

24 , siendo x los afios de vida de la empresa (x=>0) e y
en cientos de miles de €.

a) Representa la funcion.

b) ¢En qué afio deja de tener pérdidas?

¢) ¢Estan limitados sus beneficios? Si lo estan, scual es su limite?
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a)

N

2x — 4

b) 5 0 = 2x-4=0 = x=2 (ylafuncion es creciente).
X

Deja de tener pérdidas en el 2¢ ano (x = 2).

_ 2x — 4
o lim
X =40 X+ 2

El beneficio esta limitado a 200000 €.

=2 — 200000 €

33 Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de
producto cobra la cantidad de 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10
unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

si 0<x<10

5x
Vax?+500 si x>10

a) Halla a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nu-
mero de unidades que se compran.

C(x) = {

b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisi-
mas” unidades?

@ El precio de una unidad es C(x)/x.

a Iim Co)= Ilim (5x)=50

x— 10" x— 10"

im €GO = lim Yax?+500 = V100a + 500
x — 10" x = 10"
c(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:

N100a + 500 =50 — 100a + 500 = 2500 — 1004 =2000 — a =20

N 2
b sim C9 o gy, Y+ 500 x+ 500 _

X —>+oo X X — +oo

lim
X —> +oo

2
S0 20 447 €

CUESTIONES TEORICAS

x2-4
-2 °

34 Seala funcion f(x) =

El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x = 2. ;Como
elegir el valor de f(2) para que la funciéon f sea continua en ese punto?
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2 _ _
lim fQo) = lim X lim -2+ 2) lim (x+2) =4
x =2 x—>2 X—=2 x—=2 (x—-2) x—=2

Para que [ sea continua en x =2, debemos elegir f(2) = 4.

35 Expresa simbolicamente cada una de estas frases y haz una representacion
grafica de cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por
grande que sea, dando a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g(x) estén tan préximos a 1 como
queramos, tendremos que dar a x valores suficientemente grandes.

c) Podemos conseguir que h(x) sea mayor que un nimero K, por grande
que sea, dando a x valores suficientemente proximos a 2.

) lim f(x) = +oo

Ny /

b) lim g =1 Y &4
X = +oo

o) lim b(x) = +eo
X —2

@ De una funciéon g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que
para 0<x <1 es:

2
g2(x) = x4+ x
¢Cuanto vale g(0)?
2
lim g(x) = lim < X~ im xaxr D _ lim (x+ 1) =1.
x— 0" x—=0" X x—= 0" X x—= 0"

Por tanto, g(0) = 1.

37 Escribe una definicion para cada una de estas expresiones y haz una
representacion de f:

a lim f(x)=3 b) lim f(x)=—oo
X ——oo X —> +oo0

c) lim f(x)=+c d) lim f(x)=—oo
x— 27 x—2*

Unidad 5. Limites y continvidad



a) Podemos conseguir que f(x) esté tan préximo a 3 como queramos sin mas que
darle a x valores suficientemente “grandes y negativos”.

b) Podemos conseguir que f(x) sea “tan negativo” como queramos sin mas que
tomar x tan grande como sea necesario.

¢) Podemos conseguir que f(x) tome valores tan grandes como queramos sin mas
que darle a x valores tan préoximos a 2 (pero menores que 2) como sea
necesario.

d) Podemos conseguir que f(x) /
tome valores tan “grandes y ‘_//5
negativos” coOmo queramos sin ~ "TTTTTTTTT T T s s s oo
mas que darle a x valores tan
proximos a 2 (pero mayores
que 2) como sea necesario.

38 Siuna funcion no esta definida en x =3, ;puede ocurrir que lim f(x)=5?
x—3
¢Puede ser continua la funcion en x = 3?

Si, puede ser que lim f(x) =5, por ejemplo:
x—=3

estal que fim X=X+

=5; y f(x) no esta definida
x—3 x-3

_ x=3)x+2)
S0 T

en x = 3.

Sin embargo, f(x) no puede ser continua en x =3 (pues no existe f(3)).

39 De una funcién continua, f; sabemos que f(x) <0 si x<2 y f(x)>0 si

x > 2. ;Podemos saber el valor de lim f(x)?
x—2

lim f(x) =0

x—2
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40 Dibuja la grafica de una funcion que sea negativa si x < 2, positiva si x > 2
Yy que no tenga limite cuando x tiende a 2.

. 1 .
Por ejemplo y = T cwa grafica es:

IR SRS

=

J- AUSIIN\S] »-\/
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@ Sea P un polinomio: P(x) = ax?+ bx + ¢

Prueba que P(x) - P(0) tiene limite en 0 y calcula su valor.
x
_ 2 _ 2
lim Px) - PO) _ g X"t bxtc—c o axT+ bx
x—0 X x—0 X x—0 X
= g XDy axv by = b
x =0 X x =0

42 cCalcula sobre la grafica de esta funcion:

a) lim f(x) v
X — *oo
b) lim f(x -
) x—-1 S ™~ 51/ ~
N Wi
_ N /
o Hm_f(x) TN 34 W
\ [
d lim_f(x) | |
x—>2
a) lim f(x)=3 b) lim f(x) =—o
X —> *oo x — -1
o) lim f(x) = +eo d lim f(x) =—co
x— 2" x — 2%
43 Halla, observando la grafica de esta funcion, Y
los siguientes limites:
a) lim f(x) b) lim f(x)
X — +oo X —> —o0 \
\
c) lim f(x) d) lim_ f(x) T T S
x—27 x—2" N \
. \
e lim f(x) ) ltim_f(x) -
x —>-2" x—>-2" 7
7
a) lim f(x) = +oo b) lim f(x)=—0co
X —> +oo X —> —o°

o lim f(x) =—oo D lim f(x) = +eo

x—2" x— 2"
e Ilim f(x)=—o ) lim f(x) = +oo
X —-2" x— 2"
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PARA PROFUNDIZAR

44 Estudia la continuidad de las siguientes funciones, definiéndolas
previamente en intervalos, y represéntalas:

aAy=1-|x| b)y=|x-3] —x c)y=ﬁ

dDy=x|x| ey=|x*-1] Dy=|x-2|+ x|

a) * Es continua en IR, pues es la diferencia de dos funciones continuas.

. 1+x si x<O
= —|x|— 1—-x si x=20

e Grafica:

SR SIS

—

(O8]

b) e Es continua en IR, pues es la diferencia de dos funciones continuas.

—2x+3 si x<3

°y=|x—3|—x={ -3 si x23

e Grafica:

c) * Es continua en IR — {1}.

i <1
1 v siox

VTR T

si x>1
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e Grafica:

IR SIS

L

N

Lo

d) * Es continua en IR, pues es el producto de dos funciones continuas.

—x? si x<0
ey=x|x|=9

X si x=20

e Grafica:

SRV SIS
I~

i

Ly
¢

o

e)  Es continua en IR.

x2-1 si x<-1
ey=|x?-1]=9 x2+1 si -1<x<1
x2-1 si x>1

e Grafica: \ I

il VA S =

iy

N

A b

f) e Es continua en IR, pues es la suma de dos funciones continuas.

—2x+ 2 si x<0
ey=|x-2|+ |x|= 2 si 0<x<2
26—2 si o x>2

Unidad 5. Limites y continvidad



e Grafica:

[©)

Ui

Ry

45 Representa y estudia la continuidad de la funcion siguiente:

Fx) = { e~ si x<-1

|x?—x—-2| si -1<x

e Continuidad:

— Si x#-1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

im [ = lim e*=el=1/e
x—-1" x—-1"
—En x=-1 — lim fQo= Ilim |x*-x-2|=0
x —-1* x —-1*
JED =1/e

Hay una discontinuidad de salto finito en x = —1.

e Grafica:

AV BN

SR SR
—~—

-4 —

—

46 Estudia la continuidad de la funcion y = 2x +
discontinuidad tiene?

en x=0. ¢Qué tipo de

| x|
x

En x =0, la funcién no estd definida, luego es discontinua. Como:

y= 26— 1 SI, X<0, entonces: lim Qx-1=-1; [lim Qx+1) =1
2x+1 si x>0 x—0- x—0*

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

Unidad 5. Limites y continuvidad



47 Dada f(x)=ﬁ justificaque Ilim f(x)=1y Uim f(x)=-1.

b
x+1 X — 400 r———

) x+1
Jlo = N

x+1

si x<0

si x>0

lim f(o) = Iim —— =1

X —> +oo x> teo X+ 1

lim [(x)= lim ‘f =1

X —>—oo0 X—>—co X *1

@ Calcula lim (Vx2?+3x —x).

X —> +oo

& Multiplica y divide por Vx? + 3x +x

lim (m—x)= lim (Va2 + 3x — x) (N2 + 3 + x) _

X — +oo X — +oo \/x2+3x+x

x2 + 3x — x? } 3x

= lim = lim —————=

x = +oo VX2 + 3x + x x>+ Vx2 + 3x + x

=t =X = m 2X= g X232
x> 4o Va2 +x  a—ore X T X x 4w 2X 2
49 cCalcula:
1
a) lim Vx2+2 —x2-4 b) lim ——
X en x e a2 + 4o — x
D lim (Na2+2 —x2—4)= 1im (Na?2+2 —x?2-4)=
X — —oo X —> too
o (22— ) (2 42+ \Nx2—4) x*+2-(x*-4
= [lim = lim =
X = oo Vx2+2+ Va2 -4 x—vem N2 + 2 + Va2 — 4
p X2 +2-x*+4 p 6 o
w2+ 2+ Va2 -4 a2+ 2+Vx2 -4~
b i 1 p VX2 + 4x + x
im ———= lim =
x> +oo 2 + 4 — x x—>+oo(\/x2+4x—x)(\/x2+4x+x)
o \xt+dx+ x o Nx?+4x+ x
= lim ——————= lim ——————— =
X o> too X2+ 4X — X2 x> +oo 4x
p Vx? + x o x+x P 2x _ 2
= lim = lim = lim -—=-=—
X —> too 4.96' X — +oo 4.%' _x_)+oo4x 4

Unidad 5. Limites y continvidad



V1i+x—V1l-x

@ Calcula: lim
x—0 3x
lim N1 +x-VN1-x N1 —-x (\/1+x \ll—x)(\/1+x+\/l—x)
x—0 3x xﬁO 3x(V1+x+V1—x)
- lim A+ -0-x - Iim l+x-1+x

x—0 5x(\/1 +x + \/1 —x)

2x

x—0 Sx(\ll +x+\/1—x)

2 _ 2 _

= [lim

x—0 3x(V1 + x + V1 —x)

1
lim = =
x>03W1+x+V1-x) 32 3

51 Calcula los siguientes limites:

a) lim
x—2

x—2

a) lim

x—>2 X=2

1-V3-—x

1-N3-x _

b) lim

x—=0

(1-V3-x)(1+V3-x) _

Nx+9-3
x2

x—ez (x—2)(1 +V3 - x)

lim 1-3-x) - lim 1-3+x

x-2 (x-2(1+V3-x) x-52 (x-2)(1+V3- AQ
x—2 P 1 _ 1

1+1

x—>2 (x — 2)(1+\l3 x) Xhzl21+\l3—x
(Vx+9-3)(Nx+9+3) _

x—)O Z(V +9 + 3)

lim ALl At S lim ——— =
x—0 x2(Va 9+3) x—0 x2(Vx + 9 + 3)
lim !

x—0 x(\j + 9 + 5) ©

Hallamos los limites laterales:

lim

x—0" x(\] 9+3)

Unidad 5. Limites y continuvidad

1
= o lim ————— =
x— 0" x(\/x+9+3)

1
2
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Problema 1

V/ 4T
/

B Halla, mirando la grifica y las rectas trazadas, f'(3), f'(9) y f'(14).
S13)=0; O = 25 pad) =1

B Di otros tres puntos en los que la derivada sea positiva.
La derivada también es positiva en x = -4, x = -2, x=0...

B Di otro punto en el que la derivada sea cero.

La derivada también es cero en x = 11.

B Di otros dos puntos en los que la derivada sea negativa.

La derivada también es negativa en x =4, x=5...

B Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x €[a, b], entonces

f’(x) > 0”.

Por ejemplo, en el intervalo [-5, 2] se cumple que, si x € [-5, 2], entonces [f'(x) > 0.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



Problema 2

B Continua escribiendo las razo-

nes por las cuales g(x) es S

una funcién cuyo comporta-

miento responde al de la deri-

vada de f(x).

\\\

e En el intervalo (a, b), f(x) es

decreciente. Por tanto, su deri-

vada es negativa. Es lo que le

pasaa g(x) en (a, b).

e la derivada de f en b es O

(b)) =0. Y también es g(b) = 0. N

P

N4

e En general:

g = f'(x) = 0 donde [f(x)

tiene tangente horizontal.

g =f"(x) >0 donde f(x) es creciente.
g = ["(x) <0 donde f(x) es decreciente.
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Problema 3

B ;Cual es la derivada de cada

cual?

Justifica tus respuestas con
argumentos analogos a los
que utilizaste en el problema
anterior.

DB
2)A
3)C
La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal,
es positiva donde la funcion es

creciente, y es negativa donde
la funcién decrece.

P4

//7

-
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B Invéntate una grafica sencilla y trata de esbozar la grafica de su funcion deri-

vada.

\ [ /x

S0

Por ejemplo:
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_)2-3x,x<2 | . - 79
1. f(x) {x2—3,x>2 ¢Es derivable en x, = 2?

lim f(x) = Ilim (2-3x)=—+4

X =2 X — 2"
lim f(0 = lim (x*=3) =1
x =2 x =2

La funcion no es continua en x = 2, pues [lim f(x)# lim [f(x).
x =27 x—2"

Por tanto, tampoco es derivable en x = 2.

_)2-3x,x<2 . =
2'f(x)_{x2—8,x>2 ¢Es derivable en x, = 2?

lim f(x) = lim (2-3x)=—-+4
x—2" x—2"

lim f(x) = [lim +(xz -8) =4

x—2 x—2

La funcién es continua, pues: lim f(x) = [lim [f(x) = f(2) = —4
x =27 x—2"

-3 st x<2

S0 = {Zx si x> 2
SR =312 =4

Por tanto, f(x) no es derivable en x = 2.
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1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:
_1-x _ 1-x
a) f(x) = 17 x b) f(x) 1+ x

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



_ 1—x B 1-tgx
c)f(x)—ln1+ d)f(x)—1+tgx
= 1- tg X = ig x
e) f(x) '\'1+tgx £) f(x)=InVe'8
g f(x)=V3*+1 h) f(x) = log(sen x - cos x)?
i) f(x) = sen® x + cos® x + x ) f(x)=senVx +1-cosVx—1
K) f(x) = 75en (x*+ D) Df(x) = sen(3a5—2Vx +V2x)
m) f(x) =Vsen x + x* + 1 n)f(x)=cos2\l3 x+(3-x)?
, y -1 d+x0-Ad-x-1_ -1-x-1+x _ =2
A (1 + 2?2 A+0? A+
b) Utilizamos el resultado obtenido en a):
1 -2 -1
"(x) = : =
4 5 fl—x (1+20?% NAQ-201 +x)3
1+x
¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):
Yy _ 1 -2 _ —2(1 + X) _ -2
(x) = : = =
S 1-x A+x? A-x01+x)?2 1 — x?

1+x

De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

S =In (1 -x) —In(+x). Derivamos:

-1 1 -1-x-1+x -2
"(x) = A - =
S IT-x 1+x 1—x? 1—x?

D fG0 = —A+1g2 00 +1g0) -1 —gx) - A +1g°x) _
1 + 1g x)?

_ A+l —tgx—1+1gx]l _ -2 +1g* x)
1 + ig x)? 1 + 1g x)?

De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):

)= —=2 .Dligd=—"2 . (A+1g%x - —2(1 + 1g% %)
1 +1g x)? a+1g x)2 (1 +1g x)2

e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):

f’(x) - 1 . —2(1 + tgz X) _ _(1 + tgz X)
| 2\/—1 —gx (+g0? N - + g’
1+1gx

También podriamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



D fx) =nNe8¥ = [n /2= lgzx

oo - 1+ 1g% x
S0 —

@ [0 = 3¥T T =3 /2
f/(x)=3(x+1)/2,% In3= 17’l23 .1[3x+1

h) f(x) = log (sen x - cos x)* = 2[log (sen x + log (cos x)]

il = 2 [Cosx 1, —senx 1] 2 cos’x—sen®x _

senx In10 cosx In10 - In 10 sen x - cos x

4  cos’x—sen’x _ 4  cos2x _ 4

" 10 2senx-cosx 10 sen2x_ln10-tg2x

De otra forma:

J(x) = log (sen x - cos x)? = 2 log (M)
1 cos 2x 4
7 = 2 . . =
S m10 sen2x  In10 - 1g 2x
2
D f)=sen?x+cos?x+x=1+x S0 =1

cosNx+1-cosNx—1 b sean+1~(—sen'Vx—1) _
2Nx + 1 2Nx -1

cosNx+1-cosNx—1 senNx+1-senVx—1

2\[x+1 2\/x—1

oS =

k) 1) = 7sen(x2 +D .7 D(sen (x2 + 1)) _ 7sen(x2 *D .17 2x - cos (2 + 1)
1, 2 )
Vx o 33a2

1 (Cos X + 2X) = cos X + 2x

2Nsen x + x2 + 1 2Nsen x + x2 + 1

n) f/(x) = 2cos Yx + 3 — )2 - [—sen m] : 15+( 2(3(_5 x) .)(2_)1) -
Vix + (3 - x

_ 2cosVx+ (B3 -x?senVx+ (-2 2x-5) _

) 3V (x + (3 — x)?)?

_ (56-2x) - sen (2 m)
3V(x + (3 —x)2)2

D £ = cos (3x° — 2x + V2x) - (15x4 -

m) f'(x) =
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2. Halla las derivadas 12, 22 y 32 de las siguientes funciones:

a)y=x> b)y = x cos x c)y=sen

ay=x>
= 5x% p=20x% "= 60x2

b)y = x cos x

y'=cosx—xsenx

Y= —=sen x — sen x —x cos x = —2sen x — X cos x
"= -2c0s x — cOS X + X sen x = =3c0s X + X sen x
Oy=sen’x+cos’x+x=1+x

y/= 1; y//= 0; y///= 0

R

3. Calcula f'(1) siendo: f(x) =
4 4 232

2

X+ cos“ x+Xx

- 13/30

1)2

S0 = “/_\/37 V2313 VBt 3oy Vo . ot
2\/7 2. 31/5 - x2/5 2 2
) = V9 - et CA3 0 2 1379 - ot Y
3 30 60
Por tanto: f'(1) = 13\/5 ¢!
4. Calcula f'(n/6) siendo: f(x) = (cos?® 3x — sen? 3x) - sen 6x
J(0) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x = sen 12x
S = w = 6cos 12x
Por tanto: f’(g’) 6 - cos 1? 6-cosRm)=6-1=6
5. Calcula f'(0) siendo: f(x)=1In VaZ+x+1— % -2x +1)2
3
f(x) = InVx? Tl - L. Qx + 1?2 = ln(x2+x+1)—— 2x +
V3 H 3
1 2x+ 1 1 2x+ 1 8x + 4
=+ 2L Ly oxr ) 2= - -
4 2 xr+x+1 A3 22+ 20+2 V3

23 + V3 — (1623 + 24x2 + 24x + 8 _
V3 - 2x2 + 2x + 2)
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_ 1633 = 24a2 + (23— 24)x + V3-8
V3 (2x2 + 20 + 2)

V3-8

23

Por tanto: f(0) =
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x2-3x, x<3

1. Estudia la derivabilidad en x,=3 de la funcion: f(x) = {
3x - 9’ X > 3

e Continuidad en x, = 3:

lim f(x) = lim (x*-3x)=0 lim f(x) = f(3) =0
x—3

X =3 x—=3
lim f(x)= lim Bx—-9 =0 Por tanto, f(x) es continua en X, = 3.
x—3" x =3

e Derivabilidad en x,, = 3:

lim f'(x) = Iim (2x-3)=3=/(37)

X —3 x—3
lim f'(x) = lim (3)=3 =139
x—3 x—3

Por tanto, f(x) es derivable en x, = 3. Ademais, f'(3) = 3.

2. Calcula m y n paraque f(x) seaderivable en R:

f(x)={x2—mx+5, x<0

—x2+m, x>0
e Si x#0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.
e Continuidad en x = 0:

lim f) = lim (x> —=mx+5)=5

x—0 x—0

lim f(x) = lim (=x*+n)=n
x =0 x =0

J© =5

e Derivabilidad en x = 0:

lim f'(x) = lim Qx—m)=-m=f(0")

x—>0 x—>0
lim f'(x) = lim (=2x) =0 = f"(0")
x—0 x—0

Por tanto, f(x) es derivable en IR para m=0 y n=>5.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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1.

5x3 + 7x%2 - 16x

en los puntos de abs-
x—2

Halla las rectas tangentes a la curva y =

cisas 0, 1, 3.

Calculamos la derivada de la funcion:

(5% + 14x — 16) (x = 2) — (5a% + 7x* — 10x)  _ 10x3 — 23x% — 28x + 32
(x—2)? (x—2)?

y
Ordenadas de los puntos:
@ =0; y =4, p3) =150

¢ Recta tangente en (0, 0): »'(0) =8
y=8x
e Recta tangente en (1, 4): »'(1) = -9

y=4-9(x-1=-9x+13

 Recta tangente en (3, 150): y'(3) = 11
y=150 + 11(x—-3) = 11x + 117

. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = x3 — 4x + 3 que sean

paralelas a la bisectriz de los cuadrantes segundo y cuarto.
y=x3—4x+3

Calculamos la derivada:
y'=3x2—4

Si son paralelas a la bisectriz del 22 y 4° cuadrante, la pendiente es —1. Por tanto:
3x?—4=-1 — 3x?=3 = x*=1 — x=+#1

yED =6 y =0

Recta tangente en (-1, 6):
y=6-(x+1D==x+5

Recta tangente en (1, 0):
y=0-kx-D=—=x+1
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1.

Dada la funcion y = x3—3x%-9x + 5, averigua:

a) Donde crece. b) Donde decrece.

Y'=3x2—6x—-9=3x%-2x-3)=3x-3)(x+1)

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



aAx<-1 — y'>0 — [ escreciente en (—oo, —1)

x>3 — y'>0 — [ escreciente en (3, +)

b)-1<x<3 — »'<0 — [ esdecreciente en (-1, 3)
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2. Comprueba que la funcion y = x3/(x —2)? tiene solo dos puntos singulares, en
x=0 yen x=06.

Averigua de qué tipo es cada uno de ellos estudiando el signo de la derivada.

L3t —2 -2 =28 _ x*x-2(Bkx-2)-2x) _

y

(x— 2 (x—2)*
_ x2Gx-6-2x) _ x*(x-0)
(x—2) (x—2)
-0 5 a-=0= "0
T TR~ x-6
;:Eg%’%l )>>00 } En x =0 hay un punto de inflexién.
J'(5,99) <0

} En x =6 hay un minimo relativo

£16,01) > 0

3. a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funcion
y =-3x% + 4x3. Mediante una representacién adecuada, averigua de qué ti-
po es cada uno de ellos.

b) Idem para y = x* + 8x3 + 22x2 + 24x + 9.
a) y'=-12x3 + 12x% = 12x%*(—x + 1)

___—x=0 — Punto (0, D)

y'=0__ x=1 — Punto (1,1 } Dos puntos singulares.

Los dos puntos estan en el intervalo [-1; 1,5],
donde la funcion es derivable. 1

Ademids, f(-1)=-7 v f(1,5) =-1,7. 1 \

e En (0, 0) hay un punto de inflexion.

e En (1, 1) hay un maximo relativo.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



b) ' = 4x3 + 24x% + 44x + 24 = 4(x + D(x + 2)(x + 3)

=-1 — Punto (-1, 0)
y'=0 < =-2 — Punto (-2, 1) ; Tres puntos singulares.
x=-3 — Punto (-3, 0)

Los tres puntos estin en el mismo intervalo
[-4, 0], donde la funcion es derivable.

Ademads, [(—=4) = f(0) = 9.

e Hay un minimo relativo en (=3, 0), un md-
ximo relativo en (=2, 1) y un minimo rela-
tivo en (-1, 0).

i3 2 -1
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1. Estudia la curvatura de la funcién: y=3x%*—8x3+5

S0 = 12x3 — 24x?;  f7(x) = 36x% — 48x
x=0 — Punto (0, 5)

4 — Punto (i,—ﬁ)
3 3 27

11 —_ — /
[0 =0 — 12x(5x—4)—0\

X

(f/u(x) = 72x — 48; f///(o) * 0; f///(%

~———

2

Los puntos (0, 5) y (i —ﬁ) son puntos de inflexion.

3’ 27

e La funcion es concava en (—eo, 0) U (%, +oo), pues f"(x) > 0.

e La funcién es convexa en el intervalo (0, %), pues f"(x) < 0.

2. Estudia la curvatura de la funcion: y = x3 —6x?% + 9x
S0 =3x% = 12x+9; ["(x) = 6x — 12
S =0 — 6x-12=0 — x=2 — Punto(2,2)
(f"0) = 6; f7(2) #0)
El punto (2, 2) es un punto de inflexion.
e La funcién es convexa en (—oo, 2), pues f"(x) < 0.

e La funcién es concava en (2, +eo), pues f"(x) > 0.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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1. Halla el niimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea minima.

Llamamos x al nimero que buscamos. Ha de ser x > 0. Tenemos que minimizar la
funcion:

. B
e =xe Z

ZS—XZ_ZS—O/XZS — f(5)=10
A2 52 T~ x=-5 (no vale, pues x>0)

(Como lim f(x) = +eo, [lim [(x) = +eo, y la funcion es continua en (0, +eo); hay
x—0" X —> oo
un minimo en x = 5).

Por tanto, el nimero buscado es x = 5. El minimo es 10.
2. De todos los triangulos rectingulos cuyos catetos suman 10 cm, halla las di-
mensiones de aquel cuya area es maxima.
x+y=10 —» ypy=10-x
x-y _x-(1A0-x _ 10x—x?

Area = , 0<x<10
N 2 2 2
Tenemos que maximizar la funcion:
ol 10x — x?
x)=—— 0<x<10
y f( 2
f’(x)=u=5—x=0 - x=5 — p=10-5=5

2
f(O=0; f(10) =0; f(5) = 22—5; y [ es continua. Luego, en x =5 estd el maximo|.

Los catetos miden 5 ¢cm cada uno. El 4rea maxima es de 12,5 cm?.

3. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 m, scual es el que tiene la diagonal
menor?

d=NG-x?2+x%, 0<x<6

Tenemos que minimizar la funcion:

d 0
° S = NG -2 +x?, 0<x<6
0 = 26 -x) +2x  _ —12 + 4x _ -6+ 2x
x NG -x2+a2 2V -2 +x2 V(6 - x)? + 22

S =0 - -6+2x=0 — x=3

(f(D=6; f(6)=06; [(B)= V18 =32 = 424 y f(x) es continua. Luego, en x =3

hay un minimo). El rectingulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



4. Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volu-
men igual a 6,28 litros para que pueda construirse con la menor cantidad posi-
ble de hojalata.

Suponemos el recipiente con dos tapas:

@

21r

)
V=06,28[= 6,28 dm3 @
6,28

Como V=m-7r2-h=314-r>-h=628 — h=—028 _2 _y
31412 7?2

Area total = 2mrh + 2w =

=2nrcth +»)

Ast: Areal total = 2757(1 + r) = Zn(z + 72)
r2 r

Tenemos que hallar el minimo de la funcion:

S = ZTC(% + rz), r>0

a 3
f/(r)=2n(—lz+2r)=2n(—2+2”)=0 > 2+2/%=0 - r=31=1

r 72

(Como lim [f(r) =+eo, [lim [f(r)=+eo, y [ escontinua en (0, +eo); en r=1 hay
r—0" 7 —> +oo

un minimo).
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Definicion de derivada

1 Halla la tasa de variacion media (T.V.M.) de las siguientes funciones en los
intervalos: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h]

a) flx) =x%+1 b) f(x) =7x -5
A flx)=3 d) f(x) = 2%

¢En cuales de ellas es constante la T.V.M.? ;Qué tipo de funciones son?

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



a) fx) =x?+1
_JED -3

En [-3, 1] — T.V.M. 5 _4
En [0, 2] — TV.M. = w _,
En 2,5 = TVM. - fw _-
En [1,1+h] — T.V.M.=f(1+h]z_f(1) ) hz;rlzh =h+2
b) f(x) = 7x - 5
En [-3,-1 — TV.M. = fw _-
En [0, 2] — TV.M. = fw =7
En 2,51 - TVM. = Jw _-
En (,1+h — Tvm =Z2W/D _Th
h h
o fx) =3
En 3,11  — TV.M. - w _,
En [0, 2] — TVM. = w =0
En [2, 5] — TV.M. = ‘w =0
En [1,1+h - T.V.M_=w=o
d) f(x) = 2%
_SED -/ _ 3
En (3,11 - TVM =—————=—
Bn 0,2 - Tvm ={2/Q_3
2 2
En 1251 - TVM :w: E
En [,1+0 - TvM =07 h; -/ _ 2. (2;11-1)

La funcién b) f(x) = 7x — 5 es una funcion afin y la T.V.M. es constante.

La funcidon ©) f(x) = 3 es una funcién constante y la T.V.M. es 0 (constante).

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



2 Halla la T.V.M. de la funciéon f(x) = —-x*+ 5x—3 en el intervalo [2, 2 + h] vy,
con el resultado obtenido, calcula f'(2).

f(x) =—x2+5x—-3 en [2,2+h]

SQ2+h)—f(2 _ —-h2+h _
h h

= Ilim <h+1)=1

h—0

-h+1

3 Utilizando la definicion de derivada, calcula f'(3) en las siguientes funcio-

nes:
_3x-2 o,
) fl) === b) fx) = % — 4
o) flx) = (x - 5)? d) f(x) = Z;x
D) = g OIS GVD 3
h—0 h h-o h 7
b3 = i LOTR SO 2 6h
Of® = i LIRSS, Wb
h—0 h h—0 h
_ f(5+h) —f(3) B —2h -2
DfB) = lim P = gy 2= 22
) hlzqo h hlzlo oh + 3h2 9

4  cCalcula la funcion derivada de las siguientes funciones, utilizando la defini-

cion:
_S5x+1 a2
a) f(x) QA2 b) f(x) =3x“ -1
-1 _ a2
o) flx = d) f(x) = x2-x
Sh
o fx+h) - f(0 ; P 5
") = lim —— 2"~ = [im — ==
A h@o h hzzo h 2
D) /') = lim Jarbh - 3ht+exh | o
h—0 h h—0 h
i - Sflx+h)—-f(x _ -h _
A thlO h hhfjo (x-2)-(x+h-2)-h
lim -1 -1

T =D x+h-2) (x-2)2
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Jx+h) - fx) h?+2xh - h

dDfx) = lim —— = lim —————— =2x-1
h—>0

h h—o0 h

Reglas de derivacién

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

2_3 x+1
a)y== b)y=-X""
Y x%+3 Y 2-x)?
)
QOy= dy=(05-=
)y ot vn )y 10
a)y/=ZX'(XZ+3)—(XZ—3)~2x= 12x

(x? + 3)? (x? +3)2

Q-x02+(x+1-2Q2-x X+ 4
b))y’ = =
Y 2 - x)* 2-x)3

6x~(x+\/§)—3x2-(1+ 2\1/;)

)y = _ 9x2+6x2'\/;
g (o +\x )2 2\ (xc + Vi )?

o=t (o5 XV =2 (g5 X))
T (0’5 10) 5 (0’5 10)

Halla la derivada de estas funciones:

= x3 = x2+13 =
a)y‘m b) y ( x ) Ay

sen x

3 (e + D2 —x3 -2 (x+ D _a?-(x+3)

Dy’ (x + 1) (xc+ 1)

2

2 2 e — (22 2 2,2
b)y,=5,(x;1)'2xx (x +1)=3_(x +1).x 1

X X X
Q) yl = ZCOSX
sen? x
cos? x + sen? x 1
d)y’ = =
cos? x cos? x

Deriva las funciones siguientes:

a)y = e**(x—1) b)y= A=2% O y= 2"
ex

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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sen x
dy-=
cos x

dDy=mQ2x-1)



4.0V (x—1)+ e 1= (4 -3)

a)y’

2 - (1-x-e&-0-x0%e _ 2-0-0-0-x% _ x*+4x-3

b)y/ N er X X

2% p2  2x-1l.Ip2

OV Ty T

2

dy'’'=
)y 2x—1

8 Deriva estas funciones:

aAy=mm(x*-1) b)y=mV1-x c)y=ln—: d) y = sen
e
2x
Ay = ==
Y x? -1
_—1
by’ = 2N1 — x _ -1
l-ex—lnx-ex l—lnx . p
x x —x-Inx
o)y = =
Y er X x - e
d)y’'=2x-2"sen x* - cos x> = 4x - sen x* - cos x*
0 Calcula la derivada de estas funciones:
2
a) y = sen x cos? x p)y= S X
1+ cos? x
c)y=e"2"1 d) y=cos3Qx+1)

cos3 x =2 - sen? x - cos x

ay’

by = 2sen x - cos x - (1 + cos? x) + sen? x - 2cos x - sen x _ 4sen x - Cos X

(1 + cos? x)? (1 + cos? x)2

2
2x - X1

oy’

dy'=-2-3-cos?Qx+ 1) - sen(x + 1) = =6 - cos?>(2x + 1)sen(2x + 1)

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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10 Deriva las funciones siguientes:
a)y=log2l b) y = Vsen a2 c)y='\,M
x 1-2x

a)y = log,1 - log,x

I S
Y x In?2
2x - cos x?
b)y! = ———
Y 3Vsen? x2
2-(1-20+0+2x) -2 4
_ 2 _ 2
Oy = a-2x __ (d-2v _
5. ’1+2x 5. 1+ 2x
1-2x 1-2x
_ 2 _ 2
_ 3
(1— 222 - '1+2x Va 2x)3(1 + 2x)
1-2x
1+
o 2x  2x+1 2Vx+ 1
dy'=

2-\/x+\/;_ PN R e R e

m Halla la derivada de:

a)y=\'x\/; b)y=mn X
x+1

o) y=Im(senVe*) dy= x—1

x+1

4 3
Dy= > y= 2
4-\x

b)y=%-(lnx—ln(x+ D)

2 x  x+1 2x2 + 2x
C)y’: ex/Z.COS o
2-sen\/ex

x+1-x+1
(x + 1?2 1

5. /x—l VoD e D?
x+ 1

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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Recta tangente
12 Halla la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
cuya abscisa se indica:

2
ab,:% en x=1 b)y=0,3x—0,01x2 en x=10

Oy=VIx+12 en x=-3 d)y=%en x=2

e)y=§i§ en x=3 f) y=sen’x en x=%
gy=e*en x=0 h) y = sen x cos x en x=%
Dy=lm(x+1) en x=0 Dy=xlnx en x=e

a) ® Ordenada en el punto: x=1 — yp=-1
e Pendiente de la recta: y'=-3x — yp' (1D =-3
Recta tangente: y=-1-3 - (x—1) = 3x + 2
b) ¢ Ordenada en el punto: x =10 — y=2
e Pendiente de la recta: y'=0,3-0,02x — »’'(10)=03-0,2=0,1
Recta tangente: y =2+ 0,1 - (x—-10) =0,1x + 1

¢) ® Ordenada en el punto: x=-3 — yp=3

e Pendiente de la recta: y’'= 1 y' (3 = 1
2\x + 12 6
_ 1 _ 1 7
Recta tangente: y =3 + —(x +3) = —x+ —
6 6 2
d) e Ordenada en el punto: x=2 — yp-= %
e Pendiente de la recta: y'= bl SN Y (= —
x2 4
Recta tangente: y = 1. (x—-2)= L+
2 4 4
e) ® Ordenada en el punto: x=3 — y=-4
. -10 -10 _ =5
e Pendiente de la recta: y'= ———— 3= — = —
Yl T i 2

Recta tangente: y = —4 — % (x—3) = _2—596 + %

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



f) ¢ Ordenada en el punto: x = y=1

(S|
2

e Pendiente de la recta: y'=2-senx-cosx — y’ (%) =0

Recia tangente: ) =1
g) e Ordenada en el punto: x=0 — yp=1

e Pendiente de la recta: ' =—-e>* — ' (0)=-1

Recia tangente: y=1-1-x=-x+1

h) ¢ Ordenada en el punto: x = - y= %

SN

e Pendiente de la recta: y'= cos® x —sen’x — ' (%) =0

Recta tangente: ) =

| =

i) e Ordenada en el punto: x=0 — p=0

- ' O=1

e Pendiente de la recta: y'=
x+1

Recta tangente: y = x

j) o Ordenada en el punto: x=e¢ — y=e¢
e Pendiente de la recta: y'=mx+1 — yp'(e)=2

Recta tangente: y=e+ 2 -(x—e) =2x—e
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® Escribe la ecuacion de la tangente a la curva y = x? + 4x + 1, que es parale-
§ laalarecta 4x—2y+5=0.

Calculamos la pendiente de la recta 4x — 2y +5 = 0:
4dx—-29+5=0 - y=2x+% — Pendiente 2.
Y =2x+4=2 - x=-1

La recta tangente tiene pendiente 2 y pasa por (-1, —2):

y==2+2 - x+1D=2x —> y=2x

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



@ Halla las tangentes a la curva y = Z_xl paralelas a la recta 2x +y = 0.
x —

S

16

La pendiente de la recta 2x+y=0 es m = -2.

Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

pro 2@-D-2x _ 2x-2-2x -2
(x - 1)? x2-2x+1 x*P-2x+1
y=2 > 2 -2 5 2=20%-2x+1
x2-2x+1

__—x=0 — Punto (0, 0)

Zo2x+1 —> x?P-2x=0 — -2=0
x2 - 2x x2 - 2x x(x —2) T~—x=2 — Punto (2,4

Recta tangente en (0, 0): y = —2x
Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x—-2) — yp=-2x+38

Escribe las ecuaciones de las tangentes a la funcién y = 4x — x> en los pun-
tos de corte con el eje de abscisas.

Los puntos de corte son (0, 0) y (4, 0).
»'(0) = 4 pendiente en (0, 0)
y'=4-2x .
T~ »'(4) = —4 pendiente en (4, 0)
Rectas tangentes:
En (0,00 — y=dx

En 4,00 — y=-4 (-4 =-4x+10

Halla los puntos de tangente horizontal en las siguientes funciones y escri-
be la ecuacion de la tangente en esos puntos:

a)y=a3-2x%+x b) y = —x* + x2

6x x2-5x+4
C S d == =7
)y 241 )y

__—x=1 = »=0
T~ x=1/3 — y=4/27

/x=0 - »y=0

)y =3x*—4x+1=0

b)y'=—4x3 + 2x = x - (—4x? +2) =0 x=+2/2 - y=1/4
I =22 - y=1/4
,_6-(x*+ 1D —6x-2x _ £ g X=1 = =3
Ay o212 0 > -6x*+6 O\x=_ B

_@x=5 x-(*-5x+4 -1 _ 2 40—
dy 2 0 > x*-4 O\x=—2 S -9
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Maximos y minimos. Puntos de inflexién

17 Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones:

3
a)y=x3-3x2+9x+22 b)y=# ) y=ax%_2x3
d) y = x%+ 2x2 y=—1 f)y=e*(x—1)
x2+1

)y =x3—3x%+9x + 22
S = 3x% - 6x + 9
fl0=0 = 3x>-6x+9=0 — No tiene solucion.
No tiene ni maximos ni minimos.

[ =6x-6=0 = x=1

/<0 />0
Y

Hay un punto de inflexion en (1, 29).

3t — 8x3
by = X' =8x7
)y 12

i) = 123 — 24562

= 9 — 22
12

, _ 20 o /x=0 - =0
JEO=0 =5 FE=-D=0=__ _, , ,-_u3

f'<0 . /<0 . >0
\ 1 \ 3 /

Hay un minimo en (2, _?)

N 22 _ N /x=0 - =0
[ =3x*-4x=0 — xBx-4) 0\x=4/3 Sy = —(64/8D)

[0 fr<0 o fr>0
NN AN/

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (i ﬁ)

37 81
©) f1(x) = 4x3 — 6x?

o ppe o /x=0 - »=0
J@=0 = FEx-0=0=_ 15  ,-_2716)
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[S0 f<0 L preo
\ 0 \ % /

- 3 =27
H =, —
ay un minimo en (2, 16 )

S = 12x% = 12x = 12x(x - 1) = 0

[r>0  fr<0 f7>0
NI NG

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, —1).

d) f1(x) = 4x3 — 4x
flo=0 — 4x(x°+1D=0 — x=0 — »=0

fr<0 , j‘/>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, 0).
J(x) = 12x? + 4# 0 para todo x.
No hay puntos de inflexion.
—2x
e) fi(x) = —=—=—
(xz + 1)2

=0 - 2x=0 — x=0 — y=1

f'>0 . f'<0

/ ! \

Hay un maximo en (0, D).

f(x) = 2+ 12+ 2x - 22+ 1) - 2x _ 2(x2+ 1) + 8x2 _ 62 — 2
(o + D* (x? +1)3 (x%+1)3

S =0 — x=+¢

o=
I
I+
Y |’_‘
I
+
w|®
N
<
I
SNI[SY

w|®
IN{ISY

Hay un punto de inflexion en (— ) y otro en
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) fllx) =eXx—-1D +e¥=e(x-1+1) = xe*
=0 — xe*=0 — x=0 (pues e*=#0 para todo x)
y=-1

.f”<0 I -f//>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, —=1).

S(x) = e + xe¥ =e*(1 + x)

f"o=0 - x=-1 — y=_72

SIS0 0
N\

Hay un punto de inflexion en (—1, i)
e

18 Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes fun-
ciones y di si tienen maximo o minimos:

1 2x—3 x2 x%2-1
= b)y= 2X—2 = d)v=
VY G S OV V=3
a)y= Dominio = IR —{=2, 2}
x2 -
f’(x)=—_2x =0 = x=0

(x? = 4)?
Signo de la derivada:

S0 0 <0 f<0

/ ) / 0 \ 2 \
La funcion: crece en (—oo, =2) U (=2, 0)

decrece en (0, 2) U (2, +)

. L. -1
tiene un maximo en O, —

4

_ 2x-3 R L
by = T Dominio = R — {-1}

F1(x0) = 2+ 1D -2x—-3) _ 2x+2-2x+3 _ 5
(x + 1? (x + 1? (x + 1?
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f'(x) >0 para todo x #—1.
Por tanto, la funcion es creciente en (—co, —=1) U (=1, +0).

No tiene maximos ni minimos.

Ay= Dominio = IR

x2+1

Fi) = 2x(x? + D —2x - x? _ 233+ 2x-2x% _ 2«

(xz + 1)2 (.XZ + 1)2 (XZ + 1)2

F)>0 —» 2x=0 — x=0

Signo de la derivada:
S'<0 />0

\6/

La funcion: decrece en (—oo, 0)

crece en (0, +o0)

tiene un minimo en (0, 0)

2
dy= xx—l‘ Dominio = R — {0}

e — (32— 2,2 2
f/(x)=2xx (=1 _ 2x*—x"+1 _ x°+1
x? x? x?

f'(x) 20 paratodo x#0.

f'(x) >0 para todo x # 0.

La funcion es creciente en (—oo, 0) U (0, +o0).
No tiene maximos ni minimos.

19 Halla los intervalos de crecimiento y los miximos y minimos de las siguien-
tes funciones:

8 -3x x2+1 x3
- _8-3x b) vy = -
Ay x(x—2) )y x2-1 Dy x2-1
_ 2x“-3x - 2 _ 8
d e y=x3-3x%-9x Dy=——7""—
2-«x Y Y i (x—3)

8-3x _ 8-3x
x(x=2)  x2_2x

ay= . Dominio = R —1{0, 2}

£ = 32 =20 -8 -3x) - 2x—2) _ —3x*+ 6x—16x + 16 + 6> — 6 _

(x? — 2x)? (x? — 2x)?
_ —3x?—16x + 16
(x? - 2x)?
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_16+V256-192 _ 16+ V64 _

fl0=0 = 3x?-16x+16=0 —

6 6
_ 16i8/‘x=4
6 T—~x=4/3
Signo de la derivada:
S'>0 S'>0 J'<0 J'<0 S'>0

/ ' / é\é \ ! /

La funcion: es creciente en (—o0, 0) U (0, %) U (4, +o0)

es decreciente en (%, 2) U, 4

. o ( 4 9)
tiene un maximo en g, -

|

l\)|>—=

tiene un minimo en (4, -

2
by=27 L pominio =R - -1, 1)
x*—1

2x(? =D —(*+ D -2x _ 233 —2x-2x7-2x _  —4x

S0 = (x? = 1)? (x? = 1)? (x? - 1)?

=0 - —-4x=0 — x=0

Signo de la derivada:

fr>0 I fr>o /‘/<0 j‘/<0

/71'/0\1\

La funcion: es creciente en (—oo, —1) U (=1, 0)

es decreciente en (0, 1) U (1, +o0)
tiene un maximo en (0, —1)

3
O y=—"" Dominio =R - {-1, 1}
2
x -1

322 =D —x3 - 2x _ 3xt—3x?—2xt | xf—3x? | XP(x%-3)
(x? = D? (% = D? (-1D*  @-D?

x=0
S
3

S =

S0 =0 = x*(x*-3)=0

X =
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Signo de la derivada:
f'>0 If/<0 . /<0 . f'<0 . f'<0 . f'>0
_— NG \—1' ~_ 0 ~_ 1 N V5 _—

La funcion: es creciente en (—oo, 3 U (\/3, +o0)

es decreciente en (—V3, -D U1, DU, V3)
tiene un Maximo en (—\/3 , —3—\2/5)

tiene un minimo en (\/5 , #)

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

2
dy= % Dominio = R — {2}

0 = (4r-3)-Q-20-Cx*-30 - (D _ 8x—4x*>—06+3x+2x*-3x _

(2 —x)? (2 —x)?
_ 2x?+8x-6 _ 2(x? - 4x + 3)
(2 — x)? 2 - x)?

S0 =0 - x*-4x+3=0 —> x= Az 126_12= 412\/2 =

_ 4 %2 /x=3

2 T—x=1

Signo de la derivada:
S'<0 >0 >0 <0

\ 1 / 2 / 3 \
La funcién: es creciente en (1, 2) U (2, 3)
es decreciente en (—oo, 1) UJ (3, +o0)

tiene un minimo en (1, —1)

tiene un maximo en (3, -9)
e)y =x3—3x%-9x. Dominio =R
S0 =3x% = 6x -9 =3(x? - 2x - 3)

o C2+V4+12 _ 22V16 _2+4 _—Xx=3
[ =0 — x > > > T x =]
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Signo de la derivada:

La funcion: es creciente en (—oo, —1) U (3, +o0)
es decreciente en (-1, 3)
tiene un maximo en (-1, 5)
tiene un minimo en (3, —27)

) y= 8 = 8 . Dominio = R - {0, 3}

x2(x—3) X3 3a2

Fi) = -8Bx? - 6x) _ -8xB3x—-6) _ -8Bx—0)
x4 - 3)? xH(x - 3)? x3(x — 3)?

f)=0 - 3x-6=0 — x=2
Signo de la derivada:

/<0 />0 . /<0 . /<0

\(:) / 2\3\

La funcion: es creciente en (0, 2)

es decreciente en (—o0, 0) U (2, 3) U (3, +o0)

tiene un maximo en (2, -2)

20 Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las siguientes

funciones:
a)y=x3-3x+4 ®y=x4—6x2 Oy=(x-2)*
@y=xex e)y=i:a1€ Dy=m(x+1)
)y =x3—3x+ 4. Dominio = R

S0 =3x% = 3; fr(x) = 6x

[0 =0 > 6x=0 — x=0

Signo de f"(x): J1<0 0

N\
La funcion: es convexa en (—oo, 0)

es concava en (0, +oo)

tiene un punto de inflexion en (0, 4)
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b) y = x% — 6x2. Dominio = IR
S0 = 4x3 = 12x; [0 = 12x% - 12

=-1
1 - 2 — /.X'
[ =0 — 12(96—1)—O\x=1

Signo de f"(x):
S0 /<0 S">0
N2 NN

La funcién: es concava en (—oo, —1) U (1, +o0)

es convexa en (-1, 1)
tiene un punto de inflexiéon en (-1, -5) y otro en (1, -5)
o) y = (x—2)* Dominio =R
S0 = 4(x - 2% (0 = 12(x - 2)
=0 — x=2
JS"(x)>0 para x#2
Por tanto, la funcién es concava. No tiene puntos de inflexion.
d)y =xe*. Dominio =R
[l =e"+txe¥=0+xe"; ['x)=e*+ (1 +x)eX¥=Q2+x)e"
f"x)=0 = x=-2 (e*#0 paratodo x)
Signo de f"(x):
fU<0 o f">0

Y

La funcion: es convexa en (—oo, —2)

es concava en (=2, +oo)

tiene un punto de inflexion en (—2, —%)
e
_2-x S =
ey= 1 Dominio = R —{-1}
f/(x)=_1(x+1)—(2—x)=—x—1—2+x= )
(x+ 1? (x+ D? (x + 1D?
6
”(.X') =___ Y
/ (e + 1)

f"(x) #0 para todo x.
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Signo de f"(x):

La funcion: es convexa en (—oo, —1)
es concava en (=1, +oo0)

no tiene puntos de inflexion

) y=n(x+ 1. Dominio = (-1, +eo)

o1
S =T

) = —L—
S (x + 1?

S"(x) <0 para x € (=1, +oo)

Por tanto, la funcion es convexa en (=1, +o0).

21 Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de in-
flexion en el punto de abscisa x = 1:

aA)y=1+(x-1)3 b)y=2+(x-1* Ay=3-(x-1)°
a) f1(x) = 3(x— D3 S = 6(x—1)
S0 [>0 10 fr>0

- DAY
Hay un punto de inflexién en x = 1.
b) f1(x) = 4(x— D3, S0 = 12(x — 1)?

SIS0 [0 S0 [0

~ ' _ NN,

Hay un minimo en x = 1.

o) f1(x) = 6(x— 1)> F1(x) = =30 (x — D4

f>0 . JS'<0 fr<o . f"<0

N CN O

Hay un maximo en x = 1.
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PARA RESOLVER

22 Prueba que la recta y = —x es tangente a y = x3 — 6x2 + 8x. Halla el punto
de tangencia y estudia si esa recta corta a la curva en otro punto distinto al
de tangencia.

y'=3x2-12x +8
Veamos para qué valor de x tiene pendiente —1:
3x% —12x +8 = -1

3x2 - 12x+9 =0 <§:i : ;:j
El punto (3, -3) verifica la ecuacion.
Veamos los puntos de corte:

x3-6x?+8x=-x — x2-6x2+9x=0

/x=0 - =0

x.(x2_6x+9)=0\x=3 S oy-23

El otro punto de corte es (0, 0).
@ Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 4x3 — 2x% — 10 en su
S punto de inflexion.

e Hallamos su punto de inflexion:

S0 = 12x? — 4o, f7(x) = 24x — 4

S =24x-4=0 —> x= %
j‘// <0 I f‘// >0
1
N v\
Hay un punto de inflexion en (%, —22L71)

e Pendiente de la recta tangente en ese punto: [ ’(%) = —%
e Ecuacion de la recta tangente:
271 1 (x 1 )

27 3

6
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@ Determina la parabola y = ax? + bx + ¢ que es tangente a la recta y = 2x—3
s enel punto A(2,1) y que pasa por el punto B(5, -2).

y=ax’>+bx+c
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y'=2ax+b — p'R2)=2 —> 4a+b=2
Pasa por A2, 1) — y@2)=4a+2b+c=1
Pasa por B(5,-2) — p(5) =25a+5b+c=-2

Solucion del sistema: a=-1, b=6, c=-7 = ypy=-x>2+6x-7
25 Lacurva y=x3+ ax?+ bx + ¢ corta al eje de abscisas en x = -1 y tiene un
punto de inflexiéon en (2, 1). Calcula a, b y c.

y=x3+ax?+bx+c

f1(x) = 3x%+ 2ax + b

f"(x) = 6x + 2a

D=0 - -l1+a-b+c=0 a-b+c=1 a=-6
=1 — 8+4a+2b+c=1 4a +2b+c=-7 b=1_30
[ =0 — 12+2a=0| a=-6 C=%

26 De la funcion f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x + y = 0.

a)Halla a y b.

b) Determina sus extremos relativos y sus intervalos de crecimiento y de-
crecimiento.

a) f0) = ax3 + bx;  f'(x) =3ax>+b

JO=1 — a+b=1 - o
f(H=-3 - 3a+b=-73 b=3 S0 = -2x° + 3x

b) f(x) = —6x> + 3

oo V2
/ 2
=0 = B3Qx*-1=0
; S
2
Signo de la derivada:
f'<0 . f'>0 f'<0

B

La funcion: es decreciente en (—oo, ——

V2 2

es creciente en (———, —
( 22 )
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. . 2
tiene un minimo en (——, —\/E)

2
tiene un maximo en (g, V2 )

0 six<0
27 Considera la siguiente funcion: f(x) =< x2 si 0<x<1
S x sixz21
a) Estudia su continuidad.

b) Estudia su derivabilidad.

a) Continuidad:
eSi x#0 y x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

*En x=0:

lim f(x)= Ilim 0=0

x—0 x—0
lim fGO = lim x2 =0 xlz‘iq;zo [ = f(0). Por tar_lto, la funcion es continua
x—0" x—0 en x=0.
JO=0
*En x=1:

lim f(x) = lim x*=

x—=1 x—=1
lim f(x) = f(1). Por tanto, la funcién es continua
lim fG) = lim x=1 { [ SD=/D nto, la fu u
x—1" x—1 en x=1
S =1

La funcion es continua en IR.
b) Derivabilidad:
°Si x#20 y x#1 — La funcion es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 si x<0
S=492x si 0<x<1
1 si x>1

*En x=0:

(07 =0= /(0. Portanto, f(x) es derivable en x=0; y f(0) =0.

*En x=1:

S =2=/f(1" =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.
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La funcién es derivable en IR — {1}. Su derivada es:

0 si x<0
) =<2x si 0<x<1
1 si x>1

28 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Calcula, ob-
servandola: f'(-1), f'(1) y f'(3)

¢En qué puntos no es derivable? 2

JS'ED =0; f1(D)=0; f/(3) =2 A% 2| 4

No es derivable en x=0 nien x= 2.

29 ;Cuantos puntos hay en esta funciéon que no tengan derivada?

y=|x%+6x+8]|

~6+V36-32 _ —6+V4 _—6x2_ __ —x=-2

x*+6x+8=0 — x=

2 2 2 T—x=-4
x2+6x+8 si x<-4 2x+ 6 si x<—4

Y= 1-=x?-6x-8 si -4<x<-2 Yi=q9-2x-06 si —4<x<-2
x2+6x+8 si x>-2 2x+ 6 si x> -2

La funcién es continua, pues es el valor absoluto de una funcién continua.
En x=-4 — p/(=4)=-=2#yp'(-4") =2
En x=-2 — )/ (=2)=-2#yp'(-2=2

La funcion no es derivable en x =—4 nien x=-2; es decir, en (4, 0) y en (-2, 0).
Son dos puntos “angulosos”.

@ Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

_Jax®+3x si x<2
J) {xz—bx—4 six>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
eSi x#2 — La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=2:

lim [f(x) = lim (ax®+ 3x) =4a + 6
X —>

X — 2"

lim f(0) = lim (x* = bx —4) = =2b
x =2 x =2
f(2) =4a+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = —2b, es decir, 2a + 3 = b; o bien
b=-2a - 3.
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Derivabilidad:

eSi x#2 — lafuncion es derivable. Ademas:

1y - ) 2ax+ 3 siox <2
S0 {Z.X—b siox> 2

*En x=2:

J /(2:) =da+3 } Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, es decir,
J@Y=4-b ] p-_4a+1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

b=2a-3| 20a-3=-4a+1 — 2a=4 — a=2
b=-4a+1| b=-7

Por tanto, para que f(x) sea derivable en todo IR, hadeser a=2 y b=-7.

Observa las graficas de las a) b) C)
siguientes funciones e indi- \\
ca en qué puntos no son de- \
rivables.

\\

ur

\

\
¢Alguna de ellas es deriva- ‘i—
ble en todo IR? \

a) No es derivable en x=-1 (tiene un punto “anguloso” nien x =2 (no estd de-
finida la funcion).

b) Es derivable en todo IR.

¢) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

La funcion f(x) esta definida por:

x3—x si x<0
x=
S {ax+b si x>0

Calcula a y b para que f sea continua y derivable.

Continuidad:
*En x#0 — La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

*En x=0:

lim f(x) = lim (x3-x)=0
x—>0 x—0

lim f(x) = Ilim (ax+b)=>b Para que sea continua ha de ser b =0
x =0 x =0

S =0
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Derivabilidad:

eSi x#0 — La funcion es derivable. Ademas:

f/(x)={3x2—1 si x<0

a si x>0

*En x=0:

;’Eg? =-1 } Para que sea derivable, ha de ser a = —1.
o (0% = a

Por tanto, f(x) serd continua y derivable si a=-1 y b =0.

33 Considera esta funcion:

x2+2x-1 si x<1
x=
S {x+1 si x>1

a) Estudia su continuidad.
b) Estudia su derivabilidad.
c) ¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0?

d) Represéntala graficamente.

a) Continuidad:

e En x # 1: La funcién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

*En x=1:

lim ) = lim (x*+2x—-1)=2

x—1" x—1

lim fGO = lim (x+1) =2 xlzinlf(x) = f(1). Por tan.to, la funcién
x—1" x—1 es continua en x = 1.
JSH=2

La funcién es continua en todo IR.

b) Derivabilidad:

eSi x#1: La funcidon es derivable. Ademas:

f/(x)={2x+2 siox<1

1 si x>1

*En x=1:
D) =4=1H=1
La funcion no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en R — {1}.
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¢) Puntos en los que ["(x) = 0:
S0 =2x+2 si x<1
2+2=0 — x=-1
So=1si x>1 = [f)#0 si x>1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

d) Grifica de f(x):

Ve

34 De la funcion f(x) = x% + ax + b se sabe que:
— Tiene un minimo en x = 2.
— Su grafica pasa por el punto (2, 2).

Teniendo en cuenta estos datos, ;cuanto vale la funcion en x = 1?

S =x*+ax+b
S =2x+a — [f(QD=4+a=0 —> a=-4
fQ=4-8+b=2 — b=6
= f)=x>—4x+6
J =3

35 Calcula p y g de modo que la curva y = x? + px + g contenga al punto
S (2,1 y presente un minimo en x = -3.

y=x>+px+q

y'=2x+p — p(B)=-06+p=0 = p=6

f(2)=-8+g=1 —> g=9

= y=x?+6x+9

36 1Lafuncion f(x) esta definida de la siguiente manera:
S

e, x<0
S =11, 0<x<3
—x2+3x+2,x>3

Estudia su continuidad y derivabilidad.
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e¥, x<0
Jlo =11, 0<x<3
X2 +3x+2, x>3
Continuidad:
Si x#0 y x#3 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

En x=0

lim f(x) = lim e¥=1

x =0 x—0"
lim f(x) = lim 1=1 lim f(x) = f(0). La funcién es continua en x =0
x—0 x—0 x—0
S =1
En x=3
lim f() = lim 1=1 lim f(x) # lim f(x)
x =3 x =3 B—> 3y x—3"
lim f(x) = lim (—x?+ 3x+2)=2 No es continua en x =3
x—3" x—3"
JB =2

La funcion es continua en IR — {3}.

Derivabilidad:
Si x#0 y x#3. Es derivable y:
e~ x<0

S0 =140 0<x<3
2x+3 x>3

En x=0

SO =1#f(0"=0 — No esderivable en x = 0.

En x=3 — No es derivable pues no es continua.

La funcion es derivable en IR — {0, 3}.
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Problemas de optimizacién
Con una cartulina rectangular de 2 m X 3 m se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello se recorta un cuadrado de cada uno de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.
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<[]
=
oW
|
g

3

El volumen de la caja es:
V) =3 -2x) - 2-2x)x, xe€ 0, D
V(x) = 6x — 10x2 + 4x3
V'(x) = 6 — 20x + 12x?
i B ) _ 10+ V28— 1,27 (no vale)
Vi) =0 = 6-20x+12x>=0 — x T2 — 039

Vi(x) = =20 + 24x; V"(0,39) <0 = x=0,39 esmaximo.

38 Entre todos los triangulos isosceles de perimetro 30 cm, ¢cudl es el de area
S  maxima?

Perimetro = 2x + y =30 — y»=30-2x

2
Altura = h = A x% - yT

.,, » (Bc—2x)2

Area = = =
2 2

_ (B0-2x '2V30x— 225 _ (15— x)V30x = 225 = V(15 — 230 — 225) =

V30x3 — 1125x2 + 13500x — 50625

Tenemos que maximizar la funcion area:

F(x) = V3043 — 1125x% + 13500x — 50625

90x% — 2250x + 13500
273043 — 1125x2 + 13500x — 50625

J'Co =

S =0 —  90x%—2250x + 13500 = 0
90(x? — 25x + 150) = 0

_25+V625-600 _ 25V25 _25+5 __—x =15 (novale)
2 2 2 T—~x=10

(x =15 no vale, pues quedaria y =0, al ser perimetro = 30)
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40

(f"(x) >0 alaizquierda de x=10 y f(x) <0 ala derecha de x = 10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).

Luego, el tridngulo de drea miaxima es el equilitero de lado 10 c¢m, cuya area es

25V3 =433 cm?.

Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. ;Cudl debe ser el radio de la base?
h?+R?>=100 — K?=100 - h?

Volumen = %nth - %nuoo —h?h = %nuooh —hd)

Tenemos que maximizar la funcién volumen:
) = %n(lOOh — h3)

F1(h) = %n(loo ~ 3h?)

S =0 — 100-3h*’=0 — h=\/%

(consideramos la raiz positiva, pues h > 0).

(f’(h) >0 alaizquierda de h = 1(3)—0 y f'(h) <0 ala derecha de h = %

Luego, en h = '\,% hay un méximo).

Por tanto, el radio de la base sera: R? =100 —h? = 100 — 100 _ 200 200

- R=14]"
3

Se sabe que el rendimiento, 7 en %, de un estudiante que realiza un examen
de una hora viene dado por »(#) =300z(1—-1¢) siendo 0<¢<1, ¢t en horas.

a) Explica cuando aumenta y cuando disminuye el rendimiento.
b) ¢Cuando se anula?
¢) ¢Cuando es maximo?

r(t) = 3000(1 —¢t), 0<t<1, t en horas.

a) r'(t) = 300 — 600t

r'>0 r’'<0
/ \

r(z) aumenta entre Oy %, pues 7 es creciente.

1
"@=0 = t=—=
(1) 5

N|>—l——

r(t) disminuye entre % y 1, pues r es decreciente.
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br)=0 — 300t-A1-H=0 — =0y t=1

Ar=0 — t= % (Es maximo pues 7’>0 a suizquierday r'<0 asu

derecha).

Un comerciante compra articulos a 350 € la unidad y sabe que si el precio
de venta es 750 €, vende 30 unidades al mes y que por cada descuento de
20 € en el precio de venta, incrementa las ventas de cada mes en 3 unida-
des. Determina el precio de venta que hace maximos los beneficios del
comerciante.

Llamamos: x = n® de veces que se descuentan 20 €.
Asi, el precio por unidad serda de: 750 — 20x, y por tanto se venderdn 30 + 3x
unidades al mes; luego el dinero obtenido por las ventas vendrd dado por la fun-
cion:

S0 = (750 — 20x) - (30 + 3x) = —60x2 + 1650x + 22500
Maximizar los beneficios es equivalente a maximizar esta funcion:

/1(x) = —120x + 1650

1A = _ 1650 _
fo=0 = x 20 13,75

Comprobamos que, efectivamente, se trata de un maximo:
F7(x) = =120
J1(13,75) = =120 < 0 = x = 13,75 es maximo

Por tanto, el precio de venta que hace maximos los beneficios es:

750 — 20 - x =750 — 20 - 13,75 = 750 — 275 = 475 €/unidad

Se quiere construir una pista de entrenamiento que consta de un rectangu-
lo y de dos semicirculos adosados a dos lados opuestos del rectangulo. Si se
desea que el perimetro de dicha pista sea de 200 m, halla las dimensiones
que hacen maxima el area de la region rectangular.

Perimetro de la pista = 2x + © - y = 200

200 — 2x

Despejamos: y = p

200 — 2x _ 200x — 2x?

Area del rectingulo = x - y = x -
i T
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Derivamos:

A/=@—4—X=O - x=50m - y=mm
T T i
A" = _%; A"B0) <0 = x=50 es miaximo)

43 El saldo, en millones de euros, de una empresa en funcion del tiempo viene
S dado por la funcién:

4-0,2t si 0<t<4
J@)=14932+0,04(t—4) si 4<t<8
3,36 +0,1(t—8)2 si 8<t<12

Deduce razonadamente el valor de ¢ en el que el capital fue maximo.
40,2t si 0<1<4

f)=4932+004—-4 si 4<1<8
336+ 0,1(t—8)?% si 8<t<12

En el primer intervalo se trata de una funcion afin decreciente que alcanza el maxi-
mo valor en 0, f(0) = 4.

En el segundo intervalo tenemos otra funcién afin creciente, por lo que alcanza su
maximo valor en 87, f(87) = 3,30.

En el tercer intervalo, derivamos:
S =02--8

Tiene un minimo en ¢ =8, por lo que alcanza el maximo en el otro extremo del
intrvalo: f(12) = 4,90.

Por tanto, el capital fue maximo en ¢ = 12.

44  Se ha estudiado el rendimiento de los empleados de una oficina a medida

S que transcurre la jornada laboral. (Dicho rendimiento corresponde al
numero de instancias revisadas en una hora). La funciéon que expresa dicho
rendimiento es: R(¥) = 30¢t—10,5¢% + t3 siendo t el niimero de horas trans-
curridas desde el inicio de la jornada laboral.

a) Determina cuando se produce el maximo rendimiento y cuando se pro-
duce el minimo rendimiento.

b) Halla la tasa de variacion media del rendimiento R(#) entre t=2 y t=4.

Vamos a suponer una jornada laboral de 8 horas; es decir:

R() = 30t — 10,5t% + 13, t e [0, 8]
a) R'(t) = 30 — 211 + 342

o , . —1=5
R(H=0 — 50—21t+5t7—0\t=2

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



. R'>0 . R'<0 . R'>0 . R(O)=0 R(Q2) = 26
O T2 T~ 7% RG)=125 R®) = 80

Hay un minimo relativo en #=5 y un maximo relativo en ¢ =2, pero el mini-
mo absoluto corresponde a ¢ =0 y el maximo absoluto a = 8 horas.

b TVM2, 4 - KD -RA2) _ 16226 _ 10 _
4 -2 2 2

45 Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superfi-
cie. El metro lineal de tramo horizontal cuesta 2,5 € y el de tramo vertical 3 €.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea
minimo.

b) ¢Cual sera ese coste minimo?

DArea=x-y=6 — y=§
X 2
6 m y
Coste = 2,5 2x + 3 -2y =5x+ 6y
C=5x+i x
x
C’=5—3—§=O - x=%5z2,68m - y=V5=224m
x

(C// — 7_§; C”(ﬂss) >0 > x= 6\5/5 es minimo)
X

+6V5 = 125 = 26,83 €

byC=5- 6;/5

46 Un banco lanza al mercado un plan de inversion cuya rentabilidad R(x) en
miles de euros viene dada en funcion de la cantidad que se invierte, x en
miles de euros, por medio de la siguiente expresion:

R(x) =-0,001x2 + 0,4x + 3,5
a) Deduce y razona qué cantidad de dinero convendra invertir en ese plan.

b) ¢Qué rentabilidad se obtendra?
R(x) = —0,001x% + 0,4x + 3,5

2) R'(x) = —0,002x + 0,4
R'(x)=0 — x =200 miles de €.
(R"(x) = -0,002, R"(200) <0 = x =200 es maximo)
Invirtiendo 200000 € se obtiene la maxima rentabilidad.

b) R(200) = 43,5 miles de € = 43500 €.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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Un articulo ha estado 8 afios en el mercado. Su precio P(#), en miles de
euros, estaba relacionado con el tiempo, ¢, en aiios, que este llevaba en el
mercado por la funciéon:

2 .
CR VAAT S S
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de P(¥).
b) ¢Cual fue el precio maximo que alcanzo el articulo?
©) ¢Cudl fue la tasa de variacion media del precio durante los Gltimos 6 afios?

412 + 4 si 0<1<2
P() =
“ {—(5/2)z+25 si 2<1<8

8t 0<t<2

52 2<1<8 (No existe P'(2), pues P'(27) # P'(2Y)).

a) P'(1) = {
P(1) es creciente en 0<¢<2 pues P'(t)>0.
P(1) es decreciente en 2 <t <8 pues P'(t) <0.

b) El maximo se alcanza en ¢t =2, P(2) = 20.

P® -PQ2) _5-20 _ 15 _ =5 _

O TVMI, 8] = === z z 5
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48

Una empresa de mensajeria ofrece estas tarifas:
— Si la carga es menor de 2 kg, costara 8 € por kilo.

— A partir de 2 kg, el precio por kilo se obtiene restando de 8 el nimero de
kilos que exceden de 2.

La carga maxima que puede llevar un mensajero es 6 kg. Sea x el peso de
la carga, P(x) la funcion que nos da el precio por kilo de cargae I(x) la
funcion que nos da los ingresos de la empresa.

a) Halla las expresiones algebraicas de P(x) e I(x) y represéntalas.

b) ¢Para qué valor de x se obtiene el maximo ingreso?

a) Precio por kilogramo de carga:

8, 0<x<2 8, 0<x<2
POO=9g (x_2), 2<x<6 ~ 10-x 2<x<6

Ingresos en funcion de los kilos de carga:

! 0<x<2 8x, 0<x<2
I(x) = =
@=110_mx 2<x<6 10x—x2, 2<x<6

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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10 20 /]
8 16
6 PO 12
4
2
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 7 8

b) Se obtiene el maximo ingreso para x= 5.

CUESTIONES TEORICAS

49 TUna funcion polinémica de tercer grado, ;cuantos puntos de derivada nula

S

puede tener? ;Puede tener uno o ninguno?

La derivada de una funcién polinémica de tercer grado es una funcion polinémica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningiin punto, con derivada nula.

Por ejemplo:

=1
f)=x3-3x = [fl(x)=3x>-3= 0< i _ } Dos puntos

-1
J=x> = f(x=3x*>=<0 — x=0 — Un punto
S =x3+3x - [0 =3x*>+3#0 paratodo x — Ninguno

Justifica que una funcion polinémica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una funcién polinémica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

La funcion f tiene derivadas primeray segundayes f'(a)=0 y f'"(a)=0.
¢Puede presentar f un maximo relativo en el punto a?
En caso afirmativo, pon un ejemplo.

Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:

fx) =—x* en x=0 es tal que:
>0 <0 J1(x0) = —4x3 S0 = —12x?

0
0 TN Por tanto: f(0) =0 y f"(0) = 0

En (0, 0) hay un maximo relativo.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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S

53

54

Una funcion f es decreciente en el punto a y derivable en €l
¢Puede ser f'(a) > 0?
¢Puede ser f'(a) = 0?
¢Puede ser f'(a) < 0?

Razona tus respuestas.

Si f es decreciente en x = a vy es derivable en él, entonces [(a) < 0.
Lo probamos:

[ decreciente en a — signo de [f(x) — f(a)] # signode (x—a) —
N S —fla) _ 0
X—a

X

Por tanto, f'(x) = [lim SO = [la@) <0; es decir: f'(a) <0

)
x—=a X —d
Ejemplo: f'(a) = —x3 es decreciente en IR vy tenemos que:

100 = 302 {f (0 =0 (y f(x) es decreciente en x = 0)
1(x) = -3

S1(0) <0 para x#0

Considera la funcién | x| (valor absoluto de x):

a) ¢Presenta un minimo relativo en algin punto?
b) ¢En qué puntos es derivable?
Razona tus respuestas.

f(x)= |x| _ {—x si x<0, f’(x)= {—1 si x<0

x si x>0’ 1 si x>0
f(x) no es derivable en x =0, pues f(07) =-1# /(0" =1.

Por tanto, [ es derivable para x # 0.

5= |x| Pero f(x) presenta un minimo relativo en x = 0,
pues f(0) =0 <f(x) si x#0. De hecho, es el
1 minimo absoluto de f(x).

-1 1

La derivada de una funcion f es positiva para todos los valores de la variable.
¢Puede haber dos nimeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b)?

Razona tu respuesta.

Si f/(x) >0 paratodo x = f(x) es creciente; es decir, si a>b = fla) > f(b),
ysi a<b = fla)<fb).

Por tanto, no puede ser f(a) = f(b). (En este caso, tendria que existir un punto ¢
entre a y b, enel que f'(c)=0).

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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56

De una funciéon f sabemos que f'(a) =0, f"(a)=0 y f"'(a) =5. ;Podemos
asegurar que f tiene maximo, minimo o punto de inflexion en x = a?

Justifica tu respuesta.

[ tiene un punto de inflexion en x = a.
Veamos por qué:

f"a)=5>0 — [" escreciente en x = a.

Como, ademas, f"(a) =0, tenemos que ["(x) <0 alaizquierdade a y f"(x)>0
a su derecha. Es decir, f(x) cambia de convexa a concava en x = a.

Por tanto, hay un punto de inflexién en x = a.

Si f'(a) = 0, ¢cual de estas proposiciones es cierta?
a) f tiene maximo o minimo en x = a.
b) f tiene una inflexion en x = a.

c) f tiene en x = a tangente paralela al eje OX.

Si f"(a) = 0, solo podemos asegurar que [ tiene en x = a tangente horizontal
(paralela al eje OX).

Podria tener un maximo, un minimo o un punto de inflexién en x = a.

Por tanto, solo es cierta la proposicion ©).

De una funcion f(x) se sabe que:
J@ =f3)=0; f'(2)=0; f"(2)>0
¢Qué puedes decir acerca de la grafica de esta funcion?
S =3 =0

f1(2)=0 [ tiene un minimo en x = 2.

f//(z) >0

La representacion grafica de la funcion derivada de una funcion f, es una
recta que pasa por los puntos (2, 0) y (0, 2).

Utilizando la grafica de la derivada:
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion f.

b) Estudia si la funcién f tiene maximo o minimo.
Ax<2 — [f'>0 — [ creciente
x>2 — [f'<0 — [ decreciente P

bx=2 — [f'=0 ytiene un maximo 1

/L
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59 Sila grafica de la derivada de g es una parabola que corta al eje OX en (0,

S

0) vy (4, 0) y tiene por vértice (2, 1), ¢qué puedes decir del crecimiento y
decrecimiento de g?

Determina si la funcién g presenta maximos o minimos.
Si x<0 — g'<0 — g decreciente
Si 0<x<4 — g'>0 — g creciente 1

Si x>4 — g'<0 — g decreciente /‘0 2 4\
g/

En x =0 tiene un minimo y en x =4 un maximo.
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@ Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f, g, b y j:

61

f 5 b’ \ J

i

5 5

8 4

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cual de estas graficas es la funcion derivada de una funciéon polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funciéon polinémica de segundo grado?

a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
[ tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues ['(-2) = 0.

j tene dos puntos de tangente horizontal en x =1 y en x = 3, pues

7' =;'(3) = 0.
g v h no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcién polinomica de primer grado es una funciéon constan-
te. Por tanto, es g".

¢) La derivada de una funcién polindmica de segunda grado es una funcion polin-
mica de primer grado. Por tanto, es f".

¢Cual de estas graficas representa la funcion f y cual su derivada f'? Justi-
fica tu respuesta.

a / b C

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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a) La funcion es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es y = 3.
Luego, estas graficas si representan a una funcion y su derivada.

b)En x =0, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula. La recta tendria que
pasar por (0, 0).
No representan, por tanto, a una funcién y su derivada.

©) En x =1, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula, y tendria que pasar

por (1, 0). Estas tampoco representan a una funcion y su derivada.

Por tanto, solo la primera es valida.

Estudia la derivabilidad de estas funciones:

a)y=% b)y=Vx?+1
c)y=1—2/p dDy=Imn(x*-4)
a)y= Vx
f(x) es una funcion continua en R.
1
S = ——=
32

f(0) es derivable en IR —1{0} (en x=0 no existe la derivada).

b)y=\x?+1
f(x) es continua en R.

x
Va2 + 1

f(x) es derivable en R.

[0 =

oy=1- Va?
/(%) es continua en IR.
—2x -2
R ~
3Vt 5\/96

f(0) es derivable en IR —1{0} (en x=0 no existe la derivada).

dy=mx>-4)
x2—4>0 - x?*>4 > x<-2 06 x>2
J(x) escontinuasi x<-2 6 x> 2.
2x
() = —=—
4 x?—4

Jf(x) es derivable si x <-2 6 x> 2 (pues para ser derivable ha de ser continua).

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



—x2 si x<0

63 Sea la funcion: = =
ea la funcién: f(x) = x | x| {xz §i x>0

Halla f'(x), f''(x) y represéntalas.

1) = {—Zx si x<0

2x si x>0

En x =0 existe la derivada, pues f(x) es continua, y, ademas, f(07) = f'(0").

-2 si x<0
2 si x>0

S = {

En x=0 no existe la segunda derivada, pues f"(07) = f(0").

S0 Jie))

-2

64 Prueba que la funcién f(x) = x + |x—3| no es derivable en x = 3.

f(x)={x—x+3 six<3}={ 3 si x <3

XxX+x—3 si x=23 2x—3 st x=23

0 si x<3
2 si x>3

S0 = {
f1(3) =0=#/'(3" = 2. Por tanto, la funciéon no es derivable en x = 3.

65 Calcula la derivada de orden n de la funcién f(x) = e**.
S0 = e*
i) =2 e*
f//(x) — 22 . er

fn(x) =Qn . er

66 Dada la funciéon f(x) = e* + In(1 - x), comprueba que f'(0) =0 y f"(0) = 0.
¢Sera también f"'(0) = 0?

f’(x)=ex—ﬁ S O =1-1=0
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S =t 1 5 o S @=1-1=0
— X

2
"(x) = e~ — = U0 =1-2=-1%0
S RIE S

67 Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la fun-

68

cion y= |x2—4]|.

X2 -4 siox<=2
SO =9x2+4 si 2<x<2

x2—4 si x>2

2x  si o x <=2
S =9-2x si 2<x<2
2x  si x> 2

En x = -2 no es derivable, pues f/(-=27) = -4 # f'(-2%) = 4.
En x =2 no es derivable, pues f'(27) = -4 # f'(2") = 4.

e La derivada se anula en x = 0.
e Signo de la derivada: <0 /150 f1<0 150
\ - / 0 \ : /

e La funcién tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto ( lim f(x) = [lim [f(x) = +eo).
X — +oo X —> —o0

e Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mini-
mo también es absoluto, puesto que f(x) >0 para todo x.
Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la fun-

ci6n dada por: y= |x2+2x—3|

2 L _2xVa+12 _ 244 __—x=1
xX“+2x-3=0 — x 5 S T~ x=_3

x2+2x—-3 si x<-3
S =9 x2-2x+3 si 3<x<1

x2+2x-3 si x>1

2+ 2  si x<-3
flx)=4-2x-2 si 3<x<1

2x+ 2  siox>1
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En x =-3 no es derivable, pues f'(-37) = —4 # f/(=3") = 4.
En x =1 no es derivable, pues f'(17) = -4 # f'(17) = 4.

e Veamos donde se anula la derivada:

2x+2=0 —> x=-1

Pero f'(x) =2x+ 2 para x<-3 y x> 1.

2x-2=0 — x=-1y fllx)=-2x-2 para 3<x<1
Por tanto f’(x) se anula en x=-1.
e Signo de la derivada:

R e Y L I

\_IS/_Il\i/

e La funcion: es creciente en (=3, =1) U (1, +0)
es decreciente en (—oo, =3) J (-1, 1)
tiene un maximo en (-1, —4)

tiene un minimo en (=3, 0) y otro en (1, 0).

69 Lafuncion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f'(1) =0 yque f
no tiene extremo relativoen x =1. Calcula a,b y c.

@ Sies f'(1) =0 y no bay extremo relativo, tiene que haber una inflexion en x = 1.

S0 =x3 +ax®+bx+c
S0 = 3x% + 2ax + b
f(x) = 6x + 2a

fM=1 - 1+a+b+c=1 a=-3
fD=0 — 3+2a+b=0 b=3 ¢ fO)=x3-3x%+3x
f"MH=0 - 6+2a=0 c=0

70 Halla a y b para que la funcion f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
JX)=J3ax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0< x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

eSi x#-1 y x#0: La funcién es continua, pues estd formada por polinomios.
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e En x=-1:

lim f) = lim Qx+a)=-2+a
x —-1" x — -1
Para que sea continua, ha de ser
lim )= lim (ax+b) =—-a+b au ua,
x—-1" x—=-1

-2 +a=-a+b, esdecir: b=2a-2.
fD=—-a+b

*En x=0:

lim fx) = lim (ax+b)=b

x—>0 x—0

lim f0) = lim Bx?>+2)=2 Para que sea continua, ha de ser b = 2.
x =0 x—=0

fo) =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2y b=2.

Para estos valores, queda:

2x+ 2 si o x<-1
Jo) =4 2x+2 si —1<x<0; es decir:
3x2+2 si 0<«x

_J2x+ 2 six<0
e {3x2+2 si x>0
Derivabilidad:

e Si x#0: Es derivable. Ademds:

1) = {2 si x<0

6x si x>0
*En x=0:
fO)=2=0"=0
La funcién no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

71 ;Existe algin punto en el que f(x) =

——— no sea derivable?
1+|x|
Justifica tu respuesta.

- x si x<0
S = 1

si x>0
1+x

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones



Continuidad:

*Si x#0 — Es continua, pues esta formada por dos funciones continuas en los
intervalos en los que estan definidas.

eSi x=0:
lim GO = lIim —— =1
x =0 x—>01-x
, , 1 lim f(x) = f(0). Es continua en x = 0.
= — =1
e A e
fO=1

Por tanto, es una funcion continua en IR.

Derivabilidad:
e Si x#0: Es derivable. Ademas:

, B —(1 ey si x<0
S0 = 4 .
m si x>0

*En x=0:
SO =1=#f0Y=-1
No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién. Aplicaciones
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Descripcion de una grdfica

1. m Copia en tu cuaderno los datos encuadrados en rojo. A partir de ellos y sin
mirar la grafica que aparece al principio, representa esta funciéon sobre
unos ejes coordenados dibujados en papel cuadriculado.

(La solucion esta en el propio ejercicio).

2. Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva,
lo mas sencilla posible, que cumpla las siguientes condiciones:

e lim f(x)=—oo

X — —oo

e lim f(x)=2

X — +oo
o lim f(x)=—c
x— 2"

o lim f(x)=+c

x— 2
«f(0) = 4 f1(0) =0
* f(5)=0; f(1,75)=0

e f es derivable en todo R, salvoen x = 2.

N\
AN
/

/

[

Ui
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3. Describe, con la menor can- A
tidad de datos y de forma si- II
milar a la de los apartados
anteriores, la siguiente fun- /
cion: / \
7 /
o lim f(x)=-1 /
X — —o0 ,// \ / \
e lim f(x) =—o T \\
X —> +oo \
o lim f(x) = +es \
X — -3 \
o lim [f(x)=+oo
x—>-3"
e f(-9)=0; f(0O)=0; f(® =0
/(=0

/D=4 f(HD=0

4. Representa sobre unos ejes en papel cuadriculado una grafica inventada por
ti. Describela en papel aparte. Dale la descripcion a tu compaifiera o comparfie-
ro para que la represente.

Representa ti la suya.

Comparad cada representacion con la curva original. Discutid las diferencias
que observéis.

¢Hay algun error en la representacion?
¢Hay, acaso, error en la descripcion?

¢Es todo correcto?

4\ Por ejemplo:
\ o Iim f(x)=—o; Iim [f(x)=2
\ X = —oo X —> +oo
o Jim [f(x)=—c; [im [(x)= +oo
X —==-2" x —=2"
) T efe =0 S =0
1 /
\NDA o f(D=0; f(1)=0
AREA SO =1
/ \

Unidad 7. Representacién de funciones



5. Observa esta grafica: AR A N R A [
I\ I\ Il Il I Il
1A I I I I I
|\ |1\ /1 /1 |\ [

e Halla la ordenada para las siguientes abscisas:

x=0, x=1, x=3, x=-7, x=12,
=—-400, x =13, x=-199

¢ ;En qué puntos no esta definida esta funcion?

¢ ;Qué tramo de la funcion te bastaria conocer para hacerte una idea exacta de
como es la grafica?

¢ ;Te sugiere esta curva algun tipo de simetria o periodicidad?

cf(M=0; f(D=1; fFR =1, f(<D=1
f2) =0; f(=400) =0; f(13)=1; f(=199) =1

(En general, f(4k) = 0; f(4k+ 1) =f(4k—1) =1 y no existe f(x) en x =4k + 2,
con keZ).

e La funcion no esta definida en los puntos de la forma x =4k + 2, con ke Z.

e Bastaria con conocer la funcion para x € [0, 2), si supiéramos que es par y que es
periddica de periodo 4.

e Simetria — Es una funcién par (simétrica respecto al eje Y).

Periodicidad — Es periddica de periodo 4.
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1. Halla el dominio de estas funciones:
3x3+5 x3+2x

= x3 — 2+7 + b =_> " -
Dy =Q* 1 7x+3 DV sard

a) D=R

b) x2-5x+4=0 — x=

5:6V25-16 _ 5+V9 _ 543 __—x=4
2 2

D=R -11, 4}

o x*+1#0 paratodo x — D=R

2. Halla el dominio de:
ex

a)y=VxZ-2x b)y=m(x%+1) Ay=mh(x*-1) dDy=—
X

Q) x2-2x20 — D= (=00, 0] U2, +o0)

Unidad 7. Representacién de funciones



b) x?+1>0 paratodo x — D=R
O x?=1>0 = D=(=c0,-1) U, +e0)

dx?t=0 - x=0 - D=R-{0}
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3. Halla las posibles simetrias y periodicidades, di donde son continuas y donde
derivables:

3
a)y=3xt-_5x2-1 b)y=Vx?-2x Ay= ;'1
x —
x3-1
d) y-= 5 e)y=senx+1/2 (cos x)

X
) [0 = 3(=0% =502 -1 =3x" = 5x% - 1 = f(x)
Es una funcion par: simétrica respecto al eje Y.

No es periodica.

Es continua y derivable en R.

b) Dominio = (=0, 0] U [2, +o0)

f(=x) = Vx? = 2x. No es par ni impar; no es simétrica respecto al eje Y ni res-
pecto al centro de coordenadas.

No es periodica.
Es continua en su dominio.

Es derivable en (—oo, 0) U (2, +o0).

¢) Dominio =R —{-1, 1}

3
F) = zx

I = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x —

No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.
d) Dominio = R — {0}
-x3 -1 . o . .
JS(=x) = ———. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respec-
x

to al origen de coordenadas.
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.
e) Dominio = R

S(=x) = sen(—x) + %cos(—x) =—sen x + %cos x
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No es par ni impar; no es simétrica respecto al eje Y ni respecto al origen de co-
ordenadas.

Es periodica de periodo 2m.

Es continua y derivable en R.
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4. Halla las ramas infinitas de:

a) y = 3x5 - 20x3 b) y = xt Ay= _3
x2-1 (x —2)?
dDy=x4—8x2+7 ey=mh(x%+1) f)y=2x"1
a) y=3x>—20x3 [
o lim [f(x)=—oo ‘
X ——e0 Ramas parabdlicas
o [im [f(x)=+eo / ‘
X = oo
4
x
b) y=
YT
e Dominio = R - {-1, 1}
o lim f(x)=+e; lim o
X —>—oo0 x—>-c0 X
Ramas parabdlicas
) B C))
o lim [f(x)=+eo; [im ——— = oo

X — +oo X — 4o X

lim f(x) = +eo;  lim f(x) = —oo
x— -1

x—=-1"
Asintotas verticales: x =-1; x=1
o lim f(x)=—oco; lim f(x)=+eo
x—=1 x—1
— N
O y= x> x3 4 44 12016
(x=22 x?—4x+4 x2—4x+4

e Dominio =R — {2}

o lim [f(x)=—o0; lim [(x)= 4o
X ——oo X = +oo

Yy =x+4 esuna asintota oblicua.

Unidad 7. Representacién de funciones



f(x)—(x+4)=12x—_16 N {f(X)—(x+4)>0 Si X — +oo

X% —4x+4 JO) —(x+4) <0 si x——o

o lim f(x) = +oo
X =27 B R
] x =2 es asintota vertical
lim [(x) = +eo

x—2"

d) y=xt-8x2+7

o lim f(x) = +oo
X = —oo ‘ Ramas parabdlicas

o lim f(x)=+oo
X —> +oo0

e) y=mnx?+1)

e Dominio = IR

o [im f(x)= +oeo
X — —oo
(€9 2
lim f_ A N I+ D _ lim 2  _
X = —c0 X X — —oo X x——oo X%+ 1
Ramas parabdlicas
o lim f(x)= +eo
X —> +oo
() 2
lim j_ = lIim I+ D _ lim 2x  _ 0
X —>+o0 X X —> 4o X x> 4o X2+ 1

e No hay asintotas verticales.

- ‘ _—

e /im f(x)=0 — yp=0 esasintota horizontal cuando x — —eo.
X —> —oo

f) y=2¥"1>0 paratodo x.

e Dominio = R
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o lim [f(x)=+e; [im M

X —> +oo x— 40 X

e No hay asintotas verticales.
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5. Halla los puntos singulares y los puntos de inflexion de:
a)y=x3-6x2+9x+5 b)y=m(x?+1)

a) y=x3—6x?+9x+5. Dominio= R
o [1(x) =3x%> - 12x+ 9

o) =0 — 3(x*-4x+3)=0

_4xVN16-12 _ 4+V4 422 _—x=3
2 2 2 T—x=1

Signo de f"(x):

/>0 /<0 />0 Hay un maximo en (1, 9) y un mini-

7 1 ~ 3 - mo en (3, 5).
o ["(x) = 6x—12
S =0 - 6x-12=0 — x=2

Signo de /" (x0):
f//< O f//> O

NN/

b) y = In(x? + 1). Dominio = R

Hay un punto de inflexion en (2, 7).

. 10 =

x?+1
fx)=0 — 2x=0 — x=0

S"(x) <0 para x<0

J"(x) >0 para x>0 } Hay un minimo en (0, 0).
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. 1) = 2%+ D —2x - 2x _ 2x%+2-4x? _ 2x*+2

(xz + 1)2 (xz + 1)2 (xz + 1)2

x=-1
f”(x)=0 —> —2x2+2=0 N x2=1<x=1

Signo de f"(x):

Af”<0 Af//>0 Af//<0

Hay un punto de inflexion en (-1, I 2)

/\ -1 U 1 /\ y otro en (1, In 2).

6. Halla los puntos singulares de:

2 3
Q) y=3x-200% b y=—F Iy=—Y_  @y=vVai-2x
x2-1 (x — 2)>?

a) y=3x>—20x3. Dominio = IR
f100) = 15x% — 60x2

=0
N / *
S =0 > 15x*x?-4)=0<— x=—
™~ x=2
Signo de f"(x): £>0 f'<0 f'<o S>>0

/72\0\2/

Hay un miximo en (=2, 64), un minimo en (2, —-64), y un punto de inflexion en
(0, 0.

2
b) y= ZX— Dominio = R —{-1, 1}
x“—1

) = 2x(x? - D —x?-2x _ 2x3—2x-2x3_ 2x
(x? - 1D? (x? - 1?2 (% — D?

=0 —» 2x=0 — x=0
Signo de f"(x):

f/>0 f/>0 f/<0 f/<o
Hay un maximo en (0, 0).
-1 0 1
3
o y=—%__ Dominio= R — {2}
Y (x —2)?

Py = =2 a3 2-2) 3w -2) 203
(x — 2 (x = 2)3

33— 6x?—2x3 _ x3 - 6x?

(x-2)3 (x—2)3
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-0
=0 — xz(x—6)=0/x

T—~x=6
Signo de f/(x): S>>0 />0 /<0 />0
6
/v 0 / 2 \ /

Hay un punto de inflexiéon en (0, 0) y un minimo en (6, 7)

d) y = Nx?=2x . Dominio = (=0, 0] U [2, +c0)
2x-2  _ x-1
2Vx2 2 Va?—2x

S =

=0 — x-1=0 — x=1¢ Dominio.

No hay puntos singulares.
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1. Representa estas funciones:

a)y=xt—8x2+7 b) y = 3x% + 4x3 — 36x2 O y=x%—4x3-2x%2+12x
Q) y=xt—8x2+7

e Simetrias:

J(=x) = x* = 8x% + 7 = f(2). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +eo;  [im  [(x) = +oo
X ——oo X — +oo

e Puntos singulares:

S0 = 4x3 — 16x

x=0
/ - 2 _ = /_ = _
f)=0 — 4x(x*-4)=0 < §= 22

Puntos singulares: (0, 7); (=2, -9); (2, -9)

e Cortes con los ejes:
— Conelegje V¥ - x=0 — y=7 — Punto (0,7

—Coneleje X - p=0 — x'-8x2+7=0

oo 8xVoi-28 _8+\36 _gr6_—x=7 = x=x\7
2 2 2 T—x?=1 - x=+%1

Puntos: (=7, 0); (-1, 0; (1, 0); (V7, 0)
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e Puntos de inflexion:
J(x) = 12x% - 16
Sl =0 — 12x2-16=0 — x%=

SY RN
2
=
Il
I+
S
Il
I+
[\
W
3

Puntos

L)

e Grafica:

)

b) y = 3x% + 43 — 36x2

e Simetrias:
J(=x) = 3x% — 4x3 — 36x%. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje ¥
ni respecto al origen de coordenadas.

* Ramas infinitas:

lim f(x) = +oo; [im [f(x) = +oo

X —>—oo0 X = oo

e Puntos singulares:
S0 = 12x3 + 12x% — 72x

x=0
S@=0 5 262+ x-0-0 Ty a5 -2

Puntos: (0, 0); (2, —64); (=3, —189)

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto (0,0

—Coneleje X —» p=0 — x*Gx?+4x-36)=0

x2=0 — x=0

T~ —isV16 w432 _ —dxidg _—x =286

- 6 6 T~ x=-419

Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (—=4,19; 0)
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e Puntos de inflexion:
J1(x) = 36x2 + 24x — 72
Sl =0 — 12Bx?+2x-6)=0

—2+V4+72 _ 2276 __—x=~112

T 6 6 T—x=~-179

Puntos: (1,12; =34,82) y (=1,79; —107,22)

e Grafica:

()

~—_

D

o) y=xt—dxd - 2x% + 12x

e Simetrias:

J(=x) = x* + 4x3 — 2x2 — 12x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje
Y ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +oo;  [im [(x) = +oo

X —>—oo X = +oo
e Puntos singulares:
S0 = 4x3 — 12x% — 4 + 12
S0 =0 — 4(x3-3x?-x+3)=0 — 4x-Dx+Dx-3=0

x=1
< w=—1 ¢ Punos (1, 7 1, 9% G, -9)
x=3

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto (0,0
—Coneleje X - p=0 — x(xd - 4x2-2x+12) =0

x =0

e

x=2
\x3—4x2—2x+12=0 - (x—Z)(xZ—Zx—6)=04xz3,65
\xz—l,65

Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (=1,65; 0)
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e Puntos de inflexion:
S0 = 12x? — 24x — 4
[0 =0 — 4Bx*-6x-1)=0

6+V36+12 _ 6xV48 __—x =215
6 6 T—~x=-0,15

Puntos: (2,15; -1,83) y (=0,15; -1,74)

¢ Grafica:
710
4
VI gv
2. Representa las siguientes funciones:
a)y=3x*—4x3-16 b)y=x3-3x o) y=(1/4)x*-2x?2

a) y=3x"—4x3-16
¢ Simetrias:

J(=x) = 3x% + 4x3 — 16. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni
respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim [(x) = +oo;  [im [(xX) = +oo
X — —o0 X — +oo

e Puntos singulares:
S0 = 12x3 — 12x2

, B 5 _ /x=0
f=0 — 12x(x—1)—0\x_1

Puntos: (0, —16); (1, -17)

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — py=-16 — Punto (0,-16)
—Conelegje X — yp=0 — 3x'-4x3-16=0 —
_—x= 2

T~ 3x3+2x2+4x+8=0 — tiene una sola raiz, que estd entre —2 y —1;
pues, si g(x) =3x3 +2x2 +4x+ 8, g(-2)=-16<0 y g(-1)=3>0.

Puntos (2,0) y (k, 0), con k entre -2y —1.
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e Puntos de inflexion:

J(x) = 36x? — 24x

x=0
S =0 — 12x(3x—2):0<x=i
3
2 —448
Puntos: (0, —16 By
untos: (0, )Y(3’ 27)
e Grafica:
2
\ | 1]
J
b)y=x3—5x

e Simetrias:

J(=x) = =x3 + 3x = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) =—o0; Iim [(x) = +oo
X — —oo X — too

e Puntos singulares:
S0 = 3x% =3
, _ 5 _ _— x =-1
=0 = 3 —1)—0\96=1

Puntos: (-1, 2); (1, =2)

e Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto (0,0

—Conelefe X » p=0 - x>-3x=0 - x&?-3)=0
x=0

< x= 3} Puntos: (0, 0); (=V3,0): (¥3,0)
\x=\/§

e Puntos de inflexion:
S = 6x

f"x=0 - 6x=0 — x=0 — Punto (0,0
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e Grafica:

T——
1

4 2

9) y=%x - 2x

e Simetrias:

f=x) = %xz* — 2x% = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:

lim f(x) =+oo;  [im [f(x) = +oo

X — —oo X — too
¢ Puntos singulares:
S0 = x5 — 4x
x=0

=0 — x(x2—4)=0< =_2

x=2
Puntos: (0, 0); (=2, —4); (2, —4)

e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — yp»=0 — Punto (0,0

—Coneleje X - y=0 — xz(%x2—2)=0

Puntos: (0, 0); (=2V2, 0); (272, 0)

e Puntos de inflexion:

f//(x) = 3.96'2 4

f10=0 - 5x2—4=o/
\

Puntos: (—25—@,_%). (2 320
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e Grafica:

|t
—
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1. Representa:

x3 2_2n—
Dy- X b)y=X—2x-8
1-x
3
x -X . .
a) y= = _x+ . Dominio = R —{-1, 1}
YT 1 —x?

e Simetrias:

3
—-X . P .
Sf=x) = N 5 = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
-Xx
¢ Asintotas verticales:
lim  [(x) = +eo
x—=-1" b .
. Asintota vertical en x = —1.
lim [(x) = —o
x—>-1%
lim [(x) = +eo
x—=1" B .
Asintota vertical en x = 1.
lim [f(x) = —o
x—1"

e Asintota oblicua:

.X'3 X

=—x+ — y=-Xx es asintota oblicua.
2 1— XZ

1-x
Posicion de la curva respecto a la asintota:
S —(=x)>0 si x > —co (curva por encima)

S —(=x) <0 si x — +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

3?1 - x?) =3 - (220 _ 3x? = 3xt 420t ot 4 3a2

(1 —x?)? (1 —x?)? (1 —x?)?

S0 =
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0

o
\:

Puntos: (0, 0); (_\/3, 3\/73), (\/g, _i;)

S =0 o aated -0

= R R
I

e Cortes con los ejes:

Corta a los ejes en (0, 0).

e Grafica:

/7
4

//,

7

8

2
b)y=%=x—2—;. Dominio = R — {0}

e Simetrias:

) = x*+2x-8

. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni

respecto al origen.

e Asintotas verticales:

lim [(x) = +oo

x=0 Asintota vertical en x = 0.
lim f(x) = —oo

x— 0"

¢ Asintota oblicua:
2 _ _
-8 xX—2- 8 — y=x-2 es asintota oblicua.
X X

Posicion de la curva respecto a la asintota:

Sx) —(x—=2)>0 si x> —e (curva por encima)

Sx) —(x—=2) <0 si x — +eo (curva por debajo)
e Puntos singulares:

So=1+ % > (0 para todo x del dominio.
X

La funcion es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.
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e Cortes con los ejes:

x=-2
—Coneleje X —» y=0 — 962—296—8=0<x=4

Puntos: (=2,0) y (4, 0)

— No corta el eje Y, pues no estd definida en x = 0.

e Grafica:
z
//;/
/ 4
-0 s 4
/- [
yAmEE|
pA I
2. Representa:
x2-9 X3+ 2x
ay-= b)y=—
y X2—4 Y x2+1
2 _
D y=2 Z Dominio = R —{-2, 2}

e Simetrias:

x<=9

2
x2

S0 =

= f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Asintotas verticales:
lim [(x) =—oco
X —-2"

lim  f(x) = +eo
x —-2"

Asintota vertical en x = 2.

lim [(x) = +oo

X — 2

lim f(x) =—oco

x—2*

Asintota vertical en x = 2.

e Asintota horizontal:

x2—9=1_ 5

x%—4 x2-4

— p =1 es asintota horizontal.

Posicion de la curva respecto a la asintota:
J(x)—1<0 si x— —eo (curva por debajo)

f(x)—1<0 si x— +eo (curva por debajo)
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e Puntos singulares:

f/(x) _ 2x(x2_4)—2x(x2_9) _ ZX(XZ—Z}—XZ + 9) _

10x
(x? —4)? (x? —4)?

(x? — 4)?

fx=0 — 10x=0 — x=0 — Punto (O, %)
e Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ - x=0 — y=% — Punto (0, 9)

x—_
—Coneleje X — p=0 — x2-9=0<__

Puntos: (=3, 0) y (3, 0.

e Grafica: [ I
\ |
\ /
\\ //
— 1 —
—2 2
X3+ 2x .
b) y==——"2. Dominio = R
x?+1
e Simetrias:
—x3 - 2x
S=x) = il = —f(20). Esimpar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x2+

e No tiene asintotas verticales.

e Asintota oblicua:

3

X2+ 2x
=x+ X

x%+1 x2+1

— y=x es asintota oblicua.

Posicion de la curva respecto a la asintota:
f(x) —x <0 si x = —co (curva por debajo)

fx) —x>0 si x — +eo (curva por encima)
e Puntos singulares:

F(x) = Bx?+ 2)(x? + 1) — (&3 + 200 - 2x _ x4 + 3x2 + 2x2 + 2 — 2xt — 4x2
(% + 1?2 (x? + 1)?

Coxtex?e2

ez +1)2
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f=0 — xt+x2+2=0 - x%= % — No tiene solucion.

No hay puntos singulares.

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — py=0 — Punto (0,0
—Coneleje X - p=0 — x2+2x=0 — xx?*+2)=0 —
— x=0 — Punto (0, 0)
e Puntos de inflexion:

) = (4od + 2002 + D2 = (xt + x2+2) - 22 + 1) - 2x

(2 + D4 r
_ Gad +200(r + D) — boc(xxt + X2+ 2) _ 233 —6x _ 2x(x*-3)
(x? + 13 2+ 13 (2 + D3

i =0 < =5 | s ©, 0; (—@ i ); (\Fs , #)

4
=3

e Grafica:

)4
V4
/4
pa
1y 4
///
e
,//
/
A
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1. Representa:
X
a)y=el-x* b)y=e—2 Ay=In(x*+4
X

a) y=el -
e Dominio: R.
e Simetria:
J(=x) =e! - f(x). Es una funcion par: es simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

Iim fx)= Ilim f(x)=0

X — —oo X — too
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1

- . ~ _ 52
» =0 es asintota horizontal. Ademds, como e' ~* >0 para todo x, la curva se

sitda por encima de la asintota.

e Puntos singulares:
fi(x) = —2x - el =¥

=0 — 2x=0 — x=0 — Punto (0, e

e Puntos de inflexion:

S0 = —2e1 ¥ 4 (22x) - (200 el ~¥ = (22 + 4x2)el — ¥

Sl =0 — 4x?=2 — x=4% Lzoj N f(i)=el/2zl,65
V2 a5
Puntos de inflexion: (<0,7; 1,65), (0,7; 1,65)

e Grafica:

N 4
L/

ex
b y= -

e Dominio: D =R — {0}
¢ No es simétrica.

e Asintotas verticales:

lim [(x) = +oo

x=Q Asintota vertical: x =0
lim [(x) = +eo

x— 0"

e [im f(x)=0. Ademids f(x) >0 paratodo x del dominio.
X —> —oo

» =0 es una asintota horizontal cuando x — —eo

lim f(x) = +eo;  [im &

= +oo. Rama parabdlica.
X —> +oo x>t X

e Puntos singulares:

X . N2 pX . X _ X —_
) = e¥ - x 4@ 2x _x-e (:c 2) _ x-2)
x

x x3
2
fx=0 — x=2 — Punto (2, %)
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e Grafica:

T——

—

O y=mn>+4)
e Dominio:

Como x?+ 4 >0 paratodo x, D=IR.

e Simetrias:

J(=x) = In (x* + 4) = f(x0). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e No tiene asintotas verticales.

e Ramas infinitas:

lim f(x)= lim f(x)=+co

X —> —oo X — too
2x
X 2
iim Ly D 2
O X —> +oo X X —> +oo

Por tanto, no tiene asintotas de ningun tipo.

Tiene ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

, _ _2x
S0 x%+4

=0 — 2x=0 — x=0 — Punto 0,/n4

e Puntos de inflexion:

202+ 4) — 2x - 2x _ 2x%+ 8—4x? 8- 2x72

S = (2 + 4)2 B (2 + 4)2 (x2 + 4)2

=2
" — _ 2 — /x (=
fx=0 — 8-2x O\x= 5 } Puntos: (=2, n8) y (2,n8)

e Grafica:
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2. Representa:
a)y=m(x*-1) b)y=\/§senx + cos x
) y=mhnx*-1
e Dominio:
x2-1>0 — D= (-, -1)UQ, +o0)
e Simetrias:

J(=x) = In (x* = 1) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Asintotas verticales:

lim [(x) =—o0; [im f(x)=—c0
x—-1" x— 17"

x=-1y x=1 son asintotas verticales.

o Iim [fx)= lim f(x)=+e

X ——oo X — +oo
2x
(0 2 _ _
lim / Iim -1 _ lim -1 =0
x40 X X = +oo X X = +oo

Tiene ramas parabdlicas.

¢ Puntos singulares:

S = 2
x? -1

=0 — 2x=0 — x=0. No tiene puntos singulares, pues la funcién
no esta definda en x = 0.

e Puntos de inflexion:

2(x% - 1) - 2x - 2x 2x2% — 2 — 4x2 —2x2% -2
"(x) = = =
4 (x? - 1)2 (x? = 1)? (x?-1)2

No tiene puntos de inflexion.
e Puntos de corte con los ejes:

—Conelefe X - p=0 = Im?-1D=0 — x*-1=1

x==\2
_— : Puntos: (—\/E, O) y (\/E, O)
— No corta al eje Y, pues no existe f(0).
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e Grafica:

/
/
/
\
\
\

——

b) y= V3 sen x + cos x
e Estd definida, y es continua y derivable en todo R.
e Es periodica de periodo 2n — solo la estudiamos en [0, 2x].

e No existe /im f(x) — no tiene asintotas ni ramas parabdlicas.
X —>too

e Puntos de corte con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — f(0O=1 — Punto (0, D

—Coneleje X — =0 — 3 senx+cosx=0

V3 gx+1=0 — tgx=i=—£ S ox=2R o =R
3 3 6 6
Puntos (%,0; (117757 O)

e Puntos singulares:

[0 = V3 cos x — sen x

S=0 — V3cosx—senx=0 — V3 —igx=0 —

- Igx=
\x=? — Punto (4?“, —2)

e Puntos de inflexion:
S0 = =\3 sen x — cos x = —f(x)
[0 =0 < fo=0

Los puntos de inflexion son los de corte con el eje X.

e Grafica:
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Representa una funciéon continua y deriva-
ble en R tal que:

lim f(x)=+c, lim f(x)=—, f(2)=0

X — +oo X — —o0

S =1, f'(x) >0 para cualquier x. 1

2 Representa una funcion que no esté defini-
daen x=-3 y tal que:

lim f(x)=+y lim f(x)=-—c
x — -3

x->-3 x->-3 e vl
_ _q4_—Si x>+, flx)<1 -3
xli"imf(x) T— i x — =0, flx)>1 /

—_

No tiene puntos singulares y es creciente.

3 Deuna funcion y = f(x) tenemos esta informacion: [

D=R—-{1,4}; lim f(x)=+c; lim f(x)=—oco
x—>1 x—1"

lim f(x)=—os; xlim4+f(x) =+o0; lim f(x)=0 -1

x—4 X —> £oo

(si x > +oo, fi(x)>0; si x> —oo, f(x)<0)

S'@=0, f2)=-1; f'-D=0, f(-D=-1

—

Represéntala.

4 Dibuja la grafica de una funcion de la que se
conocen las siguientes propiedades:

N

lim f(x)=—c, lim f(x)=+o

X —>—o X —> +oo

SJ(x)=0si x=-2, x=0, x=3, x=4 ( 3
SJE2)=2; f(0)=0; fB)=5; f(4) =4
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6 Dibuja la grafica de una funcion que cumpla las siguientes propiedades:
S
lim f(x)=—co, lim f(x)=-3, lim f(x)=—oc
X — —o0 X — +oo x—>-5
J(8) =-2, f(0) =0 es el unico punto donde f(x) se anula.
f'(=8) = 0 yladerivada no se anula en ningin otro punto. Ademas, f'(x) <0
para todo x positivo.

La funcion es continua en toda la recta real, salvo en los puntos x=-5y x=0.

5 -1

|

1

1

]
1
1

| 2
1

1

1

1

1

1

1

6 Describe las siguientes funciones indicando sus asintotas y ramas infinitas, sus
puntos singulares y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

) b
2 /
ENWA | i
\/ |
|
|
|
C d | Wi
INGY4
\ 17
] /
p L] [
A 12
p 4 |
A |
p |
% [

a) e Asintota vertical: x = 0. Asintotal horizontal: y = 2

lim f(x) =2, lim flx) =2

X — —oo X —> +oo

(si x = —eo, flxX) <2; si x— +oo, f(x)<2)

lim [(x) =—c0; [im f(x)=—0co

x—0" x—0"

e f(x) no tiene puntos singulares.

e Decrece en (—e0, 0) y crece en (0, +eo).
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b) e Asintota vertical: x = —2. Asintotal horizontal: y = -2

lim fx)=-2, lim f(x)=-2

X —>—o0 X = oo

(si x — —oo, flx)>-2; si x — +oo, f(x)>-2)

lim f(x) = +eo;  [im f(x) = —o0

X — -2 x—-2"

e Puntos singulares: f7(0) = 0; f(0) = -1. Maximo en (0, —1)

e Creciente en (—o0, —2) U (=2, 0) y decreciente en (0, +c0).

¢) e Asintota horizontal si x — +ee: =0

lim f(x)=+eo; Iim f(x)=0

X — —o0 X —> +oo

(si x = +oo, f(x)>0)

e Puntos singulares:
J(0) =0; f(0)=0. Minimo en (0, 0)
(2 =0; f(2)=1. Maximo en (2, 1)

e Decreciente en (—eo, 0) U (2, +e0) y creciente en (0, 2).

d) e Asintota vertical: x =2
Asintota oblicua: y = x
(si X — —oo, f(x) >x; si x— +oo, [(x) < x)

lim f(x) = +oo; [im [f(x) =—oo
x— 2" x — 2%

e Puntos singulares: no tiene.

e Creciente en (—oo, 2) J (2, +0).

Se considera la funcion f(x) = x3 + 2x + 4. ;Tiene maximos y/o minimos?
¢Tiene algun punto de inflexion? Haz una grafica aproximada de esta fun-
cion.

w N

S0 =x3 +2x + 4

o [1(x) = 3x% + 2
J(x)=0 — 3x*=-2 — no tiene solucion.
S0 >0 paratodo x — [f(x) es creciente.
No tiene maximos ni minimos.

e ["(x) = Ox
S =0 = 6x=0 — x=0

Unidad 7. Representacién de funciones



Signo de f"(x):

-/('//< 0 -f//> 0
/\ 0 U Hay un punto de inflexién en (0, 4).
e Ademas, [im f(x)=—o0; [im f(x) = +oo
X — —oo X — too
e Grafica: ]
4
/
[
] I
|
|
I

Dada la funcion y = x3—3x + 1, se pide:

w

a) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento. Extremos relativos.
b) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.

c) Dibuja la grafica a partir de los resultados anteriores.
a) f1(x) = 3x% = 3

. _ 2 q /.X=—1
=0 — 3x _3_0\x=1

Signo de f"(x): />0 <0 />0
— - ~ ! —

J(x) es creciente en (—oo, —1) U (1, +00)

es decreciente en (-1, 1)

tiene un maximo en (-1, 3) y un minimo en (1, -1)

b) f7"(x) = 6x
[ =0 —> 6x=0 — x=0

Signo de /" (x): <0 750
N\ N\

Jf(x) es convexa en (—eo, 0)

es concava en (0, +oo)

tiene un punto de inflexion en (0, 1)
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T

——

f—
T—

9 En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la
curva respecto de estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

1 -1 X
a)y-= b) y= AQy-=
Y x2-1 Y x2+1 Y x2-1
x2-1 x xZ—x+1
= e e = —_—
®y x )y 1+ x?2 Qy x2+x+1
1
ay=
Y x2-1
e Dominio: R —{-1, 1}

e Asintotas:

lim [f(x) =0, Iim f(x)=0

X — —o0 X —> +oo

y =0 es asintota horizontal.

(si x = —oo, f(x)>0; si x— +oo, f(x)>0)

lim  f(x) = +oo

x—-1"

lim  f(x) = —oo

x—-1*

x = -1 es asintota vertical

lim [(x) = —co

x—1"

lim f(x) = +oo

x—1*

x =1 es asintota vertical

e Grafica:

-1 1
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-1
b)y =
Y x%+1

e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim fx)=0; Iim f(x)=0

X —>—o0 X —> +oo

(si x = —co, f(x) <0; si x— +oo, f(x)<0)

e Grafica:

-1

X
x%-1

Qy=

e Dominio: IR —{-1, 1}

e Asintotas:

lim f)=0; lim f(x)=0

X —> —o0 X —> too

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim  [(x) = —oo
x—>-1" . .
x =—1 es asintota vertical
lim [(x) = +eo
x—-1%
lim f(x) =—o
x—1" B .
x =1 es asintota vertical
lim [(x) = +oo
x— 1%

e Grafica:

L1 N
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2
d)y=xx—1 =x—l

e Dominio: IR — {0}

e Asintotas:

lim  f(x) = +e
x =07 . .
x =0 es asintota vertical
lim [f(x) = —oo
x—0*

y =X es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) >x; si x—> +oo, [(x) <x)

e Grafica: /’
/
S A
JIRV4
4011
y4
)
)
_ X
ey = T+ a2

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f(x)=0;, Iim f(x)=0

X — —oo X —> +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

e Grafica:

uiy

2_x+1
f)y=L
x2+x+1

e Dominio:

-1+V1-4

x2+x+1=0 — X=—— - No tiene solucion.

D =R
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e Asintotas:

lim fQoO=1; lim f(x) =1

X — —oo X —> too
(si x = —oo, f0)>1; si x — +oo, f(x) <D

y =1 es asintota horizontal.

e Grafica:
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10 Dibuja la grafica de las siguientes funciones estudiando ramas infinitas,
maximos y minimos y puntos de inflexion:

a)y=x3-3x+1 b)y=%x4—2x2

Qy=x3-x2 d)y=x3-3x

Ay=x3-3x+1
e Ramas infinitas:

lim f(x) = —oo;  lim f(x)= +oo
X —> —o0 X —> too

e Maximos y minimos:

S0 =3x* -3
/ A 21y = 21— x=-1
=0 = 3x*-D=0 - x l\le
Signo de f"(x):
>0 /<0 />0

Maximo en (-1, 3).
/ B \ ! / Minimo en (1, —1).
¢ Puntos de inflexion:
S (x) = 6x
10 =0 - 6x=0 —> x=0

Signo de f"(x): <0 750
/\ 0 u Punto de inflexion en (0, 1).

Unidad 7. Representacién de funciones




e Grafica: I

W

|
/
i 2
b)y=lx4—2x2
4
e Ramas infinitas:
lim  f(x) = +eo;  [im  f(x) = +oo
X —>—o0 X = +oo
e Maximos y minimos:
S0 = x3 — 4x
fix) =0 - iy =0 " 7" x=-2
S0 = - x(x® — = 5 X
\x —4—0\x=2
Signo de f"(x):
/<0 S>0 S'<0 S>0

\ -2 / 0 \ 2 /
Maximo en (0, 0). Minimos en (=2, —4) y en (2, —4).

e Puntos de inflexion:

S0 = 3x% — 4
S0 =0 — x?= % - x= i'\,% ~ +1,15
Signo de f"(x):
f//> 0 fH< 0 f,,> 0
\_/—1,15/\ 1,15 U
Puntos de inflexion: (—1,15; —%); (1,15; _29_0)
e Grafica:
3

-2 2

{7/ 1T\ 1]

\ \
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Oy =x5—x?
e Ramas infinitas:
lim f(x) = —co;  [im [(x)= +oo

X — —oo X — too
e Maximos y minimos:
J1(x) = 3x% = 2x

, _ B _ /.X':O
fx)=0 — xBx-2) O\x=2/3

Signo de f"(x): 50 <0 50

/0\%/

2 ﬁ),

Maximo en (0, 0) y minimo en ( 3

e Puntos de inflexion:

S = 6x—2
S =0 - 6x-2=0 — x=%=%
Signo de /" (x0):

f”< 0 f”> O

Punto de inflexion: (l, _—2)
3 27

e Grafica:

i

o U

~—

T—

dy=x3-3x
e Ramas infinitas:
lim  f(x) = —o0;  lim [f(x) = +oo

X —> —oo X —> +oo
e Maximos y minimos:
S0 =3x% -3

, _ 2 _ /.x=—1
S =0 - 3(x —1)—0\36=1
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Signo de f"(x):

f>0 /<0 />0
/ -1 \ 1 /

Maximo en (-1, 2) y minimo en (1, =2).

e Puntos de inflexion:
f"(x) = 6x

"o =0 - 6x=0 — x=0

Signo de f"(x):

f'<0 f'>0
N\

Punto de inflexion en (0, 0).

e Grafica:

11  Representa las siguientes funciones determinando previamente sus interva-
S los de crecimiento y de decrecimiento y sus maximos y minimos:

a) f(x) = 3x2% + 6x
b) f(x) = x3 — 4x? + 4x
©) f(x) = 2x3 - 21x2 + 60x — 32

a) f(x) = -3x? + 6x
G0 = —6x + 6
=0 - -x+6=0 — «x=1

Signo de f"(x):
S>>0 <0
/ 1 \

f(x) es creciente en (—eo, 1); es decreciente en (1, +e0). Tiene un maximo en

1, 3.
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Grafica:

(SN

~
"

b) f(x) = x3 — 4x% + 4x
S0 =3x>—8x + 4

4 2
10x) = _ 8+ 64_48=81\/176=8i4/X=z=?
fone o 6 6 6 \x=2
Signo de f"(x): />0 <0 £150

P

f(x) es creciente en (—oo, %) U (2, +e0); es decreciente en (%, 2).
. L. 2 32 .
Tiene un maximo en (g, E) y un minimo en (2, 0).
Griafica: 7
/
1 /
/

o) f(x) = 2x3 — 21x? + 60x — 32
J1(x0) = 6x? — 42x + 60

N x =2
S =0 - 6(x*-7x+100=0 — x= LEND A0 429_40/

T~ x=5
Signo de f"(x): >0 F<0 f>0
— ? ~ ° —

J(x) es creciente en (—o, 2) U (5, +); es decreciente en (2, 5). Tiene un
maximo en (2, 20) y un minimo en (5, =7).

Grafica:

D
——

D
L~

Y
A\
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12 Estudia las ramas infinitas y los puntos singulares de las siguientes funcio-
nes. Con la informacién obtenida, represéntalas:

1 1 1
= b)y= =
a)y prare )y a2 Ay 42
1 x%+1 x2
dDy=—> ey= fHy=—%X _
(x—2)? x (x-3)?
_ 1
2y x+1
e Dominio: IR — {-1}
e Ramas infinitas:
lim  f(x) =0 » =0 es asintota horizontal.
X —>—c
lim f(x)=0 (fx) >0 si x — +oo, f(x) <0 si x— —o0)
X — +oo
lim  f(x) = —oo
v x =1 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x—-1"
e Puntos singulares:
S = _—12 <0 — [ esdecreciente en su dominio. No tiene maxi-
e+ 1D mos ni minimos.
e Grafica: |
|
\
\
|
|
1
b)y =
YT A x?
e Dominio: R
e Ramas infinitas:
Iim f(x) =0 » =0 es asintota horizontal.
X —> —oo
Iim f(x)=0 (f(x) >0 — la curva esta por encima de la asintota).

X —> +oo

No tiene asintotas verticales.
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e Puntos singulares:

y _ —2X
S0 G

fx=0 - 2x=0 - x=0
Signo de f"(x):
>0 f'<0

N

Maximo en (O, %)

e Grafica: B
)
0,25
4 | 2 4
9y= 4 1x2
e Dominio: R —{-2, 2}

e Ramas infinitas:

Iim f(x) =0 » =0 es asintota horizontal.
X —>—oo

lim f(x)=0 (f(x) <0 si x — +oo ysi x — —o0)
X = +oo

lim f(x) = —eo
x—o=2 x = -2 es asintota vertical.

lim  f(x) = +oo
x—-=2"

lim f(x) = +eo
W x =2 es asintota vertical.
lim f(x) = —eo

x— 2"

e Puntos singulares:

2x
"(x) = —==—
A (4 —x%)?

=0 - 2x=0 — x=0
Signo de f"(x0):
/<0 f'<0 />0 />0

\—2\0/2/

Minimo en (O, 4
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e Grafica:

Do 1
VT

e Dominio: R - {2}

e Ramas infinitas:

Iim f(x) =0 » =0 es asintota horizontal.
X —>—oo

lim f(x)=0 (f(x) >0 — la curva estd por encima de la asintota).
X —> +oo

lim f(x) = +eo
X2 x =2 es asintota vertical.

lim f(x) = +oeo

x—2"

e Puntos singulares:
-2
(X)) = ——
/ (x—2)3

S0 # 0. Signo de  f/(x): S>0 f'<o

No tiene puntos singulares.

e Grafica:
> —~——
2
ey=%* 1_ .. 1
x
e Dominio: R — {0}
e Ramas infinitas:
lim f(x) = —eo
x =0 x =0 es asintota vertical.
lim f(x) = +eo
x—0"

Unidad 7. Representacién de funciones



y=Xx es asintota oblicua.
(f(x) <x si x> —oc0; fx)>x si x — +oo)

e Puntos singulares:

x% -1

S =1- L -
X

Signo de f"(x):
F1>0 <0 /<0 />0 Miximo en (-1, —2)

— B U — y minimo en (1, 2).

e Grafica: |

fy=_—=
VT =3

e Dominio: R — {3}
e Ramas infinitas:

Iim f(x) =1 » =1 es asintota horizontal.
X —>—o0
lim f(x) =1 (f0) <1 si x> —o0; f(x) >1 si x— +oo)
X —> oo

lim f(x) = +oo
x=3 x =3 es asintota vertical

lim f(x) = +eo

x— 3"

¢ Puntos singulares:

G0 = 2x(x =32 -x? - 2(x-3) _ 2x(x-3-x) _ —Ox
(o — 3 (x—3)3 (x—3)3

=0 - -6x=0 — x=0

Signo de f"(x0):
/<0 />0 /<0

\0/5\

Minimo en (0, 0).
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e Grafica:

@

O

T

13 En las siguientes funciones se pide: dominio de definicion, cortes con los
S ejes, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los posibles
maximos o minimos.

Con la informacion obtenida, represéntalas:

2x + 2 X X
a = b =— C ==
)Y =333 VY= )y D)2
1 (x +2)° x%+1
e ) y=t¥12" Hy-
YT 22 Y a1 Y™
Dy = 2x+ 2
3x-3
e Dominio: R - {1}
¢ Cortes con los ejes:
— Conelegje V¥ » x=0 — y= _—32 — Punto (O, _3—2)

— Coneleje X » =0 — 2x+2=0 — x=-1 — Punto (-1,0)

¢ Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

£ = 2B3x-3)-QRx+2) -3 _ x—-6-6x—-6 _ 12
‘ (Bx - 3)? Bx - 3)? Bx - 3)?

S0 #0 para todo x

S0 <0 —  f(x) es decreciente en todo su dominio.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = 2 Y= 2 es asintota horizontal.
x> —eo 3 3
) 2 2 2
Iim f(x)==| (f(x) <= si x> —o0; f(Xx)> = si x> +oo0)
X — Foo 5 5 5
lim f(x) = —eo
X x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oeo
x—1*
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e Grafica:

4

[N

X
b x—4

e Dominio: R — {4}

e Cortes con los ejes:
—Conelegje ¥ - x=0 — py=0 — Punto (0, 0)

— Conelegje X - p=0 — x=0 — Punto (0,0

¢ Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

U =.X'—4—.X'= —4
S ot T Gar

S0 # 0 para todo x.

S1x) <0 — f(x) es decreciente en todo su dominio. No tiene maximos ni
minimos.

e Ramas infinitas:

Iim f(x) =1 » =1 es asintota horizontal.

lim f(x) =1 (f) <1 si x> —o0; f(x) >1 si x— +oo)
lim f(x) = —oo
X >4

X =4 es asintota vertical.
lim f(x) = +eo
x — 4"

e Grafica:

/’—-—

"

X

) =
R

e Dominio: R — {1}

Unidad 7. Representacién de funciones



e Cortes con los ejes:
— Coneleje ¥ » x=0 — py=0 — Punto (0, 0)

— Coneleje X - =0 — x=0 — Punto (0,0

e Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

-D?-x-2(x-1D _ x—-1-2x _ —x-1
(x - D* x-1D3 (x-D3

S0=0 - —x-1=0 — x=-1

S = &

Signo de f"(x): f'<0 f>0 f<o
\ -1 / 1 \

J(0) es decreciente en (—eo, —1) U (1, +e0), crece en (-1, 1).

4

Tiene un minimo en (—1, _—1)
e Ramas infinitas:
lim  f(x) =0 y =0 es asintota horizontal.

X —>—oo

lim f(x)=0 (fx) <0 si x> —o0; f(x) >0 si x — +oo)

X = +oo

lim f(x) = +eo

x—=1"

lim f(x) = +eo

x— 1"

x=1 es asintota vertical.

e Grafica:

1

dDy=—"7""—"—
1 x2—2x+2

e Dominio:

2+V4-8

2

xX2-2x+2=0 — «x-= . No tiene soluciéon. Por tanto:
Dominio: IR
e Cortes con los ejes:

— Conelegje ¥ - x=0 — y=% — Punto (O,%)

— Coneleje X - p=0 — Como y#0, no corta al eje X.

Unidad 7. Representacién de funciones



e Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

f/(x) — -Q2x-2)

(x% = 2x + 2)2

f=0 - 2x-2=0 - x=1
Signo de f"(x): f>0 /<0
/v 1 \

f(x) es creciente en (—eo, 1), es decreciente en (1, +e0). Tiene un maximo
en (1, D).

e Ramas infinitas:

Iim f(x) =0 » =0 es asintota horizontal.
X —>—oo

lim f(x)=0 (f(x) >0 — la curva estd por encima de la asintota).
X = +oo

No tiene asintotas verticales.

e Grafica: 1
(x +2)?
e)y =
Y x2+1

e Dominio: R

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ » x=0 — y=4 — Punto (0, 4)

— Conelege X - =0 — x=-2 — Punto (-2,0)

¢ Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

£ = 2+ 22+ D —(x + 2)%2 - 2x _ (x+ 2)[2x% + 2 — 2x(x + 2)]

(.X’2 + 1)2 (xz + 1)2
_ e+ 2)@x*+2-2x% —4x) | (x+ 2)(2 — 4x)
(x% + 1)? (x% +1)2
_— X =-2
=0 - (x+2)(2—4x)=0\ xzzzl
4 2
Signo de f"(x0): JS'<0 S0 S'<0

Unidad 7. Representacién de funciones



f(x) es decreciente en (—oo, —2) U (%, +o<>); es creciente en (—2, %)

Tiene un minimo en (-2, 0) y un maximo en (%, S).

e Ramas infinitas:

Iim f(x) =1 » =1 es asintota horizontal.
X —>—o0

lim f(x) =1 (f) <1 si x> —o0; fx) >1 si x— +oo)
X — +oo

No tiene asintotas verticales.

e Grafica:

2
pyp=2x*r1L_x, 1

3x 3 3x
e Dominio: IR - {0}
e Cortes con los ejes:
— No corta al eje Y, pues x=0 no esta en el dominio.

— No corta al eje X, pues x>+ 1#0 para todo x.

¢ Puntos singulares. Crecimiento y decrecimiento:

£ = 2x-3x—(?+ D -3 _ 2 —x?-1_x*-1
' 9x2 3x? 3x?

Signo de f"(x): F>0 f'<o f1<0 />0
_ -1 ~ 0 ~ 1 7

S es creciente en (—eo, —1) U (1, +e0); es decreciente en (=1, 0) U (0, 1.

. P -2 . o 2
Tiene un maximo en |-1, 3 y tiene un minimo en (1, =|.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = —eo
x =0 . . X . .
x =0 es asintota vertical. y = 3 es asintota oblicua.
lim f(x) = +oo
x—0*
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(f(x)<% i X —> —oo; f(x)>% Si X — +oo)

e Grafica:

PARA RESOLVER

14 Representa las siguientes funciones estudiando previamente:

S

— Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

— Intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y extremos relativos.

a) y=2uw+ @y=(x2+—x1)z - x;'j4

= TEE2 S 0y Gy
g y- F-DE=3 b y-= 9fo2 i)y=L.;4

®y=ﬁ k)y=x2;fl 1)y=x2xj4

m) y= xafz ) y= (2_—21)2

a) J/=ZX+§

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:
lim [(x)=—eo
x— 0" . .
x =0 es asintota vertical
lim f(x) = +oo
x— 0"

y = 2x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) <2x; si x — +oo, f(x)> 2x)
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e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

S@w=2-5
X
, _ 2.%'2—8 _ 5 /X_—Z
S =0 — = 0 - «x 4\x_2
Signo de la derivada:
/>0 f'<0 <0 />0

/v -2 \ 0 \ 2 /
f(x) es creciente en (=0, —2) U (2, +0)
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (-2, —-8)

tiene un minimo en (2, 8)

e Grafica: 7

N

®

N~

2X

b) p=_2X
VG

e Dominio: R - {-1}

e Asintotas:

lim f(x)=0; ILm f(x)=0

X —>—oo0 X —> +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim f(x) = —oo
x—-1" B R
x = -1 es asintota vertical
lim f(x) = —oo
x—-1"

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1020 = 200+ D2—2x - 2(x+ 1) _ (x+ DQx+2—4x) _ —2x+2

(x+ DA (x+ D4 (x+ 13
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S =0 —» 2x+2=0 — x=1

Signo de f'(x): f'<o f>0 f'<o

~~ & 7 ! >~
f(x)  es decreciente en (—oo, —1) U (1, +o0)

es creciente en (-1, 1)

. . 1
tiene un maximo en 1, E

e Grafica:
-1
==
N\
\
x3 4x
o y= =X+ —
Y x2—4 X2 — 4

e Dominio: R —{-2, 2}
e Asintotas:

lim [f(x)=—co

X — 2"

lim  f(x) = +oo
x —-2"

x = -2 es asintota vertical

lim f(x) = —oo

x =27

lim [(x) = +eo
x— 2"

X =2 es asintota vertical

y =x es asintota oblicua.

(si x = —eo, f(x) <x; si x—> +oo, f(x)>x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

S0 =

3P —4) — a3 - 2x _ Bt —12x? - 2xt _ af - 12x% | XP(r-12)

x=0
f0=0 — xZ(x2—12)=o< x= 12

x=v12

Signo de f"(x):
f/>0 f/<O f/<O f/<o

(% — 4)? (% — 4)? (% — 4)? (% — 4)?

7'<0 7>0

I NG NG N

Unidad 7. Representacién de funciones
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f(x)  es creciente en (—eo, —V12) U (V12 +e0)
es decreciente en (—V12,-2) U (-2, 20 U (2, V12)
tiene un maximo en (—\/ﬁ, —5\/5)
tiene un minimo en (\/ﬁ ,3\3 )

e Grafica:

e
P

[

x—1+
x—1 x—1

2
d)y=x—2x+2= 1

e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim f(x) = —oo
x— 1" . .
x =1 es asintota VGITICZ.I
lim [(x) = +oo
x—1*

y=x-1 es asintota oblicua.

(si x = —o0, flx) <x—1; si x— +eo, flx)>x—-1)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 (x-1%2-1 _ x*-2x+1-1
i =1- - = =
L T T T oy - 1)?
_oxt-2x _ x(x=2)
(x - 1)? (x — 1D?

, _ B _ /.x=0
S=0 - xx-2) O\x=2

Signo de f"(x): f>0 f'<o0 f'<o0 f>0
/ 0 \ 1 \ 2 /

J(x) es creciente en (-0, 0) U (2, +o0) y es decreciente en (0, D U (1, 2)

tiene un maximo en (0, —2) y tiene un minimo en (2, 2)
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e Grafica:

N\

\\\

/4l

4oc — 12
e) p= 22— -2
CEEE

e Dominio: R - {2}

e Asintotas:

lim f)=0; Iim f(x)=0

X ——o0 X —> +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota oblicua.

lim [(x)=—eo
X =27 . .
X =2 es asintota vertical
lim f(x) = —oo
x — 2

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

_ 4 =22 - (dx—12) - 2(x—2) _ 4(x—2)—2(4x—12) _
(x — 2% (x—2)3

VAEY

_ 4x-8-8x+24 _ —4x+16
(x—2)3 (x—2)3

f0=0 - —-4x+16=0 —> x=4

Signo de f"(x):
/<0 />0 /<0

\2/4\

f(0) es decreciente en (—o0, 2) U (4, +o0)

es creciente en (2, 4)

tiene un maximo en (4, 1)
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e Grafica:

"

_ x
Dy

e Dominio: R - (2}

e Asintotas:

lim f(x)=0; lLm f(x)=0

X — —oo X — +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)
y =0 es asintota horizontal.

lim [(x) = +oo
X — 2"

lim [f(x) = +eo
x—2*

x =2 es asintota vertical

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
(x=2?-x-2x=-2) _ x=-2-2x _ —x-2

(x -2t (x - 2)3 (x—2)3
=0 - x-2=0 — x=-2

S0 =

Signo de f"(x):

f(x)  es decreciente en (—oo, —2) U (2, +o0)

es creciente en (=2, 2)

. I -1
tiene un minimo en |2, Y

e Grafica:

Unidad 7. Representacién de funciones



_x-D&-3) _ x?-dt+3 o, 1

X —2 X —2 xX—2

2y
e Dominio: R — {2}

e Asintotas:

lim  f(x) = +eo

x =2 x =2 es asintota vertical
lim  f(x) = —o

x— 27

Yy =x—2 es asintota oblicua.

(si x = =00, f(0x) >x—2; si x— +oo, f(x)<x-2)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1
(x = 2)?

S =0 — (x—-2)2+1=0 — no tiene solucién

Slo=1+

J(x) no tiene extremos relativos.

S0 >0 paratodo x — [f(x) es creciente en todo su dominio.

e Grifica: Wi
/
7’7
T
) 4 2 [
)4
)4
/
2
h) y=—=
y 9 _ 2
e Dominio: R —{-3, 3}

e Asintotas:
lim fo=-1, [Ilim fx)=-1

X — —oo X —> +oo

(si x> —oo, f(x) <-1; si x— +oo, f(x) <-1)

y=-1 es asintota horizontal.

lim  f(x)=—oo
x—>-3" . .
x = -3 es asintota vertical
lim  f(x) = +eo
x —-3"
lim [(x) = +oo
X =3 B .
X =3 es asintota vertical
lim [(x) = —
x— 3"
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e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

) = 2x(9 — P —x? - (2x) _ 18x—2x3 +2x3 _  18x
(9 — x%)? (9 —x?)? (9 - x?)?
f1o=0 —> 18x=0 — x=0
Signo de f"(x):
JS'<0 f'<0 f>0 7'>0

~ 3 ~ 0 - 5 -
f(x)  es decreciente en (—o0, —3) U (=3, 0)

es creciente en (0, 3) U (3, +o0)

tiene un minimo en (0, 0)

e Grafica:

(SN
—

T |

—
=~
~

D oy= =x+

ENES

e Dominio: R - {0}

e Asintotas:

lim f(x) = —eo
x =0 . .
x =0 es asintota vertical
lim  f(x) = +e
x — 0"

y =x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) <x; si X — +oo, f(X)>X)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

=14
X
=0 > F-d=0=_

Signo de f"(x):

>0 /<0 J'<0 >0

/—2\0\2/
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J(x) es creciente en (oo, —2) U (2, +o0)
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (-2, —4)

tiene un minimo en (2, 4)

e Grafica: 7,

I

x2

DT
e Dominio: R — {3}

Py

e Asintotas:

lim f()=1; lim fo)=1

X —>—o0 X — +oo
(si x = —oo, fx) <1; si x— +oo, f(x)>1)

y =1 es asintota horizontal.

lim  f(x) = +e
X =3 . .
X =3 es asintota vertical
lim [f(x) = +oo
x — 3"

¢ Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2x(x = 3)? —x? - 2(x—3) _ 2x(x—3) —2x* _

"(x) =
S (x =34 (x—3)3
_ 2x% - 6x—2x% _  —6x
(x—3)° (x—3)°

S(x=0 —- —6x=0 — x=0

Signo de f"(x):
J'<0 J'>0 JS'<0

\ 0 / 3 \
J(x) es decreciente en (=0, 0) U (3, +o0)

es creciente en (0, 3)

tiene un minimo en (0, 0)

Unidad 7. Representacién de funciones



e Grafica:

|t

x2+1 x2+1

3
K) y = 2x -2 2x

e Dominio: R

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
y = 2x es asintota oblicua.

(Si x — —oo, f(x) >2x; si X — +oo, f(xX) < 2x).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

6x%(x? + D = 2x3 - 2x _ 6x* + 6x? — 4xt | 2t + 6x2

J'Co =

(xz + 1)2 (xz + 1)2 (xz + 1)2
S0 =0 — 2x*(x*+3)=0 — x=0
Signo de f"(x):

J(x) >0 para todo x#0

f(x) es creciente en todo IR.

e Grifica: 7
/i
Jt
4
U

e Dominio: R —{-2, 2}

e Asintotas:

lim  f(x) = +oo
x —=>-2" B R
= -2 es asintota vertical
lim [(x)=—o
x—-2%
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lim f(x)=—eo

x =27 B .
x =2 es asintota vertical
lim  f(x) = +eo
x— 2"
(x0)
lim f(x) =+,  [im f— = _—o
X — —oo X —> —o0 X Z1:
Ramas parabolicas
, _ J
lim f(x) =+, [im —— =+
X > +oo x40 X

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

_ 43t =) -t 2 | 4x® — 1603 —2x° | 2x° — 1643 _

VAEY

(x? - 4)? - (x? - 4)? (X2 — 4)2
_ 233%(x% - 8)
(x? - 4)?
x=0
S)=0 = 2x3(x*-8) =0 < x=-\8

x="8
Signo de f"(x):
f1<0 />0 />0 f'<0 /<0 />0

\ 8 / -2 / 0 \ 2 \ V8 /
f@0)  es decreciente en (oo, —V8) U (0, 2) U (2, V8)
es creciente en (—\8, =2) U (=2, 0) U (V8, +0)
tiene un minimo en (—\8, 16) y otro en (8, 16)

tiene un maximo en (0, 0)

e Grafica: \ N /
\ 0 /

b
D

D

m)y =

e Dominio: R - {-2}
e Asintotas:

lim  f(x) = +oo

X — -2

lim  f(x) = —oo

x—-2%

= —2 es asintota vertical
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fo

lim f(x) = +eo;  [im

—— - X L
T T £ Ramas parabdlicas
X
lim [f(x) =+, [im —— =+
X = +oo X =40 X

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

3x(x +2) — a3 _ 33+ 0xF -3 2x% + 6x?

(x + 2)? (x + 2)2 (x +2)2

Jo =

o ~ /x=0
S=0 — ZXZ(X+3)—O\x=_3

Signo de f"(x0):
Jf'<o S>0 S'>0 S>0

\ -3 / -2 / 0 /
f(x) es decreciente en (—oo, —3)
es creciente en (=3, —=2) U (=2, +o0)
tiene un minimo en (=3, 27)

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

e Grafica:
VD
\ ,_r\
N\t 5s
T
-4 2 4
/
|
n)y—(x_z)z—x 3+
-1 x—1

e Asintotas:

lim [(x) = —oo
x— 1" B .
x =1 es asintota vertical
lim [(x) = +eo
x—1*

y=x—3 es asintota oblicua.

(Si x— =00, f(xx) <x—3; si x> +oo, f(x)>x—3).
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e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 (x-D?-1 _ x*-2x
() = 1- - -
/ (x - 1)? (x - 1? (x - 1)?
) __—x= 0
S =0 — x(x—2)=0\x=2
Signo de f"(x0):
f>0 f'<0 f'<0 f>0

A U N
f(x)  es creciente en (-0, 0) U (2, +o0)
es decreciente en (0, 1) U (1, 2)
tiene un maximo en (0, —4)

tiene un minimo en (2, 0)

e Grafica:

_A
N

S
N

Y

Wi

a) Halla las asintotas de la grafica de la funcion definida para x > 0 por
2
f(x) = 1+x7
b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus
maximos y minimos locales y globales, si los hay.
c) Esboza la grafica de f.

a) lim [f(x) =+ — x=0 es asintota vertical.
x—0*

S =x+ L — y=x es asintota oblicua.
X
(Si x — +oo, f(x) > x)
21

. _ 1 _ x°—
b)f(x)—l—;— 2

___—x=-1 (novale)

i - 2 _1 =
=0 — x°-1 O\x=1

(x =-1 no vale, pues f(x) esta definida solamente para x > 0)
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Signo de f"(x):
<0 f>0
0 \ 1 /

f(x) es decreciente en (0, 1)

es creciente en (1, +c0)
tiene un minimo (local y global) en (1, 2)

no tiene un Maximo

9]

/e

. 1
16 Dada la funcion f(x) = ———, se pide:
Va2 +1

a) Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto a estas.

b) Maximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

c) Dibuja la grafica de f.
a) e Dominio: IR
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

Iim f(x)=0 » =0 es asintota horizontal.
X —>—o
lim f(x) =0 (f(x) >0 — la curva estd por encima de la asintota).
X = +oo
b)f/(x) = ——=

V(x? + 1)°
fx=0 — x=0

Signo de f"(x):
/>0 /<0
0
_ ~

JS(x) es creciente en (—eo, 0); es decreciente en (0, +e0). Tiene un maximo en
O, D.
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17 Representa grificamente la funciéon: p(x) = x* + 4/3x3 + 2x2 -2

¢Cuantas raices reales tiene este polinomio p(x)?
P(X)=x4+%x3+2x2—2

o lim pQx)=+e;  lim p(x) = +oo
X —>—oco0 X —> too

o p'(x) = 43 + 4x? + 4o = dx(x? + x + 1)

p'x)=0 — x=0 — Hayun punto singular en (0, -2).

o p(x) = 12x2 + 8x + 4 = 4(3x? + 2x + 1)

2 +N4-12

px)=0 — x= — 5 — no tiene solucion.

px) no tiene puntos de inflexion.

e Grafica:

e f(x) tiene dos raices reales.

18 Dadas las siguientes funciones, halla sus asintotas, estudia el crecimiento y
la existencia de maximos y minimos. Dibuja su grafica:

e* x3
ay= b)y-=
Y x2+3 Y 4x2+1
4 x3+8
Qy=x+—— dDy-=
d (x—1)? YT e
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X

a)y =
y 243

e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

Iim f(x)=0 — y=0 es asintota horizontal cuando x — —e (f(xx) >0)

X —>—oo
, (x)
lim  f(x) = +eo;  [im f— = +co  — Rama parabolica
X —> +oo X =40 X

e Crecimiento, maximos y minimos:

e¥(x? +3) —e¥2x _ e¥(x?-2x+3)

T BE o + 3)2

2+N4-12

2

S =0 — x*-2x+3=0 — x= No tiene solucion.

1) >0 paratodo x — f(x) es creciente en todo IR. No tiene maximos

ni minimos.
e Corta al eje Y en (O, %)
e Grafica:
4 /
5 )4
v
2 4
’ 1 (1/4)x
by= 2 1. Q/fx
Y vl 4 e

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

y= L es asintota oblicua.

4

Si x = —oo, flx) > %X; six — +oo, fl(x) < %x)

e Crecimiento, maximos y minimos:

3x2(4x® + D =3 - 8x _ 12x% + 3x? = 8xt | dxt + 3a?
(42 + 1)? G+ D? Gt )2

S0 =0 — x?@x*+3)=0 = x=0 — (0,0

S =

) >0 si x20 — f(x) es creciente (tiene un punto de inflexion en (0, 0))
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QOy=x+

e Grafica:

~

\\\

\\\

\\\

N\

N\

4
(x—-1?

e Dominio: IR — {1}

e Asintotas:

lim [(x) = +oo
x— 1" B .
x =1 es asintota vertical
lim [(x) = +oo
x—1*

Yy =x es asintota oblicua.

(Si x> =0, f(x) >x; si x — +eo, f(x)>x).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

8 (x—1)3-8
! = 1 — =
S -1 -1

fx)=0 - (x-13=8 — x-1=2 — x=3
Signo de f"(x):
S>0 S'<0 S>0

/1\5/

J(x) es creciente en (—oo, 1) U (3, +0)
es decreciente en (1, 3)

tiene un minimo en (3, 4)

e Grafica:

N\

\\
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19

3+8
dy==
Y x3-1

e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim f(x) = —oo
x—=1"
x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x—1"
Iim f(x) =1 » =1 es asintota horizontal.
X —> —oo

Iim f(x) =1 (Jo) <1 si x> —o0; f(x) >1 si x— +oo)

X = +oo
e Crecimiento, maximos y minimos:

100 = 32— D -3 +8) - 3w _ 3x*(d-1-x3-8) _  —27x*
(x3 - 1)? (x3 - 1)? (x3 - 1)?
S=0 — 27x*=0 — x=0

Signo de f"(x0):
S0 <0 —  f(x) es decreciente en su dominio.

(Tiene un punto de inflexién en (0, —-8)).

e Grafica:

o)

Estudia los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes fun-
ciones y represéntalas graficamente:

X _ p—X
a)y=4¢-¢"

eX+e™
> b)y=T c)y=senx+cosx para 0 < x<2n

er*—e™ . . . L1
a)y=——— =senh x. Esta funcién se denomina seno hiperbélico de x.
2

o fi(x) = et+e™

=0 — e*+e*=0 — notiene solucion —
— no hay maximos ni minimos

S0 >0 paratodo x — [f(x) es creciente

Unidad 7. Representacién de funciones



. _ eX — o™X
S0 —

S0 =0 — e*—-e¥=0 — e L

=0 > e¥-1=0
=1 = 2x=0 = x=0 — =0

Signo de f"(x):

f//< O f//> O
/_\ : U Hay un punto de inflexién en (0, 0).
e Grafica:
|
/
[
NEV

{
|
l

X+ e - . . A1;
by = € 7C¢° = cosh x. Esta funcion se denomina coseno hiperbdlico de x.
2

, _ ¥ _ =X
S0 —

S0 =0 - e—e¥=0 - x=0 - y=1

Signo de f"(x):

/<0 />0

~ 1 -

Hay un minimo en (0, 1).

X 4 =X
o frx) =T
2
S"(x) =0 — no tiene solucion — no hay puntos de inflexion

e Grafica:

—
|t
——
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O y=senx+cosx para 0<x<2n

e [1(x) = cos x — sen x

T
x:_
S =0 — cosx=senx — tgx:1< _5475
x__
4

Signo de f"(x):
f/>0 f’<0 f/

>0

% ~ x - =

Hay un maximo en (%, \/E) y un minimo en (STE, —\/E)

e ["(x) = —sen x — cos x

x =
S =0 — senx=-cosx — tgx=—l/
\x=

Signo de f"(x):

7

Hay un punto de inflexion en (ST“, O) y otro en (7%, O).
e Grafica:
N
J/
3T\ 'nl 2
ZIA\ Vi
N
20 Representa las siguientes funciones:
@r- = Qy-Lx O y=xinx
dy=(x-De* e) y=xe**1 ) y=x2e™
X2
= h) y=mm(x?-1
gy n x ) y=mn(x*-1)
_ X
a)y= e—x
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e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim ) = —eo fim L

“——— = +c0o — Rama parabdlica
X —> —oo x—>—c0 X

lim [ = lim = =

_ 1
lim — =
X —> +oo X = +oo ¥

X —> +oo ¥

=0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

e Puntos singulares:

X _ X X _
Fo =€ Zice _efd-x _ 1-x
e

er eX

=0 - 1-x=0 - x=1

Signo de f"(x)
/>0 /<0
O

f(x) es creciente en (—oo, 1)

es decreciente en (1, +oo0)

. . 1
tiene un maximo en (1, F—

e Corta a los ejes en el punto (0, 0).

e Grafica:

N

/
/
n x
b)y =
)y .
e Dominio: (0, +)
e Asintotas:
lim [f(x)=—-o — x=0 esasintota vertical
x—0*

im f(x) = lim UTX—O

X = +oo X —> +oo

» =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).
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e Puntos singulares:

£ = /%) x-Inx _ 1-Inx

x2 x2

=0 — Ihx=1 — x=e¢
Signo de f"(x): £>0 /<0

0 / e \

f(x) es creciente en (0, e)

es decreciente en (e, +o0)

. P 1
tiene un Maximo en (e, —
e

e Corta al eje X en (1, 0).

e Grafica:

—

/
|
|
Ady=xinx
e Dominio: (0, +co)
e Asintotas:
tim xinx= lim X = g Yo gy (o= 0
x—0" x—0t 1/x x—>0"=1/x2  x—>0*
No tiene asintotas verticales.
(x
lim  f(x) = 4o,  lim S +oo  — Rama parabolica
X = +oo X = +oo
e Puntos singulares:
S0 =nx+x- l=lnx+ 1
X
S)=0 - hmx=-1 - x=el= 1
e
Signo de f"(x): f'<0 />0

N T
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f(x) es decreciente en (0, l)
e

. 1
es creciente en |—, +oo
e

. . ( 1 1 )
tiene un minimo en (—, ——
e e
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica: 7/
/
/
/
1 /
/
dDy=W-De"
e Dominio: IR
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
lim f(x)= Ilim (~x-1De™= Iim =1 _ s =L-0
X —>—oo X —> +oo X = too @ X —> +oo

=0 es asintota horizontal cuando x — —eo (f(x) < 0).

SO

lim [f(x) = +eo; [im “—— =+c0 — Rama parabélica
X —> +oo x— 40 X

e Puntos singulares:
[l =e"+(x-De¥=e"1 +x-1) = xe*
S=0 = x=0
Signo de f"(x0):
S'<0 S>>0
~ '

Sf(x) es decreciente en (—eo, 0)

es creciente en (0, +o0)

tiene un minimo en (0, —1)

e Corta al eje X en (1, 0).
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e Grafica: I

~_

-1

e)y=uxeXt!
e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f(x)=0 — y=0 esasintota horizontal cuando x — —eco.
X —>—oo

(f(x) <0 si x — —o0)

lim  f(x) = +eo;  lim @=

X — +oo x40 X

+eo  — Rama parabdlica

e Puntos singulares:
S =eXt 4 xeXt = (1 +x)e¥t!

fo=0 — x=-1
Signo de f"(x0): /<0 f>0
\ -1 /

Sf(x) es decreciente en (—oo, —1)

es creciente en (=1, +oo)

tiene un minimo en (-1, —-1).

e Corta a los ejes en el punto (0, 0).

e Grafica:

—

f) = xze—x

e Dominio: R
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e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

(€9
lim  f(x) = +o0;  lim S —co  — Rama parabélica
X —>—oo x—>—oc0 X
) X2 _2x o2
lim f(x) =+c0;  [im “—= [im === Iim — =
X = +oo x4 ¥ x>t e’ x o 4w F

y =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

2
. X

e Puntos singulares: y = =
e

2

) = 2xe¥ —x?e¥ _ ¥ (2x-x%) _ 2x-—x
e2x e2x X

=0
y - a2 = _ - /.X'
=0 — 2x-x=0 — x2-x O\x= )

Signo de f"(x):
f'<0 />0 f'<0
\ 0 / 2 \

f(x) es decreciente en (—e0, 0) U (2, +0)

es creciente en (0, 2)
tiene un minimo en (0, 0)

tiene un Maximo en (2, iz)
e

e Grafica:

—

Ui

gy = e
nx
e Dominio:
mx=0 — x=1. Ademas, ha de ser x> 0.
Dominio: (0, 1) U (1, +e0)
e Asintotas:

Iim f(x)=0

x—0*
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lim f(x) = —oo

x— 1" i
x=1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x—1"
X
lim  f(x) = +oo;  [im A +eo  — Rama parabdlica
X —> +oo X =40 X

e Puntos singulares:

2

2xInx—x 1
X

_2xlnx-x _ xQInx-1
(In x)? (In x)? (In x)?

S0 =

x =0 (no vale)

W=0 — xQix-1=0<__
f \an=% - x=eV2
Signo de f"(x):
/<0 J'<0 >0

f(x) es decreciente en (0, D U (1, e?)
es creciente en (el/2, +oo)

tiene un minimo en (e/2, 2e).

e Grafica: s |
HEENEZ
5
ERAN 4
0
6
8

hy=mhx?-1
e Dominio: (—o, —1) J (1, +o0)

e Asintotas:

lim f(x)=-o — x=-1 esasintota vertical
x—-1"

lim f(x) =—-e — x=1 esasintota vertical

x—1"
(x)
lim f(x) = +oo;  lim f— =0
X — —oo xX—>—c0 X 1.
o Ramas parabolicas
lim f(x) = +eo;  [im =0
X —> +o0 X =40 X
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e Puntos singulares:

Vi (x) = 2X

x% -1

flo=0 - 2x=0 — x=0

No hay puntos singulares (x = 0 no pertenece al dominio).

¢ Puntos de corte con el eje X:

lﬂ(x2—1)=0 4 x2_1=1 - .X'2= \x \/E
Puntos: (—V2,0) vy (¥2,0)

e Grafica:

21 Estudia y representa las siguientes funciones:

a)y=V4-x? b)y=Vx%-4 c)y=2/? d)y=5\ll—anc2
a)y = V4 —x?

e Dominio: [-2, 2]
e Asintotas: No tiene.

e Puntos singulares:

—2x —-X
"(x) = =
A W4 —x2  V4d—x?

fx=0 —> x=0

Signo de f"(x): F150 <0

JS(x) es creciente en el intervalo (-2, 0) y decreciente en el intervalo (0, 2).
Tiene un maximo en (0, 2).

e Corta al eje X en (=2,0) yen (2, 0.

e Grafica:
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by = Va? -4

e Dominio: (—oco, —2] J[2, +c0)
e Simetria:

JfC=x) =f(x) — Espar — Simétrica respecto al eje Y.

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +eo

X —> +oo

() _ x?—4
lim f—= im —— =1
x— 40 X X —> +oo X

lim [foo) —xl= lim [Nx?—-4 —x] =

X = +oo X = +oo

o (War—4-—x)(Vx2—d+x)
lim =
X = +oo Va2 — 4 + x

2 2 _
- lim X4 -xt lim —4=0

xoteo Vx2 -4 +x  xote V24 +x

y =x es asintota oblicua cuando x — +eo. (f(x) < x)
Por simetria (pues [f(x) es par), deducimos que:
y =—x es asintota oblicua cuando x — —eo.

(fx0) < —x)

¢ Puntos singulares:

2x _ X
Wa2—4  x2—4
S =0 — x=0 (que no estd en el dominio)

SO =

No tiene puntos singulares.

J(x) es decreciente en (—eoo, —2) y es creciente en (2, +eo).
e Pasa por (=2, 0) y (2, 0).

e Grafica:
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Qy= V2 = 23
e Dominio: R
e Simetria:
Sf=x) = V2 - f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e No tiene asintotas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = [lim f(x) = +oo
X —>—o0 X —> too
Ramas parabdlicas
im 1%~
x40 X

e Puntos singulares:
2
3Vx

No existe f(0) — f(x) no es derivable en x = 0.

f/(x) - %x—l/S =

JS(x) es decreciente en (—oo, 0) y creciente en (0, +oo).

e Pasa por (0, 0).

e Grafica:
2
Ay = V1 -2

e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim fQo = lim f(x) = —oo

X = —oco X —> +oo
Ramas parabdlicas
X X
17 f—( ). I7 f—( ) =0
x—>-o0 X x40 X

¢ Puntos singulares:

—2X
3V(1 - x2)2

flo=0 —> 2x=0 — x=0

S0 =

—  f(x) no es derivable en x=-1 nien x=1.
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Signo de f"(x):

S>0 S'>0 S'<0 J'<0

/ -1 / 0 \ 1 \
JS(x) es creciente en (—oo, 0), es decreciente en (0, +e0); tiene un maximo
en (0, 1.

e Corta al eje X en (-1,0) yen (1, 0).

e Grafica:
1
/T 1N
1
AT N
22 Estudia el dominio de defi- ~ AN 1 I
nicién, las asintotas y los I\ i
extremos de cada una de las 2= 2 \\, /
siguientes funciones y, con 5
esa informacion, trata de | ~ 1 i i2m
encontrar su grifica entre [ | Bi / T\
las que estin representadas JAEA ,l
a continuacion: :
1 &/ N
a)y = N 4
sen x \\ i ] V4 B

b)y=xe* N2 /] / N

L T
c)y=sen % 4= 2 2

s () ()
dDy=Vx A% N
/
= Va2 N

ey=Nx"+1 1 T o3 _L- T
f)y=sen® x i

e Dominio:
senx=0 — x=0+mk ke Z

D=R -inkl, ke Z

Unidad 7. Representacién de funciones



e Asintotas:
x =Tk, ke Z son asintotas verticales.

No hay mas asintotas.
e Extremos:

—COS X
i) = ZCOSX
sen? x

- X=T/2+ 21k

y — = 7
S =0 — cosx O\x=3n/2+2nle (ke 2)
Signo de f"(x) en (0, 2m):

[<0 f>0 f>0 f<0

0\%/ﬂ/37“\2n

Jf(x) es periddica de periodo 2m.

J(x) es decreciente en (0, % U 3775, Zﬁ)
es creciente en (%, n) U|m, 5775)

. L T
tiene un minimo en (E’ 1)
tiene un maximo en (3775, —1)
e Grafica — @

b)y=xe*
e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
-1

— P _ _ —-X _
lim fx)= lim -xe*= Iim ——= lim — =
X —>—oo X —> +oo Xt X x>+ ¥

y =0 es asintota horizontal cuando x — —eo (f(x) < 0).

lim f(x) = +eo;  [im & =

+eo  — Rama parabdlica
X —> +oo X =40 X

e Extremos:
[0 =¥+ xe¥=e¥(1 + x)

=0 - 1+x=0 - x=-1
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Signo de f"(x): Fl<0 >0
\ -1 /

Jf(x) es decreciente en (—oo, —1)

es creciente en (=1, +oo)

. L -1

tiene un minimo en (-1, —
e

e Grafica — @
)y =sen X

e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.

e Extremos:

o) = L cos X
S0 5 €05 2

(=0 — cos%= - %=%+nle — x=m+2mk

S0 es periddica de periodo 4.
Signo de f"(x): £50 <0 150
0 / T \ 3 / 4T

f(x) es creciente en (0, m) U (3x, 4m)

es decreciente en (m, 31)
tiene un maximo en (7, 1)

tiene un minimo en (3w, —1)
e Grafica — @
dy=Vx

e Dominio: R

e Asintotas: No tiene.

lim [f(x) = —eo;  [im S 0
X ——o0 X —too X 1.
- Ramas parabdlicas
fim f) = v iim L~ 0

X —> +oo X —> +oo
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e Extremos:

= - f(x) no es derivable en x =0
x

S = —
3

f(x) >0 para todo x # 0.

JS(x) es creciente.

e Grafica — @

e)y=Vx?+1
e Dominio: R
e Simetria:
S =f(x) — [f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f(x) = +oo

X = +oo
X 2
o S0 el
X =>4 X x40 X

Iim [f)—x]= tm [Nx?+1 -« =

X —> +oo X —> +oo

(Va2 +1 - x) (Va2 +1 + x) _

= Ilim
x = oo VxZ+1+x
3 x%+ 1 —x? B 1
= lim ——=——= Ilim ———=0

x> te0 N2 1 + x x—>4oo Vx2 +1 + x

¥y =x es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) > x).

Por simetria:

¥ =—x es asintota oblicua cuando x — —eo (f(x) > —x).
e Extremos:

2x X
"(x) = =
/ Va2 + 1 a2+ 1

So=0 — x=0

Signo de f"(x): f'<o0 f>0
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Sf(x) es decreciente en (—oo, 0)
es creciente en (0, +o0)

tiene un minimo en (0, 1)
e Griafica — @

£ y=sen’x
e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.

e Extremos:
S1(x) = 2sen x cos x = sen 2x
=0 — sen2x=0 — 2x=0+7nk — x=%/e, ke Z

JS(x) es periddica de periodo .

Signo de f"(x) en (0, m):
S>0 f'<0

O/%\n

f(x) es creciente en (O, %)

. T
es decreciente en (?, b8
. o T
tiene un maximo en > 1

tiene un minimo en (0, 0) y otro en (mw, 0)

e Grafica — @

2x2+1

Ha-
—k a

23 Larecta y=2x+ 6 esuna asintota oblicua de la funcion f(x) =
S llael valor de kYy representa la funcion.

e Hallamos k:
Si y=2x+ 06 es asintota oblicua, tenemos que:
)
lim S =2;  Iim [fx)—2x]=0
X =40 X X —> +oo
Por tanto:
(€9 2
lim  f(x) = +eo;  lim SO iim 221 5

X = oo x> teo X x> +oo X2 — kax
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2 2 5.2
Iim [f(x) —2x1=[im [M - 2x] = [lim 2”1 - 27 ¥ 2k
X = 4o X — +oo x—k X = 4o x—k
= gim 2L _gk-6 S k=3
X — +oo X — Ie
2
Luego: f(x) = 2xm L
x—-3
e Dominio: R — {3}
e Asintotas:
lim [(x) = —
x—3 x =3 es asintota vertical
lim f(x) = +oo
x — 3

y=2x+ 6 esasintota oblicua.

(Si x— —oo, flx) <2x+6; si x— +oo, f(x)>2x+06)

e Puntos singulares:

dax=3)—Qx*+ 1 _ 4x?-12x—2x* -1 _ 2x?-12x-1

S0 =

(=37 (x=3)” (-3
0 = 2 q2x1- _ 1214448 _— X =608
S=0 - 2x*-12x-1=0 — «x Z < o oo

Signo de f"(x):
S>0 S'<0 S<0 f>0

/ —0,08 \ 3 \ 6,08 /

S0 es creciente en (—oo; —0,08) U (6,08; +o0)
es decreciente en (=0,08; 3) U (3; 6,08)

tiene un maximo en (-0,08; —0,33)

tiene un minimo en (6,08; 24,32)

e Grafica:

~

o

oI o
SIRU VIR SV

A\
T\V
~

~

[SSICAER
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2x
1-x

@ Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva y =
x>1.

para

En el punto P(Z, —%) la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a

dicha curva.

a) Halla la ecuacion de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particula
encuentra a la asintota vertical mas préxima al punto P.

c) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la
particula encuentra el eje OX.

2(1 —x?) —2x(=2x) _ 2-2x*+4x? _ 2x*+2

a) f(x) = =
/ (1 - x?)? (1 - x*)? (1 —x?)?
10
"(2) = —
4 9
La ecuacion de la recta tangente en P es:
4 10 10 32
= _ _ 4+ -2 = T xv - X=
S R A

b) La asintota vertical mas proxima a P es x = 1. Tenemos que hallar el punto de
interseccion de x =1 con la recta tangente anterior:

_1032)  _-22
VT3 9 V7
X X

1

El punto es (1, _9ﬁ)

¢) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

_to, 32 10, 32 3216
) o "9 T XTI El punto es (E, 0)
_ _ 5
y=0 y=0

Pagina 205

@ Dada la funcién f(x) = x2|x—3| halla:
S a) Los puntos en los que f no es derivable.
b) Calcula sus maximos y minimos.
c) Represéntala graficamente.

o) =x*(=x+3) si x<3
a)j(x)—{ x*(x—3) i xZS}

—8i x+3, tenemos que: [(x) es derivable. Su derivada es:

—x3+3x% si x<3
x3-3x% si x23

3x%+6x si x<3
3x2 - 6x si x>3

S0 = {
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Por tanto:

S B3 =9 f/3) =/

f13H=9 f(x) no es derivable en x = 3 (Punto @3, O)).
b f(x)=0 — [Bx?+6x=0 si x<3

o x=0 5 0,0

D =0—_ 5 5 249

3x>—6x=0 si x>3 — ninguno

Como f(x) =20 paratodo x, tenemos que:

f(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un maximo en (2, 4).

o lim fQx) =+,  [fim [(xX) = +oo

X —> —o0 X — +oo

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grafica:

Ry
~

i
T~

26 Halla los puntos de corte, los maximos y minimos, los intervalos de creci-
miento y de decrecimiento y los puntos de inflexion de las siguientes fun-
ciones definidas en el intervalo [0, 27].

Utilizando la informacion obtenida, represéntalas graficamente:
a)y=1-2cos x b)y=1+2senx
C) y = sen x — cos X d) y = (sen x)?
a)y=1-2cosx
e Dominio: [0, 2n] (nos la definen en este intervalo).
e Cortes con los ejes:

—Conelege ¥ - x=0 — yp=-1 — Punto (0,-D

— Conelege X - =0 — 1-2cosx=0 — cosx=% -

x =
<x Puntos (%, 0) y (S?TE, O)

ua|§_|“ w|a
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e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

S0 = 2sen x
x=0
=0 — senx=0/x=7c
~~ X=2T
Signo de f7(x): 50 r<0

0 / b4 \ 2n
JS(x) es creciente en el intervalo (0, ©) y es decreciente en el intervalo (w, 2m).
Tiene un maximo en (1, 3), un minimo en (0, —1) y otro minimo en (2m, —1).

e Puntos de inflexion:

S"(x) = 2cos x

g
x = —
S =0 — cosx=0 < i 521t
x =22
2
Signo de f"(x): 750 £7<0 1750

0 T 3n 21
\/ ) /-\ 2 U
Puntos de inflexion: (%, 1) y (%t, 1)

e Grafica:

™~
A~

b)y =1+ 2sen x

e Dominio: [0, 2n] (esta solo definida en este intervalo).

e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — py=1 — Punto (0, D

—Coneleje X = y=0 — 1+2enx=0 — senx=—l -
LT
/ 6 Puntos 7—“,0 y 11—“,0
\x=1111: 6 0

6
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e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

S0 = 2cos x
T
fx)=0 — cosx=0/ 2
. \ 31
x =2
2
Signo de f"(x): £1>0 £<0 750
0 g 3n 21
/ z \ =i /
f(x) es creciente en (O, %) U (37“, 2m); es decreciente en %, 377c P
Tiene un maximo en (%, 3] y un minimo en (%t, —1).

¢ Puntos de inflexion:
S1"(x) = —2sen x

x=0
S =0 — senx=04x=7r

~~ X =21
Signo de f"(x): £1<0 750
0 /\ T u 21

Puntos de inflexiéon en (0, 1), (n, 1) y en Qm, 1.

e Grafica:

[SY)

i

iy
]
a
/
189
IE]
N
(\]
a

L

C) Y =sen x — cos x
e Dominio: [0, 2n] (nos la definen en este intervalo).
e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥V - x=0 — yp=-1 — Punto (0,-D

— Coneleje X = py=0 — senx—cosx=0

X

lgx=1 Puntos (%, O) y (S—R, 0)

/\

,_;;|g“ »Jk|?—|

X
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e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:
S1(x) = cos x + sen x
Sx=0 — cosx+senx=0 — 1l+igx=0 —

Lo
4

=_1/
—> tgx \ =7_TC

X

Signo de f'(x):

f(x) es creciente en (O, 3n U 7_1t7 27t); es decreciente en B—E, i
4 4 47 4
Tiene un maximo en (STR, \/E) y un minimo en (7%, —\E).

e Puntos de inflexion:
f"(x) = —=sen x + cos x = —(sen x — cos x) = —f(x)

Los puntos de inflexion son los puntos de corte con el eje X.

e Grafica:

e

-

d)y = (sen x)?
e Dominio: [0, 2] (nos la definen en este intervalo).

e Cortes con los ejes:
— Conelegje ¥ > x=0 — py=0 — Punto (0, 0)

/x=0

X=T

\x=2n

— Coneleje X - py=0 — senx=0

Puntos (0, 0), (&, 0) y (2m, 0).

e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

f'(x) = 2sen x cos x
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S0 =0 — senxcosx=0

Signo de f"(x): />0 f'<0 f>0 /<0

0/%\71/3775\275

f(x0) es creciente en (O, %) U (TC, STR), es decreciente en (%, n) U (37“, 21:).

31

Tiene un maximo en (%, 1), otro en > 1), y tiene un minimo en (0, 0),

otro en (m, 0) y otro en (2m, 0).

e Puntos de inflexion:

2

S0 = 2[cos? x — sen? x]

2

') =0 — cos’x—sen*x=0 — 1-1ig

nflexion: [E L) (3E 1) (5= 1) (7= 1
Puntos de inflexion: (4, 2), (4, 2), (4, 2) y 1 2).
e Grafica:
/NN
T T 3n 2n

S

S0
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a) Dominio de la funcion.

b) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
c) Intervalos donde la derivada es positiva.

d) Puntos donde no es derivable.

e) Ecuaciones de las asintotas.

a) (=2, +oo)

b) Es creciente en (-2, 1) U (1, 2) y es decreciente en (2, +o0).
o f'(x)>0 en (=2,-DUA, 2).

d)No es derivable en x=-1, nien x=1, nien x= 2.

e) Asintota vertical: x = =2

Asintota horizontal: y =0

28 Dada la funcion f(x) = bx
S x2+1

a) Determina las asintotas de la funcién para cualquier valor del parametro b.

con b#0, se pide:

b) Determina el valor del parametro b para que la funcién tenga un maximo
en el punto (1, 3).

a) ® Dominio: IR
* No tiene asintotas verticales.

e lim flx)= Ilim f(x)=0 — y»=0 esasintota horizontal.
X —> —oo X —> too

b

b =3 - L=3 5 b=6 > fu- 6x

xz+1

Comprobemos que, en efecto, hay un maximo para x = 1:

[0 = 6(x?+ 1) —6x-2x _ 6x*+6-12x* _ 6-06x?

%+ 1)? (2 + 1)2 (a2 + 1)2

, _ _ _ /x=—1
f0=0 — 6-6x*=0 — xz—l\x

Signo de f"(x):
f>0 S'<o
- — N

Como f'>0 alaizquierdade x=1, y f/<0 asuderecha, en x=1 hay
un maximo.
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| x|

29 Comprueba que la funcion f(x) = 1 tiene dos asintotas horizontales
X

distintas.
x_+ T st x <0
S =
si x20
x+1
Por tanto:
lim f(x) = Ilim I N y=-1 es asintota horizontal cuando x — —eo
X — —o0 x> —coX +t1
lim f()= lim —~— =1 — y=1 es asintota horizontal cuando x — +oeo
X — +oo x>+ X+ 1

30 Dada la funcion f(x) =ax+ b+ %, calcula a y b para que la grafica de f
pase por el punto (-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para

ese valorde a y b, representa la funcion.

f=ax+b+2; po=a-L
X xz
e Pas: -2 -2 —4=- 2 =2
asa por (=2,-0) — 2a+b 6 } a+b }a=2;b=2
e Tangente horizontal — f(-2)=0 — a-2=0 a=2

Para estos valores, queda: f(x) =2x+ 2 + 8
x

e Dominio: R - {0}

e Asintotas:

lim f(x) =—oco

% SR x =0 es asintota vertical
lim [(x) = +eo

x— 0"

S0 =2x+ 2 +8 — y=2x+ 2 es asintota oblicua
X
(Si x — —oo, f(x) <2x+2; si x— +oo, f(X)>2x+2)

e Puntos singulares:

. 8 2x% -8
) =2-===—
/ S

1 = 2 = 2 —
=0 — 2x°-8=0 — x —4\x
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Signo de f"(x):
>0 1'<0 /<0 >0
/ -2 \ 0 \ 2 /

Jf(x) es creciente en (—oo, —2) U (2, +00)

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (-2, -6)

tiene un minimo en (2, 10)

e Grafica: \

RS

31 Estudiay representa y = 1—itg x indicando su dominio, asintotas, interva-
los de crecimiento y extremos, si los hubiere.

y=1-1lgx

e Como es una funcion periddica de periodo w, basta con estudiarla en el inter-
valo [0, ml.

e Dominio: R — {% + /en}
e Asintotas:
En el intervalo [0, ] tiene una asintota vertical en x = %:

lim  f(x) = —oo; lim  f(x) = +eo
x = (n/2)” x = (n/2)*

(De la misma forma, hay asintotas verticales en x = % + k).

¢ Intervalos de crecimiento y extremos:
S0 =-1+1g2x) <0 — f(x) es decreciente.

No tiene maximos ni minimos.
e Corta al eje X, en el intervalo [0, m], en los puntos:

1-1gx=0 — gx=1 — x=%
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32

33

34

e Grafica: \ \ \ \ \

CUESTIONES TEORICAS

¢Qué podemos decir del grado de una funciéon polinémica que tiene dos ma-
ximos y dos minimos relativos? En esa funcion, ;puede estar uno de los mi-
nimos mas alto que el maximo?

e Si tiene dos maximos y dos minimos relativos, y es polindmica, su derivada tiene,
al menos, cuatro raices; es decir, f'(x) serd, al menos, de grado 4.

Por tanto, f(x) sera, al menos, de grado 5.

e Si, podria haber un minimo mas alto que un maximo. Por ejemplo:

El minimo de x; esta mas alto que el ma-
ximo de X,

¢Cuantos puntos de inflexion puede tener como maximo una funciéon poliné-
mica de cuarto grado?

Si f(x) es un polinomio de cuarto grado, f"(x) serd un polinomio de tercer grado y
S"(x) serd un polinomio de segundo grado.

Asi, f'(x) tendrd, a lo sumo, dos raices.

Por tanto, f(x) tendrd, como maximo, dos puntos de inflexion.

La funcion f(x) = x2_+1 no esti definida en x =1 nien x = -—1;
x“—-1

sin embargo, tiene solo una asintota vertical. Justifica esta informacion.

Unidad 7. Representacién de funciones



_x+1 _ x+1
f(x)_xz—l (x+ D -1
lim f(x) =—oo
x—=1

x =1 es asintota vertical
lim [f(x) = +eo

x—=1

1 1
lim f(x)= lim ——=—-—
x—>—1f x—>-1x-1 2

En x = -1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.

35 ¢Cuantas asintotas verticales puede tener una funcion? ;Y horizontales?

e Asintotas verticales puede tener infinitas. (Como ejemplo, podemos considerar la fun-

, cuya grafica esta representada en el ejercicio 22, es la grafica 2).

cion y = o

e Asintotas horizontales puede tener, como maximo, dos: una cuando x — —oo y
otra cuando x — oo,

36 Da un ejemplo de una funciéon que tenga un minimo en x =1 y que no sea
S derivable en ese punto. Represéntala.

—-x+1 si x<1
x—1 si x2>1

y=lx-1| ={

;83 i(()) para x £ 1 } — Hay un minimo en x =1, en (1, 0).

f(x) no es derivable en x =1, pues f/(1) =-1=f(1" =1.

La grafica es:

37 Da un ejemplo de una funciéon que sea derivableen x=1 con f'(1)=0 vy
S que no tenga miximo ni minimo en ese punto.

Por ejemplo, y = (x— 1)3.
S0 =3x-1D? - f(1=0

Sf1x)>0 para x#1 — [f(x) es creciente
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En x =1 hay un punto de inflexion.

La grafica es:

e ——

38 Si es posible, dibuja una funciéon continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al

S menos, un miximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el
punto (3, 4). Si la funcion fuera polinémica, scual habria de ser, como mini-
mo, su grado?

[(x) debe tener, al menos, dos maximos y
dos minimos en [0, 4], si es derivable.

Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como
4 minimo, grado 5 (pues f'(x) se anularia,
al menos, en cuatro puntos).
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INICIACION
A LAS INTEGRALES
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1. Dos trenes

Un Talgo y un tren de mercancias salen de la misma estacion, por la misma
via y en idéntica direccion, uno tras otro, casi simultdneamente.

Estas son las grdficas TIEMPO - VELOCIDAD de ambos movimientos.

VELOCIDAD
(en km/h)

120

o0 ——— TALGO
........ MERCANCIAS

80

60

40

20

TIEMPO
(en horas)

1 2 3 4

Como podemos ver en la grafica, el Talgo, a las dos horas, reduce su velocidad:
¢A qué puede deberse?
¢Por qué no aminora la marcha también el otro tren?
A las tres horas ambos trenes modifican su marcha: el Talgo para durante breves
minutos, mientras que el de mercancias va muy despacio durante media hora.
B Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos cal-
culos:
a) El Talgo, durante 2h, va a 120 km/h. ;Cuantos kilometros recorre a esa

velocidad?

b)De 2 a 2 %, el Talgo disminuye su velocidad. ;Cuantos kilometros reco-

rre a esa velocidad?
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c) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3 h. ;Qué distancia ha reco-
rrido hasta ese momento?

d) ;Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en
que va a baja velocidad?

e) ¢A qué distancia de la estacion de salida esta esta otra en la que para el Talgo?

f) Observa que en todos los cilculos que has realizado hasta ahora se han
obtenido areas bajo las graficas, roja o negra. Sefiala los recintos cuyas
areas has calculado y asigna a cada uno su area correspondiente.

a) 120 - 2 = 240 km.
b) A 60 km/h durante % de hora, recorre 670 =15 km.
¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.

1

d) Va a 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - - g 15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:

120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

60 -

= 15 km el siguiente cuarto de hora

N

120 - % = 90 km los siguientes tres cuartos de hora

Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f
) VELOCIDAD 120
(km/h)
100
80
60 Ared 240 Are TALGO
90
40
20
= TIEMPO (horas)
1 2 \Ar?a 3 4
15
VELOCIDAD 80 : . :
(km/h) 1 -I : ;
60 +: : 1
40 : Areal 24 : MERCANCIAS
20 L
—> Area 15
i TIEMPO (horas)
1 2 3 4
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POTENCIA
2. Consumo de energia (en watios)
eléctrica 1000
La grdfica nos da la
potencia eléctrica que
bay en funcionamiento 500
en una vivienda, a ca-
da instante, entre las 7 ‘ ~ —
de la maiiana y las 12 100 RS,
del b It (en horas)
e la noche. 78 10 12 14 16 18 20 22 24

El area bajo la curva es la energia consumida: potencia X tiempo = energia.
Un cuadrito equivale a 0,1 KW - h
B ;Cuantos kW - h se han consumido, aproximadamente, en esas 17 horas?

Hay 81,25 cuadritos, luego se han consumido: 0,1 - 81,25 = 8,125 kW - h

3. ¢Cual es la funcion cuya derivada es...?

La funcion cuya derivada es 2x es ... x2

La funcion cuya derivada es cos x es ... sen x

es.. Vx

La funcion cuya derivada es
2V x

Di cual es la funcion cuya derivada es:

a) 3x2 b) x2 c) 5x2 d) 4x3 e) x3
f) 7x3 2 3x2 + 4x3 h) 5x2 + 7x3 i) —sen x j) sen x
k) 5sen x D2*-n2 m) 2% n)s-2%
3 3 4
a) x° b) x? o) % d) x* e) XT
4 3 4
) X7 2) x3 + x4 h) S Txt i) cos x i) —cos x
4 3 4
. 2 5. 0%
k) -5 cos x D2 m) 2 n) T2
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1. Halla una primitiva de: a) x* b) Ve ©) % d) 1
x Vax
5 4/3
D | d = X7 Un = | w132 272 34004
a) Jx 5 b) J Ve Jx 43 T g

2

1 |4 x3 1 1 | xV2
= = =2 = d|—= = =2 -2
C)Jx4 jx -3 3x3 )J\/; Jx 1/2 W
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2. Busca una primitiva de:

\/F
W

5/6 a5
=Jx1/3—1/z=Jx—1/6= x>0 _ 6Nx

a) b) o) Vx - Va3

|y

a)

5/6 5

el

]

7/6

b) = Jxl/é = x7% _ 67

2
B

v

x7
-
) 6
o | Vx - Vo = Jxl/ﬁ X2 = un/é _ 916;;/66 _6 1;;17
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3. Halla una primitiva de:

a) f(x) = 11x5 b) f(x) = V52
4 _ 3 2 _
O f(x) = x*—=3x +x72x 2x +3
[ 6
a) |11x° = H?x + k

s 5/3 245
b [V szzj%~x2/3=ifs~x sl = 0 4

J 5/3 5
[ 4 2.3 2_
DY R L R AR PEIE NS SR R
J x2 x  x?
3 2
X 3% v 2 x| -2 4k
3 2 X
4. Busca una primitiva de:
a) f(x) =4sen x —5cos x b)f(x) =3 eX~1+5.22x+2
5x—1
Oflx)=—""—
N5x

a) |(dsenx—-5cosx)=—-4cosx—5senx+k

5 22x+2
b) [(BeX~1+ 5. 220%2) =3¢~ 1+ = +k
J 2 In2
'Sx—l_J(Sx 1H(r ). 22l
) = - = S5x — = - + k
e s "V o R
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5. Halla las primitivas de estas funciones:

a) f(x) = (x3—5x+3)° (3x%-5) B f(x)=Gx+ 1)1
_ 3x2%2-3 _ x2-1
o) f(x)= PP 3x d) f(x) o 3x 3

e) f(x) = cos x sen3 x

a) | (3 —5x +3)2 3x?-5) =

(x3—55x+3)3 h

1 Gx+Dt o, G+ D

1)3 =
b)'(5x+ ) 5 4 20
[ 5.2
9) 3xT=3 _yy, |x3 —3x| + k
J x3 - 3x
o221 _1, |23 = 3x| + &
Jxd-3x 3
' sent x
e) cosxsen3x=T+/e

6. Busca las primitivas de:

a) f(x)=x2*m2 b) f(x) = x 2*°
o) f(x)=23%-5 d) f(x) = sen 3x
e) f(x) = sen (x3-4x2) 3x2-8x)  f)f(x)= %

D|x2¥ma=-L v -2 4p
] 2 2
f 2
b [a2e = L 2t e = 25 4p
) 21n 2 212
O] EEiRE I S ELEE 2270 g
3n2 3in2

d) | sen 3x = —% cos 3x + k
e) | sen (x3 — 4x2%) Bx2 — 8x) = —cos(x3 — 4x2) + k

cos X
| —
sen x

=nlsenx| +k
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1. Halla e interpreta estas integrales:

47
a) J sen x b) J

0

a) G(x) = Jsen X =—COoS X
GUm = -1; G(O0) = -1

4T
senx=-1-(-1=-1+1=0

0
Interpretacion geométrica: y=senx
I 1
— N\
0 TN———"210 3M~——4T

La parte positiva y la parte negativa son iguales; por eso da de resultado 0:

Area de T — Area de I + Area de 11T — Area de IV = 0

b) G(x) :J(x2—4) = X?S — 4x

16 16

GQ2)=-=2; G(=2)==

2 3 -2 3
jz 2y 16 16 _ 32
. 3 3 3

Interpretacion geométrica:

—t

Como queda por debajo del eje X, la integral es el drea del recinto senalado con
signo negativo, es decir:

—Area del recinto = —%

2
2. Halla la siguiente integral e interprétala geométricamente: J e~
0

G(x) = Jex = e¥
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G2)=e% GO =1

2
J eX=e2-1=6,39
0

Interpretacion geométrica:

o ¢]

e

Area del recinto = e2 — 1 = 6,39
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1. Halla el area comprendida entre la funciéon y = (x2-1)(x%>—-4), eleje X ylas
rectas x =0, x =5.

e Puntos de corte con el eje X:
2 2 - - - - -
=D -4H=0 = x =-2, x,=-1, x3=1, x;,=2
Solo nos sirven x=1, x =2 (estin entre 0y 5).

e Hay tres recintos: 1[0, 1]; 1T [1, 2]; TII [2, 5]
5 3
OG(x)=J(x2—l) (x2—4)=J(x4—5x2+4)= x?j—% + 4x

« G =0; G =3, g@y=10. G = 1310

15° 15 3
p . _ _ 38
e Area del recinto I = |G(1) — G(O)| = 15
X . _ _ S 2
Area del recinto 11 = | G(2) — G(D| ‘ s s
Area del recinto 11T = | G(5) — G(2)| = @

38,22, 2178 _ 2198 _ 4506 0

Area total = =2
rea tota 15 15 5 5

2. Halla el area comprendida entre la funciéon y = x3— x2—-2x yel eje X.
e Puntos de corte con el eje X:
a3 —xt-20=0 = xx?-x-2)=0 = x; =-1, x,=0, x;=2

e Hay dos recintos: 1[-1, 0]; I [0, 2]
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«GED=-25 GO =0, GQ) = -2

e Area del recinto I = |G(0) - G(-D| = %

Area del recinto 11 = | G(2) — G(O)| = —;3
p 5 8 37 2

g q] = + =2 =~
Area total > 3 > 3,08 u
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1. Halla el area encerrada entre las grificas de las funciones siguientes:
() =x3-—x%2+4, g(x)=x%+3x+4
e f) —g) =xd—x?+4-x?—-3x—4=x3-2x?-3x
exd—2x%-3x=0 = x(x*-2x-3)=0 = x =-1, x,=0, x,=3

e Hay dos recintos: 1[-1, 0]; I [0, 3]
3 2
-<x@=J@6—m¥—ﬁ9=ﬁ;—3£~—ii

7

e G- = ~13 G)=0; GO =-—

19
D

e Recinto I: Area [-1, 0] = | G(0) = G(=D)| = %

U
D\

Recinto TI: Area [0, 3] = | G(3) - GO)| = 44_5

Y

Area total: = + == =

4

i

7 .45 _ 71 —7
< 11,83 u? o -Z:L
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Halla una primitiva de las siguientes funciones:

a)f(x)=x+1 b) f(x) = 22— \3
c)_f(x)=%+x2 d) f(x) = —8x3 + 3x2
1 1 _ 3
QS = 1+ L DS =V + 5
1 X x?
) S ==+ h) f(x) =
D= T =

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



b [@2x—V3)=x2-3x
[ 2

d) | (=8x3 + 3x2) = —2x* + 3

& (L+L)= R W S ol S O

£ (x/? + i) J(xl/u 5x—4) X323 a2 1
J Sxct 32 5 -3 3 5003
[ 1 X\ _ ~1/2 1 )_ .X'l/z 1 .X'Z L Xz

—+ 2 )= = = - . X =2 X

g),(x 5) J(x +5x 1/2+5 2 \/;+6
[ 2 8/3 V8

W | X5 C |2 13 = 532 2272 _ 3NX

)‘ Vx Jx " Jx 8/3 8

2 Calcula:

" 2 3_
a) | V3x b)Js“/5x2 c)jm d)J x3-2
C \/; x2

'i 2 x—2 3—-2x
e). - ﬂjx+1 g)J‘ 5 h)j -

[ / 3 J23
a) \/37x=J.\F3x1/2=\/§—x32+/e=—2\/g\/;+/e=2SX +k

J 3/2 3 3

f - Y
b) [ V5x2= %x2/5=i/g—x>/5 f k=3 5x° +k

J 5/3 5

[ X+ &2 ~ V2,4 o302 x3/2 . x5/2 23 xS

- - k= k

N e J(X Y e 3 s 7
d) x3_2=J(x—2x2)=x—2—2x1+/e=x_2+£+/e

] x? 2 -1 2 X
o2 =2mlxl +k

‘.X'

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



2

f) =2mmlx+1l +%

v +1

.x—2_ 1 2\ 2
o] 25t |- 2] id 2o

Py |32 =J(%_z)=3m x| — 2 + &

3 Resuelve:

a). sen 3x b)jcos(x+g) C)Jmiix
d | A +1g23x) e)J‘ cos X f)J(l—sen i)
J sen x 2

n T
g)' sen( 2 x) h)Jcos 2
[ o 1
a) senSx——g J—Ssen,%x——; cos 3x + k

b) cos(x + %) = sen (x + %) + k

[ 1 1 1 1
9 =— 15" = —lg5x+k
Jcos?s5x 5 J cos?s5x 5 6

d (1+z‘g25x)=%J3(1+tg23x)=%tg3x+k

COS X
sen x

=nlsenx| +k

e)

v

) (1—sen£)=x+2ws£+/e
2 2

g .Sé’n(%— )=cos(%— )+/e

[ b 2 |m b 2 b
h Zx== 1= == —x+
)coszx nJZCOSZX nsenzx k

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



4 cCalcula:

a) [e¥*d=e¥*3+k

b)‘er—1=%12829«—1:%92x—1+/e
. x—-7 = 1 Lox—7 = 1 Lox—=7 — 2x—7

C)‘Z anJan 2 In 2 2 vk In 2 vk

d sx/2=2jl gwzo 2232 Ly
V 2 lnS

5 Calcula:

a) | (x-3)? b)J(zxu)5 c)J 1
¢ x+2

@ |\3x-5 e)w DJ 3
v 2 2x -1
[ 2x X

h

g). 212 )J3x2_4
[ 4

a) (x—3)3=—(x_43) + k

b) (2x+1)5=ll[2(2x+1)5=l-—(2’“1)6+/e=—(2’“1)6+/e
J 2 2 6 12

o 2 =2J T e
J \/x+2 2\/x+2

D [V3x -5 =lj5(5x—5)1/2=l, Gx =532 _ 2NBx - 5) +k
) 3 3 3/2 9

S EVEEEIS i(x_+3)“3=2. [+ 3215 3 (x+3\
J 2 2 2 4/3 2 2
(5 1 2 3,

f)UZx—l 5 5J2x_1 S 2x -1l + &

Q) 2X i |x2 42| 4k
Jx2+2
' 1 e 1

h) X =—J = — Inl|3x%2—4| +k
J3x2—4 6 [3x2_4 0

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



i 2
N Py by [ c)szl
J x3-3 x2+x-3
d | xe* e) 5% f) | sen? x cos x
J 3x2+2
). x3 h) 2
g i 4 X sen x
( A(e2
a) |xVsx2+1 = i'[1096(5xz+ DYz = 1 G+ 12 + k= NGx=+ 1P D’
‘ 10 10 3/2 15
[ X2 2 32 2
py | X -2 [ 2X° 23 _3 4%
), x3-3 5J2Vx3—5 33
19) XLy a2 x—3] +k
V .X'2+.X'—3
d) |xe¥ =lj2xex =lex + k
| 2 2
. 5x  _ 5 6x  _ 5 2
e)u3xz+2 6J3x2+2 6ln|3x+2|+/e
) senzxcosx=m+/e
[ X3 1 4¢3 1 4
of L[ Ll
h) xsenx2=—% J—szenx2=—— cos x% + k
7 Calcula:
—x3+ 1 \/7
a)J?,esx b)sz-Z xt+5 c)Jex
Va
d)j x—3 e)j Vx +5 ﬂ,[ 3x—2
x2—6x+2 x+5 3x—2
a)j385“=%JSesx=%esx+k
b)sz.z—x5+5__l 32 2—x‘+5 _2_xj+> +
3 31In?2

Unidad 8. Iniciacién a las integrales

+ k



<) Le\/7“=2‘[ 1 V=20V 4 p

J Vx 2Nx

) =lj 220 _ T _Gxv2 4k
JVx2—6x+2 2 ) x2_6x+2

=2\Nx+5 +k

e)'W=J 1 =2J 1
J x+5 Vx +5 2Vx +5
.Sx—Z
) | —==1|V3 ——JS@

) a2 J T3

8 Resuelve las siguientes integrales:

N

2
c)jzx —3x+1

x2-3x +4
x -1

_oyzo L Gx=232  2NGx - 2)°

3/2 - 9

xZ+5x—7
x+3

o

2
d)J X +23x—1

2x -1 x<-1
@ Divide y transforma la fraccion asi: Dividendo _ cociente + —T¢S10_
divisor divisor
¢ 2
o[atzsed =J(’“ 2r 2o) - 2 vz lx-al
v
2
b) x+5x 7 (x+2 )=x_+2x—131n|x+3|+/€
J x+3 2
2x*=3x+1 _
C) (x — )___x+/€
J 2x—1 J
52 b
d) +3x 1 j(1+ 3x ) 2 lx2 1]+ x
| x2_1 2
9 Calcula
p 1 1 A\F
— sen— sen x cos x | Vx Nx
e o
p 1 x
e) | 2x2%+1)2 D ———
Q| i V3x%_2
[ 3x2+2x -1 e* 2
— 1
g) ~_2 @J 1+ e~ @j x n x

Unidad 8. Iniciacién a las integrales

+ k



1 1 1
a) | —— sen — =cos — + k
J x2 X X
[ 2
b) | sen x cos x = SE"X 4 p

[ —— 7/4 4 N7
o [Vl - o e AT

& 1 :J L,
Jx?+2x+ 1 (x+1? x+1

5 3
e |Q2x?+ 1?2 = J(4x4 +4x?+ 1) = 49563 + 4936

f)'inj6_x=ﬂ+k

JV3x2-2 3 ) 243x2 -2 3

p 2 2

[y SJC+—2326_1=J(3X+8+X1—52=%+8x+151n|x—2|+/e
v X = -

= —ml1+er| +k

J1+e¥

Dl Z mx=t2x+k
X

. 1 _ _
P |— cose™r=—sene>r+k
uex

Pagina 226

10 Resuelve las siguientes integrales:

05 6
a) [ 3x? b)J Qx-1)
v 2 4
.4 e 1
O | V3 C)J 1
J1 1 X
g) 7[(sen X —COS X) h) Jn sen 2x
J o -

a) G(x) = j(—5x2) =3
G(5) = -125; G(2) =-8

5
J (-3x%) = G(5) = G(2) = =125 - (-8) = 117
2

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



b) G(x) = j(2x— D=x%-x
G(6) = 30; G4) =12

6
J 2x-1D=G06)-G# =30-12=18
4

4 2
GO = |3 + ) = X5 4 X2
o) G(x) vl‘(x + ) 4 + 5

G2)=G(=2)=6

2
J 3 +x)=GQR)-G(2)=0
-2

d)G(x)=j\/57x=JA\F3x1/2= V3 x32 _ 2v3x3

3/2 3
G(4) = 16\6; G(1) = 2\3
3 3
j4@=G(4)—G(1)= 16V3 23 _ 1473
1 3 3 3

) G<x>=jl = in |l
X
Ge)=1, G(1) =0

j L Ger-cm=1
X

1

) G(x)=Jex‘2=ex‘2

GB)=e; G =e3

3 4
j X" 2=GB3) - G(-D=e—e3=e— L -1
-1 e’ e>

2) G(x) = j(senx— COS X) = —COS X — sen x
Gm =1; GO =-1

J (senx—cosx)=GmM -GO)=1-(-1) =2
0

h) G(x) = jsen 2x = —% cos 2x

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



D P §
G(m) = 2,G(7t) >

T
j sen 2x = G(m) — G(=m) = 0
-

11 Halla, en cada caso, el area limitada por:
a) f(x) = x2—4, eleje X ylasrectas x=0y x=2.
b) f(x) = 2x —x?, eleje X ylasrectas x=—1 y x=1.
o) f(x)=x%-2x -3 yeleje X.
d)f(x)=1-x2 eleje X ylasrectas x=-2 y x=2.
e) f(x)=e*, eleje X ylasrectas x=-1 y x = 3.

f)f(x)=x%2+1, eleje X ylasrectas x=—1 y x=3.

a) » Puntos de corte con el eje X: x2—-4=0 — x, =-2, x, =

Solo nos sirve x, = 2.

e Hay un recinto: [0, 2]

2

OG(X)=J(X2—4)=X—3—4X \[ [, |
3 \ /
16
. =__. = 4 | fi
G(2) 3 G0)=0 %
e Area = |G(2) = GO = 1?6L12 4

b) ¢ Puntos de corte con el eje X: 2x*—x?=0 — x, =0, x, =

e Hay dos recintos: 1[-1, 0]; 1I[0, 1]

o G(x) = J(Zx—xz) =x2— %3

2

cGD=2 =0 G- 2
3 3
e Area del recinto I = | G(0) — G(-D| = % :
Area del recinto 11 = | G(1) — G(O)| = % T T Lo
Areatotal=i+£=§=2u2 4
3 3 3

Unidad 8. Iniciacién a las integrales




©) * Puntos de corte con el eje X: x?2-2x-3=0 — x, =-1, x,=3

e Hay un recinto: [-1, 3]

* Gl = JOCZ —2x-3)= x?ﬁ —x?-3x AY%7L
cGED =25 GB3) =9 5

’ 11/
e Area = |G(3) — G(-1)| =‘_9_%‘ =%u2 p

d) e Puntos de corte con el eje X:

1-x%=0 - x,=-1, x,=1

e Hay tres recintos: 1[-2, —1]; II [-1, 1]; TII[1, 2]

1
3
0GQD=L]—x5=x—%?
2 2 2 2 L
G =2, G =2, G = =2, G2 =-=
()3,() 3,() 3,()3
e Area del recinto I = | G(=1) — G(=2)| = ‘—E L E’ -4
3 3 3
Area del recinto 1T = |G(1) - G=D| = ‘2 - (—E)‘ -4
3 3 3
Area del recinto 11 = | G(2) = G(D| = %
P _ 4 4 5
Areatotal—3-§—4u
e) e No corta al eje X.
e G(x) = Jex =X -
*G-D=e; GB)=¢? N
e Area = |GB3) = G(-D| =e3—e! = 5
4 —
T e S TN AT T
e
f) e No corta al eje X.
3
°G(X)=J(x2+1)=x—+x L Lo /
3 N T A
__4 _ N
* G(-D = —3 G3) =12 \ |4

e Area = |G(3) - G-D| = 40 2

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



12 Halla las integrales de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:
a) f(x) =3x%—-6x en [0, 2]
b) f(x) = 2 cos x en [0, /2]
A)f(x)=(x+1)(x%2-2) en [1, 2]
d f(x) = sen % en [0, 1]
a) e G(x) = j(sz —6x) = x3 — 3x?
*G(0)=0; G2 =-4

2
o J (3x%2 - 6x) = GQ) - G0) = -4
0

b) e G(x)=J2€osx=ZSenx
=0 ¢l =
G(0) = 0; G(z) 2

/2
.,[ 2 cosx = G(%)—G(O) =2
0

c)OG(x)=J(x+ 1)(x2—2)=j(x5+x2—2x—2)=x74+x?3—x2—2x

_ 11 _ 4
-G(—l)—ﬁ, G(2) 3
2
. 2_9) = -4 _ 11 _ 9
J_l(x+1)(x 2)=GQ2) - GE-D 3 " 12 7

= | ooy A= _ ;X
d) G(x)—jsen 7 4 cos 7

e G(0) =—4; G(m) = —# =22

T
-J sen%=6(n)—G(O)=—2\E+4
0

PARA RESOLVER

@ Calcula el area comprendida entre las curvas:

S a)y=x%y=x b)y=x%y=1
Ay=x2% y=x3 dDy=x?% y=—x%+2x
e)y=2x2+5x-3; y=3x+1 f)y=4-x% y=8-2x% x=-2; x=2

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



Aext-x=0 - x =0, x,=1 \ /

2

u

-G<x>=J<x2—x>=§—x7

1 -2 -

=

e G(0)=0; G = a3

e Area = |G(1) — G(O)| = %uz

b)ex?-1=0 - x,=-1, x,=1

-G(x)=J.(x2—1>=x§—x

LG =-2 N /

° G(-1) = 3

SYIN

e Area = |G(D) - GCD)| = %uz

Qex?-x3=0 - x =0 x,=1 \ /
. I RN N GO \l
G(x) J(x x7) 3 2 \
_o G- L =Y,
G0 =0; G B ;
e Area = |G(D) — G(O)| = %uz /

Dex?—(x?+20)=2x2-2x=0 - x,=0, x,=1
3
-G(x)=J(2x2—2x)= %—xz

« G(O) = 0; G(1) = —%

e Area = |G(D) - G(O)| = %UZ

@ e 2x?+5x-3-CBx+1D=2x*+2x-4=0 — x =-2, x,

e G(x) = J(sz +2x—4) = 29563 +x% - 4x

HR

o~

1

—
5 —

20 7
ec=-2. gay--L
(=2) 3 D 3
. 7 20| _ 27 )
° q1 = 1_ 2 = |- _ =2 | = = =
Area = |G(1) — G(2)] ‘ 3 3 ‘ 3 9u

Unidad 8. Iniciacién a las integrales




f)ed-x?—@B-20D=x?-4=0 - x,=-2, x,=2
'G(x)=J(x2—4)=x?3—4x Z
I/ )
'G(—2)=1—6; G(Z)=—£ J (AP \\
3 3 /” 0\

e Area = |G(2) - G(=2)| = %uz

14 cCalcula el area de los recintos limitados por:

S

a) La funcion f(x) = x2—2x + 1 y los ejes de coordenadas.
b) La curva y = x3,larecta x =2 y el eje X.

c) La funciéon y = sen x, el eje de abscisas y las rectas x = .4 y x= -,

4 4

d) La funciéon y = cos x yeleje OX entre x=0y x=T.

e fl)=x2-2x+1=(x-1%=0 - x=1

.« GG = J(x— 12 = —(x—31)3 \F /
1 1
=GO = - G =0 ,
e Area = |G(D) - G(0)| = %uz t
b)ex?=0 - x=0 8 l
e G(x) = JXS _xt -
4
:7?75577774%
«GO)=0; G2 =4 7
e Area = |G(2) = GO)| = 4 u? i

Aesenx=0 — x=0 (entre—%y%)

e Hay dos recintos: 1 [—%, O]; II [0, %]

e G(x) = Jsen X = —COS X

.G(

3ol

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



e Area recinto I = ‘G(O) - G(—%) = ’—1 + g’ =0,29 5
Area recinto II = ‘G’(E) - G(O)‘ =1- ﬁ =0,29 i
4 2 Jl =
Area total = 2 - 0,29 = 0,58 u? —2
decosx=0 — x=% (entreOyn)
e Hay dos recintos: I [O, %], 11 [%, n]
e G(x) = Jcosx = sen x
e G(0) = 0; G(%) -1 G =0
e Area recinto I = ‘G(ﬂ) - G(O)‘ =1 1
2 1 T
T
Area recinto Il = |G(n) - G(O)| =1 I AN
Area total =1 + 1 = 2 u? -
15 Calcula el area comprendida entre las curvas:
S a)y=x% e y=3-2x b)y=4-x% e y=3x?
Ay=x e y=x2-2 dDy=4-x% e y=x2-4
e) y = (x +2)? (x —3) y el eje de abscisas.
Dx?-(B3-2x0)=x?+2x-3=0 - x,=-3, x,=1 . .
3 NG o}
° G(w) = J(xz +2x—3) = X 4 52 3x \l\ l/
3 8 /
5
©G(3)=9; G1)=-2
(-3)=9; G 3 (\
LD X
o Area = |G(D) - G(=3)| = 22 2 AN
b)4-x?-3x2=4-4x2=0 - x,=-1, x,=1
I
3
° G(x) = J(4 hx?) = o A7
3 AU
8 8
eG-h)=--2, gn-2 1
D 3 (€D) 3 Iz - \
16 | \
e Area = |G(D) - G(-D| = ?uz 4

Unidad 8. Iniciacién a las integrales




Ox-? =D =x-x?+2=-x?+x+2=0 — x,=-1, x,=2
0G(x)=J(—x2+x+2)=—x—5+x—2+2x [ ]
T s
7 10 5
G- =-L; g2 =L
(D c @ 3 \
e Area = |G(2) - G(-D| = %uz T
Dd-x?—(? -4 =-2x*+8=0 - x,=-2, x,=2
\ |
'G(x)=J(—2x2+8)=—2g3+8x \\Iq \II
o G(—2) = 2. - 32 i
G(=2) 3,G(Z) 3 I\’) /\
64 / \
e Area = |G(2) - G(=2)| = ?uz
Dx+2?(x-3)=0 > x,=-2, x,=3 o /
0G(x)=J(x+2)2(x—3)=J(x3+x2—8x—12)= 6 /
St X e o =Lf=2 1
R ¢ / N
_ 28 __ 171 o
G(—Z)—?, G(3) 0
- Area = |63 - 62| = 8B =521

@ Halla el area comprendida entre lacurva y=—x2+4x +5 ylarecta y=5.

—x?+4x+5-5=-x2+4x=0 > x,=0, x,=4

3 8
0G(x)=j(—x2+4x)=—x— + 2x2
5 / \
32
e G =0; G = i
3 / \
32 / \
e Area = |G(4) — G(0)| =?u2 5
17 Calcula el area limitada por las siguientes curvas:
. Ay=a3+x% y=x3+1; x=-1; x=1 D y=x% y=1-x2% y=2
Ay=x(x-1D(x-2) y=0 dDy=x%2-2x; y=x
e y=x3-2x; y=-u? fly=2x—x3 y=u2

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



D+ x?-@P+D=x?-1=0 - x, =-1, x,=1 4 II
/
.G@D=J&2—1)=%;—x 2
2 2 E 1
L] _1 = — 1 = — —
G(-1) 3 G 3 Il S
e Area = |G(D) = G(=D)| =%u2 B
i
b)x2=1—x2—>2x2—1=0 B el R
=2 > x5 =2, X, = V2 EPe
e Tenemos tres recintos: N -
I N e S R e PN
[T \

e Para el I y el III hay que considerar:

G, = J(Z—xz) —xo X

3
Gl(—\/E)=—4\/E ( \ZE 11(’ (g) 11\/7 G1(6)=4T\E

5 G l-—=

o)

Area del recinto III = ‘Gl(\/a) _ Gl(@) %

Area del recinto I =

e Para el II hay que considerar:
3
Gz(x)=J(2—1 +x2)=j(l +x2) = x+ "?

o[2)- 12, o ). 1

12

2

2

12

Area del recinto 11 =

of8) ol )28

2 2

2

sV2 72 sV2 _ 1242

12 6 12 6

5

e Area total = =2 u

Oxx-Dx-2=0 = x,=0, x,=1, X3 =2

e Hay dos recintos: 1[0, 1]; I [1, 2]

o G(x) = Jx(x— Dx-2)= J(x3 3x2 + 2x) = 74 x3 + x2

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



<G =0; G =15 G2 =0 2 ]
o
e Area del recinto I = | G(1) = G(0)| = %
2 |-
1 A
Area del recinto I = | G(2) = G(D)| = v i
/
Area total = % + % = %uz
Da?-2x-—x=x?-3x=0 > x,=0, x,=3 3
3 2
¢ G0 = |(x2 -3 = X2 _ 3x7 \
3 2 \
¥
<G =0 G3)=-2 .
« Area = |G3) - G(O)| = %u2
e xd—2x—(=x)=x>+x2-2x=0 > q I
i
= X, =-2, x,=0, x3=1
b/ |
e Hay dos recintos: 1[-2, 0]; 1[0, 1] 5
0G(x)=J(x3+x2—2x)= XX
4 3 ‘ \
1l \
cG=-8 -0, G)=--=>
3 ) ) 12
e Area del recinto I = | G(0) — G(=2)| = %
Area del recinto I = | G(1) — G(0)] = %
Kreq total = S + 2 = 37 2
Area total 3 + 13 T
f) Por simetria respecto al anterior, el drea es la misma: \ 6 Il
- _ 3_7 2 “+
Area total T -
i)
o} \
\

18 Un depdsito se vacia de forma variable segiin la funcion v(#) =5-0,1¢ (¢ en
min, v en 1/min). Calcula lo que se ha vaciado el deposito entre los minu-

tos 100 y 200.

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



G() = j(s -0,18) = 5t — 2%2 = 5t —0,05t2
G(200) = -1000; G(100) =0

Area = | G(200) — G(100)| = 1000

Se han vaciado 1000 litros entre los minutos 100 y 200.

@ Una fabrica arroja diariamente material contaminante a una balsa segin un
§ ritmo dado por la siguiente funcién: m = 0,01£3 —0,2¢2 + t + 1 siendo m la
cantidad de material en kg y ¢ la hora del dia. ;Cuanto material arroja cada

dia?

Consideramos ¢ entre 0y 24 horas:

Jzzfo,onﬁ—o,w pre D= [001 0265 a2
0 4 3 2 0

= 219,84 — 0 = 219,84 kg

@ Calcula el area limitada por la grafica de y = x + x2, la tangente a esa curva
§ en x =2 yeleje de abscisas.

e Recta tangente en x = 2:
y=1+2x > m=yQ2) =5 y2)=6
Recta — y=06+5(x—-2)=5x-4

e Hacemos las grificas para entender mejor la situacion:

\ /

[«2 Yo o}

-4 -3 -2 -1 / 2 4

e Puntos de corte de y = x + x? con el eje X:

x+x2=0 - x =-1, x,=0
e Punto de corte de y =5x—-4 con el eje X:
S5x—4=0 — x=%

e Area bajo y = x + x? entre 0y 2:

G, () = J(x+x2) = XTZ + x?g

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



U co=o

61(2) = ?,

Area = |G,(2) - G(0)] = 13—4112

e Area bajo y = 5x—4 entre % y 2:

G, (x) = J(Sx— 4 = STXZ ~dx

4 8
Gif5) -5 G-
¢ 4 8 18
Area = ‘GZ(Z)— Gz(?)‘ =2+ = = ?uZ

e El 4rea buscada es: — — — = —u
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21 Dadala curva de ecuaciéon y = x3 — 2x?2 + x, halla la ecuacion de su tangente
en el origen y calcula el area de la region que queda encerrada entre la cur-
vay la tangente.

e Tangente en el origen:

Y=3x2—4x+1; m=y(0)=1; p(0) =0
Recta — y=x
exd-2xt+x-—x=x>-2x2=0 - x,=0, x,=2 s ll
i 3 6
'G(x)=j(x3—2x2)=x——2i /
4 3 4
X __ 4 2
e G(0) = 0; G(Z)——g
—4 4

e Area = |G(2) - G(O)| = %uz

22 Halla el area de la figura sabiendo que el lado curvo
corresponde a la funcion y = x2 + 1.

e Entre —1 y 0 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 1:

A/rea=¥=lu
2 2

2

e Entre 1y 2 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 2:

Area=%=1u2
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e Entre Oy 1:
G(x)=J(x2+ 1= x?ﬁ +x
_ _ 4
G0 =0; G = 3

Area = |G(1D) - GO = %uz

e El 4rea total sera: +1+ % = 16—7u2

l\)|>—=

23 Dada la funcion f(x) = 4 — x2, escribe las ecuaciones de las tangentes a f
en los puntos de corte con el eje de abscisas. Halla el area comprendida en-

tre las rectas tangentes y la curva.

e Puntos de corte con el eje X:

4-x2=0 - x, =-2, x,=2 — Puntos (-2,0) y (2, 0)

[0 = =2x; [1(-2) = 4 [1(2) =4

e Recta tangente en x=-2 — p=4(x+2)=4x+8

Recta tangente en x=2 — y=-4(x—-2)=—-4x+8

e Hacemos una grifica para entenderlo mejor:

(¢ o)

e Area del tridngulo de vértices (=2, 0), (0, 8) y (2, 0):

Area = 4—28 =16 u?

e Area entre y =4 —x? yel eje X:

GG = j(4 _x?) = dx— x?s
16 16

; G(2) = —

G(=2) = ——>
(=2) 3 3

Area = |G(2) - G(=2)| = %UZ

e El 4rea total sera la diferencia: 16 — 3

Unidad 8. Iniciacién a las integrales
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24 Dada f(x) = x + 1, halla:

x X x 3
a)J P b)J P c)J s d)jf
1

0

G(x)=J(x+1)=x72+x

-0 3. e =_1. _ 15
G0 =0; G ok G(=1) > G(3) >
a) f=G(x)—G(O)=x72+x

v 0
b) f=G(x)—G(1)=x72+x_%
[* x2 1
Ol f=cGo-6GD=2-+x+ =
) 2 2
3

‘ = — =£_2=1_2=

D f=6B3)-GM=—-3== 6

v1

25 a) Halla el area limitada por y = |2x—4|, eleje X ylasrectas x=0 y x=5.
3

b) Calculaj [2x—4].
2

a) Definimos la funcién por intervalos para hacernos una idea de su forma:

4 2x+ 4, x<2
y= 24| = 2x— 4, x>2

El darea buscada sera:

5 p2 5 5 5
jy=J—2x+4+J2x—4=[—x2+4x] +[x% - 4x] =
o Jo 2 0 z

=(4-0+G+4=4+9=13u?

3 2 3 ) 5
b)J |2x—4|=J —2x+4+J2x—4=[—x2+4x]_2+ [x2—4x]2=
-2 -2 2

=(4+12)+(3+4)=16+1=17 u?

2 3
26 Calcula: a)J S vy b)J g(x), siendo:
0 =

x2 si 0<x<1 2x si-1<x<1

S(x) = { g(x)={

2—x sil<x<2 x2+1 si 1<x<3
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2 1 2
a)J f(x)=J x2+J‘ 2-x
0

0 1

1,

3 1
G, (x) = sz = x? - G, -G (0) = 3 3

Gz(x)=j(2—x)=2x—x—2 5 G@-GM=2-2 =1
2 2 2
’ 1.1_5
As1:JOf(x)=§+7=€

3 1 3
b)J g(x)=JA 2x+j (x?+ 1D
-1 -1

1

G (x) = sz =x? 5> GM-GED=1-1=0

Gz(x)=j(x2+1)=x?3+x - GZ(S)—GZ(1)=12—%=33—2

3
Asi: J gx) = 32
4 3

@ Dada la funcion f(x), halla el area limitada por f(x), el eje OX Yy las rec-
§ tas x=0y x=3:

X 2
SJ(x) =

—x2 + 3x _—21st3

|x+ 3] x>3

Para x comprendida entre 0 y 3, tenemos que:
S0 = —x? + 3x
Hallamos los puntos de corte con el eje OX:

x=0
x2+3x=0 — x(—x+5)=0<x=3

Por tanto, el drea pedida es:

p 3 3 2
Area = J (—x? +3x) = | 2+ 3i] = 4,5 u?
0

3
- 9+2._2
302 75

0 2

Unidad 8. Iniciacién a las integrales
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29

30

31

Halla una funcion f de la cual sabemos que:

f(x)=3x2-2x+5 yque f(1)=0
G(x) = J(3x2 —2x+5) =x%—x?+5x+ k son las primitivas de la funcién dada.

Entre todas ellas, nos interesa la que cumple que G(1) =0, es decir:
G)=5+k=0 = k=-5
Ast: f(x) =x3—x>+5x-5

Halla la funcién primitiva de la funciéon y = 3x2% — x3 que pase por el punto
2, 4).

4
G(x) = JGXZ —x3) =x3 - XT + k son las primitivas de la funcion dada.

Buscamos k para que pase por (2, 4):
G2 =4+k=4 = k=0
La funcién que buscamos es:

4
— 3 _ X
S =x Z

Halla la funcion que tome el valor 2 en x =1 y cuya derivada es:

S (x)=3x%+6
G(x) = J(3x2 +6) =x3 + 6x + k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos £ para que G(1) = 2:
G)=7+k=2 = k=-5

Por tanto: f(x) = x3 + 6x — 5

Halla la primitiva de f(x) = 1—x — x? que corte al eje de abscisas en x = 3.

2 3
G(x) = J(l —x—-xH)=x- XT - x? + k son las primitivas de la funcion dada.

Buscamos k& para que G(3) = 0:

2 2
GQ3) = 3 +k =k 5

La funcién que buscamos es:

Unidad 8. Iniciacién a las integrales



CUESTIONES TEORICAS

32

33

34

35

Si F(x) y G(x) son dos primitivas de f, ;se verifica necesariamente que
F(x) = k + G(x)? Justifica la respuesta.

Si. Justificacion:

J‘f=F(x)+c1 Jf=G(x)+cz
Restando:

0=F(x) -G + (c1 — CZ) = Fx)=k+ Gx)

X
Siendo F(x) =J f =3x%—-5x, hallala funcién f. Calcula F(0) y F(2).
1

S0 =F'(x) = 6x-5

F(0)=0; F(2) =2

Calcula el area bajo la curva f(x) = x2 — 1 en el intervalo variable [1, x].
Halla el area para x = 4.

2 - _ -
x*=1=0 = x,=-1, x,=1 I

Area = J #2-1 /

1 2

SN}
—

H

G(t)=J(t2—1)=%3—t

-_2 -
G() = 3

Area [1, ] = | GG = G(D| = x?s_“%

Cuando x =4, queda: Area [1, 4] = 18 u?

Demuestra, utilizando integrales, que el area del rec- Y
tanguloes A=b- a.

@ Halla la ecuacion de la recta r y calcula el drea limitada a
por r yeleje OX entre x=0y x=D>b.

La ecuacion de r es y = a. El area es:

} b
Area = a

0

G(x)=Ja=ax

Gb) =ab; GO)=0

Area=GMb)-GO)=ab
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PARA PROFUNDIZAR

@ Dada la funcién f(x) = a e*/3 + % (x#0):

S

2

a) Calcula J Sf(x) en funcion de a.
1

b) Se sabe que F es una primitivade f. Calcula a si F(1) =0 y F(2)=1/2.
z 2 1 17 1

a)Jf(x)=J (ae"/3+ ) = [36l€X/3——] = (3ae2/3——)—(3ae1/5—1)=
1 1 X 1 2

X2

=3a(e?3 — e/3) + %

b)Si F es una primitiva de f, tenemos que:

FOO) = 3ae3— L +
X

Tenemos que hallar & y a para que:
F(D=0 — 3ae3-1+k=0 3ael3 + k=1
_1 23 _ 1 _1 2/3 -
F2)==— — 3ae’”-——+k== 3ae¥3>+ k=1
2 2 2
Restando la 22 ecuaciéon menos la 12
3ae®3-eH =0 - a=0 - k=1
1

Por tanto: F(x) = —-— + 1
X

Expresa por una integral el area del triangulo de vértices (0, 3), (7, 3) vy (7,
10). Explica el significado de la integral escrita.

o 10

e La ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 10) es: 710

Pendiente = 0=3 = 7 _ 4

-0 7
Ecuacion: y=x+3 ©. 3
(7.3
e La ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 3) es:
v=3 i

El area del triangulo es el area comprendida entre las dos rectas anteriores y x = 7.
Asi, tenemos que:

7 7
Area=J[(x+3)—3]=Jx=Area
0 0

e Calculamos su valor:

.
Jx=4—9u2
0 2
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@ Halla el area del tridngulo mixtilineo de vértices A(2, 4), B(-2,4) y C(-1, 1),
§ enel que las lineas AB y AC son rectas, mientras que la que une los puntos
By C eslade ecuacion y = x2.

B(=2, 4) 4 yr-4
A2, 4
y)=
C-l1, 1

Ecuacion: y=4+(x—-2)=x+2
e Calculamos el area pedida:

-1 2 -1 2
Area=J (4—x2)+J [4—(x+2)]=[4x—%3] +.|' (2-x) =
) A o Ja
ey

3 3

@ La curva y = a[l — (x—2)?], con a> 0, limita con el eje de abscisas un re-
§ cinto de 12 unidades de superficie. Calcula el valor de a.

2
Zx_‘x_z] =2+2+2=£u2
2], 3 2 6

e Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas:

-2=1 = x=3
(v 2] = oz — "
all —-(x-2)1=0 —» (x-2) 1\x—2=—1 - x=1

e Calculamos el area e igualamos a 12:

524
3, 3 3

3
Area = J. all—(x=2?21=a
1

Unidad 8. Iniciacién a las integrales
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Cdlculo de probabilidades

B Calcula matematicamente cual es la pro-
babilidad de que “no toque raya” en la ®
cuadricula de 3 cm X 3 cm una moneda de
1 cm de diametro. ’

B ;De qué tamafio debe ser un disco para
que la probabilidad de que “no toque
raya” en una cuadricula de 4 cm X 4 cm
sea de 0,2?

o)

B En una cuadricula de 4 cm X 4 cm deja-
mos caer 5000 veces una moneda y con-
tabilizamos que “no toca raya” en 1341. ‘
Estima cudl es el didmetro de la moneda. .

B Sobre un suelo de losetas hexagonales de 12 cm de lado se deja caer un disco
de 10 cm de diametro. ¢Cual es la probabilidad de que “no toque raya”?

9

Unidad 9. Célculo de Probabilidades



B Area del cuadrado grande = 3% = 9 cm?
Area del cuadrado pequeno = (3 — 1)? = 4 cm?
4
p=2 044
9
B Area del cuadrado grande = 42 = 16 cm?
Area del cuadrado pequeno = (4 — d)?

_ 4-ay
16

4-d=18 — d=22cm

P =02 = (4-d)P =32 = 4-d=+18

4-d=-18 - d=58cm — No vale

Ha de tener un didametro de 2,2 cm.

B Area del cuadrado grande = 4% = 16 cm?
Area del cuadrado pequeno = (4 — d)?

_ 1341 _ _ (4—d)?
5000 0,2682 16

(4 —d)?=42912 = d=193 cm

72 - 10,4

B Area del hexdgono grande = = 374,4 cm?

Perimetro = 72 cm

a=\122-6> = 10,4 cm

12 cm

= 101,088 cm?

Area del hexdgono pequeio = &25’4

a'=a-r=104-5=54cm

2 12 _ o2 317 - . -
14— e (a"? a 29,16 — [=06,24 cm — Perimetro = 37,44 cm
T2

101,088

P= =543

= 0,27
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1. Numeramos con 1, 2, 3 y 4 las cuatro caras alargadas de una
regleta.

Dejamos caer la regleta y anotamos el nimero de la
cara superior.

a) ¢Cual es el espacio muestral?

Unidad 9. Célculo de Probabilidades



b) Escribe un suceso elemental y tres no elementales.
c) ¢Cuantos sucesos tiene esta experiencia?

) E=1{1,2 3, 4

b) Elementales — ({1}, {2}, {3}, {4}

No elementales — {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4},
(2,3, 4}, {1, 2, 3, 4}, (@D}

©) 2% = 16 sucesos
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1. Justifica grificamente las siguientes igualdades:
a) AUBNC)=UUB)NMUUO) b) (A4UB)' =A'NB'
) [g

& "‘;’;‘///

Va A
897
R

SN

N

b)E
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1. Lanzamos un dado “chapucero” 1000 veces. Obtenemos f(1) = 117, f(2) = 302,
S(3) =38, f(4) = 234, f(5) =196, f(6) = 113. Estima las probabilidades de las dis-
tintas caras. ;Cudles son las probabilidades de los sucesos PAR, MENOR QUE 06, {1, 2}?

_ 117 _ _
P[l]——looo 0,117 P[2] = 0,302 P[3] = 0,038

Pl4] = 0,234 PI5] = 0,196 PI6] = 0,113
Plrar] = 0,302 + 0,234 + 0,113 = 0,649
P[MENOR QUE 6] = 1 — P[6] = 1 - 0,113 = 0,887

PI{1, 21 = 0,117 + 0,302 = 0,419

Unidad 9. Célculo de Probabilidades



2. ¢Cual es la probabilidad de obtener 12 al multiplicar los resultados de dos da-

dos correctos?

1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 10 | 12
3 3 6 9 12 | 15 | 18
4 4 8 12 16 | 20 | 24
5 5 10 | 15 20 | 25 | 30
6 6 12 | 18 24 | 30 | 36

I
\O|>—\

3. ¢Cual es la probabilidad de que al lanzar dos dados correctos la diferencia de

sus resultados sea 3?

Hacemos una tabla para la diferencia de resultados:

1< DADO

- |1(2]|3 |4

1lof1]2|B)

5

4
2 (1]0]1]2|®

2

22 DADO

6
5
4
®
2

—

O\ | W[ [

N
IS
Do
—
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1. Observa las bolas que hay en la urna.

6 1

P[DIFERENCIA 3] = X"

a) Forma un cuadro de doble entrada en el que se repartan las bolas segin el

color (V, R, N) y el nimero (1, 2).

b) Calcula la probabilidad de rROjJO, NEGRO, VERDE, 1 y 2, sin mas que observar la

composicion de la urna.

c) Comprueba que las probabilidades obtenidas en b) se pueden obtener su-
mando filas o columnas del cuadro formado en a).

d) Calcula las probabilidades condicionadas: P[1/rojo], P[1/veErpE], P[1/NEGRO],
P[2/rojo], P[2/vErDE], P[2/NEGRO].

e) Di si alguno de los caracteres ROJO, NEGRO, VERDE es independiente de 1 o de 2.

Unidad 9. Célculo de Probabilidades



) \Y% R N
1 2 2 2 6
2 0 3 1 4
2 | s | 3 | 10
5 _1_ _6 _3_
byo PRI= 2 =2 =05 Pl == 3 =06
- 4 2
P[N] = 10 0,3 P[2] 10 5 0,4
-2 _1_
PVI= 2= 2 =02
2 2
DPIR = 25 PV = 15 PIUNI = 2
PI2/R] = %; P2/V] = 0; PI2/N] = %

e) No son independientes.
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1. Calcula la probabilidad de obtener tres cuarros al lanzar tres dados.

11 1=(1)3 1

P=v = = =] = 3¢ = 00046

216

. Calcula la probabilidad de no obtener NINGUN seis al lanzar cuatro dados.
(¢Cudl es la probabilidad de No sg1s? Repite cuatro veces).

_5.5 .5 5 _(5)\_
"5 6 6% (6) 0,48

. Calcula la probabilidad de obtener ALGUN sEis al lanzar cuatro dados. (ALGUN SEIS
es el suceso contrario de NINGUN SEIS.)

1 — PININGUN 6] = 1 — 0,48 = 0,52

. Vas a lanzar 5 monedas. Halla la probabilidad de:
a) Obtener 5 cruces.

b) Obtener alguna cara.
) P[5 cruCks] = (l)'S =L _003125~0031
2 32 ) )

b) P[ALGUNA CARA] = 1 — P[NINGUNA] = 1 — P[5 CRUCES] = 1 — ) = g—; = 0,96875 = 0,969

Unidad 9. Célculo de Probabilidades
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5. Tenemos un dado y las dos urnas descritas arri-
ba. Lanzamos el dado. Si sale 1 6 2, acudimos a la
urna I. Si sale 3, 4, 5 6 6, acudimos a la urna II.

Extraemos una bola de la urna correspondiente.

a) Completa las probabilidades en el diagrama
en arbol.

b) Halla: P[{3,4,5,6ly @], P[@/1], P[Q/5] y

a) Ver el ejemplo en la propia pagina 247.

w4 312 6 3 2 6 _12_2
6 10 60 10° 10 © 6 10 60 10
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1. Tenemos dos urnas. La experiencia con- ~
siste en extraer una bola de I, introducirla i)
en II, remover y extraer, finalmente, una o
bola de 1II.

L .
% a2 t’[ K
% D

P2y @1

YoN

Calcular la probabilidad de que la segunda bola extraida sea:

a) Roja. b) Verde. c) Negra.

(SR WY 1/5
(~ (SR *)

11 1/5

1/6

¢
2/6 o /5
> @ VU N > P[UYU]=g'§=
II \ 2 1

3/6

©
5
¢ | 0o /
©0e © > rlevel-g5-
@ 3 2

N

Unidad 9. Célculo de Probabilidades

]=li=
6 5
11

5
1

6 5
2 2
6 5
2 2
6 5
3 2



VP2 QI=5 55430 T30 15

. 1,2 6 _9_3
DY P22 @I= 25+ 5+ 35735 " 1o

o1 L4 6 _ 13
QPR @)= 25+ 25+ 35 =5
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1. En el ejercicio propuesto del apartado anterior, calcular:

a) Sabiendo que la segunda bola ha sido negra, ;cuil es la probabilidad de que
la primera también lo fuera? P[12¢ /22 @]

b) P[12¢ /22 Y]
o) P[1:@/2: @]

c s . PlOY@] _ 330 _ 3
a) Pl1* @/2¢ @] Q] 1330 ~ 13

a a _Pl@y @I _ 1/30 _
by P @/t @ P22 Q] 8/30

A
8
_Pl@y@®] _ 6/30 _ 6
9

PR:@] 9/30

O Pl @/2¢ @] %
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Lanzamos un dado y una moneda. Los posibles resultados son (1, C), (1, +),
2, O...
a) Describe el espacio muestral con los doce elementos de los que consta.
Sean los sucesos:
A = “Sacar uno o dos en el dado”
B = “sacar + en la moneda”
D=1{Q1, O, (2, +), (3, O), (3, +), (6, +)}
b) Describe los sucesos A y B mediante todos los elementos.
c)Halla AUB, ANB, AUD'
a) E= {((61 C)? (1, +), (2,0, (2,+), 3,0, (3, +H), 4 0, #, +), 5, 0,5, +), 6,0,
, +

Unidad 9. Célculo de Probabilidades



b)A =11, O, (4, ), (2, C), (2, H}
B=1{1,+),2,+),3,+), 4 ), 5, +), 6, H}

)AUB={1,0),d,H, 2,0, 2+, 3, +), 4, +), 5, +), (6, )}
ANB=1{1,+), 2, H)
D'={1,+), (2,0, 4 0,4, +), 5 0,5, +), 6 0}
AUD ={1,0),1,+), 2,0,2,+), 4 0,4, +), 5, 0,5,+, 6,0

2 Sea U= {a,, a,, ”3} el espacio de sucesos elementales de un experimento
aleatorio. ¢Cuales de estas funciones definen una funciéon de probabilidad?
Justifica la respuesta.

a) Pla,] = 1/2 b) Pla,] = 3/4
Pla,) =1/3 Pla,l = 1/4
Plas] = 1/6 Plas] = 1/4

c) Pla,]=1/2 d Pla,]=2/3
Pla,]=0 Pla,]=1/3
Pla,]=1/2 Plajl=1/3

@ Plaj+ Plaj + Plajj = 5 + = + ¢ =1

Si define una probabilidad, pues Pla,], Pla,] y Pla,] son nimeros mayores o
iguales que cero, y su suma es 1.

3 1 1 5
b)P[Cll]+P[6lz]+P[a3]=Z+z+Z=Z>1

No define una probabilidad, pues la suma de los sucesos elementales no puede
ser mayor que 1.

O Play) + Plaj) + Plaj = = +0+ = =1

Si define una probabilidad, pues Pla,], Pla,] y Pla,] son nimeros mayores o
iguales que cero, y su suma es 1.

d Pla,] + Pla,l + Pla;) = o + — +

SN

i=i>1
3 3

No define una probabilidad, pues la suma de los sucesos elementales no puede
ser mayor que 1.

Udl»—\

Unidad 9. Célculo de Probabilidades



e Determina si son compatibles o incompatibles los sucesos A y B:

w b

P[A] = 1/4, P[Bl=1/2, P[AUB] =2/3

Dos sucesos A y B son incompatibles cuando P[4 () B] = 0.

Como:
PlAU Bl = P[A] + PIB] - P[A N Bl

i
4

1 _ L
+E_ PIANB] = PlANB] = B %0

2
3

los sucesos A y B son incompatibles.

Una experiencia aleatoria consiste en preguntar a tres personas distintas,
elegidas al azar, si son partidarias o no de consumir un determinado pro-
ducto.

a) Escribe el espacio muestral asociado a dicho experimento utilizando la le-
tra “s” para las respuestas afirmativas y la “n” para las negativas.

b) ¢Qué elementos del espacio muestral anterior constituyen el suceso “al
menos dos de las personas son partidarias de consumir el producto”?

c) Describe el suceso contrario de “mas de una persona es partidaria de consu-
mir el producto”.
a) E=1Gs,s,9),(s,5,n),(s,n,s9),(ns,s), (s,n, n), (n,s, n),(n, n,s), (n,n, n)}
b){Gs, s, 9), (s, s, n), (5, n, s), (n, s, )}
¢) El suceso contrario es “una persona, o ninguna, son partidarias de consumir el
producto”. Por tanto, estaria formado por:
{(s, n, n), (n, s, n), (n, n, ), (n, n, n)}.

Es el suceso contrario al del apartado b).

En familias de tres hijos, se estudia la distribucion de sus sexos. Por ejemplo
(V, M, M) significa que el mayor es varon y los otros dos mujeres. ;Cuantos
elementos tiene el espacio muestral E?

Describe los siguientes sucesos: A = “La menor es mujer”, B = “El mayor es
varon”. ;En qué consiste Al B?

E tiene 23 = 8 elementos.
A={V,V, M), (V, M, M), M, V, M), (M, M, M)}

B={V,V,V), (V,V, M), (V, M, V), (V, M, M)}
AU B = “O bien la menor es mujer, o bien el mayor es varon” =

{(V, Vv, M), (V, M, M), (M, V, M), M, M, M), (V, V, V), (V, M, V)}
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e Se lanzan dos dados. Calcula la pro-

1 2 3 4 5 6

babilidad de que la mayor de las . 1 5 3 4 5 6
puntuaciones sea un 1, un 2, un 3,

un 4, un 5, un 6. 2 2 2 3 4 5 6

@ Completa esta tabla y razona sobre 3 5 3 3 4 > 6

ella. 4 4 4 4 4 5 6

5 5 5 5 5 5 6

6 6 6 6 6 6 6

En la tabla vamos anotando la mayor puntuacién obtenida. Asi:

P[La mayor de las puntuaciones sea un 1] = %
. 3 1
P[La mayor de las puntuaciones sea un 2] = — = —
36 12
P[La mayor de las puntuaciones sea un 3] = %
P[La mayor de las puntuaciones sea un 4] = %
. - 9 1
P[La mayor de las puntuaciones sea un 5] = 36 =7
. 11
P[La mayor de las puntuaciones sea un 6] = 36

e Una clase se compone de veinte alumnos y diez alumnas. La mitad de las
alumnas y la mitad de los alumnos aprueban las matematicas. Calcula la
probabilidad de que, al elegir una persona al azar, resulte ser:

a) Alumna o que aprueba las matematicas.
b) Alumno que suspenda las matematicas.

c) Sabiendo que es alumno, ¢cual es la probabilidad de que apruebe las ma-
tematicas?

d) ¢Son independientes los sucesos ALUMNO y APRUEBA MATEMATICAS?
@ Haz una tabla de contingencia.

Hacemos la tabla de contingencia:

ALUMNOS | ALUMNAS

APRUEBAN MAT. 10 5 15
SUSPENDEN MAT. 10 5 15
20 10 30

a) Plalumna U aprueba mat.] = Plalumnal + Plaprueba mat.] —

10 , 15 5 _20 _ 2

30 30 30 30 3

— Plalumna () aprueba mat.] =
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b) Plalumno ) suspende mat.] = 10 %

(SN

10 1
) Pl ba mat./al =— ==
¢) Plaprueba mat./alumno] 0 - 3

d) Hay que ver si:
Plalumno () aprueba mat.] = Plalumno] - Plaprueba mat.]

Calculamos cada una:

Plalumno () aprueba mat.] = — =
20 2

Plal |====
alumnol = =7 = 3
15

Plaprueba mat.] = %

Por tanto, si son independientes.

Di cuidl es el espacio muestral correspondiente a las siguientes experiencias
aleatorias. Si es finito y tiene pocos elementos, dilos todos, y si tiene mu-
chos, describelo y di el nimero total.

a) Extraemos una carta de una baraja espafola y anotamos el nimero.
b) Extraemos una carta de una baraja espafola y anotamos el palo.

c) Extraemos dos cartas de una baraja espaiiola y anotamos el palo de cada
una.

d) Lanzamos seis monedas distintas y anotamos el resultado.

e) Lanzamos seis monedas distintas y anotamos el nimero de caras.
a) E=1{1,2 34,5, 6,7, 10, 11, 12}
b) E = {OROS, COPAS, ESPADAS, BASTOS}
¢) Llamamos: O = OrOs; C = COPAS; E = ESPADAS; B = BASTOS.
Entonces:

E=1(0, 0), (O, ), (O, E), (O, B), (C, 0), (C, O), (C, E), (C, B), (£, O), (£, O,
(Ea E)7 (E7 B)7 (Ba O)7 (By C)7 (B, E)7 (B7 B)}

d) E tiene 2° = 64 sucesos elementales. Cada suceso elemental estd compuesto por
seis resultados que pueden ser cara o cruz:

(5}, X5, X3, Xy, Xs, Xg)
x; puede ser cara o cruz. Por ejemplo:

(C, +, C, C, +,C) esuno de los 64 elementos de E.

e E=1{0,1, 2, 3, 4,5, 06}
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9 En una caja hay seis bolas numeradas, tres de ellas con nimeros positivos y
las otras tres con nimeros negativos. Se extrae una bola y después otra, sin
reemplazamiento.

a) Calcula la probabilidad de que el producto de los niimeros obtenidos sea
positivo.

b) Calcula la probabilidad de que el producto de los niimeros obtenidos sea
negativo.

Hacemos un diagrama en arbol:

s 7 @ —>P[®@]=%-_§=1_20

12 ; B —»p[@eﬁ%%:%

v @W@ —>P[@®]=%-%=%

%e —>P[@@]=%-%=%
a)P[@@]+P[——]=%+%=%=O’4
b)P[@—]+P[—@]=%+1_3O=%=O’6

@ En una cierta ciudad, el 40% de la poblacion tiene cabellos castaiios, el 25%
§ tiene los ojos castafios y el 15% tiene cabellos y ojos castaiios.

Se escoge una persona al azar:

a) Si tiene cabellos castafios, ¢cuil es la probabilidad de que también tenga
0jos castaflos?

b) Si tiene ojos castaiios, scudl es la probabilidad de que tenga cabellos casta-
nos?

¢) ¢Cudl es la probabilidad de que no tenga cabellos ni ojos castafios?

@ Usa una tabla como la siguiente:

OJOS CAST. [0JOS NO CAST,

CAB. CAST. 15 40

CAB. NO CAST.

25 100
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Hacemos la tabla:

OJOS CAST.| OJOS NO CAST.
CAB. CAST. 15 25 40
CAB. NO CAST. 10 50 60
25 75 100
15 _ 3
a) 0 "8 0,375
15 3
b) = ==<=06
) 25 5
C 2 = l = O,S
100 2

11 Dos personas juegan a obtener la puntuacion mas alta lanzando sus dados A
vy B. El dado A tiene cuatro caras con la puntuacion 6 y las otras dos caras
con la punatuaciéon 10. El dado B tiene una cara con la punuaciéon 3, cuatro
caras con puntuacion 6 y la otra con puntuacion 12. ;Qué jugador tiene mas
probabilidad de ganar?

@ Haz una tabla en la que aparezcan las 6 posibilidades del dado A y las del dado
B. En cada una de las 36 casillas anota quién gana en cada caso.

Formamos una tabla en la que A

aparezcan todas las posibilidades B 6 © © 6 10 10
(las 6 del dado A y las 6 del B). 3 A A A A A A
En cada casilla ponemos quién 6 A A
gana en cada caso: I

A gana en 14 casos. 6 I R R A A
B gana en 6 casos. 6 — | | | = A A
En 16 casos hay empate. 6 - — | — |1 — A A
En una tirada, la probabilidad de 12 B B B B B B

que gane A es:

147
P[A] 36 18
La probabilidad de que gane B es:
_6 _1
P[B] = 366

Por tanto, A tiene mayor probabilidad de ganar.

@ De los sucesos A y B se sabe que:
2 1 1
PlAl= —> PIBl= Pl[A'(\B']= -
(4] 5 [B] 3 Y [A'NB] 3
Halla P[AU B] y P[A( Bl
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e PIA'NBN=PlAUBI=1-Pl4U B]

%=1—P[AUB] :>P[AUB]=%

e P[AUB] = PlA] + P[B] - P[A N B]

2_2,1_
§_5+ PlA N B]

Ucln—\

1
P[AﬂB]—l—S

@ Sean A y B dos sucesos de un espacio de probabilidad, de manera que:

S Pl4] = 0,4, P[Bl=0,3 y P[ANB]=0,1
Calcula razonadamente:
a) P[AUB] b) P[4'UB1]
©) P[A/B] d) PIA'NB']

a) PlAUB]=PlAl + PIBl-PIANBl=04+03-0,1=006
b)PIA'UB1=PIANB1=1-PANBI=1-0,1=09

o prla/pl=PANBl _ 01 _ 1
P[B] 03 3

dDPANBI=PIAUBT=1-PlAUBI=1-0,6=0/4

14 A, B y C son tres sucesos de un mismo espacio muestral. Expresa en fun-
cion de ellos los sucesos:

a) Se realiza alguno de los tres.

b) No se realiza ninguno de los tres.

¢) Se realizan los tres.

d) Se realizan dos de los tres.

e) Se realizan, al menos, dos de los tres.

aAUBUC

b)A'NB'NC

OANBNC

dDuUunsnerdAansBnNoUUnsnao
oUansnaoryvUunsnNnod@nsnouUansno

@ Un examen consiste en elegir al azar dos temas de entre los diez del progra-
S may desarrollar uno de ellos.

a) Un alumno sabe 6 temas. ;Qué probabilidad tiene de aprobar el examen?
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b) ¢Qué probabilidad tiene el mismo alumno de saberse uno de los temas elegi-
dos y el otro no?
a) P[APROBAR] = P[SABE 12 v 2°] + P[saBE 12 Y NO 22| + P[NO SABE 12 v si 29| =

:i-2+£-i+i-é:@+%+%:7_8=2z0,87
9 10 9 9 9 90 90 15

b) P[saBE 12 v NO 2] + P[NO SABE 12 Y sf 29] =

6 4 4 6 _ 24 _48 _ 8 _
09 10 9" 0,53

16 Se lanza un dado dos veces. Calcula la probabilidad de que en la segunda ti-
rada se obtenga un valor mayor que en la primera.

En total hay 36 posibles resultados. De estos, en 6 casos los dos nimeros son igua-
les; y, en los otros 30, bien el primero es mayor que el segundo, o bien el segundo
es mayor que el primero (con la misma probabilidad).

Luego, hay 15 casos en los que el resultado de la segunda tirada es mayor que el
de la primera.

Por tanto, la probabilidad pedida es:

(NOTA: también se puede resolver el problema haciendo una tabla como la del ejer-
cicio nimero 6 y contar los casos).

@ Un estudiante hace dos pruebas en un mismo dia. La probabilidad de que
S pase la primera prueba es 0,6. La probabilidad de que pase la segunda es 0,8
vy la de que pase ambas es 0,5. Se pide:

a) Probabilidad de que pase al menos una prueba.
b) Probabilidad de que no pase ninguna prueba.
c) ¢Son las pruebas sucesos independientes?

d) Probabilidad de que pase la segunda prueba en caso de no haber supera-
do la primera.

Tenemos que:
Plpase 18] = 0,6; Plpase 2% = 0,8; Plpase 12 () pase 22 = 0,5
a) Plpase 12 U pase 22 = Plpase 18] + Plpase 28] — Plpase 12 () pase 2&] =
=0,6+0,8-0,5=09

b) 1 — Plpase al menos unal =1-10,9 = 0,1
©) Plpase 18] - P[pase 22] = 0,6 - 0,8 = 0,48

Plpase 12 [ pase 23] = 0,5 # 0,48

No son independientes.
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. ) . _ Plpase 22 [1no pase 12] _
d) Plpase 22/no pase 12] Plno pase 1]

Plpase 28] — Plpase 12 (] pase 23] _
P[no pase 12]

18 En una comarca hay dos periodicos: El Progresista'y EIl Liberal. Se sabe que
el 55% de las personas de esa comarca lee El Progresista (P), el 40% lee
El Liberal (L) y el 25% no lee ninguno de ellos.

Expresa en funcion de P y L estos sucesos:
a) Leer los dos periodicos.

b) Leer solo El Liberal.

c) Leer solo El Progresista.

d) Leer alguno de los dos periodicos.

e) No leer ninguno de los dos.

f) Leer solo uno de los dos.

g) Calcula las probabilidades de: P, L, PN\L, PUL, P-I1, L- P, (LUP),
nNp.

h)Sabemos que una persona lee El Progresista. ;Qué probabilidad hay de
que, ademas, lea El Liberal? ;Y de que no lo lea?

Tenemos que:

P[P1=0,55; PlL1=04 PIP'NL]T=0,25

aPPNLT=PIPULT=1-PIPULI
025=1-rPULl = PIPULI=1-0,25=0,75
rlPUL] =P[Pl+PIL]- PPN L]
0,75=055+04—P[PNI] = PIPNL]=0,2
Plleer los dos] = P[P L] = 0,2

b) PIZ] - PIPN L] = 0,4 — 0,2 = 0,2

o P[Pl - PPN L1 =0,55-0.2 =035
dPPULI=0,75

e) PPN L] =025

) PPN LT+ PPN LI =0,35+02=0,55

2) P[P] =0,55; P[L]=04; P[PNLI=02; P[PUL]=0,75
P[P-L]=P[PI-P[PNL]=0,35
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PlL-Pl=P[Ll-PIPNLI =02
PZUP)=PIL'NPT=0,25
PLNP)1=1-PILNPI=1-0,2=08

PILAPI _ 02 _ 20 _ 4 _

e PL'OPI _ 035 _ 35 _ 7.
PILYP] P[P] 055 55 11 0,64
. Pl = 1 4 _ 7

(o bien: PIL/PI=1-PIL/PI=1- -+ =
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@ Una urna A tiene 3 bolas blancas y 7 negras. Otra urna B tiene 9 bolas
blancas y 1 negra. Escogemos una de las urnas al azar y de ella extraemos
una bola.

Calcula:

a) P[BLanca/A]
b) P[BLANCA/B]
c) P[ Ay BLANCA ]
d) P[By BrancA]
e) P[BLANCA ]

f) Sabiendo que la bola obtenida ha sido blanca, ;cual es la probabilidad de
haber escogido la urna B?

3

a) P[BLANCA/A] = "5 0,3
b) P[BLANCA/B] = % =09
=13 -3 _
¢) P[A y BLANCA] > 10 0 0,15
1.9 _95 _
d) P[B y BLANCA] > 90 " 30 0,45

e) P[BLancA] = P[A y Blancal + P[B y Blanca] = 3.0 2 3. 0,6

20 20 20 5

PByBlancal _ 9/20 _ 9 _ 3
P[Blancal 12/20 12 4

f) P[B/BLANCA] =

20 Tenemos las mismas urnas del ejercicio anterior. Sacamos una bolade 4 y
la echamos en B Yy, a continuacion, sacamos una bola de B.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la segunda bola sea negra?
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b)Sabiendo que la segunda bola ha sido negra, ¢cual es la probabilidad de
que también la primera fuese negra?

a) P[22 NEGRA] = P[12 BLANCA y 22 NEGRA] + P[12 NEGRA y 22 NEGRA] =

1,7 2 _ 3 14 _ 17

3
10 11 10 11 110 110 110

b) P[12 NEGRA/22 NEGRA] = PI1® NEGRA y 2° NEGRA] _ 7/10 - 2/11 _

P[22 NEGRA] 17/110
_ 14110 _ 14
17/110 17

Tenemos dos urnas con estas composiciones:

Extraemos una bola de cada urna. ;/Cual es la probabilidad de que sean del
mismo color? ;Y la probabilidad de que sean de distinto color?

P[mismocolor]:i~i+i~£+i-l=ﬂ+£+l_4=6_8=£
12 18 12 18 12 18 216 21 216 216 54
. 4 . _, 17 _ 37
Pldistinto color] = 1 — P[mismo color] = 1 54 54

Un aparato eléctrico esta constituido por dos componentes A y B. Sabiendo
que hay una probabilidad de 0,58 de que no falle ninguno de los componen-
tes y que en el 32% de los casos falla B no habiendo fallado A, determina,
justificando la respuesta, la probabilidad de que en uno de tales aparatos no
falle 1a componente A.

Llamamos A = “falla A”; B = “falla B”.

Tenemos que:
A b PIA'NB1=0,58; PIBNAl=0,32
Asi:
0,58 P[Al=P[A'NB1+ P[BNAT=0,58+ 0,32 =0,90

ANBYUBNA)=A

La probabilidad de que no falle A es de 0,90.
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23 Dos jugadores arrojan a la vez dos monedas cada uno. ;Cual es la probabili-
dad de que ambos obtengan el mismo nimero de caras (cero, una o dos)?
Razoénalo.

Para cada jugador tenemos que:

P[0] = P[0 cARras] = (l)z -1
2 4
= = . l . l = l
P[1] = P[1 caral = 2 S 55

1 2
P[2] = P[2 cAras] = (7) =

Los resultados de los dos jugadores son sucesos independientes. La probabilidad
de que ambos obtengan el mismo nimero de caras es:

(PLOD? + (P12 + (PL21)2 - (%)2 . (%)2 - (%)Z _

24 Se lanza un dado repetidas veces y estamos interesados en el nimero de ti-
radas precisas para obtener un 6 por primera vez.

a) ¢Cual es el espacio muestral?

b) ¢(Cual es la probabilidad de que el primer 6 se obtenga en la séptima tirada?
ADE=11,23,..]

641 15625

1 _ 15635 _ 559
6~ 279936 ~

b) P[72 TIRADA] = (%)

25 Un producto esta formado de dos partes: A y B. El proceso de fabricacion
es tal, que la probabilidad de un defecto en A es 0,06 y la probabilidad de
un defecto en B es 0,07. ;Cual es la probabilidad de que el producto no sea
defectuoso?

Plningin defecto] = P[no defecto en A] - P[no defecto en B] =

=(1-0,06) - (1 -0,07) = 0,94 - 0,93 = 0,8742

@ Una urna contiene 10 bolas blancas, 6 negras y 4 rojas. Si se extraen tres bo-
s las con reemplazamiento, cuil es la probabilidad de obtener 2 blancas y
una roja?

P[BBR] + PIBRB] + PIRBB] =3 - P[BBR] =3+ — - — + — = 20 0,15
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27 Unaurna A contiene 6 bolas blancas y 4 negras. Otra urna B tiene 5 blan-
S cas y 9 negras. Elegimos una urna al azar y extraemos dos bolas, que resul-
tan ser blancas.

Halla la probabilidad de que la urna elegida haya sido la A.

Hacemos un diagrama en arbol:

6 .5
Al 6b 4 10 9 2b > PlA4 2b=l.i.i=l
V = 4y 2b] 2 10 9 6
14 13 1 5 5
B 2 P[By2bl=— - SR
b 90 b By bl=5 3 13 91

_1. 5 _ 121
PP =2 51 = 34
La probabilidad pedida sera:
_ PlAay2b] _ 1/6 _ 91 _
H I o S B PIVC O T

@ Se dispone de tres urnas: la A que contiene dos bolas blancas y cuatro rojas,
§ la B con tres blancas y tres rojas; y la C con una blanca y cinco rojas.

a) Se elige una urna al azar y se extrae una bola de ella. ;Cual es la probabili-
dad de que esta bola sea blanca?

b) Si la bola extraida resulta ser blanca, ¢cuil es la probabilidad de que pro-

ceda de la urna B?
A B C

a) Hacemos un diagrama en arbol:

1 2_2
26_» b —> P[Aybl=— 2= =
A Aybl= 3% 718
T
/3 P
_1.3_3
Vs | Yo b— PBybl= 2=
IRt
173 6_»b—> plCybl=4+.1-1
c— Cybl=3 571

_ PBybl _ 318 _3 _1

D P/ = =5 = %8s ~ 6 2
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29 Sean A y B dos sucesos tales que: P[AUB] = i; P[B']= %; P[ANB]l = %
S Halla P[B], P[A], P[A'(B].
2 1
PIBI=1-PB1=1- 2=~
(B] (B'] 33
PlAUBI = PlA] + PIB] - PI[A( B]
3 _ 1_1 -2
Z_P[A]+3 Z = P[A] 3
PIA'NBI=PBI-PlANB = ~ - L - L
4 12

31

En cierto pais donde la enfermedad X es endémica, se sabe que un 12% de
la poblacion padece dicha enfermedad. Se dispone de una prueba para de-
tectar la enfermedad, pero no es totalmente fiable, ya que da positiva en el
90% de los casos de personas realmente enfermas y también da positiva en
el 5% de personas sanas.

¢Cual es la probabilidad de que esté sana una persona a la que la prueba le
ha dado positiva?

W ENFERMO i» POSITIVO —> P [ENF. y POSITIVO] = 0,12 - 0,9 = 0,108
m NO ENFERMO &» POSITIVO —> P [NO ENE. y POSITIVO] = 0,88 - 0,05 = 0,044

Plrositivol = 0,108 + 0,044 = 0,152
La probabilidad pedida sera:

PINO ENF/POSITIVO] = P[NO ENF. Y POSITIVO]  _ 0,044 _ 0,289
P[rosiTivo] 0,152

En tres maquinas, A, B y C, se fabrican piezas de la misma naturaleza. E1
porcentaje de piezas que resultan defectuosas en cada maquina es, respecti-
vamente, 1%, 2% y 3%.

Se mezclan 300 piezas, 100 de cada maquina, y se elige una pieza al azar, que
resulta ser defectuosa. ¢;Cual es la probabilidad de que haya sido fabricada
en la maquina A?

A %5 pepecTuosa —> PlA y DEF.] = 1.1._1
3 100 300

1/3
5 , g 2100, peppcruosa —> P[By DER] = 1.2 _ 2
3 100 300

1/3
¢ %, pprrcTUosA ——> PICy DEF] = A 25 = 3
3 100 300

P[DEF.]=L+L+L=L

300 300 300 300
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La probabilidad pedida sera:

_ PlAyoper] _ 1/300 _ 1
Pl = = ol 6300 6

32 Una caja A contiene dos bolas blancas y dos rojas, y otra caja B contiene
S tres blancas y dos rojas. Se pasaunabolade 4 a B y después se extrae una
bola de B, que resulta blanca. Determina la probabilidad de que la bola

trasladada haya sido blanca.

A 2b2r

ap = Ly Lo 7
P[22 b] 3+4 15

Por tanto, la probabilidad pedida sera:

PllEby2:bl _ 1/3

PREb/22 b = =i ~ 72

-4
-

33 Unaurna A contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Otra urna B, 6 blancas y 4
S negras. Elegimos una urna al azar y extraemos dos bolas, que resultan ser
negras. Halla la probabilidad de que la urna elegida haya sido la B.

3 2
8 7 1 3 2_3
> 2 > 2n)== 2. £=2
12 A |5b3n n PlAy 2n] 2 8 7736
4.3
12 Bl6b4n| 1225 2n rP[Ber1]=l'i'i=L
2 10 9 15
-5 .1 _ 101
Plnl= 56 * 35 = %40
Por tanto, la probabilidad pedida sera:
_ PBy2n _ 1/15 _ 56
PlB/anl = =50 101/840 101

34 Tengo dos urnas, dos bolas blancas y dos bolas negras. Se desea saber c6mo
S debo distribuir las bolas en las urnas para que, al elegir una urna al azar y ex-
traer de ella una bola al azar, sea maxima la probabilidad de obtener bola
blanca. La vinica condicion exigida es que cada urna tenga al menos una bola.
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Hay cuatro posibles distribuciones. Veamos cual es la probabilidad de obtener
blanca en cada caso:

_1
P[IyO]—2
1. 1_1
Pliiy Q] = 3%
1,1
P[IyO]-—2 1 5
PlllyOl=0
PliyOl=0
1 2 _1
Pl =— - Z==
[y Ol 3°3
1 1 _ 1]
P[IyO]—2 > "%
P[HyO]=—-—=l
2 4

»H@=%+%=%
»H@=%
»m@=%
»H@=%+%=%

Para obtener la maxima probabilidad de obtener una bola blanca, deberemos colo-
car una bola blanca en una de las urnas y las otras tres bolas en la otra urna.

Sean A y B dos montones de cartas. En A hay 8 oros y 5 espadas y, en B,
4 oros y 7 espadas. Sacamos dos cartas del mismo monton y resulta que am-
bas son espadas. Halla la probabilidad de que las hayamos sacado del mon-

ton B.
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5 4
y A8o, 50) 2125 20

\ 7.6
1/2 B(4o, 7¢) —1 0, 2

_— >

1.5 4 _5
Pay2d=5 33 13" 7
PlEy2de L. 1.6 21

2 11 10 110
Plel = >+ 2L _ 547

78 110 2145

Asi, tenemos que:

PlB/2e) = PIBY 2¢l _ _21/110 819

Pl[2e] 547/2145 1094

= ~ 0,749

125 bolas negras sin marcar y 175 bolas negras marcadas.

a) Se extrae una bola. Calcula la probabilidad de que sea blanca.

b) Se extrae una bola y esta marcada. ;Cual es la probabilidad de que sea

blanca?

c) Se extrae una bola. ;Cual es la probabilidad de que sea negra y esté mar-

cada?

d) (Son independientes los sucesos “sacar bola marcada” y “sacar bola blan-

ca”?

Resumimos la informacion en una tabla:

Una urna contiene 25 bolas blancas sin marcar, 75 bolas blancas marcadas,

MARCADAS | SIN MARCAR
BLANCAS 75 25 100
NEGRAS 175 125 300
250 150 400
_ 100 _ 1
a) P[BLANCA] = %00 4
75 3
b) P == = =
) P[BLANCA/MARCADA] 350 10
175 7
P J = ee— = —
¢) P[NEGRA Yy MARCADA] %00~ 16
1 250 1 5 5
P . P = . = _ . = _—__
d) P[BLANCA] - P[MARCADA] 7 300 "% 8 >
P[BLANCA Y MARCADA] = /ZTSO = % # 5%

No son independientes.
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37 Dos personas se enfrentan en un juego en el que sera vencedor el primero
que gane 5 partidas. Pero antes de finalizar el juego, éste se interrumpe en el
momento en que uno ha ganado 4 partidas y otro 3.

¢Como deben repartirse los 4 200 euros que apostaron?
@ Describe en un diagrama en drbol las posibles continuaciones de la partida.

Llamamos A al jugador que lleva 4 partidas ganadas y B al de 3. Las posibles
continuaciones del juego son:

1/2 A (gana A)
/(AS,BS) 1,1 1 _1.1_3
Plgana Al= =+ = —==—+—==
y A (gana A) 2 2 2 2 4 4
T (45, B) s AN
(44, BH Tra - Plgana Bl= - 2=+
(A4, BS)

Por tanto, A debe llevarse % del total y B, ; es decir:

L
4

A > %4200=3150€; B - %4200=1050€

38 En un centro escolar hay tres grupos de Bachillerato. El primero esta com-
puesto por 10 alumnos de los que 7 prefieren la muisica moderna, 2 pre-
fieren la clasica y 1 que no le gusta la musica. En el segundo, compuesto por
12 alumnos, la distribucion de preferencias es 5, 7, 0, respectivamente; y, en
el tercero, formado por 14 alumnos, la distribucion de preferencias es 6, 6,
2, respectivamente.

Se elige un grupo al azar y se regalan 2 entradas para un concierto de musi-
ca clasica a dos alumnos seleccionados al azar.

a) Halla la probabilidad de que los dos alumnos elegidos sean aficionados a
la muisica clasica.

b) Si los dos alumnos agraciados son, efectivamente, aficionados a la misica
clasica, ¢cual es la probabilidad de que sean del primer grupo?

@ Organiza los datos en una tabla.

Organizamos los datos en una tabla:

MODERNA | CLASICA NO TOTAL
12 7 2 1 10
20 5 7 0 12
3 6 6 2 14

La probabilidad de elegir un grupo cualquiera es %
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+ -i~i=0,168

1. 7.6 ,1
3 12 113 14 13

a) P[2 ALUMNOS DE CLASICA] = +

L
9

S
—_
o

p P[DOS DE 12 DE CLASICA
b) P[2 ALUMNOS DEL 12/AMBOS DE CLASICA] = [ - I _
P[DOS DE CLASICA]

_ /3 QA0 - (1/9) _
0.168 0,044
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S

41

42

Sean A y B dos sucesos tales que P[A] = 0,40; P[B/A] = 0,25 y P[B] = b.
Halla:

a) P[ANB].

b) P[AUB] si b=0,5.

c) El menor valor posible de b.

d) El mayor valor posible de b.

a) PIAN Bl = PlA] - P[B/A]l = 0,40 - 0,25 = 0,1

b) PlAU B] = PlA]l + PIB] - P[A Bl = 0,40 + 0,5-0,1 = 0,8

©) El menor valor posible de b es P[B] = Pl[A B], es decir, 0,1.

d) El mayor valor posible de b es: 1 - (P4l -PIANBD=1-0,4-0,1)=0,7

Si la probabilidad de que ocurran dos sucesos a la vez es p, ¢cudl es la pro-
babilidad de que al menos uno de los dos no ocurra? Razénalo.

Si P[AN Bl =p, entonces:
PA'UBT=PIANB)]=1-PlANBI=1-p

Razona la siguiente afirmacion: Si la probabilidad de que ocurran dos suce-
sos a la vez es menor que 1/2, la suma de las probabilidades de ambos (por
separado), no puede exceder de 3/2.

1

P[A]+P[B]=P[AUB]+P[ADB]<1+E=%

pues P[AUBI<1 vy P[AﬂB]<%.

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio. ;Es posible que p

sea una probabilidad si: P[A4] = %, P[B] = % y P[ANB']= %?
PIANB]=PIAUB) =1-PIAUB) = % — PIAUBI - %
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Por otra parte:
PIAU Bl = PIA] + PIB] — PIA N B]

=%+l—P[AﬂB] = PlANB] = =L

A -1
5 10

10

Es imposible, pues una probabilidad no puede ser negativa.

43 Sea A unsuceso con 0< P[4]<1.
a) ¢Puede ser 4 independiente de su contrario A'?
b) Sea B otro suceso tal que BcCA. ;Seran A y B independientes?
c) Sea C un suceso independiente de A. ¢Seran A y C' independientes?
Justifica las respuestas.
A PlAl=p#0; PlAT=1-p=#0
PlA]-P[AT=pA-p)#0
PlANAT=PIAl=0
No son independientes, porque P[4 ) Al # P[A] - P[A'].
b) PlA N Bl = P[B]
¢P[A] - P[B] = P[B]? Esto solo seria cierto si:
e PlA] =1, lo cual no ocurre, pues P[A] < 1.

e P[B] = 0. Por tanto, solo son independientes si P[B] = 0.

o A independiente de ¢ = PlA C] = Pl4] - PIC]
PIANCI=PA-UANO]=PlAI-PlIANC] =
= P[A] - P[A4] - P[C] = P[A] (1 — PICD = P[A] - P[C]

Por tanto, A y C' son independientes.

44 Si A y B son dos sucesos de experimento aleatorioy P[A] = 0:
a) ;Qué podemos decir de P[A () BJ?
b) ¢Y de P[AU BJ?

c) Responde a las mismas preguntas si P[4] = 1.
A PlANBI =0

b) PlA U B] = PIB]
b PlAN Bl = PlBl; PlAUB]=PlAl =1

45 Al tirar tres dados, podemos obtener suma 9 de seis formas distintas:
126, 135, 144, 225, 234, 333
y otras seis de obtener suma 10: 136, 145, 226, 235, 244, 334.
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Sin embargo, la experiencia nos dice que es mas facil obtener suma 10 que
suma 9. ;Por qué?

1,2,6; 1,3,5; 2,3, 4 — cada uno da lugar a 3! formas distintas. Es decir:
3-31=3-6=18

1,4, 4; 2,2,5 — cada uno da lugar a 3 formas distintas. Es decir: 2 -3 =06

18 + 6 + 1 = 25 formas distintas de obtener suma 9.

uma O] = 25 = 25
Plsuma 9] = 316

1,3,6; 1,4,5; 2,3,5 — 63 =18 formas
2,2,6; 2,4,4; 3,3,4 — 3-3=9 formas
18 + 9 = 27 formas distintas de obtener suma 10.

Plsuma 10] = 27

216

Esta claro, asi, que P[suma 10] > P[suma 9].

PARA PROFUNDIZAR

46 Un hombre tiene tiempo para jugar a la ruleta 5 veces, a lo sumo. Cada
apuesta es de 1 euro. El hombre empieza con 1 euro y dejara de jugar cuan-
do pierda el euro o gane 3 euros.

a) Halla el espacio muestral de los resultados posibles.

b) Si la probabilidad de ganar o perder es la misma en cada apuesta, ;cual es
la probabilidad de que gane 3 euros?

a) Hacemos un esquema:

1(3) FIN > GGG

/ ___» 1(3) FIN - GGPGG

12)
12
\ 7 ' — -1(1) FIN — GGPGP

-1(D
\ o — 1(1) FIN = GGPPG
T _1(~1) FIN = GGPPP

1
o — 1(3) FIN — GPGGG
7 > —1(1) FIN = GPGGP
10
/ O \ iy — 1(1) FIN = GPGPG
-1(0) \ > —1(=1) FIN — GPGPP
~1(-1) FIN GPP
~1(-1) FIN . P
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El espacio muestral seria:

E = (GGG, GGPGG, GGPGP, GGPPG, GGPPP, GPGGG, GPGGP, GPGPG,
GPGPP, GPP, P}

donde G significa que gana esa partida y P que la pierde.

b) Por el esquema anterior, vemos que gana 3 euros con:

GGG — probabilidad = =~ - = . L - L
2 2 8
» 1y _ 1
GGPGG — probabilidad = (—) = —
2 32
(1Y
GPGGG — probabilidad = |=| = —
2 32
Por tanto:
Plgane 3 euros] = % + 5% + SLZ = % = 0,1875

@ En una baraja de 40 cartas, se toman tres cartas distintas. Calcula la probabi-
§ lidad de que las tres sean nimeros distintos.

1 - P[22 dist. de la 12] - P[32 dist. de la 1* y de la 22] =
_,.36 32 _ 192

P[3 numeros distintos]

39 38 247

48 Escogidas cinco personas al azar, ;cuil es la probabilidad de que al menos
S dos de ellas hayan nacido en el mismo dia de la semana (es decir, en lunes,
martes, etc.)?

Plninguna coincidencial] = 1 - P[2# en distinto dia que la 12] - ...
... - P[5% en distinto dia que 12, 22 32 y 42] =

=1‘£.2.i.2=36_0=0,15

7 7 7 7 2401

Plalguna coincidencial = 1 — P[ninguna coincidencial = 1 — 0,15 = 0,85

@ En una competicion de tiro con arco, cada tirador dispone, como maximo, de
§ tres intentos para hacer diana. En el momento en que lo consigue, deja de ti-
rar y supera la prueba y, si no lo consigue en ninguno de los tres intentos,
queda eliminado. Si la probabilidad de hacer blanco con cada flecha, para un
determinado tirador, es 0,8:

a) Calcula la probabilidad de no quedar eliminado.

b) Si sabemos que supero la prueba, ;cual es la probabilidad de que lo haya
conseguido en el segundo intento?
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a) 12 forma

P[NO ELIMINADO] = P[ac 12] + P[NO ac 12 y AcC 22] + P[NO AC 12 y NO AC 22 y AC 32] =

=08+02-08+02-02-08=0,992

22 forma

P[NO ELIMINADO] = 1 — P[ELIMINADO] = 1 — P[NO AC 12 y NO AC 22 y NO AC 3¢] =

=1-0,23=1-0,008 = 0,992

b) P[AC 22/NO ELIMINADO] =

PlNoac 1*yac2f _ 0,2-08

~0,1613

P[NO ELIMINADO]

0,992

Sea A el suceso “una determinada persona A resuelve un determinado pro-

blema” y B el suceso “lo resuelve la persona B”.

Se sabe que la probabilidad

de que lo resuelvan las dos personas es de 1/6; y, la de que no lo resuelva nin-
guna de las dos es de 1/3. Sabiendo que la probabilidad de que lo resuelva una
persona es independiente de que lo resuelva la otra, calcula P(4) y P(B).

Llamamos PlA] = x; P[Bl=y. Como A y B son independientes:

PIAN Bl = PlA] - PIB] — x‘y=%
Ademis, tenemos que:
P[A’ﬂB’]=P[(AUB)’]=% = P[AUB]=1—%=%
Pero:
_ _ 1 _ 2 i} iy )
PlAU Bl = P[A] + PIB] - PIA( B] = X+y_€_§’ es decir: xty= =
Uniendo las dos condiciones anteriores:
=L -5 _
Xy ¢ Y C X
-3 S_=Lo5x a1 s szl
X+ C x(6 x) g X g5 o 6x% =1
a2 — 50 + 1 07x=5i\/25—24=511/ 12 2
12 127~ . _4 _1
T2 3
Hay dos soluciones:
1 1 PlAl = 1/2
YT 7 UVT3 7 pm=13
_ 1 B 1 P[A]=1/3
T3 7Y 7 \pBi=12
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51

¢{Qué es mas probable, obtener alguna vez un 6 lanzando un dado 4 veces o
un doble 6 lanzando dos dados 24 veces?

4
P[AL MENOS UN 6 EN 4 TIRADAS] = 1 — PININGUN 6 EN 4 TIRADAS] = 1 — (%) = 0,5177

« 24
P[DOBLE 6 CON 2 DADOS EN 24 TIRADAS] = 1 — P[NINGUN DOBLE 0] @ 1- (%) = 0,4914

13

0 _ (VL -1_- L -3
P[DOBLE 6 EN UNA TIRADA] ( ) 36 —  P[NO DOBLE 6] = 1 36 " 36

6

Por tanto, es mas probable sacar al menos un 6 lanzando 4 veces un dado.
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Lanzamiento de varios dados
CUATRO DADOS

La distribucion de probabilidades de la suma de cuatro dados es la siguiente:

x| 4|s]6l7]8]ofo]1n]|12]13]14
1| 4[10[20]35]56|80|104| 125|140 | 146

273 Rl R Rl vl vl Rl oot

6t 6t 6|6t 6t |6t 6t | 6t | 6t | 6f | 6t

x| 1516 17| 18| 19| 20 | 21 | 22| 23| 24

140(125[104| 80 | 56 | 35| 20| 10 | 4 1
Pil 6| 6 |6t | 6" | 6" | 6% | 6 | 6 | 6 | 6F

a) Haz su representacion grafica y observa su parecido con la distribuciéon normal.

b) Calcula su media y su desviacion tipica. (Hazlo con calculadora y ten en cuen-
ta que, puesto que los denominadores son iguales, puedes poner en las fre-
cuencias los correspondientes numeradores).

¢) Comprueba que los parametros del promedio de los resultados son MEDIA = 3,5
Y DESVIACION TiPIcA = 0,855 pues se obtienen dividiendo por cuatro los corres-
pondientes parametros de sus sumas. La media es la misma que las anteriores
y la desviacion tipica menor que las anteriores.

a)

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Unidad 10. Las muestras estadisticas



b) u=14; o =342

c) 14:4=35; 342:4=0,855
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1. Una ganaderia tiene 3 000 vacas. Se quiere extraer una muestra de 120. Explica
como se obtiene la muestra:
a) Mediante muestreo aleatorio simple.

b) Mediante muestreo aleatorio sistematico.

a) — Se numeran las vacas del 1 al 3000.
— Se sortean 120 nameros de entre los 3 000.

— La muestra estard formada por las 120 vacas a las que correspondan los nime-
ros obtenidos.

3000
120

— Se sortea un nimero del 1 al 25. Supongamos que sale el 9.

=25

b) Coeficiente de elevacion: h =

— Las vacas seleccionadas para la muestra serian las que correspondieran a los
nimeros 9, 34, 59, 84, 109, ..., 2984.
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2. Una ganaderia tiene 2 000 vacas. Son de distintas razas: 853 de A, 512 de B, 321
de C, 204 de D y 110 de E. Queremos extraer una muestra de 120:

a) ¢Cuantas hay que elegir de cada raza para que el muestreo sea estratificado
con reparto proporcional?

b) ¢Como ha de ser 1a eleccion dentro de cada estrato?

a) Llamamos 72, al nimero de vacas que debemos elegir de raza A, n, al de raza B,
ny alde C, ny alde Dy ng al deE.
Ha de cumplirse que:

120 _ ™ _ 1y My Ny 75

2000 853 512 321 204 110

Asi, obtenemos:

n, = 51,18 n, =30,72 ny = 19,26 n,=12,24 ny=06,6
La parte entera de estos nimero suma:

51+ 30+ 19+ 12 + 6 = 118. Faltan 2 para llegar a 120.
Por tanto, debemos elegir:

51 vacas de raza A, 31 vacas de B, 19 de C, 12 de Dy 7 de E.
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3. Obtén aleatoriamente cuatro niimeros enteros al azar entre 1y 95.

Por ejemplo:

) TT0LREE) 0 95 0 1 & 22080

RAN’

RAN'

) CTEER8 0 95 ® 1 & [5.58)
) AR 95 @ 1 & 2330

) 0 8REI095 ® 13 ([C88.99)

Hemos obtenido los nimeros 5, 22, 27 y 80.

5
5
5
N

22

27
80

4. Obtén cinco nimeros enteros elegidos aleatoriamente entre 1y 800.

Por ejemplo:

) CTTGTEH) 0 800 0 1 @ (892
) 888880 ® 1@ CEEH

RAN'

@) (L 0.835xX)80®H 1 & 569

@) (0999800 ® 1313802
) (88228 x)800 3 13 498.5

RAN'

Hemos obtenido los nimeros 79, 84, 360, 498 y 669.
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-
N
N
N
N

84
79
069
300
498

5. De una poblacion de N = 856 elementos, deseamos extraer una muestra de ta-

maifo »n=10.

Mediante el uso de numeros aleatorios, designa cuales son los 10 individuos

que componen la muestra.

Para multiplicar por 856 los nimeros que aparezcan en pantalla, introducimos:

856 (factor constante)

Ahora recurrimos a los nimeros aleatorios. Por ejemplo, podemos obtener:

o Ell
= =
Z Z
£y e

o

=

Z
£

o

=

S
£y

£
=
Z

E]

=

Z
e

(
(
(
(
(
(
(

£

=

=
£y

§.835 & 119.15)
.13 ®( 358.564)
8.559 ([ 41%.229)
§.967 =( 485.352]
§530 3 453.68)
8.057 & 48. 792
§.8993 & 50.008)
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715
359
475
480
454
49

851



) 8.386 ®(_338.576) — 339
w) 8.003 &I Pi.128] > 12
@) 0.636 =[__544.M158

Los individuos elegidos para la muestra serfan los correspondientes a los nimeros 12,

49, 339, 359, 454, 475, 480, 545, 715 y 851.

6. De una poblacion de 543 individuos, queremos extraer una muestra de tama-
10 40 mediante nimeros aleatorios.

Obtén los cinco primeros elementos de dicha muestra.

Para multiplicar por 543 los nimeros que aparezcan en pantalla, introducimos:
543 (factor constante)

Ahora recurrimos a los nimeros aleatorios. Por ejemplo, podemos obtener:

() 8.237 & 128881 — 129
) I - 38553 > 39
) ( 8.609 ®C 333903 - 334
) 8.997 & _288.871) — 270
) 0908 257925 — 258

Los cinco primeros elementos de la muestra serian los correspondientes a los nimeros
129, 39, 334, 270 y 258.
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1. Halla las siguientes probabilidades en una distribucion N (0, 1):

a) Plz> 2,8] b) P[z < -1,8] c) Pl[z>-1,8]
d) P[1,62 < z< 2,3] e) P[1<z<2] f) P[-0,61 < z< 1,4]
g P[-1<=z<2] h) P[-2,3 < 2 <-1,7] i) P[-2<z<-1]

a) Plz>28l=1-Plz<28=1-0,9974 = 0,0026

b) Plz<-181=P[z21,81=1-Plz< 1,8 =1 -0,9641 = 0,0359

) Plz>-1,8] = Plz < 1,8] = 0,9641

d) P[1,62 < z< 23] = Plz < 23] - Plz < 1,62] = 0,9893 — 0,9474 = 0,0419
e) Pl1<z<2]=Plz<2l- Plz<1] = 0,9772 — 0,8413 = 0,1359

f) P[-0,61<z<14]=Plz<14]-Plz<-0061]=Plz<14]-Plz>0,61] =

= Plz< 1,41 - (1 - Pz < 0,61) = 0,9192 — (1 — 0,7291) = 0,6483
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@ P-1<2z<2]=Plz<2]-Plz<-1]=Plz<2]-Plz21] =
=Plz<2]-A-Plz<1D =0,9772 - (1 - 0,8413) = 0,8185

h) Pl[-23<z<-1,71=P[1,7<z<23]=Plz<23]-Plz<17] =
= 0,9893 — 0,9554 = 0,0339

) Pl2<z<-11=P[1<2<2]=Plz<2]-Plz< 1] = 0,9772 — 0,8413 = 0,1359

2. Calcula el valor de k (exacta o aproximadamente) en cada uno de los siguien-
tes casos:

a) P[z< k] =0,5 b) Pz < k] = 0,8729
c) Pl[z< k=09 d) P[z< k] = 0,33
e) Pl[z<k]=0,2 ) P[z> k] = 0,12
g) Plz= k] =0,9971 h) P[z > k] = 0,6

a) Plz<kl=05 —> k=0
b) Plz<kl=0,8729 — k=114
c) Plz<kl=09 — k=128

d) Plz<kl=0,33

Plz2-kl =033 — Plz<-kl=1-0,33=0,07

' — k=044 — k=-044

e) Plz<kl=0,2
Plz<-k=1-02=08 — k=084 — k=-084

f) Plz>kl =012
Plz<khl=1-012=088 — k=1175

@) Plz >kl = 09971
Plz<—H=09971 — —k=276 — k=-276

h) Plz>kl =06
Plz< -kl =06 — -k=025 — k=-0,25
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3. En una distribucion N(18, 4), halla las siguientes probabilidades:

a) P[x < 20]
d) P[19 < x < 23]

b) P[x > 16,5]
e) P[11 < x < 25]

o) P[x <11]

2) Plx<20] = P[z < @] - Pl <0,5] = 0,6915

b)mxzmﬂ=pzzHﬁ%iﬂ=pwz4m&=Pusawhw5%o
_ 11 -181 _ _ _ _
c) Plx<11] = P[ZS —] =Plz<-1,75]=Plz>1,75] =1 - Plz<1,75] =
— 1-0,9599 = 0,0401

) P[l9£x£23]=P[192

18 ¢ .« 23;18] = Pl025 < 2<1,25] =

= P[z < 1,25] - P[z £0,25] = 0,8944 — 0,5987 = 0,2957

11 - 18 <5< 25-18

e) P11 <x<25] =P[

4

- ]=PFLESZS1Jﬂ=

=Plz<1,75] - Plz<-1,75] = P[z < 1,75] — Plz > 1,75] =
=2P[z<1,751-1=2"-0,9599 — 1 = 0,9198

. En una distribucion N(6; 0,9), calcula k para que se den las siguientes igual-
dades:

a) P[x < k] = 0,9772
o) Plx< k] =0,3

b) Plx< k] = 0,8
d) Plx > k] = 0,6331

a) Plx <kl =0,9772

P[xS/e]=P[sz_6]=O,9772 N k0;96=2 S k=78
b) Plx <kl =08
Px<k=Plz<®=0l-08 - *=0_084 = k=675
0,9 | 0,9
¢ Plx<kl=03
ko6 k—6
< = < = ——| = =
Pes i =ples £0] =03 - (079) 052 — k=5532
d) Plx =kl = 0,6331
ko6 o
> = > = =Y\ = =
Pz i = plz2 S0 - 06331 (0’9) 034 — k=50604
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1. Calcula razonadamente los valores criticos correspondientes a las probabilida-
des 0,95y 0,99.

e Para una probabilidad de 0,95:

1-095
2

% = =0,025; 0,95 + 0,025 = 0,975

o/2 0,95 o/2
Plz<z,,1=0975 — z,,=19

/2 /2

e Para una probabilidad de 0,99:

% _ 1 —20799 = 0,005; 0,99 + 0,005 = 0,995
o/2 0,99 o/2

Plz<z,,1=0995 — z,,=2575

/2 202

2. Calcula los valores criticos correspondientes:

a) a = 0,09 b) o = 0,21 c) a = 0,002

a) =009 — 1-a=091
% - 0_;)9 = 0,045; 0,91 + 0,045 = 0,955

Plz<z,,1 =095 — z,,=170

b) a=021 —» 1-0=0,79

0,21

AW
2 2

=0,105; 0,79 + 0,105 = 0,895
Plz<z,,1=089 — z,,=125
c) 00=0002 — 1-0=0,998

% = 0,001; 0,998 + 0,001 = 0,999

Plz<z,,1=099 — z,,=308
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3. En una distribucion N (173, 6) halla los intervalos caracteristicos para el 90%,
el 95% y el 99%.

Para el 90%: (173 — 1,645 - 6; 173 + 1,645 - 6) = (163,13; 182,87)
Para el 95%: (173 — 1,96 - 6; 173 + 1,96 - 6) = (161,24; 184,76)

Para el 99%: (173 — 2,575 - 6; 173 + 2,575 - 6) = (157,55; 188,45)

4. En una distribucion N(18, 4) halla los intervalos caracteristicos para el 95% y
el 99,8%.

Para el 95%: (18 — 1,96 - 4; 18 + 1,96 - 4) = (10,16; 25,84)

Para el 99.8%: 1— o =0998 — o =0002 — % = 0,001

(03]

0,998 + 0,001 = 0,999 — =z, =30

(18 — 3,08 - 4; 18 + 3,08 - 4) = (5,68; 30,32)
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1. Los parametros de una variable son: |l = 16,4, G = 4,8. Nos disponemos a ex-
traer una muestra de »n = 400 individuos:

a) Halla el intervalo caracteristico para las medias muestrales correspondien-
tes a una probabilidad p = 0,99.

b) Calcula P[16 < x < 17].

Como n > 30, las medias muestrales se distribuyen segiin una normal de media

o G 4,8 4,8 .
W =16,4 y de desviacion tipica ——= = ——— = == = 0,24; es decir:
Vn 400 20

x es N(16,4; 0,24)

a) Para p=099 — z,,=2575
El intervalo caracteristico es:
(16,4 — 2,575 - 0,24; 16,4 + 2,575 - 0,24); es decir: (15,78; 17,02)
16(;2146,4 << 170—’2146,4
= Plz<25] - Plz<-1,67] = Plz<25] - Plz > 1,67] =

b) P[16<x<17]=P =Pl-1,67<z<25] =

=Plz<25] - -Plz<1,67D = 0,9938 — (1 — 0,9525) = 0,9463
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2. Los sueldos, en euros, de los empleados de una fabrica se distribuyen N (1 200,
400). Se elige al azar una muestra de 25 de ellos. ;Cual es la probabilidad de
que la suma de sus sueldos sea superior a 35 000 €?

Halla el intervalo caracteristico para las sumas de 25 individuos, correspon-
dientes a una probabilidad del 0,9.

La suma de los sueldos sigue una distribucion normal de media 7y = 25 - 1200 =

= 30000 € vy de desviacion tipica oVn =400 - V25 =400 - 5 = 2000 €; es decir:
x es N(30000; 2000)

Por tanto:

P[Ex > 35000] = |z > 22000 =30000 1 _ 5o 55—

2000
=1-Plz<25]=1-0,9938 = 0,0062

Intervalo caracteristico:

Para una probabilidad del 0,9 es:
(30000 — 1,645 - 2000; 30000 + 1,645 - 2000); es decir: (26710; 33290)
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1. La variable x es binomial, con n=1200 y p = 0,008.
a) Calcula la probabilidad de que x sea mayor que 10.
b) Halla el intervalo caracteristico para una probabilidad del 95%.

Como np=9,6>5y ng>5, podemos aproximar mediante una normal de media
W=mnp=906 yde desviacion tipica 6 = Vnupg = V1200 - 0,008 - 0,992 = 3,09.

Es decir:
x es B(1200; 0,008) — x' es N(9,6;3,09) — =z es NQO, 1)

> M] = Plz 2 0,29] =

3,09
=1-Plz<029] = 1-0,6141 = 0,3859

a) Plx>10] = Plx'>105] = P

b) Para una probabilidad del 95%, z,, = 1,96.
El intervalo caracteristico sera:

(9,6 — 1,96 - 3,09; 9,6 + 1,96 - 3,09); es decir: (3,54; 15,60)

2. Si tenemos un dado correcto y lo lanzamos 50 veces:
a) ¢Cual es la probabilidad de que “el 1” salga mas de 10 veces?

b) ¢Cual es la probabilidad de que salga “muiltiplo de 3” al menos 20 veces?
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a) Llamamos x = “n® de veces que sale el 17; asi, x es B(SO' l)

"0
Como np >5 y ng >5, podemos aproximar mediante una normal de media

= 8,33 y de desviacion tipica ¢ = 4/ 50 - 1.2 2,64; es decir:

=50
w=>s 6 6

1
6

X es B(SO; %) — x' es N(8,33;264) — z es NO, 1

_- 105-833

= r> =
Plx > 10] = Plx'>210,5] = P|z > 2.64

=Plz>2082]=1- P[z<0,82] =

=1-0,7939 = 0,2061

b) Llamamos x = “n? de veces que sale multiplo de 3”. La probabilidad de obtener

un multiplo de 3 en una tirada es p = % = % Asi, x es B(SO; %)

Como np >5 y ng>5, podemos aproximar mediante una normal de media

u=50- % = 16,67 vy de desviacion tipica © = '\, 50 - % : %

X es B(SO; %) — x' es N(6,67;333) — =z es NO, D

3,33; es decir:

5 195-1667

Plx 220l = Plx'2 1 =P
[x | = Plx’=19,5] 333

] — P22 085 = 1 - Plz < 085] =

=1-0,8023 = 0,1977
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1. Como sabemos, en un dado correcto la proporcion de veces que sale el 5 es
1/6 = 0,16. Halla los intervalos caracteristicos correspondientes al 90%, 95% y
99% para la “proporcion de cincos”, en tandas de 100 lanzamientos de un da-
do correcto.

Las proporciones de cincos en tandas de 100 lanzamientos siguen una distribucion

normal de media p = % = 0,17 y de desviacion tipica ,\,p7q = '\’% =

= 0,037; es decir:

pr es N(0,17; 0,037)
Hallamos los intervalos caracteristicos:
e Para el 90%: (0,17 = 1,645 - 0,037) = (0,109; 0,231)
e Para el 95%: (0,17 = 1,96 - 0,037) = (0,097; 0,243)
e Para el 99%: (0,17 + 2,575 - 0,037) = (0,075; 0,265)

Unidad 10. Las muestras estadisticas
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Muestras

o En cada uno de los casos que se mencionan a continuacion, el colectivo ges
poblacion o es muestra?

Explica por qué.

a) Un campesino tiene 87 gallinas. Para probar la eficacia de un nuevo tipo
de alimentacion, las pesa a todas antes y después de los 30 dias que dura
el tratamiento.

b) Un granjero prueba con 100 de sus gallinas la eficacia de un nuevo tipo
de alimentacion.

a) Es poblacion, porque pesa a todas las gallinas.

b) Es muestra, porque no pesa a todas las gallinas, sino solo a una parte de ellas.

2 Un fabricante de elasticos quiere estudiar su resistencia a la rotura. Para
ello, los estira hasta que se rompen y anota el grado de estiramiento que al-
canzan sin romperse.

¢Puede realizar dicho estiramiento sobre la poblacion o es imprescindible
realizarlo sobre la muestra? ;Por qué?

Es imprescindible hacerlo sobre una muestra, porque interesa romper la menor
cantidad de elasticos posible.

0 Solo uno de los siguientes procedimientos nos permite obtener una muestra
representativa. Di cudl es y, en los otros, estudia el sentido del sesgo y su im-
portancia:

a) Para estudiar las frecuencias relativas de las letras, se toman al azar 20 li-
bros de la biblioteca de un centro escolar y se cuenta las veces que apare-
ce cada letra en la pagina 20 de los libros seleccionados.

b) Para conocer la opinion de sus clientes sobre el servicio ofrecido por
unos grandes almacenes, se selecciona al azar, entre los que poseen tarje-
ta de compra, a 100 personas entre las que han gastado menos de 1 000 €
el iltimo afo, otras 100 entre las que han gastado entre 1 000 € y 5 000 €
y 100 mas entre las que han gastado mas de 5 000 €.

c) Para calcular el nimero medio de personas por cartilla en un Centro de
Salud de la Seguridad Social, los médicos toman nota de las cartillas de las
personas que acuden a las consultas durante un mes.

a) Es una muestra representativa.
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b) No es representativa, porque hay mucha mds gente en un intervalo (por ejem-
plo, entre 1000 € y 5000 €) que en otro (mas de 5000 €), y hemos tomado el
mismo nimero de representantes. Ademads, hay otra mucha gente sin tarjeta que
no se ha tomado en cuenta.

©) No es representativa, ya que lo que mas se va a ver son las cartillas que corres-
ponden a familias numerosas. Esta claro que, cuanta mas genta tenga esa cartilla,
mas facil es que ese mes se tome nota de ella.

4  Lavalidez de la informaciéon que nos proporciona una encuesta depende, en
gran medida, de la cuidadosa elaboracion del cuestionario.

Algunas de las caracteristicas que deben tener las preguntas, son:

— Ser cortas y con un lenguaje sencillo.

— Sus respuestas deben presentar opciones no ambiguas y equilibradas.
— Que no requieran esfuerzo de memoria.

— Que no levanten prejuicios en los encuestados.

Estudia si las siguientes preguntas son adecuadas para formar parte de una
encuesta y corrige los errores que observes:

a) ¢Cuanto tiempo sueles estudiar cada dia?
Mucho [] Poco [ Segun el dia [
b) ¢Cuantas veces fuiste al cine a lo largo del afio pasado?
©) (Qué opinion tienes sobre la gestion del alcalde?
Muy buena [] Buena [ Indiferente [
d) ¢Pierden sus hijos el tiempo viendo la television?
Sil] No []
e) ¢En qué grado cree usted que la instalaciéon de la planta de reciclado afec-
taria al empleo y a las condiciones de salud de nuestra ciudad?

a) y ©) adecuadas (para mejorarlo, podriamos anadir en ¢) la opcion: Mala [ ).

b) Cambiar por:

¢Con qué frecuencia vas al cine?

[ Mucho [J Poco [] Nunca
d) Cambiar por:

¢Con qué frecuencia ven sus hijos la television?

[ 1 Mucho [] Poco [J Nunca
e) Cambiar por:

¢nstalaria una planta de reciclado en su ciudad?

L] St [J No
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5 De un colectivo de 500 personas elige una muestra de 20 mediante:
a) Un muestreo aleatorio sistematico.
b) Un muestreo aleatorio simple.
Utiliza la tecla de la calculadora.

Para los dos casos, numeramos a las personas del 1 al 500.

500 -
- = = 2
a) h 20 5

Origen: 25 13 (por ejemplo)
Deberemos elegir las personas cuyos nimeros sean:

14, 39, 64, 89, 114, 139, 164, 189, 214, 239, 264, 289, 314, 339, 364, 389, 414, 439,
464, 489.

b) Con la tecla de la calculadora, hacemos: 500 (=) hasta obtener
20 resultados distintos.

6 En un conjunto de 1 000 conductores hay:
— 50 taxistas.
— 75 camioneros.
— 25 conductores de autobus.
El resto son conductores de vehiculos corrientes y se reparten asi:
— 250 con mas de 20 afios de experiencia.
— 425 con una experiencia de entre 5y 20 aflos.
— 175 con una experiencia de 0 a 5 afios.

Para confeccionar una muestra de 40 individuos mediante muestreo aleato-
rio estratificado proporcional, ;cuantos hay que seleccionar de cada uno de
los seis estratos?

Llamamos 7, al nimero de taxistas que tendriamos que seleccionar, 72, al nime-
ro de camioneros, 7; al nimero de conductores de autobuses, 7, al nimero de
conductores con mas de 20 afos de experiencia, 75 al de conductores con una
experiencia entre 5y 20 afos y 7, al de conductores con una experiencia de 0 a
5 anos. Entonces:

5 g 40

50 75 25 250 425 175 1000
Asi, deberemos elegir:
n, = 2 taxistas
7, = 3 camioneros
ny =1 conductor de autobus
1, = 10 conductores con mas de 20 anos de experiencia
ns = 17 con experiencia entre 5y 20 anos

n, =7 con experiencia entre 0 y 5 anos
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En cierto barrio se quiere hacer un estudio para conocer mejor el tipo de ac-
tividades de ocio que gustan mas a sus habitantes. Para ello, van a ser en-
cuestados 100 individuos elegidos al azar.

a) Explica qué procedimiento de seleccion seria mas adecuado utilizar:
muestreo con o sin reposicion. ¢Por qué?

b) Como los gustos cambian con la edad y se sabe que en el barrio viven
2 500 nifios, 7 000 adultos y 500 ancianos, se decide elegir la muestra utili-
zando muestreo estratificado.

b.1) Define los estratos.

b.2) Determina el tamafio muestral correspondiente a cada estrato.
a) Muestreo sin reemplazamiento para evitar repeticiones.
b)b.1) Ninos, adultos y ancianos.

b.2) Llamamos 72, al nimero de nifos que deberfamos elegir, 7, al nimero
de adultos y 75 al nimero de ancianos.

Tenemos que:

ny n, Nz 100

2500 7000 500 10000

Asi, deberfan elegirse:
n, = 25 ninos
1, = 70 adultos

ny = 5 ancianos

En determinada provincia hay cuatro comarcas, C1, C2, C3 y C4, con un to-
tal de 1500 000 personas censadas. De ellas, 300 000 residen en C1, 450 000
en C2 y 550 000 en C3. Se quiere realizar un estudio sobre las costumbres
alimenticias en esa provincia basado en una muestra de 3 000 personas.

a) ¢Qué tipo de muestreo deberiamos realizar si queremos que en la muestra
resultante haya representacion de todas las comarcas?

b) ¢Qué nimero de personas habria que seleccionar en cada comarca, aten-
diendo a razones de proporcionalidad?

c) ¢Como seleccionarias las personas en cada comarca?

Justifica las respuestas.
a) Deberiamos realizar un muestreo aleatorio estratificado.

b) El ndmero de personas que residen en C4 es:

1500000 — (300000 + 450000 + 550000) = 200000
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Llamamos n,, n,, n, y n, al numero de personas que tendriamos que selec-

cionar en cada comarca (C1, C2, C3 y C4, respectivamente). Entonces:

"y ) "3 ny, 3000

300000 450000 550000 200000 1500000

Por tanto, debemos elegir:
n, = 600 personas de C1
7, = 900 personas de C2
ny = 1100 personas de C3
1, = 400 personas de C4

¢) Dentro de cada comarca, podriamos seleccionarlos mediante un muestreo alea-

torio simple, o mediante un muestreo sistematico.

Intervalos caracteristicos
Distribucién de medias y proporciones muestrales

0 En una distribucién normal de media | =9,5 y varianza ¢2 = 1,44, halla el

intervalo caracteristico para el 99%.

Parael 99% — 1-0=099 — z,,=2575

El intervalo sera de la forma:
(L—-2,575 0,u+2575 0)

En este caso, como UL=95y 0= @ = 1,2, queda:
(9,5-2575-1,2;95+ 2575 1,2), es decir: (6,41; 12,59)

10 En las distribuciones nor-
), a) b) 9] d e)
males cuyos parametros se
dan, halla el intervalo ca- MEDIA, M 0 0 0 0 112
racteristico que en cada ca- DESV. TIPICA, G | 1 1 1 1 15
so se indica: PROBABILIDAD 95 99 90 80 95
) g) h) i
MEDIA, W 3512 | 3512 | 3512 | 3512
DESV. TIPICA, © 550 550 550 550
PROBABILIDAD 99 95 90 80

El intervalo caracteristico es de la forma:
(u — 2o O T Zy o)

a) z,, =196, u=0;0=1
Intervalo (-1,96; 1,96)
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b)z,,=2,575n=0,0=1
Intervalo (=2,575; 2,575)

Q) Zy = 1,645, 0 =0;0=1
Intervalo (-1,645; 1,645)

d)Za/z =128, u=0;0=1
Intervalo (-1,28; 1,28)

e) Zom = 1,96; u =112, 6 = 15
Intervalo (82,6; 141,4)

£ z,, = 2,575 1 =3512; 6 = 550
Intervalo (2095,75; 4928,25)

2 2z, = 1,96; 0 = 3512; 6 = 550
Intervalo (2434; 4590)

h) z,, = 1,645 u = 3512; 6 = 550
Intervalo (2607,25; 4416,75)

D z,, =128 W=35120 =550
Intervalo (2808; 4216)

11 En una distribuciéon normal con media |l = 25 y desviacion tipica 6 = 5,3; ob-
tén un intervalo centrado en la media, (L— &, L + k), de forma que el 95% de los
individuos estén en ese intervalo.

El intervalo sera de la forma:
(“_Zoc/z TO Mt 2 o)
Como 1-o =095, entonces z, = 1,96. Asi, el intervalo sera:

(25-1,96 - 5,3; 25 + 1,96 - 5,3); es decir: (14,612; 35,388)

12 En una distribucion N(10, 4), obtén un intervalo centrado en la media (u—
k, 1 + k), tal que:

Plu—k<x<u+k]l=090

El intervalo sera de la forma:
(M=2y, O L+ 2, O

Como 1-oa =090, entonces z, = 1,645. Asi, el intervalo sera:

(10 — 1,645 - 4; 10 + 1,645 - 4); es decir: (3,42; 16,58)
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Di como se distribuyen las medias muestrales en cada uno de los siguienes
casos:

a) b) c)
‘E DISTRIBUCION Normal | Desc. | Normal
E MEDIA, W 20 20 3,75
§ DESV. TIPICA, © 4 4 1,2
TAM. MUESTRA, 72 16 100 4

d e) £ g
\E DISTRIBUCION Desc. | Norm. | Desc. | Desc.
2 | MEDIA, B 375 | 112 | 112 | 3512
§ DESV. TIPICA, O 1,2 15 15 550
TAM. MUESTRA, 72 50 100 100 40

Recordemos que si la poblacion se distribuye segiin una normal N(u, 6), o bien
seleccionamos una muestra de tamafio 7 = 30 en una poblacién cualquiera (no
necesariamente normal) con media U y desviacion tipica ©, entonces, las medias

. R c .
muestrales siguen una distribucion N (u, \/T) Aplicamos este resultado en cada
n

uno de los casos propuestos:

4 .
a) N(ZO, —); es decir, N(20, 1)
V16
4 .
b) N(ZO, —); es decir, N(20; 0,4)
V100
1,2 y
C) N(5,75; ;); es decir, N(3,75; 0,6)
V4
d) N(3 75; £) es decir, N(3,75;0,17)
) ) ’\/% b b ) ) )
e) N(112, i), es decir, N(112; 1,5)
\100
f) N(112 i) es decir, N(112; 1,5)
) m ) ) ) )
9 N(5 512, ﬂ); es decir, N(3512; 86,96)
V40
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Halla el intervalo caracteristico correspondiente a la probabilidad que en
cada caso se indica, correspondiente a las medias muestrales del ejercicio
anterior:

a) 90% b) 95% <) 99% d) 90% €) 95% f) 80% g) 99%
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a) 2, = 1,645
Intervalo (20 — 1,645 - 1; 20 + 1,645 - 1); es decir: (18,355; 21,645)

b) z,, =196
Intervalo (20 — 1,96 - 0,4; 20 + 1,96 - 0,4); es decir: (19,216; 20,784)

Q) 2y, = 2,575
Intervalo (3,75 — 2,575 - 0,6; 3,75 + 2,575 - 0,6); es decir: (2,205; 5,295)

Dz, =1,645
Intervalo (3,75 — 1,645 - 0,17; 3,75 + 1,645 - 0,17); es decir: (3,47; 4,03)

e) z,, = 1,96
Intervalo (112 — 1,96 - 1,5; 112 + 1,96 - 1,5); es decir: (109,06; 114,94)

£) 2, = 1,28
Intervalo (112 — 1,28 - 1,5; 112 + 1,28 - 1,5); es decir: (110,08; 113,92)

2 2z, = 2,575
Intervalo (3512 — 2,575 - 86,96; 3512 + 2,575 - 86,90); es decir:
(3288,078; 3735,922)

15 Averigua cémo se distribu- Dimloldle D
yen las proporciones mues-
trales, pr, para las pobla-
ciones y las muestras que se

describen a Continuacién! TAMANO’ n’ 10 20 30 50 100 | 100
DE LA MUESTRA

PROPORCION, D,

ox 1a ronacoe | 03 [ 0.6 108 ] 0,1]005]0,15

Recordemos que, si np =5 y ng =5, entonces, las proporciones muestrales si-
A ,Pq
n

guen una distribucion NV (p,

Aplicamos este resultado a cada uno de los casos propuestos. Comprobamos que
en todo ellos se tiene que np =5 y ng = 5.

a) N(O,S ‘\’ 0 S 0, 5) es decir, N(0,5; 0,158)
b) N(o,6 NS ) es decir, N(0,6;0,110)
c) N(O,S '\’ 0, 8 O 2 ), es decir, N(0,8; 0,073)
d)N(O,l, A 2L 09) es decir, N(0,1;0,042)
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e) N(0,0S; \[W); es decir, N(0,05; 0,0218)
£) N(O,lS; \/%); es decir, N(0.15; 0,036)

Halla los intervalos caracteristicos para las proporciones muestrales del
ejercicio anterior, correspondientes a las probabilidades que, en cada caso,
se indican:

a) 90% b) 95% ©) 99% d) 95% €) 99% f) 80%

a) z,,, = 1,645

Intervalo (0,5 — 1,645 - 0,158; 0,5 + 1,645 - 0,158); es decir: (0,24; 0,76)
b))z, =196

Intervalo (0,6 — 1,96 - 0,110; 0,6 + 1,96 - 0,110); es decir: (0,38; 0,82)
Q) 2y, = 2,575

Intervalo (0,8 — 2,575 - 0,073; 0,8 + 2,575 - 0,073); es decir: (0,61; 0,99)
Dz, =196

Intervalo (0,1 — 1,96 - 0,042; 0,1 + 1,96 - 0,042); es decir: (0,018; 0,182)
e) Zy, = 2,575

Intervalo (0,05 — 2,575 - 0,0218; 0,05 + 2,575 - 0,0218); es decir: (=0,006; 0,106)
f) Zon = 1,28

Intervalo (0,15 — 1,28 - 0,0306; 0,15 + 1,28 - 0,036); es decir: (0,104; 0,196)

PARA RESOLVER

@ En una distribucion N (20, 6), tomamos muestras de tamaifio 64.

S

a) ;Cual es la distribucion de las medias de las muestras?
b) ¢Cual es la probabilidad de extraer una muestra cuya media esté com-
prendida entre 19 y 21?

a) Las medias muestrales, x, se distribuyen segiin una normal de media @ =20 vy

6

de desviacion tipica o _.6 _6_ 0,75; es decir:

x es N(20; 0,75)

19-20 _ __21-20]_,
0,75 0,75

= Plz < 1,33] - Plz <-1,33] = P[z < 1,33] - (1 - Plz < 1,33]) =

b)P[19<x<2l]=P

[-1,33 <z <1,33] =

=2P[z<1,33]-1=2-0,9082 -1 = 0,8164
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18 Se sabe que el cociente intelectual de los alumnos de una universidad se dis-
S tribuye segiin una ley normal de media 100 y varianza 729.

a) Halla la probabilidad de que una muestra de 81 alumnos tenga un cocien-
te intelectual medio inferior a 109.

b)Halla la probabilidad de que una muestra de 36 alumnos tenga un cocien-
te intelectual medio superior a 109.

El cociente intelectual sigue una distruibucién normal de media p = 100 y de des-
viacion tipica ¢ = V729 = 27; es decir, x es N(100, 27).

a) Las medias en muestras de 81 alumnos se distribuirin segiin una normal de me-
. TSP 2 . =
dia p =100 y de desviacion tipica o _ 2 _ 27 3; es decir, x es

9
N(100, 3). As: Vno 81

109 — 100

Pl < 109] = P[z < - Plz < 3] = 0,9987

b) Las medias en muestras de 36 alumnos se distribuyen segiin una normal de me-
dia p =100 y de desviacion tipica O o N2 _ 4,5; es decir, x es
N(100; 4,5). Asi:

109 — 100

Plx > 109] = P[z > s

] =Plz>2l=1-Plz<2]=1-0,9772 = 0,0228

19 Las notas en un cierto examen se distribuyen normal con media 1 =5,3 y
desviacion tipica ¢ = 2,4.

Halla la probabilidad de que un estudiante tomado al azar tenga una nota:
a) Superior a 7.

b) Inferior a 5.

c) Comprendida ente 5y 7.

Tomamos al azar 16 estudiantes.

Halla la probabilidad de que la media de las notas de estos 16 estudiantes:
d) Sea superior a 7.

e) Sea inferior a 5.

f) Esté comprendida entre 5y 7.

g)Halla k para que el intervalo (5,3 —k; 5,3 + k) contenga al 95% de las
notas.

h)Halla b para que el intervalo (5,3 —b; 5,3 + b) contenga al 95% de las no-
tas medias de las muestras de 16 individuos.

x es N(5,3;24 — z es NO, 1

a)Plx>7]=P

> > %] —Plz>071]=1-Plz<071] = 1 — 07612 = 0,2388
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MPm<ﬂ=PF<é;%i

)

] = Plz<-0,13] = P[z>0,13] = 1 - P[z<0,13] =

=1-0,5517 = 0,4483

5-53 o 753
2.4 2.4

= Plz < 0,71] - Plz < -0,013] = 0,7612 — 0,4483 = 0,3129

OP5<x<7 =P ]=P[—O,13<z<0,71]=

Las medias de las notas de 16 estudiantes se distribuyen N(S,S; ﬁ), es decir,

x es N(5,3; 0,6). V16

®H§>H=PZ>7825]=Pw>28ﬁ=1—Pk£28ﬁ=1—&%ﬁ=00m3
o) Plx < 5] = Plz < 562’3 ] = Plz<-05]=Plz>05]=1-Plz<05] =

=1- 0,6915 = 0,3085
f)ﬂ5<£<ﬂ=I{5625 <z<7_25]=PFQS<Z<28ﬂ=

’ )

= Plz < 2,83] — P(z < -0,5] = 0,9977 — 0,3085 = 0,6892

2) Es un intervalo caracteristico para la media de la poblacion, por tanto:
R=zy, ©
Como 1-a=095 — z,,=196. Asi
k=196 24=4704

h) Es un intervalo caracteristico para las medias muestrales, en muestras de tamano
16, por tanto:
b=z, 00
Como 1-0a=095 — z,,=196 Asi

b=196"0,6=1,176

@ Cuatro de cada diez habitantes de una determinada poblacion lee habitual-
§ mente el periodico Z.

Halla el intervalo caracteristico para la proporciéon de habitantes de esa po-
blacion que leen el periédico Z, en muestras de tamaiio 49, correspondiente
al 95%.

p = proporcion de lectores del periddico Z = % = 0,4.

El intervalo caracteristico para la proporcion de lectores, pr, en muestras de tama-
no n es de la forma:

(p_zoc/z' \/p%’ p+Z0c/2' \’p%)
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Parael 95% — 1-a=095 — z,,=19

El intervalo sera:
0,4 : 0,6 . . 074 ) 076 . 11 .
(0,4 - 1,96 \,4—9, 0,4 + 1,96 '\'—49 ), es decir: (0,26; 0,54)

21 En un saco mezclamos judias blancas y judias pintas en la relaciéon de 14
blancas por cada pinta.

Extraemos un puiiado de 100 judias.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la proporcion de judias pintas esté com-
prendida entre 0,05y 0,1?

b)Halla un intervalo en el cual se encuentre el 99% de las proporciones de
las muestras de tamafio 100.

a) La proporcion de judias pintas es p = %5 Si extraemos un punado de 100 judias,
tenemos una binomial B(lOO, %)

Una proporcion entre 0,05 y 0,1 significa que haya entre 100 - 0,05 = 5 vy
100 - 0,1 = 10 judias pintas.

Por tanto, si x es B(lOO, L), tenemos que calcular P[5 < x < 10].

15
Como 100 - 1—15 >5 y 100 - % > 5, podemos aproximar la binomial mediante una
. 1 o 1 14
normal de media W = 100 - 'l 6,67 y desviacion tipica 6 = 4/ 100 - s . = =2,49.
Asi, si x es B(lOO, 1—15) — x' es N(6,67;249) — z es N(O, 1). Calculamos:

PI5<x<10]=P5.5<x'<95] =P 5,5 — 0,67 <a< 9,5—6,67]=

249 T 7 249
= P[-0,47 < 2<1,14] = P[z < 1,14] — P[z £ -0,47] =

= Plz<1,14] — Plz > 0,47] = Plz < 1,14] — (1 — Pz < 0,47)) =
=0,8729 — (1 — 0,6808) = 0,5537

b) Si consideramos muestras de tamano 100, el intervalo caracteristico para la pro-
porcion muestral es de la forma:

(P T o2’ \, {7()467 P2 \’ fgo )

Para el 99% — 1-0=099 — 2,,=2575
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Asi, el intervalo sera:

1 15 - adns) J15) - a4/15) (14/15)
( 2,575 - o 52575 =

es decir: (0,0024; 0,1309)
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@ El tiempo de espera, en minutos, de los pacientes en un servicio de urgen-

S

cias, es N(14, 4).
a) ¢Como se distribuye el tiempo medio de espera de 16 pacientes?

b) En una media jornada se ha atendido a 16 pacientes. ;Cual es la probabili-
dad de que el tiempo medio de su espera esté comprendido entre 10 y 15
minutos?

a) El tiempo medio de espera, x, de 16 pacientes se distribuye segtin una normal

4 4

= — =—=1; esdecir x es

o _ 4 _
Vo N1 4

de media W =14 vy de desviacion tipica
N(14, D).

b)P[1I0<x<15]=P =Pl4<z<l1]=

10 — 14 <z< 15— 14
1 1
= Plz < 1] - Plz < 4] = 0,8413 — 0 = 0,8413

Una variable aleatoria se distribuye N(U, 6). Si se extraen muestras de tama-
no n:

a) ¢Qué distribucion tiene la variable aleatoria media muestral, x?
b) Si se toman muestras de tamafio n = 4 de una variable aleatoria x con

distribucion N (165, 12), calcula P[x > 173,7].

_— . S . o c .
a) x sigue una distribucion normal de media U y de desviacion tipica —, es decir,

o

X es N(u, i).
n
b) Las medias muestrales en muestras de tamano 7 = 4 se distribuyen segiin una
normal de media W = 165 y de desviacion tipica o 12 _12_ 6; es decir,

Vo N4 2

x es N(165, 6). Ast:

PlE>173,7] = P|= > Lgl“

= Plz > 1,45] =

=1-Plz<1,45] = 1-0,9265 = 0,0735

Se sabe que el peso en kilogramos de los alumnos de bachillerato de Madrid
es una variable aleatoria, x, que sigue una distribucién normal de desvia-
cion tipica igual a 5 kg. En el caso de considerar muestras de 25 alumnos,
¢qué distribucion tiene la variable aleatoria media muestral, x?
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La variable aleatoria media muestral, x, sigue una distribucion normal con la misma
media que la poblacion, llamémosla W, y con desviacion tipica o -2 5. 1;
Vn 25 5

es decir, x es N(u, 1.

En una ciudad, la altura media de sus habitantes tiene una desviacion tipica
de 8 cm. Si la altura media de dichos habitantes fuera de 175 cm, ¢cual seria
la probabilidad de que la altura media de una muestra de 100 individuos to-
mada al azar fuera superior a 176 cm?

La altura en la poblacion, x, sigue una distribucion normal N(175, 8). Si conside-

ramos muestras de tamano 7 = 100, las medias muestrales se distribuyen segin

una normal de media @ =175 y de desviacion tipica <o __8Y 8" 0,8; es
= ) Vi 100 10
decir, x es N(175;0,8). Ast:
176 — 175

Plx > 176 = P|z > =Plz>125]=1-Plz<125] =

0,8
= 1-0,8944 = 0,1056

En una localidad de 6 000 habitantes, la proporcion de menores de 16 afios
es de 1500/6 000.

a) ;Cual es la distribucion de la proporcion de menores de 16 afios en mues-
tras de 50 habitantes de dicha poblacion?

b) Halla la probabilidad de que, en una muestra de 50 habitantes, haya entre
15 y 20 menores de 16 afios.

a) La proporcion, pr, de menores de 16 anos en muestras de tamano 7 = 50 sigue
una distribucién normal de media p = % = 0,25 y de desviacion tipica:

w[% - \/% = 0,061, es decir, pr es N(0,26; 0,061).

b) El nimero de menores de 16 anos en una muestra de 50 es una binomial
B(50; 0,25). Como np>5 y ng>>5, podemos aproximar mediante una normal
de media p =50 -0,25= 12,5 y de desviacion tipica:

6 =npqg =50 025075 = 3,06

Asi, si x es B(50;0,25) — x’ es N(12,5;3,000 — z es N(O0, 1), entonces:

155-125 _ __ 195-125]_
3,06 3,06

= P[0,98 < z < 2,29] = P[z < 2,29] — P[z < 0,98] =
= 0,9890 — 0,8365 = 0,1525

Pl15 < x <20l = P[155<x'<19,5] = P
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27 El 42% de los habitantes de un municipio es contrario a la gestion del alcal-

28

de y el resto son partidarios de este. Si se toma una muestra de 64 indivi-
duos, ¢cual es la probabilidad de que ganen los que se oponen al alcalde?

En muestras de 64, el nimero de personas que se oponen al alcalde, x, sigue una
distribucién binomial B(64, 0,42). Tenemos que calcular Plx > 32].

Como mnp >5 y ng>5, podemos aproximar mediante una normal de media
Lw=mn-p=064-042=2688 y de desviacion tipica npg =64 0,420,358 =395.
Asi, si: x es B(064, 0,42) — x’ es N(26,88;3,95) — z es N(0, 1), entonces:

Plx> 320 = Plx'2 32,5 = pla> 32522088 | _ pro 5 q 491 -

3,95
=1-Plz<1,421=1-0,9222=0,0778

La probabilidad de que un bebé sea varon es 0,515. Si han nacido 184 bebés,
¢cual es la probabilidad de que haya 100 varones o mas?

Halla el intervalo caracteristico correspondiente al 95% para la proporcion
de varones en muestras de 184 bebés.

e El nimero de varones entre 184 bebés, x, sigue una distribucion binomial
B(184; 0,515). Tenemos que calcular Plx > 100]. Como np >5 y ng>5, po-
demos aproximar mediante una normal de media W = np = 184 - 0,515 = 94,76 y

de desviacion tipica Vnpq = V184 - 0,515 - 0,485 = 6,78. Asi, si:

x es B(184; 0,515) — x' es N(94,76; 6,78) — z es N(0, 1), entonces:
Plx > 100] = Plx’'> 99,5] = P[z > %] - Plz20,70] =
=1-P[z<0,70] =1 -0,7580 = 0,2420

e El intervalo caracteristico para la proporcion muestral es de la forma:

(p_zoc/z ' %’ Dt 2y \/p%)
Parael 95% — 1-a=095 — z,,=196

Asi, el intervalo sera:

. [o.515 - 0,485 . [0515 0485\
(0,515—1,96 \/—184 0515 + 1,96 \/—184 )

es decir: (0,4428; 0,5872)

@ La estatura de los jovenes de una ciudad sigue una distribuciéon N(, ¢). Si el

S

90% de las medias de las muestras de 81 jovenes estan en (173,4; 175,8), ha-
la p y o.

Parael 90% — 1-0=090 — z,,=10645
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El intervalo caracteristico para las medias de las muestras de 81 jovenes (para el
90%) es:

W= 1,645~ p+ 1,645 -

n

El centro del intervalo es L

173,4 + 175,8
2

o
n

u= =1746=1

La semiamplitud del intervalo es:

L6450 _ 17581734

S
—_
Do

1,645 - S =1,
9

Il
[
Do
\!
Q

I

@ Sabemos que al lanzar al suelo 100 chinchetas, en el 95% de los casos, la
proporcion de ellas que quedan con la punta hacia arriba esta en el interva-
lo (0,1216; 0,2784). Calcula la probabilidad p de que una de esas chinchetas
caiga con la punta hacia arriba y comprueba que la amplitud del intervalo
dado es correcta.

e p es el centro del intervalo, es decir:

_ 0,2784 +0,1216

=02 =
> 2 =p

p

e Veamos que la amplitud del intervalo dado es correcta:
Parael 95% — 1-a=095 — z,,=196

El intervalo caracteristico es:

(p—zoc/z' %, btz \/p%)

En este caso (p =0,2; g=10,8; n=100; z,

Q,

0,2-08 0,2-0,8
2 — 1 . = = . 2 1 . == . < 1 .
(0, ,96 \' 00 0,2 + 1,96 '\, 00 ), es decir

(0,1216; 0,2784), como queriamos probar.

5 = 1,96), queda:

31 De 120 alumnos, la proporcion de que tengan dos o mas hermanos es de
S 48/120. Indica los parimetros de la distribucion a la que se ajustarian las
muestras de tamaiio 30.

En muestras de tamano n = 30, la proporcion muestral, pr, seguiria una distribu-
cion normal de media:

48
= = . = . =12
w=mnp =30 120 30 - 0,4
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y de desviacion tipica:

6= 2L = 4| 2406 _ g9
n 30

Es decir, pr es N(12; 0,089).

Si la distribucion de la media de las alturas en muestras de tamaiio 49 de los
nifos de 10 afos tiene como media 135 cm y como desviacion tipica 1,2 cm,
¢cuanto valen la media y la varianza de la altura de los nifios de esa ciudad?
Si la media en la poblacion es W vy la desviacion tipica es G, entonces, la distribu-

. . (¢} .
cion de las medias muestrales es N (u, —) Asi, tenemos que:

n

W =135 cm

9 -2 -%.12m - 6=12-7=84cm

Por tanto, la media es W =135 cm v la varianza es 62 = 8,42 = 70,56.

PARA PROFUNDIZAR

33
S

Los paquetes recibidos en un almacén tienen un peso medio de 300 kg y una
desviacion tipica de 50 kg. ;Cual es la probabilidad de que 25 de los paque-
tes, elegidos al azar, excedan el limite de carga del montacargas donde se
van a meter, que es de 8 200 kg?

Sabemos que la suma de los pesos de 7 de esas bolsas tomadas al azar sigue una
distribucion normal de media nu y de desviacion tipica oVn , es decir:

n
2z x; es N(nu, (5\/;)
i=1
En este caso:

25
.lei es N(25 - 300; 50V25); es decir N(7500; 250)
iz

Tenemos que calcular:

z> 8200 — 7500
250

=1-Plz<28]=1-0,9974 = 0,0026

25
P[in>8200]=P = Plz>28] =

i=1

Tras realizar un test de cultura general entre los habitantes de cierta pobla-
cion, se observa que las puntuaciones se distribuyen N(68, 18). Se desea
clasificar a los habitantes en tres grupos (de baja cultura, de cultura acepta-
ble, de cultura excelente), de manera que el primero abarque un 20% de la
poblacion, el segundo un 65%, y el tercero un 15%. ;Cuales son las puntua-
ciones que marcan el paso de un grupo a otro?
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e Obtenemos las puntuaciones que marcarian el paso de un grupo a otro en una
NQ, D:

65%

Plz<z]1=0,20
Plz2-21=020 — Plz<-z]1=080 — -z =084 — z =-084

Plz<2]=0065+020=085 — =z, =104

e En una N(68, 18) sera:

x, — 68
18

x, — 68
1—8 = 1,04 - 'XZ = 86,72

=-0,84 — x;=5288

e Por tanto, habra que considerar:

— Baja cultura general — Puntuacién menor que 52,88.
— Cultura general aceptable —  Entre 52,88 y 86,72 puntos.

— Cultura general excelente — Puntuacion superior a 86,72.
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Problema 1

B A partir de una muestra de 500 individuos hemos estimado, con un nivel de
confianza del 90%, que la estatura media de los soldados de un cierto reem-
plazo esta comprendida entre 174,3 cm y 175,1 cm.

Utilizando el sentido comun, y sin realizar ningun tipo de calculo, responde a
las siguientes preguntas:

a) Imagina que disminuimos el tamafio de la muestra pero queremos que el
nivel de confianza se mantenga.

¢Como influira este cambio en la longitud del intervalo? ;Aumentara? ;Que-
dara igual? ;Disminuira?

b) Ahora aumentamos el tamafio de la muestra pero queremos que se manten-
ga la longitud del intervalo.

¢Como influira este cambio en el nivel de confianza? ;Aumentara? ;Quedara
igual? ;Disminuira?

c) Manteniendo el tamafio de la muestra, disminuimos la longitud del intervalo.
¢Como influira este cambio en el nivel de confianza? ;Aumentara? ;Quedara
igual? ;Disminuira?

a) Aumentara la longitud del intervalo.

b) Aumentara el nivel de confianza.

¢) Disminuira el nivel de confianza.

Problema 2

B Reflexionemos sobre cada una de las siguientes experiencias:
a) Lanzamos una moneda 10 veces y obtenemos 6 caras.
b) Lanzamos una moneda 100 veces y obtenemos 60 caras.

¢) Lanzamos una moneda 1000 veces y obtenemos 600 caras.
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¢Podemos deducir de alguna de ellas que la moneda es incorrecta? ;Con cual
de ellas llegamos a esa conclusion con mas seguridad? (Responde intuitiva-
mente).

De los apartados b) y ¢) podemos deducir que la moneda es incorrecta. Con el apar-
tado a) llegamos a esa conclusion con mas seguridad.
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1. De una variable estadistica conocemos la desviacion tipica, ¢ = 8, pero desco-
nocemos la media, . Para estimarla, extraemos una muestra de tamano » =
60 cuya media obtenemos: x = 37. Estima | mediante un intervalo de con-
fianza del 99%.

Para un nivel de confianza del 99% tenemos que z,, = 2,575.
El intervalo de confianza para W sera:
_8 _8

V60 V60

Por tanto, tenemos una confianza del 99% de que W esté comprendida entre 34,34 y

39,60.

37 — 2,575 - ;37 + 2,575 - ; es decir, (34,34; 39,66)
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2. La desviacion tipica de las estaturas de los soldados es de 5,3 cm.
¢Qué tamafo ha de tener la muestra para estimar la estatura media, |, dela
poblacion con un error menor de 0,5 cm y con un nivel de confianza del 95%?
Para un nivel de confianza del 95% (o = 0,05), tenemos que =z, = 1,96. El error
maximo admisible es:

(0}
E=zy, -

n

Queremos que E < 0,5 cm. Despejamos  #:

196- 23 <05 = n>120°53_ 50776 5 5> 43164
n 0,5

La muestra ha de ser de, al menos, 432 soldados.
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3. Sabemos que la desviacion tipica de los pesos de los pollos adultos es 300 g. Que-
remos estimar el peso medio de los pollos adultos de una granja con un error
menor que 100 g y para ello tomamos una muestra de 50 individuos. ;Con qué
nivel de confianza podremos realizar la estimacion?
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Despejamos z,,, en la formula del error:

o 300 100 - V50
E=Zoc/2'\/7 - 100:%/2'@ = a2 300 Zop = 2,30

Hallamos el nivel de confianza:
Plz < z,,] = Plz < 2,36] = 0,9909
= Plz > 2,36] = 1 - 0,9909 = 0,0091
o=2-0091=00182 — 1-o=009818

El nivel de confianza es del 98,18%.
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1. Se ha lanzado un dado 400 veces y se ha obtenido 72 veces el valor 4. Estimar
el valor de la probabilidad P[4] con un nivel de confianza del 90%.

Para un nivel de confianza del 90%, tenemos que z,,, = 1,645. La proporcién de cua-
tros obtenida en la muestra es:

72

=0,18
400

pre==

El intervalo de confianza para estimar P[4] sera:

(018 1,645 - '\,018 hp2 ; 0,18 + 1,645 - ‘\'018 882 es decir:

(0,148; 0,212)
Es decir, con un nivel de confianza del 90%, la probabilidad de obtener 4 estd entre

0,148 y 0,212.

2. ;Cuantas veces hemos de lanzar un dado, que suponemos levemente incorrec-
to, para estimar la probabilidad de “6” con un error menor que 0,002 y un ni-
vel de confianza del 95%?

Para un nivel de confianza del 95%, tenemos que z,, = 1,96. Como desconocemos el

valor de pr, tomaremos pr = 1. 0,17 (suponemos el dado levemente incorrecto).

6

El error maximo admisible es:

E-z,, AJZL=LD 0002 =196 - 4 27083
n n

— n=135512,44

Deberemos lanzarlo, al menos, 135513 veces.
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1. Repite, paso a paso, el caso 1 para un nivel de significacion o = 0,01.

12 Enunciacion:

Hy: p = 0,167 H,: p# 0,167

2° Zona de aceptacion:
Las proporciones muestrales se distribuirfan:

0,167 - 0,833

P )
o AL - Mosr, IS

p ) = N(0,167, 0,037)
Nivel de significacion: o =0,01 — z ,=2575

Zona de aceptacion: (0,167 + 2,575 - 0,037) = (0,072; 0,262)

3? Verificacion:
Se extrae la muestra y se calcula el valor del parimetro:

25
-2 _92
br=150 =02

49 Decision:

0,25 si estd en la zona de aceptacion. Se acepta la hipotesis nula. Consideramos el
dado correcto.

2. Repite, paso a paso, el caso 2 para un nivel de significaciéon o = 0,10.

12 Enunciacion:

Hy: =102 Hp: #1102

2° Zona de aceptacion:
Las medias muestrales se distribuirian:

N(lOZ, L) ~ N(102: 0,55)

V400

Nivel de significacion: o =0,10 — z,, = 1,645
Zona de aceptacion:

(102 + 1,645 - 0,55) = (101,09; 102,90)

3? Verificacion:

Se extrae la muestra y se calcula el valor del parimetro: X = 101
4° Decision:

101 no esta en la zona de aceptacion. Se rechaza la hipotesis nula.

Los conocimientos de los soldados no son los mismos que hace cinco anos.

Unidad 11. Inferencia estadistica



Pagina 302

1. a) En una poblaciéon para la cual es G = 29, contrasta la hipétesis de que | =
347, con un nivel de significacion del 1%, mediante una muestra de 200 in-
dividuos en la que se obtiene x = 352.

b) Repite el contraste para o = 10%.
a) 1% paso: Hipotesis:
Hy: (= 347; H,: | # 347
29 paso: Zona de aceptacion:

Para un nivel de significacion del 1%, o = 0,01, tenemos que z_, = 2,575. La zo-
na de aceptacion seria el intervalo:

29
V200

3% paso: Verificacion:

29

347 - 2,575 -
N 200

2347 + 2575 - ; es decir: (341,72; 352,28)

La media muestral obtenida es X = 352.

4° paso: Decision:
Como 352 estd en la zona de aceptacion, aceptamos la hipotesis nula. Es decir,
aceptamos que W = 347.
b) 1£f paso: Hipotesis:
Hy: W =347, Hy: | # 347

29 paso: Zona de aceptacion:

Para un nivel de significacién del 10% (o = 0,10), tenemos que z,, = 1,645. La
zona de aceptacion seria el intervalo:

347 — 1,645 - —22 347 + 1,645 -

V200

3<f paso: Verificacion:

29

. es decir: (343,63; 350,37)
\ 200

La media muestral obtenida es x = 352.

4° paso: Decision:

Como 352 no esta en la zona de aceptacion, rechazamos la hipétesis nula, es decir,
aceptamos que W # 352.
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2. En una poblacion para la cual es 6 = 29, contrasta la hipotesis de que | < 347

con un nivel de significacion del 1%, mediante una muestra de 200 individuos
en la que se obtiene x = 352.
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1 paso: Hipotesis:
Hy: W< 347, Hp: 1> 347
29 paso: Zona de aceptacion:
Para a = 0,01, z, = 2,33.
La zona de aceptacion es el intervalo:

—oo; 347 + 233+ —22_| = (—es; 351,78)

N 200

3% paso: Verificacion:

La media muestral obtenida es x = 352.

4° paso: Decision:

Como 352 no estd en la zona de aceptacion, rechazamos la hipotesis nula, es decir,
aceptamos que W > 347.
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1. Respecto a un cierto dado, A opina que P[6] = 0,15, B opina que P[6]<0,15 y
C opina que P[6] > 0,15. Contrasta las tres hipitesis con un nivel de significa-

cion de 0,10, sabiendo que se arrojo el dado 1 000 veces y se obtuvo 183 veces
el “6”.

1 paso: Hipotesis:

PARA A PARA B PARA C
HIPOTESIS NULA Hy p=0,15 Hy: p<0,15 Hy: p 20,15
HIPOTESIS ALTERNATIVA Hy:p#0,15 H: p>0,15 H:p<0,15

29 paso: Zona de aceptacion:

A — =010 — z,,=10645

‘ L Joas oss) ‘
Intervalo: (0,1511,645 BET ) (0,131; 0,169)

B — oa=010 — z,=1,28

0,15 - 0,85
Intervalo: [—eo; 0,15 + 1,28 - == | = (—o0; 0,164
ntervalo ( ;0,15 + 1,28 \, 1000 ) (—o0; 0,164)

C - =010 — z,=1,28

0,15 - 0,85
Int lo: 15-1,28 - 2~ too| = 136: +oo
ntervalo: (0,15 — 1,28 \' 1000 ) (0,136; +o0)
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3<f paso: Verificacion:
Hemos obtenido una proporcion muestral de:

183
=185 _g18
b= 1000 3

4° paso: Decision:
A — Rechazamos H, (es decir, aceptamos que p # 0,15).
B — Rechazamos H, (es decir, aceptamos que p > 0,15).

C — Aceptamos H, (es decir, aceptamos que p 2 0,15).
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Intervalos de confianza. Error. Tamaiio muestral. Nivel de confianza

o Para estimar la estatura media de los jévenes entre 15 y 25 afios de una lo-
S calidad, se ha medido a 40 de estos jovenes, obteniéndose los siguientes
resultados:

ESTATURA (cm) | [148, 153) | [153, 158) | [158, 163)

N2 JOVENES 2 4 11

ESTATURA (cm) | [163, 168) | [168, 173) | [173, 178)
N JOVENES 14 5 4

Estima, con un nivel de confianza del 99%, el valor de la estatura media de
los jovenes entre 15 y 25 afios de dicha localidad.

Hallamos x y s para la muestra obtenida:

ESTATURA (cm) | [148, 153)|[153, 158)|[158, 163)|[163, 168)|[168, 173)|[173, 178)

MARCA DE CLASE (x;) 150,5 155,5 160,5 165,5 170,5 175,5
FRECUENCIA (/) 2 4 11 14 5 4

x=164 y s=06,24

Para un nivel de confianza del 99%, se tiene:
1-0=09 — z,,=2575

Asi, el intervalo de confianza para estimar p al 99% es:

164 — 2,575 - %; 164 + 2,575 - 0.24) o decir (161,46; 166,54)

V40 V40 /)
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6 En una muestra de 50 jévenes encontramos que la dedicacion media diaria de

w O

ocio es de 400 minutos y su desviacion tipica de 63 minutos. Calcula el inter-
valo de confianza de la media de la poblaciéon al 95% de nivel de confianza.

Parael 95% — 1-a=095 — z,,=19
El intervalo de confianza para p al 95% es:

03 400 +1.96 - -9, es decir: (382,54; 417.46)
V50

400 — 1,96 -
V50

La desviacion tipica de una variable estadistica es ¢ = 5. Para estimar la media
de dicha variable, extraemos una muestra aleatoria de tamafio n =100 y obte-
nemos x = 28. Obtén un intervalo de confianza del 95% para estimar la me-
dia de la poblacién, L.

Parael 95% — 1-a=095 — z,,=196

El intervalo de confianza para @ al 95% es:

28-1,96 —2—: 28 + 1,96 - —=

V100 V100

;. es decir: (27,02; 28,98)

Los estudiantes de Bachillerato de una cierta comunidad auténoma duermen
un niumero de horas diarias que se distribuye segiin una ley normal de media
| desconocida y de desviacion tipica 3. A partir de una muestra de tamaiio 30
se ha obtenido una media muestral igual a 7 horas.

Halla un intervalo de confianza al 96% para la media de horas de sueiio, L.

Hallamos z,,, parael 96% — 1-0 =0,96:

Plz<z,,]1=098 — z,,=2055
El intervalo de confianza para W sera: Fo2
7 — 2,055 - 3. 7 + 2,055 - 3 ; es decir: (5,87; 8,13)

V30 V30

Se desea estudiar el gasto semanal de fotocopias, en céntimos de euro, de
los estudiantes de bachillerato de cierta comunidad. Para ello, se ha elegi-
do una muestra aleatoria de 9 de estos estudiantes, resultando los valores
siguientes para estos gastos:

100; 1505 905 70; 75; 105; 200; 1205 80

Se supone que la variable objeto del estudio sigue una distribucion normal
de media desconocida y desviacion tipica igual a 12. Determina un intervalo
de confianza al 95% para la media del gasto semanal en fotocopias por estu-
diante.

Parael 95% — 1-0=095 — z,,=19
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Hallamos la media de la muestra:

100 + 150 + 90 + ... + 80 _ 990

X = = 22— = 110 céntimos de euro.
9 9
El intervalo de confianza para [ sera:
12 12 .
(110 —-1,96 - —=; 110 + 1,96 - —=|; es decir: (102,16; 117,84)
V9 V9

0 Se ha tomado una muestra aleatoria de 100 individuos a los que se ha medi-
§ do el nivel de glucosa en sangre, obteniéndose una media muestral de 110
mg/cm3. Se sabe que la desviacion tipica de la poblacion es de 20 mg/cm3.

a) Obtén un intervalo de confianza, al 90%, para el nivel de glucosa en sangre
en la poblacién.

b) ;Qué error maximo se comete con la estimacién anterior?

a)Parael 90% — 1-0=090 — z,,= 1,645

El intervalo de confianza para p al 90% es:

110 — 1,645 - =29 110 + 1,645 - —2°

V100 V100

b) El error maximo es la mitad de la longitud del intervalo de confianza, es decir:

20 ; es decir: (106,71; 113,29)

20

N100

E=1,645 - = 1,645 - 2 = 3,29

o La media de las estaturas de una muestra aleatoria de 400 personas de una
§ ciudad es 1,75 m. Se sabe que la estatura de las personas de esa ciudad es
una variable aleatoria que sigue una distribucién normal con varianza 62 =

0,16 m?.

a) Construye un intervalo, de un 95% de confianza, para la media de las es-
taturas de la poblacion.

b) ¢Cuil seria el minimo tamafio muestral necesario para que pueda decir-
se que la verdadera media de las estaturas esta a menos de 2 cm de la
media muestral, con una confianza del 90%?

a)n=400; x=175m; 62=0,16 — o =0,16 =04
Parael 95% — 1-0=095 — z,,=19
El intervalo de confianza es:

175-196 - —2% . 1751106 - —%4 ) e decir: (1,7108; 1,7892)

V400 V400 )/

b) 90% de confianza — 1-0 =090 — z,,=1,45

_ . .. (o}
El error maximo admisible es: E = Zypn T

n
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Buscamos n para que E < 0,02 m:

1645 - 9% <002 908 (g0 n

n n

NPEs 00,60528 = n > 329 — n>108241

)

1
> -
0,658 ~ 0,02

Debemos tomar una muestra de, al menos, 1083 personas.

0 Las medidas de los diametros de una muestra al azar de 200 cojinetes de
S bolas, hechos por una determinada maquina dieron una media de 2 cm y
una desviacion tipica de 0,1 cm. Halla los intervalos de confianza del:

a) 68,26% b) 95,44% ©) 99,73%

para el didametro medio de todos los cojinetes.

a)Parael 6826% — 1-0=0,6826 — Zypn =1

El intervalo de confianza para | es:

(2 19l o L); es decir: (1,993; 2,007)

V200 V200

b)Para el 9544% — 1-0a=09544 — z,,=2

El intervalo de confianza es:

(2 -2 UL 2+ 2 L), es decir: (1,986; 2,014)

V200 V200

o Para el 99,73% — 1-a=09973 —= z,,=3

El intervalo de confianza es:

(2 -3 L; 2+3: L), es decir: (1,979; 2,021)

V2000 T 200

9 La duracion de las bombillas fabricadas por una empresa sigue una distribu-
cion normal de media desconocida y desviacion tipica 50 horas. Para esti-
mar la duracion se experimenta con una muestra de tamafo #n.

Calcular el valor de n para que, con un nivel de confianza del 95%, se con-
siga un error en la estimacion inferior a 5 horas.
Parael 95% — 1-a=095 — z,,=19

El error maximo admisible es:

c
E=2z,, ——=. Buscamos n para que E <5 horas.

n

Como z,, =196 y 6 =50, queda:

196- 22 <5 5 B s \/ﬁ>%=19,6 S > 384,16

n n

Debemos tomar una muestra de, al menos, 385 bombillas.
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@ Al medir el tiempo de reaccion, un psicélogo estima que la desviacion tipica

S

11

del mismo es de 0,5 segundos. ;Cual sera el nimero de medidas que debera
hacer para que sea del 95% la confianza de que el error de su estimaciéon no
excedera de 0,05 segundos?

Para el 95% de confianza, 1-0a =095 — z,,=196

El error maximo admisible es:

E=z," S Buscamos n para que E<0,05:

n

95 <005 - 228 <005 - \lﬁz%ﬂ% - 1238416

n n

Debera hacer, al menos, 385 medidas.

1,96 -

Al medir el diametro de los cojinetes producidos por una empresa, se esti-
ma que la desviacion tipica de dicho diametro es de 0,05 cm. Se han hecho
121 mediciones.

¢Se puede afirmar, con el 99% de confianza, que el error en la estimacion de
la media no excedera a 0,01 cm?

Parael 99% — 1-0=099 — z,,=2575

El error maximo admisible es:
o _ 0,05

Vi 21

Por tanto, no podemos afirmar que el error en la estimacion no excederd a 0,01 cm.

E=z,," 2,575 - =0,0117 > 0,01 cm

Las ventas mensuales de una tienda de electrodomésticos se distribuyen se-
gin una ley normal, con desviacion tipica 900 €. En un estudio estadistico
de las ventas realizadas en los ultimos nueve meses, se ha encontrado un in-
tervalo de confianza para la media mensual de las ventas, cuyos extremos
son 4663 €y 5839 €.

a) ¢Cual ha sido la media de las ventas en estos nueve meses?

b) ¢Cual es el nivel de confianza para este intervalo?

a) La media de las ventas es el punto medio del intervalo; es decir:

4663 + 5839

> =5251€

X =
b) El estudio se ha realizado en los ultimos 9 meses, es decir, se ha considerado
una muestra de tamafno 7 = 9.
El error maximo admisible es la mitad de la longitud del intervalo, es decir:

_ 5839 - 4663 _
2

E 588
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Asi, sabemos que: 1 =9; ¢ =900; E =588, y como:

900
Vo

- 588= z,, 300 = z,,=

900

c -
E=zy, — = 588 = Zys2 — 588 = Za/z'_3 -

n

588

- 1,96
300 07
= 2y, = 1,96

que corresponde a un nivel de confianza del 95%.

@ Se realiz6 una encuesta a 350 familias preguntando si poseian ordenador en
casa, encontrandose que 75 de ellas lo poseian. Estima la proporcion real de
las familias que disponen de ordenador con un nivel de confianza del 95%.

La proporcion de familias con ordenador en la muestra es pr = Sond %

350
Para el 95% de confianza, 1-0 =095 — z,,=196

El intervalo de confianza para p es:

~ GADA-3/19 3 \/(5/1@(1 ~3/14)\ .
(14 1,96 - \/ 350 17 +1,96 - 350 ; es decir:

(0,17; 0,20)

14 Tomada al azar una muestra de 500 personas en cierta comunidad auténo-
ma, se encontré que 220 leian algun periédico habitualmente. Calcula, con
un nivel de confianza del 95%, el intervalo en el que se encontrara la verda-
dera proporcion de lectores de periddicos y explica el proceso seguido para
dicho calculo.

220 _
500

La proporcion de lectores del periddico en la muestra es  pr =

Para un 95% de confianza, 1-o =095 — z,,=196

El intervalo de confianza para p es:

044 044 056 044 + : %{?’56), es decir:

(0,396; 0,484)

@ ¢De qué tamaiio conviene tomar la muestra de una linea de produccién para
tener una confianza del 95% de que la proporcion estimada no difiere de la
verdadera en mas de un 4%? Se sabe, por estudios previos, que la propor-
cion de objetos defectuosos es del orden del 0,05.

Para el 95% de confianza, 1 -0 =095 — z,,=196

El error maximo admisible es:
E=zy," '\,M Buscamos n para que E<0,04 (no mds de un 4%):
n
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1,96 - \’M <004 — n>114,05

El tamano minimo de la muestra ha de ser »n = 115.

Se desea estimar la proporcion, p, de individuos dalténicos de una pobla-
cion a través del porcentaje observado en una muestra aleatoria de indivi-
duos, de tamafio n.

a) Si el porcentaje de individuos dalténicos en la muestra es igual al 30%,
calcula el valor de n para que, con un nivel de confianza de 0,95, el error
cometido en la estimacion sea inferior al 3,1%.

b) Si el tamaiio de la muestra es de 64 individuos, y el porcentaje de indivi-
duos daltonicos en la muestra es del 35%, determina, usando un nivel de
significacion del 1%, el correspondiente intervalo de confianza para la
proporcion de dalténicos de la poblacion.

a) Para un nivel de confianza del 95%, 1 - = 0,95 — =z, = 1,96

El error maximo admisible es:

E=z," Vpr(ln——m") Buscamos 7 para que E < 0,031 (inferior al 3,1%):
1,96 - \lo’zﬂ <0031 — n>83948

La muestra ha de ser, como minimo, de 840 individuos.

b) Para un nivel de significacion del 1%, tenemos que:
0=001 = 1-0=09 — z,,=2575

El intervalo de confianza para p sera:

. [035 065 035065\ N
(0,35—2,575 \/—64 0,35 + 2,575 \/—64 ) es decir:

(0,196; 0,504)

Contrastes de hipétesis

@ Un fabricante de lamparas eléctricas esta ensayando un nuevo método de

S

produccion que se considerara aceptable si las lamparas obtenidas por este
método dan lugar a una poblaciéon normal de duraciéon media 2 400 horas,
con una desviacion tipica igual a 300.

Se toma una muestra de 100 lamparas producidas por este método y esta mues-
tra da una duracion media de 2 320 horas. ;Se puede aceptar la hipétesis de va-
lidez del nuevo proceso de fabricacion con un riesgo igual o menor al 5%?

£ paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:

Hy: = 2400 frente a H;: W # 2400
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29 paso: Zona de aceptacion:
b=y %0 2, 0
0 o/2 \/;’ 0 o/2 \/;
Conocemos los siguientes datos:
W, = 2400; o, = 300; n =100
=005 = z,,=196

Por tanto, la zona de aceptacion sera:
2400 - 1,96 - =229 2400 + 1,96 -

V100"
(2341,2; 2458.8)

300

V100

;es decir, el intervalo:

3<f paso: Verificacion:

Hemos obtenido una media muestral de x = 2320.

4° paso: Decision:

Como X = 2320 no cae dentro de la zona de aceptacion, rechazamos H,, es de-
cir, no podemos aceptar la validez del nuevo proceso de fabricacion.

18 Un laboratorio afirma que un calmante quita la jaqueca en 14 minutos en los
casos corrientes. Con el fin de comprobar esta informacion, se eligen al azar
30 pacientes con jaqueca y se toma como variable en el experimento el tiem-
po que transcurre entre la administracion del calmante y el momento en
que desaparece la jaqueca.

Los resultados obtenidos en esta muestra fueron media 17 minutos y desvia-
cion tipica 7 minutos. ;Podemos admitir como cierta la afirmacion del labo-
ratorio a un nivel de confianza del 95%?

1 paso: Hipétesis: Tenemos que contrastar:

Hy p=14 frente a H: p# 14

29 paso: Zona de aceptacion:
Mo = 2oz %’ Mo * Zayp %
n n
Conocemos los siguientes datos:
Wy =14 o,=7; n=30
1-0=09 — z,,=19

Por tanto, la zona de aceptacion sera:

14-196 - —L—. 14+ 1,96 -

V30

es decir, el intervalo (11,495; 16,505)

7 .
30/
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3<f paso: Verificacion:

Hemos obtenido una media muestral de X = 17 minutos.

4° paso: Decision:

Como X = 17 no cae dentro de la zona de aceptacion, rechazamos H,, es decir,
no podemos aceptar que el calmante quite la jaqueca en 14 minutos.

19 Se sabe que la renta anual de los individuos de una localidad sigue una distri-
S bucién normal de media desconocida y desviacién tipica 2400 €. Se ha ob-
servado la renta anual de 16 individuos de esa localidad escogidos al azar, y
se ha obtenido un valor medio de 16 000 €. Contrasta, a un nivel de significa-
cion del 5%, si la media de la distribucion es 14500 €. Para ello, responde:

a) ¢Cudles son la hipoétesis nula y la alternativa del contraste?
b) Determina la forma de la region critica.
c) ¢Se acepta la hipétesis nula, con el nivel de confianza indicado?
a) Tenemos que contrastar la hipétesis nula:
Hy: 1= 14500
frente a la hipotesis alternativa:
Hy: p# 14500
b) La zona de aceptacion es el intervalo:

9 . %9

-z i + z 0
(Mo N Ho T Zo/2 \/;)
Como W, =14500; © =2400; n =16

o0=005 — z,= 1,96; tenemos que la zona de aceptacion es el intervalo:

(14 500 — 1,96 - 2400, 14500 + 1,96 - 2400); es decir, (13324; 15676)

V16 V16

©) Como hemos obtenido una media muestral de x = 16000 €, que no esta en el
intervalo de aceptacion, rechazamos H,, es decir, no podemos aceptar que la
media sea de 14500 €.
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20 Se sabe por experiencia que el tiempo obtenido por los participantes olim-

S picos de la prueba de 100 metros, en la modalidad de decathlon, es una va-
riable aleatoria que sigue una distribucion normal con media 12 segundos y
desviacion tipica 1,5 segundos. Para contrastar, con un nivel de significa-
cion del 5%, si no ha variado el tiempo medio en la ultima Olimpiada, se ex-
trajo una muestra aleatoria de 10 participantes y se anoto el tiempo obteni-
do por cada uno, con los resultados siguientes, en segundos:

13 12 11 10 11 11 9 10 12 11
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a) ¢Cuales son la hipoétesis nula y la alternativa del contraste?
b) Determina la region critica.

¢) Realiza el contraste.

a) Tenemos que contrastar la hipotesis nula:
Hy p=12
frente a la hipdtesis alternativa:
Hp:pw#12
b) La zona de aceptacion es el intervalo:
(“o_z/v'& “0+Z/z'&)
w2 g PR,
Como W, =12; 6 =15 n=10;

=005 — z,,=196; tenemos que la zona de aceptacion es el intervalo:

(12 ~196 22 12+196- ﬁ) es decir, (11,07; 12,93)

V10 V10

¢) Calculamos la media de la muestra:

1B+12+11+ .. +11 _ 110 _ 4,

10 10

Como no esta dentro del intervalo de aceptacion, rechazamos H,, es decir, no
podemos aceptar que la media siga siendo la misma.

X =

21 Sabemos que la vida media de las lavadoras de una determinada marca sigue
una distribuciéon normal con una desviacion tipica de 0,7 afios. Un fabrican-
te de dicha marca afirma que sus lavadoras tienen una vida media de 10
afos. Para comprobar dicha afirmaciéon se obtuvo una muestra de 50 lava-
doras, cuya duracion media fue de x = 9,2 afios.

a) Formula la hipétesis nula y la hipétesis alternativa del contraste.

b) Determina la zona de aceptacion y realiza el contraste (con un nivel de
confianza del 95%).

c) Explica, en el contexto del problema, en qué consisten cada uno de los erro-
res del tipo Iy IL.
a) Tenemos que contrastar la hipotesis nula:
Hy p =10
frente a la hipotesis alternativa:
Hp:uw#10
b) La zona de aceptacion es el intervalo:
S

c
Ho =242 \/—%’ o + Zg2 N
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Como W, =10; 6=0,7; n=50

a=005 — z,,= 1,96; tenemos que la zona de aceptacion es el intervalo:

10-1,96- 97 . 10+ 1,96 - %7 . es decir, (9,81; 10,19)

V50 V50

Como hemos obtenido una media muestral de x = 9,2, que no pertenece a la
zona de aceptacion, rechazamos H,, es decir, no podemos aceptar que la dura-
cion media sea de 10 anos.

©) El error de tipo I consiste en rechazar /; siendo verdadera. En este caso, con-
sistirfa en rechazar que la media es de 10 anos, siendo verdad.

El error de tipo II consiste en aceptar H,, siendo falsa. En este caso, consistiria
en aceptar que la media es de 10 anos, siendo falso.

22 Se ha comprobado que el tiempo de espera (en minutos) hasta ser atendido,

S en cierto servicio de urgencias, sigue un modelo normal de probabilidad. A
partir de una muestra de 100 personas que fueron atendidas en dicho servi-
cio, se ha calculado un tiempo medio de espera de 14,25 minutos y una des-
viacion tipica de 2,5 minutos.

a) ¢Podriamos afirmar, con un nivel de significacion del 5% (o = 0,05), que
el tiempo medio de espera, en ese servicio de urgencias, no es de 15 mi-
nutos?

b) ¢Qué podriamos concluir si el nivel de significacion hubiese sido del 0,1%
(o = 0,001)?

©) ¢Existe contradiccion en ambas situaciones?

Justifica las respuestas.

a) 1% paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:
Hy =15 frente a H: u# 15
29 paso: Zona de aceptacion:
(H—Z L NT .60)
0 /2 \/;’ 0 o/2 \/;
Como W, =15; ¢ =25 n=100;

=005 — z,,=196; tenemos que la zona de aceptacion es:

< 2,5 25 . .
15-1,96 - 22—, 15+ 1,96 - +); es decir, el intervalo (14,51; 15,49)
( V100 \V100

3< paso: Verificacion:
Hemos obtenido una media muestral de x = 14,25.
4° paso: Decision:

Como la media muestral esta fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,, es
decir, no podemos aceptar que el tiempo medio sea de 15 minutos.
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b)Si a = 0,001, entonces z,, = 3,27, y la zona de aceptacion seria:

2,5 2,5 . .
15 -327 - ==, 15+ 327 - —=_|; es decir, el intervalo (14,18; 15,82)
V100 V100

Por tanto, como x = 14,25 si estd en el intervalo de aceptacion, no podriamos
rechazar H,, es decir, aceptariamos que el tiempo medio es de 15 minutos.

¢) No existe contradiccion. En el apartado b) el riesgo que estamos asumiendo es
muy pequeno, mucho menor que en el caso a), por tanto, el intervalo es mas
amplio.

23 La duracion de las bombillas de 100 vatios que fabrica una empresa sigue
S una distribucién normal con una desviacién tipica de 120 horas. Su vida me-
dia esta garantizada durante un minimo de 800 horas.

Se escoge al azar una muestra de 50 bombillas de un lote y, después de com-
probarlas, se obtiene una vida media de 750 horas. Con un nivel de signifi-
cacion de 0,01, shabria que rechazar el lote por no cumplir la garantia?

1 paso: Hipotesis: Queremos contrastar:

Hy: 1 =800 frente a H: u <800
29 paso: Zona de aceptacion:

-z & +oo
H() o \/;a

Para o =0,01 — z,=233 Como p,=800; o,=120 y n =50, la zona de
aceptacion sera:

(800 - 233 - Ll : +<><>); es decir, el intervalo (760,46; +0)

V50

3¢ paso: Verificacion:

Hemos obtenido una media muestral de x = 750 horas.

4° paso: Decision:

Como la media muestral no esta dentro de la zona de aceptacion, rechazamos H,,,
es decir, habria que rechazar el lote por no cumplir la garantia.

24 Una empresa asegura que unas determinadas pastillas de jabon duran mas
de 11 dias. Para comprobarlo, se realiza una encuesta en 100 casos. Estas
son las respuestas:

DURACION (dias) 5a9 [10a14|15a 19|20 a 24

RESPUESTAS 24 46 19 11

¢Se puede dar como valida la afirmacion de la empresa, para un nivel de sig-
nificacion de o = 0,05?
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Calculamos la media muestral y la desviacion tipica:

DURACION (dias) 529 10a14 | 15219 | 20a 24
x; 7 12 17 22
/ 24 46 19 11
—_Yix; 1285

£ paso: Hipotesis: Queremos contrastar:

Hy: u<11 frentea H;:pu>11

29 paso: Zona de aceptacion:

e 3
Hom

Para o =0,05 — z,=10645 Como p,=11; 6,=4,59 y n =100, la zona de

aceptacion es:

4,59

—oo; 11 + 1,645 -
( V100

); es decir, el intervalo (—oo; 11,76)

3<f paso: Verificacion:

La media muestral obtenida es X = 12,85 dias.

4° paso: Decision:

Como Xx = 12,85 esta fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,, es decir,
aceptamos que las pastillas de jabén duran mas de 11 dias.

@ Una encuesta, realizada a 64 empleados de una fibrica, concluy6 que el
§ tiempo medio de duracion de un empleo en la misma era de 6,5 afios, con
una desviacion tipica de 4.

¢Sirve esta informacion para aceptar, con un nivel de significacion del 5%,
que el tiempo medio de empleo en esa fibrica es menor o igual que 6? Justi-
fica adecuadamente la respuesta.

1% paso: Hipdtesis: Tenemos que contrastar:

Hy u<6 frentea Hj:p>06

29 paso: Zona de aceptacion:

[t 32)
» Ho
* \n
Para un nivel de significacion del 5%, tenemos que z, = 1,645. Por tanto, el inter-

valo es:

(—oo; 6 + 1,645 - es decir, (—o0; 6,8225)

4
Bt
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3<f paso: Verificacion:

La media muestral obtenida es X = 6,5 anos.

4° paso: Decision:

Como la media muestral pertenece al intervalo de aceptacion, no podemos recha-
zar H,, es decir, aceptamos que el tiempo medio es menor o igual que 6 anos.
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26 En funcion de la informacion disponible, la direccion de un centro de secun-

S daria ha establecido que la media de horas semanales dedicadas por el alum-
nado de ese centro al estudio es superior a 15, con una desviacion tipica igual
a 1 hora. Durante el presente curso, el Departamento de Matematicas quiere
demostrar que esta media ha disminuido. Para ello, elige una muestra aleato-
ria de 150 alumnos, obteniendo una media muestral de 12,7 horas.

a) ¢Puede afirmarse, con un nivel de confianza del 90%, que ha disminuido el
tiempo medio dedicado al estudio por los alumnos y alumnas del centro?

b) Responde a la pregunta a) con un nivel de significacion del 1%.

a) 1 paso: Hipotesis: Queremos contrastar:
Hy uw=15 frentea Hj:pu <15

29 paso: Zona de aceptacion:

(MO -z & +oo)
* n
Para el 90% de confianza, 1 -0 =090 — =z, =128

Como W, =15 o,=1; n =150, la zona de aceptacion es:

(15 - 1,28 - L; +z>o); es decir, el intervalo (14,895; +o0)
V150

3¢ paso: Verificacion:

Hemos obtenido una media muestral de x = 12,7 horas.

4° paso: Decision:

Como la media muestral estd fuera del intervalo de aceptacion, rechazamos H,,
es decir, aceptamos que la media ha disminuido.

b) Si consideramos un nivel de significacion del 1%, entonces o = 0,01 — z, =2,33.
La zona de aceptacion seria el intervalo:

1

V150

La media muestral sigue estando fuera de la zona de aceptacion. Por tanto, to-
marfamos la misma decision: rechazariamos H,, es decir, aceptariamos que la
media ha disminuido.

15-2,33 - +oo|; es decir (14,810; +e0)
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27 Segiin la normativa sobre contaminacién atmosférica, los motores de los au-
tomoviles no deben emitir mas de 5 ppm (partes por millon) de CO,. Dentro
de sus procesos de control de calidad, un fabricante ha medido la emision
de CO, en una muestra de 36 motores, obteniendo una media de 5,5 ppm 'y
una desviacion tipica de 0,6 ppm.

Contrasta, con un nivel de significacion igual a 0,05, la hipotesis de que los
motores de este fabricante cumplen en media la normativa sobre contami-
nacion.

1L paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:

Hy pn<5 frentea Hp:p>5
29 paso: Zona de aceptacion:

(—oo’ “0 + Z(X . &)

n

Para un nivel de significacién o =0,05 — z,=1,645. Como u,=5; 6,=0,6 vy
n = 36, tenemos que la zona de aceptacion es:

(—oo; S+ 1,645 - O—’6), es decir, el intervalo (—eo; 5,16)

V36

3<L paso: Verificacion:

La media muestral obtenida es X = 5,5 ppm.

4° paso: Decision:

Como la media muestral esta fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,, es
decir, no podemos aceptar que los motores de este fabricante cumplan la normati-
va sobre contaminacion.

@ La Concejalia de Juventud de un Ayuntamiento maneja el dato de que la edad

s ala que los hijos se independizan de sus padres es una variable normal con

media 29 afios y desviacion tipica 3 afios. Aunque la desviacion tipica no

plantea dudas, si se sospecha que la media ha descendido, sobre todo por la

politica de ayuda al empleo que ha llevado a cabo el Ayuntamiento. Asi, de

un estudio reciente sobre 100 jovenes que se acaban de independizar, se ha
obtenido una media de 28,1 afios de edad.

a) Con un nivel de significacion del 1%, ;puede defenderse que la edad me-
dia no ha disminuido, frente a que si lo ha hecho como parecen indicar
los datos? Plantea el contraste o test de hipétesis y resuélvelo.

b) Explica, en el contexto del problema, en qué consisten cada uno de los
errores del tipo Iy II.

a) 1€ paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:

Hy W 2z29 frentea H: L <29
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29 paso: Zona de aceptacion:

s
0" " T 7T

n
Para un nivel de significacion de o = 0,01, tenemos que z, = 2,33. Asi, el inter-

valo es:

(29 - 2,33 - i; +oo); es decir, (28,301; +o0)

N100

3% paso: Verificacion:

La media muestral obtenida es X = 28,1 anos.

4° paso: Decision:

Como la media muestral estd fuera del intervalo de aceptacion, rechazamos H,,
es decir, aceptamos que la media de edad ha disminuido.

b) e El error de tipo I consiste en rechazar /), siendo verdadera. En el contexto de es-
te problema seria aceptar que la media ha disminuido, siendo falso.

e El error de tipo II consiste en aceptar H, siendo falsa. En este problema serfa
aceptar que la media no ha disminuido, siendo falso.

@ Un dentista afirma que el 40% de los nifios de 10 afios presentan indicios de
caries dental. Tomada una muestra de 100 nifios, se observo que 30 presen-
taban indicios de caries.

Utilizando la aproximacion normal, comprueba, a un nivel de significacion
del 5%, si el resultado proporciona evidencia que permita rechazar la afir-
macion del dentista.

1 paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:

Hy:p=04 frentea Hj: p#04

29 paso: Zona de aceptacion:

Pod Po4
o2 N2y 2 202

Para un nivel de significacién o = 0,05 tenemos que z,, = 1,96. El intervalo sera:

o406 o406\ . |
(0,4—1,96 \/—100 0.4 +1.96 \/—100 ) es decir, (0,304 0,496)

3<f paso: Verificacion:
30

La proporcion obtenida en la muestra es pr = 100 = 0,3.

4° paso: Decision:

Como la proporcion muestral queda fuera de la zona de aceptacion, rechazamos

H,, es decir, rechazamos la afirmacion del dentista.
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30 Una empresa de productos farmacéuticos afirma en su publicidad que uno
de sus medicamentos reduce considerablemente los sintomas de la alergia
primaveral en el 90% de la poblacion.

Una asociacion de consumidores ha experimentado dicho farmaco en una
muestra de 200 socios de la misma, obteniendo el resultado indicado en la pu-
blicidad en 170 personas.

Determina si la asociacion de consumidores puede considerar que la afirma-
cion de la empresa es estadisticamente correcta al nivel de significacion de 0,05.

1 paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:

Hy:p =09 frentea Hj:p#09

29 paso: Zona de aceptacion:

Pod Dyq
(po_za/z' \ (;)qo;poJrZa/z' \ ?10)

Para un nivel de significacion o = 0,05, tenemos que z,,, = 1,96. El intervalo sera:

A /M. A ,M . : .
(0,9 - 1,96 00 0,9 + 1,96 500 ), es decir, (0,858; 0,942)

3¢ paso: Verificacion:

La proporcion obtenida en la muestra es pr = % = 0,85.

4° paso: Decision:

Como la proporcion muestral estd fuera del intervalo de aceptacion, rechazamos

H,, es decir, no podemos considerar valida la afirmacion de la empresa.

@ Se afirma que, en una determinada ciudad, al menos el 30% de las familias
§ poseen ordenador. Se toma una muestra aleatoria de 200 familias de la ciu-
dad y resulta que 50 poseen ordenador.

A un nivel de significaciéon de 0,05, ¢hay suficiente evidencia para refutar la
afirmacion?

1 paso: Hipotesis: Queremos contrastar:

Hy:p=20,3 frentea H;: p<03
29 paso: Zona de aceptacion:

- V)

Para un nivel de significaciéon o = 0,05 tenemos que z, = 1,645. Por tanto, el in-
tervalo sera:

A /M. o). ~ too
(0,3 — 1,645 00 + ), es decir, (0,247; +eo)
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3<f paso: Verificacion:
La proporcion obtenida en la muestra es pr = % =0,25.

4° paso: Decision:

Como la proporcion muestral esta dentro del intervalo de aceptacion, no podemos
rechazar H,, es decir, aceptamos que, al menos, el 30% de las familias poseen or-
denador.

32 Un investigador, utilizando informacion de anteriores comicios, sostiene
S que, en una determinada zona, el nivel de abstencién en las proximas elec-
ciones es del 40% como minimo.

Se elige una muestra aleatoria de 200 individuos para los que se concluye
que 75 estarian dispuestos a votar.

Determina, con un nivel de significacion del 1%, si se puede admitir como
cierta la afirmacion del investigador.
La proporcion de abstenciones en la muestra es:

_ 120 _ 9
pr=5o5 = 0,625 (62,5%)

1 paso: Hipotesis: Tenemos que contrastar:

Hy: p <04 frentea Hy:p>0/4

29 paso: Zona de aceptacion:

poQo)

(—oo’ p() + Z(x ’ n

Para un nivel de significacion del 1%, tenemos que o= 0,01 — z =2,33. El inter-
valo sera:

0,4 0,6

—o0: 0.4 + 2 .
( 0,4+ 2,33 s

); es decir, (—oo; 0,48)
3<f paso: Verificacion:
La proporcion de abstenciones en la muestra es pr = 0,625.

4° paso: Decision:

Como la proporcion muestral estd fuera de la zona de aceptacion, rechazamos H,,,
es decir, aceptamos que la proporcion de abstenciones superara el 40%.
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@ El 42% de los escolares de un cierto pais suelen perder al menos un dia de

§ clase a causa de gripes y catarros. Sin embargo, un estudio sobre 1 000 esco-
lares revela que en el ultimo curso hubo 450 en tales circunstancias.
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Las autoridades sanitarias defienden que el porcentaje del 42% para toda la
poblacion de escolares se ha mantenido.

a) Contrasta, con un nivel de significacion del 5%, la hipétesis defendida
por las autoridades sanitarias, frente a que el porcentaje ha aumentado
como parecen indicar los datos, explicando claramente a qué conclusion
se llega.

b) ¢Como se llama la probabilidad de concluir erroneamente que el tanto
por ciento se ha mantenido?
a) 1% paso: Hipotesis: Queremos contrastar:

Hy: p <0,42 frente a Hy: p > 0,42

29 paso: Zona de aceptacion:

Do4
[Fos 2 N 222)

Para un nivel de significacion del 5%, tenemos que z, = 1,645. Por tanto, el inter-
valo sera:

- . fo42-058 ) N
(— 0,42 + 1,645 1000 ), es decir, (—oo0; 0,446)

3% paso: Verificacion:

450 _ 45,

La proporcion obtenida en la muestra es pr = T000

4° paso: Decision:

Como la proporcion muestral esta fuera de la zona de aceptacion, rechazamos
H,, es decir, aceptamos que la proporcion ha aumentado.

b) La probabilidad de concluir erréneamente que el tanto por ciento se ha mantenido, es
decir, de aceptar H,, siendo falsa, es la probabilidad de cometer un error de tipo II.

CUESTIONES TEORICAS

34 Con una muestra de 500 individuos hemos estimado, con un nivel de con-
fianza del 90%, que la estatura media de los soldados de un cierto reemplazo
esta entre 174,3 cm y 175,1 cm (problema de la pagina inicial, pag. 290).

a) Si la desviacion tipica de la poblacion era desconocida, averigua la media,
x, yla desviacion tipica, s, de la muestra.

b) ¢Cual seria el intervalo si la muestra fuera de tamafio la cuarta parte
(500 : 4 = 125) y mantuviéramos el nivel de confianza?
a) ® La media muestral es el punto medio del intervalo de confianza:

174,3 + 175,1

5 = 174,7 cm

X =
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e La semiamplitud del intervalo es:

17571—;17473 = 0,4, que coincide con:
s 04-Vn
Zop = =04 = s=—2—
/2 \/; Z0/2

Para un 90% de confianza, tenemos que z,, = 1,645. Por tanto, la desviacion ti-
pica de la muestra es:

04 V500
1,645 5,44
b)Si z,, = 1,645, y mantenemos las condiciones del problema, salvo el tamano

muestral, que es %, el intervalo tendria el doble de amplitud que el anterior, pues:

E=z, —5 =2.2 .5 -2.04=08

“ Vooa T

Es decir, el intervalo seria:

(174,7 — 0,8; 174,7 + 0,8); esto es: (173,9; 175,5)

35 Supongamos que, a partir de una muestra aleatoria de tamafio n = 25, se ha

S calculado el intervalo de confianza para la media de una poblacién normal,
obteniéndose una amplitud igual a + 4. Si el tamaifio de la muestra hubiera
sido # =100, permaneciendo invariables todos los demas valores que inter-
vienen en el calculo, ;cual habria sido la amplitud del intervalo?

La semiamplitud del intervalo es igual al error maximo admisible:

E=z,," O para n =25, sabemos que E = 4.

n

Si n =100, tendriamos que:

__ . c __ o _1 o \_1 . _
sy 1 ) SN

/2 [71 0 o/2 [74 25 \/75

La amplitud del intervalo seria + 2.

36 A partir de una muestra aleatoria, hemos estimado el peso de los toros de
una manada mediante el intervalo (443, 528). ;Cuil es la media de la mues-
tra obtenida?

La media muestral es el punto medio del intervalo de confianza, es decir:

443 + 528

=4
> 85,5

x =

37 Mediante una muestra de 100 individuos estimamos la estatura de un colecti-
vo de personas con un nivel de confianza del 95%. El error maximo admisible
obtenido es E = 1,274. ;Cual es la desviacion tipica de la muestra obtenida?
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Para un nivel de confianza del 95%, tenemos que z,, = 1,96.

El error maximo admisible es:

E=2z,," S Como E = 1,274, n =100 vy Zypm = 1,96, tenemos que:

n

1274=196- _ 5 — s=1274

S
V100 1,96

=65 — s=65

38 A partir de una muestra de tamafio 400 se estima la proporcion de indivi-
duos que leen el periédico en una gran ciudad. Se obtiene una cota de error
de 0,0392 con un nivel de confianza del 95%.

a) ¢Podriamos, con la misma muestra, mejorar el nivel de confianza en la es-
timacion? ¢Qué le ocurriria a la cota de error?

b) ¢Sabrias calcular la proporcién, pr, obtenida en la muestra?
a) Aumentando la cota de error mejoraria el nivel de confianza.
b) La cota de error es:

E=zy," \' Pr(ln—jﬂ’)

Como E=0,0392; n=400 y 1-a=095 — Zym = 1,96, tenemos que:

_ . /pr(l —pn 0,0392 _ , [prd —pr)
00392 = 1,9 400 4 1,96 400

_ A |prd —pn _prd—pn _ B
— 0,02 T — 0,0004 ST — 0,16 = pr(1 - pr)

0,16 = pr—pr> — pr¥—pr+0,16=0

1+V1-064 _ 1£V036 _1+06 _—Pr=08
2 2 2 T~ pr=02

pr=

Podria ser pr= 0,8 o bien pr=0,2. Con los datos que tenemos, no podemos
decidir cual de estos dos resultados es el valido.

PARA PROFUNDIZAR

39 En un test de hipotesis para estudiar si el cociente intelectual medio de los
estudiantes de una universidad es 113, hemos seleccionado una muestra ale-
atoria de 180 estudiantes, obteniendo una media de 115. La zona de acepta-
cion obtenida ha sido el intervalo (111,98; 114,02) y sabemos que la desvia-
cion tipica es ¢ = 7. Por tanto, hemos rechazado la hipoétesis.

¢Cual es la probabilidad de habernos equivocado, es decir, de haber rechaza-
do la hipétesis, cuando en realidad era verdadera? ;Como se llama este tipo
de error?
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El error que consiste en rechazar H, cuando esta es verdadera, se llama error de
tipo I. La probabilidad de cometerlo es precisamente o, el nivel de significacion.
Lo calculamos en este caso concreto:

e La semiamplitud del intervalo de aceptacion es:

z, O . En este caso concreto es igual a:

o2 NP

e Sabemos que 6 =7 y que n=180. Por tanto, podemos despejar z ,:

114,02 — 111,98 _

1,02
2

5

V180

1,02==z2,," - Zy,=19 -

— 1- % =0,9744 — a=0,0512

Zo/2

e La probabilidad de haber cometido un error de tipo I (rechazar H, siendo cier-
ta) es o = 0,0512.

En una determinada provincia, la nota media en matematicas de los alum-
nos de 22 de Bachillerato del curso pasado fue de 5,8, con una desviacion ti-
pica de 2,3 puntos. Con un nivel de significacion de 0,05 y suponiendo que
la desviacion tipica sigue siendo la misma, queremos contrastar la hipotesis
de que la media no ha variado. Para ello, vamos a extraer una muestra alea-
toria de tamaiio 100. Asi, la zona de aceptacion sera el intervalo (5,35; 6,25).
Si al final la media real fuera de 5 puntos, ¢cuil es la probabilidad de obte-
ner una media muestral que nos lleve a cometer un error de tipo II (es decir,
aceptar H) siendo falsa)?

Si la media real fuera @ =5, las medias muestrales en muestras de tamano 7 = 100,
2.3
V100

con 6 = 23, se distritribuirfan segin una N(S;

N(5; 0,23).

); es decir, segin una

Asi, la probabilidad de aceptar H,, siendo falsa (esto es, la probabilidad de come-
ter un error de tipo II) seria la probabilidad de obtener una media muestral que ca-
yera dentro de la zona de aceptacion, es decir:

535-5_,.625-5
0,23

) ’

P[5,35<x<625] =P = Pl1,52 < z<5,43] =

= Plz <543] - Plz < 1,52] = 1 — 0,9357 = 0,0643

Unidad 11. Inferencia estadistica
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