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Tema 1

MATRICES. DETERMINANTES

1.1. Matriz

a1 a1 ... Q1np
Matriz de orden m x n es un cuadro formado por m filas §= 9z .- O
y n columnas de nimeros reales.
Ami Qm2 - Gmn
0O 012 30
1 201 10
Ejemplo | 2 —5 2 2 —2 1 | es una matriz 5 x 6
0 120 01
1 3 21 11
Observaciones

1. En un elemento de una matriz el subindice primero indica su fila y el segundo su columna,
api s el elemento de la fila h, columna k.

2. Se llama diagonal principal a la formada por los elementos a;;.

3. Se llama matriz fila si esta formada por una sola fila (3,-2,0)

Se llama matriz columna si estd formada por una sola columna.

-3 012 30
4. Llamaremos matriz triangular a aquella cu- g 8 ; ; g i
yos elementos por debajo de la diagonal prin- 00 0 2 01

cipal son 0

5. Matriz cuadrada es la que tiene igual nimero de filas que de columnas.

6. Matriz traspuesta de una dada A, es la matriz A’ obtenida cambiando filas por columnas,
para obtenerla se escribe la 1% fila como 1* columna, la 2¢ fila como 2% columna, etc:

PR 1o
A=1 01 1 0 A =

2 2 2 1 31 =2

o 3x4 00 1

4x3



2 MATRICES. DETERMINANTES

1.2. Operaciones con matrices

1) Suma: para sumar dos matrices del mismo 2 4 -5 5 =3
orden se suman los elementos correspondien- 6 4 |+ 2 -1 |=|28 =5
tes 8§ —6 0 -7 8§ —13
1 1 2 -3 —6

2) Producto por escalar: se multiplican to- (—3). ol 215 o
dos los elementos por el niimero 6 0 18 0

3) Producto de matrices: dos matrices son multiplicables si el nimero de columnas de la
primera es igual al nimero de filas de la segunda. El producto de una matriz de orden m x n
por una matriz de orden n X p es una matriz de orden m X p, en la que el elemento del lugar
17 se obtiene operando la fila ¢ de la 1* matriz con la columna j de la 2% matriz.

Ejemplo

(2 1 _1) X
03 0 2x3 2 _
3x4
2.0+1-14(-1)-2 2:04+1-24+(=1)-(=5) 2-1+1-0+(-1)-2 2-2+41-14(-1)-2\ _
0-0+3-140-2 0-0+3-24+0-(=5) 0-14+3-04+0-2 0-2+3-14+0-2 )

_<—1703)
3603),,

0 2
2 1 =
2

t
_i_[\DOH

Se verifican las propiedades y consecuencias de facil comprobacion:

1. Asociativa A.(B.C') = (A.B).C’
observaciéon El producto no es conmutativo, tampoco entre matrices cuadradas.
(0 7) <O O)_(? 0> (0 0) <O 7)_(0 0)

00/ \10 0 0 1 0/°\00 0 7

2. Se llama matriz unidad o identidad a aquella cuyos ele-

mentos de la diagonal principal son 1 y los restantes 0.

S = O
= o O

1
Al multiplicar una matriz por la matriz unidad se obtie- Is=1 0
ne la misma matriz, es el neutro para el producto cuando 0
se puede hacer éste.

3. Es distributivo respecto de la suma de matrices. A.(B+ C) = A.B+ A.C

4. La traspuesta del producto es el producto de las traspuestas cambiadas de orden

(A.BY = B'.A’

Ejemplo Hallar la matriz A en la siguiente ecuacién matricial 3A — C B’ = D1, siendo

3 1
2 -1 2 -1 521 —1
B=14¢ o C_(?) o) D‘(— 0 3 0)

0 —1



1.4 Determinante de una matriz cuadrada 3

1

55 12 1 10 7 13 0
CB = . DI,=D D+CB =
(96180)’ ! * (76210)

_ ([ 10/3 7/3 13/3 0
A‘( 7/3 2 70)

5. Utilizando el producto de matrices un sistema de ecuaciones lineales se puede expresar en

forma matricial: Sv 42y —5z2=4 3 2 =5 y (4 o trasponien-
V6r—y=7 6 -1 0 Yy I=\7 P
3 6
do:(xyz) 2 -1 :(4 7)
-5 0

1.3. Determinante de una matriz cuadrada

Determinante de una matriz cuadrada A, que se representa |A|

Determinante de orden 2 Zl Zz = a1by — asby
1 02
Determinante de orden 3
a; agz as
bl bg bg = &16203 + &2[)301 + agblcg — a3b201 — &2()103 — albgcg
Ci1 Co2 C3
Ejemplos Calcular:
1 5 2 =25 1 2 3
‘_2 5‘:—1; -3 4 0| =-103; 4 5 6|=0
6 —1 1 7 8 9

Propiedades de los determinantes

1. Vemos que en cada sumando del desarrollo hay un elemento de cada fila y uno de cada
columna.

2. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la
diagonal principal.

3. El determinante de un producto de matrices cuadradas es el producto de los determinan-
tes: |A.B| = |A|.|B|.

1.4. Aplicaciones de las matrices

Matriz asociada a un grafo: Dada una relacion binaria en un conjunto cuando un elemento
a esta relacionado con otro b se pone un 1 en el correspondiente lugar de la matriz y 0 en otro
caso.



4 MATRICES. DETERMINANTES

Consideremos el grafo de la figura:

sla b ¢ d e b\
wal0 1 1.0 0 / q
o Plo0o0 10 \
100011 o
dlo 00 01 \/

el0 0000 ¢

Se llama camino a una secuencia de arcos de tal manera que el vértice final de cada uno
sirve de vértice inicial al siguiente. Un camino tiene longitud n si pasa por n arcos, y por tanto,
recorre n + 1 vértices.

Circuito es un camino cerrado en el que el vértice final coincide con el vértice inicial. Se
detectan porque aparece 1 en algtin elemento de la diagonal principal al hacer las sucesivas
potencias de la matriz del grafo.

Ejemplo En el grafo anterior hallar si hay caminos de longitud > 2 y si existen circuitos

01 100 01 100 000 21
00010 00010 00 0O01
M?=MM=|00011 00011 ]=1000H01
00001 00001 00 00O
00 00O 00000 00 00O
hay 2 caminos de longitud 2 entre a y d
hay 1 camino de longitud 2 entre a y e
hay 1 camino de longitud 2 entre b y e
hay 1 camino de longitud 2 entre cy e
000 21 01100 0000 2
00001 00010 00 00O
M3=M>M=1]00001 00011 (f=[000S020
00 00O 00001 00 00O
00 00O 00 00O 00 00O
hay 2 caminos de longitud 3 entre a y e
0000 2 01100 00 00O
00 00O 00010 00 00O
M=M3M=1]00000 00011 (f=[000S0FQ0
00 00O 00001 00 00O
00 00O 00 00O 00 00O
luego no hay ningiin camino de longitud 4, y al ser matriz nula, indica que el grafo no posee

circuitos.



1.5 Problemas

1.5. Problemas

1. Calcular A’.B — C“°.

2
1 00
0 21
0 2 2

0 3 0
Solucion: 8 —6 -6 |.
1 -5 -6

1 21
2. Dadas las matrices A = 1 3 1 ];
00 2
1 01
B = 2 2 2 Hallar la matriz P
0 06
que Veriﬁque
P—-B?=
(§48)
Solucion: 13 10 31
0 48
2 13 3 =2 1
3. Calculara) [ 1 =2 0[;b)|3 1 5
4 1 5 3 45
1 3 -1
c)|5 4 6
2 2

Solucion: a) 2, b) -36, ¢) -11

4. Sabiendo que A = ( 1 (1) )

Hallar A + A% + A3

3 0
Solucion: A =
olucion <6 3)

5. Resolver el sistema matricial:

9A_ B — 1 -2 1
1 05

2 2 2
avs=(227)

Soluciéon: A = (1 0 1) B =

2 1 3
1 21
3 2 1

Siendo A =

101 13 0
(o 0)’3_(4 0 —1)’0_

6. Hallar la matriz M correspondiente al
grafo

a) Calcular M? — M
b) hallar M? y M*

N
C/

0 0 -1 1
0 1 0 -1

lucion:
Solucién 0 y 0 -1
0 -1 0 1

7. Un fabricante produce tres tipos de cla-

vos, de aluminio (A), de cobre (Q) y de
acero (H). Todos ellos se fabrican en lon-
gitudes 1; 1'5; 2 y 2’5 centimetros con los
precios respectivos siguientes:

Clavos A: 0’20 0’30 0’40 0’50 pts

Clavos Q: 0’30 0’45 0’60 0’75 pts

Clavos H: 0’40 0’60 0’80 1 pts

Sabiendo que en un minuto se producen:
De 1 c¢m de longitud: 100 A 50 Q 700 H

De 1’5 ecm de longitud: 200 A 20 Q 600
H

De 2 c¢m de longitud: 500 A 30 Q 400 H

De 2’5 cm de longitud: 300 A 10 Q 800
H

Se pide:

i) Resumir la informacién anterior en 2
matrices, M y N. M es una matriz 3 x 4
que recoja la produccién por minuto y N
matriz 4 X 3 que recoja los precios.

ii) Calcular los elementos de la diagonal
principal de la matriz M.N y dar su sig-
nificado.
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iii) Idem para la matriz N.M

ii) 430 precio de todos los clavos de aluminio,
49’5 de los de cobre, 1760 de los de acero (solo
o diagonal principal)

0’40iii) 315 precio de los de 1 cm, 429 de 1’5 cm, 538
gjggde los de 2 ¢m, 957’5 de los de 2’5 cm.

Solucion:
A
|1 15 2 25 |0’20 020
A [100 200 500 300
i) 1’5 | 030 045
Q| 50 20 30 10 00 060
H | 700 600 400 800 o5 | 050 o075 1



Tema 2

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

2.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Una ecuacion es una igualdad en la que aparece una o varias incégnitas:
1)z? — 3z = =2
2)3x —2y+52—-3=0

Soluciéon de una ecuaciéon son los nimeros que al sustituir en las incégnitas cumplen la
igualdad: en el ejemplo 1) las soluciones son 1 y 2; en el ejemplo 2) z =2,y =4,z =1 es una
solucion pero hay infinitas soluciones dependientes de dos parametros, pasando por ejemplo la
y v la 2 como parametros al segundo miembro quedarfa: x = ng _ o2 +

3

Resolver una ecuacion es hallar todas sus soluciones.

Cuando las incégnitas no tienen exponente (o sea tienen exponente 1) se dice que es ecuacion
lineal.

Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a un conjunto de expresiones de
la forma:
111 + a9 + ...+ a1y, = C1
(9121 + A92Xo + ... + GopnT, = Co

Am1T1 + Qa2 + ... + @y = Cpyy
donde las ”2” son las incognitas, y tanto los coeficientes ”a” como los términos independientes

”¢” son numeros reales.

a1y aiy ... A1n C1
. . o1 Q22 ... [05) Co . . .
Consideraremos la matriz: A = " matriz asociada al sistema
Am1 Amo2 ... Qmn  Cm

Se llama solucién del sistema a toda n-tupla de ntimeros que satisfaga las ecuaciones, es
decir que al sustituir en el sistema verifica todas las ecuaciones.

7



8 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

2.2. Resolucién de un sistema por el método de Gauss

Dos sistemas son equivalentes si toda solucién del primero lo es del segundo y viceversa.

Teniendo en cuenta que al multiplicar los dos miembros de una igualdad por un ntmero la
igualdad subsiste, y de que si se suman varias igualdades resulta otra igualdad. Se tienen las
siguientes reglas que permiten pasar de un sistema a otro equivalente més sencillo:

1) Se pueden intercambiar dos ecuaciones.

2) Se puede multiplicar (dividir) una ecuaciéon por un nimero distinto de cero.

3) A una ecuacion se le puede sumar (restar) otra.

4) Si hay dos ecuaciones iguales o proporcionales se puede eliminar una.
5) Se puede despejar una incognita en una ecuacion y sustituir el resultado en las demas.

6) Es equivalente trabajar con las ecuaciones del sistema que trabajar con las filas de la
matriz asociada.

El método de Gauss consiste en triangular la matriz asociada (conseguir ceros por debajo
de la diagonal principal) mediante las operaciones arriba indicadas, de esta manera queda
un sistema equivalente de cuya tultima ecuacion se puede despejar una incognita y luego ir
sustituyendo los valores de las incognitas de abajo arriba. Es un procedimiento particular de
reduccion.

Resultan las siguientes posibilidades al resolver un sistema:

a) Sistema compatible determinado, es decir, con soluciéon tnica.

b) Sistema compatible indeterminado, es decir, con infinitas soluciones.
¢) Sistema incompatible, es decir, no tiene solucion.

Ejemplo Resolver por el método de Gauss
(

r—2y=-5 1 -2 0 =5
2+42 =7 o 2 4 7
xr+y—4z = -8 la matriz asociada es 1 1 —4 =8
3y —4z=-3 0 3 —4 -3
| —z—y+4z=38 -1 -1 4 8

se observa que la quinta fila es la 3% x (—1), la eliminamos
1 -2 0 -5 30fila — 19 1 -2 0 =5
0 2 &Q\Y¥ 1 1 -4 -8 3 = 02 4 suprimi-
1 1 -4 -8 1 2 0 5 0 3 —4 -3
0 3 —4 -3 0 3 —4 -3

mos la ultima fila,

1 -2 0 -5 3% X 24 2% x (=3) 1 -2 0 -5
o 2 4 7 0 6 -8 —6 ,=0 2 4 7
0 3 —4 -3 0 -6 —12 -21 0 0 —20 -—-27

una vez triangulada volvemos a sistema
rT—2y=-5
2y + 4z =7 resulta despejando y sustituyendo de abajo hacia arriba
—20z = =27

27 7T—42Z Y4 4 —17
b A et A R S
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nota !

En la préctica nos limitaremos a sistemas con tres incégnitas como méaximo.

Ejemplos

1. Estudiar y resolver si es posible el sistema
(

dr +5y+3z2=—4
dr+y+42=0
4r + 3y + 3z = —5 formamos la matriz:
dor — 3y + 5z =4
| 2y +2z2=05
4 5 3|4 4 5 3 —4
440 2= 1 0 -4 1 4 eliminamos la 4¢ fila que es pro
48315 - 0 =20 -l orcional a la 2¢ 3 '
4 -3 5| 4| 4-10o|0 82 8|7
0 -2 1] 5 0 -2 1 5
4 5 3 —4 4 5 3 —4
a a . 4 5 3 —4
0 -4 1 4| 3%(-2)+2 0 —4 1 4 | eliminamos la 4° 0 —4 1| 4
0 -2 0 -1 4%(—2) 4 2¢ 0 0 1 6 |[fila 0 01 6
0 -2 1 5 0 0 -1 —6
sistema compatible determinado
4o + 5y + 32 = —4
Para resolverlo queda el sistema equivalente: —4y + z =4 que resuelto susti-
z2=206
tuyendo da: © = —49/8;y = 1/2;2 =6
2. Estudiar y resolver si es posible el sistema
—z=4 11 -1 4
r+y—=z 20 4 10. (=)
20 —y+3z=—1 2 -1 3 —1 304 qa. 4
—4x +5y—1lz =11 -4 5 —-11 11
1 1 -1 4 11 -1 4
0 -3 5 =9 |3*+2¢-31 0 -3 5 —9 | eliminamos la tltima ecuacion,
0 9 —15 27 0O 0 0 O

sistema compatible indeterminado.

1

El método de Gauss-Jordan consiste en después de triangular la matriz asociada seguir consiguiendo ceros
por encima de los elementos correspondientes a las incégnitas, y por dltimo dividiendo por el coeficiente de cada
incognita conseguir que sea uno el coeficiente correspondiente a esa incognita.

1 -2 0 -5 1 -2 0 -5 1 -2 0 -5
2 4 7T 12°%x5+3*| 0 10 0 8 12%/21 0 5 0 4 119 %x5+2%%x2
0 —20 =27 0 0 —-20 =27 0 0 —20 =27

0

0

5 0 0 -17 5z = —17
(0 5 0 4) {5y=4

0 0 —20 —27 —20z = —27
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=4
Dejando z e y en el primer miembro y considerando la tltima matriz resulta: { . ;— Y 9+ 25
9+ 52 3—2z
_ . — . R
Y 3 0 7 3 7 €
3. Estudiar y resolver si es posible el sistema
=4 4 1 211
3x + 3y + 32 3 3 3 20 4 10 (—3)
20+ y+22=2 21 2 2 reordenando 3 3 3 4 30 4 10 (—2)
r+2y+z=1 1211 21 2 2
1 211 1 21 1
0 -3 01 ]3=2210 -30 1
0 -3 00 0 00 -1
queda 0z = —1 como tltima ecuacién: sistema incompatible.
4. Resolver
—z= 11 -1
r+y—2=0 0 20 4 14 (—2)
20 +3y+2=0 1 0 30 4 10 (—d)
dr +d5y—2=10 4 5 -1 0
11 -1 0
11 -1
01 30 (0 13 8) r=4z, y=-3z;, z€R
01 30

(un sistema en el que los términos independientes son 0 se llama homogéneo)

2.3. Problemas de sistemas de ecuaciones lineales
Ejemplos

1. Discutir segtin los valores de m la compatibilidad del sistema:

r+y—3z=-1 1 1 -3 -1 2 109

—2r—-y+mz=1 -2 -1 m 1 304 10 (—d)

dr +my — 92 = -3 4 m -9 -3

1 1 -3 -1 11 -3 —1 11

0 1 m—6 —1 |3°=2¢(m—4)[ 0 1 m — 6 -1 ]=(101

0 m—4 3 1 00 3—(m—4)(m—-6) m—3 0 0 —m?+ 1

Los elementos de la diagonal principal son los coeficientes de las incognitas. Al despejarlas
esos coeficientes pasan al denominador, por tanto:

para la discusion consideramos los valores que anulan a los elementos de la
diagonal principal.

En nuestro caso:
—m? + 10m — 21 se anula paraa = 3,a =7

Discusioén:
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= Para m # 3,m # 7, es compatible determinado.

11 -3 -1
= para m = 3, sustituyendo: | 0 1 -3 -1 y == —143z;2 = —2662z compa-
00 0 0
tible indet.
0 -2 0 2
= para a = —1, sustituyendo: | 0 —1 1 0 | De la dltima filas
0O 00 4

"0z = 4” se concluye que es incompatible

2. Discutir segtin los valores de a la compatibilidad del sistema:

(a+1)z+(a—1)y—(a+1)z=2 a+1l a—1 —a—1 2
ay—+z=20 0 a 1 0 |J3*—-1°
(a+1Dz+2a—1y—(a—1)z=1 a+1 2a—1 —a+1 1
a+1 a—-1 —a—-1 2 a+1l a—-1 —a—-1 2

0 a 10 ])3*-2¢ 0 a 1 0

0 a 2 -1 0 0 1 -1

Los elementos de la diagonal principal son los coeficientes de las incognitas. Al despejarlas
esos coeficientes pasan al denominador, por tanto:

para la discusion consideramos los valores que anulan a los elementos de la
diagonal principal.

En nuestro caso:
a + 1 =0 se anula para a = —1 y también consideramos a = 0

Discusioén:

» Para a # 0,a # —1, es compatible determinado.

1 -1 -1 2
= para a = 0, sustituyendo: | 0 0 1 0 | De las dos tltimas filas
0o 0 1 —1
7z = 0; 2z = —1" se concluye que es incompatible
0 -2 0 2
= para a = —1, sustituyendo: 0 -1 1 0 z=—-lLy=—-1,0z =0,z = a,
0O 01 -1

compatible indet.

3. Discutir y resolver en caso de indeterminacion:

r+2y—kz=1 1 2 -k 1

—y+z2=0 0 —1 1 0 |3*+1*-—k
kx+ 2=k k0 1 k

1 2 —k 1 1 2 —k 1
0 —1 1 0 |3*+2*-2k| 0 —1 1 0
0 2k —k>—-1 0 0 0 —k*+2k—-1 0
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Para la discusion consideramos los valores que anulan a los elementos de la diagonal
principal

k2 4+2k—1=0; k*—2k+1=0; k=1doble

Discusion:

» Para k # 1 es compatible determinado.
1 2 -1 1
= Para k =1, sustituyendo: | 0 —1 1 0 {
0 0 00
y=zx=1—2y+2=1-3z; 2z € R compatible indeterminado.

r+2y—z=1
—y+z=0

2.4. Problemas de sistemas de ecuaciones lineales
Ejemplos

1. La suma de las edades de un padre y sus dos hijos es 48. Dentro de 10 anos, el doble de
la suma de las edades de los hijos, excedera en 6 anos a la edad del padre. Cuando naci6é
el pequeno, la edad del padre excedia en 6 unidades al triple de la edad que tenia el hijo
mayor. Calcula las edades de los tres.

r+y+z2=48 r+y+z=48
x = edad actual del padre 2(y+104+24+10) —6=2+10 —r+2y+2z=-24
y = edad actual del hijo mayor (x—2)—6=3(y—=2) r—3y+22=6

z = edad actual del hijo menor
r=40;y =10;2 = -2

luego el problema no esta correctamente planteado pues se habla de edades actuales y el
hijo menor no existe.

2. En una reunion, cierta parte de los presentes estan jugando, otra parte estan charlando
y el resto, que es la cuarta parte del total, bailando. Mas tarde, 4 dejan el juego por el
baile, 1 la charla por el juego y 2 dejan el baile por la charla, con lo cual, el niimero de
personas que esta en cada grupo es el mismo. ;Cuéntas personas componen la reunioén?

xjuegan,ycharlan,zbailan%:z, rT—4+1=z+4-2=y—1+2
r+y+z=4z r+y—32=0
r—3=y+1 r—y=4 r=11,y=7,2=6
rT—3=2+2 rT—2z=2>5

3. Los grifos A y B llenan un depoésito en 1h 10m. Los grifos A y C lo hacen en 1h 24m. Los
B y C en 2h 20m. Calcula el tiempo que tardaran en hacerlo cada uno por separado y los
tres a la vez.

x = parte del volumen que llena en un

parte e v 0(x+y)=V 70x + 70y =V
m111u.d0]§ grifo 84z +2)=V 84x + 84z =V
y =1 140(y +2) =V 140y + 140z =V

7z =1id C
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0 70 0V 0 70 0 V
84 0 84 V | 295)+1%=6) 0 —420 420 —V
0 140 140 V 0 140 140 V

70 70 0o Vv
3°(3)+2° 0 —420 420 —V | resulta: 1= -
0 0 840 2V

To.x =V;T, = 105min, T, = 210min, T, = 420min; todos: T(x+y+z) = V, T = 60min.
4. Tenemos 3 lingotes, cada uno de ellos formado por oro, plata y cobre. El primero tiene 65
g de oro, 25 g de plata y 10 g de cobre; el segundo tiene 5 g de oro, 45 g de plata y 50 g
de cobre; y el tercero 20 g de oro, 45 g de plata y 35 g de cobre. cada uno de los lingotes

se funde teniendo 3 aleaciones. ;Cuantos gramos de cada aleaciéon debemos tomar para
formar otra aleacion de 60 g que contenga 15 % de oro, 40 % de plata y el 45 % de cobre?.

Aq: 1% aleacion, cada gramo tiene 0’65 oro, 0’25 plata y 0’1 cobre
Ay: 2% aleacion, cada gramo tiene 0’05 oro, 0’45 plata y 0’5 cobre
Aj: 3% aleacion, cada gramo tiene 0’2 oro, 0’45 plata y 0’35 cobre
necesitamos x gramos de Ay, y gramos de A,, z gramos de As, z + y + z = 60

veamos cuantos gramos de cada metal han de tener los 60 g de aleacion final oro: 60.0°15
= 9, plata: 60.040 =24, cobre: 60.0’45 = 27

T+ y+ 2z =060

65z + 5y + 20z = 900
25z + 45y + 45z = 2400
10z + 50y + 35z = 2700

oro: z-0654+y-005+2-02=9
plata: x - 025 +y - 0'45 4+ 2 - 045 = 24
cobre: - 01 +y-05+2-035=27

r+y+2z=060 1 1 60 1 1 1 60
Simplificamos 13x +y + 42z =180 13 4 180 0 —12 -9 —600
P o + 9y + 9z = 480 bt 9 480 0 4 4 180
2z 4+ 10y + 7z = 540 2 10 7 540 0 8§ 5 420
1 1 1 60 1 1 1 60
0 —4 -3 —-200 0 —4 -3 —-200
dividi 2%
widimos 2Tpors gy 4 180 0 0 1 -20
0 8 5 420 0 0 —1 20
seria z = —20 el sistema es compatible pero la solucién no tiene sentido con el enunciado,

no es posible efectuar la aleacion deseada.

5. Hallar el polinomio que pasa por los puntos:
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z|-11 2 ,
y|-6 4 3 )
Planteamos obtener una funcién polinémica de segundo
grado
y = az® + bx + ¢, resulta el sistema: 1 oz)s 4
y(—1) = —6 a—b+c=—6
y(1) =14 — < at+b+c=14
y(2)=3 da+2b+c=3
que tiene soluciéon tinica y nos da la funcién y = —222 + 5z + 1

2.5. Calculo de la matriz inversa por el método de Gauss

Dada una matriz A su inversa es la matriz A~! que verifica A. A~ =1

Una matriz cuadrada que tiene inversa se llama regular y se caracteriza porque su determi-
nante no es cero.

Ejemplos

s Hallar la inversa de: A = ( 2 _i )

Adjuntamos a la derecha la matriz unidad

3501 0\yo 1 3 5] 10\, .. ..(3 0] 315
(2 —1‘0 1)2'3“(2)(0—13‘—2 3)1 13+2 5( 0—13‘—2 3)

Ahora dividimos cada fila por su elemento de la diagonal principal:

3 15 1 5
17/39 L0 35 35 PR T
/) | |22 01|23
—-13 -13 13 13
011
= Hallar la inversa de: 3 11
1 4 3

Adjuntamos a la derecha la matriz unidad y para evitar el cero en la esquina le sumamos
a la primera fila la segunda:

01 1/100 322110\, .,
31110 10 J19420{ 3 11010 o

14 3/001 143001

3 2 2 1 10 3 02 2 1 10\ .
0 -1 -1 -1 00 |3 4+2°-10{ 0 -1 =1 -1 0 0 ;'T;Q
0 10 7 -1 -1 3 0 0 —3 —11 -1 3
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9 6 0 -19 1 6 9 0 0 -3 3 0
0 -3 0 § 1 =3 |1°+2*-21 0 =3 0 8§ 1 -3
0o 0 -3 —-11 -1 3 o 0 -3 —-11 -1 3

dividiendo cada fila por su elemento de la diagonal principal:
1 00(-1/3 1/3 0
0 1 0[-8/3 —1/3 1 | las ultimas tres columnas es la matriz inversa.
00 1} 11/3 1/3 -1
= Resolver la ecuacion matricial:

A - X = B siendo:

3 11 3 1
A= 2 5 2 | B=|2 5
3 =20 3 -2
Multiplicando por la inversa a la izquierda: A™'-A- X =A4"1-B, X=A"'.B
-4 2 3
La inversa de Aes A~'=| —6 3 4
19 -9 -13
-4 2 3 3 1 10
X=1 -6 3 4 -1 2 5 |=101
19 -9 -13 3 -2 00

m Resolver la ecuacién matricial:

X A= B —2X siendo:

=(73) m=(53)

X-A=B-2X, X-A+2X=B, X(A+2L)=B, X=B-(A+2L)"!
—1 -3 10 1 -3 2 0 1 -3

(A+2h) ( 1—2)+ (0 1) ( 1—2)+(02) (1 0)

0 1)_( 0 3)1

1l 113
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2.6. Problemas
1. Resolver por todos los métodos 6. Para pagar una cuenta de 2.400 rupias un
{ or — 3y =2 extranjero entrega 9 libras esterlinas y 15
—3r+4y="7 dolares, recibiendo 75 rupias de vuelta. Y

Solucion: z =29/11,y = 41/11

2. Halla la ecuacion de la recta:

\

Solucién: 3z + by = 4

. En una tienda de antigiiedades tienen 2
cuadros y una jarra de porcelana. La ja-
rra vale 50 €. Uno de los cuadros mas
la jarra equivale al cuadruplo del precio
del otro cuadro, mientras que este tulti-
mo cuadro y la jarra valen 40 €maés que

el primer cuadro. ;Cuanto vale cada cua-
dro?

Soluciéon: z = 30,y = 20

. Un pedn es contratado en una finca por
200 pesos diarios cuando trabaja manana
y tarde, dandole ademés de comer. Cuan-
do sélo trabaja por la manana le dan 125
pesos, ya que no come. Hallar cuantos
dias trabajo s6lo por la manana, sabien-
do que al cabo de un mes recibié 5.100
pesos.

Solucioén: 12 dias

. Un muchacho dice "Tengo tantos her-
manos como hermanas”’, y entonces una
de sus hermanas dice "tengo hermanos y
ermanas en la razon de . ,Cuantos
h 1 de 3/2”. ;Cuant
hermanos y hermanas son?

r—1=y
L =3/2

y—1

x=0,y=95

Solucién: {

10.

11.

12.

13.

14.

para pagar otra cuenta de 3.200 rupias,
otro extranjero entrega 15 libras y 9 do-
lares y 35 rupias /A qué cambio en rupias
se han cotizado las libras y los délares?

9x + 15y = 2475

152 + 9y = 3165 °
vale cada libra, y = 60 rupias vale cada dolar.

Solucion: { x = 175 rupias

Resolver por el método de Gauss

3r+3y+22=4
—r+3y+22=0
2x + 5y + 62 = —2

Solucion: . =1,y =7/4,2 = —17/8
—2r+3y+22=4
—r+3y+z=0
20 + Ty + 62 = =2

Solucion: z = —25/12,y = —4/3, z = 23/12
r+3y+22=1
—r+3y—2z=0
20 + 5y + 2z = —2

Solucion: z = —26,y = 3,z = 35
—2r4+y—22=3
—b6x + 6y =6
—2z+3y+2z2=1

Solucion: © = =2 —2z,y = —1 — 2z
20 -2y +z2=1
or —4dy+3z2=1
—dx + 6y — 2z = —4

Solucion: ¢ = -1 — z,y = —=3/2 — z/2
—2x —2y+2z=23
—2z —4y+2=38
242y +42=2

Soluciéon: incompatible

v —4dy+z2=-4

—r—y+2z=-4
T —"Ty=—4

Solucion: ¢ = 12/7+ z,y = 16/7+ z
—5r —3y+z2=0
204+ 3y —4z=4
3v —4z = -3

Solucion: © = —25/21,y =122/63,z = —1/7
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15.

16.

17. <

18.

19.

20.

21.

22.

—r+4y+42=3
6r —y=—4
—br—3y—4z=1
y+2=0
Soluciéon: ¢ = =3,y = —14,z =14
3r — 3y +4z=-3
2 —y+z=-4
3r+y+2z2=-4
Solucion: ¢ = =5/2,y=1/2,2=3/2
(22 —3y—32=1
—2x+4z=14
r+3y+z=-3
(| T3y +oz=1

Solucién: z =2z — 2,y = 352

3

( 20+3y—2=0
2v =3y +42=3
dr —4z =2

| 2 —y=3

Soluciéon: incompatible

Por un kg. de pescado, otro de legumbres
y otro de fruta se han pagado 11’2 €. Ha-
llar lo que cuesta cada cosa sabiendo que
el kg de legumbres cuesta 0’8 €més que
el de frutas y que el kg de pescado vale
tanto como uno de legumbres y otro de
fruta juntos.

Solucion: z = 56,y = 3’2,z = 2'4

Hallar las edades de tres hermanos sa-
biendo que sumadas dos a dos dan 7, 10
y 13 anos.

Solucion: 2,5,8

Un senor tiene dos hijos, de los cuales uno
tiene 6 anos méas que el otro. Después de
2 anos la edad del padre sera doble de la
suma de las edades de sus hijos, y hace 6
anos su edad era 4 veces la suma de las
edades de sus hijos. ;Cual es la edad de
cada uno?

Solucion: padre: 54, hijo 1°: 15, hijo 2°: 9

Hallar un nimero de tres cifras, sabien-
do que la diferencia entre este y el que

23.

24.

25.

26.

resulta de invertir el orden de sus cifras
es 198, la cifra de las centenas mas la ci-
fra de las decenas y la de las unidades es
6.

Solucion: indet, 240, 321, 402

Un peaton sube las cuestas a 3 km /h, ba-
jaa 8 km/h y va por el llano a 6 km/h.
Para ir de A a B, que distan 11 kms. tar-
da 1+ % h y en volver tarda 2 + 1—72 h.
Hallar las longitudes de los tramos de ca-
da tipo que hay entre A y B.

Solucion: velocidad = espacio/tiempo

T oYz 4T
{3+8+624

T 1 z __ 31 ,
sT3+s=1 =21
r+y+z=11

<
I
ot
IS
I
>~

El salario medio percibido por los em-
pleados de una empresa es de 800 €El
salario medio de los empleados varones
de la misma es de 850 €y el salario me-
dio de las empleadas mujeres es de 780
€. Determinar la proporciéon de hombres
y mujeres que trabajan en la empresa.

Solucién: proporcion 2h/5m

En un servicio de taxi se abona una can-
tidad inicial fija (bajada de bandera) y
un tanto por km recorrido. Si una carre-
ra de 2 km cuesta 2’30 libras y otra de
5 km 4’25 libras, averiguar cuanto cuesta
una carrera de 3 km y cuanto cuesta la
bajada de bandera.

Solucion: bajada bandera 1’00 libras, carrera 3

km 2’95 libras

rT+y+2z=9

2 +4y—3z=1
3r +6y—5z=0
. Es posible sustituir el término indepen-
diente 9 de la primera ecuacion por algin

Resolver el sistema

otro nimero de forma que el sistema ob-
tenido no tenga soluciéon?
Solucion: z =1,y = 2,z = 3, siempre serda com-

patible determinado
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27. Explicar en qué consiste el método de Solucién: y = ax + b, 241995 rupias
Gauss para la resoluciéon de un sistema
lineal de tres ecuaciones con tres incog- 39 Dados los puntos (-1,4), (1,-2) y (5,3).
nitas. Hallar y representar aproximadamente:
28. Un estado compra 540.000 barriles de pe- a()) La recta que pasa por los puntos 17y
troleo a tres suministradores diferentes 3
que lo venden a 27, 28 y 31 $ el barrﬂ, b) La parébola que pasa por los tres pun-
respectivamente, la factura total ascien- tos.
de a 16 millones de $. Si del primer su- Solucion: a)y = —=La+2 b)y = a2 _3p4 1
ministrador recibe el 30 % del total del
petroleo comprado. jCuél es la cantidad
comprada a cada suministrador? 34. Discutir segin los valores del parametro:
Solucion: 162000 barriles de 27 $, 30667 de 28 2243y —4z=1
$, 347333 de 31 $ 4z + by -tz =2
r+y+tz=10
29. Hallar la inversa de la matriz: Solucion: t # 8 sist comp. det, soluciéon unica;
A— ( 3 2 ) t = 8 sist comp indet infinitas soluciones
1 -1
1/5 - 35. Discutir y resolver segtun los valores del
Al — ( /5 2/ 2 ) _ —
1/5 —3/5 20 —-3y+2=0
parametro: ¢ r —ay —3z =0
30. Hallar la inversa de la matriz: 5z 42y —2=0
1 1 2 Solucion: bajar parametro a la ultima, a # —8
A= 2 0 -1 sist comp det, solucion trivial 0; a = —8, com-
6 -1 0 patible indet z = 2/19,y = 72/19
/11 2/11  1/11
A7l = ( 6/11 12/11 -5/11 ) 36. Discutir segtn los valores del parametro
2/11 =711 2/11 y resolver en caso de indeterminacion:
31. Hallar la inversa de la matriz: rty=1
3 1 9 ty+2=0
e 9 11 r+(1+t)y+tz=t+1
—1 0 4 Solucién: ¢t # 0,1 sist comp det; t = 0, compa-
tible indet x = 1 — y, 2z = 0; t = 1 incompatible
4/23  4/23 —3/23
ATl = ( -9/23 14/23  1/23 )
1/23  1/23  5/23 o
37. Discutir segtn los valores del pardmetro:
32. En un hotel, al vender pesetas pagadas r+y+z=3

en francos, aplican una comisiéon fija por
cada operaciéon y un precio determinado
de la peseta, expresado en francos. En
una operacion, por 5.772 rupias, cobran
300 francos en total. En otra, por 16.497
rupias cobran 850 francos. ;Cuantas pe-
setas daréan por 1.245 francos?

38.

20+ 2y +22 =06
3r+3y+tz=9
Solucion: ¢t # 3 sist compatible indet; t = 3,

compatible indet

Discutir segiin los valores del pardmetro
y resolver en caso de indeterminacion:
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39.

40.

ar +y =2
y+z=1
r4+ay=1
Solucion: a # 0,+1 sist comp det; a = 0, com-

patible indet z = -1,y = 2,2 € R; a = —1

incompatible ; a = 1 incompatible

Discutir segtn los valores del pardmetro:
T—y+z2=6
—x—y+(a—4)z=7
r+y+2z=11

Solucion: a # 2 sist comp det; a = 2 incompati-

ble

Discutir segin los valores del parametro
y resolver en caso de indeterminacion:

41.

3r—4y+ 2= —4

—r—y+2z=-4

Tx —Ty+az=—4
Solucién: a # 0 sist comp det; a = 0, compatible
. 12472 16 + 72
indet z = Y = ,Z2ER

T 7

Resolver la ecuacion matricial:

X - A+ B = (C siendo:

-1 -3 46
B =
2) ()

Q
Il
7N
|
[GURNG;
[SNEEN|
~__

Solucioén: (

|
(S X [9%)
|
(SHESHIN
N~






Tema 3

PROGRAMACION LINEAL

3.1. Desigualdades e inecuaciones

Las desigualdades son:

< ... Mmenor que ... ... menor o igual que ...

IV IA

> ... mayor que ... ... mayor o igual que ...

Propiedades de las desigualdades y aplicacion a la resoluciéon de inecuaciones:

1¢ Si se suma o se resta un numero a los dos miembros de una desigualdad, resulta otra
desigualdad del mismo sentido.

Aplicacién: Transposicion de términos: un término con +, pasa con —, y un término con

—, pasa con +.
Ej. 20 —5<br—2; 2x—bxr<b—2
2% A) Sise multiplican o dividen los dos términos de una desigualdad por un ntimero positivo,
resulta otra desigualdad del mismo sentido.
Ej. -5<2; —-5x3<2x3 —-15<6

2% B) Sise multiplica o divide los dos miembros de una desigualdad por un niimero negativo,
resulta otra desigualdad de sentido contrario. Ej. —5 < 2;  —5x(=7) <2x(=7); 35>

—14

Aplicacion: Quitar denominadores, multiplicando por el m.c.m, de los denominadores.
2p —

Ej. 135 5 <1- g + % multiplico por 10 (positivo ) y queda: 4x — 6 < 10 — 35+ =

Aplicaciéon: Despejar la z pasando su coeficiente al otro miembro.

12
Ej. bz < 12 divido por 5 (positivo) x < 5

Ej —3z < —7 divido por —7 (negativo) x > _—3

21
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Inecuaciones lineales con una incégnita Ejemplo resolver:

x—1_2x+3§x e <7
PR 3 il
—xg—i- B x2+ < I—ﬁ
27 +2— 62 —9 < 6x xz%

—2r —6x —6xr <9-—2

3.2. Inecuaciones lineales con dos incoégnitas. Semiplanos.

Son expresiones de la forma ax + by > c.

Su representacion grafica es un semiplano cuya frontera es la recta ax + by = c.
Para ver cual de los dos semiplanos es el solucién se estudia si un
punto es solucion (por ejemplo el origen), en caso afirmativo su
semiplano es el semimplano solucion.

La frontera esta incluida en la solucion si la desigualdad es no es-

tricta. o
Y
a4y

N\

Ejemplo Resolver 3z — 4y < 12 \/

z| 0 4
yl—3 0

Probamos el origen: 3-0 —4 -0 < 12 si es solucién.

3.3. Sistemas de inecuaciones lineales con dos incégnitas.

La solucién de un sistema de inecuaciones lineales con dos incog-
nitas vendra dada por la interseccion de los semiplanos soluciéon de ® T
cada inecuacion. Se llama Regioén factible. 7 ©)
Ejemplo 1 Resolver: T
r+3y <3 (1)
T > 2
r—y+1>0 (2)
y=>0

Ejemplo 2 Dar el sistema de inecuaciones que define la region:
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f(-2)=1 .
1 = b -
v=arso{ 700" v
© f(=2)=1
(2) ax + {f(O)zB y=x+
y<3
r <2
x
Z —
0) 2
<z+3
3.4. Funcion lineal de dos variables
Es de la forma f(x,y) = ax + by.
El conjunto de los puntos (z,y) que verifican f(z,y) = ¢ )
es la recta axr 4+ by = c¢, al variar ¢ obtenemos rectas °sy,

paralelas.

Si los valores de x e y estén restringidos a una cierta re-
gion del plano, la funcién no podra tomar cualquier valor

y entonces cabe hablar de valores maximo y minimo de
f(z,y) en esa region. Se tiene que:

El maximo o el minimo de una funcién lineal se alcanza en
puntos de la frontera

Ejemplo Dado el conjunto solucién del sistema:
2e+y>2 (1)
—z+y <1 (2) hallar sila funcién
20—y <2 (3)
F = 2z 4 3y posee maximo y minimo en él.
Representamos el conjunto solucion del sis-
tema de inecuaciones y trazamos la recta:
z|0 =3
yl0 2
Para hallar el maximo observamos cual es la

F(z,y)=0 2x+3y=0

paralela que pasa por un vértice que hace ma-

yor el valor de "F” es la que pasa por A.
El valor maximo de F(x) = 2z + 3y en la

region factible se alcanza en el punto A(3,4)
y vale f(3,4) =2-3+3-4=18

Para hallar el minimo observamos cual es la paralela que pasa por un vértice que hace menor

el valor de "F” es la que pasa por B.
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El valor minimo de F(z) = 2z + 3y en la region factible se alcanza en el punto B(1,0) y
vale f(1,0)=2-14+3-0=2

Ejemplo Maximizar y minimizar, si es posible, la funcién f(z,y) = x 4+ y en la region dada
por el sistema de ecuaciones:
2> —1 (1) 9 1
y=z-2 (2

y=26—z (3) 7
20 6 A1) X

Representamos la recta y = 6—x ,
yl6 0

y ya podemos dibujar la region factible:

Ahora representamos la funciéon de dos varia-
bles igualada a 0.
z|0 =2 2]

= :0 e
fley) =x+y ) x

Observamos que ” f” crece hacia la derecha y

hacia arriba, la region factible no esté acota- 1

da en esa zona. Por tanto la funcién ” f” no o | ,

alcanza un méximo en un punto concreto. B(8,-2)
Para el minimo seré lo mas a la izquierda y abajo posible, vemos que f(—1,7) = -1+ 7 =

6; f(8,-2)=8-2=6

Por tanto ” f” alcanza el minimo en todos los puntos del segmento de extremos (—1,7), (8, —2
y vale 6.

Casos posibles al maximizar una funcién lineal

una solucion infinitas soluciones no hay punto donde la fun-
cion tenga maximo

> f(m,y);O

10
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Segiin los signos de los coeficientes de = y de y se observa cual es al direccién en que aumenta
la funcién: C' aumenta para:

x 2y = C x -2y = C -x +2y = C
derecha arriba derecha abajo izquierda arriba
-

o~ 1 e _
\ / 1* /

3.5. Problemas de programacioén lineal con dos variables

I

Estos problemas pretenden optimizar (buscar el maximo o minimo) una funciéon lineal
F(z,y) = ax+by, llamada funciéon objetivo, cuando las variables estan sometidas a restricciones
dadas por inecuaciones lineales, llamada region factible.

Para ello representamos la region del plano determinada por las inecuaciones y buscamos el
punto de la frontera para el que la funcién objetivo se optimiza. Esto se hace, bien analiticamente
(sustituyendo los valores extremos en la funciéon objetivo), bien graficamente viendo la paralela
a la recta F'(z,y) = 0 que toca a un punto extremo para el que se optimiza.

Pueden tener solucion tnica (un punto), miltiple (los puntos de un segmento) o no tener
solucion (cuando la region no esta acotada por la parte que se quiere optimizar).

Ejemplos

1. Una fabrica de bombones tiene almacenados 500 kg de chocolate, 100 kg de almendras
y 85 kg de frutas. Produce dos tipos de cajas: la de tipo A contiene 3 kg de chocolate,
1 kg de almendras y 1 kg de frutas; la de tipo B contiene 2 kg de chocolate, 1’5 kg de
almendras y 1 kg de frutas. Los precios de las cajas de tipo A y B son 13 y 13’50 euros,
respectivamente. ; Cuéntas cajas debe fabricar de cada tipo para maximizar su venta?

1) Planteamos la funcién objetivo y las relaciones de ligadura:
x = n° de cajas tipo A

y = n° de cajas tipo B. Ganancia: F(x,y) = 13z + 13'50y

chocolate: ‘
T 0 166’6
3 2y <500 (1
Trays = 250 0
almendras: ‘
T 0 100
15y <100 (2
[L’ _l— y — ( ) y ‘ 66/6 O X N

¢ 0 8 b
frutas: T+ Yy S 85 (3) Y 35 0 C@:\\\ NSO)

ademas: z >0 y > 0 pues x e y no pueden
ser negativas
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2) Representamos el conjunto solucion del sistema de inecuaciones y trazamos la recta:

|0 —135

F =0 13 13’50y =0
(0.9) =0 132+ 1350y -

Buscamos la paralela que pasa por un vértice y da una ordenada mayor en el origen: es
la que pasa por el vértice interseccion de

{ x + 1’5y = 100

55,30
T+y =85 es (55, 30)

Luego para obtener la mayor ganancia el fabricante debera producir 55 cajas de tipo A y
30 de tipo B.

La ganancia sera entonces: F'(55,30) = 13,55 + 13/50,30 = 1120 euros.

. El veterinario recomienda a un ciego que, durante un mes, el perro tome diariamente

4 unidades de hidratos de carbono, 23 de proteinas y 6 de grasas. En el mercado se
encuentran dos marcas, M; y My, ajustadas a la siguiente distribuciéon de principios

nutritivos:

‘H‘ P ‘G‘Precio
My |46 |1 100
My | 1|10 6 ‘ 160

., Como deberda combinar ambas marcas para obtener la dieta deseada por el minimo
precio? (Problema de la dieta)

Sea x = n° de latas tipo M;
y = n® de latas tipo Ms.
Planteamos la funcién objetivo y las re-

laciones de ligadura:
Funcién objetivo a minimizar @\<
o
‘&) s
Yo

precio: F' = 100z + 160y

1
hidratos: 4z +y >4 (1) 0
yl4 0

proteinas: 6z + 10y >
x| 0 3'8

23 (2
) y|23 0 é{
grasas: x + 6y > 6 (3) —’793 g 0 )
)

ademas: ¢ >0 y >0

e}

z |0 —160

Funcion objetivo: 1 1 =
uncioéon objetivo 00z + 160y = 0 0100

Como no se ve con claridad en la figura en qué punto de la frontera corresponde el minimo
comprobamos el valor de F' en los dos puntos extremos A y B

F(1,2)=370, F(3,3) =380

29
luego la solucién méas barata es emplear media lata de la marca M; combinada con dos
de la marca M, al dia. Con lo que se obtiene:
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414+2=4>4

6.% +10,2 =23 > 23

1+62=125>6
Se aprovechan al maximo los dos primeros principios alimenticios porque el punto extremo
que proporciona el minimo es la interseccion de las fronteras de sus dos condiciones y
aunque sobra del tercero, se obtiene la méaxima economia.
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3.6. Problemas
1. Resolver a) 5z — 3 < 42 1
b)3— 2> 2L

2. Representar el conjunto de puntos que
satisfacen simultaneamente las desigual-

dades
r4+y—3<0
z >0
y=>0
r—y+22>0

3. Representar el conjunto de puntos que
satisfacen simultaneamente las desigual-
dades

20 —y > =2
rT—y > =2
r <1

20 —y < 3

4. Minimizar la funciéon z = 12x + 4y sujeta
a las siguientes restricciones:

T+y>2
x<1/2
y<4

r—y <0

Solucion: P(—2,4)

5. Maximizar la funcién z del ejercicio an-
terior con las mismas restricciones.

Solucion: P(1/2,4)

6. Hallar las parejas de valores no negati-
vos (x,y) que minimizan la funcién z =

3x + 2y, con las siguientes restricciones:
Tx+2y > 14
4x + 5y > 20

Solucion: Q(10/9,28/9), z2(Q) = 86/9

5000002 +
400000y, con las siguientes restricciones:

7. Minimizar la funcién z =

10.

122 + 5y < 120
6z 4+ 8y < 180
oz + 10y < 100
r4+y>7
x>0
y=>0
Solucion: z(0,7) = 2,800000, infinitas

Maximizar y minimizar z = 100z — 150y
en la region representada. Hallar el siste-
ma de inecuaciones correspondiente.

Solucion: min(—1,1) max(2, —2)

Se considera el recinto plano de vértices
(0,0), (1,3), (3,3) en el que estan inclui-
dos los tres lados y los tres vértices de las
rectas asociadas a las desigualdades

a) Hallar las inecuaciones que definen el
recinto.

b) Maximizar la funcion Z = 3z — 6y
sujeta a las restricciones del recinto.

Solucion: Las inecuaciones son: y < 3;y — z >
0;y — 3z < 0. La funcién es maxima para (0,0)

y el valor alcanzado es 0.

Una compania tiene dos minas. La mina
A produce diariamente una tonelada de
carbon de antracita de alta calidad, 2 to-
neladas de carboén de calidad media y 4
toneladas de carbon de baja calidad. La
mina B produce 2 toneladas de cada una
de las tres clases. La compania necesita
70 toneladas de carbon de alta calidad,
130 de calidad media y 150 de baja ca-
lidad. Los gastos diarios de la mina A
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11.

12.

ascienden a 150 $ y los de la mina B a
200 $. ; Cuantos dias deberan trabajar en
cada mina para que la funcion de coste
sea minima?.

Solucion: x = 60 dias en A, y = 5 dias en B,

coste minimo £'(60,5) = 10000 $

Un frutero necesita 16 cajas de naran-
jas, 5 de platanos y 20 de manzanas. Dos
mayoristas pueden suministrarle para sa-
tisfacer sus necesidades, pero sbélo ven-
den la fruta en contenedores completos.
El mayorista A envia en cada contenedor
8 cajas de naranjas, 1 de platanos y 2 de
manzanas. El mayorista B envia en ca-
da contenedor 2 cajas de naranjas, una
de platanos y 7 de manzanas. Sabiendo
que el mayorista A se encuentra a 150
km de distancia y el mayorista B a 300
km, calcular cuantos contenedores habra
de comprar a cada mayorista, con objeto
de ahorrar tiempo y dinero, reduciendo
al minimo la distancia de lo solicitado.

Solucion: x = 3 contenedores, y = 2 contenedo-

res, F'(3,2) = 1050 km minima distancia

Una persona puede invertir hasta 1 mi-
llon de euros. Su asesor fiscal le sugie-
re que invierta en dos tipos de acciones
A y B. Las acciones A implican algo de
riesgo, pero tienen un rendimiento anual
del 10 %, mientras que las acciones B son
mas seguras pero su rendimiento es del
7%. El inversor decide invertir como méa-
ximo 600000 euros en las acciones A y
por lo menos 200000 euros en las accio-
nes B. Ademés decide que lo invertido en
A sea por lo menos igual a lo invertido
en B. ;Como debe realizar su inversion
para que sus ganancias anuales sean ma-
ximas?.

Solucion: 600000 euros en A, 400000 euros en B

13.

14.

15.

Una fabrica de automoéviles y camiones
tiene dos talleres. En el taller A para
hacer un camiéon deben trabajar 7 dias-
operario, en cambio para fabricar un au-
tomovil se precisa 2 dias-operario. En el
taller B invierten 3 dias-operario tanto
en la terminacién de un camién como en
la de un automoévil. Debido a las limi-
taciones de hombres y maquinaria, el ta-
ller A dispone de 300 dias-operario, mien-
tras que el taller B dispone de 270 dias-
operario. Si el fabricante obtiene una ga-
nancia de 60000 euros en cada camiéon y
20000 euros en cada automoévil, ;cuantas
unidades de cada uno debera producir la
fabrica para maximizar su ganancia?

Soluciéon: x = 24 camiones, ¥y = 66 coches,

F(24,66) = 2/76 millones de euros

Un artesano dispone de 6 unidades de
mimbre y trabaja 28 horas a la semana.
Fabrica sombreros y cestos. Cada som-
brero necesita 1 u. de mimbre y 8 horas
de trabajo, cada cesto 2 u. de mimbre y
7 horas de trabajo. Gana por cada som-
brero 80 u. m. y por cada cesto 120 u.m.
,Cuédntas unidades de cada producto de-
be fabricar a la semana si desea maximi-
zar sus ingresos?

Solucion: max para (14/9,20/9); 3 cestos, 0 som-

breros

Un pintor necesita pintura para pintar
como minimo una superficie de 480 m?.
Puede comprar la pintura a dos provee-
dores, A y B. El proveedor A le ofrece una
pintura con un rendimiento de 6m? por
kg y un precio de 1 euro por kg. La pintu-
ra del proveedor B tiene un precio de 1,2
euros por kg y un rendimiento de 8 m?
por kg. Ningin proveedor le puede pro-
porcionar mas de 75 kg y el presupuesto
maximo del pintor es de 120 euros. Cal-
ctlese la cantidad de pintura que el pin-
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tor tiene que comprar a cada proveedor \‘
para obtener el minimo coste. Calctlese 100
dicho coste minimo.
50
Solucion:
\\
100 50 00
50 ) 6z + 8]] Z 480 . - -
f(=) { x + 12y < 120 f(30.75) =
780m>
17. Dos pinturas A y B tienen ambas dos ti-
50 0o pos de pigmentos p y q; A esta compuesto
de un 30% de p y un 40 % de q, B esta
compuesto de un 50 % de p y un 20 % de
q, siendo el resto incoloro. Se mezclan A
y B con las siguientes restricciones: La
tidad de A la de B.
f) = { 6x+/8y > 480 £(0.60) = 72 cz'm i a' e A es mayor que la de Su
r+ 172y < 120 diferencia no es menor que 10 gramos y
no supera los 30 gramos. B no puede su-
perar los 30 gramos ni ser inferior a 10
gramos.
16. Un pintor necesita pintura para pintar a) ;Que mezcla contiene la mayor canti-

como minimo una superficie de 480 m?.
Puede comprar la pintura a dos provee-
dores, A y B. El proveedor A le ofrece una
pintura con un rendimiento de 6m? por
kg y un precio de 1 euro por kg. La pintu-
ra del proveedor B tiene un precio de 1,2
euros por kg y un rendimiento de 8 m?
por kg. Ningtn proveedor le puede pro-
porcionar mas de 75 kg y el presupuesto
maximo del pintor es de 120 euros. Cal-
cilese la cantidad de pintura que el pin-
tor tiene que comprar a cada proveedor
para obtener maximo rendimiento. Cal-
culese dicho rendimiento méximo.

Solucioén:

18.

dad del pigmento p?

b) {Qué mezcla hace g minimo?
Solucion: a) F (60, 30) = 33
b) F (20, 10) = 10 .

En la elaboracion de un producto A se
necesita una sustancia B. La cantidad de
A obtenida es menor o igual que el doble
de B utilizada, y la diferencia entre las
cantidades del producto B y A no supera
los 2 g mientras que la suma no debe so-
brepasar los 5 g. Ademas se utiliza por lo
menos 1 g de B y se requiere 1 g de A.
La sustancia A se vende a 5 millones y
la B cuesta 4 millones el gramo. Calcular
la cantidad de sustancia B necesaria para
que el beneficio sea maximo.
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Solucion: = = gr de A, y = gr de B , 20. Maximizar y minimizar la funcion
T2 f(z,y) = bz — 4y en la region:
y—x <2
con las siguientes restricciones: x4y <5
y>1
z>1

19.

f(10/3,5/3) = 10 millones

Un abono para jardines ha de tener como
minimo 15 gr de un componente quimico
liquido y 15 gr de otro componente solido
por m?. En el mercado se encuentran dos
clases de abono: el tipo A, que contiene
10 % del componente liquido y 50 % del
solido, y el tipo B, que contiene 50 % del
componente liquido y 10 % del solido. El
precio del tipo A es de 10 euros y el ti-
po B es de 30 euros. ;Qué cantidades han
de comprarse de cada tipo para cubrir las
necesidades de un jardin de 500 m? con
un coste minimo?

Solucion: z = 25gr/m? tipo A, y =25gr/m? tipo
B, 500 m?, 12500 gr para A, 12500 gr para B

21.

Dada la region' del plano de vértices
A(3,2),B(4,2),C(4,-1)

a) Hallar el sistema de inecuaciones que
la define.

b) Maximizar y minimizar la funcion
f(z,y) = 62 + 2y en esa region.

Solucion: El maximo se da en el punto B y vale
28, El minimo se da en el segmento AC y vale
22
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FUNCIONES

4.1. Funcion

Una funcién transforma ntmeros en nimeros,

Dicho con maés precision, una funcién es una aplicaciéon ! en la que el conjunto original y el
conjunto final estan formados por ntimeros.

Ejemplo
f: R— R
r— f(x)=22x+1
a cada numero su doble méas uno.

Esta funcion de los nameros reales en los nameros reales le asocia

En general una funcion se representa : y = f(x)
x es un elemento cualquiera del conjunto original, se llama variable independiente;
y representa su correspondiente imagen en el conjunto final, se llama variable dependiente.

Al conjunto de valores que toma z se le llama dominio D , es un subconjunto del conjunto
original, si no se especifica, es el mayor posible.

Ejemplos

f: [-1,1] —R

x —>f(x):$’

1.

1
x—2’

2. y= Dom(f)=R—2

3. y=+vx+3,hadeser: z+3>0,2 > -3, Dom(f)=[-3,00)

Al conjunto de valores que toma la y se le llama rango, recorrido 6 imagen, (se deduce de
la grafica).

Laplicacién quiere decir que un nimero no puede tener més de una imagen, por ejemplo y2 = x que equivale
ay = £y, NO ES FUNCION

33
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4.2. Grafica de una funcién

Dada una funciéon y = f(x) , los puntos de coordenadas
(x, f(x)) representan puntos del plano, el conjunto de
ellos es la grafica de la funcion. (z, f(x))

4.3. Grafica de una funcién definida a trozos

4 st x < =2
flx)=X 22 =22—-4 si —2<x<1
2¢ 41 st 1<z

En las funciones definidas a trozos hay que dar también los valores de x en que cambia de
expresion.

El primer trozo es una recta horizontal.

El segundo es una parabola:
y=a>—2x—4

2? —2r — 4= 0,7 = (ejemplo anterior) ~ { 323 '
’ —1'23 s
X y 2
L 323 | 0 .
vértice: x, = 5. =5~ 1 —-123] 0 ]
1 -5
-2

4
b'e
El tercer trozo 2x + 1 es una recta: 1
2

Tl W<
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4.4. Funcién creciente, decreciente, maximos y minimos

.. . 3 creciente
Una funcién es creciente cuando al aumentar la z entonces au- /

menta la y. Grafica hacia arriba. | 0

Una funcién es decreciente cuando al aumentar la 2 entonces dis- .
minuye la y. Grafica hacia abajo. decreciente |

Una funcién tiene un maximo absoluto en un punto xg, si en ese
punto toma el mayor valor.

Una funcién tiene un méXimO I'elatiVO en un punto zg, Sl en ese absoluto
05
punto toma mayor valor que €en 1OS puntos de alrededor.

Anélogo seria para minimo absoluto y minimo relativo.

zo

4.5. Pendiente de una recta

La pendiente de una recta mide la inclina-
cion de la recta y viene dada por el cociente
entre el desplazamiento vertical partido por
el desplazamiento horizontal.

La pendiente se suele representar por la letra 7T

En el dibujo m = g

Otra forma de dar la inclinacion es mediante el angulo que forma la recta con la horizontal

positiva. Este angulo se suele representar con la letra

La pendiente m y el angulo que forma con la horizontal positiva ¢ estan relacionados por
la expresion:

m = tal’l ¢ La pendiente es la tangente del angulo que forma la recta con la
horizontal positiva.

Ejemplo Hallar la pendiente de la recta que forma con horizontal positiva un dngulo de 35°.
Usamos la calculadora: m = tan 35° = (/70021

Ejemplo Para hallar el angulo con horizontal positiva cuando no dan la pendiente hay que
distinguir dos casos segin la pendiente sea positiva o negativa:

= Hallar el angulo que forma con horizontal positiva la recta de pendiente m = 4/7
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4
la calculadora da directamente ¢ = ar tan = = 29'7448

7
= Hallar el angulo que forma con horizontal positiva la recta de pendiente m = —6/5
—6
la calculadora da ar tan? = —50'1944 entonces hay que restar de 180° y se obtiene

¢ = 180 — 50'1944 = 129,8056

m > 0

Las tangentes de los angulos agudos son positivas y las de los an- %
gulos obtusos son negativas. Luego por tanto:

= Si la pendiente es positiva la recta es creciente. \

= Si la pendiente es negativa la recta es decreciente.
¢

En la ecuaciéon explicita y = max + n, el coeficiente de x m es la pendiente de la?@t\a.

Por otro lado se tiene que n es la ordenada en el origen.

Dos rectas paralelas tienen igual pendiente.
Resumiendo:

Cuando la y esta despejada, el coeficiente de = es la pendiente que es la tangente del &ngulo
que forma la recta con la horizontal positiva.

3
Ejemplo Hallar la recta paralela a y = gx + 2 que pasa por el punto (4, 6)
) 3
La recta que busco serd y = gx +n
3 18
Haciendo que pase por el punto (4, 6) resulta: 6 = 54 +n, n= = luego la recta paralela
18

3
buscada es y = gx + =

Ejemplo Hallar el angulo que forma con el eje de las "x"positivas la recta 4x + Ty +5=0
— —4
Despejando y resulta y = Tx + ..., luego la pendiente es m = - = tan ¢, con la
calculadora resulta ¢ : artan(=t) = —29'7%, restando de 180° se obtiene ¢ = 180° — 29'7° =
1503°

También se usa la siguiente ecuacion de la recta:

y —yo = m(x — xp) | ecuacidon punto pendiente, en la que (xg, o) son las coordenadas

de un punto (=5,2)
Ejemplo Hallar la recta que pasa por el punto (—5,2) y forma

con el eje de las "x"positivas un angulo de 120°. 120°
A partir del dibujo: m = tan 120° = —1'73 \

podemos escribir ya la ecuacion punto pendiente: y—2 = —1"73(z+
5)
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Ejemplo Hallar la recta que pasa por el punto (2,—1) y tiene
la direccion del vector (4, —3). Escribir sus ecuaciones explicita y

general.
-3
A partir del dibujo: m = tan¢ = e
podemos escribir ya la ecuacion punto pendiente: y+1 = _I(x— 2)
) .. -3 1
despejando y tenemos la explicita y = == + 3

Pasando todo al primer miembro e igualando a 0 tenemos la ecuacién general o implicita
de la recta.
En el ejemplo 3z +4y —2 =10

Rectas paralelas a los ejes Por su posicién especial tienen ecuaciones en las que algin
coeficiente es cero y no aparece: ,

=0 =3

0

recta vertical: x = 3 T Tz 7T s e

recta horizontal: y = —2 y=-2

la recta x = 0 es el eje de ordenadas. 4

4.6. Funcion par y funcién impar

Una funcion f(x) es par cuando f(—z) = f(x). \
f(=a\ = f(z)

Ejemplo La funcién: y = z?

f(=x) = (—x)? = 22 = f(x) ; si es par.
La grafica de una funcién par es simétrica respecto al eje de orde-

nadas.

Una funcion f(z) es impar cuando f(—z) = —f(x).

Ejemplo y =

1 1 o .
f(—x) = * = —f(x), si es impar -

SHE

La grafica de una funciéon impar es simétrica respecto al origen.

Una funcién puede no ser par ni impar.

4.7. Limite de una funciéon

Limite de una funcién en un punto Trata del valor al que se acercan las imagenes cuando
la variable independiente se aproxima a un cierto valor xy. Lo normal es que las imagenes se
acerquen a la imagen de zg, pero no siempre es asi.
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Una funcién y = f(z) tiene por limite a L cuando x tiende a zy si al acercarse = a xo,

entonces la y se acerca a L. Esto se escribe : lim f(x) = L

que se lee: "limite cuando x tiende a z de f(x) es igual a L.

Ejemplos

La funcién y = 22 cuando x — 2

T—xT0

2| 19 199 1/999
361 396 399
lima? =3 7 =4
o3 | 21 201 2001
y [441 404 4004
|

La funcién y =

cuando z — 1

|09 099 0999
2 —1 y | 1’9 199 1999

lim =
=2 I — z |11 101 1’001
y |21 201 2001

No hay limite la funcién se va a infinito:

la funcion en el infinito).

(nota: asintota es una recta a la cual se acerca

Una funcién y = f(z) tiende a infinito cuando x tiende a x si al acercarse = a xg, la y se

hace enormemente grande, hay asintota vertical.

x |25 27 2'9
) -1 y|—4 —11"1 —100
lm ———— = , , ,
2—=3 (r — 3)2 x |35 33 31
y|—4 —11"1 —100
1

Limite cuando z tiende a infinito:
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2z — 3
im = 2;
z—o00 T + 7 2
si es un ntimero hay asintota horizontal;
Analogamente: limite cuando z tiende a —oo

/

Limites laterales Resultan de acercarse x a z( s6lo por uno de los lados:
Si nos acercamos con valores mayores que z( se llama limite lateral por la derecha y se
escribe: lim f(z).
+

fE—)ZEO
o <
Para la izquierda es lim f(x)
T—=T
— Zo
Ejemplos
a) Hallar los limites latera-
les en z = 3 de la funcién:
_ b) Hallar los limites laterales en x = 3
{ ?+5 si <3 de la funcion: y =
. r—3
r—2 st x>2 1 _
lim = —00 7 3
) ) 3= T — 3
Jm fle) = lim (o7 +5) = Ifm = 400
13 e—3+ T — 3
1i =1 —2) =

Ejercicio Calcular dando valores el limite:
x
lim — =

4.8. Calculo de limites de funciones

1¢ regla Sustituir la x por el valor al cual se acerca xy. El niimero que resulta es el limite
(salvo indeterminacion). Ejemplos :

lim 32? =5 =71, lim 32% —5 =00
r—2 r——00

, 337_53:2 , 3 v 0
M er—a ili%<5a:+1) ==t

2% regla: Limite de un polinomio partido por otro polinomio

1. Cuando x tiende a infinito: Este limite se calcula a partir de las mayores potencias que
dan el orden del infinito.
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a) Cuando el grado del numerador es menor que el del denominador el denominador es
més potente, el limite es 0.
3r—5 3 —

lim = dividiendo por x = lim T =
T—00 2 —+ z—oo I + =
x

b) Cuando el grado del numerador es igual que el del denominador son igualmente
potentes, el limite es el cociente de los coeficientes de mayor grado.

322 — 5 3-5 3
lim 7; — = dividiendo por 2 = lim 7+w£ =

¢) Cuando el grado del numerador es mayor que el del denominador el numerador es
mas potente, el limite es +00. En este caso el signo del infinito se deduce del signo
de los coeficientes de mayor grado del numerador y del denominador.

22 +1 T+ 1

lim = dividiendo por x = lim :
T—00 3L — z—00 3 — 2

=0
2. Cuando z tiende a menos infinito es igual que cuando z tiende a infinito. S6lo hay que
preocuparse del signo cuando el limite resulta infinito.

2
— 2
Ejemplo: lim ﬂz
z——o0 8r — 1

3. Cuando x tiende a 0 el limite se calcula sacando factor comin y simplificando.

_ . 3x%—5x 0 . x(3x —5) 3z —5 5
Ejemplo: lim —— = ¢ - » = lim = =—-
z—0 3z + 1023 0 =0 (3 + 1022) 3+ 1022 3

Ejemplo: Si sale infinito, para saber el signo, en este caso hay que hallar los limites

laterales.

32 -5 -5
Im—m—=¢— 3 =4
750 37 + 1023 {0} >

i 322 -5 -5 " 322 -5 -5

im —— = ¢ — % = 0o0; im ————=4J¢— 7 =—-00

z—0- 3x + 1023 —0 z—0+ 3z + 1023 0

4. Cuando z tiende a a, siendo a un ntmero distinto de 0, si resulta indeterminacion lo
resolveremos dividiendo numerador y denominador por z —a .

_ 22 —2x -3 0. .. o ox+1 4
Ejemplo: glclg}aw = {6d1v1d1mos por x — 3} = 91613% —Z — 9

4.9. Continuidad de funciones

Una funcion es continua cuando su gréfica es continua, no da saltos. 2 ¢
Dicho con precisién: una funcién f(z) es continua en un punto (no
aislado) xg, cuando el limite de la funciéon en z( es igual al valor de /
la funcién en x.

. . . . 1
Por ejemplo: y = 2% es continua siempre, en cambio y = 3 s

discontinua en z = 3.

En la practica para estudiar si una funciéon es continua en un punto se hace el limite por la
derecha, el limite por la izquierda y el valor de la funcién. Es continua si coinciden los tres.
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Las discontinuidades que consideramos son: las evitables (falta solo el punto), las de salto
finito y las asintotas verticales.

Ejemplo 1 Dada la funcion:
T+2 st <2
flx)=<¢ z+3 si ©z>2
3 st x =2
a) Representar gréaficamente
b) Estudiar la continuidad de la funcion.

A
7<
a) ) 6
2 0 ]
r+2 st x<?2 e b
yl4 2 4
= 2 4 3 °
f(@) r+3 st x>2 B 5 /
y|o 7 /
| 3 si x=2 .
a2 34 5

b) La funcién es continua siempre salvo en = 2 que vamos estudiar:

lirglﬁf( x) = hm | (v +2) =4

lim f(z) = hm(x+3)—5

z—21

ademas f(2 ) 3
Por tanto la funciéon es discontinua en z = 2 con salto finito.

Ejemplo 2 Hallar a para que la siguiente funciéon sea continua:

?4+a si x<?2
f@)_{m—i-?) st x> 2

Hallamos los limites laterales en x = 2
lim f(z) = hm(x +a)=4+a
hm f(z)= 11m(:13+3)—5

z—2+
f(2)=5
Para que sea continua han de coincidir: 5 =4+a; a = 1.
La funcién es continua si a = 1

42?2 —4x — 8
|

La funcién, por ser una funcién racional, es continua siempre excepto en los puntos en los

Ejemplo 3 Estudiar la continuidad de la funciéon: y =

que se anule el denominador, que son x = 42

Enxz=-2 )
, o da?—dz—8 16
Jm = e S =
i i 422 — 4o — 8 16
i flo)= M T T

En x = —2 hay discontinuidad de salto infinito, asintota vertical
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Bar=2 da? — 4z — 8 (2 — 2)(da + 4) do+ 4
r° —4x — T — x + xr +
I = i = I = =
422 — 4o — —-2)(4 4 4 4
lm f(z) = lim & 4w =8 o2lerd) o drdd
T2+ em2t 1?2 —4 =2t (x+2)(r—2) o2t x 42
f(2) no existe
En z = 2 hay discontinuidad evitable.
2
-1
Ejemplo 4 Estudiar la continuidad de la funcion: f(z) = 2x T ort si 0<u<l
2 —dr+5 si z>1

La funcién, por ser trozos una funciéon racional o polinémica, es continua siempre excepto

quizé en los puntos en los que se anule el denominador del primer trozo, que son x = =2,z = —1,

oen x =0,z =1 porque cambia de expresion.

Enx = -2
2?2 —1 3
It - fm - —
A R A
2 —1 3
xgné+f()_zg 2+ 22 + 3x + 2 O___OO
En x = —2 hay discontinuidad de salto infinito, asintota vertical
Enz=-1 )
lim f(z) = lim — " 1 z+ =1 _ o ==l
z—s—1- oo~ 2 1 37+ 2 e (x+1)(x+2) zs-1-x+2
lm f(r)= lin & (x—l—l)(:):—l): m r—1
z—s—1+ e+ 22 1 32+ 2 aonit (x+1)(x+2) zs-1+x+2

f(=1) no existe
En x = —1 hay discontinuidad evitable.

Enz=0 24 )
x —_
l lim —M = ——
fm flz) = i s 73
hm f(z) = lim 2 =2
z—0t z—1t

f0)=—3

En z = 0 hay discontinuidad de salto finito.

Enz=1
lim f(z) = lim 2 =2
r—1—
hm f(z)= lim 2® — 4z +5=2
z—1t z—1t
f1)y=2

En £ = 1 es continua.

=2

=2
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Problemas
3—x st x<3
1. Representar f(x) =< 2x—6 si 3<x <5
4—x s D<=z
2. Representar 6.
20—3 st oz < -2
fle)=2 22—-6 si —2<zx<4
—x—1 si >4

. Se sabe que 210°F equivalen a 100°C y
que 0° equivalen a 32°F. Hallar las fun-
ciones lineales que dan la equivalencia de
los distintos tipos de grados.

Solucion: x °C, y °F, y = axz + b,y = %r + 32
. Suponiendo que en una cabina telefénica
los tres primeros minutos de conferencia
cuestan 10 céntimos y otras 5 cts. por ca-
da tres minutos mas o fraccion: a) ; Cuan-
to cuesta una conferencia de 7 min.? ;Y
de 8 min. 30 seg.” b) Representar la fun-
cion que da el importe de la conferencia
en funcion del tiempo. ¢) ;Existe su fun-
cion inversa?. d) Si han cobrado 38 cts.
por una conferencia jqué puedes decir del
tiempo que ha durado?

Solucién:
10 si t€]0,3]
15 si te)3,6]

flz) =< 20 si t€]6,9 , f(7) = 20 cts,
25 si t€]9,12]

f(8'5) = 20 cts, no hay inversa por no ser inyec-

tiva, ha durado entre 18 y 21 minutos.

. Dibujar las rectas y hallar su ecuacion
explicita:

a) Recta que pasa por el punto (5, —2) y
tiene de pendiente %

b) Recta que tiene 5 como ordenada en

el origen y forma con el eje de las "x”

positivas un angulo de 53°

10.

11.

12.

13.

c) Recta que pasa por el punto (2,—4) y
tiene la direccion del vector & = (5, —2)

d) Recta 3z —2y —15=0

Hallar utilizando tabla de valores:
2

cuando z — —2
+ 2

limite de y =

Solucion:

. 2% —4

lim =

z—=2 x+2
x| -1'9 —1'99 —1'999 —2/01 —2/001
y| -39 -3/99 —3999 —401 —4'001

Hallar utilizando tabla de valores:

oz
lim —
z—00 2T
2 5 6 3
Dada la funcién 3; — 5i i_ 1;:3. Hallar:

a) lim f(z); b) lim f(z); c) lim f(z);
Solucion: a) —1/2,b) —1/2,¢) 1

Dada la funcion:
2?+3 si z<1
ﬂw:{

S—x st z>1
a) Representar gréaficamente

b) Estudiar la continuidad de la funcion.

Hallar a para que la siguiente funcion sea
continua:

o) ={

Siendo f :y = 2% — 3x , hallar:
INCEURNE

h—0
Soluciéon: 1

3z —4 st
ar +3 st

T <H
T >5H

Hallar la interseccion de la parabola y =
(x —3)(z+2) y larectay = =3z + 2

Solucion: x = -4, x = 2
Hallar la intersecciéon de la parabola y =

622 — 3z y la recta que pasa por los pun-
tos (27 0)7 (_17 4)

}
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14. a) Hallar a para que la siguiente funcién
sea continua:

3r+a st x <1
f(z) = Vvaz? +5 .
3, st x>1
x

b) Hallar lim f(x)

T—r00

dr+1 | <1
15. Dada la funcion f(z) = 2tz 7
22 +k si o z>1

a) Hallar k& para que sea continua en
r=1

b) Estudiar su continuidad

c) Hallar las asintotas verticales y hori-
zontales
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DERIVADAS

5.1. Derivada de una funcién en un punto

Sea una funcién real f(x) definida en el dominio D, subconjunto de R. Se define derivada
de la funcion f(x) en el punto xy € D como:

f'(x0) = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

cuando este limite es un numero.

Ejemplos Veamos si las funciones siguientes son derivables en los puntos que se indican

l.y=2>+3enxy =5

/(5) = lim fG+h) —f(5) _ i) (b+h)?+3—(5+3) _ Hmw 10
h—0 h h—0 h h—0 h
2. y:x+2 en ro = 3
. fB+h) = f(3) , 3+flz+2_3—41rz . —h -1
’ o _ — - _ -
f13) = lim h = pm = S G+ RS 25
La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta
tangente en ese punto.
f'(z0) = tang =m ’

Cuando la funcién hace un pico quiere decir que la derivada es

distinta segiin nos acerquemos por un lado u otro al punto, entonces

se dice que la funcién no es derivable. Si en un punto no es continua %\
tampoco es derivable. Por tanto la gréafica de una funcién continua

y derivable cambia de direccién suavemente

45
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Por tanto la derivada de una funciéon en un punto dice
como crece una funcion y lo hace midiendo la inclinacion
de la recta tangente pues la derivada es la pendiente de
la recta tangente.

Cuanto mayor es la derivada en valor absoluto mas ver-

tical es la gréafica. Segin sea positiva o negativa sube o
baja.

5.2. Funcion derivada

Si una funcién y = f(z) definida en un dominio D tiene
derivada en cada punto de D resulta una funciéon que se
llama funcion derivada y se representa 3y’ = f'(x)
También se representa la funcion derivada por

dy d /

dr _ dx () = [f(z)]

Ejemplo Hallar la derivadas de la funciéon: y = 22+ 7

3 N /
f/(x):}lLir%f(x+h)_f(x): y=r12)

. (x+h)?+3— (22 +3) o,
h—0 h a
y' = 2x es la funcion derivada de y = 2% + 3

5.3. Cuadro de derivadas

Reglas de derivacion:

(€)' =0

(") =n.x

la derivada de una constante es 0

n—l para derivar una potencia se baja el exponente y se le resta

1
una unidad. En particular: () = 1; (v/z) = —= la derivada

-5

n -1
de una raiz es 1 partido por dos veces la raiz; (—) =—
x x

(f+9)=f+g
(f9)=fg+fd

(c.f) = c.f’

([)' _f'9-1d
g 9?

la derivada de la suma es la suma de las derivadas

la derivada de un producto es la derivada del 1° por el 2° més
el 1° por la derivada del 2°

la derivada de una constante por una funcién es la constante
por la derivada de la funcion

la derivada de un cociente es la derivada del numerador por
el denominador menos el numerador por la derivada del de-
nominador, partido por el denominador al cuadrado

la derivada de la funciéon compuesta, funcién de funcion, es
la derivada de la exterior en la interior, por la derivada de la
interior.
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Derivadas de funciones elementales:

T

Exponencial: (e*) = e para otra base: (a*) = a*.La
I __

1 1
Logaritmica: (Inz)" = — para otra base: (log, x)" =
x x.lna

Ejemplos

1. y=3x*—2z; o =122% -2

2. y= (22 —-3)(2x + 32°); ¢ =2x(2x + 32°) + (2* — 3)(2 + 152*)
20— 32>, (2—152")(Tx —5) — (2x — 32°)7

3. y= 2. o
V=50 Y (T — 5)2

4. y = +/; poniendo y = x/? resulta: y' =

1
2\/x

1
5. y = /x ; poniendo: y = x'/3 resulta: y' = T

x
o seiosyE (@08 (1 x)— (et = 3VA)(-D)
Ym0 YT 1-2)?
7.y=TIn(2x —5); ¢ =7 2

2

8. y=2¢"": ¢ =2(1—2x)e" "

9. y= (223 + 52 —2)% o =4(223 + 5z — 2)3.(62% + 5)

)
10 y=vVBe+ L o= —0
v Vet MW |
2 1 2 3)2 — (2 1)2 3
11. Derivar simplificando y = ($I++3>2; y = (z+3) (x(—i—z?:): )2z +3) =

dividiend d
1vidiendo numerador 2% + 6 —4x — 2 B —2r+4

(r+3)3 - (z+3)3

y denominador por =
(x +3)

12. Derivar simplificando
. 1—2\° S 3 1—x fz—upw)—u—w)zg 1—x2. 0o _,
x—1 r—1 (x —1)2 r—1) (z—1)2

Recta tangente a una curva Como la ecuaciéon de una recta

que pasa por el punto (zg, o) y tiene de pendiente m es: y — yo = (0, f(z0))
m(x — xp), si queremos calcular:

Yo = f(wo)

recta tangente a f(x) en el punto g, sera: {

m = f'(zo)
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5.4. Estudio local de una funcién

Crecimiento y decrecimiento Consideremos la funcion y =
f(x) en puntos suficientemente proximos a .

Si f'(xo) > 0 entonces la pendiente de la recta tangente es positiva
luego f es CRECIENTE en x.

Si f'(x¢) < 0 entonces la pendiente de la recta tangente es negativa
luego f es DECRECIENTE en z

El crecimiento de una funcién viene dado por el signo de
la derivada

Py’ >0
1 creciente
i

<o
decreciente !

Ejemplos Estudiar el crecimiento y decrecimiento de las funciones

1. y = 423 — 22

7

y' = 1222 — 22 = 2z(6z — 1) que se anula para x = 0,z = 1/6, queremos saber cuando es

positiva o negativa y’, esos son los los valores que delimitan cambio de signo en la y/;

1

0 1
Probamos por ejemplo los valores de x : —1,0'1, 10 Y + — +
y | S N\ /!
2.y ="
y = ex2_4x(2m — 4); la parte exponencial siempre es positiva, la restante se anula para
2
r=2y | - +
ol N\ /!
(z —3)°
3. y=—-—"
4 1 — a2
, 2(x—3).(1—2%) — (z—3)*(—22) —20°+62°+20—6+22° — 122> + 18z
B (-2 - (L -
—62% + 20z — 6
(1 —x2)?

queremos saber cuando es positiva o negativa para ello hallamos los valores que delimitan

cambio de signo en la y’:

Anulamos el numerador:

—6224+200—6=0

2
— 2 = =
6x Or+6=0 =z 12 1

(el denominador por tener exponente par es siempre positivo)

12

T

_20j:\/40—144_20ﬂ:\/256_20j:16_{ 3
= = —3 1
3

1
3

/

Y

Y

Ne|
Ve
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r—1
4. y=—z
Y (x+1)2
, (41— (x—1)2(x+1) r+1-2x—-1) —x+3
= = dividiend 1= =
Y (x n 1)4 1vidiendo por x + (x n 1)3 (x n 1)3
-1 3
T + -
ol N S p

Meétodo practico de estudio de puntos criticos o extremos Si f'(zy) = 0 entonces en
xo la tangente es horizontal, luego se tienen las siguientes situaciones:

y=—(z—1)? y=(r—-1)° y=(v—1)*
Yy =-2(x—-1) y' = 3(x —1)? Yy =4(x —1)3

x ‘ 1 T ‘ 1 T ‘ 1

v [+ - v || v | - |+
f(1) =0 MAXIMO f'(1) = 0 (este caso se llama  f’(1) = 0 MINIMO

inflexion horizontal)

5.5. Representacién grafica de funciones
Se consideran los siguientes apartados:

1) Dominio y regionamiento .
Campo de existencia es el conjunto de valores de x para los que existe la funcion.

Regionamiento son las regiones del plano en las que hay grafica. Por ejemplo una expo-

3r—2

nencial y = e es siempre positiva, luego la grafica estd por encima del eje de abcisas.

Para una funcion racional se estudia el signo de y (analogo al crecimiento).

2) Puntos de corte .

a) Con el eje OY se hace x =0
b) Con el eje OX se hace y =0

3) Asintotas (rectas tangentes en el infinito)

a) Verticales: valores de = que hacen infinita la y
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b) Horizontales: y =n; n= lim f(z)

T—Fo00
c) Oblicuas: y = mx +n
m = lim M; n = lim [f(x) — mz]
T—00 I T—00

notas: a) Si hay asintota horizontal no hay oblicua.
b) Los polinomios no tienen asintotas.

c¢) En funciones trascendentes estudiar el limite por los dos lados.

4) Extremos y crecimiento Son los maximos y minimos. Se estudia la primera derivada.

Ejemplo a) Representar la funcién polinémica: y = 122 — 2

Como es un polinomio basta con los puntos de corte y el crecimiento
1. Puntos de corte:

con OY :z =0, resulta y =0

con OX :y =0, resulta z = 0,z = +v/12 = £3/46

2. Extremos y crecimiento: y' = 12 — 322, se anula para

r=—-2,x=2

T -2 2

y | - + -
Y hS S N\

Sustituyendo en la funcion:
f(—=2) = —16 "grande negativo”’,  f(2) = 16 "grande
positivo”

Como ejercicio dibujar la grafica.

x+3
x?—3r+2
Dominio y regionamiento:
r+3=0;, z=3

Ejemplo b) La funcion racional: y =

22 —3x+2=0; x:{l ! Lo

. -3 112
x| —3 1 2 ; o
v |- |+ -1+

3
Puntos de corte: con OY : z = 0, resulta y = 3

con OX :y =0, resulta v = —3

Asintotas:
. r=1
verticales {
T =2
3
horizontales n = lim (fz) = lim _ree 0 asintota y =0

T—00 00 2 — 3 + 2
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Extremos y crecimiento:

,  —a?—6r+11
Y= @2 3z 12

f'(x) =0 para —2* — 6z +11=0

) —6++36+44 —64+/80 —6+894 147
r+6r—11=0 z= 5 = 5 = 5 = _7y7

Probamos por ejemplo el valor de x = 0

=747 1’47
y | - + -
Yy |\ / .
MIN MAX
x+ 3
v= 22 — 3z + 2|
-12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
. . : (r —1)?
Ejemplo ¢) La funcion racional: y =
3r —4
Dominio y regionamiento: R — {3}
4 :
v | 3
y | - [+ 3
Puntos de corte: 0 '

con QY : x =0, resulta y = _Tl
con OX :y =0, resulta x =1

Asintotas:
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verticales © = 4/3

horizontal: n = lim (fx) = oo no hay
T—00

m= tim L8 gy 2D 1

ey L (x—1)?% =
n= lim [f(z) —ma] = lim (m ~3
. 32?—6r+3—32+4r -2
= lim = —
z—00 (3x —4)3 9
z
3

oblicua:

2
asintota oblicua: y = = — 9

nota:

\
Wl
\
\

|\
\
©I
\\

Esperamos que haya pues el grado del numerador es una unidad mayor que el del

denominador. Como es una funcién racional es mas facil dividir polinomios:

2 —2x+1 3z —4

4

Extremos y crecimiento:

, 3z —8x+5

v = (3x —4)2

f'(x) =0paraz=1,2=5/3

Probamos por ejemplo los valores de = : 0,11, 10
T 1 %

Y + - +

y | /S N\ /!

Sustituyendo en la funcion:

f(1)=0, (1,0) MAXIMO

5. 4 514
Sy=2, (5,-) MINIM
3 =35 3 O

Observaciones:

1. Simetrias (cuando la funcion es par o impar)

f(—x) f(x) funcion par, simetria respecto eje OY
—x) =
— f(z) funcién impar, simetria respecto origen

@-1)?

3z — 4

si la expresion de f(x) incluye algo del tipo ax + b no hay simetria.

2. Al representar una funcion y = f(x) no puede haber una vertical que corte a la recta en

dos puntos. Ni puntos de corte con asintotas verticales.

3. En caso de duda en zonas conflictivas se pueden hallar algunos puntos.

4. Las funciones definidas a trozos no se estudian segtn el procedimiento general, los trozos

suelen ser funciones conocidas.
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5.6.

Ejemplo Representar la funciéon siguiente.

er st <0
— T N
flx)=9 14+2 si O0<z<e i
lnxr s e<cx /
. Es continua siempre?. ;Es derivable siempre? 1 O/
Observamos que es continua siempre, excepto en /
x = e, donde tiene discontinuidad de salto finito. - Pooroer
-1

Es derivable siempre, excepto en x = e por no ser
continua, y en x = 0, pues al ser punto anguloso
las derivadas son distintas por cada lado.

. Para representar funciones polinoémicas suele ser suficiente estudiar: a) Puntos de corte,

b) Extremos y crecimiento.

. Para representar funciones racionales suele convenir estudiar: a) Regionamiento, b) Puntos

de corte, ¢) Asintotas, d) Extremos y crecimiento.

Problemas de maximos y minimos

. Hallar un ntimero positivo cuya suma con su reciproco sea minima.

1 : :
namero = z, suma: S(z) = x + —, en el minimo la derivada ha de ser 0
x

-1 22-1
!
»S((ZIZ'):O7 2 :07 1’—]_:0’ xr = _1
x 1
Y - + el minimo es para x =1
Yy ol /!

. La suma de la base y la altura de un triangulo es 20 cm. ;Qué

longitud ha de tener la base para que el area sea maxima?

20 — 1
sustituyendo: S(z) = w = 5(20x —2?)
1
S'(x) = 5(20 — 2x), se anula para 20 — 2x = 0; xz = 10;
10
Y + — luego es base z = 10 para area maxima.
y | S pN

En una circunferencia de 5 cm de radio se inscribe un tridngulo haciendo coincidir uno
de los lados con un diametro. Hallar el triangulo de area maxima que se puede construir.
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. Hallar el valor de m,n en la siguiente funcién, sabiendo que y = mx

10.x
S(x) = - = S5z S'(x) =5,
S’ no se anula nunca, al ser positiva es siempre creciente, <
x ha de tomar el mayor valor posible que es 5. (maximo

absoluto)

10

3 — na? tiene un

minimo en (4, —32).

Pasa por (4, —32); sustituyendo queda —32 = 64m — 16n; —2=4m —n

Yy =3ma® —2nz;parax =4, f'(4)=0; 3m16-2n4=0; 6m-n=0
—2=4m —n

m=1, n==6

resolviendo el sistema:
om—n=20

la funcién es y = ® — 622



a) Hallar la funcion derivada aplicando
la definicion.

b) Hallar la recta tangente en x = 3. Re-
presentar graficamente.

Solucion: y — 3 = =2(x — 3)

1
Ly =317 — —
x

19.
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5.7. Problemas
. Aplicando la definicion de derivada de 7.y =37+ 4 9
una funcién en un punto, escribe la de- x
1 = 16 pu— 1
rivada en x = 3 de la funcion f(z) 8.y — (8% +Ta) - —
Sr? — 1 + 2. x
Solucion: f/(3) = 29 9. y = L
N7
. Hallar la funcién derivada de la funcion )
del problema anterior aplicando la defi- 1. fz) = 2z° -3z 2
nicion. Solucion: f/(z) =10z — 1 z—4 , .
Solucion: f'(x) = <4$73)<“"(;f)47)§2”" n )
. Senalar puntos en la siguiente grafica de
una funcion en los que la derivada pueda - f(z) =z.In(z +1)
valer aproximadamente: a) —3, b) —1, c) Solucion: f(z) = In(z + 1) + -2
0,d) 0’5, ¢e) 2, f) 5.
12. f(x) = xe™
Solucién: f/(x) = €2 + 2z.e**
13. y = (3e + 5)3*1
Solucion: y' = (3e + 5)3*~1 3. In(3e + 5)
422 — bz
4. f(z)= ——
/() z(x? +1)
Solucion: f/(L) _ (83@75)(.’173+,T)T(4.’1’275.’17)<3,T2+l)
.. L. ., ’ (z3+x)?
. La posicion de un moévil en funcion del )
tiempo es s = 20 + 4t (espacio en metros, 15. f(z) = e
tiempo en segundos); calcular utilizando 2% =3 ‘
la definicién de derivada su velocidad a Solucion: f(z) = < QEL'Z,E‘?;)?X Az
los 20 segundos, y al cabo de 5 minutos. 5
Hallar la funcién velocidad instantanea. 16. y =2z — 31
., Qué tipo de movimiento tiene?
3lnx
Solucion: s'(20) = 4, s'(300) = 4, s'(t) = 4, mo- 17 y = e + 12
vimiento de velocidad constante uniforme 1y 2 M
ey Bp)(e+x7)=3Inz(e” +22)
N ' Solucion: f'(x) = e
En los siguientes el enunciado es calcular
) or +1
la derivada: 18. Derivar y simplificar: y = ————
Y SHAD Y= (32— 15)2
. Dada la funcién y = 4x — 22 Solucion: 3 = H

La poblacién de una cierta colonia de in-
sectos crece de acuerdo con la férmula

y = 1000 — 1000(¢ + 1) donde t es el
tiempo en meses e y es el ntimero de in-
dividuos de la poblaciéon. Calcular la ve-
locidad de crecimiento de la poblaciéon a
los doce meses.



56 DERIVADAS
Solucién: ~ 69,103 29. Expresar los intervalos de crecimiento y
1 decrecimiento y los extremos de: y =
20. Calcular la derivada de y = In 1 sim- A3 — 4
plificando el resultado al maximo. o
9 30. Dibujar con los puntos de corte y el cre-
A1 A . / Ve —
Solucion: f/(x) = =2 cimiento la funcion: y = 2% +222 — 52 —6
21. Hallar la ecuacion de la tangente a la cur- Solucién: Puntos de corte —3, —1,2; y' = 322 +
2!L’3—|—9  E oavtre .. ol /
va y = en el punto de abcisa 2. 4z — 5 extremos: —2111,0778
4o +1
Solucion: y — 28 = 16 (z — 9) 31. Hallar los coeficientes a, b, ¢, d de la fun-
cion y = ax® +bx?® + cx +d, sabiendo que
22. Hallar la ecuacion de la tangente a la cur- sus extremos locales son los puntos (0,4)
va y = Inx en el punto de abcisa 2. Re- v (2,0).
presentar. Solucion: y = 2% — 322 + 4
Solucién: y — 0'69 = 1 (z — 2)
32. Dibujar y estudiar la continuidad de la
23. Hallar la ecuacion de la tangente a la cur- funcioén definida por:
vay =95+ en el punto de abcisa r—1 si <0
x — =
1. Representar. flz) =< 2? si 0<x<?2
Solucion: y +2 = —=3(z — 1) 2z si 25w
Estudiar en qué puntos no es derivable
24. Expresar los intervalos de crecimiento y dicha funcién.
decrecimiento y los extremos de: y = In
1 33. Estudiar el crecimiento de f(z) = —
7T(1 + ,T2) Solucié / 1-Inzx /\ 0
Solucion: crece (—oo, 0); decrece(0, 00) R (0, )i e 00)
. N 34. Dibujar y estudiar la continuidad de la
25. Expresar los intervalos de crecimiento y S )
.. funcién definida por:
decrecimiento y los extremos de: y =
dgt — 82 T st r<0
flz)= r si O<z<l1
Solucion: decrece (—oo, —1); crece —1,0),decrece ( ) ;/7 .
5 si 1<z
(0,1), crece (1,00) . ) .
Estudiar en qué puntos no es derivable
26. Expresar los intervalos de crecimiento y dicha funcion.
decrecimiento y los extremos de: =
x Y Y 35. Dibujar y estudiar la continuidad de la
1+ 2?2 funcioén definida por:
Solucion: decrece (—oo, —1); crece —1, 1),decrece ®— 2 si <0
(1,00) . 11 . B
flx)=9 ;—¢ st 0<w<e
27. Expresar los intervalos de crecimiento y Inz St €S T
decrecimiento y los extremos de: y = Estudiar en qué puntos no es derivable
r—3 . .
y representar. dicha funcion.
T+95
) . 36. Descomponer el nimero a en dos suman-
28. Expresar los intervalos de crecimiento y

xX
3e9

decrecimiento y los extremos de: y =

dos positivos de manera que su producto
sea MAaximo.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Solucion: z = a/2

Descomponer el niimero 20 en dos su-
mandos tales que la suma de siete veces
el cuadrado del primero mas tres veces el
cuadrado del segundo sea minimo.

Solucién: 6 y 14

Calcula los valores de a, by ¢ sabiendo
que la funcion f(z) = az? + bx + ¢ pasa
por los puntos (1,0) y (0, —2) y presenta
3

un maximo relativo cuando x = 5

Solucion: f(z) = —a 4+ 3z — 2

Sea la funcion f(z) = 22 — 6z + 5. Cal-
cula en qué punto de la grafica la recta
tangente tiene de pendiente 2.

Solucion: (4, —3)

Al vender un producto a un precio = en-
tre 40 y 650 € | el beneficio es y =
—2? + 100z — 2100 € . Obtén razona-
damente el precio de x que hace maximo
el valor de y.

Solucién: 50

Con un alambre de 4 metros se quiere
construir borde de un rectangulo de area
maxima. ;Qué dimensiones hay que dar
al rectangulo?

Descomponer el nimero 18 como suma
de dos n meros positivos, de manera que
el producto de uno de ellos por el cua-
drado del otro sea maximo.

Halla el area del triangulo rectangulo de
area maxima que tenga 10 m de hipote-
nusa.

Solucion: 25 m?

Se desea comprar un terreno rectangular
de 400 m? de superficie. ;Cudles seran las
dimensiones mas convenientes para que
la construccion de la cerca resulte lo mas
econdmica posible?

45.

46.

47.

48.

49.

50.

o1.

De todos los pares x e y de ntmeros
reales positivos cuya suma sea 30, deter-
mina el par (z,y) cuy producto P = x-y
es maximo.

Solucion: (15,15)

Obtén el area de un rectangulo inscrito
en una circunferencia de radio 2 en fun-
cion de la base x del rectangulo. Repre-
senta la funcién area obtenida deduce de
su derivada dénde es creciente o decre-
ciente, asi como cual es el rectangulo de
adrea maxima inscrito en dicha circunfe-
rencia.

Hallar el nimero positivo que sumado
con 25 veces su reciproco da un valor mi-
nimo
Solucion: 5

Un alambre de 2 m se corta en dos tro-
zos para hacer un cuadrado y una circun-
ferencia. Hallar cuédnto mide cada trozo
para que el drea que encierren sea mini-
ma.

Solucion: radio = 1/(4 + ) ~ 0'14

En un campo se quiere limitar una par-
cela de 24 m? por medio de una valla rec-
tangular y ademas dividirla en dos partes
iguales por medio de otra valla paralela
a uno de los lados. ; Qué dimensiones de-
ben elegirse para que la cantidad de valla
sea minima?

Solucion: 6m de largo por 4m de ancho. La valla

de division paralela a los lados cortos.

Entre todos los rectdngulos inscritos en
una circunferencia de radio \/5, . Cual es
el de superficie méxima? Soluciéon: un cua-
drado de lado 2

Hallar la recta que pasa por el punto
(3,2) y forma con la parte positiva de
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o2.

53.

o4.

95.

56.

o7.

los ejes coordenados un tridngulo de area
minima.

2
Solucion: y — 2 = —3(:1" -3)

La funcién y = 23 + ax?® + bx + ¢ pasa
por el punto (—1,0) y tiene un méximo
en (0,4). hallar la funcion.

Solucién: y = 2% — 322 + 4

Hallar las dimensiones del prisma de ba-
se cuadrada con superficie minima y vo-
lumen de 64 cm3.

Solucién: 4

Se quiere construir una caja partiendo de
una lamina rectangular de 24 por 32 cm,
recortando un cuadrado en cada esquina
y doblando. Determina cuanto hay que
cortar para que la caja tenga un volumen
maximo.

Solucion: z = 4’52

La suma de las dimensiones (alto, ancho,
largo) de una caja con forma de prisma
de base cuadrada es 36 m. Hallar las di-
mensiones para que el volumen sea mé-
ximo.

Solucion: 12,12,12

La suma de los catetos de un triangulo
rectangulo es 70 cm. Hallar sus dimensio-
nes para que la superficie de ese triangulo
rectangulo sea méxima.

Solucion: dos catetos iguales de 35 cm.

Un granjero dispone de 60 m de valla.
Con ella, y aprovechando un muro de pie-
dra suficientemente largo que existe en
su propiedad, quiere construir un corral
rectangular adosado al muro, de la mayor
superficie posible: Expliquese como debe
hacerlo.

Solucion: longitud 30 m, ancho 15 m.

98.

99.

60.

61.

62.

63.

La suma de las aristas de un prisma recto
de base cuadrada es 27 cm. ;Qué dimen-
siones debe tener dicho prisma para que
su volumen sea maximo?

Solucion: © =9/4,y =9/4

En una circunferencia de radio 90 cm ha-
llar el triangulo de drea maxima inscrito
en ella, uno de cuyos lados sea un diame-
tro.

Solucion: A = 90 cm, maximo absoluto

Hallar los puntos de la curva y = 1/(1 +
xz) en que la recta tangente tiene pen-
diente méaxima y el valor de esta pendien-
te.

2/V3
(1+1/3)2

Solucion: (—1//3,3/4),y" =

Hallar una funcién polinoémica de 2° gra-
do que tiene un maximo en el punto (1,2)
y pasa por el punto (3, —1).

ca . 3.2 3, 5
Solucién: 1T+ 5T+ 3

El coste total de produccion de x unida-
des de un producto es: C'(z) = 224 6z +
192 Se define la funcién coste medio por

C(z)

unidad como C'm = ——=. j Cuéntas uni-
T

dades hay que producir para que el coste
por unidad sea minimo?

Solucion: El coste medio por unidad es minimo

si se producen 24 unidades

Estudios realizados han permitido deter-
minar que el nivel medio diario de mono-
xido de carbono, C'Os, en el aire en par-
tes por millon (ppm), en una ciudad esta
relacionado con la poblaciéon p expresa-
da en miles de habitantes, por la siguien-

2
te expresion C(p) = % + 17. La evo-

lucién del tamano de poblacién en esta
ciudad en t anos se estima que esta dado
por la relacién p(t) = 3'1,0'1#* en miles
de habitantes. ;Con qué rapidez estara
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64.

65.

66.

variando la concentracién de CO4 en es-
ta ciudad dentro de 3 anos?

Solucién: C’(3) = 024 ppm

Un restaurante abre a las 8 de la noche
y cierra cuando todos los clientes se han
ido. La funcion C(t) = 60t — 10t* repre-
senta el nimero de clientes que hay en el
restaurante en funciéon del nimero de ho-
ras t que lleva abierto el establecimiento.
Se pide:

a) Determinar el nimero méaximo de
clientes que van una determinada noche
al restaurante. Justificar que es un maxi-
mo.

b) Si deseamos ir al restaurante cuando
haya al menos 50 personas y no mas de
80, ;entre qué horas tendriamos que ir?

Solucion: a) t = 3 a las 11pm, b) entre las 9 y

las 10, 6 entre las 12 y la 1

En una factorfa la funciéon de costes es
C(z) = 2> = 3lnxz , donde 2 > 0 es el
numero de toneladas que se producen.

a) Calcule el coste minimo, si existe, y el
ntimero de toneladas que se han de pro-
ducir para alcanzar dicho coste.

b) Si la funcién de ingresos es [(z) =
2% — 122 escriba la funcion de beneficios.

c¢) Calcule los intervalos en los que la fun-
cion de beneficios es creciente o decre-
ciente y diga si existe beneficio maximo
y en caso afirmativo el nimero de tonela-
das que se han de producir para alcanzar
dicho beneficio.

Solucion: a) Por tanto, se ha de producir 1 to-
B(z) =12z —31Inz,

¢) B'(z) > 0 para x > 0, siempre creciente.

nelada y el coste es de 1, b)

Se quiere construir un recipiente cilindri-
co cerrado de base circular de 64 cm? de

67.

68.

69.

70.

volumen. Hallar las dimensiones que de-
be tener para que la cantidad de metal
sea minima.

Solucién: r = {/32 ~ 216 cm, y ~ 4’3 cm

Tras la ingestion de una bebida alcoholi-
ca, la concentracion de alcohol en san-
gre en g/l evoluciona segun la funcion
c(t) = t.e"*? donde t es el tiempo en
horas transcurrido. Calcula el momento
en que se alcanzaré la concentracion ma-

xima y cuénto valdra ésta.

Solucion: t =1/2

La empresa Autos, S.A. tiene en exclusi-
va el modelo Turbof. Cada coche le cues-
ta a la empresa 1.200.000 pesos y sabe
que en un mes puede vender 30 coches a
1.600.000 pesos cada uno. Un estudio e
marketing le revela que por cada 20.000
pesos de descuento sobre el precio ante-
rior puede aumentar la venta en 2 coches
més al mes. jLe conviene hacer estos des-
cuentos para aumentar la venta mensual
de coches? ;A qué precio debera vender
entonces cada automoévil para maximizar
los beneficios mensuales?

Solucion: g: ganancia en miles de pesos, x: uni-
dades de descuento de 20.000 ¢/ u;

g(x) = —1200(30 + 2z) + (1600 — 202)(30 + 2z)

coste venta

—4022 +200x 4 12000; ¢'(z) = 200 -8z = 0,z =
2’5, tendria que hacer 2’5 descuentos de 20.000,

o sea 50.000, asi venderia 5 coches mas

Hallar una funcién polinoémica de 2° gra-
do que tiene un minimo en el punto (3,-2)
y pasa por el punto (1,4).

Solucion: 312 — 9z + %
Expresa el drea A en funcién de z y de-

termina el valor de x de modo que sea
maxima.
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80. y = 4a? — 2*
3es
81. y =
x
T+ 2
82. y =
N V= +4
10 Solucion: 3" = W,r =248
Representar las siguientes graficas: 83. y = (224 9)(1 — )
2 .
e —3x+2 st z<1
71.f(x):{2_m i 1o 84, y— —
-3 x? —br+4
72. y =22 — 322 —8r -3 Solucion: y =
73. y = |2° — 2| 2243
85. f(z) = = :
74, y =4+ 8x — 2% — 223 X
- oz Solucién: y' = ﬁ
YTy 2
x
2 86. y = ———
76. y = f ; VT +4
L Solucion: 3’ = (128%)2
Solucion: 3’ = uff’dy h
7. f(z) = lr;a: 52: l<z<e 88, y = 2t — 52?4 4
e st e<cx
2
3% — 12 89, y =
78 y=——" Y= 2
4 ) z+1
Solucion: asintota y = 3z — 15,1 1 2
73xz:jj§)§127nza/zr = —9'55, min = —0'45 90. y = Ee :
4
79. y=2 — 2
L o1 f(z) == ”;
Solucion: - 202 — 6z — 4 asintots L
olucion: y = ——2_3 asintota vy Solucion: y' = ""f,;l,“;")t‘r’ =5+ 2\/5
2z,y = Mﬁ% max = —9'55,min
—0'45 92. y = 22> — 927 + 10z — 3




Tema 6

INTEGRALES

6.1. Primitiva de una funciéon

Integrar es lo contrario de derivar, 2x es la derivada de 2, el proceso contrario es:
2zdr = 22 + C' |, que se lee:

"la integral de 2x diferencial de x es 2* mas C”,
(C' es una constante cualquiera), a la integral se le llama primitiva.

En general:
Sea f una funcion, la funciéon F' se dice primitiva de f cuando la A
derivada de F es f; es decir I = f. Por tanto:

"F primitiva de f’equivale a " f es derivada de F”

/\F

Por ejemplo: dada la funcién 2z una primitiva de ella es 2%, también 7
es primitiva de ella 2% + 5. 1 1 2 3 4
Luego, dada una primitiva cualquiera, sumandole cualquier cons- -1

tante se obtiene otra primitiva, se escribe:

/f(x)dx =F(x)+C

Razonando con las derivadas de ™, ¢e%, Inz, se hacen los siguientes ejemplos

Ejemplos
3
1. /xde & NG +C
3
2. /7d:)§ =Trx+C

4
3. /:cgdm:x——i-C;

4
en general para integrar una potencia se suma una unidad al exponente y se divide por
n+1
el nuevo exponente / x"dr = +C
n+1

2
4. /xdx:%—l—C

61
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r2tl gr 2
5 /\/de:/mdx: — =5 =-z2+C
3 5 9
1 -1 —1
6 —de:/x 2dy = =—+C
x — x

1
7. /x_ld:c:/—dlen|x\+6'
x
8./emd:c:em+0

Consideraremos los siguientes tipos de integrales

l.n—l—l

/x"dx = + C si n # —1 "potencial”
n+1

para integrar una potencia se suma una unidad al exponente y se divide por el nuevo

exponente.

1
/ —dz = In|z| + C "logaritmica”
T

/ e’dr = e” + C "exponencial”

Propiedades Se deducen de las mismas propiedades de la derivadas.

1. | [f(x) +g(x)]de = | f(z)dx + /g(a:)dx; la integral de la suma es igual a la suma de

las integrales, es decir para integrar una suma se va integrando cada sumando.

5

1
Ejemplo / (x4 + —) dr = % +In|z|+C
x

2. /ozf(x)dx = « [ f(z)dz; la integral de una constante por una funcion es igual a la

constante por la integral de la funcion, es decir los niimeros pueden entrar o salir en el

signo integral.

] e’ 1 I
Ejemplo /gdx—§/e dx—Qe +C

Ejemplos

1. /(3x2—8x+1)dx:x3—4x2+x+0

-1 .
2. ialxzi%/x_zdx:?)x—:—34—0

2 -1 T
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3 /(53+2\F—i)d —5/ 3d +2/ 124 —/ —12q —5x—4+2ﬁ2—ﬂ2—
. Xz \/E Xr = r axr X Xz X T = 4 3/2 1/2—
5

4
4x4+§x/ﬁ—2\/§+0

4. Hallar la funcién que pasa por el punto (0,7) y tiene como derivada f’(z) = 32% — 5z + 1

Integrando la derivada:
5
f(x) = /(3:172 — 51+ 1)dr = 2% — §x2+x+C’.
Para hallar C' hacemos que pase por (0,7): f(0)=7, C=T.

5
La funcién es: 2° — 51'2 +x+7

5. Hallar la funcién que pasa por el origen y por el punto (2, 8) y tiene como derivada segunda

@) = 47

Tenemos que integrar dos veces:

3
/xzdx:x——i-C
3
x3 xt
< - D
/<3+C’)dx 12+C’x+

4
f(x) = % + Cz + D , hacemos que pase por (0,0) y resulta D = 0, hacemos que pase

por (2,8) y resulta:

24 4 20 10 zt 10z
f(2) +2C=8; 8 3+ c;, C =3 Resulta: f(z) 5T 3

6.2. Integracién de funciones compuestas

Cuando hay funciéon de funciéon tenemos:

e [f (z)]"*
/:)J"dx = +C'sin # —1"potencial” /f’(:)s).[f(x)]"dx =——————+Csin#
n-+1 n—+1
—1
1 /
/;dm = In |z| 4+ C "logaritmica” / ?éj; de =In|f(z)|+C
”Si arriba esté la derivada de lo de aba-
jo la integral es el logaritmo de lo de
abajo”
/e“’”dm = e” + C "exponencial” /f’(x).ef(x)dx =@ 4 O

Es decir:
al derivar aparece la derivada de lo de dentro
al integrar desaparece la derivada de lo de dentro.
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Ejemplos

1 1 [ 3 1
1. dz = = dr = -~In|3z + 1]+ C
/3x+1x 3/3x+1x ghnfBe 1+

1 1 —2)*
2. /(593—2)30[93:5/5(593—2)30[1':5%—{—0

1 1
3. /e8x+2dx — g /868x+2dx — ge8ac+2 +C

22 . 1 22 - 1 22
4./:):.6 dx—Q/Qx.e dx—2e +C
6.3. Nocién de integral definida

b o)
La integral definida entre a y b de f(x): / f(z)dz es la suma

a
de las areas de los elementos rectangulares de base "dx” y

altura ” f(z)” 1= dx b
a, b se llaman limites de integracion.
Gréficamente la integral es el area limitada por la curva y =
f(z) y el eje OX entre las abcisas a y b, (salvo el signo pues
f(x) puede ser negativa). Fl)
La Regla de Barrow permite hallar el valor de las integrales
definidas:
b
/ flx)dzr = [F(2)° = F(b) — F(a)|, con F(x) primitiva de [ a b
f(z)
Ejemplos
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Hallamos primero la primitiva:

1 1 2 1
/2x+1x 2/2:)3+1x o2+ 1]+

Entonces:

-1 1 -1
/_2 SR {2 nf2e+ |]

-2

(In[2(—1) + 1] — In]2(~2) + 1|) =

| —

1 1 1
5 ([ =1/ =In| =3)) = Z(In1 —In3) = 7(~1'098) = ~0'549

6.4. Aplicaciéon de la integral definida al calculo de areas

a) Area encerrada entre la curva y el eje OX:

Es necesario conocer el comportamiento del signo de la funciéon en el intervalo de integracion.

Ejemplos

1. Hallar el drea encerrada por y = 22 — 3 y el eje de abcisas

V3 23 V3
/ (2% = 3)dx = [5—34 = —4V3 S =4V3u?

V3 ~V3
también, como es simétrica podiamos haber hallado S = 2.5; con V3

S, area entre 0 y V3.

2. Hallar el area encerrada por y = 2z — 22, el eje de abcisas y las rectas z = 0,z = 3.

S =5+ 5
2

S :/ (Qx—mz)dxz {xQ—
0

S

3
Sy : / (22 — 2?)adr = [x2 —
2

4
luego Sy = 3 Resultando
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3. Hallar el area que encierra con el eje de abcisas entre

—4 y e, la funcion

3 st x < —2
fla)y)=q 22 =1 si —2<z<1
L st x>1 2

S1 = base .xaltura =2-3=6 ) Sy L R
52—/ (mz—l)dx:[x——x] =3 S sk

4
2

-3 -2 \\y 2 e3 4
b2 4 \

‘1

54:/ —dr =[In|z|]]]=Ine—Inl=1
T
Y4 29

= 1 =222
S = 6+3+3+ 3u

b) Area encerrada por dos curvas:

Sean f y g las curvas: si f > g en el intervalo de integracion, entonces el area viene dada
directamente por la integral de f — g.

. Hallar el 4rea limitada por f:y =22 -5, g:y=3— 22

g
los puntos de corte corresponden a las abcisas +2, y
g=f )
52251:2/g—f -3 -1
0

2 2 64
522/ [3—x2—(932—5)]dx:2/ (8—22%)dxr = §u2
0 0

. Area encerrada por y = x2 — 2x ; y la recta que pasa por los puntos (1, —1), (=2, 5)

Recta: y = ax + b fEl) ): é ;:j;b b::_51 } resolviendo el sis- ;‘)
tema resulta a = —2,b=1 5

La recta es: y = =2z + 1

los puntos de corte con la parabola son: (1, —1), (—1,3) ; llamamos: ——— —

recta g(y), parabola f(y) -t

Z/g f= /1—:5 dz—{z—g]_lzgzﬂ -
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6.5.

10.

11.

12.

13.

Problemas

El enunciado es "Calcular la integral”

: /(x2—x—|—1)dx

/ (42 — 52%)dx

9
/(7ez + E)da?

. /(3.752 + 51 — 37 + 1)dx

. Hallar la ecuaciéon de la curva que pasa

por los puntos p(0,3) y Q(-1,4), sabiendo
que su derivada segunda es y” = 6z — 2

Solucion: y = 2% — 22 — 3z + 3

El enunciado es "Calcular la integral”

it

Soluciéon: =% —In|z| + C

. /(5172 + %)dm

Solucion: T—; +1Injz| +C

/ e dx
—2z

== +C

/ (3¢ — 1)da

Solucioén: 3e* —x + C

1
/x; dx

2 P
2410

/(a: +1)%dx

Solucién: (”L+—;)g +C

Solucién:

Solucién:

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Derivar y = (2*> —5x +1)? y luego expre-
sar la primitiva de la derivada obtenida.
Solucion: y' = 3(z? — 5z + 1)?(2x + 5), prim =

(22 =5z +1)3+C

Hallar la funcion f(x) que pasa por el
punto (2, 5) y cuya pendiente tiene de ex-

presion

3 para cada valor de x.
Solucion: f(z) =Injz —3|+5

Calcular las integrales

-

Solucién: 81In |z + 2 4+ C

/(% +€")dx

Solucién: %2 +et 4 (O

/ et dx

Solucién: %65"7 +C

/ (2% + 1)2zdx

Solucién: @ +C

T
—d
/31’2 +1 v

/e2m_6dx

Solucién: %GQ""J“G +C

/x.exzdx

22
Solucion: %~ + C
dz
e_m

Solucién: —e= % + C

x
/4+x2d$

Solucién: £ In|4 + 2% + C
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25. / du 36. Hallar el area comprendida entre el eje
4—uw de abcisas y la funcion y = (z —2)(z+1)
Solucion: — In ‘4 — ZI‘I | C entre r = 3 y T = 5
x Solucion: 20°6 u?
26. d
/ 22— o4
Solucién: 1.1n|z? — 24|+ C 37. Determinar el area limitada por la para-
bola y = 2 — 5 y la recta que pasa por
27, /(41' — 5)dx los puntos (0,3) (1,5).
Solucién: 222 — 5x + C Soluci6n: 36 u*
98 / 303 1 38. Calcular el area de la region del plano de-
limitada por y = 2> —z y pory = 1 — x.
Solucién: £33 + C
' Solucion: 4/3
59 dx
' 3r+5 39. Area comprendida entre y = 2, y =
Solucién: % In|3z + 5|+ C 2’ —x+2
3 Solucién: 1/2 u?
30. / (2° + 1)dz
- 40. Hallar el area encerrada entre y = z(x —
Solucion: 48 . .
3 1)(x +2) y el eje de abcisas
31. /_1(55 —1- l)diE Solucién: S =8/3+5/12 = 37/12 u?
—92 X
Solucion: 32 +In2 = 1'81 41. Hallar el 4rea encerrada entre y = 22 —x
yeleje OX entre v =0, z =2
3
2dx
32. /1 3r+ 1 Solucion: S =1 u?
i6n: 2 _
Solucién: 5(In 10 - In4) 42. Hallar el area que encierra con el eje de
2 abcisas entre —2 y 2, la funciéon
33. / 2y .
0 2 st ox<-—1
Solucion: %(65 —e) f($) = 1+22 si —1<2<0
) e’ st x>0
34. Calcular / f(z)dz, siendo: f(z) =3 — Solucién: £ + €2 u?
—1
2z — r—2 (Es el area que encierra con 43 ffallar el drea que encierra con el eje de
el eje de abcisas entre v = —1 y z = 17 abcisas la funcion y = % entre xt =1y
Solucion: 7'09 r=e
. Solucion: 1 u?
35. Hallar el 4rea comprendida entre la curva

y=2°—622yeleje OX.

Solucion: 108 u2

44.

Calcular el area de la region rayada si la

figura curva es la parabola y = 1 — 22
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45.

46.

47.

48.

49.

20.

ol.

22.

Solucion: 20/3

Hallar el area encerrada por la curva
y = 23 — 3z y el eje de abcisas.

Solucion: 9/2

Area comprendida entre y = 223, y = 4«

Solucion: 4 u?

Hallar el area encerrada por la parabola
y=2>+2ylarectay=x+4

Solucion: 9/2

Hallar el area encerrada entre las curvas
y=a22—x, y=3z—2?
Solucion: 8/3
Hallar el area encerrada entre: y = 2x +
5_% y la recta que pasa por los puntos
(2,6);(3,9)
Solucion:
Calcular y representar graficamente:
3
6z — 2
dz

/1 143z
Hallar el area encerrada por la parabola

y =9z — 32 y la recta y = —6z

Solucion: 125/2

Hallar el area encerrada entre las gréaficas

de las funciones y = 22 +42+5, y=>5

Solucion: entre —4y0, S = 32/3

93.

54.

95.

56.

o7.

Hallar el area encerrada por la parabola
y=(r+3)(2—2)ylarecta z —2y =2

Solucion: 2772

Hallar el area encerrada por la parabola
y = 4x — 22 y la recta que pasa por los
puntos (1,3) y (2,4)

Solucion: 1/6

Hallar el area encerrada por la parabola
y? = z, el eje de ordenadas y la tangente
a la parabola en (1,1)

Solucion: 1/12

Las pérdidas o ganancias de una empre-
—4

2
sa siguen la ley f(z) = x+ 5 siendo x
x

los afios de vida de la empresa y f(x)
las pérdidas o ganancias en millones de
rupias.

a) Determinar el ano en que la empresa
deja de tener pérdidas.

b) ;Pueden ser 3 millones de rupias sus
beneficios en algiin momento?

¢) (A cuanto asciendes las pérdidas o be-
neficios acumulados en los dos primeros
anos?

Solucion: a) x = 2, b) no, ¢) —1’55 millones

A las 9 de la manana surge un rumor en
Villachismosa que se difunde a un ritmo
de f(t) = e* 4 1000 personas/hora. Sa-
biendo que ¢ representa el niumero de ho-
ras transcurridas desde la aparicion del
rumor. Calcula el numero de personas
que lo habran oido entre las diez y las
12 de la manana.

Solucion: 21982
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PROBABILIDAD

7.1. Introducciéon

Fenémeno aleatorio es aquel en el cual es imposible predecir el resultado en cada realizacion
u observacion; ej: lanzar una moneda, extraer una carta de una baraja, niimero de nacimientos
de una ciudad en un mes, etc.

Calculo de probabilidades es el modelo teérico de las regularidades que se observan en los
resultados de los fenémenos aleatorios cuando crece el nimero de pruebas.

7.2. Sucesos

El conjunto de todos los resultados asociados a un experimento aleatorio se llama espacio
muestral y se suele representar por E

c
Ejemplo Escribir el espacio muestral del lanzamiento de una mo- . < ¢ <+
neda tres veces a) por extension, b) mediante diagrama en arbol. c
a) E = {ccc,cc+,c+ ¢, +ce,c+ +, +c+,+ + ¢, + + +} +<+
Suceso es todo subconjunto del espacio muestral. Por ejemplo, en c < ¢
el experimento lanzar un dado F = {1,2,3,4,5,6}, son sucesos +
"salir par”, "salir menos de 3”. * <

c
+<_
. : : - : +
Se dice que un suceso se ha verificado cuando al realizar la experiencia aleatoria correspon-

diente, el resultado es uno de los elementos de ese suceso. Si al tirar el dado sale un 6 se han
verificado, entre otros, los sucesos {6}, {salir par},{5,6}, E.

Los sucesos formados por un solo elemento se llaman sucesos elementales, por ejemplo

(6}.

El espacio muestral se llama también suceso seguro, el suceso ) se llama suceso imposible.
Hemos considerado los sucesos como conjuntos, por tanto hablaremos de:
inclusiéon C: A C B (se lee A contenido en B), si todos los elementos de A estan en B

union U: AU B se forma juntando los elementos de A y de B

71
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interseccion N: AN B esta formado por los elementos comunes a los dos
complementario A: los elementos restantes que no estan en A.

Existen también denominaciones propias del lenguaje de sucesos:

A C Bes A= B (se lee A implica B), la verificacion del suceso A implica la del suceso
B; ej A = salir multiplo de 3, B = salir més de 2.

AU B se verifica el suceso A o el suceso B, se verifica al menos uno de los dos

AN B se verifica el suceso Ay el suceso B

El complementario A del suceso A se llama suceso contrario.

Dos sucesos disjuntos, sin ningtn elemento comin: AN B = () se llaman incompatibles.

7.3. Frecuencia de un suceso

Prueba es cada realizaciéon de un experimento aleatorio. Sea un experimento aleatorio del
que se han realizado N pruebas. Si el suceso A aparece n veces se dice que en la referida muestra

de N pruebas la frecuencia relativa del suceso A es fr(A) = %

Observamos que: (podemos pensar en el lanzamiento 20 veces de un dado: A =salir par)
1) La frecuencia relativa de un suceso esta comprendida entre 0 y 1.

2) La frecuencia relativa del suceso seguro es 1.

3) La frecuencia relativa de la unién de dos sucesos incompatibles es la suma de las respec-

tivas frecuencias: siAN B =0, fr(AUB) = fr(A)+ fr(B)

Por otro lado si por ejemplo se lanza una moneda 50 veces y salen 28 caras, no tiene por
qué ocurrir que al repetir las 50 tiradas vuelvan a salir 28 caras, o sea, las frecuencias relativas
suelen variar en cada serie de pruebas.

No obstante al aumentar el nimero de pruebas se tiene el siguiente resultado préctico
llamado ley del azar : las frecuencias relativas de los sucesos tienden a estabilizarse alrededor
de ciertos niimeros, a estos ntmeros se les suele llamar probabilidad de los respectivos sucesos.

7.4. Probabilidad

Es el modelo tedrico de las frecuencias relativas. Por tanto la probabilidad de un suceso es
un nimero entre 0 y 1 y cumple las condiciones:

1) p(E) = 1, la probabilidad del suceso seguro es 1.

2) dados A, B sucesos incompatibles : p(AU B) = p(A) + p(B), es decir la probabilidad de
la unién de sucesos incompatibles es la suma de las probabilidades.

Probabilidad de Laplace es la que asigna a cada suceso elemental la misma probabilidad, por

1
tanto la probabilidad de un suceso elemental es N siendo N el niimero de sucesos elementales.

Entonces si el suceso A es la unién de n sucesos elementales tendremos:
casos favorables

n
A)=— t lab A) =
p(4) O O otras batabras p(4) casos posibles

Por ejemplo en la extraccion de una carta de una baraja espanola, la probabilidad de que
10

salga un basto es p(B) = 0
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Probabilidad estimada, empirica o a posteriori de un suceso es la frecuencia relativa de la
aparicion del suceso cuando el niimero de observaciones es muy grande.

Por ejemplo a la vista de la produccion de un gran nimero de piezas, una fabrica encuentra
que el 20% de los cerrojos producidos por una determinada méquina son defectuosos para
unos ciertos requerimientos. Parece 16gico asignar una probabilidad 0’2 de obtener un cerrojo
defectuoso.

Propiedades de una probabilidad:

Las demostraciones se deducen de las condiciones de la
definicion de probabilidad.

1. La probabilidad del suceso imposible es 0: A N
p(0) =0,
2. Para el suceso complementario se cumple:
p(A) =1—p(A)

3. Para la union de dos sucesos cualesquiera se tiene:
pP(AUB) = p(A) +p(B) — p(AN B)
Ejemplos

1. Hallar la probabilidad de que salga bastos o figura al sacar una carta de una baraja
espanola (40 cartas).

10
A = salir bast A)=—
salir bastos, p(A) 0

. 12

B = salir figura (sota, caballo, rey), p(B) = 10

10 12 3 19
p(AUB) =p(A) +p(B) =p(ANB) = o+ 5 = 5= 1o

2. Un dado ha sido manipulado de manera que la probabilidad de obtener un ntmero es
proporcional al mismo. Hallar la probabilidad de que se obtenga un niimero par al lanzarlo
una vez.

Repartir proporcionalmente al nimero de la cara:

1
) p(1) = 1-%
3 p(2) =25
. . 1 p(3) =35
4 Hay que repartir toda la probabilidad, o sea, 1 entre 21: — i
5 21 p(4) = 45
) p(5) = 5-%
6) =65
suma 21 p(6) 2

2 4 6 12
— p{2 4 =51 791 "1 71
p{ par } = p{2} + p{4} + p{6} 21 * 21 + 21 21

3. La probabilidad de que un alumno apruebe Matematicas es 0’6 y la de que apruebe Lengua
es 0’5 y la de que apruebe las dos es (/2.



74

PROBABILIDAD

7.5.

M

a) Hallar la probabilidad de que apruebe alguna (es decir, al
menos una).

b) Hallar la probabilidad de que no apruebe ninguna.

c) Hallar la probabilidad de que apruebe Matematicas y no
Lengua.

a) p(MUL) =p(M)+p(L)—p(MNL)=064+05—-02=09
b) p[(MUL)] =1—09 =01

c) M = (MnNL)U(MnN L) disjunta; p(M N L°) = p(M) —
p(MNL)=06—-02=04

. Una urna contiene 25 bolas blancas de madera, 36 blancas de cristal, 39 bolas rojas en

total, y 32 de madera en total.

a) Hallar el namero total de bolas.

Si se elige al azar una bola:

b) (Cuél es la probabilidad de que sea blanca?.

¢) ;Cuél es la probabilidad de que sea roja y de madera?.
d) /Cuaél es la probabilidad de que sea blanca o de cristal?.

rojas | blancas
madera 7 25 32
cristal 32 36 68

| 39 | 61 | 100

Consideremos los sucesos B = extraer bola blanca, M = extraer bola de madera, R =

a) Completamos el cuadro:

extraer bola roja. Entonces:

b) p(B) =61/100 = 0’61

c) p(RNM)=17/100 = 007

d) p(BUC) =p(B) +p(C) —p(BNC) =093

Sucesos dependientes e independientes

Ejemplo Una caja contiene 10 piezas, de las cuales 4 son defectuosas.

I) Hallar la probabilidad de extraer dos defectuosas consecutivas

a) sin devolver la primera.

b) devolviendo la primera.

IT) Sin devolver la primera, hallar la probabilidad de obtener una de cada tipo.

A = extraer pieza defectuosa ; B = extraer pieza no defectuosa
I) Para hallar la probabilidad de una rama se multiplican las probabilidades de la rama:

MnNL
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a) Sin devolucion, sucesos dependientes: b) Con devoluciéon, sucesos indepen-
4 3 2 : )
p(A1 N Az) = p(A1).p(As/A1) = 109 = 15 dientes: 4 4
(A1 N Az) = p(A1)p(Ag) = —.— =
10 10
4
25

3/9- A 4/10- A
®@A£B ®@A%B
A A

B B

IT) Como es la unién de varias ramas, se suman las probabilidades de las ramas favorables:

46 64 24
<Z @ EUBNAI = pANE) BN 100100 15

Dos sucesos A y B son independientes si la realizacion de uno no varia la probabilidad de
la realizacion del otro;

Si se lanza una moneda y un dado, el salir cara en la moneda es independiente de que salga
par en el dado. Si lanzo una moneda la primera vez la probabilidad de salir cara es 1/2, si la
lanzo la segunda vez la probabilidad de cara sigue siendo 1/2. En cambio si extraigo una carta
de una baraja la probabilidad de salir espada la primera vez es 10/40, si no devuelvo la carta,
evidentemente la probabilidad de salir espada en la segunda no es 10/40, pues ha cambiado la
composicion de la baraja.

Para sucesos independientes la probabilidad de la interseccion es el producto de las proba-
bilidades: p(AN B) = p(A).p(B)

Dados dos sucesos A, B, se llama suceso B condicionado al A y se representa B/A, al
suceso realizarse el suceso B supuesto realizado el suceso A".

Para sucesos dependientes la probabilidad de la interseccion es el producto de la probabilidad
del primero por la probabilidad del segundo condicionado al primero: p(AN B) = p(A).p(B/A)

Ejemplos

1. Para no confundir la velocidad con el tocino se estudié una muestra de 100 casos y se
obtuvieron estos datos:

Tocino T' No tocino
Velocidad V/ 32 48
No velocidad 8 12
Segun estos datos, json independientes los sucesos Ty V7
80 40
Vp(T) = —.— =032
32
VvnT = (032

efectivamente la velocidad y el tocino , V' y T son independientes.
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2. Sean Ay B dos sucesos independientes de un espacio de probabilidades. Sean 0’3 y 0’6 sus
probabilidades respectivas. Hallar las probabilidades de cada uno de los sucesos siguientes:

S, acontece exactamente uno de los sucesos A o B, uno de los
dos pero no los dos. A B
Sy acontecen los dos Ay B.

p(S1) =p(AUB — AN B) = p(A) + p(B) — 2p(AN B)
necesitamos p(A N B) que es el 2° apartado, como son inde-
pendientes:

p(ANB) =p(A).p(B) =03,06 =018 = p(Ss)

luego p(S1) = 0’3406 — 2,0'18 = (/54

3. Sean A y B dos sucesos, tales que P(A) =3, P(B)=3, P(ANB)= 5. Calcular:

a) P(AU B)
b) P(AN B)
c¢) P(A/B) A B
Nota: A representa el suceso complementario
de A.

a) Como vemos en el dibujo A U B es lo
contrario de A N B por tanto P(AU B) =
. 1 19
1—-p(ANB)=1——=—
pANE) 20~ 20
b) Partiendo de la probabilidad de la union:
P(AUB)=P(A)+p(B)—-P(ANB),

1 19 3 1 3
— P(AN B) y despejando queda: P(ANB) = — —— — = = —

tituyendo: 2 = 5 4
ituyendo: — = — 4 =
SUstiuye 173 20 4 2 10

20

_ P(ANB) P(B)—p(ANB) 3-3
O PAIB) == By == 5B S

4. En una urna hay bolas: 4 azules y 3 blancas. Se extraen dos bolas simultaneamente. Hallar
la probabilidad de que sean las dos blancas sabiendo que han salido de igual color.

Llamamos "c¢” a igual color, piden p(BB/cc)

%A 392 1

NV~ p(BB) === =2

? 76 7
BgB P =76 7

Para la interseccion tenemos que BB C cc luego p(BB N cc) = p(BB):
Despejando en la expresion: p(BB N cc) = p(BB/cc) - p(cc)
p(BB N cc)

p(BB/cc) = W =

ENTISSENIES
w

Observaciones:
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1. Resumiendo:

independientes p(A N B) = p(A).p(B) dependientes p(AN B)

=p(B/A).p(A)

. No confundir sucesos incompatibles (la probabilidad de la unién es la suma de las proba-

bilidades), con sucesos independientes (la probabilidad de la interseccion es el producto

de las probabilidades).Por eso:

Dos sucesos compatibles pueden ser dependientes o independientes. Dos sucesos incom-

patibles necesariamente son dependientes.

. En la extraccion de, por ejemplo, dos bolas de una urna es lo mis-
mo: extracciéon simultanea de las dos, que extracciones sucesivas sin
devolucion.

. Experimentos independientes simultdneos es situacion anéloga a
extraccion sucesiva con devolucion, esto permite utilizar diagrama

en arbol. Por ejemplo se lanza un dado y una moneda.

7.6. Sistema completo de sucesos

Un conjunto de sucesos {A1, As, ..., A,} es un sistema completo de
sucesos cuando:
1) son incompatibles entre si: A; N A; =0

n

2) su unioén es todo el espacio muestral: U A=F

i=1
Ejemplo: En la extracciéon de una carta de una baraja, los sucesos
salir copas, salir espadas, salir bastos y salir oros forman un sistema
completo de sucesos.

7.7. Teorema de la probabilidad total

N = O Ot [\]

ot

COPAS

ESPADAS

BASTOS

Dado un sistema completo de sucesos {A;, Ay, ..., A,}. Sea B un suceso, entonces:

= p(B/Ai).p(A;)

Demostracion:
B=(BNA)U(BNAy)U...U(BNA,) union disjunta
p(B) = p(BNA) +p(BNA)+...+(BNA,) Zp p(B/A)

En el ejemplo anterior sea F' salir figura (sota, caballo, rey), (lla-
maremos S salir espada)

Por ejemplo p(F/C) =
por tanto:

0’ pues hay tres figuras en las diez copas,

COPAS

BASTOS
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p(F) = p(F/C).p(C) + p(F/B).p(B) + p(F/S)p(S) + p(F/O).p(O) = 515 -4 = 1o

7.8. Teorema de Bayes

Dado un sistema completo de {A;, As,..., A,} , Sea B un suceso, entonces: p(A4;/B) =
p(B/A;)-p(A;)

Z?p(B/Ai)'p(Ai)
Demostracion:
sustituyendo el
P(As/b) = p(AiN B) _ denominador _ p(Ai).p(B/A;)
‘ p(B) por el teorema i p(4;).p(B/A;)

anterior
Se utilizan las siguientes denominaciones: p(4;) se llaman probabilidades a priori (si no se

especifican se toman iguales), p(A;/B) se llaman probabilidades a posteriori, p(B/A;) se llaman
verosimilitudes.

Ejemplo Una fabrica tiene tres maquinas que producen tornillos, la méquina 1* produce el
10 % del total, la 2% produce el 60 % y la 3% el 30 % restante.

La probabilidad de que la primera produzca un tornillo defectuoso es 0’20, que lo produzca
la segunda es 0’32 y la tercera 0’16.

a) De una caja de tornillos producidos por esa fabrica tomamos uno, ;Cuél es la probabilidad
de que sea defectuoso?.

b) De una caja tomamos un tornillo y resulta defectuoso. ;Cudl es la probabilidad de que
haya sido producido por la méquina 17

c¢) Probabilidad de tomar un tornillo que sea bueno y de la maquina uno.

Solucion:
sea M el suceso "tornillo producido por la 1* maquina”; p(M;) = 0’1
sea My el suceso "tornillo producido por la 2* maquina”; p(M,) = 0’6 2
sea M3 el suceso "tornillo producido por la 3 méaquina”; p(M3) = 0’3 D

Suceso: D = "coger un tornillo defectuoso”
las probabilidades del suceso D condicionadas por M, My, M5 son

p(D/My) = 020, p(D/Ms) = 0'32, p(D /M) = 0’16
a) Por el teorema de la probabilidad total:
p(D) = p(My).p(D/My)+p(Ms).p(D/Ms)+p(Ms).p(D/Ms) = 0'1,012+0'6,0'32403,0'16 =
026
D /My).p(M 1,02 1
b) Por Bayes: p(M;/D) = pg( /M) p(My) _oLo2 1
> p(D/My).p(M;) 02613
c) p(My N D) = p(D/My).p(My); p(D/My)=1~p(D/M;)=1-02=08
queda: p(M; N D) = 0'8-0'1 =008

Otra forma con arbol:
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a) p(D) = suma tres ramas = 0'26

D
M, _
o b) (/D) = PELEE)
D
X M, _ p(MyN D) = p(D/M).p(M;) =02-01 =002
<D 002 1

b p(My/D) =

026 13
w7

¢) p(My N D) =p(D/M;).p(M;) =08-01=008

Ejercicio Una urna A contiene 3 bolas blancas y una negra y otra urna B contiene 5 bolas
negras y 7 blancas. Se extraen dos bolas de la urna A vy, sin mirar el color, se introducen en la
B. A continuacion se extrae una bola de la urna B.

a) ;Cudl es la probabilidad de que esa bola sea negra?

b) Si la bola extraida ha sido negra, cuél es la probabilidad de que las dos bolas pasadas de
A a B fueran blancas.
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7.9.

Problemas

. Escribir el espacio muestral correspon-

diente al lanzamiento de un dado dos ve-
ces. a) Mediante diagrama en arbol. b)
Por extension.

. Escribir el espacio muestral correspon-

diente a la suma de puntos en el lanza-
miento de un dado dos veces. jTiene la
misma probabilidad el 8 que el 37.

Solucion: p(tres) = 2/36 , p(ocho) = 5/36

. Tres cajas tienen las siguientes composi-

ciones: A = 5 bolas blancas y 2 negras, B
= 7 bolas blancas y 1 negra'y C = 2 bolas
blancas y 8 negras. Se escoge al azar una
caja y se extraen dos bolas sin reempla-
zamiento. Escribir el espacio muestral.

Se tiran un dado y una moneda. Hallar
la probabilidad de obtener cruz y niimero
primo.

Solucién: 0’3333

. Una urna contiene 4 bolas blancas nume-

radas del 1 al 4, 6 negras numeradas del
5 al 10 y 10 rojas del 11 al 20. Se ex-
trac una al azar. Hallar: a) Probabilidad
de que sea roja o blanca. b) Probabilidad
de que sea negra y ntamero par. ¢) Pro-
babilidad de que sea roja y multiplo de
3.

Solucion: a) 0’7 b) 3/20 ¢) 0’15

. En una urna hay 3 bolas blancas, 4 ne-

gras, b rojas y 6 azules. Hallar: a) Proba-
bilidad de que al sacar una bola sea azul.
b) Probabilidad de que al sacar dos bolas
sean blancas. c¢) Probabilidad de que al
sacar dos bolas sean, la primera negra y
la segunda roja.

Solucion: a) 0’3333 b) 0’0196 c¢) 0’0653

. Hallar la probabilidad de que al sacar

dos cartas de una baraja espanola: a)

10.

11.

sean 2 oros, sin devolver la primera carta.
b) sean 2 figuras, devolviendo la primera
carta.

Solucion: a) 0°0576 b) 0’09

En una clase mixta hay 30 alumnas; 15
estudiantes repiten curso de los que 10
son alumnos y hay 15 alumnos que no
repiten curso. a) Justificar que el ntime-
ro de estudiantes de esa clase es 55. b)
Si se elige al azar un estudiante de esa
clase: by) ;Cuél es la probabilidad de sea
alumno?. by) {Cuél es la probabilidad de
que repita curso y sea alumna?. c) Si se
eligen dos estudiantes al azar jcual es la
probabilidad de que ninguno repita cur-
so?.

Solucion: a) 55 estudiantes, by 25/55, by 5/55,

¢)52/99

La caja C; contiene 5 fichas azules y 3
rojas, la caja Cy contiene 4 fichas azules
y 6 rojas. Se traslada una ficha de la caja
Ci a la caja Cy; a continuacion se extrae
una ficha de Cy. ;Cuadl es la probabilidad
de que la ficha extraida sea roja?.

Solucion: p(roja extraccion 2¢ caja) = 51/88

Si se tiene una moneda trucada de forma
que al lanzarla la probabilidad de obte-
ner cara es 2/3 y la probabilidad de ob-
tener cruz es 1/3. Se efectia la siguiente
experiencia: se lanza la moneda al aire,
y si sale cara se toma al azar un ntimero
del 1 al 9; si sale cruz se toma al azar un
numero del 1 al 5. Calcular la probabi-
lidad de que al realizar la experiencia el
nimero escogido sea par.

Solucion: p(n° par) = 0’42 = 58/135

Dar las definiciones y poner ejemplos de
los siguientes conceptos: i) Experimento
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12.

13.

14.

15.

16.

aleatorio ii) Suceso seguro iii) Probabi-
lidad de Laplace iv) Sucesos incompati-
bles.

Se lanzan simultdneamente tres monedas
al aire. ;Cudl es la probabilidad de que
todas queden en el suelo del mismo mo-
do?.

Solucion: p(c) +p(+) =1/4

Se extraen 3 cartas de una baraja espa-
nola (40 cartas). Hallar la probabilidad
de que sean 3 bastos; a) sin reemplaza-
miento; b) con reemplazamiento.

Solucion: a) P[(1B) N (2B) N (3B)] =
10/40,9/39,8/38 = 0/012 , b) P[(1B) N (2B) N
(3B)] = 10/40,10/40,10/40 = 0/015

De una baraja de 40 cartas se toman dos.
Hallar la probabilidad: a) De que las dos
sean oros. b) De que las dos sean espadas
o figuras. ¢) Al menos una sea sea bastos.

Solucion: a) p(OO) = 10/40,9/39 =
0’0576, b) X salir espadas o figura
p(XX) = 19/40,18/39 = 0'21, ¢) arbol
plalmenosunbasto) = 1 — 33 23 = (/442

Se lanzan 6 monedas simultaneamente.
Calcular la probabilidad de que al menos
salga una cara.

Solucioén: 63/64

Consideremos la baraja espanola (40 car-
tas). Extraemos una carta al azar, mi-
ramos de que palo es y la devolvemos a
la baraja. Repetimos la misma operacion
cuatro veces seguidas. Se pide: a) Proba-
bilidad de haber sacado dos veces sola-
mente una carta de oros. b) Probabili-
dad de haber sacado més de dos cartas
de bastos. c¢) Hallar las probabilidades en
los dos casos anteriores en el supuesto de
que no devolvemos las cartas en cada ex-
traccion.

17.

18.

19.

20.

21.

Solucion: a) 0'2109, b) 0’05078, c¢1) 0’214, ¢y
0’041

Tres cajas tienen las siguientes composi-
ciones: A = 5 bolas blancas y 2 negras, B
= 7 bolas blancas y 1 negray C = 2 bo-
las blancas y 8 negras. Se escoge al azar
una caja y se extraen dos bolas sin reem-
plazamiento. Calcula la probabilidad de
que las bolas sean del mismo color.

Solucion: 1/3(11/21 4 3/4+29/45)

Se lanzan dos dados. Calcular la proba-
bilidad de

i) Salir dos 6

ii) Salir nimeros consecutivos.

iii) Salir dos ntimeros con suma igual a
7.

Solucién: 1) 1/36, ii) 5/18, iii) 1/6
La probabilidad de que un hombre siga
vivo dentro de 25 anos es 3/5 y la de que

su esposa lo esté es 2/3. Halle la proba-
bilidad de que al cabo de ese tiempo

i) Ambos estén vivos.

ii) Solo viva el hombre.

iii) Solo viva la esposa.

iv) Al menos uno esté vivo.

Solucion: 1) 6/15, i) 1/5, iii) 4/15, iv) 13/15

De una baraja de 48 cartas se extraen si-
multdneamente dos cartas. Encuentre la
probabilidad de que:

i) Al menos una sea espadas.

ii) Una sea de espadas y otra de oros.
Solucion: 1) 0’4414, ii) 6/47

Se lanza un dado y, a continuaciéon, una

moneda. ;Cudl es la probabilidad de ob-
tener:

i) Cuatro y cara.
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ii) Cruz e impar. 27. Sobre los sucesos A y B se conocen las
iii) Cara o un nimero mayor que 1. siguientes probabilidades:
e e P(A) =07, P(B) =05 P(ANB) =
Solucion: i) 1/12,ii) 3/12, iii) 11/12 ,
0'45
22. En una urna hay 20 bolas blancas y 10 Calcular:
negras. Hallar la probabilidad de que al 1. P(B/A)
extraer dos bolas, realizando la extrac- . .
cion sin devoluciones, las dos bolas sean 2. P(A°N BY)
del mismo color. Nota: A€ representa el suceso comple-
Solucion: 47/87 mentario de A,
Solucion: a) 0'6428, b) 0'25
23. Encontrar la probabilidad de que al lan-
zar dos dados se obtenga: i) Dos seises. 25 Sean Ay B dos sucesos de un expe-
ii) Dos ntumeros iguales. iii) 8 de suma rimento  aleatorio, tz}les que P (4) =
L, P(B)=1, PAUB)-1
Solucion: i) 1/36, ii) 1/6, iii) 5/36
1. ;Son A y B dos sucesos independien-
24. Una urna contiene 10 bolas blancas, 6 ro- tes? Razonese.
jas y 6 negras. Se extrae al azar una bola 2. P(A/B)
y se sabe que no es blanca, jcudl es la i
. . Nota: A representa el suceso complemen-
probabilidad de que sea roja?. Se devu- )
tario de A.
leve la bola a la urna y se extrae de nuevo
una bola, ;cual es la probabilidad de que Solucion: a) son independientes, b) 3/4
ja o bl 7.
sea Toja o blanica 29. En una urna se tienen bolas numeradas
Solucion: i) 1/2, ii) 8/11 del 0000 al 9999. Si se extrae una bola
al azar, encontrar la probabilidad de ca-
25. Se lanza un dado cinco veces y se anotan da uno de los siguientes sucesos: i) Todas
los nameros obtenidos. ;Cual es la pro- las cifras del nimero extraido son impa-
babilidad de obtener cuatro nimeros pri- res. ii) el ndmero acabe en 17. iii) Sea
mos?. ;Cual es la probabilidad de que to- miltiplo de 4.
dos los numeros sean compuestos?. (No- o o
ta: el nimero 1 se considerara primo). Solucion: 1) plimpares) = 1/16, i) p(-17)
= 100/10000 = 1/100, iii) p(mal 4)=
Solucion: p(4 primos) = 80/243, p(5 compues- 2500/10000 = 1/4 considerando el 0 multiplo.
tos) = (2/6)% = 1/243
26. Sean A y B dos sucesos, tales que 30. Se lanza 6 veces un dado de poker jcual

P(A) =3,

1. P(B/A)
2. P(A/B)

P(B) = 2

5

P(AUB) =3

Nota: A representa el suceso complemen-
tario de A.

Solucion: a) 1/2, b) 3/8

31.

es la posibilidad de que salga al menos
un as?

Se tienen dos urnas A y B, en la prime-
ra hay 6 bolas negras y 4 rojas; en la
segunda hay 3 bolas negras, 2 rojas y 5
blancas. Se lanza un dado y si sale multi-
plo de 3 se extrae una bola de la urna A
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

y en caso contrario de la B. jCuél es la
probabilidad de que al extraer una bola
sea roja’.

Solucioén: 4/15

Se lanzan a la vez 20 dados. Calcular las
probabilidades:

i) Solo salga el ntumero 6.

ii) Salgan solo niimeros pares.

Un dado esta trucado de forma que la
probabilidad de sacar 2 es doble que la
de obtener 1; la de sacar 3 es triple que
la de 1; la de 4 cuadruple que la de 1 y asi
sucesivamente. ;Cudl es la probabilidad
de sacar 47.

Solucion: 4/21

De una baraja espanola de 40 cartas se
extrae una carta al azar. Calcular la pro-
babilidad de que dicha carta sea:

i) Oros o bastos

ii) Copas o figura (sota, caballo y rey)

Se lanzan 15 dados. Encontrar la proba-
bilidad de que i) Salga siempre un niime-
ro impar. ii) Salga por lo menos un 5.

En una clase, el 40 % aprueban Filoso-
fia y el 50 % Matematicas. Ademas, la
probabilidad de aprobar la Filosofia ha-
biendo aprobado las Matemaéticas es 0'8.
Prueba que la mitad de la clase suspende
ambas asignaturas y calcula el porcenta-
je de alumnos que teniendo aprobada la
Filosofia aprueban también las Matema-
ticas.

Solucion: a) 0’5 b) el 100 %
De una baraja espanola de 40 cartas se
extraen 4 sucesivamente sin reemplaza-

miento. Calcular la probabilidad de que
sean del mismo palo.

Solucion: 4(10/40)(9/39)(8/38)(7/37) = 0°009

38.

39.

40.

41.

42.

En un cierto edificio se usan dos ascenso-
res; el primero lo usan el 45 % de los ve-
cinos y el resto usan el segundo. El por-
centaje de fallos del primero es del 5%
mientras que el del segundo es del 8 %.
Si en un cierto dia un inquilino queda
“atrapado” en un ascensor, hallar la pro-
babilidad de que haya sido en el primero.

225 — 0/34

SOthlOIl: 9951440

Dos personas A y B organizan el siguien-
te juego: Tiran un dado tres veces. Si sale
algtin 1, gana A. Si no sale ningtn 1, gana
B. jCuél de las dos personas tiene més
probabilidades de ganar?

Solucion: p(B) = (2)3 = 0'5787 > 0’5 gana B

Dos amigos A y B juegan al tenis entre si
habitualmente. Han comprobado que de
cada 10 sets A gana 6. Hallar la proba-
bilidad de que B gane un partido a tres
sets.

Solucion: arbol incompleto AA, ABA, etc

208,/1000

Pepe es el encargado de tirar los penal-
tis en su equipo, su probabilidad de hacer
gol es 1/3. j Cuantas veces le debera man-
dar repetir el lanzamiento de un penalti
el arbitro del préximo encuentro para ga-
rantizar a Pepe un 75 % de posibilidades
de hacer gol?

Solucién: 1 — (%)” >=075,n=4

El 45% de los habitantes de una deter-
minada ciudad son del Barca y los demas
son del Madrid. Un 27 % de los del Barga
y el 38% de los del Madrid ademés jue-
gan al fatbol. Calcular la probabilidad de
que al elegir un habitante: a) Juegue al
fatbol b) Sea del Barga sabiendo que no
juega al fatbol.

Solucion: a) 0’33, b) 0’4906
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43.

44.

45.

El 80 % de los turistas que el ano pasado
visitaron nuestra regiéon eran espanoles y
de estos el 40 % tenian méas de 60 afios.
De los extranjeros el 75 % tenia mas de
60 anos. Escogida una persona al azar,
se pide: a) Si no es espanol, jcudl es la
probabilidad de que tenga menos de 60
anos? b) Si es espanol, jcudl es la pro-
babilidad de que tenga mas de 60 anos?
c) Cual es la probabilidad de que tenga
mas de 60 anos?

Solucién:

< 60
N
> 60
®
< 60
ext <

a) p(< 60/ext) =025
b) p(> 60/es) = 0'40
¢)TPT p(> 60) = 0’8 - 0/4 + 0’2 - 0'75 = 047

Ana, Pedro y Juan se reparten los pro-
blemas que tienen que resolver. Se que-
dan respectivamente con el 23 %, 44 %, y
33 %. Sabemos que Ana resuelve correc-
tamente el 60 % de los problemas que in-
tenta, Pedro el 20 % y Juan el 40 %. a)
Hallar la probabilidad de que al elegir un
problema al azar esté mal hecho. b) Ha-
llar la probabilidad de que al elegir un
problema al azar y que resulta que esta
mal resuelto sea de los hechos por Juan.

Solucion: a) 0’642, b) 0’308

Los datos de votantes en unas elecciones
muestran que voté el 73’5 % de los hom-
bres censados y que no voto el 42’9 % de
las mujeres. El censo era de 48 % hom-
bres y el 52 % mujeres.

De entre todas las personas censadas, es-
cogemos una al azar. Calcular la proba-
bilidad de que esta persona: a) Haya vo-
tado. b) Haya votado y sea hombre. c)
Sabiendo que ha votado, sea mujer.

Solucion: a) 0’649, b) 0’352, ¢) 0'457

46.

47.

48.

Una fabrica produce tres tipos diferen-
tes de boligrafos, A,B y C. El ntimero de
unidades de cada tipo que produce es el
mismo. Salen defectuosos de cada mil 15
del tipo A, 3 del tipo B y 7 del tipo C.
En un control de calidad se detectan el
70 % de todos los boligrafos defectuosos
de tipo A, el 80% del tipo B y el 90 %
del tipo C. Los boligrafos defectuosos de-
tectados en dicho control se tiran. Si se
saca al azar uno de estos boligrafos de-
fectuosos que se han tirado, calcular la
probabilidad de que sea de tipo A.

T= boligrafo defectuoso tirado

1 15
A = defectuoso de A p(A) = 3 10;0
1 3
B = defectuoso de B p(B) = = 1000
1 7
C = defectuoso de A p(C) = = 1000
'S p(T/A)p(A) .
p(T/A)p(A) + p(T/B)p(B) + p(T/C)p(C)
07 % ) 1q00 _
0’7 - ﬁ+0/8.%.ﬁ+0/9,§.ﬁ
0’5 4()

Dos profesores comparten un nimero de
teléfono. De las llamadas que llegan, 2/5
son para A y 3/5 son para B. Sus ocupa-
ciones les alejan de este teléfono, de modo
que A esté fuera el 50 % del tiempo y B el
25 %. Calcular la probabilidad de que no
estd ninguno para responder al teléfono.
Llaman por teléfono y no lo cogen, cual
es la probabilidad de que llamen a A.

Solucion: a) 0’35, b) 0’57

El despertador de Pepe no suena el 20 %
de las veces. Cuando no suena el desper-
tador llega tarde a clase el 84 % de los
dias, en cambio cuando suena llega tarde
solo el 12%. Hoy Pepe ha llegado pun-
tual, cual es la probabilidad de que haya
sonado el despertador.

Solucién: 0’956
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49.

50.

La fabricaciéon de cierto tipo de objetos
se hace en dos fases, la probabilidad de
que resulte defectuoso en la primera fa-
se es del 4% mientras que en la segunda
es del 1%. ;Cual es la probabilidad de
que un objeto tomado al azar no tenga
defectos?

Solucion: por arbol en dos fases p(nodef) =
096,099 = 0'9504

Tenemos tres bolsas iguales, la A con 13
bolas negras y 15 blancas, la B con 16
bolas negras y 12 blancas y la C con 7
bolas negras y 13 blancas

a) Se coge una bola de una bolsa al azar
y resulta negra, jcual es la probabilidad
de que provenga de la bolsa A.

b) Hallar la probabilidad de que la bola
extraida sea blanca.

Solucion: a) Bayes (vuelta atras de arbol)

51.

0’1518
p(A/n) = —22° — (/33
p(A/n) = GEsa

b)arbol normal p(b) = 1 — 0’4554 = (0’53

El test para detectar una sustancia con-
taminante en agua, presenta los siguien-
tes resultados: si el agua no esta conta-
minada, suceso que ocurre con una pro-
babilidad igual a 0,99, el resultado del
test es que el agua esta contaminada con
una probabilidad igual a 0,05. Cuando el
agua esté contaminada, el test lo detecta
con una probabilidad igual a 0,99. Se ha
realizado una prueba y el test indica que
hay contaminaciéon. Calcular la probabi-
lidad de que el agua no esté realmente
contaminada. Interpretar el valor numé-
rico obtenido.

El test detecta que el agua estd contaminada,
cuando en realidad no lo esta el 83,33 % de las

veces. Se trata de un mal producto.






Tema 8

VARIABLES ALEATORIAS.
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

8.1. Variable aleatoria. Funcién de distribucién de proba-
bilidad

Es el modelo matematico de la variable estadistica. Se dice que hemos definido una variable
aleatoria X (v.a.) para un experimento aleatorio cuando hemos asociado un valor numérico a
cada resultado del experimento.

Ejercicio Imaginese un juego de apuestas con estas normas: Se lanza un dado normal y se
cobra 3 euros si sale 1 0 2, 1 euro si sale 4, 5 0 6 y se pagan 5 euros si sale un 3. Se lanza el
dado 60 veces y se obtienen los siguientes resultados:

3.4,6,1,3,1,1,56,6,1,1,6,1,56,2,2.3.2.6,4,6,2 56,1, 1,3 2, 4,
5.539256,5 3526 1,46 1,5555243.3 145226
Se considera la variable estadistica que dé las ganancias y pérdidas:
1) Hacer la tabla de frecuencias absolutas y relativas.
2) Dibujar el diagrama de frecuencias y el poligono de frecuencias.
NUMErO | var. estad. | frecuencia | frec. relativa
X 1; fz
nimero | 1 2 3 4 5 6 {3} -5 8 0’13
frecuencia | 11 10 8 6 13 12 {456 ] 1 31 0’51
{12} 3 21 0’35
Yn; = 60

Ejemplo 1) Considérese el juego anterior: Se lanza un dado normal y se cobra 3 euros si sale
1 02,1 euros sisale 4, 5 0 6 y se pagan 5 euros si sale un 3. La v.a. que describe las posibles
ganancias en este juego es X(1) =3,X(2)=3,X(3)=—-5,X(4)=1,X(5) =1,X(6) = 1.
A cada valor que toma la variable le podemos asociar la probabilidad del suceso que repre-
r;| =5 1 3
pi|1/6 3/6 2/6

senta:

87
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Ejemplo 2) Lugar de rotura de una cuerda de 3 m al tirar de un extremo estando el otro
fijo, £ = conjunto de lugares de rotura = [0, 3], X =longitud del punto de corte al punto fijo.

Hay dos tipos de variable aleatoria, continua cuando puede tomar cualquier valor de un
intervalo de R, ejemplo 2), y discreta el en caso que tome un nimero finito de valores: ejemplo
1).

A los valores que toma la variable se le puede asociar la probabilidad de los sucesos que
representan.

Funcién de distribucion de la v.a. X es la funcién F' : R — R dada por F(z) = p(X < z)

Los valores que toma F'(z) miden la probabilidad de que la variable tome un valor menor

o igual que z, F'(x) es la funcion de probabilidades acumuladas. Es una funciéon creciente que
toma valores entre 0 y 1.

Ejemplo 1: F(2'5) = p(X <25) =p(X =-5)+p(X =1) =

longitud favorable 2’5

Ejemplo 2: F(2'5) = p(X < 2'5) = longitud posible R}

1

6

@Iw

8.2. Funciéon de probabilidad de una variable aleatoria dis-
creta

Los valores que toma la variable se suelen expresar x1, xo, 3, .. ..
En el ejemplo 1) : 1 = =5,29 = 1,23 = 3
A cada valor que toma la variable le asociamos la probabilidad del suceso que representa,

X — p(X): p(X = =5) = 1/6,p(X = 1) = 3/6,p(X = 3) = 2/,

En general: La funcién de probabilidad de la v.a. discreta X es la funciéon p: R — R
dada por p(z) = p(X = z)

Los valores que toma: p(X = z;) = p(x;) = p; miden la probabilidad de que la variable X
tome el valor z;.

Tomando intervalos de longitud uno con centro en los valores de la v.a. z; tenemos el
histograma de probabilidad de la v.a. X.

En el ejemplo:
x| —d 1 3
pi|1/6 3/6 2/6
Fi=p(X <uz)|1/6 4/6 1

La funcion de distribucion de una v.a. discreta X es una funciéon escalonada:

0 s2 z—5
1 .
= st —bHh<zr<l
F = 6 -
=91 4 1<a<s
1 st 3<zx

Funciéon de Probabilidad Funcién de Distribucion Histograma de Probabilidad
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F
e NI 1
4/6 —
3/6 3/6
2/6 2/6
1/6
I 1/6 1/6
—5—4-3-2—-1| 1 2 3 —6_—5—4—3—2—1 1234 —5—4-3-2—-1| 1 2 3

En el histograma de probabilidad la suma de las areas de los rectangulos hasta un valor z;
(incluido el suyo) da la probabilidad p(X < z;).

8.3. Relacion entre variables estadisticas y aleatorias

Para muestras grandes las frecuencias relativas tienden a las correspondientes probabilida-
des, lo cual nos permite considerar a las funciones de probabilidad como el modelo teérico de
las frecuencias relativas y a las funciones de distribucién de probabilidad como el modelo de las
frecuencias relativas acumuladas, que son las que se pueden obtener en la practica, pues no se
puede hacer un ntmero infinito de observaciones. Es lo que llam&dbamos probabilidad empirica.

Asi por ejemplo en el problema que resolveremos més adelante:

"En la fabricaciéon de automoviles de una determinada marca de cada 1.000 fabricados
10 resultan defectuosos por término medio. ;Cudl es la probabilidad de que en un lote de
seis automoviles mas de la mitad sean defectuosos?” Se toma como probabilidad de que un
automovil resulte defectuoso p = 10/1000 = 0'01.

8.4. Parametros de una variable aleatoria discreta

Recordemos que: la media de un conjunto de niimeros es la media aritmética. La desviacion
tipica es la raiz cuadrada de la varianza. La varianza es la media de los cuadrados de las
desviaciones de los datos respecto a la media anterior.

. . . ) Xaxin;
Media de una variable estadistica es: media Z = El L =Y fi
i
Yaln,
Desviacion tipica: (des. tip.)? = # —7*=Yal.f; — 2°
(2

Que se corresponden con los los parametros una variable aleatoria discreta:

o0

Esperanza matematica o media: p = E Tip;

—00

[e.9]

o
Varianza: o° = Z(IZ —p)*p; = Z rip; —
—00

—00
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Desviacién tipica: o = Vv varianza

Intuitivamente, si la variable aleatoria describe las ganancias y pérdidas de un determinado
juego, la esperanza indica la ganancia media por partida que puede esperar un jugador. Si la
esperanza es cero se dice que el juego es equitativo; en caso contrario, es favorable o desfavorable
al jugador segiin que la esperanza sea positiva o negativa.

La desviacion tipica determina, junto con la esperanza, el intervalo [ — o, i+ o] en el que
se espera se produzcan “la mayoria de los resultados”.

En el ejemplo resultaria:

1 3 2 4
E(X)==(-5)+=1+=3=-=10'666
(X)= G-+ gl =g =
1 3 2 4 260
2 2 2 2 / /
=_(=5 -1 =3 —|= ) =—=—="7222; = V7222 =268

8.5. Funciéon de densidad de probabilidad de una v.a. con-

tinua

Ejemplo Lugar de rotura de una cuerda de 3 m al tirar de un extremo estando el otro extremo
fijo.

X =longitud del punto de rotura al extremo fijo, puede tomar cualquier valor entre 0 y 3.

Consideremos: probabilidad = casos favorables / casos posibles; la probabilidad de que se
rompa en un punto determinado X = xg es cero pues en este caso casos favorables / casos
posibles = "1/00” = 0. Por ello:

Para una v.a. continua no tiene sentido hablar de probabilidad de que la variable tome un
determinado valor porque habria que dividir por "infinitos” casos posibles

Se introduce entonces el concepto de funciéon de densidad de probabilidad f(x) que
indica la cantidad de probabilidad en esa zona:

Entonces

F(z) = p(X < x) = / f(t)dt, o sea la funcion de

distribucion es el area bajo la curva f(t) entre el inicio x
de la grafica y el valor x.

el area vale F(x)
Por tanto se cumple que una funcién de densidad siempre es positiva y ademas:

/ f(z)dz =1, o sea el area desde el principio hasta el final vale 1.

8.6. Parametros de una variable aleatoria continua:

o0

Esperanza matematica: u:/ x.f(x)dx

Varianza: o2 = /OO (x — p)’f(z)de = /OO 22 f(z)dx — p?

—00 —00
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Desviacién tipica: o = Vv varianza

Ejemplo Se define la siguiente funcion:

[ x/4 si 1<2<3
Jx) = { 0 en otro caso

a) Comprobar que cumplen las condiciones de funcién densidad.

b) Representar graficamente.

c) Calcular p(1/2 <z < 2)

d) Calcular la correspondiente funcion de distribucion y representarla.

e) Calcular la media y la varianza

Solucién:
(%) 3
a) f es siempre positiva y / flx)dx = / % =
—00 1
[xzr 9 1
|l =22 =1, f
§], 78 8 1
9 9 972 /\
1/2<2<2) = de = [ 2= _3
C)p(/ r = )_ 1/2f(.f2§')..'2§'— 11_ gl_ga 1 ) 3 4
X X t
d) F(z) = p(X < z) = f)ydt = / —dt =
21" 22 1 - ~ 1 F
[g}fg_é
0 si r<l1 1 2 3 4
Flz)={ 22/8—1/8 si 1<z <3
1 st x>3

. 3 3 373
1 #1126 13

dias 1 — dr= [ 22 =2 [ 2Pde=|"| =L - = =22 =2 _91¢
e) media p /_ool'f(l')x /1I /1x r [ L 12 12 12 6

o0 3 2 2
' ) ) 9 9o T 13 13 11 ,
_ de — 12 = —— =) =5—-(—] ===030
varianza o /001' f(x)de — p /1 T3 (6) (6 36

8.7. Distribucién normal

La variable aleatoria continua mas utilizada es la nor-
mal, su funcién de densidad de probabilidad es:

1 _(z—w)?
(& 202

fx) =

Se suele expresar N (u, o); los parametros p y o son res-
pectivamente el valor medio y la desviacion tipica, la

oV 2T

curva se llama campana de Gauss.

¥~
3
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La normal N(0,1) tiene de funcion densidad:

fla) = <=

cuyos parametros son p = 0,0 = 1, y tiene las integrales
de f(x) tabuladas.

Para la N(0,1) en nuestra tabla aparece p(Z < z), siendo z > 0, para buscar otras proba-
bilidades hay que utilizar la simetria de f(z), y el complementario.

Ejercicios: Hallar: a) p(Z < 0'34) =, b) p(Z < —2'85) =, c) p(Z >2'1) =,
d) p(Z <38) = e) p(—1 < Z < 2'37)

Para hallar las probabilidades de una normal cualquiera N (u, o) se hace el cambio de variable

(se llama tipificar) z = R que la transforma en la normal N(0,1).

Ejercicios: 7

1) Hallar en N(8,3)el valor de p(X < 9'6) = p(Z < (0/53)

2) (Proceso inverso), en N (0, 1) hallar zy tal que p(Z < zp) = 0’8438, resulta mirando en el
cuerpo de la tabla zy = 1’01

Ejemplos

1. Se eligi6 una muestra de 1000 personas de una determinada poblaciéon y resulté que su
talla media era de 170 cm, con una desviacion tipica de 10 cm. Suponiendo que las tallas
se distribuyen normalmente, calctlese cuantas personas de esa muestra miden: a) Mas de

190 ¢cm; b) Entre 160 y 190 cm.
La v.a. X que describe las tallas de la poblacion es del tipo N (170, 10).

a)
— 190 — 170
p(X > 190) = { tipificando z = —— ¥ — — = 2} -
o
p(Z >2)=1-09772 = 00228 /\
Es de esperar que haya 0'0228 - 1000 = 22’8 ~ 23 personas de més de 190 cndd? '
b)
o = L60-170 _ g
p(160 < X < 190) = { 190170 } = p(—-1 <
29 = 10 — 2

p(z <2)=09772
7 <2) =
<2) { plz < —1) =1 — /8413 = 0/1587

= 09772 —
0’1587 = /8185 /\

160 ]_’I70 190

O sea 818 personas aproximadamente mediran entre 160 y 190
cm.

2. En una prueba de selectividad se ha obtenido de nota media 5’8 y la desviacion tipica es
1’75. Suponemos que las notas estan distribuidas normalmente. Todos los alumnos que
sobrepasen la nota 6’5 seran admitidos en la universidad. ;Qué porcentaje de admitidos
cabe esperar?
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6’5 —5'8
p(X > 6'5) = { tipificando z = —E = 0’4} =p(Z >
04) =1—p(Z <04)=1- 06554 = 03446
Este valor es el tanto por uno, el tanto por ciento sera 34’46 % /\
de admitidos. 58 65

3. En una normal N(23,12), hallar el valor de la variable de manera que a su izquierda esté
el 80 % de la probabilidad.

Al contrario que antes buscamos un z concreto tal que p(X <

x) =108
/SN
En la N(0,1) tenemos que si p(Z < z) = 08, el valor més :

07995 por defecto "
0’8023 por exceso
con 0'7995 que corresponde con z = 0'84.

sustituyendo en la tipificacion: z = £, =0z + = 12z + 23 = 12,0'84 + 23 = 33/08

proximo de la tabla es { } nos quedamos

4. En una oposicién la puntuaciéon media del ultimo examen fue 7’2 y la desviaciéon tipica
0’9. Hay plazas para un 13 % de los presentados. ;Cudl es la puntuaciéon minima que un
estudiante debe tener para conseguir plaza en la oposicién?.

Buscamos un z concreto tal que p(X > z) = 0'13

Sabemos que p(X > z) = 013, en la N(0,1) para bus-

car en la tabla tenemos: p(Z > z) = 0’13, corresponde o

con p(Z < z) = 0’87 el valor mas proximo de la tabla es N
0’8686 por defecto 72 *

{ 0’8708 por exceso

ponde con z = 1'13.

sustituyendo en la tipificacion: z = *#, z=o0z+p=092+72=09-1'13472 = 821

} nos quedamos con 0’8708 que corres-

5. Las puntuaciones de un examen calificado entre 0 y 10 puntos siguen una distribuciéon
normal de media u = 5. El 6’3 por ciento de los alumnos tiene una puntuaciéon por encima
de 7’5, jqué tanto por ciento de los alumnos es de esperar que tengan una puntuaciéon
por debajo de 4 puntos?

Primero hemos de hallar o :

p(X > 7'5) = 0063
p(Z > 2) = 0063 — p(Z < 2) = 0'937 N

en las tablas: se obtiene z = 1’53 5 75
, T —p , 75—-5 .

el cambio z = , 153 = , despejando o =

163 ’ ’

Piden p(X < 4) =p(Z < —0'61) =1 — p(Z < 0/61) = 1 — 0'7291 = 02709

luego aproximadamente el 27'1 % de los alumnos sacara menos de 4.
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8.8. Problemas
1. Se tiene un dado correcto, pero de tal cion de distribucion y representarla. e)
manera que tres caras tienen el ntimero Calcular la media y la varianza.
2, dos caras el numero 1 y una cara el Solucion: ¢) p(1/2 > z > 2) = 3/4,
nimero 3. Se considera la variable alea- 0 s =<0
toria X que asigna a cada resultado del d) Fz) =1 x/2 si 0<z<2
dado el numero obtenido. Estudiar la dis- { I si xz>2
tribucion de la variable aleatoria X repre- e) media = 1, var = 1/3
sentando su funcién de probabilidad y su
funcion de distribucion. . Se define la siguiente funciéon: f(z) =
1z si 1<z<a
Solucion: { 0 en otro caso
;z % g z 1= 11/6,0 = VIT/6 a) Hallar a para que cumpla las condicio-
F, | 221 nes de funcion densidad. b) Representar
graficamente. ¢) Calcular la correspon-
2. En una caja donde hay dos bolas blan- diente funcion de distribucion y represen-
cas y tres negras se efectia el siguiente tarla. d) Calcular la media y la varianza
experimento: se sacan dos bolas consecu- Solucion:
tivas sin reponer. Una bola blanca vale 0 siz < 1
un punto y una negra, dos puntos. A ca- a)a=e,c)F(zx) = { Inz s 1<z<e
da extraccion se asigna la suma de los L s r>e
puntos obtenidos. a) Espacio muestral o d) u=e—1,0%=10241
dominio de X. b) Recorrido de X. ¢) Ha-
lar la distribucion de la variable aleato- . Calcular las siguientes probabilidades en
ria X. d) Representar su funciéon de pro- la normal N(0,1) a) p(z < 278); b)
babilidad. e) Representar su funcién de plz < —094); ¢ p(z < —17); d)
distribuciéon. g) El mismo ejercicio repo- p(~124 < = < 216)
niendo la bola cada vez. Solucion: a) 0°9973, b) 0°1736, c) 0°0446, d)
Solucion: a) E = {bb,bn,nb,nn} b) R = 0°8771
{2,3,4}, . .
. Calcular las siguientes probabilidades en
i 3 1‘32 é . ‘ la normal N (3,5) a) p(x < 4'3); b) p(z <
c) pi ? a 55 H=16/5,0=23/5 —1); ¢) p(2 < z < 10)
Filss | 35| 1
Solucion: a) 06026, b) 0’2119, c¢) 0'9192-
3. Hallar los pardmetros en los dos proble- 0°4207—0'4985
mas anteriores.
. Se supone que la estancia de los enfermos
4. Se define la siguiente funcion: f(x) = en un hospital sigue una distribucién nor-

1/2 si 0<z<2
0 en otro caso

a) Comprobar que cumplen las condicio-
nes de funcion densidad. b) Representar
graficamente. ¢) Calcular p(1/2 < z <
2). d) Calcular las correspondiente fun-

mal de media 8 dias y desviacion tipica
3. Calcular la probabilidad de que la es-
tancia de un enfermo, a) sea inferior a
7 dias; b) sea superior a 3 dias; c) esté
comprendida entre 10 y 12 dias.

Solucion: a) 0’3708, b) 0’9515, ¢) 0’1628
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9.

10.

11.

12.

Se llama cociente intelectual al cociente
entre la edad mental y la edad real. Se
sabe que la distribucion de los cocientes
intelectuales de 2.000 reclutas sigue una
distribuciéon normal de media 0’80 y des-
viacion tipica 0’50. a) Namero de reclu-
tas con cociente intelectual comprendido
entre 0’7 y 1’2. b) Id. inferior a 0’3. ¢) Id.
inferior a 0’9. d) Id. superior a 1’4.

Solucion: a) 0°3674.2000 ~ 735, b) 0’1587.2000
~ 318, ¢) ~ 1159, d) ~ 230

Una maquina ha producido 1.000 varillas
de en teoria 1 m de longitud, con una
desviacion tipica de 0’8 mm. De ellas se
necesitan 640. ;Entre qué medidas habra
que tomar las varillas para quedarse con
las més exactas?.

Solucion: N(1000,0’8)) p(—a < z < a) = 0'64,
p(z < a) =082, a = 09153, z, = 1000’73 hay
que tomarlas entre 999’27 y 1000’73

La media de las calificaciones obtenidas
en las pruebas de acceso a la Universi-
dad en cierta convocatoria fue y = 4’7
con una desviacion tipica o = 1’3. Supo-
niendo que las calificaciones siguen una
distribucion normal, calcular: i) El por-
centaje de aprobados. ii) El porcentaje de
alumnos que obtuvo entre 4 y 6 puntos.
iii) El porcentaje de alumnos que obtuvo
menos de 3 puntos iv) El porcentaje de
alumnos que obtuvo mas de ocho puntos.
v) ¢Entre qué notas se encuentra el 81 %
de los alumnos?

Solucion: N(4’4,1'3) 1) p(X > 5) = 40'9% ii)
p(4 < X <6)=54'32% iii) p(X < 3) = 968%
iv) p(X > 8 =0'57%, v) (2/99,64)

Las estaturas de 500 reclutas estan dis-
tribuidas normalmente con una media de
169 cms y una desviacion tipica de 7 cms.
Calcular el nimero de reclutas cuya al-
tura, i) estd entre 165 y 175 cms ii) es
mayor de 180 cms.

13.

14.

15.

Solucion: N(169,7) 1) p(X < 175) = 0'823,
p(X <165 = 02843, p(165 < x < 175) = 0'518
i) p(X > 180) = 0/0582

Un profesor realiza un test de cien items
a un curso con doscientos cincuenta
alumnos. Suponiendo que las puntuacio-
nes obtenidas por los alumnos siguen una
distribucion normal de media 64 pun-
tos y desviacion tipica 10 puntos y de-
notando con p(X < n) la probabilidad
de obtener n puntos como maximo y con
p(X > n) la probabilidad de obtener al
menos n puntos. Calcular: i) p(X > 60),
p(X < 75), p(30 < X < 60) ii) Namero
de alumnos que se espera que tengan al
menos 45 puntos.

Solucion: i) p(X > 60) = 655%, p(X
75) = 86'43%, p(30 < X < 60)
34’43 %

11)0’9713,250 = 243 alumnos

La cantidad de sustancia S, contenida en
una dosis de cierta vacuna, se distribuye
segin un modelo normal de probabilidad
con media 50 unidades. Se ha compro-
bado que la vacuna surte efecto (inmuni-
za) si la dosis administrada contiene una
cantidad de S comprendida entre 46 y 54
unidades. Sabiendo que el 2’5% de las
dosis contiene una cantidad de S supe-
rior a 54 unidades:

a) ;Qué probabilidad hay de que un in-
dividuo al que se le administra una dosis
elegida al azar no se inmunice?.

b) Aproximadamente ;cuanto vale la des-
viacién tipica?

Solucion: N (50,0), sabemos p(S < 54) =
0’975, p(z < 24=39) = 07975, 2 = 1/96,0 = 204
a) p(46 < S < 54) = 0'95, la probabilidad de

que no se inmunice es del 0'05 % b) ya hallada.

En una carrera la media del tiempo em-
pleado ha sido de 73 minutos y la desvia-
cion tipica 7 minutos. Se elimina al 5%
de los corredores. A partir de qué tiempo
queda eliminado un corredor.






Tema 9

DISTRIBUCION MUESTRAL.
ESTIMACION ESTADISTICA

9.1.

Muestreo

Colectivo o poblacién es el conjunto de elementos con alguna caracteristica comin.

Muestra es un subconjunto o parte representativa de un colectivo.

Muestreo es la operacion de seleccionar los elementos de la poblacién que van a constituir

la muestra.

Puede ser aleatorio si se eligen al azar, estratificado si se divide la poblacién en clases y

en cada una se elige un niimero de elementos en la proporcién conveniente para que la muestra

reproduzca de forma adecuada los caracteres de la poblacion.

Ejemplos

Tres amigos hacen una quiniela poniendo respectivamente 3, 6 y 9 euros, les tocan 60.300
euros. Repartirlos proporcionalmente.

3 60300 3350 x 3 = 10050
18; T 3350 por cada euro, luego reciben 3350 x 6 = 20100
9 3350 x 9 = 30150

En un pais, el porcentaje de declaraciones fiscales que son incorrectas es del 40 %, 60 % y
20 %, segun se trate de industriales, profesionales liberales o asalariados. Se sabe que del
total de declaraciones, el 10 % son de industriales, el 20 % de profesionales liberales y el
resto de asalariados. Se van a realizar 1500 inspecciones:

a) /Cuantos industriales, profesionales liberales y asalariados han de ser inspeccionados
si se desea que la inspeccion sea proporcional a la probabilidad de declaracion incorrecta
en cada categoria profesional?

b) Compara esta distribucion de las 1500 inspecciones con la que se tendria en el caso de
hacerla proporcional al niimero de declaraciones de cada categoria.

97
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Sea I: industrial, L: liberal, A: asalariado, M: declaracion incorrecta:

a)
declaracion incorrecta 40% 60% 20%

I L A
total declaraciones  10% 20% 70%
inspecciones 1500
INM)=01-04=004
p((L N M% = 0206 =012 1500 5000- = 200
b IO = 5000 ¢ 5000- 012 = 600
p(ANM) =07-02=014 0'30 S000 . 'Lt — 700
Total: 0’30 B
b)
I=01 1500-0'1 = 1
o/ 1500 500 0/ 50
L=02 —— = 1500 1500 - 02 = 300
A=07 1500 - 07 = 1050

La teoria de muestreo es el estudio de las relaciones existentes entre una poblacion y
muestras extraidas de ella. Los parametros (media, etc) de la poblacion se suelen llamar fre-
cuentemente parametros, los parametros de una muestra se suelen llamar estadisticos muestrales
o simplemente estadisticos.

9.2. Distribucion muestral de medias. Teorema Central del
Limite.

Si consideramos todas las posibles muestras de tamano n de una poblaciéon de media p y
desviacion tipica o y la media de cada muestra Z obtenemos una variable aleatoria X que asigna
a cada muestra su media, se llama distribucién muestral de medias y tendra una media y
una desviacion tipica. .

Ejemplo Una poblaciéon se compone de los cinco ntimeros 2,3,6,8,11. Considerar todas las
muestras posibles de tamano dos que pueden extraerse con reemplazamiento de esta poblacion.
Hallar: a) la media y la desviacion tipica de la poblacion, b) las muestras de tamano dos y
sus medias, ¢) la media de la distribuciéon muestral de medias y la desviacion tipica de la
distribucién muestral de medias.

a) pu = W -6 2= (2—6)2-1-(6—3)2+(6—§)2+(8—6)2+(11—6)2 _ % —108; o = 329

b) Hay 52 = 25 muestras de tamaio 2 Las correspondientes medias muestrales son:
(2,2) (2,3) (2,6) (2,8) (2,11) 2 25 4 5 65
(3,2) (3,3) (3,6) (3,8 (3,11) 25 3 45 55 7
(6,2) (6,3) (6,6) (6,8) (6,11) 4 45 6 7 85
(8,2) (8,3) (86) (88 (811) 5 55 7 8 95
(11,2) (11,3) (11,6) (11,8) (11,11) 65 7 85 95 11

¢) Introducidos estos nimeros en la calculadora resulta:
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La media de la distribucion muestral de medias es 6.

La desviacién tipica de la distribucion muestral de medias es 2/32.

En general se tiene:

Teorema Central del Limite

Para poblacién normal o muestra grande (n > 30), si u,0 son los parametros de la
poblacién entonces:

la distribucién muestral de medias X es normal | N (,u, i)

vn

AN
i

Poblaciéon Distribucién Muestral de medias

Ejemplo El peso de las naranjas de un campo se distribuye normalmente con media 180 gr
y desviacion tipica 25 gr. Hallar:

a) La probabilidad de que al coger una naranja pese menos de 190 gr.

b) La probabilidad de que en una muestra de 16 naranjas la media de la muestra sea menor
que 190 gr.

¢) Si cogemos 100 naranjas jcuéntas de ellas pesaran menos de 190 gr?

d) Si cogemos 100 muestras de 16 naranjas jen cuantas de ellas confiamos que la media sea
menor que 1907

d) ;Entre que valores alrededor de la media 180 gr estaré el 95 % de las naranjas.?

f) iEntre que valores alrededor de la media 180 gr estara la media de una muestra de 16
naranjas con probabilidad 0795.7

a) Es problema elemental de normal N(180,25)
x—p 190 —180
o 25

b) Es problema de muestreo. Como la distribucion de partida es normal, aunque la muestra

p(X < 190) = { tipificando z = = 0'4} =p(Z < 0'4) = 0’6554,

_ o
es de tamano menor que 30, la distribucién muestral de medias X es normal N (u, —) =

NG
25

N | 180, — :N180,6/25
( m) ( )

Entonces: p(X < 190) = { tipificando z =
0’9452

x—p 190 — 180
o 625

= 1'6} =p(Z < 16) =

¢) Se relaciona con a):

ntmero de naranjas con menos de 190 gr = 100.p(X < 190) = 100 - 06554 =~ 65 naranjas.

d) Se relaciona con b):

nimero de muestras con media menor de 190 gr : p(X < 190),100 = 0'9452,100 = 94’52,
entre 94 y 95 de las cien de las muestras.
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e) p(180 — k < X < 180 + k) < 0/95
Mirando las tablas: zy verificando p(Z < z) = 0'95+0'05/2 =
0’975, es 2z = 1’96, destipificando 180419625 = 180449 =

total = 07975

=131 0/205 =0025
=229
Por tanto el 95% de las naranjas pesara entre 131 gr y 229 0’95
gr. ! 20
. . . T — [
f) El cambio de variable para tipificar es z = ————
des. tip.
T — N )
En nuestro caso: z = ———, despejando x queda
/n
o o
r—uU=z2.—F—, T=U+z2.——

V' vn
Mirando las tablas: zy verificando p(Z < z9) = 095 + 0'05/2 = 0'975, es zy = 1’96, destipi-
25 = 167'75
ficando 180 4= 1'96—— = 180 £ 12/25 =
caneo V16 { — 192'25
Por tanto: el 95% de las medias de las muestras de 16 naranjas estara entre 167’75 gr y
192’25 gr.

9.3. Estimacion estadistica

En los apartados anteriores se vio como la teoria de muestreo podia emplearse para obtener
informacion acerca de muestras extraidas al azar de una poblacién conocida.

La estimacion hace un proceso inverso, aproxima un parametro de una poblacién a partir
de una muestra.

Si, por ejemplo, se estima la media de la poblacién por la media de la muestra se ha hecho
estimacion puntual. Si lo que se da es un intervalo en el que cabe con cierta probabilidad que
esté la media se ha hecho estimacion por intervalo de confianza.

Por lo visto antes cabe afirmar: conocidos los parametros poblacionales, que, por ejemplo,
con un 95 % de confianza la media de una muestra esta en un intervalo de la media poblacional.
Reciprocamente conocida una muestra puedo afirmar, con un 95 % de confianza, que la media
poblacional estara en un intervalo equivalente de la media de la muestra.

9.4. Estimas por intervalos de confianza

Supongamos que queremos estimar el valor de un pardmetro poblacional por intervalo de
confianza, se trata de encontrar un intervalo en el que esté el pardmetro de la poblacién con
una probabilidad determinada 1 — a que se llama nivel de confianza.

Al resto de probabilidad « se le llama nivel de significacion.
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Las distribuciones muestrales que usaremos serdn normales.
Al valor de la variable normal tipificada que nos da los extre-

mos del intervalo de confianza Za se le llama valor critico.
a

nivel confianza | valor critico
11—« iz
0’90 1’65
0’95 1’96
0’99 2758

2Se puede pedir para otros porcentajes distintos de 90 %, 95 % 99 %

Intervalo de confianza para la media ;© Los datos son: z, o, n.
o

Entonces el intervalo de confianza tiene de extremos: T & za

a con el valor critico ze
2 n 2

correspondiente al nivel de confianza 1 — «

Si en vez de o lo que conocemos es s la desviacion tipica de la muestra, y n es grande
(habitualmente se toma n > 30) en la expresion anterior se sustituye (estima) o por s

Ejemplo Las medidas de los didmetros de una muestra al azar de 200 cojinetes de bolas
hechos por una determinada maquina durante una semana dieron una media de 0’824 cm y una
desviacion tipica de 0’042 cm. Hallar el intervalo de confianza del 95 % para el didmetro medio

de todos los cojinetes.
s

=(0'824+
NG

Los extremos del intervalo de confianza al(95 %)para la media p son: T 41’96

0/042 — /8182
1'96 o (/824 4 0/0058 = { 8,2228““ esto expresa que p(0'8182 < y < (0/8298) = 0'95
= CcImn
con probabilidad 95 % p esté en: /3189 p 8208

Error de la estima y tamano muestral FError de estima o maximo o margen de error para
un cierto nivel de confianza se define, como la semiamplitud del intervalo:

U —

\/ﬁ | error

1
I

Ejemplo Al medir el tiempo de reacciéon, un psicologo estima que la desviacion tipica del

para las medias: error = zga

mismo es de 0’05 segundos. ;Cual sera el nimero de medidas que debera hacer para que sea
del 99 % la confianza de que el error de su estima no excedera de 0’01 segundos?
El error de la estima viene dado para el nivel de confianza del 99 % por 2/58%
n
/
0’05 <001
n
0’05 2/58 - 0’05
=001 =———— =129 > 1664.
NG V= 0 "=

Asi, pues, se tiene la confianza del 99 % de que el error de la estima serd menor de 0’01

, sl se quiere

sea menor de 0’01 entonces 2’58

Despejamos n, 2'58

solamente si n es 167 o mayor.
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9.5. Decisiones estadisticas. Hip6tesis estadisticas

En la préactica es frecuente tener que tomar decisiones sobre una poblacion a partir de la
informacién suministrada por una muestra. Tales decisiones se llaman decisiones estadisticas.

Por ejemplo, se puede querer decidir a partir de los datos del muestreo, si un suero es
realmente efectivo para la cura de una enfermedad, si un sistema educacional es mejor que
otro, si una moneda determinada estd o no cargada, etc.

Para ello se empieza formulando la hipotesis mas razonable a la que se llama hipétesis
nula y se denota Hy

Por ejemplo, si se quiere decidir si una moneda esta cargada, se formula la hipotesis de que
esté bien, es decir: Hy probabilidad de cara p = 0'5.

Una hipotesis que sea distinta de la Hy se llama hipotesis alternativa y se denota por H;.

(En la practica la nula es la que incluye el igual).
Lo que se va a hacer es ver con una muestra si la hipotesis

nula se acepta o se rechaza. Esto se llama test de hipoétesis.
Se acepta si la media de la muestra cae dentro de la zona de
aceptacion prefijada de antemano en la distribucion muestral,

llamada regién de aceptacién, y se rechaza si cae fuera, 0 pism ac

rechace

Regioén de
rechace

11—«
Regioén de
aceptacién

sea, en la region critica.

[
2

Si se rechaza una hipoétesis que deberia ser aceptada se comete

un error de Tipo I. La probabilidad maxima con la que en el |
test se puede cometer un error de tipo I se llama nivel de

significaciéon del test, se denota «.
A la situacion contraria: aceptar una hipotesis que deberia ser rechazada se le llama un error

de Tipo II.
ERROR
Tipol Rechazar H, siendo verdadera
Tipo II Aceptar Hj siendo falsa
Ejemplos

1. Se sabe que la longitud de las varillas producidas por una méquina sigue una distribucion
normal con desviaciéon tipica 0’2 cm. Si una muestra de 16 piezas dio una longitud media
de 80’03 cm. ;Se puede aceptar que la media de todas las varillas es 80 cm, con un nivel
de significacion del 10 %?.

Planteamiento:

Contrastamos Hy : = 80 cm frente a H; : u # 80 cm, es test bilateral.
o=02

n =16

media muestral £ = 80'03

nivel significacion o = 10 % corresponde con za = 1'65.
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o o 0'2
=pu+165— =80+1'65

n N Vn V16

80400825 que da el intervalo 799175, 80'0825. Como Z = 80’03 queda dentro del intervalo

se acepta la hipotesis nula de que p = 80cm
O | O,

90 % ] N T

Resolucion: El intervalo de aceptacion es p =+ za =

Niveles de significacion y valores criticos: Dependen del tipo de test:

nivel de significacion | valor critico (bilateral) | valor critico (unilateral)
« za Za
10% 1’65 1728
5% 1’96 1’65
1% 2’58 2’33

2. La duracion media de una muestra de 100 tubos fluorescentes producidos por una com-
pania resulta ser 1.570 horas, con una desviacion tipica de 120 horas. Si p es la duracién
media de todos los tubos producidos por la compania, comprobar la hipoétesis 1 = 1600
horas contra la hipétesis alternativa p # 1600 con un nivel de significacion de 0°05.

Planteamiento: Estimamos la desviacion tipica de la poblacion por la desviacion tipica
de la muestra.

Contrastamos Hy : i = 1600 cm frente a Hy : p # 1600 cm, es test bilateral.

Desv. tip. de la muestra = 120, estimamos o = 120

n = 100

media muestral X = 1570 horas

nivel significacion av = (0’05 corresponde con za = 1'96.

120

g
i 1'96-2 — 16004£1/96—— —
a NG /100

Resolucion: El intervalo de aceptacion es p£zg 7 -
n
1600 + 23'52 que da el intervalo (1576'48,1623'52).

Como z = 1570 queda fuera del intervalo se rechaza la hipétesis nula de que p = 1600cm

3. Se quiere contrastar el contenido de aztcar de distintos cargamentos de remolacha. Se
sabe que el contenido medio de aztcar en remolacha de regadio es 18 % y en cambio la
media para la de secano es superior, en ambos casos la desviacion tipica es del 6 %. Se
coge una muestra de 20 cargamentos. ;Qué valor de la media permitira tomar la decision
de si es de secano o de regadio al nivel de significacion del 5 %7

Planteamiento:

Contrastamos Hy : u < 18 % frente a Hy : > 18 % , es test 005

unilateral. 0°5
Desv. tip. 0 = 6%

n =20 7

nivel significacion o = 0’05 corresponde con z, = 1'65. REGADIO SECANO
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Resoluciéon: El extremo de la region de aceptacion es p + zai = pu+ 1'65i =

Vn N4
6
18 +1'65—— = 18 + 221 = 2021 .
V20

Luego la regla para decidir es:

si la media de la muestra es menor o igual que 2021, se acepta al nivel de significacion

del 5% que el cargamento es de remolacha de regadio. / T

p 2021

9.6. Distribuciéon muestral de proporciones

Ejemplo Un dado de quiniela tiene como reultados 1,X,2.

a) Hallar la proporcion p de resultado numérico, es decir, salir 1 o 2 al tirar el dado.

Se consideran todas las muestras posibles de tamano 3 que se pueden formar. Hallar:

b) Las posibles muestras de tamanio 3 y sus proporciones p de resultado numeérico.

c) La media de la distribucién muestral de proporciones y la desviacion tipica de la distribucion

muestral.

2
a) al tirar el dado los tres resultados tienen igual probabilidad p = 3

muestras P muestras P muestras P
11 1] 1 2 1 1] 1 X 1 11]2/3
1 1 X|2/3 2 1 X|[2/3 X 1 X|1/3 5 | 00 de veces
11 2] 1 2 1 2] 1 X 1 21]2/3 0 1
b) 1 X 112/3 2 X 1/2/3 X X 11]1/3 13
1 X X|1/3 2 X X|[1/3 X X X1 0 23 12
1 X 21]2/3 2 X 21(2/3 X X 21(1/3 1 3
1 2 1] 1 2 2 1] 1 X 2 11]2/3
1 2 X|2/3 2 2 X |2/3 X 2 X|1/3
12 211 2 2 2|1 X 2 21(2/3
¢) Operando obtenemos: Media = 2/3, Desviacion tipica: 0’27216
Que cumple:
Media de la distribucién muestral de proporciones = p = 2/3
o R N /T CET R ¢
Desviacion tipica de la distribucion muestral de proporciones = =\5 =
n
2
— = (/27216
27

pero no es normal por ser muestra pequena.
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Distribucién muestral de proporciones Supongamos que tenemos una poblacién en la
que una proporcion p (por ejemplo 1/2, 87 %) de esa poblacién cumple cierta caracteristica
(por ejemplo ser aficionado a los toros). Consideremos las muestras de tamano n y para cada
una de ellas la proporcién p que tiene esa caracteristica, se tiene entonces la v. a. P que a
cada muestra le asigna su proporcion, es la distribucion muestral de proporciones que tiene

o D S ¢ S 0)
de media = p y desviacion tipica = /==

Para las muestras grandes (np > 5, n(1—p) > 5), donde p es la proporcion de la poblacion
se tiene que:

. 1 —
la distribucién de las proporciones de las muestras P es normal | N (p, u)
n

Ejemplo Los resultados de una eleccion demostraron que un cierto candidato obtuvo el 46 %
de los votos.

a) Determinar la probabilidad de que de 200 individuos elegidos al azar de entre la poblacion
votante se hubiese obtenido al menos un 50 % de votos para dicho candidato.

b) Si se hicieran 98 muestras de 200 individuos jen cuantas de ellas cabe esperar que saque
mayoria el candidato?

) 1— 146 - 054
Es P normal N (p, u) ~N (0’46, % _ 0’0352)
n

R 0’50 — 0'46
P>05) =p(Z> 2 U
a) p(P > 05) =p(Z > 70353

b) Hemos visto que la probabilidad de que saque mayoria en una muestra de 200 es 0'129.

~1'13) =1 —0'8708 = 0129

Entre las 98 muestras se puede esperar que en 98 - 0'129 = 12’6 ~ 12 muestras saque mayoria
el candidato.

Intervalo de confianza para la proporcién Los datos son: p, n. Entonces los extremos del

~

p(1—p)

intervalo de confianza son: p £ za
n

con el za correspondiente al nivel de confianza

l—«

nota: si no dan el valor de la proporciéon se supone 0°5.

Ejemplo Se selecciona una muestra de 400 habitantes de nuestra ciudad y se les pregunta
si son del Madrid, responden afirmativamente 180. Calcular el intervalo de confianza al 90 %

para la proporcion de ciudadanos partidarios del Madrid.

1
Tenemos p = % = 0'45 luego:

(1—7
Los extremos del intervalo de confianza al(90 %)para la proporcion p son: p+1'65 u =

n
0745 - 0’55 = (0'408

45 + 1 ——————— =045+ 165 - 00248 = 0’45 + 0’041 =

0'45 65 200 0'45 6500248 = 045 £ 00 {:0,491
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Error de la estima y tamano muestral FError de estima o maximo o margen de error para
un cierto nivel de confianza se define:
p(1 —p)

n

para las proporciones: error = z

[N]je)

Ejemplo Se va a realizar una encuesta entre la poblaciéon de nuestra comunidad auténoma
mayor de edad. Si se admite un margen de error del 3%, ;a cuantas personas habra que
preguntar para un nivel de confianza del 99 %7

nota: cuando no se dice nada de la proporcion se supone que es 0’5

[0'5 - 0’5 0’5 0’5
2'58 <003; 2'58- T <003; ;2'58- 003 < +Vn;n > 1849
n n

Test de contraste de hipo6tesis para la proporcion.

Ejemplos

1. Disenar una regla de decisiéon para ensayar la hipotesis de que una moneda esta bien hecha
si en una muestra de 64 lanzamientos de la moneda se toma un nivel de significacion de

0°05.

El nivel de significacién expresa que el area de los extremos

Regioén de
rechace

Y _ !/ _ 1! Regién de
es 0’05, que corresponde con —Zg = —1'96, Za = 1'96. e egion de
aceptaciéon

0’95

Asi, pues, una regla de decision es: 0°025

(1) Aceptar la hipotesis de que la moneda esta bien hecha si

la proporcion de caras en la muestra de 64 tiradas estd dentro I

—Za zZa
del intervalo de aceptacion & ’
(2) Rechazar la hipotesis en cualquier otro caso.

O /| O,
24’16 caras P 39’84 caras

Intervalo de aceptacion:

= (06225 — 0'6225 - 64 = 39’84 car

p(1 —p) ) pl—p) ., 05 = /3775 — 0'3775 - 64 = 24’16 car
tzay/ L = p+1'964 ) L = (0'5E— = (05201225 =
pEza - p£1'96 - 0’5 < 0'540'1225

(1) se acepta la hipotesis de que la moneda esta bien si se obtienen entre 25 y 39 caras
ambos inclusive.

(2) se rechaza la hipotesis en caso contrario.

2. El fabricante de una patente médica afirma que la misma tiene un 90 % de efectividad en
el alivio de una alergia, por un periodo de 8 horas. En una muestra de 200 individuos que
tenian alergia la medicina suministrada alivié a 160 personas. Determinar si la aseveracion
del fabricante es cierta con un nivel de significacion del 0'01.
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Denotese por p la probabilidad de obtener alivio de la alergia
utilizando la medicina. Entonces se debe decidir entre las dos

hipotesis:
Region de

Hy : p =09 y la aseveracion es correcta. rechace

Regioén de
aceptaciéon
0’99

Hy :p <09 y la aseveracion es falsa.
Se elige un ensayo por un lado, puesto que se trata de saber

si la proporcién de aliviados es baja. o, = —2'33
Para el nivel de significacion 0’01, ese area a la izquierda bajo

la normal corresponde con z, = —2'33.

La region de aceptacion tiene como extremo

PA=D) _ g oran, [09-01
~ Za =09 -2'33
b=s n 200

Luego la region de aceptacion es el intervalo (0, 85, c0).
160

Como la proporcion de la muestra p = 200 = 0’8 esta fuera del intervalo de aceptacion

= 0’85

se rechaza H

Luego los resultados muestrales llevan a rechazar la afirmacion del fabricante.

9.7. Diferencia de medias

Si se extraen sendas muestras de poblaciones normales o son grandes (tamano > 30), en-

tonces la variable aleatoria diferencia de medias es:
2 2
_ _ o o
_ 1 2
Xl—ngN H1 — U2, — 4+ —
ni no

Siendo las medias 1 y po v las desviaciones tipicas oy y oy respectivas.

Intervalo de confianza para la diferencia de medias. Tiene de extremos:

2 2

_ _ g ag
ZL’l—ZL'sz:Zg —1+—2
2\ ny ne

Contraste de hipétesis. El intervalo de aceptacion para la diferencia de medias tiene de

extremos:

- of | 0}
Bilateral: p1; — g £ 224/ — + —=
>V ng o

2 2

o o

Unilateral: pg — po <+> 2ot L + =2

- Ty No

Ejemplo Supongamos que deseamos conocer si los vinos de Yecla tienen el mismo contenido
alcoholico que los Ricote. Se trata de saber si existe una clara diferenciaciéon en los mismos.
Supongamos que el grado alcohoélico se distribuye normalmente con desviaciones respectivas
o1 = 0’5 para Yecla y o9 = 0’6 para Ricote.
Se toman sendas muestras una de tamano 14 y media 12’529 para Yecla y otra de tamano
7 y media 13’450 para Ricote.
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La hipoétesis de trabajo inicial es entonces: ;Existen diferencias en el grado alcohélico de
ambas denominaciones para un nivel de significacion del 5 %?.

Proponemos como hipétesis nula que tienen la misma graduacion, por tanto que la diferencia
Hy:pr—p2=0 }
Hy:py—p2 #0
0’52 (/62
+

de medias poblacionales es 0:

= +0'5159

o2 o2
p — pg £ zaq | L+ -2 =0+£196
2 s N9

La diferencia de las medias muestrales es Z; — Ty = 12/529 — 13/450 = —0'921 que queda
fuera del intervalo de aceptacion por tanto concluimos que rechazamos la hipotesis nula. Los
grados alcoholicos medios de las dos denominaciones son diferentes.
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9.8.

1.

Problemas

Tres amigos invierten respectivamente 7,
3 y 5 euros en una quiniela. Aciertan
y ganan 2000 euros. Repartir el premio

proporcionalmente.
Solucion: 2920 = 133'3;933'1, 399’9, 6665

. En un barrio se quiere hacer un estudio

para conocer mejor el tipo de actividades
de ocio que gustan mas a sus habitantes.
Para ello, van a ser encuestados 100 in-
dividuos elegidos al azar.

a) Explica qué procedimiento de selec-
cion seria mas adecuado utilizar: mues-
treo con o sin reposicion. §Por qué?

b) Como los gustos cambian con la edad
y se sabe que en el barrio viven 2500 ni-
nos, 7000 adultos y 500 ancianos, més
tarde se decide elegir la muestra anterior
utilizando muestreo estratificado. Define
los estratos y determina el tamano mues-
tral correspondiente a cada estrato.
Solucion: a) Sin reemplazamiento

A B C 100

& = — = -
) 2500 7000 500 10000
70,C' =5

A=25B=

Se sabe que el cociente intelectual de los
alumnos de una universidad se distribuye
segtin una normal de media 100 y varian-

za 729.

a) Hallar la probabilidad de que una
muestra de 81 alumnos tenga un cociente
intelectual medio inferior a 109.

b) Hallar la probabilidad de que una
muestra de 36 alumnos tenga un cociente
intelectual medio superior a 109.

c¢) {Entre qué valores alrededor de la me-
dia 100 de coeficiente intelectual estaré
la media de una muestra de 25 alumnos

con probabilidad 0’937

Solucion: es de muestreo,a) 99’87 %, b) 2’28 % ,
c) 100 + 9774

. El cociente

4. Se supone que los ingresos diarios en una

empresa siguen una distribucién normal
con media 400 euros y desviacion tipica
250 euros.

1. ;Como se distribuye la media mues-
tral, para muestras de tamano n?.

2. Se dispone de una muestra aleatoria
de 25 observaciones. Calcular la probabi-
lidad de que el promedio de ingresos esté
entre 350 y 450 euros.

Solucion: 06826

intelectual (CI) de los
alumnos de un centro se distribuye
N(110, 15). Nos proponemos extraer una
muestra aleatoria de tamano n = 25.

a. ;Cuél es la distribucion de las medias
de las muestras que pueden extraerse?

b. ;Cuél es la probabilidad de que la me-
dia del CI de los 25 alumnos de una mues-
tra sea superior a 1157

c. Dar el intervalo caracteristico de las
medias muestrales correspondientes a
una probabilidad del 93 % .

d) ;Cuél es el tamano minimo de la
muestra para que el error de estimacion
de la media poblacional no supere a 3 con
un nivel de confianza del 87 %7

Solucion:

a) X es normal N (;z. %) = N(110,3)
b) p(X > 115) = 0/0485

c) (104’564, 115'435)

d) n > 57,31

. Se sabe que la desviaciéon tipica del peso

de los individuos de una poblacién es 6
kg. Calcula el tamano de la muestra que
se ha de considerar para, con un nivel de
confianza del 95 %, estimar el peso medio
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10.

de los individuos de la poblacién con un
error inferior a 1 kg.

Solucién: error n > 138'29

. Una méquina produce clavos de longitud

media 80 mm con una desviacion tipica
de 3 mm.

a) ;Cual es la probabilidad de que la lon-
gitud media de una muestra de 100 clavos
sea superior a 81 mm?

b) Si se toman 50 cajas de 100 clavos,
jen cuantas cabe esperar que la longitud
media esté comprendida entre 79 mm y
81 mm.

Solucién: es de distribucion muestral, a) p(X >
81) = 00004, b) p(79 < X < 81) = 09992,
habra 0'9992,50 = 49'96 ~ 50

. En cierta poblacion humana, la media

muestral X de una caracteristica se dis-
tribuye mediante una distribuciéon nor-
mal. La probabilidad de que X sea me-
nor o igual a 75 es 0,58 y la de que X
sea mayor que 80 es 0,04. Hallar la me-
dia y la desviacion tipica de la poblacion.
(Tamano muestral n = 100).

Solucion: nivel de confianza: p = 74'35,0 =
32'25

. Un fabricante de bombillas sabe que la

desviacion tipica de la duraciéon de las
bombillas es 100 horas. Calcula el tama-
no de la muestra que se debe someter a
prueba para tener una confianza del 95 %
de que el error de la duraciéon media que
se calcula sea menor que 10 horas.

Solucién: error n > 384’16

El tiempo de reaccién de una alarma elec-
tronica ante un fallo del sistema es una
variable aleatoria normal con desviaci 6n
tipica 1 segundo. A partir de una muestra
de 100 alarmas se ha estimado la media
poblacional del tiempo de reacciéon, me-
diante un intervalo de confianza, con un

11.

12.

13.

error maximo de estimacion igual a 0.2
segundos. ;Con qué nivel de confianza se
ha realizado la estimacion?.

Solucion: 9544 %

Las estaturas de una muestra aleatoria
de 50 estudiantes tienen una media de
174’5 cm; se conoce que la desviacion ti-
pica de la variable estatura es 6’9 cm.
Calciilese un intervalo de confianza del
95 % para la estatura media de todos los

estudiantes.

Solucion:

1C(95 %) € 7+£1/96—— = 174'5+£1/96 09 _
VN V50

174’5 £1'91, (172'59,176'41) cm

Una muestra aleatoria de 100 alumnos
que se presentan a las pruebas de selecti-
vidad revela que la media de edad es 18’1
anos. Halla un intervalo de confianza del
90 % para la edad media de todos los es-
tudiantes que se presentan a las pruebas,
sabiendo que la desviacion tipica de la
poblacién es 0'4.

Solucién:

Busquemos en N (0, 1) el valor de z. correspon-
diente al 90 %: p(z < z.) = 0/95 = 1/65,

o 04
1IC90%): € T+165—— = 18’'1+1'65 =
(907):4 VN /100

18’1 4+ 0066

Se tiene una poblacion N(u,2) y una
muestra formada por 16 datos de media
2’5.

a) Obtener el intervalo de confianza al
90 % para la media u de la poblacion.

b) ;{Qué tamano ha de tomar la muestra
que permita estimar con un nivel de con-
fianza del 95 % la media con un error de
0’27

Solucion:

a) Busquemos en N(0,1) el valor de z. corres-
pondiente al 90 %: p(z < z.) = 095 = 1/65,
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14.

15.

16.

o 2
1IC0%):p € 2 £165—— = 2’5+ 1’65 =
(90%) VN V16

2'5 4+ 0’825

b) para el nivel de confianza del 95 %: el error
es: 1/96%, entonces 1’96\/2—N <02 N >
384’16

El didmetro de unos ejes sigue una dis-
tribucién normal de media desconocida
y desviacion tipica 2 mm. Se toma una
muestra de tamano 25 y se obtiene un
diametro medio de 36 mm. ;Se puede
afirmar con un nivel de significacion de
0’01 que la media de la poblacién es de
40 mm?

Solucién:

Hy : p = 40, valor critico 2’58, se rechaza pues

36 queda fuera de (38968,41'032)

Un equipo de psicologos ha comprobado
que en cierta poblacion infantil el tiempo
(en minutos) empleado en realizar deter-
minada actividad manual sigue un mode-
lo normal de probabilidad. Un grupo de
36 ninos, seleccionados aleatoriamente en
dicha poblacion, realizaron esa actividad
manual en un tiempo medio de 6’5 mi-
nutos con una desviacion tipica muestral
de 1’5 minutos. A partir de esta informa-
cion:

Para un nivel de significacion del 1%
;podriamos rechazar la hipotesis de que
el tiempo medio en la poblaciéon es de 7
minutos? Justifica las respuestas.
Solucion:

Hy : =17, valor critico 2’58

7+ 0'645; (6’355, 7645), Se acepta Hy

La capacidad de absorciéon de agua de
las esponjas producidas por un fabrican-
te tiene una media de 1800 ml y una des-
viacion tipica de 100 ml. mediante una
nueva técnica en el proceso de fabrica-
cién se aspira a que esa capacidad pue-
da ser incrementada. Para contrastar esa

17.

18.

posibilidad, se ensaya una muestra de 50
esponjas y se encuentra que su capaci-
dad media de absorcion es de 1850 ml.
. Es admisible plantearse que, en efecto,
hay un aumento de absorcion al nivel de
significacion del 0’017

Solucion: Hy : p = 1800, Hy : p > 1800, en-

sayo unilateral por la derecha, pu + zai =
Vn

1800 + 32'95 = 183295 Se rechaza Hy, la as-

piracién de mejora debe ser admitida

Una empresa comercializa bebidas refres-
cantes en un envase en cuya etiqueta se
puede leer contenido 250 cm3. El De-
partamento de Consumo toma aleatoria-
mente 36 envases y estudia el conteni-
do, obteniendo una media de 234 cm?
y una desviaciéon tipica muestral de 18
cm?. ; Puede afirmarse con un 5 % de sig-
nificacion que se esta estafando al publi-
co? (Consideramos estafa que el conte-
nido sea menor que el expresado en la
etiqueta.)

Solucién:

Hy : p > 250, Hy @ p < 250 ensayo unilateral
por la izquierda

o = 3= 1
H_ZQW =250—-165

muestral 234 queda fuera de (245’05, o), Se re-

= 245’05 , la media

f

chaza Hy, los envases contienen menos de lo que

dicen.

Se ha tomado una muestra de los precios
de un mismo producto alimenticio en 16
comercios elegidos al azar en un barrio
de una ciudad, y se han encontrado los
siguientes precios:

95, 108, 97, 112, 99, 106, 105, 100, 99, 98,
104, 110, 107, 111, 103, 110
Suponiendo que los precios de este pro-

ducto se distribuyen segin una ley nor-
mal de varianza 25 y media desconocida:

a) ;Cuél es la distribuciéon de la media
muestral?
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19.

20.

21.

22.

b) Determine el intervalo de confianza, al
95 %, para la media poblacional.

Solucion: a) N( 104; 1'25) b) (101°55; 106°45)

Se supone que la estatura de los chicos de
18 anos de cierta poblacién sigue una dis-
tribuciéon normal de media 162 cm y des-
viacion tipica 12cm. Se toma una mues-
tra al azar de 100 de estos chicos encues-
tados y se calcula la media.

.Cual es la probabilidad de que esta me-
dia esté entre 159 y 165 cm?

Solucién: 0’9876

Un fabricante de electrodomésticos sabe
que la vida media de éstos sigue una dis-
tribucién normal con media m = 100 me-
ses y desviacion tipica s = 12 meses.

Determinese el minimo tamano muestral
que garantiza, con una probabilidad de
0’98, que la vida media de los electrodo-
mésticos en dicha muestra se encuentra
entre 90 y 110 meses.

Solucioén: al menos 8 electrodomésticos

En las dltimas elecciones sindicales, el
53 % de los trabajadores estaba a favor
de su representante sindical. Transcurri-
do un ano se hace una encuesta a 360
personas elegidas al azar y resulté que
176 de ellas estaban a favor de ese repre-
sentante sindical. Con estos datos, ;po-
demos afirmar con un nivel de confianza
del 90 % que el actual representante sin-
dical mantiene su popularidad?
Solucion: Hy : p = 0’53, Hy : p # 0’53 p = 176
de 360 a favor p = E = (/488

360
p+ 1’65\/@ = /53 + 1765/ LB20_053)
0’53 £ 0'043; (0'487,0'573) el valor 0488 esta
dentro

Antes de tirar 100 veces una moneda per-
fecta queremos saber entre qué dos valo-

23.

24.

25.

res estard el niimero de caras que saldran
con una probabilidad de 95 %.

Solucién: es de muestreo, entre 40 y 60 caras.

Se desea estimar la proporciéon p de in-
dividuos dalténicos de una poblacién a
través del porcentaje observado en una
muestra aleatoria de individuos de tama-
no n.

a) Si el porcentaje de individuos daltoni-
cos en la muestra es igual al 30 %, calcula
el valor de n para que, con un nivel de
confianza dde 0,95, el error cometido en
la estimacion sea inferior al 3,1 %.

b) Si el tamano de la muestra es de 64
individuos y el porcentaje de individuos
daltonicos en la muestra es del 35 %, de-
termina, usando un nivel de significacion
del 1%, el correspondiente intervalo de
confianza para la proporcion de daltoni-
cos de la poblacion.

Solucion: 840, (0'196,0'504)

En una determinada poblaciéon se toma
una muestra al azar de 256 personas. De
esta muestra, el 20 % de las personas lle-
va gafas graduadas y el resto no. Calcula
el intervalo de confianza aproximado pa-
ra la proporciéon poblacional de las per-
sonas que llevan gafas graduadas para un
nivel de confianza del 95 %.

Solucioén: el intervalo de confianza para la pro-
porcion poblacional de personas con gafas es

(0'151,0'249)

El Ministerio de Educacion, Politica So-
cial y Deporte desea conocer el interés
de los padres por la introducciéon de la
primera Lengua Extranjera en el primer
curso de Primaria. Encuestados 1024 pa-
dres elegidos al azar, el 80 % est4 a favor.
., Cual es el intervalo de confianza para el
porcentaje de los padres que estan a favor



9.8 Problemas

113

26.

27.

28.

29.

de esta medida, con un nivel de confianza

del 0,997

(0,768; 0,832)

Si al lanzar 80 veces una moneda se ob-
tienen 45 caras, jse puede aceptar que
la moneda esta trucada, con un nivel de
significacion del 5 %7

(0’391; 0’609). Como p = 0’5625 cae dentro del
intervalo hallado, no puede aceptarse que la mo-

neda esta trucada.

Se selecciona aleatoriamente una mues-
tra de 600 personas en una ciudad y se les
pregunta si consideran que el trafico en la
misma es aceptablemente fluido. Respon-
den afirmativamente 250 personas. ;Cual
es el intervalo de confianza para la pro-
porcion de ciudadanos que en esa ciudad
consideran aceptable la fluidez del trafi-
co, con un nivel de confianza del 90 %?

(0,3836; 0,4498).

En una encuesta realizada a 800 perso-
nas elegidas al azar del censo electoral,
240 declararon su intencion de votar al
partido A.

a) Estima con un nivel de confianza del
95’45 % entre que valores se encuentra la
intencion de voto a dicho partido en todo
el censo.

b) Discute razonadamente el efecto que
tendria sobre el intervalo de confianza el
aumento o la disminucién del nivel de
confianza.

a) (0,268; 0,332)

b) Si se quiere aumentar el nivel de confianza,

la amplitud del intervalo se hace mayor.

Para estimar la proporcion de habitantes
de una ciudad que poseen ordenador per-
sonal se toma una muestra de tamano n.
Calcula el valor minimo de n para garan-
tizar, con un nivel de confianza del 95 %,

30.

31.

32.

que el error de estimaciéon no supera el
2%. (Como se desconoce la proporcion,
se ha de partir del caso mas desfavorable,
que serd 0,5.)

El tamano muestral debe ser de mas de 2401

habitantes.

Para estimar la proporcion de familias de
una determinada ciudad que poseen mi-
croondas, se quiere utilizar una muestra
aleatoria de medida n. Calcula el valor
minimo de n para garantizar que, a un
nivel de confianza del 95 %, el error en la
estimacion sea menor que 0’05. (Como se
desconoce la proporcién, se ha de tomar
el caso mas desfavorable, que sera 0’5.)

El tamano muestral sera: n — 385 familias.

Tomada al azar una muestra de 60 alum-
nos de la universidad, se encontré que un
tercio hablaban el idioma inglés.

a) Halla, con un nivel de confianza del
90 %, un intervalo para estimar la pro-
porcién de alumnos que hablan el idioma
inglés entre los alumnos de la universi-
dad.

b) A la vista del resultado anterior se pre-
tende repetir la experiencia para conse-
guir una cota de error del 0,01 con el mis-
mo nivel de confianza del 90 %. ; Cuantos
individuos ha de tener la muestra?

a) (023; 0°43)

b) El tamano muestral ha de ser al menos de

6014 alumnos.

En el juzgado de cierta ciudad se presen-
taron en el ano 2005 un total de 5500 de-
nuncias. Se seleccioné una muestra alea-
toria de un 5 % de ellas. Entre las denun-
cias seleccionadas se determin6 que 55
habian sido producidas por violencia do-
méstica. Determina, justificando la res-
puesta:
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33.

34.

a) La estimacion puntual que podriamos
dar por el porcentaje de denuncias por
violencia doméstica en esa ciudad en el
ano 2005.

b) El error méximo que cometeriamos

con dicha estimacién puntual con un ni-
vel de confianza del 99 %.

a) 20 %.

b) error= 62 %.

En los ultimos meses, una cadena comer-
cial ha intentado potenciar con precios
mas atractivos y publicidad la venta de
productos con la marca genérica de la ca-
dena, frente a los de otras marcas més co-
nocidas por los consumidores. Antes, un
15 % de los productos que vendia eran de
la marca de la cadena. Recientemente, en
una muestra de 200 productos vendidos,
36 eran de dicha marca. Plantea un test
para contrastar que las medidas no han
surtido efecto frente a que si lo han he-
cho, como parecen indicar los datos .A
qué conclusion se llega con una significa-
cion del 10 %7 Contraste bilateral para la
proporcion

(0'1083,01916), p = 36/200 = 0’18 dentro, se

acepta la hipotesis nula.

Un experto, basado en los anteriores co-
micios, sostiene que si se celebrasen elec-
ciones generales en este momento, tan so-
lo acudiria a votar el 48 %. Preguntadas
1500 personas; 800 tienen intencion de
votar. jSupone esto, con un nivel de con-
fianza del 99 %, que el experto se equivo-
ca y que la participacion seria mayor?

para la

Contraste unilateral

(—00,0,510)

proporcion,

Como p = 0’5333 estéa fuera de (—o0,0'51), se
rechaza la hipotesis nula. Se deduce que la in-
tencién de voto es mayor del 48 %, por lo que se

equivoca el experto.

35.

36.

37.

38.

De una muestra aleatoria de 225 habitan-
tes de una poblacion hay 18 que hablan
alemén. A un nivel de significacion de
0,05, .hay suficiente evidencia para refu-
tar la afirmacion de que al menos el 10 %
de los habitantes de la poblacién hablan
alemén?

Contraste unilateral para la proporcién

Como 0’08 dentro de (0'067;0), se acepta la
hipotesis nula. Por tanto, no existe suficiente
evidencia para refutar la afirmacion de que al
menos el 10 % de los habitantes de la poblacion

hablan alemén.

Se sabe que los pesos medios de los ca-
ballos de carreras se distribuyen normal-
mente, los de la cuadra A con una des-
viacion tipica de 45 kg, v los de la cuadra
B con una desviacion tipica de 51 kg. Se
desea estimar la diferencia de pesos me-
dios de los caballos de ambas cuadras;
para ello se elige una muestra de 50 ca-
ballos de la cuadra A y 38 caballos de la
cuadra B. Se calculan los pesos medios
muestrales y se obtiene: £, = 490 kg y
Tp = 475kg Halla el intervalo de confian-
za para la diferencia de medias de pesos
al nivel del 95 %.

(-5,5; 35,5)kg

Halla el intervalo de confianza al nivel del
90 % para la diferencia de salarios medios
de los trabajadores y las trabajadoras de
una gran empresa: Cuando se ha elegido
una muestra de 40 hombres y 35 muje-
res, siendo el salario medio de los hom-
bres 1051 €, y el de las mujeres, 1009,
y las desviaciones tipicas, de 90 y 78 €,
respectivamente.

(19991 , 74’008 )
En un estudio sobre habitos de alimenta-

cion en palomas se sabe que la distancia
que recorren volando en una pasada en
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39.

40.

busca de alimento sigue una distribucion
normal tanto en los machos como en las
hembras. Las desviaciones tipicas pobla-
cionales son de 80 y 75 metros, respecti-
vamente. Con el fin de estimar la diferen-
cia de medias de distancias recorridas, se
toma una muestra formada por 40 ma-
chos y 35 hembras, y se determinan las
medias muestrales, que son, respectiva-
mente, 230 y 140 metros. Halla un in-
tervalo de confianza para la diferencia de
medias poblacionales al nivel del 95

(54,9; 125,1)

Para el consumo de bombillas se puede
elegir entre las marcas A y B. De una
muestra de 120 bombillas de la marca A
se determin6é que la vida media era de
1500 horas, y la desviacion tipica, de 110
horas. De una muestra de 180 bombillas
de la marca B se determiné que la vida
media era de 1300 horas, y la desviacion
tipica, de 90 horas. Halla un intervalo de
confianza al 95% para la diferencia de
las vidas medias en las poblaciones de las
marcas A y B.

(176,33; 223,67)

Los tiempos de reacciéon ante la palabra
sorpresa se distribuyen normalmente tan-
to entre los adolescentes como entre los
adultos. La desviacion tipica poblacional
de dichos tiempos en el caso de los ado-
lescentes es de 6 segundos, y en el de los
adultos, de 7 segundos. Con el fin de esti-
mar la diferencia de medias poblaciona-
les, se escoge una muestra formada por
40 adolescentes y 38 adultos, obtenién-
dose tiempos medios de reaccion de 15 y
14 segundos, respectivamente. Halla un
intervalo de confianza para la diferencia
de medias al nivel del 90

(-1,427; 3,427)

41.

42.

43.

Se quiere estudiar el efecto del tratamien-
to con un medicamento para estabilizar
el ritmo cardiaco. Para ello se mide el nu-
mero de pulsaciones en 40 personas que
han seguido el tratamiento y se obtiene
que x = 65,2, y en 30 personas que no se
han sometido al tratamiento, teniéndose
x = 70,2. La varianza de las personas no
tratadas es 5,1, y la de las tratadas, 4,3.
Calcula el intervalo de confianza con un
95% de confianza para la diferencia de
las medias.

(3/9675,6'0324)

Un hospital esta probando dos tipos de
medicamentos, A y B. Se toman dos gru-
pos de pacientes de 40 y 30 individuos
para probar los tipos A y B, respectiva-
mente. El ntiimero medio de efectos se-
cundarios en el primer grupo fue de 3
con una desviacion tipica de 1,5, y pa-
ra los del segundo fue de 2 con desvia-
cion de 2. ;Se puede afirmar con el nivel
de confianza del 90 % que el primer me-
dicamento provoca menos efectos que el

segundo?
Aing=40; Zp=3; o4=15
B:np=30; zp=2; o04=2
n.c. 90 %: z, = 128
Ho: pa —pp <0
Ho: pa —pup >0
0

0+1'28 152 + 2—2 =056

40 30
Como Zp —Zp = 3 — 2 = 1 estd fuera de

(—00,0'56), se rechaza la hipotesis nula. Luego
se rechaza que el primer medicamento provoca
menos efectos que el segundo con un nivel de

confianza del 90 %

Se sabe que la duraciéon de una deter-
minada enfermedad sigue la ley normal.
Para la curacion de dicha enfermedad
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se aplica un determinado antibittico. Se
desea comparar la duracion de la enfer-
medad segin que al enfermo se le haya
aplicado o no en otra ocasiéon dicho anti-
bi6tico. Observamos a 36 enfermos a los
que no se habia aplicado anteriormente
el antibidtico y la duraciéon media de la
enfermedad ha sido de 12 dias, y a 35
enfermos a los que si se habia aplicado y
que han permanecido enfermos 15 dias.

La estimaciéon comiin de la varianza es
16. ;Qué podemos afirmar acerca de la
duracion de la enfermedad para un nivel
de significaciéon a = 0,017

Como 15 — 12 = 3 estda fuera de
(—2,4497,2,4497) , se rechaza la hipotesis nula.
Por tanto, la duracion media de la enfermedad
no es la misma para los enfermos a los que se
les ha aplicado anteriormente el antibidtico que

para los que no.





