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Chapter 1

Matrices

Definition 1 Matriz de orden man

Es un conjunto de ”mxn” elementos de un cuerpo conmutativo K, dispuestos
en m filas y n columnas de la siguiente manera:

A1,1 1,2 eeeeneenne ai,n
A — a2,1 a2’2 .......... a2’n
Am,1 am,2 Amn

mIn

donde el elemento a; ; representa el elemento del cuerpo K , que ocupa la
fila i-ésima y la columna j-ésima

244 3 1414

Example 2 A= | 4 147 1—4 En esta matriz sus elementos
3-2 —V2 3+2i ),

son nidmeros complejos (Recuerda que i = /—1)
2 3

1
Example 3 A=[ 4 1 1
3 —v2 3 323

FEn esta matriz sus elementos son nidmeros

reales

Remark 1 A partir de ahora trabajaremos siempre con matrices cuyos elemen-
tos serdn niumeros reales; salvo que se indique lo contrario

Definition 4 Matriz fila
Es una matriz de orden lan A = ( A1,1 Q12 eeeeenen a1,n )1m. También se

N
llama matriz fila del vector f € R™; cuyas componentes en una base concreta
son las dadas

Definition 5 Matriz columna
ai,i

az.1

Es una matriz de orden mxl A = También se llama matriz

m,1 maxl
N
columna del vector ¢ € R™; cuyas componentes en una base concreta son las
dadas
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Remark 2 Basdndonos en estas definiciones, podriamos considerar la matriz

A1,1 1,2 eeeeneennn a1,n
_ a1 A22  eeereenne a2.n )
A= como:
am,1  Am,2 Qm,n
a) Una matriz formada por n vectores columna pertenecientes a R™
a1,j
e — N a9
A=(¢ ¢ n ) donde ¢j = J
m,j
b) Una matriz formada por m vectores fila pertenecientes a R™
—
f1
I -
_ 2 _
A= donde f; = ( Qi1 G52 eeeennn Qi )
=
fm

Definition 6 Matriz nula
Es aquella matriz de orden man donde todos sus elementos son nulos. Se rep-

0 0 ... 0
. . 0 0 ... 0
resentara siempre por la letra mayiuscula O — O =
0 0 0
Definition 7 Matriz opuesta de la matriz A
ai,i 1,2 eeeeeenns a1,n
. a1 A2.2  ceeieienn a2 .
Dada la matriz A = ’ ’ " Llamaremos matriz op-
Am,1 am,2 am,n
—a1,1 —A1,2 e —Qa1n
. —a1 —A2 2  eieeennn —aQ
uesta de A y lo representaremos por —A a la matriz— —A = 2, 2,2 Zn
—am,1 —am,2 —Am,n

5

Definition 8 Matriz traspuesta de una matriz A de orden mxn
Es la matriz que se obtiene al intercambiar en la matriz A las filas por las colum-
nas.Se representara por At

a1l A1,2  eeeenennns a1,n aii 2,1 eeeeeennns am,1
. . as 1 aA2.2  eeeiiinnnn as (A A2.9  ciivenenn. Am, 2
;seqiin esto si A = ’ ’ " — Al = ’ ’ i
Gm,1  Am,2 Qm,n maen A1n Qa2n Qm,n nom
10 3 L2
Example 9 Si A = —At=1 0 -1
2 -1 5 3 5

Definition 10 Matriz cuadrada de orden n
Son aquellas matrices donde el nimero de filas coincide con el de columnas

Example 11 Un ejemplo de matriz cuadrada de orden 3 es la matriz
2 3 1

B=|4 14:¢: 1
3 V2 3
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Definition 12 Matriz cuadrada identidad
Son aquellas matrices cuadradas donde los elementos de la diagonal principal
son unos y el resto son ceros

1 0 0 0
0 1 0 0
In= 0 0 10
0 0 0 1
1 0 O
Example 13 Is—_ | 0 1 0
0 0 1

Definition 14 Matriz cuadrada simétrica

Son aquellas matrices cuadradas; tales que los elementos a;; = a;; con i y j
variando de 1 an

Estas matrices se caracterizan por el hecho de que A = At

37 5
Example 15 La matriz A = 7T 2 4 es simétrica ; ya que
5 —4 -1
3 7 5
At = 7T 2 -4 |=A
5 —4 -1

Definition 16 Matriz cuadrada antisimétrica

Son aquellas matrices cuadradas; tales que los elementos a; ; = —a;; coni y j
variando de 1 an

Observa que los elementos de la diagonal principal son nulos (ya que éstos ver-
ifican a;; = —a;; — 2a;; =0 — a;; =0)

Estas matrices se caracterizan por el hecho de que —A = At

0 7 5
Example 17 La matriz A = -7 0 4 es antisimétrica ; ya que
-5 -4 0
0 =7, -5
A= 7 0 -4 y la matriz A son opuestas
5 4 0

1.1 Suma de matrices del mismo orden

NOTACION :Al conjunto de las matrices de orden man y cuyos elementos
son numeros reales lo representamos utilizando la notacion M., (R)

Definition 18 Suma de matrices pertenecientes a Mpzn(R)

A=(aij);z1n
Sean  p _ (bij )i;j:l..n € Mpzn(R) = A+ B = C = (ij)ijm1n €

Donde los elementos c; ; de la matriz C' son tales que— c¢;j = a;j + by
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-1 2 -1 4
Example 19 Si A = 0 4 y B = 2 3 |entonces A+ B =
-2 1 -2 5
-2 6
2 7
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Proposition 20 El conjunto M., (R) con la ley suma tiene estructura de
grupo conmutativo (abeliano); es decir verifica las propiedades:

1. Ley de composiciéon interna < VA, B € My.n(R) > A+ B € Mpn(R)

2. Asociativa & VA B,C € Mpzp(R) A+(B+C)=(A+B)+C
. A+0=A

3. FElemento neutro < La matriznula O — Ot A=A }
A+(-A) =0

4. FElemento opuesto de A & —A—- { (—A)+A=0

5. Conmutativa < VA, BE Mum(R)—A+B=B+A

1.2 Multiplicacién de un nimero real por una
matriz

Definition 21 Multiplicacion de un nimero real por una matriz de Mo,z (R)

A Ezé}(%aid )i,j:L.n € Mmzn(% S ad=C = (Ci,j ) c men(é}%)

Donde los elementos c; ; de la matriz C son tales que— ¢;; = a-a;;

Sean i1
i,7=1..n

-1 2 -4 8
Example 22 Si A = 0 4 entonces 4A = 0 16
-2 1 -8 4

Proposition 23 FEl producto de un nimero real por una matriz del conjunto
Mpan (R) verifica las propiedades:

VA € Mpzn(R)

6. Ley de composicién externa & Va e R —a- A€ Myn(R)

7. Distributiva respecto suma reales & zﬁ ; jewgm(%) —(a+B)A=a-A+B-A

8. Distributiva respecto suma matrices < 32763%6 Moz (%) } —a-(A+B)=a-A+a-B
. , VA € Mpzn(R) _

9.  Pseudoasociativa nimeros reales & Vo, B € R } —a-(B-A)=(ap) A

10. Elemento unidad & VAe Mpm(R)—1-A=A

Nota: La terna (My.n(R),+,-R) se dice que tiene una estructura de espacio
vectorial real; ya que con ambas operaciones verifica las diez propiedades
enumeradas con anterioridad

a) Ley simplificativa suma<= (Si A+ B=A+C — B=C)
b) VA € Mpen(R)
Va e R
VA € Mypzn (R :
d) (A+B)t = A"+ B! VA, B € Myzn(R)

Demuéstralas como ejercicio

} siempre se verifica que - A=A -«
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1.3 Producto de matrices

Definition 24 Producto de matrices

Dada una matriz Ade orden mzn y una matriz B =de orden nxp. La matriz
A - B serd una matriz de orden mzxp cuyos elementos se calculan de la siguiente
manera:

n
A-B=C Cij=Y_ ipbpjconi=1..myj=1.p
k=1
El elemento c; ; es el resultado de multiplicar escalarmente la fila ¢ de A por
la columna jde B

-2 3.0 2
Example 25 Sean A = 0 4 y B = < > calcula:
1 -1 3
—2 1 322 2x3
A-B y B- A sitienen sentido ambos productos

-1 2 50 o ~1-342-1 —1-042-(=1) —-1-2+2-3
AB=| 0 4 ( ): 0-3+4-1  0-044-(=1) 0-2+4-3

2 1 -3 23411 —2.0+1-(-1) —2-2+3-1
1 2 4
4 4 12
5 -1 -1
12
B.A<3 0 2> 0 4 (—3+0—4 6+0+2><—7 8)
A U “140-6 2-4+3 71

Observa que A - B es de orden 3x3; mientras que B - A es de orden 222

0 4
A-B y B- A sitienen sentido ambos productos

(-1 2 30 2\_[(-3+2 -2 —246
A'B<0 4)(1—1 3>< 4 -4 12 >

Observa que A - B es de orden 223, mientras que el producto B - A no tiene
sentido ya que el mimero de columnas de B no coincide con las filas de A

Example 26 Sean A = & 2 y B = 3.0 2 calcula:
222 Lo =13 )5

-1 2 0 1 2 0
Example 27 Sean A= | 4 -1 1 yB=| -4 0 1 cal-
o 3 2/),.. 2 3 -1/,

cula:
A-B y B- A sitienen sentido ambos productos

-1 2 0 1 2 0 -9 -2 2
A-B=| 4 -1 1 -4 0 1 = 10 11 -2

0 3 2 2 3 -1 -8 6 1

1 2 0 -1 2 0 7T 0 2
B-A=| -4 0 1 4 -1 1 |= 4 =5 2

2 3 -1 0 3 2 10 -2 1

Nota: El producto de dos matrices cuadradas del mismo orden siempre se
puede efectuar en los dos sentidos. En el ejercicio anterior has visto que A - B
no coincide con B - A
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1.4 Propiedades del producto de matrices cuadradas

Proposition 28 Fl producto de matrices cuadradas del mismo orden verifica
las siguientes propiedades:

Ley de composicion interna
Asociativa
Elemento neutro (Matriz identidad)

VA,B,C € M,n(R) — { A-(

A - B no siempre coincide con

Distributiva con suma (ambos lados)

ouos W
S

No conmutativa

Nota: El conjunto My .,(R) con las leyes suma y producto de matrices se
dice que tiene una estructura de anillo unitario no conmutativo

Otras propiedades

a) (A-B)Y =B A" VA Be My,(R)

b)a-(A-B)=(a-A)-B=A-(«a-B)

0 { VA € Myun(R)

VYa e R

dl) A-O=0y O-B=0VYA,B € My;,(R)

d2) SiA=00B=0 = A-B=0 (O es la matriz nula)

Nota: La reciproca de esta tltima implicacién no es cierta en general; ya que
podemos encontrar un par de matrices cuadradas, del mismo orden, no nulas y
de manera que su producto dé la matriz nula

e) Sean A, B,C € M., (R) Si A- B = A-C eso no implicard siempre
que B=C

Es decir; pueden existir tres matrices A, B, C' cuadradas del mismo orden tal
que B # C'y sin embargo que se verifique la igualdad A-B=A-C

f) Si A, B € My.n(R) A2 - B?+#(A- B)(A+ B)

2)Si A, B € Myn(R) (A— B)> # A2 —2A.B+ B?

h) Si A, B € Myn(R) (A+ B)> # A2+ 2A-B+ B?

siempre se verifica que (- A)" = a - Al

-1 2 3 -1 4 0
Example 29 Sean A = 0 4 -2 y B 2 3 2 calcula:

-2 1 -3 -2 5 -3
A-B,B-A, A2, B2 A+ B,(A+B)> A2+ A-B+B-A+ B2 A2+ 2A-B+
B2 A+B,(A-B)? A2—A-B-B-A+B2 A2-2A-B+ B2 A2 - B% (A—
B)(A+ B),(A- B)!, Bt . At

-1 2 3 -1 4 0 1+44—-6 4+6+15
e A-B= 0 4 =2 2 3 2 = 04+8+4 0+12-10
-2 1 -3 -2 5 =3 24+2+6 —-8+4+3-15

-1 17 -5

12 2 14

10 =20 11

-1 4 0 -1 2 3 1+40+0 —-24+16+0
e B-A= 2 3 2 0 4 -2 |=| —2+0-4 441242
-2 5 -3 -2 1 =3 2+04+6 —-4+20-3

(B+C)-A=

VA’ B € Mﬂﬂ?"(%) - A -B € MIL;L'7L(§R)
VA,B,C € Mpzn(R) — (A-B)-C=A-(B-C)
AI,=I,- A=A VAE Mpn(R

B-A

0+4-9
0+8+4+6
0+24+9

-3—-8+0
6—-6—-6

—6—-10+9
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1 14 -11
-6 18 —6
8§ 13 -7
-1 2 3 -1 2 3 -5 9 -16
e A2=1| 0 4 =2 0 4 -2 | = 4 14 =2
-2 1 =3 -2 1 =3 8§ -3 1
-1 4 0 -1 4 0 9 8 8
e B2=1| 2 3 2 2 3 2 = 0 27 0
-2 5 -3 -2 5 -3 18 -8 19
-2 6 3 -2 6 3 4 48 24
o (A+B)? =" 2 7 0 2 7 0 =] 10 61 6
-4 6 —6 -4 6 —6 44 —-18 24

e A2+ A-B+B-A+B?=A2+A-B+B-A+B? = A(A+B)+ B(A+B)

=(A+B)(A+ B) = (A+ B)?

-5 9 —16 -1 17 =5
o A2 + 24 - B + B? = 4 14 =2 +2( 12 2 14 |+
8 -3 1 10 —20 11
9 8 8 2 51 -—18
0 27 0 | =1 28 45 26
18 -8 19 46 —51 42
Ffjate que (A + B)? # A% +2A - B + B>
0 -2 3 0o -2 3 4 —14 8
e (A-B)?=2| -2 1 -4 -2 1 -4 |=1 -2 21 -10
0 -4 0 0 -4 0 8 —4 16

e A2—A-B—B-A+B?=A(A-B)+ B(A-B)

=(A-B)(A-B)=(A-B)?

-5 9 —16 -1 17 =5
e A2 _2A.-B + B? = 4 14 -2 -2 12 2 14 |+

8 -3 1 10 —-20 11
9 8 8 6 —17 2
0 27 0 = —-20 37 =30
18 -8 19 6 29 -2
-5 9 -16 9 8 8 —14 1 —24
o A2_B2 = 4 14 =2 — 0o 27 0 = 4 —-13 -2
8 -3 1 18 -8 19 —10 5 —18
-1 2 3 -1 4 0 -2 6 3
1o 4 =2 |+ 2 3 2 = 2 7 0
-2 1 -3 -2 5 -3 -4 6 —6
-1 2 3 -1 4 0 0 -2 3
21 o 4 -2 | -1 2 3 2 = -2 1 -4
-2 1 -3 -2 5 -3 0 -4 0
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0 -2 3 2 6 3 ~16 4 —18
e (A-B)(A+B)=| -2 1 —4 2 7 0 |=| 22 -29 18
0 —4 0 —4 6 —6 -8 —-28 0
—2 6 3 0 -2 3 —12 -2 —30
o (A+B)(A-B)=| 2 7 0 —2 1 -4 |=|-14 3 -22
-4 6 —6 0 —4 0 12 38 —36
(A— B)(A+ B)
Ffjate que A2 — B2 #{ y
(A+ B)(A— B)
-1 17 -5\"' -1 12 10
e(A-BY=|12 2 14 | =17 2 -2
10 —20 11 5 14 11
-1 2 -2 ~1 0 -2 ~1 12 10
eBt-At=| 4 3 5 2 4 1 |=| 17 2 -2
0 2 -3 3 -2 -3 5 14 11

Remark 3 Fijate que (A- B)! = Bt - A?

1 3
-2 —6
de orden dos tal que A- B = O (matriz nula)

Example 30 Dada la matriz A = ) determina la/s matriz/ces B

SeaB:(ﬂr3 Y
z t

_ 1 3 z y\_ (00
Porseer~B—O—>(_2 —6>(z t>_(0 O)

Operando las matrices tendremos la siguiente igualdad de matrices

432 y+3t \ [0 0
—2x—6z —2y—6t ) \ 0 O

Que da lugar al sistema

r+32=0

y+3t=0
—2x—62=0
—2y—6t=0

Cuya solucién es
r=-3z,y=-3t,t=t,z=zcon z,teR

Todas las matrices del conjunto {( 732 1315 ) /z,t € %} verifican la

condicién pedida
Si nos pidiesen cuatro; bastaria con asignar a las incégnitas z y t cuatro
parejas de valores distintos. Por ejemplo si:
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Siz=1yt=0— B; _13 8 verifica que A- By = O

Siz=0yt=1— By 8 71 verifica que A- By = O

Siz=1yt=1— Bg _13 _13>VeriﬁcaqueA~BgzO
0

Slz:0yt:0—>0(0 0

0 ) verifica que A-O = O
Nota: Comprueba ti que los productos By - A, By - A, B3 - A no dan la matriz
nula

1.5 Matriz inversa de una matriz cuadrada re-
specte al producto

Definition 31 Matriz inversa de una matriz cuadrada
Dada la matriz A € Mp.n(R) , diremos que admite inversa con respecto al
producto de matrices siempre que podamos encontrar una tunica matriz B €
Mpzn(R) tal que:
A-B=1,
B-A=1,
A dicha matriz se le representa por A™!

donde I, es la matriz identidad

A las matrices cuadradas que admiten inversa se les denomina
matrices requlares

1.5.1 Propiedades de las matrices regulares

Proposition 32 Si A y B son dos matrices requlares de orden n
a) (A-B) ' =B"1.A"!

b) (a-A) '=at A" conaeR~ {0}

c) (A H =4

d) (A1) =an™!

Remark 4 FEl cilculo de la matriz inversa de una dada es muy itil para resolver
ecuaciones matriciales del tipo AX = B si A es una matriz cuadrada regular de
orden n.

Como A es regular, si multiplicamos la ecuacién matricial por A~! por la
izquierda obtendremos que :

A7t (A-X)= A1 B. Por la asociativa del producto

(A’l . A) - X = A~'. B Por definicién de inversa

I-X =A"1.B Por ser I el elemento unidad del producto

X=A"1B

Remark 5 Fl cdilculo de la matriz inversa es muy til para resolver ecuaciones
matriciales del tipo A- X -C = B si A y C son matrices cuadradas requlares de
orden n.( B es una matriz cuadrada del mismo orden que las anteriores al igual
que la matriz incégnita X)



1.5. MATRIZINVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA RESPECTE AL PRODUCTO17

Como A es regular, si multiplicamos la ecuacién matricial por A=! por la
izquierda obtendremos que :
A7t (A-X-C)= A" B. Por la asociativa del producto

(A7t 4)-X- C’ A~L1. B Por definicién de inversa
I1-X-C= A - B Por la asociativa del producto

I-(X- ) = A71. B Por ser I el elemento unidad del producto
X-C=A"1 B

Como C’ es regular, si multiplicamos la ecuacién matricial por C~! por la
derecha obtendremos que :
(X-C)-C~1=A"1. B-C~'Por la asociativa del producto

X (C-C7')=A471.B-C~'Por definicién de inversa
X -I=A"1.B.C 'Por ser I el elemento unidad del producto
X=A"1.B.C!

1

Exercise 1.5.1 Demuestra que la matriz A = ( 4

_53 > admite inversa y

calcilala. Después resuelve la ecuacion matricial AX = C donde X = ( ; )

o)

e Por la definicién se trata de buscar una matriz B = ( j ZZ ) tal que

e @ . 1 -3 z y\_ (10
Considerando la 1 A-B_Ig—><4 5 )(z t)_<0 1)

Obtenemos la siguiente igualdad de matrices

r—3z y—=3 \ (10
4z +5z 4y+5 ) \L 0 1

Que da lugar al sistema:

r—3z=1
y—3t=0
4z 4+ 52 =0
dy+5t=1
Cuya solucién es:
_ 5 _ 3 _ _ 4 4,_ 1
T=15 Y= 95, 2= s L= g

Hemos obtenido pues la matriz B = ( 17, > que verifica que A-B = I
n

nos da la matriz identidad

3

E

17

bié
2 3 1 -3 10
e (5 DG -(3)
-+ = 4 5 0 1

3
Conclusién: A~ ! = ( o1
17 17

Comprobemos ahora que el otro producto tam
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e Resolvamos ahora la ecuaciéon matricial A- X = C . Por ser A un matriz
regular, admite inversa y por lo tanto si multiplicamos la ecuacién por
A1 por la izquierda, tendremos que:

A1 (A-X)=A"1.C. Por la asociativa del producto
(A_l A) X = A~!. C Por definicién de inversa

I-X =A"1.C Por ser I el elemento unidad del producto
X=A4"1.C

ja—y

5 3 — _L
Asi pues, la solucién serd X = ( oy ) ( 3 2 > = ( 117 )
7 17

Remark 6 Resolver la ecuacion matricial A-X = C donde A = < 1 % ) X =

=

4 5
T o =2 _ . 3 ] v—3y=-2
( y ) C= ( 3 > es equivalente a resolver el sistema { Az + 5y =3

1

Example 33 Demuestra que la matriz A = ( 9 :6 > no admite inversa

Por la definicién se trata de buscar una matriz B = ( gZC ? ) tal que

A-B:IQyB-A:IQ

. @ . 1 -3 z y\_ (10
Considerando la 1 A~BIQH<2 —6)<z t><0 >

Obtenemos la siguiente igualdad de matrices

r—3z y-—3t (10
20— 6z 2y—6t ) \ 0 1

Que da lugar al sistema:

r—3z=1
y—3t=0
20— 62=0
2y —6t =1

Dicho sistema es incompatible

Conclusién: A no admite inversa

a b

Example 34 Demuestra que toda matriz A = < ¢ d > con la condicidon

d —b
a-d—>b-c# 0 admite inversa y ésta es < ad=be  ad-be )
ad—bc ad—bc

Comentario Esevidente, que para determinar si una matriz cuadrada de orden
tres admite inversa tendriamos que resolver un sistema de 9 ecuaciones con
9 incégnitas (no es tan complejo; més bien largo)

(G- = (an)=()
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1.5.2 Cadlculo de la matriz inversa (Método de Gauss-Jordan)

El cédlculo de matrices inversas suele realizarse de una forma parecida al método
de Gauss. Por ejemplo, para calcular la inversa de

2 0
A= 1 0
3 1

N Lo =

realizaremos operaciones andlogas a las del método de Gauss con las filas*
de la siguiente matriz

201 ] 100
1 03] 010
312100 1

con el objetivo de transformar la parte izquierda en la matriz identidad.
Cuando lo consigamos la parte derecha de la matriz obtenida , serd la matriz
inversa de A.

Las tnicas transformaciones posibles a realizar son:

e Intercambiar filas
e Multiplicar una fila por un nimero real no nulo

e A cualquier fila le puedo sumar una combinacién lineal de otra (Ejemplo
3 =3%+2-1%

Pasos:

e 19 Intercambiamos las filas 1* y 2¢

1 03] 010
2 01 ] 100
3121001

e 2° Restamos a la 2% el doble de la 1% y a la 3% le restamos el triple de

la 1%
gal _ga _ 9. 1a 10 3 | 0 1 0
3@,_3@_3_1a}ﬂ 00 -5 ] 1 =20
- 01 -7 1] 0 =31

e 3° Intercambiamos las filas 2¢ y 3¢

10 3 [0 1 0
01 -7 ] 0 =31
00 -5 ] 1 -20

4Las transformaciones a realizar son :

Intercambiar filas

Multiplicar una fila por un nimero real no nulo

A cualquier fila le puedo sumar una combinacién lineal de otra (Ejemplo 3%/ = 3% 42 - 1%

Nota: Si apareciesen pardmetros intentad evitar siempre el siguiente tipo de combinacién
lineal 3% = (a + 2)3% — 2% ; es mejor éste 3%’ = 3% — (a + 3) - 2¢
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e 4° Dividimos la 3% por -5 (3% = 7%)
10 3 | 0 1 0
01 -7 ] 0 -3 1
1 2
0 0 1 -~ 20
| 5 b
3 1
10 0 | i _§ 0
o 20./:2@_’_7.3(1 7
i 5 1a/:1a_3_3a}_) 01 0 | —5 —25 1
001 | — =

Observa que en las tres primeras columnas hemos obtenido I3 la matriz
identidad de orden tres

Una vez conseguido esto, la matriz inversa es la formada por las otras tres
columnas: Asi pues:

31
2200
5, L3 10
At=| - - 1 |=-x| 7 1 -5
? 25 0 1 -2 0
5 5

2 0 1 {3 10
A-At=(1 0 3 7 1 5=
3 1 2 S\ 1 -2 o
2 0 1 3 1 0
1o 701 =5 )=t
5 3 1 2 1 -2 0 5
(3 10 1 2 3
Ala=|—= 7 1 =5 101 |=
S\ 1 —2 o 01 3
3 1 0 2 0 1
_ 1 7 1 -5 103 |]=21
5 1 -2 0 31 2 5

Aplicacion :Jtilizando la matriz inversa anterior resuelve el sistema

20 +2=4
rz+3z=-1
3r+y+22=0

Resolver el sistema anterior es lo mismo que resolver la ecuacién matricial

W N

= o O

DN W

N e 8y
Il

S | -
—

A - X = B Ecuacién *
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2 0 1
Donde A = 1 0 3 se denomina matriz de coeficientes del sistema,
3 1 2
T 4
X = | y | matriz columna de las incégnitasy B = | —1 | matriz columna
z 0

de los términos independientes

3 1
- —— 0
.
Ahora bien; como A es regular— A~! = —§ — 1
2
— -0
5 5

Si multiplicamos la ecuacién * por A~! tendremos:
AP (A-X)=A"1.B
Por la propiedad asociativa del producto
(A_1~A) - X=A"1B
Por la definicién de matriz inversa
I3 X=A"1.B

Por ser I3 el elemento neutro para la multiplicacién de matrices cuadradas

X=A1'B
La solucién del sistema es:
3 1
= 5 0 13
X=lv )= 5 3 L)L E
5 5
1 2
Sistema compatible determinado S = { <53, - 37’ —g) }
1 2 3
Example 35 Dada la matriz C = 1 0 1 determina con el proced-
01 3
T4+2y+32=2
imiento anterior su matriz inversa. Después resuelve el siguiente sistema T4+ 2z2=-5
y+3z=-2
Consideramos la matriz
123 | 100
101 | 010
01 3] 001

Pasos:
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e 1° Restamos a la segunda la primera 2% = 2% — 1¢

12 3 | 1 00

0 -2 -2 | -1 1 0

0o 1 3 | 0 01
e 2° Intercambiamos las filas 2% y 3¢

1 2 3 | 1 00

0o 1 3 | 0 01

0 -2 -2 | -1 1 0

e 3° Sumamos a la 3% el doble de la 2¢ (3¢ = 3% +2.2%)

123 | 1 00

013 ] 0 01

00 4] -1 1 2

o , 3¢
e 4° Dividimos la 3* por 4 (3%' = Z)

123 | 1 0 0

01 3] 0 0 1

-1 1 2

1 i )l

00 | 4 4 4

e 5° A lasegunda le restamos el triple de la tercera y a la primera también
le restamos el triple de la 3%

7 -3 -6
2ol o 7 7
20/ =94 _ 3.3 % -3 =2
gor=ge_g.30 ([ O L0 ] g t 4
-1
0 0 1 — = —
| 4 4 4

e 6° Por ultimo; a la primera le resto el doble de la 2% (1%/ =19 — 2 - 2%)

1 3 -2
100 ] - = =

045 4
010\1?g
001\_TZZ

Observa que en las tres primeras columnas hemos obtenido I3 la matriz
identidad de orden tres

Una vez conseguido esto, la matriz inversa es la formada por las otras tres
columnas: Asi pues:

13 -2
4 4 -1 -3 2
Cct= % e R T
41 4 1 -1 -2

4 4 4



1.5. MATRIZINVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA RESPECTE AL PRODUCTO23

Comprueba ti que C-C =Ly C 1. C=1;

-1 -3 2

B 1 3 1
c-Cc'= 1 1 |- ~1 -3 3 2 =
0 3

|
(s
C(
SIEE

AplicacionResolvamos ahora el sistema:

T+2y+3z2=2
r+z=-5
y+3z=-2
Resolver el sistema anterior es lo mismo que resolver la ecuacién matricial
1 2 3 x 2
1 0 1 y | =1 -5
0 1 3 z -2
C - X = B Ecuacién *

Donde C = se denomina matriz de coeficientes del sistema,

O ==
= O N
w = W

z

de los términos independientes
-2

4
—2

Ahora bien; como C es regular— C~1 =

3

T
X = | y | matriz columna de las incégnitas y B = ( —5 | matriz columna
3
4
-3
4

M L | cobn | =

4
Si multiplicamos la Ecuacién * por C~! tendremos:

cl(C-X)=C"1'B
(ct.Cc)-Xx=C"'-B
I;-X=C"'B
X=C"1'B

La solucién del sistema es:

|
ING I NS Ip‘l
! ‘[\D [N}

\
yp"_wwxww
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925 11
Sistema compatible determinado S = { <—4,4, —4) }

Example 36 Con las matrices A y C anteriores calcula:
a) A-C

b) (A-C)~Leon el procedimiento anterior

¢) Comprueba que dicha matriz coincide con C~1 - A™1

2 0 1 1 2 3
ComoA=| 1 0 3 |yC=1] 1 0 1 | entonces:
31 2 01 3
2 01 1 2 3 2 5 9
A-C= 1 0 3 1 0 1 = 1 5 12
3 1 2 0 1 3 4 8 16
Calculemos ahora la inversa de H = A - C. Para ello consideramos la matriz:

25 9 | 100

1512 ] 010
4 8 6 | 0 0 1
Intercambiamos 1% y 2¢
1 512 | 01 0
25 9 | 100
4 8 16 | 0 0 1
W oa o 1a 1 5 12 | 0 1 0
ga/_z iia}e 0 -5 —15 | 1 -2 0
0 -12 -32 | 0 -4 1
Dividimos la 2* por —5
1 5 12 | 0 1 0
0 1 3 | 1oz 0
5 b
0 —-12 -32 | 0 -4 1
1 5 12 | 0 1 0
1 2
3(1/:3@_’_12.2(1_) 0 1 3 | —g § 0
12
0 0 4 -— -1
| 5 5
Divido la 3% por 4
1512 | 0 1 0
1 2
01 3 | —§ % 0
1
1 2z
00 | 5 5 436 .
150 | — —— =3
20/ =20 —3.3% }H 01 0 | 8 13
19 =12 —-12-1° 5 5 4
53 15 14

ot
o
e |
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4 2 3
100 | —— —= -
85 ? 43
Por dltimo 1 =1*-5-2*—=| 0 1 0 | - —= -
5 5 4
bo 1y 8 F
5 5 4
4 .23
5 4
wor-| £ 15
BEEEE
5 5 4
Calculemos ahora
1 3 —2 3 1 0
4 4 4 5 5 -4 2 €
C-1.A1 = % S 2 _I _i 1 | = & _1 %
4 4 4 PP 5 1 1t
-1 1 2 12 0 -5 5 1
4 4 4 5 5
11 3
Example 37 Dada la matrizD = 2 3 -1
3 0 10
a) Determina su matriz inversa por el método de Gauss_Jordan
T+y+3z=2
b) Utilizando el cdlculo de la matriz inversa resuelve el sistema 2x + 3y —z =5
3z + 10z = -1
Solucién:
a) Consideramos la matriz de orden 3x6
1 1 3 | 1 0 0
23 -1 ] 010
3 010 | 001
9a! _9a _9.1a 11 3 | 1 00
90/ _3a_3.qa (7 01 -7 1] =210
B 0 -3 1 | -3 0 1
11 3 | 1 0 0
3=32-3.-1-0 1 -7 | =2 10
0 0 —20 | -9 3 1
Dividimos la 3% por —20
113 | 1 0 0
01 -7 ] =21 0
9 -3 -1
1 Z 2 =
00 | 20 20 20
-7 9 3

L1 0| 5 5 a3
94/ —9a 1 7.3a 79 29 2
1@ —1a_g3.30 (| 0 1 0] T

1 =
00 | 20 20 20
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Por 1ltimo, a la primera le resto la segunda

100 | =30 10 10 =30 10 10
N N I
010 | = — — | =D1t=| = — —
E R
00 1 | = — — — — —
20 20 20 20 20 20
z+y+3z=2
b) Resolver el sistema 2x + 3y — z =5 5 es equivalente a resolver la ecuacion
3z + 10z = -1
1 1 3
matricial D - X = B donde D = 2 3 -1 se denomina matriz de
3 0 10
T
coeficientes del sistema; X = Y matriz columna de las incégnitas y
z
2
B=1| 5 matriz columna de los términos independientes
-1

Como la matriz A es regular (admite inversa); entonces multiplicando por
A~1 | por la izquierda, la relacién D - X = B tendremos:

D' (D-X)=D"'B-— (D_1~D)-X:D_l-B—>13-X:D_1-B

Asi pues:

~30 1010
& 0 20 2 2 -1
X=D'1.BosX=|y |= 2% ; % 5 = ?2
y L - 5
20 20 20
Tr=—
v="=4



Chapter 2

DETERMINANTES

A toda matriz cuadrada, A, le vamos a asociar un nimero real que denominare-
mos determinante de A y que escribiremos asi |A]

2.1 Determinante de una matriz cuadrada de or-
den 2

Si A= ( 1 612 ) |A| =
az,;1 a2

3 2
-1 4

a1 ai2

=4ap1-aG22 —0az1 @12
az1 G232 | ’ ’ ’

Examp1e38A:< )|A:‘?:1 3‘2124-2:14

2.2 Determinante de una matriz cuadrada de or-

den 3
a1 ai2 Qi3
Si A= @21 QA22 a23

as;1 Q32 a3;3
a1,1 Q12 G1.3
Al =| a21 a22 a3 | = a1,102203 3402103201 3401 202 303,1—01, 3022031 —

a31 @32 G33
01,202,103 3 — (2,303 2011

2 -1 3 2 -1 3

Example 39 A= 1 4 -2 [Al=]1 4 -2 |=-3249-
0 3 —4 0 3 —4

4412 = —15

Example 40 Calcula los siguientes determinantes

5 3 4 -3 -2 4
1 -4 -5 0 -4 -5
-1 3 4 -1 3 4

27
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-2 0 4 5 1 2
1 1 -5 0 -3 -6
-1 3 7 1 6 12
-2 0 4 5 1 2
2 0 4 -3 -3 -6
-1 3 7 2 -2 -4

2.3 Menor complementario del elemento q;; de
una matriz cuadada
Dada una matriz cuadrada, A, de orden n; llamaremos Menor complementario

de ese elemento a; ; al determinante de la matriz que resulta de suprimir la fila
i y la columna j. Lo representaremos asi: M.C(a; ;)

Example 41 Dada la matriz A = i) —34 —45 determina M.C (az.3)
-1 3 4
, M.C(a13), M.C(az1), M.C(azz2)
MC(ass)=| ° ’ — 18
MO (=] Y ‘ PR
MC(an)=| 3 | ‘ —0
M.C(azz2) = _51 i ' =24

2.4 Adjunto del elemento q; ; de una matriz cuadrada

Dada una matriz cuadrada, A, de orden n; llamaremos adjunto del elemento
a;,; al Menor complementario de ese elemento a; ; multiplicado por (—1)"*7. Lo
representaremos asi: A; ;

Ai,j = (—1)i+jM.C (ai,j)

Example 42 De la matriz anterior calcula

a) A1 1, A12, A1 3 (adjuntos de los elementos de la 1% fila)

b) El determinante de A

¢) Calcula a1 1A1,14+a1 201 2+a1,3 A1z (Suma de los productos de los elementos
de la 1* fila por sus adjuntos correspondientes)

d) Naq, Aag, Aas (adjuntos de los elementos de la 2 fila)

e) Calcula az,1Ag14a2 202 2+as 3 Ag 3 (Suma de los productos de los elementos
de la 2* fila por sus adjuntos correspondientes)

f) As1, Aso, Ass (adjuntos de los elementos de la 3 fila)

g) Calcula a3 103 1+a3 20324033 Az 3 (Suma de los productos de los elementos
de la 3* fila por sus adjuntos correspondientes)

Solucién :
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-4 -5
WAL = (- ST ’ S
1 =5
Aq g = (—1)t?2 1 4 ’ =1
Az = (-1 _11 _34 ’:3—4:—1
5 3 4
b)|Al=| 1 -4 -5 |=-6
-1 3 4

c)ai 1A +a12l12+a13 A3 =5(—1)+3(1)+4(-1)=—6

Q) Agy = (-1 | 2 ‘ —0

Aoy= (-1 O 0 =18

e) a21Q21 +az 20822+ az3 Ag3=1(0) —4(24) — 5(—18) = —6
D au =] 5 L=

] 34 [

Aaa= (-1 0 O =3

g) a31A31 +az 232 +azsz Azz=—1(1)+3(29) +4(-23) =6

Nota: Fijate que:

El determinante de la matriz cuadrada A coincide con la suma de los pro-
ductos de los elementos de una fila por sus adjuntos correspondientes

Al = Z ahkAnk con j =102 03 siendo Ap i el adjunto del elemento ay, i

> { an,k el elemento de A que ocupa fila h y columna k
k=1

Comprueba ti que | A| coincide con la suma de los productos de los elementos
de una columna por sus adjuntos correspondientes

3
|A] = Zak,jAkJ conj=10203 siendo{
k=1

ar,; el elemento de A que ocupa fila k y columna j
Ay,; el adjunto del elemento ay, ;

2.5 Determinante utilizando adjuntos

Segun todo lo visto anteriormente, el determinante de una matriz cuadrada, de
orden n, se puede determinar asi:

El |A] coincide con la suma de los productos de los elementos de una linea
(fila o columna) por sus adjuntos correspondientes

n
Al = Zaj,k:Ach con j=10203o..n (fila j-ésima)
k=1
n
Al = ZakﬁjAk,j con j =102o0 30...n (columna j-ésima)

k=1
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2 -1 3 0

. -4 5 3 1 .

Example 43 Dada la matriz A = 3 1 9 9 calcula su determi-
7T 2 =30

nante

Hemos de elegir de la matriz A aquella linea que més ceros tenga.
Si observas verds que la 4% columna tiene dos ceros; por lo tanto:

4
|[Al = E a4 = 01401 4 + 02402 4 + 03403 4 + as 404 4
k=1

Como a1 4 =0y ass = 0 entonces:

2 -1 3 2 -1 3
|A| = a274A2,4+a374A3)4 = 1(—1)2+4 3 1 2 —|—2(—1)3+4 —4 5 3
7T 2 -3 7T 2 -3
2 -1 3 2 -1 3
Como | 3 1 2 |=—40y| -4 5 3 |= —180 obtendremos:
7T 2 -3 7T 2 -3

|A| = 1(—1)2T* (—40) + 2(—1)3** (~180) = —40 + 360 = 320

2 -1 3 7
. -4 5 3 1

Example 44 Dada la matriz A = 0 3 0 0 calcula su deter-
7T 2 -3 -3

minante

Hemos de elegir de la matriz A aquella linea que més ceros tenga.
Si observas verds que la 3¢ fila tiene tres ceros; por lo tanto:

4
|A| = E a3k Az, =a31031 + a3 2032+ a3 3033+ a3 4034
k=1

Como a3z =0, as3 =0y az4 = 0 entonces:

2 3 7
‘A| = a372A3,2 = 3(—1)3+2 —4 3 1 = —3(—90) =270
7T -3 -3

2.6 Matriz adjunta de una matriz cuadrada

Dada una matriz cuadrada ,A, de orden n, denominaremos matriz adjunta a
aquella matriz cuyos elementos son los adjuntos correspondientes de la matriz
A. La representaremos por Adj(A)

5 3 4
Example 45 Dada la matriz A = 1 -4 -5 determina Ag 3,7 3,
-1 3 4

ACERPACE
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A2,3 = (—1)2+3M.C (ag’g) = — _1 3 ‘ =18
— 1+3 I —
A173 = (—1) M.C (a1,3) = 1 3 =3—-4=-1
gy = (DML (ar)) =~ | j’:o
— 242 _| 5 4 |_
AQ,Q = (71) MC (0,2,2) = _1 4 =24
) 3 4
Example 46 Dada la matriz A = 1 —4 =5 | caleula Adj(A)
-1 3 4
A Arg A
Adj(A) = | Qg1 Azp Apgs
As1 Aso Asg
Adj(4) =
-4 =5 1 =5 1 -4
_1)1+1 _1)142 _1)1+3
o 5T e LD e S
3 4 5 4 5 3
1241 _1\242 _1)2+3
el B IV B BV
3 4 5 4 5 3
_1)3+1 _1)342 11343
S VI i S
4 -5 | |1 -5 1
3 4 -1 4 -1 3
3 4 5 4 5 3
=5 [A A ][RR
3 4 5 4 sz 53
-4 -5 | |1 -b ‘ (=1) 1 —4 ‘
-1 1 -1
0 24 -18
1 29 -23
5 3 4
Exercise 2.6.1 Dada la matriz A = 1 —4 =5 | calcula |A|, A-(Adj(A))", (Adj(A))"-
-1 3 4

A. Al realizar estos productos observas alguna relacion entre ellos, el determi-
nante de A y la matriz identidad 1.

5 3 4
A= 1 -4 -5 |=-6
-1 3 4
-1 1 -1
En el ejercicio anterior hemos calculado la matriz Adj(A) = 0 24 -18
1 29 -23
) 3 4 -1 0 1 -6 0 0
A-(Adj(A)' = 1 -4 -5 1 24 29 |=[ 0 -6 0 |=
-1 3 4 -1 -18 -23 0 0 -6
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-1 0 1 5 3 4 -6 0 0
(Adj(AN A= 1 24 29 1 4 5 |=( 0 -6 0 |=
-1 —-18 -23 -1 3 4 0 0 -6
100
-6 0 1 0 | =41
0 0 1
La relacién es la siguiente:
A-(Adj(A)" = Al
(Adj(A)'-A = |A]1
5 3 10
Exercise 2.6.2 Dada la matriz A = 1 -4 5 caleula |A], A-(Adj(A))", (Adj(A))"
-1 3 -5

A

2.6.1 Propiedades de la matriz adjunta
1. (Adj(A))" = Adj(A")
2. A-(Adj(A)" = ATy A-(Adj(A))" = |A|1

Casos:
Segtin si el |A| se anule o no se pueden presentar las siguientes opciones:

1. a) Si|A4|#0 ﬁ 4 (Adj(A))t} =1 4 {Ijll (Adj(A))t] =1
S -1 . t _ L - 1 . t 1
4] {(Adg(A)) -A} =14 {IA (Adj(A)) ] A= i
-1 _ L . t
La matriz inversa de A es pues:— AT = |A] (Adj(A)) )

1. b) Si|A| = 0 entonces la matriz A no tiene inversa ;puesto que en esta
situacion A - (Adj(A))' =0-T=0

2.7 DMatriz inversa de una matriz cuadrada

Recuerda: Si una matriz admite inversa A~!, entonces ha de verificar siempre
que ésta es tnica y ademas A-A~' = A=1. A = I donde I es la matriz identidad.
A esas matrices se les denomina regulares

Solamente aquellas matrices cuadradas cuyo determinante sea no nulo ad-
miten inversa con respecto al producto. Y ademds por propiedades de la matriz
471 = o (Adi(4)!

adjunta hemos deducido que 14

1
Itambien A1 = WAazj(,cﬂ) ya que (Adj(A))' = Adj(A?)
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2.7.1 Pasos para calcular la inversa de una matriz regular

) 3 4
Dada la matriz cuadrada A = 1 -4 -5
-1 3 4
1° Calculamos su determinante |A| = —6
2° Calculamos su matriz adjunta
-4 -5 1 -5 ’ ’ 1 —4 ‘
3 4 -1 4 -1 3
-1 1 -1
T I I Y e
3 4 ~1 4 -1 3 L 6y
3 4 |5 4 (—1)3+3 5 3 ‘
-4 =5 1 -5 1 —4
3° Calcularemos la traspuesta de la matriz anterior (Adj(A))
-1 0 1
(Adj(A))' = 1 24 29
-1 —-18 23
4° Como A1 = ﬁ (Adj(A))" entonces:
1 -1 0 1
A7l =2 1 24 29
6\ -1 —18 —23
Nota: Comprobemos si A-A ' =T yque A-A~t =1
) 3 4 1 -1 0 1 1 0 0
AATL = 1 -4 -5 —— 1 24 29 =10 10
-1 3 4 6\ -1 —18 -3 00 1
11 0 1 5 3 4 1 00
AA = |- 1 24 29 1 -4 -5 =101 0
6\ -1 —18 -2 1 3 4 00 1
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2.8 Propiedades de los determinantes

1 El determinante de una matriz cuadrada coincide con el determinante de
su matriz traspuesta

A= |

Demostracion

a1 G2 a13
Al =| a21 a2z asgs

a31 632 G33
(1,202,103 3 — (2,303,201 1

= a1,1042,203,3+02,103,201,3+01 202 303,1—01 302 203 1—

a1,1 G211 a3
t| —
|A | =| Q12 a22 a32

= a1,102,203,3+01,202 303,102,103 201,3—01,302,2031—
a1,3 @23 0as;s

—a2,303201,1 — 01,202,103 3

Nota: En virtud de esta propiedad, todas las propiedades que se verifiquen
para filas también seran vélidas para columnas

2 El determinante de una matriz cuadrada es opuesto al determinante de la
matriz que se obtiene al intercambiar dos filas (o columnas) paralelas

a1 ai2 a1.3
a1 Q22 23 | = —
az;1 asz2 as;3

azi asz G33
a1 a2 G23
ail1 ai2 a13

Demuéstrala como ejercicio

3 El determinante de una matriz cuadrada es nulo si hay dos filas (o colum-
nas) proporcionales (o iguales)

kb a2 b
kc asp c 0
kd as.2 d
kb ke kd
a1 Q22 a23 0
b c d

Demuéstrala como ejercicio

4 El determinante de una matriz cuadrada es lineal con respecto a cada una
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de sus filas (o columnas)

a171+b a172+c a173+d ai1 ai2 a13 b & d
a2.1 az 2 az.3 = a1 G292 Q23 |+ | a1 G222 a3
az 1 az 2 az ;3 azi1 asz2 a33 asz1 asz a3;3

aap1 Qa2 @apgs a1 ar2 13

a21 a2 2 a2.3 = Q| az1 G232 @23

as;1 a3,2 asz ;3 as;1 as2 as;s
a171—|—/<: ai2 ai;3 a1 ai2 G133 k a2 @13
az1+J G22 G23 = 21 G22 G23 |+ | J Q22 a23
az1+h aszas asgs as1 Gz2 G33 h az2 asz3

5a1,1 ai2 ai3 a1 ai2 13

502,1 a2 a3 = p a1 az2 23

ﬂa?,,l azz2 ass asz;1 as2 as;3

Demuéstrala como ejercicio
Nota: Ten presente que es lineal con respecto a cada fila o columna. Aqui
la linealidad sélo se ha aplicado a la 1¢ fila y a la 1* columna

5 El determinante de una matriz cuadrada no varfa si a una fila (o columna)
le sumamos una combinacién lineal de otras filas (u otras columnas):

a1 taazy aig+aazs a3+ aazs a1 Gr2 a13
a21 a2 2 a2 3 = | G2;1 ag22 Q23
as;1 as2 as;3 as31 G332 G33
Demostracion:
a1 taazy airg+aazs a13+aazs a1 a12 a3 Qagy
a1 a2 2 a2 3 2= 21 G232 G323 |t+| G21
as,1 as,2 as,3 a31 G32 G33 as;1

a1 ai2 ai3

3 _
=] a21 G22 a3
as,1 ag2 as;3

6 El determinante de una matriz cuadrada es nulo si alguna de sus filas (o
columnas) es combinacién lineal de las otras

a1 ai2 ai3
az,1 a2 a3 =0
aay1 + Basy aarz+ Bazpy aay s+ Bazgs

Demostracién:
a1 a1,2 a3 a1l a2 G413
az,1 az 2 az 3 4= az1 az 2 azs3 |+
aary + Baz1 aarg + Pass  aar s+ PBazs aall Qar2 Qa3

2Por ser lineal el determinante con respecto a la 1¢ fila
3El segundo determinante es nulo por tener la 1¢ y 2 filas proporcionales
4Por ser lineal el determinante con respecto a la 3¢ fila

aaz 2
az 2
as,2

@az 3
a2 3
a3,3
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ai ai,2 ai,3
_5 _
az1  az2 a3 |=°=0

Baz1  Pazz Paszgs
7 Regla de Laplace — |A - B| = |A||B|
8 Si A es una matriz cuadradada de orden n, entonces |@A| = o™ |[A| Vo € R

9 Si una matriz cuadrada A es triangular superior o triangular inferior (ele-
mentos por encima o por debajo de la diagonal principal nulos) su deter-
minante coincide con el producto de los elementos de la diagonal superior:

11 ai2 G133

0 as2 a3 | = 0
0 0 as,s

CL171 0 0

a1 az2 O =0
as;1 as2 ass

10 La suma de los productos de los elementos de una fila ( o columna) por
los adjuntos correspondientes de una fila (o columna) paralela son nulos.

Demostracién por filas:

a11 G612 413
SiA = az1 G22 G23 hemos de comprobar alguna de estas tres

a31 az2 G33
relaciones:
a11821 +a1202,04+a1302,3 =
a11831 + a1 203,50 +a1 343,3
a21A31 + az2A3,2+az3A3,3 =

donde A; ; es el adunto del elemento a; ; de la matriz A
Veamos sélo una de las tres.
ai1 ai2 ai3
a171A271 —|—a172A2,2 —|—a1,3A2,3 =6 ai1 ai2 a3 =0 por tener dos filas
as;1 asz2 G33
iguales

11 El determinante de una matriz cuadrada es no nulo<=-Sus filas( o colum-
nas) son linealmente independientes

5El primer determinante es nulo por ser la 3¢ fila proporcional a la 1¢ y el segundo también
por ser la 3% fila proporcional a la 2¢

6Recuerda como se calcula un determinante utilizando una fila y sus adjuntos correspon-
dientes



Chapter 3

RANGO DE UNA
MATRIZ

Por filas: Dada cualquier matriz A, se define el rango de A por filas como el
n° méximo de filas linealmente independientes

Por columnas: Dada cualquier matriz A, se define el rango de A por colum-
nas como el n° maximo de columnas linealmente independientes

3.1 Propiedades del rango de una matriz

1 El rango de una matriz coincide con el de su matriz traspuesta

Nota: El rango de una matriz por filas o por columnas coincide siempre
2 El rango de una matriz no varfa si intercambiamos filas (o columnas)

3 El rango de una matriz no varfa si multiplicamos cualquier fila (o columna)
por un nimero real no nulo

4 El rango de una matriz coincide con el rango de la matriz obtenida al
sustituir una fila por ella mds una combinacion lineal de otras

5 Si una fila (0 columna) es nula o es combinacién lineal de otras el rango
de dicha matriz coincide con el de la matriz obtenida al suprimir dicha fila
(o columna)

3.2 Calculo del rango de una matriz por el método
de Gauss

Para calcular el rango de una matriz , utilizaremos un procedimiento ana logo al

que utilizabamos en los sistemas. Intentaremos triangularizar la matriz inicial.

El rango de la matriz inicial coincidird con el rango de la matriz obtenida al
suprimir aquellas filas que sean nulas.

37
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1 -2 0
L ) -1 3 2
Example 47 Calcular el rango de la siguiente matriz A = 9 9 1
1 -3 -2
1 -2 0 -3 -1 1 -2 0
_ -1 3 2 —4 2 1 0 1 2
RangA = Rang 9 9 1 4 0 = Rang 0 2 1
1 -3 -2 -4 -1 0 -1 -2
2
1 -2 0 -3 -1
0 1 2 -7 1
Rang 1 o o Z3 16 0 =4
0 0 0 -8 1
1 -2 0
. ) -1 3 1
Example 48 Calcular el rango de la siguiente matriz A = 9 _9 9
1 -3 -1
1 -2 0 1 -1 1 -2 0
_ -1 3 1 0 2 3 0 1
RangA = Rang 9 _9 9 40 = Rang 0 2
1 -3 -1 0 -2 0 -1 -1
4
1 -2 01 -1
0 1 1 1 1 1 -2 01 -1
=HRangl o 9 0 0 0 R“"&‘7(01 111 >2
0 0 0 0 O

3.3 Calculo de rangos por menores

-3
—4
—4
—4

-3
-7
2

-1

O = O

El rango de una matriz coincide con el orden de la mayor submatriz cuadada,

extraida de la matriz inicial , cuyo determinante sea no nulo.
1° Método : basado en el cdlculo de menores por filas

Comenzando por el orden k = 2 | se realiza el proceso siguiente : (para una

etapa k cualquiera)

e Se busca un menor de orden k no nulo; entonces el rango serd mayor o

igual que k

e Se anade a dicho menor una fila ¢, y cada una de las columnas que en él

no figuran, obteniéndose asi menores de orden k + 1.

19a fila/ = 2 fila + 19 fila

3% fila' = 2% fila — 2 - 1% fila
40 fila’ = 4% fila — 1° fila

232 fila' = 3% fila — 2 - 2° fila
40 fila' = 4% fila + 2° fila

320 fila' = 2% fila + 1° fila

3% fila' = 2% fila — 2 - 1° fila
4@ fila' = 4% fila — 1* fila

430 fila’ = 3% fila — 2 - 2% fila
4@ fila' = 4% fila + 2* fila

SN
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Si todos estos menores son nulos, significa que la fila i es combinacién lineal
de las k filas del menor anterior, por lo que podemos eliminar esa fila.

e Seguimos probando con las restantes filas, si todos los menores asi forma-
dos son nulos, entonces la matriz tiene sélo k filas linealmente indepen-
dientes, que son las que aparecen en el menor, y por tanto su rango es

k.

Si alguno de los menores k + 1 es distinto de cero, el rango es mayor o igual
que k41 y repetimos el proceso para otro etapa superior ( en concreto la k+1).

Nota importante:

Si al elegir un menor de orden 2 nos da 0, elegimos otro, y as{ sucesivamente
hasta elegir todos, si todos son 0, el rango es 1. De la misma forma, cuando
elegimos menores de orden 3.

2° Método : basado en el cdlculo de menores por columnas

Comenzando por el orden k = 2 , se realiza el proceso siguiente :(para una
etapa k cualquiera)

e Se busca un menor de orden k no nulo; entonces el rango serd mayor o
igual que k

e Se anade a dicho menor una columna j , y cada una de las filas que en él
no figuran, obteniéndose asi menores de orden k + 1.

Si todos estos menores son nulos, significa que la columna j es combinacién
lineal de las k columnas del menor anterior, por lo que podemos eliminar esa
columna

e Seguimos probando con las restantes columnas, si todos los menores asi
formados son nulos, entonces la matriz tiene sélo k columnas linealmente
independientes, que son las que aparecen en el menor, y por tanto su rango
es k.

Si alguno de los menores k + 1 es distinto de cero, el rango es mayor o igual
que k+ 1 y repetimos el proceso para otro etapa superior ( en concreto la k+1).

Nota importante:

Si al elegir un menor de orden 2 nos da 0, elegimos otro, y asi sucesivamente
hasta elegir todos, si todos son 0, el rango es 1. De la misma forma, cuando
elegimos menores de orden 3.

1 -2 3 0 4
-2 1 3 5 —2
Example 49 Calcula el rango de la matrizA= 1 10 —11 3 —15 22
23 —22 -3 —40 44
25 =29 12 —-35 57

Por filas

1° Como -2

-2 1
ninguna relacién entre ellas)

Por lo tanto el rangA > 2

2% ; La 3% fila es combinacién lineal de la 1% y la 2¢7

‘ = —-3#0 — La 1% y la 2% fila son L.I (no existe
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Para contestar a esta pregunta; tendré que orlar el menor no nulo anterior
con los elementos de la 3¢ fila y el resto de columnas formando asf los siguientes

1 -2 3 1 -2 0 1 -2 4
menores de orden tres| —2 1 3 -2 1 5 -2 1 -2

10 —-11 3 10 —-11 -15 10 —11 22

1 -2 3

-2 1 31=0

10 —-11 3

1 -2 0

Como | —2 1 5 =0 — La tercera fila es combinacién lineal

10 —-11 -15

1 -2 4

-2 1 -2 =0

10 —-11 22

de la 1¢ y la 2¢

Recuerda que si una fila es combinacién lineal de otras; entonces el rango de
la matriz inicial coincide con el rango de la matriz obtenida al suprimir dicha

fila

Loz 3 04 1 -2 3 0 4
-2 1 3 5 -2 o S 9
Rang | 10 —-11 3 —15 22 = Rang
23 —22 -3 —40 44
23 -2 -3 —40 25 —29 12 35 57
25 —29 12 35 57

3% ; La 4° fila es combinacién lineal de la 1* y la 2¢7

Para contestar a esta pregunta; tendré que orlar el menor no nulo anterior (el
de orden dos) con los elementos de la 4% fila y el resto de columnas formando ast

1 -2 3 1 -2 0 1
los siguientes menores de orden tres| —2 1 3 -2 1 5 -2

23 —22 -3 23 —22 —40 23

1 -2 3

-2 1 3 =0

23 —-22 -3

1 -2 0

Como | —2 1 ) =0 » — La cuarta fila también es combinacién

23 =22 —40

1 -2 4

-2 1 -2 =0

23 22 44

lineal de la 1% y la 2¢

Recuerda que si una fila es combinacién lineal de otras; entonces el rango de

la matriz inicial coincide con el rango de la matriz obtenida al suprimir dicha
fila

1 -2 3 0 4

-2 1 3 5 -2 r =23
RangA = Rang 93 _99 _3 _40 44 =Rang | -2 1 3

25 —29 12 —35 57 25 29 12

3°; Lab® fila es combinacién lineal de la 1% y la 27

Para contestar a esta pregunta; tendré que orlar el menor no nulo anterior (el
de orden dos) con los elementos de la 5% fila y el resto de columnas formando asf

-2 4
1 -2
—22 44
0 4
5 -2
—35 87
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1 -2 3 1 -2 0 1 -2
los siguientes menores de orden tres| —2 1 3 -2 1 5 -2 1
25 =29 12 25 —29 -35 25 —29
1 -2 3
-2 1 3 |=0
25 —29 12
1 -2 0
Como | —2 1 5 =0 —La 5% fila no es combinacién lineal de
25 —29 -35
1 -2 4
-2 1 -2 (=3
25 =29 57
la 1¢ y la 2¢

Por lo tanto; las tunicas filas linealmente independientes son la 1, 2¢ y la 5¢
1 -2 3 0 4
RangA = Rang | -2 1 3 5 -2 |1 =3
25 =29 12 -35 57
Observa que el menor, no nulo, de mayor orden que podemos extraer de la
1 -2 4
matriz Aes | —2 1 -2
25 =29 57
Haz el mismo ejercicio pero razonando por columnas

1 -2 3 0
-2 1 3 5
10 —-11 1 —15
23 =22 -3 -—-40

Example 50 Calcula el rango de la matriz A =

Por columnas

1° Como -2

1
-2 1
ninguna relacién entre ellas)

Por lo tanto el rangA > 2

2% ; La 3% columna es combinacién lineal de la 1¢ y la 247

Para contestar a esta pregunta; tendré que orlar el menor no nulo anterior

con los elementos de la 3% columna y el resto de filas formando asi los siguientes
1 -2 3 1 -2 0

= —-3# 0 — La 1% y la 2* columnas son L.I (no existe

menores de orden tres| —2 1 3 -2 1 5
10 —11 1 23 —22 -3
1 -2 3
Como | —2 1 3|1=6 — La tercera columna no es combinacién
10 -—-11 1

lineal de la 1¢ y la 2°

Las tres primeras columnas son L.I— RangA > 3

3° { La 4% columna es combinacién lineal de la 1¢ | la 2%y la 37

Para contestar a esta pregunta; tendré que orlar el menor no nulo anterior(el
de orden tres) con los elementos de la 4% columna y la ultima fila formando asf
1 -2 3 0
-2 1 3 5
10 —-11 1 -15
23 —22 -3 —40

el siguiente menor de orden cuatro

-2
o7
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Calculémoslo por la regla de Chio

1 -2 3 0
-2 1 3 5

10 —-11 1 -15

23 =22 -3 —40

realizamos las siguientes transformaciones { 2%colr = 2%col +2 - 1*col }
3%coll = 3%col — 3 - 1%col

1 -2 3 0 1 0 0 0
=21 3 5 | |-2 -39 5
100 —11 1 —15| |10 9 —29 —15
23 —22 -3 —40 23 24 —72 —40

Por ser lineal el determinante respecto a la 2%col y 4% col tendremos

1 0 0 0 1 0 0 0
-2 -39 5 |_ |-21 9 1
10 9 -29 -15 10 -3 -29 -3
23 24 72 —40 23 -8 -T2 -8

Al tener dos columnas iguales este determinante es nulo

Por lo tanto; la 4%col es combinacién lineal de la 1% ;2% y 3. Recuerda que
si una columna es combinacién lineal de otras; entonces el rango de la matriz
inicial coincide con el rango de la matriz obtenida al suprimir dicha columna

1 -2 3
-2 1 3
El rangA = rang 0 —11 1 =3
23 —22 -3
Observa que el menor, no nulo, de mayor orden que podemos extraer de la
1 -2 3
matriz Aes | =2 1 3
10 —11 1

Haz el mismo ejercicio pero razonando por filas

1 1 1
.y ) 2 -1 3
Example 51 Calcular el rango de la siguiente matriz A = 1 _9 9
3 0 4
Por Gauss
1 1 1 1 1 1
-1 3 0 -3 1 1 1 1
Rango 1 2 9 = Rango 0 -3 1 = Rango< 0 -3 1 > =
3 0 4 0 -3 1

Utilizando menores complementarios

e — Por filas
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Como ; jl = —3 (no nulo) . Las filas 1* y 2% son L.I— RangoA > 2

. La tercera fila es C.Lineal de las dos primeras?

Para saberlo, tendré que orlar el menor con la tercera fila y la

1 1
2 -1

1 1 1
tercera columna; obteniendo el siguiente menor de orden 3 | 2 -1 3 | Si

1 -2 2
fuese nulo, la 3% fila seria C.Lineal de las dos primeras; en caso contrario las
tres serian L. Independientes

1 1 1
Como | 2 —1 3 | =0 entonces la 3% fila es C.lineal de las dos primeras—
1 -2 2
RangoA > 2

De las tres primeras filas, sabemos que las dos primeras son L.independientes.
Ahora bien nos falta plantear la siguiente pregunta: ;La cuarta fila es C.Lineal
de las dos primeras?

Para saberlo, tendré que orlar el menor ; _11 con la cuarta fila y la
1 1 1

tercera columna; obteniendo el siguiente menor de orden 3 | 2 —1 3 |. Si
3 0 4

fuese nulo, la 4% fila seria C.Lineal de las dos primeras; en caso contrario las
filas 1%,2* y 4% serfan L. Independientes

1 1 1
Como | 2 —1 3 | =0 entonces la 4° fila es C.lineal de las dos primeras
3 0 4
Conclusién: Las tnicas filas L.Independientes son la 1 la 2°— RangoA = 2
e — Por columnas
1 1
Como 5 1 ' = —3 (nonulo) . Las columnas 1% y 2% son L.I— RangoA >
2
(La tercera columna es C.Lineal de las dos primeras?
Para saberlo, tendré que orlar el menor ; 31 con la restantes filas y la
1 1 1
tercera columna; obteniendo los siguientes menores de orden 3 | 2 -1 3 |y
1 -2 2

1 1 1
2 —1 3 | Sifuesen nulos, la 3% columna serfa C.Lineal de las dos primeras
1 -2 2

(rangoA=2); en caso contrario las tres serfan L. Independientes (RangoA = 3)

1 1 1 1 1 1
Como |2 -1 3| =0y]|2 —1 3| =0 entonces la 3* columna es
1 -2 2 3 0 4

C.lineal de las dos primeras
Conclusién: Las tnicas columnas L.Independientes son la 1* la 2°— RangoA
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Chapter 4

PROBLEMAS
MATRICES Y

DE

DETERMINANTES

4.1 Ejercicios Resueltos

-1 2 3 -1 4
Exercise 4.1.1 Dadas las matrices A = 0 4 -2 y B 2 3
-2 1 -3 -2 5
calcula 3A —2B , A-B y B.A
-1 2 3 -1 4 0 -1 -2 9
3A-2B=3|1 0 4 -2 |-2 2 3 2 = -4 6 -10
-2 1 =3 -2 5 -3 -2 -7 =3
-1 2 3 -1 4 0 -1 17 -5
A-B= 0 4 =2 2 3 2 = 12 2 14
-2 1 -3 -2 5 -3 10 —-20 11
-1 4 0 -1 2 3 1 14 -11
B-A=1| 2 3 2 0 4 -2 -6 18 —6
-2 5 -3 -2 1 -3 8 13 -7
Exercise 4.1.2 Con las matrices anteriores, calcula A%, B2, A2 + B? y
12B?
-1 2 3 -1 2 3 -5 9 -16
A2=10 4 -2 0 4 -2 |= 4 14 =2
-2 1 -3 -2 1 =3 8 -3 1
-1 4 0 -1 4 0 9 8 8
B:=| 2 3 2 2 3 2 = 0 27 0
-2 5 =3 -2 5 =3 18 -8 19
-5 9 -16 9 8 8 4 17 -8
A24B?=|( 4 14 -2 |+ 0 271 0 |=| 4 41 -2
8 -3 1 18 -8 19 26 —11 20

Calculemos 642 — 1282

45

6A% —
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-5 9 -16 9 8 8 —138 —-42 —-192
6 4 14 =2 —12 0 27 O = 24 =240 -—12
§ =3 1 18 -8 19 —-168 78 222

—138 —42 —-192
642 —12B? = 24 =240 -—-12
—-168 78  —222

1 4 5
Exercise 4.1.3 Dada la matriz cuadrada A = 2 3 2 calcula las
-2 5 =3

matrices A+ At y A— At y comprueba que la primera es simétrica y la sequnda
antisimétrica. Después demuestra que dicha matriz se puede descomponer como
suma de una matriz simétrica y una antisimétrica

1 4 5 1 2 -2
A= 2 3 2 y At = 4 3 5
-2 5 =3 5 2 -3
1 4 5 1 2 -2 2 6 3
A+At=| 2 3 2 +1 4 3 5 =1 6 6 7 Esta ma-
-2 5 -3 5 2 =3 3 7 —6
triz es simétrica.
1 4 5 1 2 -2 0o 2 7
A— At = 2 3 2 — 4 3 5 = -2 0 -3 Esta
-2 5 -3 5 2 -3 -7 3 0

matriz es antisimétrica )

1
Si denominamos B a A+ At y C a A — A? es evidente que A = §B + 50.

Con lo que acabamos de demostrar que A es suma de una matriz simétrica §B

U |
y una antisimétrica 50

(A+A)  (A— AD)
2 T2

A:

Exercise 4.1.4 Determina la matriz X cuadrada de orden 2 que verifica la

siguienteigualdadA~X-B:CdondeA=<i §>’B:<? ;))y
29 40
0(34 47>
x

Como no conocemos la matriz X ( . )

3 2 Ty 2 (29 40
4 3 z t 1 T\ 34 47
(6x+4z+3y+2t 9z + 62 + 6y + 4t )_(29 40)

8r+6z+4y+ 3t 12z 4 9z + 8y + 61 34 47
Obtenemos un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas

=+ <

N W
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6z + 4z 4+ 3y + 2t = 29
9z + 62 + 6y + 4t = 40
8r + 62+ 4y + 3t =34
122 4 92 4 8y + 6t = 47

Resolviéndolo por el método de Gauss

6 4 3 2 29 6 4 3 2 29
9 6 6 4 40 liminacic o 01 2 2 -11
8 6 4 3 34 | climinacion Gaussiana 00 -4 -3 8

12 9 8 6 47 00 0 -1 -4

Tendremos que el sistema inicial es equivalente al sistema
6z + 4z + 3y + 2t = 29
z+2y+2t=—-11

—4y —3t =38

t=4

cuyas soluciones son x = 12;y = —5; 2z = —9;t =

4

. . ] 12 -5
La matriz pedida es: < 9 4 )

Nota Cuando ya sepas calcular la inversa de una matriz podrds calcular el
ejercicio de la siguiente manera:

Dada la ecuacién matricial A- X - B = C' .Como las matrices A y B admiten
inversa por ser matrices regulares (determinante no nulo); entonces
Multiplicando los dos miembros de esta igualdad, por la izquierda, por A~1

A1 (A-X-B)y=A1.C— (A1 A).X-B=A"1.C
[-X-B=A1.CoX-B=A1.C

Si ahora multiplicamos por la derecha esta igualdad por B~}

(X-B)-B'=A1.C-B'-X-(B-B)=4"1.C.B™
X I=A1.C.B!

Asi pues:
X=A" B!

(R )2 1) (5 22 ) (A
x=(57)

Exercise 4.1.5 Determina las matrices B = < f Z ) cuadradas de orden 2

3 2
que conmutan con A = < 4 3 >

a

IRecuerda que toda matriz A = c

d —b
. 1
yestaesm(_c o )

Z ) con la condicién a-d—b-c # 0 admite inversa
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Sea B = < z ty > como B ha de conmutar con A entonces

Ty
z t

Operando tendremos

)

3z +4y 2z + 3y
3z + 4t

H1)-
):

(33)(27)

<3z+2z 3y+2t>

2z + 3t dx + 3z 4y + 3t

Obteniendo el siguiente sistema

3z + 4y = 3x + 22
20+ 3y =3y + 2t
3z+4t =4z + 32
22+ 3t =4y + 3t

20—2=0
r—t=0
z—t=0
20—2=0

Eliminando dos ecuaciones ten-

dremos que resolver el siguiente sistema compatible doblemente indeterminado
20 —2=0

=0 } cuyas soluciones son z =ty z = 2y

Por lo tanto todas las matrices del siguiente conjunto { ( 21; ZZ > /t,y € %}Conmutan

con la matriz A
Es interesante remarcar que dentro de este conjunto, encontraremos las sigu-
ientes matrices

0 0 ;
e 0= ( 0 0 ) la, matriz nula
) la, matriz identidad
e A= ( i ?)) > la propia matriz A

) su inversa

°
I
N
I
7N

y t oy 3 2\ [ 4y+3t 3y+2t
Comprobacion ( % i ) ( 4 3 ) - ( 6y + 4t 4y + 3t
Y

3 2 t [ Ay+3t 3y+2t
4 3 2y t )
T

6y + 4t 4y + 3t
Exercise 4.1.6 Determina la/s matriz/ces B = ( . ? )cuadmdas de orden

2; tales que A - B = O donde A es la matriz del ejercicio anterior y O es la

. 0 O
matriz nula (O—< 0 0 ))
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Como A - B = O entonces

3 2 z y\_(00
4 3 z t ) L0 O
3x+22=0

(3x+22 3y+2t)_(0 O)_} 3y+2t=0
dr+3z 4y+ 3t 0 0 dr+32=0
dy+3t=0

Cuyas soluciones son t =y=2z=1t=0

La unica matriz B es la nula O = < (0) 8 )

Nota Otra manera de resolver este ejercicio

Como la matriz A es regular? (admite inversa); entonces de la igualdad
A - B = O si multiplicamos por la inversa de A tendremos

A7 (A-B)=4"10=0—-(A"14)-B=0-1-B=0—-B=0

T

Exercise 4.1.7 Determina la/s matriz/ces B = < p

ZZ ) cuadradas de orden

2; tales que A- B = O donde A = ( 2_4 1_2 ) y O es la matriz nula (O =

(b 0)

Como A - B = O entonces

(L) (=008

2r+2z=0
2z + 2 2y +t 0 0 2y+t=0 o
—dy — 2z —dy— 2t =l o o) 7 Z4r—9:=0 podemos eliminar
—4y —2t=0

dos ecuaciones; obteniendo un sistema de dos ecuaciones lineales con cuatro
incégnitas que es compatible doblemente indeterminado. Siendo sus soluciones
todas las matrices del conjunto

1 (% T )]
(% ) (7 % )=(5 1)

Nota 1 Es interesante hacer resaltar que B - A no da la matriz nula
T Y 2 1 B 2¢ — 4y T — 2y
—2x —2y -4 =2 )7\ —dx+8y —2z+4y
Sélo se verificardn ambos igualdades B-A = O, A- B = O cuando B coincida
con la matriz nula

3 2
4 3

2 =1
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Nota 2 Demuestra que el conjunto de las matrices B tales que B+ A = O es

de la forma
dor 2x
H=" Ly ER
{<2y y )my }

2 3

Exercise 4.1.8 Dada la matriz B = < 1 9

> determina la matriz cuadrada

X de orden 2 tales que X-B = I donde I es la matriz identidad (I = ( (1) (1) ))

n n—1
Exercise 4.1.9 Demuestra que A" = ( aO mZn )

Por el principio de induccién, he de demostrar que se verifica paran =1y

n = 2, luego suponer que la igualdad es cierta para n y después comprobar que
también se verifica para n + 1 utilizando la hipétesis anterior

ST
(DG -5 )
e=(3 ) (5 )-(5%)

. . |4 .
Si se verifica para n ° tengo que demostrar que es cierta para n + 1

n n a® na"! a 1 a"tl a"(n+1
AH:A'A:G(O a” )(0 a):< 0 éml))

Como es cierto; entonces puedo afirmar que

n n—1
An(“ "‘; >vneN~{0}

0
2 -3 -5 -1 3
Exercise 4.1.10 Dadas las matrices A = -1 4 5 , B = 1 -3
1 -3 —4 -1 3
2 -2 —4
yC=| -1 3 4
1 -2 -3

a) Demostrar que A-B=B-A=0,A-C=A4C-A=C
b) Aplicando los resultados de a) demostrar que A-C-B = C-B-A = O,
A2 - B?=(A-B)(A+ B).(A+B)? =A%+ B?

19 -8 -1
Exercise 4.1.11 Calcular B*" si sabemos que B = 49 =21 -3
—46 19 2
19 -8 -1 19 -8 -1 15 -3
B2=B-B=| 49 —21 -3 || 49 -21 -3 | = 40 =8
—46 19 2 —46 19 2 =35 7

a™  na

- n—1
°Hipétesis de inducciéon A" = ( 0 an )

n n—1
6Por la hipétesis de induccién sabemos que A™ = ( aO na n )
a

3
8

5
)
5

-7
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19 -8 -1 0 0 0
B3=DB?.B = 49 -21 -3 ]1=10 00
735 7 —46 19 2 0 0 0
0 00 0 0 0
ComoB3>= | 0 0 0 |;esevidenteque B = 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 -10 -6
Exercise 4.1.12 Calcular C™ si sabemos que C = 20 -19 -—-12
—15 15 10
11 —-10 -6
Como C'= | 20 —19 —12 | ;entonces
—-15 15 10
11 —-10 -6 11 —-10 -6 11 -10 -6
c?=| 20 -19 -12 20 -19 -12 20 —-19 -—12
—15 15 10 —-15 15 10 —-15 15 10

C}*=C*C=0-C=C*=C
Es evidente pues que C" = C Vn € N ~ {0}

1 1
1 -z
Exercise 4.1.13 Calcular E7 si sabemos que E = 0 1 I
7
0 0 1
7 I 7 I 74
E2: 1 - 0 1 - = 0 1 7
7 7 0 0 1
0 1 0 0 1
1 1
SR ANEEEANIE R
E3=1|(0 1 4%9 0 1 I =10 1 4%9
0 0 1 7 0 0 1
0 1
1 1
1 3 2 1 - - ] 4 3
T4 7 T 749
Et=|0 1 2 01 =01 3
0 0 1 7 0 0 1
0 0 1
1 3 24 1 4 34 1 1 1
) 7 7 4 7
ET=FE*E3=|0 1 4%9 0 1 %9 =0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 O
Exercise 4.1.14 Calcular D?° si sabemos que D = 1 1 0
1 1 0

100 1 00 100
D=1 1 0 11 0]=12120
1 10 1 10 210
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1 00 1 00 1 00
D3=D?.D= 2 1 0 1 1 0 = 3 1 0
2 1 0 1 1 0 3 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
D*=D3D=1|3 1 0 1 1 0])=(410
3 1 0 1 1 0 4 1 0
Es facil demostrar que:
100\ 1 00
D=1 10 =20 1 0
1 1 0 201 0

Exercise 4.1.15 Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. Averiguar
si son ciertas las siquientes iqualdades: a) A2—B2 = (A—B)(A+B) b)(A — B)* =
A? —2A-B+ B?

(A—B)(A+B)=A?-A-B+ B-A+ B?# A? — B? ya que las matrices
Ay B en general no conmutan

(A-B?=(A-B)(A-B)=A2—A-B—B-A+B?+# A2 —2A-B+ B2
por la misma razén de antes

Conclusién: Estas igualdades s6lo se cumplen cuando A y B sean matrices
cuadradas del mismo orden y que ademéds conmuten, es decir que A-B = B- A

Exercise 4.1.16 Demostrar que si A es una matriz cuadrada que verifica la
relacion A2 — A+1 = O (donde I es la matriz identidad y O es la matriz nula)
entonces A admite inversa. Hallarla

Como A2 —A+1=0 ,
. . —A*+AI=1Q
L A2
Per ser I la matriz identi- Entonces —A° + A = +1 —>{ _A2 4 JA— T QG

TA=A
dad { Al = A Si en @ sacamos factor comin A por la izquierda y en Q@ sacamos factor

comin A por la derecha tendremos

A(-A+I) =1 -1 _
(CA+DA=T } o AT =4+
n  n?+13n
L7 98
Exercise 4.1.17 Demostrar que E™ = 0 1 n st sabemos que

7

0 0 1
p L1
. [

la matriv E =

0 1 =
7
0 0 1

Comprobemos que se verifica paran =1y n =2

2
1 1 1"+13-1 L1
L 7 98 T T . .
E = 0 1 1 =10 1 = Si se verifica paran =1
7 0 0 1
0 0 1
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1 L 1 1 L 1 1 2 15
7 7 7
E?P=(0 1 ; 01 ; =01 4%9
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Como 1 ; 2 +gé3 -2 1 2 1 — se ver-
7
E? = 1 2 =0 1 4%9
7 0 0 1
0 1

ifica para n = 2
Supongamos que es cierta paran = ’ y con esta hipétesis hemos de demostrar
que se verifica para el siguiente n 4 1

n n?+13n
had 11 1,1 1,15 1
Eft=EnE=%] | I 01 ¢+ |]=0 1 $+n
7 0 0 1 0 0 1
0 0 1
1)2+13 1

Para que sea cierta para n+1; bastard con que calcules (n+1) —S’)—8 (n+1)
y te fijes si coincide con %—&—é—gn—l— %nQ. Observards que la respuesta es afirmativa.

Como es cierto; entonces puedo afirmar que

1 n  n?+13n
7 98
Er=1,1 1 VYn € N ~ {0}
7
0 0 1
3 0 8
Exercise 4.1.18 Sea A = 3 -1 6 comprobar que (A+1)? = O
-2 0 =5
(O es la matriz nula). Justifica que A admite inversa y obtén su matriz inversa
3 0 8 1 00 4 0 8
A+T=1 3 -1 6 +1 0 1 0 | = 3 0 6
-2 0 -5 0 0 1 -2 0 -4
4 0 8 4 0 8 0 0 0
(A+1)? = 3 0 6 3 0 6 =00 0 |=0
-2 0 -4 -2 0 —4 0 0O
Como (A+1)?=0;A2+ Al +TA+1? =0; A2 +2AI + 1 =0 Per ser I la matriz identi-
—A?2 24l =1Q dad TA = Al

A2 _
Entonces —A* — 241 = +1 — —_A2 _9JA =T @@

Si en @ sacamos factor comin A por la izquierda y en @@ sacamos factor
comuin A por la derecha tendremos

A-A-2D) =1 }—>A1:—A—2I

(—A—2DA=T1
"Hip6tesis de induccion
1 n  n?+13n
7 98
=101 Z
7

0o 0 1
8Por la hipétesis de induccién
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3 0 8 1 00
Al=—-A-2I=—-| 3 -1 6 -2 0 1 0
-2 0 -5 0 01
-5 0 -8
Al= -3 -1 -6
2 0 3
0 3 4
Exercise 4.1.19 Sea B 1 -4 =5 Demuestra que: a) B3+ 1 = O
-1 3 4
b) Justifica que B es invertible y obtén B=1 ¢) Calcula razonadamente B°
0o 3 4 0o 3 4 -1 0 1
B? = 1 -4 =5 1 -4 -5 | = 1 4 4
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3
-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
B3=B’B=| 1 4 4 1 -4 =5 |=| 0 -1 0
-1 -3 -3 -1 3 4 0o 0 -1
Observa que B3 = —I. Si sumamos a los miembros de esta igualdad la

matriz identidad tendremos:
B+ I=-1+1=0

Para calcular la inversa de B he de tener presente que

BB = 1. }H (-B)B=1. }HBlBQ

BB? = —I. B(-B?% =1.
-1 0 1 1 0 -1
Asi pues; B~! = — 1 4 4 = -1 -4 —4
-1 -3 -3 1 3 3
Si nos piden ahora B'° tendremos presente que:
0 3 4
B = B3B3B3B = (-I)(-I)(—I)B=—-B = — 1 -4 -5
-1 3 4
0 -3 —4
BY=| -1 4 5
1 -3 —4
Exercise 4.1.20 Calcula los valores x1,x2, 23, T4, Y1, Y2, Y3, Yaque satisfacen las
. . . .. 2AX — 3AY =B _ r1 X2 _ Y1 Y2
ecuaciones szguzentes.,{ AX — AY = C donde X = o5 14 Y = ( L

2 =5 —-18 0 —-17 =30
A_<—1 3 )’B_<11 1>’0_<10 18 >
En primer lugar calcularé la inversa de la matriz A
—1
A1 2 =5 _ (35
-1 3 1 2

) 2AX —-3AY =B
Dado el sistema { AX — AY = C
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Si multiplicamos la 2% ecuacién por 2 y le sumamos la 1¢ obtendremos que:
—AY = B — 2C . Multiplicando por -1 tendremos:
—16
)

Je2(o” W)=

Si multiplicamos la 2% ecuacién por —3 y le sumamos la 1* obtendremos que:
—AX = B — 3C.Multiplicando por -1 tendremos:
J-( ) e

J5(

Si multiplicamos las expresiones * y ** por A~ !tendremos

—-18 0
11 1

—-17
10

-30
18

—60

AY:—B+20:—< 2

-18 0
11 1

—-17
10

-30
18

-33
19

-90

AX = —B+3C = — ( 5

~16  —60 3 5\ ( -16 —60 -3

-1 — A1 — —

AT (AY) =4 9 3 )\ 1 2)( 9 35 >_>Y< 2
~33 —90 3 5\ ( 33 —90 —4

—1 — A1 — —

AT (AX) =4 (19 53)‘(12)(19 53>_’X_(5
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Exercise 4.1.21 Calcula los valores de « tales que el determinante de la matriz

1 1 «
A= 1 a1 sea nulo
a 1 1
1 1 «o
Al=|1 a 1 |=0—3a—-2-a*=0
a 1 1

Si resolvemos la ecuacién anterior tendremos que los valores del pardmetro
a que anulan el determinante de A son 1y —2

Exercise 4.1.22 Calcula los valores de a tales que el determinante de la matriz

1 -1 2
A= 1 1 a sea nulo
1 1 2—a
1 -1 2
[Al=]1 1 a =0—4—4a=0
1 1 2—a

Si resolvemos la ecuacién anterior tendremos que el valor del pardmetro a
que anula el determinante de A es 1

Exercise 4.1.23 Calcula los valores de m tales que el determinante de la matriz

m+1 3 m
A= 3 m+1 2 sea nulo
m 2 m
m+1 3 m
Al =1 3 m+1 2 |[=0—-m?—-4=0
m 2 m

Si resolvemos la ecuacion anterior tendremos que los valores del parametro
a que anulan el determinante de A son 2 y —2

Exercise 4.1.24 Encontrar el valor de x (real) para el cual se cumple que el

T 3 1
determinante de la matriz B es 20, donde B=| z+1 4 2
T 2—22 1
T 3 1
_ — 3 _ 2 _
|B| = i—Fl 421_332 i =z’ —z‘4+x—-1 a2 4w —1—=20
Como |B| =20

Transponiendo términos

P —a2?4+2-21=0

Si la resolvemos mediante la regla de Ruffini tendremos que las soluciones
son:

- 3
= —1+iV6
= —1-iV6

La tnica que vale es z = 3
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-2 1
Exercise 4.1.25 Calcula la inversa de la matriz A= | 1 0
1 2
1° Calculamos su determinante |A| = —16
2° Calculamos su matriz adjunta
0 -3 1 =3 10
2 2 1 1 1 2
. 1 0 -2 0 -2 1
S I TR O R N
1 o |-2 o -2 1
0 -3 1 -3 1 0
3° Calcularemos la traspuesta de la matriz anterior (Adj(A))"
6 -1 -3
(Adj(A)' = -4 -2 —6
2 5 -1
1
4° Como A1 = =T (Adj(A))" entonces:
1 6 -1 -3 —% 1—16 %
e I
16 1 5
2 5 -1 ~§ 16 16
Nota: Comprobemos si A-A ' =T yque A-A"t =1
3 71 3
-2 1 0 % 5 % 10
1 5
L2t Sy o g 0 0
-2 % -2 10 10
1 5
-5 % 16 2 1 0 0

Exercise 4.1.26 Dadas las matrices

-1 0
1 2 3 1 -1
A:<211>B: 2 2 C:<1o)
-1 -1
Se pide obtener:

C+A-B,C'"+(A-B)™', (C+A-B)™, [C], |cC7!|

_ oo = OO
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ICl=1
|C_1| :’ 0_1 } ‘: 1. No hacia falta calcular IC_l ,vaque C-C~ ' =1
_ _ 1
ylC-CTl=Il=1-|C 1|:W:1

Exercise 4.1.27 Calcula las inversas, si existen, de las siquientes matrices

—1
0 1 1 -2
a=(30)e=(a0") e (
0
2
1

-1 1
F=1|20
4

-1

—1
1 2) D 1
1

1 2
0 3
3 6 11

w

E =

Tt W N
© O N
— =

1
0

Remark 7 Recuerda que si A = ( Z Z ) es tal que ab — cd # 0 entonces A

1 d -b
o -1 _
admite inversa y A=+ = b od < e a )

Por la nota anterior:

1 0 -1 1 4 2 .
o A7l = = B! = — C no admet inversa ya
2 -2 0 10 -3 1
que |C|=0
a1 ar2 a3
Remark 8 Recuerda que st A = as1 G22 a23 es tal que |A| # 0 en-
as,1 as2 0az;s3
o 1 . t
tonces A admite inversa y ademds A~! = A (Adj(A))
Q22 G23 | @21 a3 a1 G232
a3z a33 as,1 33 as1 G332
. a2 ai ai1  a a1,1 aiz2
donde Adj(A) = ’ 3 ’ 3 ’ '
asz2 a33 a31 Q33 as1 asz2
air2 aiz3 | a1 a13 a1 ai2
@22 Aa23 azi1 a3 az1 a2

es la matriz adjunta de A

-1

-1 1 2
eD=|1 0 3 — |D| =7 por lo tanto D tiene inversa
1 11
03| |13 10
1 1 1 1 1 1
. . 1 2 -1 2 -1 1
Calculemos su adjunta Adj(D) = —‘ 11 ‘ ‘ 11 ‘ _‘ A
12| | -1 2| [ -1
0 3 1 3 1 0
-3 2 1
1 -3 2
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1 -3 2 1

(Adj(D))t:% 1 -3 2 =

Como D1 =
|D|

—1

[\]

-1
o [ =

w
=N O
S|
Il
|
ot
o
S
=
—
o
-+
©
5
—+
o
&=
2
]
=
]
=
<
@
=
w
®

o
O =

(SN

11
’ 1 (A
Comprueba ti que £~ = | —z —%

—

—
|

—_

1 2 3
e F=|1 0 0 1 | —|F|=1porlo tanto F tiene inversa
4 9 1
9 =25 =2
Comprueba ti que F~! = -4 11
1
1
2

2 2
Exercise 4.1.28 Dada la matrizA= | 1 3 se pide
1 3

a) Calcular (A —I3)? - (A — 5I3)

b) Obtener A' y razonar si existe A~!
1
0

1

1

1

0

1

1

1
2 21

A-5I3=1 1 3 1 | -5

1 3 2

9

9

W N DN
— ==

1
9

9

11

1
1
4
4
5
-3 1
-2 1
3 =3
2 1
1
1

wNo NN O = Oo

~— "2 oo
o GU R

S O =

-3
1 -2
1 3 =3

1

1
1
1

—
b
|
&
N
[\v]
—~
b
|
ot
&
N>
I

[ QTSNS

(2 TSN

1

—_

/N~ O O _

2
At=1 2
1

Como |A| =
~1

2 1 1
A= 2 3 3 = -3 2 -1
11 2

Exercise 4.1.29 Dada la matriz A = 2 -1
-4 4 -1
—2A—1I5 siendo I3 la matriz identidad. Usando la férmula anterior calcula A=1.

comprobar que A? =
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5 —4 2 5 —4 2 9 -8 4
A= 2 -1 1 2 -1 1 |=| 4 -3 2
. -4 4 -1 -4 4 -1 -8 8 -3
- 1 00 9 -
2A-L=2| 2 -1 1 |-[o0o10]|=( 4 -3 2
4 4 -1 00 1 -8 8 -3
A2 =241,

A(-A+2I3) =13 -
5 B 2 B 1 _
e Como A =2A—13 — —A*+2A =13 — (—A+2]3)A:IB R

—A+2I3
Asi pues:
5 —4 2 1 00 -3 4 =2
Al =—Ap2l3=— 2 -1 1 |42 0 1 0 |=| -2 3 -1
-4 4 -1 0 0 1 4 —4 3

Remark 9 Perfectamente puedes calcular A~ por otro procedimiento, pero ex-
plicitamente te han pedido que lo calcules con la relacion que has demostrado

Exercise 4.1.30 Demostrar usando las propiedades de los determinantes

1 a b+ec
1 b c+a|=0
1 ¢ a+bd
1 a b+c 1 a a+b+c 1 a 1
1 b cta =21 b a+btc|M=(a+b+tc)| 1 b 1|=10
1 ¢ a+d 1 ¢ a+b+c 1 ¢ 1
Otra manera de resolver esta cuestion.
1 a b+c 1 a b+c 1 a b+c
1 b c+ta|=8]0 b—a a=b|=|0 b—a —(b—a) |="1(b-
1 ¢ a+bd 0 c—a a—c 0 c—a —(c—a)
1 a b+c
a)(c—a)| 0 1 -1 =150
0 1 -1

Exercise 4.1.31 Calcular, sin desarrollar, el siguiente determinante:

a a® a?
b b2 b3
c 2

10Si a una columna le sumamos una combinacién lineal de otras columnasel determinante
no varia. Aquf en concreto 3%col = 3%col + 2%col

11Un determinante es lineal respecto de cada columna

128§ dos columnas son iguales el determinante es nulo

138i a una fila le sumamos una combinacién lineal de otras filas el determinante no varfa.
Aqui en concreto

2% fil = 2% fil — 1%col

3% fil = 3% fil — 1%col

14Un determinante es lineal respecto de cada fila. Lo aplico para las filas 2% y 3¢

15Un determinante que tenga dos filas iguales es nulo.
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a a®> a® 1 a a?
b bv® b | =1gbc| 1 b b2
c & 3 1 c?
1 a a®
a)c—a)| 0 1 b+4a |=
0 1 c+a
1 a ad?
=Yabc(b—a)(c—a)| 0 1 b+a
0 0 c—b

61

= 20abc(b — a)(c — a)(c — b)

Exercise 4.1.32 Calcula los siguientes determinantes por triangularizacion

2 -3 0 2 —1
7 3 —4 -3| 45|10
Al o 4 5 7|7 2
3 -5 —2 —4 2
1 -3 0 2
_2n_| 0 L =2 =81 o
0 -2 5 -3
0 —27 —4 17
1 -3 0 9
s | 01 -2 8
0 0 1 —19
0 0 0 —1301
1 2 3 4 5
3 6 1 0 -3
B 2 -1 7 0 3 |=%_
5 -3 1 2 4
3 -2 0 0 1

-3
3
4
)
-1
0
0

0
—4
)
-2
-3

1
0
0

2
-3
-7
—4
0
-2
1

—58

[=JRICREN QR

O = O O N

_22

-1 -3 0 2
0 =21 —4 17
o -2 5 =3
0 1 -2 =8
2
-8
-19
—199
4 2 =3
-3 0 6
3 1=10 -1
) 4 2
1 0 -2

16Un determinante es lineal respecto de cada fila. Lo aplico para las filas 1¢,2¢ y 3¢
178i a una fila le sumamos una combinacién lineal de otras filas el determinante no varfa.

Aqui en concreto
2% fil = 2% fil — 1%col
3¢ fil = 3% fil — 1%col

18 Teniendo presente que 22 — 2 = (2 — t)(z +t) y ademds que:

Un determinante es lineal respecto de cada fila. Lo aplico para las filas 2% y 3%
198i a una fila le sumamos una combinacién lineal de otras filas el determinante no varfa.

Aqui en concreto.
3% fil = 3% fil — 2%col

a b c

20000 d e |=adf
0 0 f

21 Modificamos

la primera columna suméndole la segunda

2290f)/ =29’ +10-1%fil ; 321'=3%£1'4+2-19fi] ; 4°fil’ =4°£i1’-2-1¢fi
238i intercambiamos la 2%fila con la 4% el determinante cambia de signo

243af])/ =39£]'4-2-29fi] ; 4°fil'=4°fil'427-2%fil
25 gafj)! =49f]’ 4+ 58-3%fil

268i intercambiamos la 1%fila con la 4¢ el determinante cambia de signo
278i intercambiamos la 1%columna con la 4% el determinante cambia de signo

[=JRICREN QS
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2 =3 1 5 4 2 1 -3 5 4
0 6 1 3 -3 0 1 6 3 -3
=20 -1 7 2 3 [=2—]0 7 -1 2 3 | =
0 8 1 -—-11 -3 0 1 8 -—-11 -3
0 -2 0 3 1 0 0 -2 3 1
2 1 =3 5 4 2 1 4 5 -3
0 1 6 3 -3 0 1 -3 3 6
=010 0 —-43 —-19 24 |=310 0 24 —-19 -43 |=
0 0 2 -14 0 0o 0 0 -14 2
0o 0 -2 3 1 0o 0 1 3 -2
2 1 4 5 -3 2 1 4 5 -3
0 1 -3 3 6 0 1 -3 3 6
=210 0 1 3 -2 |[=¥-]0 0 1 3 -2 | =
o o0 0 -14 2 0o 0o 0 -14 2
0 0 24 -19 —43 o 0 0 -91 5
2 1 4 5 -3 2 1 4 =3 5
0 1 -3 3 6 0 1 -3 6 3
=_2/0 0 1 3 -2 |=%2/0 0 1 =2 3 =
0 0 O -7 1 0 0 O 1 -7
o 0o 0 -91 5 0 0 O 5 91
2 1 4 -3 5
0 1 -3 6 3
=621 0 0 1 -2 3 =224
0 0 O 1 -7
0 0 O 0 —56
0 3 4
Exercise 4.1.33 Calcula el determinante 1 -4 =5 | por la regla de
-1 3 4

Sarrus y mediante un desarrollo por adjuntos

0 3
1 -4
-1 3
tendremos:
0 3
1 —4
-1 3

4
)
4

Si desarrollamos e

4
-5
4

=12415-16—-12= -1

ste determinante, por los adjuntos de la primera columna

3 4

—1.(—1)2+1
=1-(-1) 4 _5

3
3

40 0 s
R

-

284afila'=49fila-2-1%fila
298i intercambiamos la 2%columna con la 3% el determinante cambia de signo
303afila’=3%fila-7-2%fila; 49fila’=4%fila-2%fila

318i intercambiamos la 3%columna con la 5% el determinante cambia de signo
328i intercambiamos la 3%fila con la 5% el determinante cambia de signo
335afila’=5%la-24-3%fla

34Por ser lineal el determinante con respecto a cada columna

358i intercambiamos la 4%columna con la 5% el determinante cambia de signo
3059 fila/=5%fila-5-3%fila
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5r by 532 z y 5
Exercise 4.1.34 Calcular | 1 0 E y| 2¢z+5 2y 2243 | en
T Yy z
funcion de | 5 0 3
1 1 1
5r by 532 Ty ; Ty 2
1 1 1 1 11
x Y z T Y z x Y
2z 4+ 5 2y 2z+3 | =T 2 2y 2z |+ 5 0
z+1 y+1 z+1 z+1 y+1 z+1 z+1 y+1
T Yy =z xT Yy z T Yy z T Yy z x Yy
=2z y z |42z y z |+ 5 0 3|+ 5 0 3 |=*5 0
T Yy =z 1 1 1 T Yy z 1 1 1 1 1
a+b b+c c+a a
Exercise 4.1.35 Probar sin desarrollar que | p+q q+7r r+p |=2| p
r+y Yy+z z+4+zT T
a+b b+c c+a a b+c c+a b b+c c+a
p+q gqg+r r+p|=|p qg+tr r+p |+ ¢ g+r T+p |=
r+y yY+z z+x r Yy+z z+T Yy yYy+z z+x
a b+c c a b+c a b b c+a b ¢ c+a
=|p q+tr r |+ p g+tr p |+ q¢ q T+p |+ g T THP
r yYy+z =z r Yy+z x y Yy zZ+x Yy z zZz+x
a b c a c b ¢ ¢ b ¢ a
=|p q 7" |+|p r r|+|lq r ri|+|qg T Pp =41
T Yy =z T z z y oz oz y z oz
a b b ¢ a a b
=|p q r |+|4q p =2 p q r
Ty y oz T Ty
1 2 3
Exercise 4.1.36 Probar sin desarrollar que | 4 5 6 | =0
7 8 9

37Por ser el determinante lineal con respecto a cada fila
38Por ser el determinante lineal con respecto a cada fila
39Un determinante es nulo si hay filas repetidas

40F] segundo y el tercer determinante son nulos por tener columnas repetidas
41El segundo y el tercer determinante son nulos por tener columnas repetidas

428 en el segundo determinante intercambiamos la 3¢ columna por la segunda y después la

a b ¢
2% por la 1¢ volvemos a obtener | p ¢ r
r Yy =z

utivas

al realizar dos cambios de columnas consec-

40
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1 2 3 1 1 2 1 1 1
4 5 6 |=% 4 2 =214 1 1 |=%0
7 8 9 7T 1 2 7 1 1
Exercise 4.1.37 Calcula los determinantes que a continuacion se indican, apli-
2 3 4 1 2 3 0 1
. . 3 6 10 1 3 6 1 -2
cando convenientemente la regla de Chio a) 4 10 20 1 b) i 0 -2 3
5 15 35 1 5 =5 0 1
-2 1 =3 0
) -2 -3 -1 0
Y10 5 2 0
-3 7 -4 4
2 3 4 1 2 3 4 1
1 3 6
3 6 10 1| 4,41 3 6 0 VIS B
*ls 10 20 1|2 7 16 o= 2172;?—
5 15 35 1 3 12 31 0
1 3 6
-2 7 16 | =
3 12 31
1 3 6
=10—10 1 4 [=-1(-1'! . 143 ’:—1
0 3 13
I e
4|t - _1)3+2 _
*l4 0 —2 3|7 10 12 0 —1 |~ 150 i25 11
5 =5 0 1 5 -5 0 1
-2 -3 -1 3 -8 0 3 8
=| 10 12 -1 |[=8] 15 7 0 |=1(-1)3"3 15 7 ':141
5 =5 1 5 =5 1
:3 _13 j’ 8 -2 1 -3 0 4 =2
° = 4(—1)4+4 2 -3 -1 |=%94 2 -3 -1
0 b 2 0 0 5 2 0 5 2
-3 7 -4 4
4 =2
8‘ 5 9 ’_144

438i modificamos la 2% columna restdndole la primera y modificamos la 3%columna restan-
dole la 1¢ el determinante no varia

44Un determinante es nulo si hay columnas repetidas

4590 7 filg = 2° fila — 1%

3% ' fila = 3% fila — 1%

4%/ fila = 42 fila — 1@

4690 1 filg = 2% fila — 2 - 19 fila

3% ' fila = 3% fila — 3 - 1% fila

4730 1 fila = 3% fila + 2 - 29 fila

4810 7 fila = 1° fila + 3° fila

2% fila = 2% fila + 3% fila

4990 1 fila = 2 fila — 1° fila
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a b ¢ a+ 4b
Exercise 4.1.38 Si| d e g | = —b caleula: a)| d+4e
h i j h + 47
a+4b 5b c+ 5a
¢)| d+4e bHe g+5d
h+4i 5i j+5h
a+4b b c a b c 4b b ¢
e | d-+4e g|l=1d e g |+]| 4 e g |=
h+ 41 j h i j 4i i j
-5
a bHb c a c
e | d be g |=5|d g | =-25
h 5 j h j
a+4b bbb c+ 5a a 5b c+ba 4b
e | d+4e be g+5bd |=| d be g+5d |+| 4e
h+4i 51 j+5h h 51 j4+5h 47
a bbb c—+5a a bbb ¢ a bbb ba
=|d be g+5bd|=|d be g |4+| d be 5bd
h 5 j+5h h 5 j h 5i b5h
—25
-1 2 3
Exercise 4.1.39 Dada la matriz A = 0 4 -2
-2 1 =3
(Adj(A))tc) A (Adj(A))" d) (Adj(A)'-Aye) A7}
-1 2 3
° 0 4 -2 |=1248+24—-2=42
-2 1 =3
4 =2 0 =2 0
1 -3 -2 -3 —2
. 2 3 -1 3 -1
R I R I e
2 3 -1 3 -1
4 =2 0o -2 0
-10 9 -—16
(Adj(A)' = 4 9 -2 |,
8 -3 -4
-1 2 3 -10 9 -16
A-(Adj(A))' = 0o 4 —2 4 9 -2
-2 1 -3 8 -3 -4

50El segundo determinante es nulo ya que la 1%col y la 2% son L.D
51El segundo determinante es nulo ya que la 1%col y la 2% son L.D
52E1 segundo determinante es nulo ya que la 2%col y la 3% son L.D

S

5b
5e
5%

_52

o

g |b)

S

.o
. o

c+ ba
g+ 5d
7+ 5h

Y}

65

a

5b

d be

h

determina a)|Al b)

—10
9
—16

4
9
-2

8
-3
—4
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42 0 0
A-(Adj(A)' = 0 42 0o | =421

0 0 42
-10 9 -16 -1 2 3
o (Adj(A)" - A= 4 9 -2 |- o 4 -2
8 -3 —4 -2 1 -3

42 0 0
(Adj(A)' -A=| 0 42 0 | =421

0 0 42

e Vamos a calcular A~!

Por los apartados anteriores; podemos observar con facilidad que A= =

L (adj(ay

4 5 3 8
1 -10 9 -16 o ou Ty
Por lo tanto A™! = - 4 9 -2 | = i _%
1
8§ -3 -4 3 T T
4 8 0
Exercise 4.1.40 Dadas las matrices D = -2 -4 0 e I la matriz
3 6 0

identidad de orden 3, comprobar: a) Que D? es la matriz nula b) Que D no
tiene inversa ¢) Que D — I si admite inversa. d) Demostrar que siempre que
D? sea la matriz nula entonces se tiene que (D — I)™' = —D — I ¢) Calcula la
inversa de D — I

4 8 0 4 8 0 0 0 0
o D? = -2 -4 0 -2 -4 0 |J=(000
3 6 0 3 6 0 0 0 0
4 8 0
e D no es regular (no admite inversa); ya que | =2 —4 0 | = 0 por
3 6 0
tener una columna nula
4 8 0 1 00 3 8 0
e CalculemosD—-I=| -2 -4 0 |- 0 1 0 )= -2 =5 O
3 6 0 0 0 1 3 6 -1
3 8 0
D — I es regular (admite inversa); yaque | =2 —5 0 |=-1
3 6 -1
e Veamos si es cierta la implicacién. Si D2 =0 = (D —-I)"' =-D -1
(—D-D)(D-I)=1I

Para demostrar la tesis, bastard con comprobar que {

Veamos la primera
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(-D-DI)(D-I)=-D*+D-I-I1-D+1*?=0+0+1=1
Veamos la segunda
(D-0)(-D-1)=-D?>-D-I+1-D+I?="0+0+1=1
Con lo que queda demostrado que

(D-I)"'=-D-1T
e Calculemos ahora (D — I)~!

Por el apartado anterior, sabemos que (D — I)~! = —D — I | por lo tanto

4 8 0 1 0 0 -5 -8 0
(D-I)t'=-D-I=—- -2 -4 0 |- 0 1 0 |= 2 3 0
3 6 0 0 0 1 -3 -6 -1
-1 2 3
Exercise 4.1.41 Dadala matriz B = 0 4 -2 determina a)|A| b)
-1 6 1

(Adj(A))tc) A-(Adj(A))t d) (Adj(A))t - A(Nota: Cuidado; porque B no admite
inversa)

a + 1 a a a
Exercise 4.1.42 Calcula como quieras el determinante & a+l a a
a a a+1 a
& a a a+1
a+1 a a a da + 1 A a a
a a+1 a a sl dat+1 a+1 a a B
a a a+1 a o 4a+1 a a+1 a =
a a a a+1 4a + 1 a a a+1
1 a a a 1 a a a
= 1 a+l a < __56 01 0 0|
Lo a a+l 00 0 1
4a+1
a b C

Exercise 4.1.43 Calcula como quieras el determinante | a —2 b+3 c¢—1
a+1 b—3 c+2

a b c a+b+ec b c
a—2 b+3 ¢c—1 = a4+b+c b+3 c—1|=
a+1l b—3 c+2 a+b+c b—3 c+2

1 b c 1
=(a+b+c)| 1 b+3 c—1|==(a+b+c)| 0 3 -1 |=
1 -3 c+2 0

53Por hipétesis D2 = O

Por ser I la matriz identidad { IDQZI ; D= DI=ID=0
54Por hipétesis D2 = O
D-I=1-D— —-DI+1ID =0
I2=1
558 a la 19col le sumamos la 2%col, la 3%col y la 4% col el determinante no varia
56Gi a la 2% le restamos la 1% | a la 3% le restamos la 1¢ y a la 4% le restamos la 1% el
determinante no varia
578i a la 1%col le sumamos la 2%col y la 3%col el determinante no varia
58Gi a la 2% le restamos la 1% y a la 3% le restamos la 1% el determinante no varia

Por ser I la matriz identidad
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1 b ¢
=Ya+b+c)| 0 3 -1 |[=3(a+b+c)
0 0 1
-1
-1 2 3 4 5
3 6 1 0 -3
Exercise 4.1.44 Calcula el determinante de la matriz C = 2 -1 7 0 3
5 -3 1 2 4
3 -2 0 0 1
Y si alguien se aburre que calcule C~* (jSuerte!)
-1 2 3 4 5 -11 8 1 0 -3
3 6 1 0 -3 3 6 1 0 -3 _?}12}:2
2 -1 7 0 3 601 2 -1 7 0 3 |=2(-1)* 9 1 7 3
5 -3 1 2 4 5 -3 1 2 4 3 9 0 1
3 -2 0 0 1 3 -2 0 0 1
U o200 o2 0
61 - _ _1)3+1 _ _
2 79 _57 0 24 =2(-1) 739 7527 214
3 -2 0 1
o 14 -2 0 U —9
=21 7 -9 0 |=2 =2(—14-942.7) = —224
7 -9
3 -2 1
Si alguien estd aburrido que compruebe que
-1 5 9 1 5 3
-1 2 3 4 5 117 DR s
3 6 10 -3 L o -3 -2 3
- N I R R AT GRS
2 1 7 0 3 = S o ;
4 S N ' Y
5 31 2 4 o 25 : 7 1
3 -2 0 0 1 %@ —% —é—é —% 47
1 1 1 1 1 1 1 1
. L . 2 3 4 5 a b ¢ d
Exercise 4.1.45 Calcula los siguientes determinantesa) 49 16 25 b)| B2 2 P
8 27 64 125 a® b E &P
11 1 1 1 0 0 O
203 45 | g2 Ll
Yl4 9 16 25 |7 |45 7T 9 |°
8 27 64 125 8 19 37 61

59Si a la 3% le sumamos la 2% el determinante no varfa
601a/ — 12 — 2.4
61 20y — 9a _ 1a
3% =3%*—-7-1¢
629a) =90 _ 24 .3
2%col’ = 2%col — 1%col
63 3%col’ = 3%col — 2%col
4%col’ = 4%col — 3%col
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1 0 0 O 1 0 0 O
642100:652100212
4 5 2 2 4 5 2 0
8 19 18 24 8 19 18 6
1 1 1 1 1 0 0 0
b) a b ¢ d _66| @ b—a c—b d—c 67
a® v &P a? ¥ —a® -1 P-2
ad ¥ E B a® ¥—ad -1 $P-3
1 0 0 0
LGOIl B S S PO
a® bP4+ab+a® A+cb+b? P +de+
1 0 0 0
S-aEDE | Dy, o, d
a> bV +ab+a? A+cb—ab—a? d?+dc—chb—b?
1 0 0 0
=0V By, i
a®> v’+ab+a® (c—a)lcta+b) (d—b)(d+b+c)
1 0 0 0
= (b-a)(c-b)(d-)(c-a)d-t)| %, . ] ; o
a> bV +ab+a®? c+a+b d+b+c
1 0 0 0
a 1 0 0
= (b-a)c—bd—cc—a)d-b)| % ;. X 0=
a> V+ab+a® c+a+b d—a
= (b—a)(c—b)(d—c)(c—a)(d—0b)(d—a)
a+b b+c c+a
Exercise 4.1.46 Calcular el determinante | m+n n+10 [+m | en fun-
r+y Yy+z z+x
a b ¢
cion del determinante | m n 1
T Yy z

64 3%col” = 3%col’ —2%col’
4%col"" = 4%col’ — 3%col’
654acol/// = 49¢0l! — 3¢ol!"
66Restando cada columna a la anterior
o7 [ b2 —a?=(b—a)(b+a)
b3 —a® = (b—a)(b? + ab + a?)
-2 =(c—b)(c+b)
{ 2 —b3 = (c—b)(c® +cb+1?)
d?> -2 =(d—c)(d+c)
i d® — 3 = (d—c)(d? +dc+ c?)
683acolr = 3%col — 2%col
4%coll = 4%col — 3%col

92 tcb—ab—a?=c?2—a?+cb—ab=(c—a)(c+a)+(c—a)b=(c—a)lct+a+b)
2 tde—ch—b2=d? —b2+dec—ch=(d—0b)(d+b)+ (d—b)ec=(d—b)(d+b+c)

"0Restando 4% columna a la anterior
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a+b b+c c+a

2(a+b+c) b+c
m+n n+l I+m | =" 2m+n+1) n+l
r+y y+z z+zw 20 +y+z2) y+z

Por ser lineal el determinante con respecto a la 1% col

a+b+c b4+c cHa
=2 m+n+1 n+l I+m |="7
r+y+z Y+z z+x
a b—a cH+a a b c
=2lm n—-m l+m |=P2|m n I
r y—x z+x r Yy z

Exercise 4.1.47 Calcula utilizando las propiedades

i ZZ Z a® ab b2 b+c b
a)acma:fb) 2 a+b 2b| ¢)f a
1 1 1 a b
T T T T
r a b ¢
r x d e
@) z xz x f
T T T T
Restdndole a cada fila la anterior tendremos
r a b c T a b c
zr x d e| |0 z—a d=b e—c
z x x f| [0 0 x—d f—e
T x T 0 0 0 x—f
a®> ab b2
b)| 2a a+b 2b
1 1 1
Restédndole a cada columna la anterior tendremos
a®> ab b2 a®> ab—a®> b?>—ab
2¢ a+b 2b|=|2a b—a b—a
1 1 1 1 0 0

Calculando el determinante por los adjuntos de la 3* fila

a®> ab—a®> b*—ab 9 19

2¢ b—a b—a |=(-1)3*" Zb__a 2__ ab

1 0 0 “ “

o-ap|§ | =0- oy
Como (b — a)? = (a — b)? entonces
a’? ab b?
2a a+b 2b|=(a—0b)>?
1 1 1
"11acol’ = 1%col + 2%col + 3%col

"2Restando a cada columna la siguiente
7320col’ = 2%col 4 1%col
3%coll = 3%col — 1¢

c+a
l+m
z+x

c+a

c
c
a+b

=a(r —a)(z —d)(z - f)

a(b—a)
b—a

b(b—a) |
b—a o
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b+c b c
c)| a c+a c
a b a+b
Hazlo como ejercicio
b+c c b
a =10 |+ e
a a 0
b b 0
Ayudaq : cta | = a |+| ¢
b 0 b
c c 0
c =10 |+| ¢
a+b a b
b+c b c c b
Con esta ayuda has de obtener que | a ct+a c =210 a
a b a+b a 0

71

S0 O

después, calcilalo por los adjuntos de una fila(o columna). Has de obtener

4abc

Exercise 4.1.48 Calcula los siguientes determinantes, ahora por la regla
Chio

-1 2 3 4 5
3 6 1 0 -3
b)| 2 -1 7 0 3
5 -3 1 2 4
3 -2 0 0 1
1 -1 2
Exercise 4.1.49 Resuelve la ecuacion | ©—1 0 z+3 |=1—"Tx
1 r—2 4
En primer lugar calcularemos el determinante.
1 -1 2
z—1 0 z+3 | =2(zx—1)(z—2)—(z+3)+4(z—1)—(z—2)(z+3)
1 r—2 4
z? —4x+3

El problema queda reducido a resolver la ecuacién

?—4x+3 = 1-Te—a2°+32+2=0
Cuyas soluciones sonx = —1lyz=-2
x -1 2x
Exercise 4.1.50 Resuelve la ecuacion | 8 z—1 5 =67

-2 1 0

de
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En primer lugar calcularemos el determinante.

T -1 2x r+2 -1 2x c4+2 o
8 x—1 5 |=™|6+2x z—1 5 |=1(-1)>3*2 642z 5 |=
-2 1 0 0 1 0
422 + 7z + 10
El problema queda reducido a resolver la ecuacién
42> + 72410 = 67 > 42’ +72—57=0
1
Cuyas soluciones sonx = 3yx= _Zg
-1 2 0 3 -10
1 -3 1 -3 5
Exercise 4.1.51 Calcula el siguiente determinante | ( 0 1 1 %
0 1 3 1 4
0 5 =2 2 20
-1 2 0 3 -10 0 -1 1 0 -5
1 -3 1 -3 5 1 -3 1 -3 5
1 1
o 0o 1 1 - [=°lo0 1 1 5 |=
2 2
0 1 3 1 4 0 1 3 1 4
0 5 -2 2 20 0 5 -2 2 20
-1 1 0 -5 -1 1 0 =5
0 1 1 1 0 1 L
1 3 1 4 1 3 1 4
5 -2 2 20 5 -2 2 20
0 4 1 Il 4 1 1
) B . 1
— 76 _ (1) ; 1 f _ (71)3+1 1 3 _ %
0 -17 -3 0 T80
-1 2 0 3 -10
1 -3 1 -3 5
Exercise 4.1.52 Calcula el siguiente determinante | 0 0 1 %
0 1 3 1 4
0 5 2 2 20
triangularizando
-1 2 0 3 —10 1 -3 1 -3 5
1 -3 1 -3 5 -1 2 0 3 -10
1 77 1 78
0 0 1 1 - = - = =
5 0 1 1 5
0 1 3 1 4 1 3 1 4
0 5 -2 2 20 0 5 -2 2 20

T41ac0]" =1col+2-2%¢ol
514 fila'=1%fila+2¢ fila
7019 fila'=19fila+3 fila
42 fila =4%fila+5-3° fila
"TIntercambiamos 1¢ fila y 2¢ fila. El determinante cambia de signo
810 fila'=1%fila+29 fila
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1 =31 =35 1 =31 =35
0 -1 1 0 =5 01 -10 5
— 1 _ 79 1 80 __
=-|00 1 1 5 |=7100 L =
01 3 1 4 01 3 1 4
05 -2 2 20 05 -2 2 2
1
1 o0 1 1 =
=100 L3 81 = B) =
00 4 1 4 00 0 -3 -3
00 3 2 =5 00 0 -1 _g
1 =31 =35 1 =31 =35
01 -10 5 01 —-10 5
1 1
82 _ 3|0 0 1 5 83 __3/0 0 1 3 y_
00 o0 1 1 00 o0 1 1
13 11
-1 = -
030 0 5 00 0 0 5

&
/‘l\
|2
~_

I
| &

1 -1 0
Exercise 4.1.53 Determina los valores de m que anulan el determinante| m m+1 m
2m 2m+1 2m+1

En primer lugar, calculamos el determinante

1 -1 0
m m+1 m = (m+1)(2m+1)—2m?*+m(2m+1)—m(2m+1) =
2m 2m+1 2m+1
3m+1
Por lo tanto, el tnico valor que anula el determiante es la solucién de la
1
ecuacion 3Im+1=0—-m = —3
3 5 6 3560
. . 1 7 4 1740
Exercise 4.1.54 Comprueba que el determinante 9 8 3 9830 | € nulo
79 9 7990
3 5 6 3560
1 7 4 1740 |gy 0
2 8 3 2830 o
79 9 7990

" Por ser lineal el determinante con respecto a la 2¢ fila, introducimos el -1 multiplicando
a la 22 fila

8034 fila'=39fa-2% fila

49 fila' =49fila-5-2% fila

8144 fila'=4%fila-4-39 fila

5% fila’ =59fila-3-3¢ fila

82Por ser lineal el determinante con respecto a la 4 fila

835 fila' =59fila-4% fila

84Como la 4% columna es combinacién lineal de la 1%,2% 3% entonces el determinante se
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3 5 6 3563 3 5 6 3
. 1 7 4 1743 |1 7 4 3
Exercise 4.1.55 Comprueba que 5 8 3 2333 |=|2 8 3 3
79 9 7993 79 9 3
3 5 6 3563 3 5 6 3
1 7 4 1743 | |1 7 4 3
2 8 3 2833 | 2 8 3 3
7 9 9 7993 79 9 3

Exercise 4.1.56 Determina la matriz X que satisface la ecuacion: 3X + I3 =

-1 1 2 -1 0 2
A-B—A%?siendoA=| 2 0 3 |yB= 2 11
3 1 2 3 2 -1
Como3X +I3=A-B-—A?—-3X=A-B-A2-3=AB-A)—-1I3
-1 0 2 -1 1 2 0o -1 0
B-A= 2 1 1 — 2 0 3 = 0o 1 =2
3 2 -1 3 1 2 0o 1 -3
-1 1 2 0 -1 0 0 4 -8
A-B-A=|2 o0 3 01 -2 |=(01 -9
3 1 2 0o 1 -3 0 0 -8
0 4 -8 1 0 0 -1 4 -8
A-B-A)-L=(01 -9 |- 010 = 0o 0 -9
0 0 -8 0 0 1 0o 0 -9
-1 4 -8 1 -1 4 -8
Como 3X = A-(B-A)—I3 = 0 0 -9 | —-X= 3 0 -9
0O 0 -9 0 -9
-k 4 5 6
. k1 2 3 i
Exercise 4.1.57 Sea C = k —k 0 1 encontrar k para que a) 3C
-k -k -k -1
b) RangoC =3
-k 4 5 6 1 4 5 6
-k 12 3| g 112 3|
Calculo |C] = Sk ok 0 -1 —k L k0 -1|7
-k -k -k -1 1 -k -k -1
1 4 5 6 1 4 5 6
0 -3 -3 -3 0 1 1 1
_87_ _88 _
=k 0 —k—4 -5 -7 3k 0 —-k—4 -5 -7
0 k-4 —-k-5 -7 0 k-4 —-k-5 -7
1 1 1
=893k | —k—4 -5 —7 | = 3k(—=3k + k?) = 3k*(k — 3)
k-4 —-k-5 -7

anula (En concreto ,4%col = 1000 - 1%col + 100 - 2%col + 10 - 3%)
854acol’ = 4%col — 1000 - 1%col — 100 - 2%col — 10 - 3%col
86 Por ser lineal el determinante con respecto a cada columna
8794/ fi1=29fil-19fi]; 3%/ fil=32fil-1%fil; 4%/ fil=4°f1-1%fil
88 Por ser lineal el determinante con respecto a cada fila
89 Calculando el determinante por los adjuntos de la primera columna
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Valores que anulan el determinante de C'
3k2(k—-3)=0—k=0y k=3

Casos:
I)Sik#0yk#3—|C|#0— RangoC = 4 y ademas C es regular (C

admite inversa)

IT)Sik=0— |C| =0— RangoC < 4
0 4 5 6 4 5 6
Estudiemos su rango rang 0123 = rang 123 =
0 00 -1 00 -1
0 00 -1 00 -1
4 5 6
rang| 1 2 3 =
0 0 -1
1 2 3 1 2 3
=rang | 4 5 6 =rang| 0 -3 —6 | =3
0 0 — 0 0 -1
NSi k=3—|C|=0— RangoC < 4
-3 4 5 6 1 4 5
Estudiemos su rango rang -3 1 2 3 = rang b 2
-3 -3 0 -1 1 -3 0
-3 -3 -3 -1 1 -3 -3
1 4 5 6 1 4 5 6 1
= rang 0 =3 =3 =3 = rang p 1 1 1 = rang 0
0 -7 -5 -7 0 -7 -5 -7 0
0o -7 -8 -7 0o -7 -8 -7 0
1 4 5 6
=rang| 0 1 1 1 =3
0 0 2 0
1 -2 3
. . -2 3 1
Exercise 4.1.58 Calcula el rango por columnas de la matriz A = 3 _5 9
-1 1 4
determinantes
1 =2 a o
9 3 ‘ =3—-—4=—-1— RangoA > 2 ya que la 1%y 2%columnas son

L.Independientes

i La 3%col es combinacién lineal de la 1¢ y la 2¢7

Para saberlo; tendré que orlar el menor anterior no nulo con la tercera
columna y el resto de filas para obtener todos los menores de orden tres donde
intervengan las columnas 1¢,2% y 3¢.

1 -2 3 1 -2 3
-2 3 1|y| -2 3 1/ .Sifuesen los dos nulos, la 3* columna
3 -5 2 -1 1 4

serfa C.L de la 1* y la 2% En caso contrario (al menos uno no nulo) las tres
columnas serfan L.Independientes

=~ s O

~N W = O

OO = O

utilizando
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1 -2 3 1 -2 3
Como| -2 3 1|,=0y| =2 3 1 |=0 —la 3° columna es C.L de
3 -5 2 -1 1 4
la 1% y la 2¢

iLa 4%col es combinacién lineal de la 1* y la 247

Para saberlo; tendré que orlar el menor anterior no nulo con la cuarta
columna y el resto de filas para obtener todos los menores de orden tres donde
intervengan las columnas 1¢,2% y 4%,

1 -2 4 1 -2 4
-2 3 0|y| -2 3 0 |.Sifuesen nulos, la 4* columna serfa C.L
3 -5 4 -1 1 4

de la 1* y la 2% En caso contrario (al menos uno no nulo) las tres columnas
serian L.Independientes

1 -2 4 1 -2 4
Como| -2 3 0|=0y| -2 3 0]|=0—la4® columna es C.L de
3 -5 4 -1 1 4
la 1¢ y la 2¢

;La 5%col es combinacion lineal de la 1¢ y la 247

Para saberlo; tendré que orlar el menor anterior no nulo con la quinta
columna y el resto de filas para obtener todos los menores de orden tres donde
intervengan las columnas 1¢,2% y 5%.

1 -2 5 1 -2 5
-2 3 1]|y| -2 3 1 |.Sifuesen nulos, la 5* columna serfa C.L
3 -5 3 -1 1 7

de la 1* y la 2%. En caso contrario (al menos uno no nulo) las tres columnas
serfan L.Independientes

1 -2 5
Como | =2 3 1 |=1 —la 5% columna no es C.LL de la 1¢ y la 2¢
3 -5 3

Las columnas 1¢,2* y 5% son L.I y ademds la 3* es C.L. de la 1* y la 2% ; al
igual que ocurre con la 4%

Por lo tanto RangA =3

1 1 -1 2
: . a 1 1 1
Exercise 4.1.59 Calcula el rango de la matriz A = 1 -1 3 _3
4 2 0 a
segun los valores del pardmetro a
1 1 -1 2 1 0 0 0
a 1 1 1 la 1—-a 1+a 1-2a |
1 -1 3 -3 |1 -2 4 -5
4 2 0 a 4 =2 4 a—8
l-a 1+4+a 1-2a
=| =2 4 -5 = —2a% +12a — 18 = —2(a — 3)?,

-2 4 a—38
I)Sia#3—|A| #0— RangoA =4
IT)Sia=3—|A =0— RangoA <4



4.1. EJERCICIOS RESUELTOS 7

1 1 -1 2 1 1 -1 2
3 1 1 1 0 -2 4 =5
Rang |\ 3 g [THR09| o 9 4 5 |7
4 2 0 3 0 —2 4 —5
1 1 -1 2 2
=Rang| 0 -2 4 =5 = Rang -5 =2
0 -2 4 -5 0
a—1 1
Exercise 4.1.60 Calcula el rango de la matriz A = a + 2 1 1
a+1 O a+1
segun los valores del pardmetro a
a a—1 1 a a—1 1
[Al=] a+2 1 1 =(a+1)| a+2 1 1 (a+1)(
a+1 0 a-+1 1 0 1
a?) == —a(a—1)(a+1)
Valores que anulan |A]
a=20
—a(a—1)(a+1)=0—<¢ a=1
a=-1

NSia#0ya#1ya#—-1—|A]l #0— RangoA =3
IT)Sia=0— |A] =0 — RangoA < 3

0 -1 1 1 0 1 1 0 1
rang | 2 1 1 =rang | 2 1 1 =rang| 0 1 —1 =
1 0 1 0 -1 1 0o -1 1
0 1
oo 1 L)
I1T) Sla*1H|A\*OHRangoA<3
1 0 1 1 0 1
rang| 3 1 1 =rang| 0 1 =2 =2
2 0 2 0 0 O
IV)Sia=-1— |A] =0 — RangoA < 3
-l TN -1 -2 1
rang 1 1 1 —rang( 1 1 1 ) =2
0 0 0
1 2 -1
Exercise 4.1.61 DadalamatrizM =1 2 1 m donde m es un pardmetro
m 2 -1

real, se pide:

a) Determinar el rango de M segin los valores de m

b) Calcular |M| si m = 3.4 Tiene inversa?

¢) Dar un valor de m para que M sea singular (no admita inversa)
d) Sim =0, calcula M~*

1 2 -1 1 2 -1
a) M = 2 1 m - M=]12 1 m = —1—m+2m2 =
m 2 -1 m 2 -1

2(m+;> (m—1)
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Casos:

1
D)Sim#A1lym# 5 |M| # 0 —Las tres filas (o columnas son L.I), por
lo tanto el RangM = 3

II) Sim =1 — |M| = 0 —Las tres filas de M son L.Dependientes —
Rang(M) < 3

1 2 -1 1 2
Rang| 2 1 1 W=Rang| 2 1 | =2

1 2 -1 1 2
IIT) Sim = 5 |[M| = 0 —Las tres filas de M son L.Dependientes

— Rang(M) < 3
1 2 -1
1 1 2

Rang 2 1 D) M =Rang | 2 1 =2

1, 1 2

2

b) Como |M| = 2m? —m —1,entonces si m = 3 — |M| = 14

M es regular ya que | M| # 0

c) Para que M sea singular (no admita inversa) su determinante ha de ser
cero. Esto ocurre para los siguientes valores m =1y m = ——

-1

1 2 -1
)Sim=0—-M=|[2 1 0
0 2 -1
o |M|=-1
-1 2 4
o« Adj(M)=| 0 -1 -2
1 -2 -3
-1 0 1
o (Adj(M)) =] 2 -1 -2
4 -2 =3
1 -1 0 1 1 0 -1
oM‘lzﬁ(Adj(M))t:— 2 -1 -2 |=|-21 2
| M| 4 -2 -3 -4 2 3
1 0 -1
Exercise 4.1.62 Estudiar el rango de la matriz A= | 0 k 3
4 1 -k
Por Gauss
1 2 -1
Wl 1 1 =0y'; ?':73
1 2 -1
1 2 -1
1
o _Z 1 2
ol 21— =0y‘2 1‘:_3
—— 2 -1
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1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
Rang | 0 kK 3 =2Rang | 0 k& 3 =%Rang| 0 1 —k+4
4 1 -k (0 1 - +4) 0 k 3
1 0 -1 1 0 -1
= Rang | 0 1 —k+4 0 1 —k+4
0 0 k%2—4k+3 0 0 (k—1)(k—3)

10
IT) Si k=3 — RangA = Rang | 0 1
00

Hazlo ahora tu; pero utilizando menores complementarios

Exercise 4.1.63 Calcular el valor de k para que el rango de A sea 2
1 0 -2 3 1

A= 2 -1 3 0 2
4 kK -1 6 4

10 —2 3 1 11 -2 3 0 11
Rang | 2 -1 0 2 | =Rang| 2 2 3 0 —1 | =Rang| 0 0

4 k —1 6 4 4 4 -1 6 k 0 0
Es evidente que el RangA = = —1 ya que las dos iltimas filas

coincidirian.

Exercise 4.1.64 Selectivo 2004 Determinar el valor real x para el cual se cumple
la propiedad siguiente:

T 3 1
el determinante de la matriz 2B es 160 donde B = z+1 4 2
x 2—22 1
12B| = 2°| B
Sabemos que ¥y — |B| =20
|2B] = 160
T 3 1
Como |B|=|z+1 4 2 | = 2% — 22 + 2 — 1,entonces tendremos que
T 2—z2 1

resolver la ecuacion:
2?4+ -1=20022-2242-21=0

Las soluciones de esta ecuacién son: z =3,z = —1 4+ iv6,2 = —1 —iv/6
La que nos pide es = = 3; ya que las otras dos no son nimeros reales.

9234 filar = 3% fila — 4 - 1% fila

938i intercambiamos la 2¢ y 3%fila el rango no varfa
9430 filal = 3% fila — k - 2% fila

9590 filar = 2 fila — 2 - 1% fila

3% filar = 3% fila — 4 - 1° fila
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Exercise 4.1.65 Selectivo (2004) Calcular la matriz X cuadrada de orden tal

queA-X:X-AsiendoAz(; Z)

v [Ty v _ v, 1 2 T Y\ _ [Ty 1 2
SlX—(Z t)comoAX—XA—><3 4><z t)_<z t)<3 4
T+22z y+2 _( z+3y 2o+4y
3r+4z 3y+4t )\ z2+3t 22+ 4t

lugar al siguiente sistema:

Esta igualdad matricial da

r+2z2=x+3y —3Jy+22=0

Y+ 2t =22+ dy 2w -3y4+2t=0 |, P E=0
Swtdz—z43t [ Sw4+3:-3—0 ( 2 ool TG
3y + 4t = 22 + 4t 3y —2z=0 VL
Si utilizamos el método de Gauss:

1 0 1 -10 10 1 -10

2 =30 2 0= 0 -32 0 0]

0 3 -20 0 03 -—20 0

10 1 -1 0

< 0 -3 20 0 )

El sistema inicial es equivalente a resolver el sistemas:
z+z—t=0
3y —22=0

El conjunto solucién es S = {(—z +t, %z,z,t) / z,t€ %}

Otra manera de expresar el conjunto solucién seria ésta:

S={(-3a+ 5,20,3a,8) / a,8 € R} ={a(-3,2,3,0) + 8(1,0,0,1) / € R}

El conjunto de las matrices X que conmutan con la matriz A son de la forma:

S:{(;Z+t§z>/z¢em}

También se puede expresar asf:

o (5 1) sl

} —FEl sistema es compatible doblemente indeterminado

o asi
-3 2 1 0
S = {a<3 O)Jrﬁ(o 1)/(1,[36?}?}
-1 1 2
Exercise 4.1.66 Selectivo 2004 Dadas las matrices A = 3 -5 6 I =

1 -1 0

1 0 0

01 0

0 0 1

a) Justificad que existe la matriz A=Y, y calculad el determinante de A~!
b) Calcula la matriz B = A(A + 41)
¢) Setermina los mimeros reales x,vy, z,t tales que A™! = v A+yl, A = 2A+tI

96]a 1% ecuacién y la tltima son opuestas. Podemos prescindir de una de ellas
9724 filar = 2% fila 4+ 2 - 1% fila
983a filar = 3% fila + 2¢ fila
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81
-1 -1 2
a) Como |A|=]3 =5 6 |=—-8#0— A admite inversa
1 -1 0
En virtud de la regla de Laplace— |A - B| = |A]| B
ComoA~A‘1:I—>|A~A‘1|:|I|:1—>\A|-|A_1‘:1
1
A == —
-1 -1 2 -1 -1 2 1 00
b)B=A(A+4Al)= | 3 -5 6 3 5 6 |+4[ 010
1 -1 0 1 -1 0 0 0 1
-1 -1 2 3 -1 2 -4 0 0
=1 3 -5 6 3 -1 6 0 -4 0 = —4]
1 -1 0 1 -1 4 0 0 -4
Calculem (A +4I)- A= A% +41A = A% + 4AT = A(A+41) = —41
-1 1 2
gA=[3 -5 6
1 -1 0
Come A(A+4T) = —41} AHI] a-r— Loy
(A+4D)A = -4l [_(A+4I]A 7 4
ATy =—1A—1
Por ser A(A+4I) = —4I — A?2+4Al = —4] — A% = —4AI 41 = —4A—4]
Porlotantox:—%,y——l,z:—4,t:—4

No nos piden A~!, pero si quisieramos calcularla:

3 1 1
Py e A N R R I g I
B o U O
1 -1 0 00 1 L1
z
Exercise 4.1.67 Selectivo (2002) Dadas las matrices A = 1 1 -1
3 5 9
2 z 1
B=[1 4y -1
1 z -1

a) Calcula los determinantes de A y de B

b) Para x =y = z = 1 calcular el determinante de A - B
¢) Obtener razonadamente, para qué valores de x,y,z ninguna de las matrices

A y B tiene inversa

Ty =z
a)|[Al=]1 1 -1 |=10x—8y+ 2z
3 5 5
2 z 1
Bl=|1 y —1|=-4y+3z—=x
2 z -1
b)Sic=y=2=1— }é|‘;4_2 — |A-B| =

Otra forma de resolverlo mas larga

Al|B] = 4-(~2) = -8
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1 1 1 2 1 1 5 3 -1
A-B=| 1 1 -1 11 -1 ] = 1 1 1
3 5 5 2 1 -1 21 13 -7
5 3 -1
[A-Bl=| 1 1 1 |=-8
21 13 -7
Al =0 _
¢) Ninguna de las dos matrices tiene inversa <y 10z =8y 22 =0 }
1B =0 —x—4y+32=0

La solucién es S = {(3y,y, 3y) / z € R}

Exercise 4.1.68 Selectivo (2002) Para cada nimero real A, M()\) es la matriz

4 3 A
MXN=|2 1 2 Se pide:
A A 1
a) Calcular|M(N)|,y justificar que para cualquier valor de \ existe la inversa

(M)~

b) Calcular (M(0)) ™"

c) Si A= M8),B=M(4) yC = M(3) calcilese razonadamente, el determi-
nante de la matriz producto A- B~ . C~1

4 3 A
AMN|=]2 1 2 |[=X-2\+2
A A —1
La ecuacién A2 — 2\ + 2 = 0 no tiene solucién real; por lo tanto sea cual sea
el valor de A el determinante de la matriz M (\) nunca se anula. Por lo que la
matriz M () es regualar ( admite siempre inversa).

4 30
by MO)=| 2 1 2
0 0 -1
|M(0)] =2
-1 2 0
Aj(MO)=| 3 -4 0
6 -8 -2
-1 3 6
[Adj(M@O)]'=| 2 -4 -8
0 0 -2
M(0)] 1Ad'Mt1_213468
[M(0)] |M(O)|[ HM0)]" = 5 AP

) |Al = |M(8)| =8 —2-8+2 =50,|B] = [M4)] = 16 — 8 + 2 = 10
yIC| = |M@B) =9—6+2=5

; B 1 _ 1
Ademsis ‘B 1‘:E"C 1‘23 .
Como |A~B*1~C*1|:|A|.|B*1|.‘Cfl’:50,T0,g:1

Exercise 4.1.69 Selectivo (2002) Dadas las matrices reales

2 -1
5 8 11 -1 3.7
A‘<9 4)3_(2—32 )0_ 1_33 D_(12)
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a) Calcular la matriz M = A—2B-C
b) Justifica que existe la matriz D™1, inversa de, D y calcular tal matriz
¢) Calcular las matrices X, Y que cumplen D- X =M =Y - D

2 -1
5 8 1 1 -1
war—a-amo= (3 8) a1 )(53i ):

=(3i2—($‘?)=(ilf)

b D= (

. . -1 _
Su inversa serd D™+ = < 1 3 > <
M

7
9 tiene inversa ya que |D| =

%)

1
¢)SiD-X=M-—-D'.(D-X)=D'M—-I-X=D1M
-2 7 9 14 165 0
= -1, = =
x=pr= (I ( 5 V)= ()
SiY-D=M —(Y-D)D'=M-D' —-Y . I=M- D!
2

9 14 - 7 -4 21
—M.D-1—
Y=M-D (—21 4)(1 -3 (46 —159)
x
Exercise 4.1.70 Selectivo (2001) Calcular el vector X = | y | que verifique

A-X + B = C siendo:

1 00 3 4
A=| 4 2 0 | 7 )yo=| 8
6 5 3 2 9
1 00
[Al=]4 2 0 |=6— Aesregular (admite inversa)
6 5 3
Calculémosla:
6 —12 8
A =0 3 -5
0 O 2
6 0 O
[Adj(A) = -12 3 0
8§ =5 2
1 6 0 0
Al = |A|[Adj(A)]:6 ~12 3 0
8 =5 2

Para resolver la ecuacion A- X +B=C —-A-X=C—-B
Multiplicando esta igualdad por A~! tendremos

AL (A X)=A71(C - B)—> A L A X A1 (C - B)
I - X=A1YC-B)—X=A"

x 0 0 4 3
X = =A"1(C —12 3 0 8 |- 7
-5 2 9 2

EE f§>< y
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T 1
X: = _3 _>.'I,':1, :—é,Z:—H
Z 17 Y 2 6
6
1 7
Exercise 4.1.71 (Valencia 2005) Dadas las matrices A= | 2 | ,B= 2 ,C =
3 —2

o

0 0 2
0 |,D= 2 |,yFE= 5 | ,calcular razonadamente la matriz
1 2 3

o O

0
1
0
x
X = ( y | que satisface la ecuacion (A-B'+C)-X = (A"- D) - E donde M’
2

significa la matriz traspuesta de la matriz M

1 0 0 0 7T 2 =2
A-B+C=|2 (72 =2)+( 010 |=|14 4 —4 |+
3 0 0 1 21 6 —6
0 0 O 7T 2 =2
0 1 0 = 14 5 —4
0 0 1 21 6 -5
7T 2 =2
Llamamos a esta matrizT =A-B'+C=| 14 5 —4
21 6 -5
0 2 2 20
(A-D)-E=1{(1 2 3)[ 2 5 |=10| 5 ]=1 50
2 3 3 30
20
Llamamos a esta matriz H = (A’-D)-E= | 50
30
El problema queda reducido a resolver la ecuaciéon T - X = H
T 2 =2 7T 2 =2
ComoT=| 14 5 —4 |estalque|T|=|14 5 —4 |=T; entonces
21 6 =5 21 6 -5

T es regular (admite inversa)
Multiplicando la relacién T'- X = H por T~ tendremos:
T (T-X)=T"'H— (T‘l-T) X=T"'H—-I-X=T"1'H
Asf pues; la matriz incégnita X serd igual a 7-!- H
Calculemos pues 71

-1 —-14 -21
Aj(Ty= -2 7 0
2 0 7
-1 -2 2
[Aj(T))'=| —14 7 0
21 0 7

-1 -2 2
T'= —[AG(D)) == -14 7 0
-21 0 7
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Exercise 4.1.72 (Valencia 2003) Dadas las matrices A =

yB=

EJERCICIOS RESUELTOS

La solucién es X =

_ 60

7
10
-30

0 10
100
0 0 0

a) sPara qué valores reales de m es A invertible?
b) En la matriz A con m = 0 obtened la matriz real cuadada X de orden 3 que
satisfaga la igualdad B—A-X =A-B

85
2 20
0 50 | =
7 30
m 3
0 -
1 —(m+1)

calculemos su determinante

0 m 3
e Dada la matriz A = 1 0 -1
5 1 —(m+1)
0 m 3
[Al=]1 0 -1 =m?—4m+3=(m—1)(m—3)
5 1 —(m+1)

Recuerda que una matriz cuadrada, A, es regular (admite inversa) < |A| # 0
Por lo tanto A admite inversa <= m # 1y m # 3
Suponiendo pues que m # 1 y m # 3,vamos a calcular sus inversa

0 -1 1 -1
1 —(m+1) 5 —(m+1)
) m 3 0 3
Adj(4) = _‘ 1 —(m+1) ‘ 5 —(m+1) ‘
m 3 0 3
0 -1 ‘ B! ‘
1 m—4 1
Adj(A)=| m*+m+3 —-15  b5m
-m 3 -m
1 m2+m+3 -m
[Adj(A) = m—4 ~15 3
1 om -m
\ 1 1 m2+m+3 —m
Atl=—F—— | m—4 -1
(m—1)(m—23) 1 577;5 —?;n

1

0

e Vamos ahora a resolver la ecuacion B—A- X = A- B cuando m =0

B—-A - X=A-B—-B-A-B=A-X
Como B = I - B entonces la ecuaciéon queda asi:
I -B-A-B=A-X
Sacando factor comtn la matriz B, tendremos:

(I-A)-B=A-X

Multiplicando por la izquierda por A~! tendremos:
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AT (I -A)-Bj=A"" (A-X) - A7 - [(I-A)-B] = (A ) X
Ail-[(I—A)-B}:I-X—>X=A*1-[(I A)-B] = [A* ] B
De donde deducimos:

X=[A1(I-A4)] B®=[A"-1]-B

1 3 0
1
Comom =0 — A™! = 3 ( -4 —-15 3 ) y por lo tanto, la matriz
0

1 0

buscada es:
[ 1 3 0 10 010
X = [A'-1]-B= 3|4 B3 |-(01 100
1 0 00 000

Coo oo

0
—%10 010 1—%
X = (-3 -6 1 100 |=(-6 —3
;3 0 -1 000 0 3

Exercise 4.1.73 (Valencia 2003) Dadas las matrices reales de orden 2 P =

1 2 2 0
(2 3>yQ<O 3)calcular,

a) La matriz P~!
b) La matriz real cuadrada X, de orden 2, tal que Q@ = P~1. X - P

¢) Calcular (P-Q - P‘l)2

e Como P = ( ; g ) y |P| = —1 — P admite inversa y vale P~1 =

3 -2
T\ =2 1
¢« X?/Q=P'-X-P

Multiplicamos, por la izquierda, por P

P~Q:P«(P*1-X-P) = (P~P*1)~(X~P)—>P~Q:I«(X~P):X-P
Multiplicando ahora, por la derecha, por P!

(P-Q)-P (XP)P_—>PQP1 X(PP)

(P- Q)- =X-T—(P- Q

srar=[(LH)(31))(57)
()G
creorr=x= (g (0 T )-(5 oY)

Exercise 4.1.74 (Valencia 2003) a)Calcular las matrices reales cuadradas de

) . . 2X+Y =B
orden 3, X y Y, que satisfacen las ecuaciones siguientes { X_9y —C ° So-
1 01
lution is : {Y = %B — %C,X = %B—&— %C} donde B=| 0 1 1 yC =
0 0 1

WA-L. T=A"1 yA-At=1



4.1. EJERCICIOS RESUELTOS

1 -1 0
-1 1 1
1 1 1
b) Calcular la matriz 2X +Y)X — (2X +Y)2Y

X _9y —C Resolviendo este sistema tendremos que:

. { 2X+Y =B

9 1 9 1 01 1 -1 0

0 0 1 1 1 1

1 01 1 -1 0

Y = %B—%C:% 0 1 1 —g -1 1 1
0 0 1 1 1 1

87
3 _1
1= [
- _dl §O
- [ [
1”1
5 5
12
_[ 2 A
S 8
5 5
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