m Representacion de funciones

ACTIVIDADES INICIALES

12.1. Factorizando previamente las expresiones, resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 6x°-7x2-14x+15=0 c)x®—4x*-x*+4=0

x*+1  x 7
+—— =X+
x“ -1 6

b) d) x+|x+2/+|x+3/=0

x=1

a) 6x°-7x*—14x+15=0= (x-1)(6x* - x-15)=0=1 3 5
6x —x—15=0:>x=—5, x=§

b) X2+1+X2X_1=x+%:>6(x2+1)(x2—1)+6x2=6x2(x2—1)+7x(x2—1):>
=6x*—6+6x2=6x*-6X2+7xX°-Tx= —-7x>+12x* +7x-6=0=

x=2
= (x=2)(-7x*-2x+3)=0= J22 1 J22 1

S A A

c) X*—4x* - x> +4=0= (x+)(x-Nx+2)(x-2)x*+1)=0=>x=-1, x=1,x=-2,x=2

-x-5=0 si x<-3 X=-5 si x<-3
X+[x+2/+[x+3|=0={x+1=0 si -3<x<-2={x=-1  si -3<x<-2

d) .
3x+5=0 si x>-2

x=_—5=0 si x>-2
3

Las soluciones son x = -5y x =_?5 . X =—=1no es solucién ya que esta fuera del intervalo [-3, -2).

12.1l. Resuelve las siguientes inecuaciones:

2_
5x-2.4 o X=1<o d) [2x-4/-x>0
2x +1 X+2

a) x*-7x+6<0 b)

a) X —7x+6<0=>x*-7x+6=0=>x=-3, x=1, x=2

(-o0,-3) >x=-4=>-64-28+6<0.Si (1,2) >x=15=3,375-10,5+6<0.Si
(-3,1) =x=0=6>0.No (2,+00)=x=3=27-21+6>0.No
Por tanto, la solucion es: (—«, -3] U [1, 2].

2
5yx_2 5x—2—0:>x—g

b) 2 120:> 1
X+ 2x+1=0=>x :_7, no pertenece a la solucion.

o) Sx=1=""50.si 2 k0220 N0 |2 qee | x=1=3350. i
2 -1 2'5 1 5 3

Por tanto, la solucién es: [—m,%)u[—,+wj .

o x2—1<0 x> -1=0=x=1 x=-1

X+2  |x+2=0= x=-2 no pertenece a la solucién.
(oo, -2 3x:—3:>%SO.SI' [—1,1]2X=02_?1S0.SI'
(—2,—1]:>x=—1,53%>0.N0 [1,+oo):x=2:>%>0.No

Por tanto, la solucion es: (—es,—2)U[-1, 1].
2x+4-x si x<2 {4—3x20 six<23 x<4

<— . 4
_ : 3 = Solucién: | —eo,— | U [4,+ o)
2x—4-x si x=22 x-4>0 six=>2 >4 3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

12.1. Indica los puntos de discontinuidad, los puntos singulares y los puntos criticos para las siguientes

funciones:
3_qo,2 [,2
a) f(x)=u c) f(x)=x+1/x+1 e) f(x)= x + senx g) f(x)=xz—+4
2 2 x2-4
1 X
b) f(x)=————— d) f(x)=|x+1+|x-3] ) f(x)= h) f(x) = "
)()x3+x2+4 ) f(x)=|x+1+] | ) f(x) 7 a ) fix)
a) D(f) = R. No hay puntos de discontinuidad.
2 [
f'(x)= ¥ =0= x=0, x =2 son los puntos singulares y criticos.
b) x> +x%2 +4=(x+2)(x?> -x+2)=0= x =-2 es un punto de discontinuidad.
—X(3x+2 —
f'(x) :(—)2 =0=>x=0,x :—2 son los puntos singulares vy criticos.
(x3 +x2 +4) 3
c) D(f) = [;’erj Enx= —% la funcién es continua solo por la derecha : f'(x)=1 +; #0.

2‘/x+1
2

. - 1 o .
No hay puntos singulares y no hay puntos criticos, ya que en x = —3 la funcién no es continua.

d) D(f) = R. No hay puntos de discontinuidad.

Los puntos x = —1 y x = 3 son criticos pero no singulares (en ellos no existe la primera derivada).
e) D(f) = R. No hay puntos de discontinuidad.

f(x) =1+ cosx=0= x=(2k + 1), con ke Z son puntos singulares y criticos.

f) D(f) = (-2, 2) U (2, + ). Es discontinua para x = -2 y para x = 2.

-x*-4
2Vx(x2 —aNx* -4
dominio de definicion, y no son criticos porque en ellos la funcién no es continua.
g) D(f) = (== ,—2) U (-2, 2) U (2, + o). Es discontinua para x =2y x = - 2.

f(x) = f(x)=0si x=2 06 x =-2, pero no son puntos singulares porque no pertenecen al

X

e si x>0

» = No hay puntos de discontinuidad ni criticos. El punto x = 0 es un punto critico.

-e six<0

h)7"(X)={

12.2. Calcula los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones:

a) f(x)=x*-3x? b) g(x)=cos(§) c) h(x) = e**? d) k(x)=(x+1)In]| x|

a)Eje Y: x=0=f(0)=0= (0, 0)
EjeX: f(x)=0=x=0, x=3=(0, 0) y (3, 0)
b) Eje Y: x=0=f(0)=1=>(0, 1)

Eje X: f(x)=0= x:%t+3kn:(37n+3kn, Oj conkelZ

c)Eje Y: x=0= f(0)=¢? :>(0, ez)

Eje X: f(x)=0= "2 #0 VxeR

d) Eje Y: x=0= No existe f(0).

x+1=0
X =1
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12.3.

12.4.

12.5.

(TIC) Estudia el signo de las siguientes funciones:

a) f{x) = x*+ X* - 6x ¢) fix) = xe* e) f(x) = )'("_"3
_x*-4 )
b) flx) = > d) fix) = Vx—2 f) £(x)=In|x|

a) fix) = x*+x% — 6x = x(x —2)(x+3)
Los puntos de corte con el eje X son: x(x —2)(x+3)=0=>x=0 x=2 x=-3
La funciodn es continua en todo R. Por tanto, solo se consideran los intervalos:
(me2,-3),(-3,0),(0,2) y (2, + o).
En (- = ,=3) la funcién es negativa; en (-3, 0) positiva; en (0, 2) negativa; y en (2, + - ) positiva.
b) Los puntos de corte con el eje Xson x =2y x = -2.
Los puntos de discontinuidad son x =1y x = —-1.
Se consideran los intervalos de signo: (-, =2), (-2, -1), (-1, 1), (1,2)y (2, +).
En (-, —2)la funcién es positiva; en (-2, —1) negativa; en (-1, 1) positiva; en (1, 2) negativa y en (2, + )
positiva.
) x=0
c) Los puntos de corte con el eje X son: xe* =0= {ex o
La unica solucion es x = 0, ya que el valor de una potencia de base e nunca puede ser nulo.
La funcién es continua en todo R.
En (-, 0) la funcién es negativa y en (0, + - ) es positiva.
d) La funcién es positiva en todo su dominio [2,+<>o) .

e) Los puntos de corte con el eje X son: n X3 =0= x=1. Eldominio es (0, 3) U (3, +).

En (0, 1) la funcion es positiva; en (1, 3) es negativa; y en (3, + ) es positiva.
f) El dominio es (==, 0) U (0, + ).
Los puntos de corte con X son In|x| =0=> |x| =1 x=1x=-1.

En (-, —=1) la funcion es positiva; en (-1, 0) es negativa; en (0, 1) es negativa; y en (1, + ) es positiva.

Estudia las simetrias de las funciones:

2
a) f(x)=1+1+j‘ b) fix) = —2X_ ¢) F(x) = x +— d) f(x)= —>—
x x+1 x 1-|x|
2 2
a) f(-x)=1+ H('( ))i) =1+ 1+f = f(x) = Simétrica respecto del eje Y. Funcion par.
—X X

2(-x)  2x _ 2x

o) )= ™ Tx et x 1

= No es par ni impar.
c) f(—x)=—x+ I = —[x + lj =—f(x) = Simétrica respecto del origen de coordenadas. Funcién impar.
- X X

d) f(—x)=—= X

—m = —1—|| =—f(x) = Simétrica respecto del origen de coordenadas. Funcién impar.
-~ x —|x

(TIC) Indica si las siguientes funciones son periédicas y, en caso afirmativo, indica el periodo minimo.

a) f(x) = —onX b) f(x) = sen3x +sendx c) f(x)=1+ 12 d) f(x) = x + senx
1+cosx cos“x
a) f(x+2m)= sen(x + 2r) - Senx = Funcion peridédica con periodo 2.
1+cos(x+2m) 1+cosx
b) f(x+m)=1+ > 1 =1+ L 5 =1+ 12 = f(x) = Funcidn periddica con periodo .
Ccos“(x + m) (—cos x) cos” x

c) f(x+2rn)=sen(3x+2mn)+sen(2x + 4rn) = sen3x + sen2x = f(x) = Funcién periddica con periodo .

d) No es perioddica.
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12.6. Indica las ramas infinitas que poseen las siguientes funciones:

a) Iy b) Y )
Ji |\ Pra
N \ Pt
X ’/,‘
O . X o1 X
] \
a) La funcion presenta seis ramas infinitas: b) La funcion presenta cuatro ramas infinitas:
lim f(x)=1, lim f(x)=1, lim f(x) =4  lim f(x)=—oo
X—>+oo X—>—o0 X—>+oo X—>—eo
lim f(x)=+4o0, lim f(x) = —co, lim f(x)=4c lim f(x)=—c
x—-1F x—-1" x—-1" x—-1"
lim f(x)=—o0, lim f(X)=+oo
x—-1" x—-1"

12.7. Calcula las asintotas de las siguientes funciones:

2x +1 2x? +1
b) f(x)="""— c) f(x)=
x—1 ) £(x) x—1 ) 1(x) x2+3

a) f(x)=

Con ayuda de estas asintotas, traza, de forma aproximada, un esquema sobre las ramas infinitas de
cada una de ellas.

a) x = 1 es una asintota vertical porque: Y]
. 2x+1 . 2x+1 A
im —— =+, |Im ——=— :
x—1t X —1 x—1 x—1 : -
. . . 2x+1 ol 1| T
y = 2 es asintota horizontal porque Im ——=2 = y=2 ]
x>t x—1 a2 X
Al haber asintota horizontal en + y en -, no hay oblicuas. \ T
[
2 2
b) x = 1 es asintota vertical pues lim 244 =400 y lim 2x°+1 =—o0 . Y /
x-1"  X— x=1T  X— /
) /
No hay asintota horizontal porque Iin+1 2x_-:1 =t = y=2x+2es /
X—too X — (’
asintota oblicua porque: ]
2 ’
im T _ im ﬁzz 7
X—>too X X—teo ¥ _ x K
2x2+1 1+ 2x 2
/

c) El dominio de la funcion es todo R; por tanto, no existen asintotas verticales.

y = 0 es asintota horizontal porque |lim 21 =0
X x° 43

No hay asintotas oblicuas.
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12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

x3+x2-2x+1

Comprueba que larecta y = x + 6 es una asintota oblicua de la funcién f(x) = 7 5x16
x“-5x+

X3+ x2—2x+1—(x+6)(x® —5x+6)

. 22x-35
5 = lim
X“-5x+6

= lim > =
Xxote x°—5X+6

X—>too

lim

X—>teo

X2+ x2—2x+1
x> -5x+6

—(x+6)]

(PAU) Dada la funciéon f(x)= xe™:
a) Estudia si tiene asintotas verticales.
b) Estudia si tiene asintotas horizontales u oblicuas y la posicién de la curva respecto a ellas.

a) El dominio es todo Ry, por tanto, no puede haber asintotas verticales.
b) La recta y = 0 es asintota horizontal en +« porque lim xe™ =0

X—>+oo

lim xe™ = — La funcion queda por

X—>—o0

encima de la asintota, ya que para valores grandes de x se verifica que xe™ -0

=% 50.No hay asintota
eX
-X

oblicua en -« ya que lim

X——o0

= 400 ,
X

Representa graficamente las siguientes funciones polinémicas:

- _x* ox?
a) fix) = x*- 12x c)f(x)_T_T
b) fix) = x*- 7x*+ 16x - 13
a) v I v
’> |
o\ 1 X
,‘ 5.
] ; X
b) [
y []
|
-
T
N . \
1'%\ +
0 jP X
-
,H,‘

(PAU) Calcula los valores de a y b para que la funcién f(x) = X+ ax*+ bx-113 tenga un maximo en el
punto (5, 162).
fix) = x>+ ax*+ bx — 113
f'(x)=3x*+ 2ax + b
f(5) =163 = 125 + 25a + 5b — 113 =162 = 25a + 5b = 150 = 5a + b= 30
f(5)=0=75+10a+b=0=10a+ b=-75
5a+b=30
10a+b=-75

Por tanto, la funcién buscada es f(x) = X = 21x* + 135x — 113.

=>5a=-106=a=-21 b=135
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12.12. (PAU) Calcula los valores de a y b para que la funcién f{ix) = %x4+ ax® + bx* + 12x —% tenga un punto
de inflexion en (2, 0).

f2)=0 = 4+8a+4b+24—% =0

P(x)= x>+ 3ax® + 2bx — F'(x) = 3x> + 6ax + 2b =0

£(2)=0 = 12+12a+2b=0

Resolviendo el sistema 4 + 8a + 4b +24 - ? =0 y12+12a+ 2b =0, se obtiene a = _?1 yb=-4,

Por tanto, la funcién buscada es f(x) = %x“— % P4+ 12x - ?

12.13. (PAU)(TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones racionales:

x2+5 3 x?

-4 b) f(x) = c) f(x)=

3) flx) = x?+3 x+3

Para ello, estudia las siguientes caracteristicas:
1. Dominio y continuidad . Simetrias v. Puntos singulares y crecimiento
Il. Puntos de corte con los ejes Iv. Asintotas VvI. Puntos de inflexion y concavidad

a) l. D(f) = (oo, —2)U(-2, 2)U(2, + = ). Es discontinua para x = -2 y para x = 2.
Il. Presenta simetria respecto al eje Y.

o3

Iv.Asintotas verticales: x=2 y x=-2.
Asintotas horizontales: y = 1 es asintota horizontal, ya que: lim f(x)=1
X—>too

V. F(x) = -18x . f'(x)=0= x=0 ; Maximo: (O, —%)

(e —af
Crece en (-, -2)u(-2, 0) y decrece en (0, 2)u(2, + ).

2
VI.Lf "'(x) :M # 0, por tanto, no hay puntos de inflexion.

(e —4)
Céncava hacia arriba en (-, =2)U(2, + = ) y céncava hacia abajo en (-2, 2).

b) 1.D(f) = R. Es continua en todo su dominio. Y
I.Es simétrica respecto al eje Y.
. (0, 1).

Iv. Solo tiene una asintota horizontal: y = 0.
v.f'(x)= Lﬁ Decrece en (0, + ) y crece en (-, 0). 4,/

(x2 +3) o 1 X
Maximo en (0, 1).
2 p—
vi.f"(x)= M f'(x)=0 = x =1, x = =1. Puntos de inflexion [1, %) y(—1, %j

(x2 + 3)
Codncava hacia arriba en (= oo, 1)U(1+00).
¢)1.D (f) = (= e, =3)(=3, + )
1. No es simétrica.
. (0, 0)
Iv. Asintotas verticales: x = —3.Asintotas oblicuas: y = x 3.

v.f'(x):x(x+62);f’(x)=0:>x=—6,x=0. /
(x+ 7
Decrece en (-6, —3)u(-3, 0) y crece en (= e, =6)U(0, + oo ). ,9" 5 X
Maximo en (-6, —12) y minimo en (0, 0)
VI.f "(x) = 18 -+ # 0. Por tanto, no hay puntos de inflexion.

(x+3)

Es céncava hacia arriba en (-3, + ) y céncava hacia abajo en

(=00, =3).
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12.14. (TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones irracionales, estudiando su dominio, los puntos de
corte con los ejes, sus asintotas y los maximos y minimos relativos. Establece el crecimiento, la
concavidad y los puntos de inflexién.

x2

a) fix) = x+ Vx b) fix) =

x+1

a)1.D(f) = [0, +eo) Y
2. Puntos de corte con los ejes: (0, 0).

3. Asintotas verticales: no tiene.

Asintotas horizontales: no tiene.

Asintotas oblicuas: no tiene porque

n= Iim(x+\/;—x): lim Vx = +oo.

X—>rtoo X—>too
4. Maximos y minimos: no tiene. 1
Crece en todo su dominio. ol X
5. No tiene puntos de inflexion.
Es concava hacia abajo en todo su dominio.

b) 1. D(f) = (=1, + =) Y
2. Puntos de corte con los ejes: (0, 0).

2
3. x = -1 es asintota vertical porque lim

X
x—T" A/ X +1

No tiene asintotas horizontales ni verticales.

=00,

4 .Maximos y minimos: Minimo relativo en el (0,0)

Crece en (0, + ). Decrece en (-1, 0)
5. No tiene puntos de inflexion.
Es céncava hacia arriba en todo su dominio.

o)
=
>

12.15. Estudia los intervalos de crecimiento y los puntos singulares de la siguiente funcién: f(x) = Yx?.

El dominio de la funcién es todo R.

f'(x):%

3R¥x

No hay ningun punto de discontinuidad y ningun punto anula la derivada. Ademas, para x = 0 la derivada no
esta definida. Por tanto, la funcion es decreciente en (-, 0) y creciente en (0, + o). El (0, 0) es un minimo
relativo.

12.16. (TIC) Halla las asintotas oblicuas de la funcion: fix) =  x% -1

¥ = x es asintota oblicua en + < porque:

2 p—
m= lim XX =1 _4 y n=lim (WVx2=1-x)= lim 1 0

X—>+o0 X X—>+oo0 X—>+oo X2 _1 +x

y = — x es asintota oblicua en —< porque:

2_ [
m= lim XX 1=—1yn=|im( x2=1-x)= lim 1 0
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1. Dominio
I. Puntos de corte con los ejes v. Asintotas
. Simetrias
e*
a) fix) = xe* b) f(x) = ~ c) fix)=e**"

a) 1. El dominio es todo el conjunto R.

Il. La funcién no es par ni impar.

. Puntos de corte con los ejes xe* =0 =(0, 0)

Iv. No tiene asintotas verticales porque el dominio es R.
La recta y = 0 es asintota tanto en — .

L'H
. . X . 1
lim xe* = lim = lim =0
X—>—o0 x——o0 @ % X——00 @ X
xe*
No hay asintota oblicua ya que Ilim = lim e* =+
X—4eo X X—>+oo

V. F'(x)=(x+1e* =0= x=-1
En (e, 1) f(-2) < 0 = La funcion decrece.

En (-1, + ) f(0) > 0 = La funcién crece. Minimo en (-1, —l)
e

b) 1. D(f) = (= o=, 0)A(0, + o)

Il. La funcién no es par ni impar.

1. No corta a los ejes.

Iv. La recta x = 0 es asintota vertical porque:

. e . e
lim —=+o0, |liM —=-o
x—0" X x—-0" X

La recta y = 0 es asintota horizontal.

En + e no hay asintota oblicua, ya que |lim X4
X—>+oo X X—>+o0
X —
v. f'(x) =L21) =0=x=1 En (-, 0)U(0, 1) la funcién decrece;
X

y en (1, + ) crece. Maximo en (1, e).

C)1.D(f) = (-oo, +o0)

Il. La funcién no es par ni impar.

. No tiene puntos de corte con los ejes.
Iv. Asintotas verticales no tiene.

La recta y = 0 es asintota horizontal.

No tiene asintotas oblicuas.

v. f'(x)=e"" 20

No tiene maximos ni minimos y la funcién es siempre creciente.

d)1. D(f) = (=0, o0 )

Il. La funcion es par.

1. Punto de corte con los ejes: (0, 16).
Iv. La recta x = 0 es asintota horizontal.

A
v. f'(x)=|—= ‘In=-2x=0=x=0
2 2

En (-« ,0) la funcién es creciente, en (0, + «~ ) es decreciente.

En (0, 16) hay un maximo absoluto.
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Iv. Puntos singulares y crecimiento

12.17. (PAU)(TIC) Traza la gréfica de las siguientes funciones exponenciales, realizando el estudio de:

o

o]
N



12.18. (PAU)(TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones logaritmicas, mediante el estudio de:

I. Dominio . Asintotas
I. Puntos de corte con los ejes Iv. Puntos singulares y crecimiento
Inx
a)fix)=xInx b) f(x)=——- c) f(x) = Iog(x2 -1) d) fix) =In(2x + 3)
X

a) 1. D(f) = (0, +<°)
Il. Puntos de corte con los ejes: (1, 0)
1. No tiene asintotas verticales1porque:

: . InxtH X .
lim xInx= lim — = lim = lim (-x)=0
x—0" x—0" 1 x—0" 1 x—07"
X x?

No tiene asintota horizontal porque: lim xInx = +oo.
X—>+oeo

, . . xInx .
No hay asintotas oblicuas porque: lim = lim InXx =40 .

X=X X—>+o0

|v.f'(x)=‘1+Inx=0:|nx=—1:>x=l
e
1 . 1 . . 1 1
En| 0,— | la funcién decrece y en | —,+ | crece. Minimo relativoen | —,——|.
e e e e

b) 1. D(f) = (0, + )

Il. Puntos de corte con los ejes (1, 0) I x y
. x = 0 es asintota vertical porque: X":LL = N

i ; . InxtH A1 e
y = 0 es asintota horizontal porque: lim — = lim —=0 5 -

X—oteo X X0 X

1-1

Iv. f'(x)= 2X=0:>|nX:1:>x:e
X

En (0, e) la funcién crece y en (e, + « ) decrece. Minimo relativo en [e, l]
e

¢) 1. D(f) = (= oo ,=1)u(1, + o)
II. Puntos de corte con los ejes: log(x*— 1) = 0: (—x/E,O) y (x/EO) Y

ll. La recta x = —1 es asintota vertical por la izquierda porque
lim log(x? —1) = —eo

x—-1"
La recta x = 1 es asintota vertical por la derecha porque: lim log(x? —1) = — \2" /
x—1* t

No tiene asintotas oblicuas porque: n = Iirr+1 (Iog(x2 -1)- x) =+oo
X—>too

Iv.f'(x) :ZL =0= x=0 que no pertenece al dominio.
(x*=1)In10

La funcién es decreciente en (-« ,—1) y creciente en (1, + ). No presenta extremos relativos.

_ (-3
d) 1. D(f) = (7'+mj y
Il. Puntos de corte con los ejes In(2x+3) =0 = 2x+3=1= (1,0)
lim In(2x+3) = —co
3+

) /_/’

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas. 3 X

v. f'(x)=

. Larectax= _—23 es asintota vertical porque

NN

# 0 no tiene extremos relativos.
2x+3

La funcién es creciente en su dominio.
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12.19. (TIC) Traza la grafica de las siguientes funciones trigonométricas, haciendo un estudio completo de sus

caracteristicas:

a) f(x) = sen(2x) e) f(x) = tg(2x)

b) f(x) = sen(2nx) d) fi(x) = -2 + cos(2x)
= 2 = X

c) f{x) = sen“(nx) f) f(x) sec[ 2]

a) 1. Dominio: todo R

2. f(-x) = sen(-2x) = —2sen2x = La funcion es impar. Y
f(x + m) = sen(2(x + m)) = sen(2x + 2w) = sen2x = f(x)

La funcién es periddica con periodo .

Por tanto, solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, n). ‘

1.
El comportamiento de la grafica en este intervalo se generalizara a JANIIAN A T/N /\
todo R. /L \/ AVEARVAER
\
3.Eje X:sen2x =0 = 2x=0,2x=n:>x=0,x=g T

Los puntos de corte son (0, 0), (goj , (m, 0).

4. Asintotas: no hay.

5.f(x) =2cos2x=0 = cos2x=0 = x =% , X =3Tn .En (0, %) la funcion es creciente; en (%%} decreciente;
y en S—En] (S—R,n) creciente. Maximo (5,1]. Minimo 3—“,—1 .
4 4 4 4
b) 1. Dominio: R
2. f(-x) = sen(—2nx) = —2sen(2nx) = —f(x) = La funcién es impar. Y

fi(x+1) = sen(2n(x+1)) = sen(2nx + 2w) = sen(2nx) = f(x)
La funcién es periédica con periodo 1.
Solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, 1].

El comportamiento de la grafica en este intervalo se generalizara a AVAVAVAVAVAV%%AVAVAVAVAVA@
todo R.

3. Los puntos de corte son (0, 0), (%Oj (1, 0).

4. Asintotas: no hay.

w

5. f(x) = 2n cos2nx = 0 = cos2nx = 03x=%, x=z

En (0%] la funcion es creciente; en [%%] es decreciente; y en [%1] la funcion es creciente.

Maximo [l‘q Minimo [g,—1j.
4 4

c) 1. Dominio: R

2. f(-x) = sen’(-nx) = (-sen(nx))* = f{x) = La funcién es par. Y
=f(x + 1) = sen*(n (x+1)) = sen’(nx + 1) = (-sen(nx))’ = senf(nx) =

f(x) = La funcién es periédica con periodo 1.

Solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, 1].

El comportamiento de la grafica en este intervalo, se generalizara MAMMMAMAM

a todo R. ol 1 X
3. Los puntos de corte son (0, 0), (1, 0).
4. Asintotas: no hay.

5. f(x) = 2msennx-cosnx =0=>x=0, x= l , x=1

N

En (0%) la funcion es creciente.
En [%1] la funcion es decreciente.

Minimo (0,0). Maximo [%1] . Minimo (1, 0)
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d) 1. Dominio: R

2. f(-x) = -2 + cos (—2x) = -2 + cos(2x) = La funcion es par.

La funcion es periédica con periodo .

Por tanto, solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, = ].

El comportamiento de la grafica en este intervalo se generalizara a
todo R.

5. f(x) = 2sen(~2x) = 0 = sen(-2x) = 0 = x = 0, g .
En (0%} la funcién es decreciente, y en [g nj es creciente.

Minimo (g,—3] .Méaximo (0, —1)

e) 1. Dominio: R —{%k;ke z} |
2. Simetrias y periodo: ‘ v
f(—x) = tg(-2x) = — tg(2x) = —f(x) = La funcion es impar. ‘ # N

Y

1

o)
3. Puntos de corte con los ejes: (0, —1). /\/\/\/\/\
4. Asintotas: no hay.

FRE I e RO e
N
j

- - . T
La funcién es periédica con periodo 2 1T

. . . . b
Por tanto, solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [OE} .

El comportamiento de la grafica en este intervalo, se generalizara a todo R.
3. Puntos de corte con los ejes:

Eje X:tg(-2x)=0= x=0, x =% . Los puntos de corte son (0, 0), (1, 0).

4. Asintotas: no hay.
5. Puntos singulares. Intervalos de crecimiento.

f(x) = (1 + tg’(-2x))(-2) # 0. No presenta extremos relativos. Es creciente en todo su dominio.

f) 1. Dominio: R —{kz;k e Z}
2. Simetrias y periodo

f(—x) = sec (_—ZXJ = sec (g} = f(x) = La funcién es par.

fixt4n) = sec[x+4n) = sec [1+2nj =sec (lj = f(x)
2 2 2

La funcién es periédica con periodo 4r.

Solo es necesario realizar el estudio en el intervalo [0, 47 ].

El comportamiento de la grafica en este intervalo, se generalizara a
todoR.

3. Eje X: No corta al eje X y corta al eje Yen (0, 1).

4. Asintotas: no hay.

—Sen(gj
5 f()=— %) =0= sen[ij =0=x=0, 21, 4n.

2cos? [gj 2

En (0, 2rt) la funcién es creciente; en (2n , 41 ) es decreciente.
Maximo: (0, 1). Minimo: (2r, —1)
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12.20. Partiendo de la grafica de f(x) = Inx, traza la grafica de las funciones: f(x) =1 +Inx y fix)=1+In(x-1)

Y

|
\

\\*
Vs
\

\\\

[RiN
>

12.21. A partir de la grafica de la funcion f(x) = e, traza la grafica de g(x) = e ™
Y

\

\
|
|

12.22. (TIC) A partir de la grafica de la funcion f(x) = x* — 1, traza las graficas de las siguientes funciones:
a) f(x)=|x*-1 b) gx) = |(x—1 -1 +2

\[ Y [
\ [
f(x) =x2-1
\ .l 1/
| X
\ Y [ \ Y /
\ /
\ /
f=I1x2-11\ .| |/ f)=l(x=1)2-1]+2
o 1 X -
1 X
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12.23.

12.24.

12.25.

EJERCICIOS
Puntos de discontinuidad

Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) flx)=—— ¢) fx) = V1-Va—-x* o) Fix) = o0z

x“-1 x

b) f(x)=2x +v/2x-3 d) f(x) = In(senx)
a) D(f) = (==, =1)u(=1, 0) L(0, 1)U(1, + o)
x=0

2x20 3
b) = 3= =, oo
2x-32>20 XZE 2

4-x2>0 2<4
C){ X { X :034—x2312—13x2—430:>33ng4:[—2, —\/ﬂu[x/?, 2}

=
1-V4-x2>0 |V4-x%<1

d)senx>0=x € (2kn, (2k+1)mt),conk € Z
e) La potencia de base positiva es positiva. Por tanto, la raiz cuadrada siempre existe y el dominio es todo R.

Indica los puntos de discontinuidad de especial interés (puntos de discontinuidad en los que al menos
existe uno de los limites laterales) en las funciones del ejercicio anterior. Indica también si en alguno de
estos puntos la funcidn es continua a la izquierda o a la derecha.

a)x=-1, x=0, x=1

b) En x = % la funcién es continua por la derecha.

C)Enx=-2yx= V3 la funcién es continua por la derecha,yen x=2y x=- V3 la funcion es continua por la
izquierda.

d)x=kmn,keZ

e) No hay puntos de discontinuidad.

Signo de una funcién

Estudia el signo de las funciones siguientes:

x%+2 1
a)fix)=x-x*-4x+4 c) f(x) == e) f(x) = g) f(x) = sen’x + cos2x
x°-4 1-e*
b) fix) = x°+ X2~ 16x + 20 d) F(x) = X1 f) £(x) = In(x? - 8)
xX+2

a) Los puntos de corte con el eje X'son: x=-2, x=1, x=2.Lafuncién es continua en todo R. En (-, —-2)
la funcién es negativa; en (-2, 1) positiva; en (1, 2) negativa; y en (2, + « ) positiva.

b) En (- =, —=5) la funcién es negativa, y en (-5, + ) positiva.

c) El signo de f(x) sera el mismo que el de y = xX*~4 excepto en x = -2y x = 2, en los cuales la funcién no existe.
Por tanto, es positiva en (- e, =2)U(2,+ =), y negativa en (-2, 2).

d) La funcién es positiva en todo su dominio que es (—, =2)U[1, + ) excepto en x = 1, que vale 0.

e) El dominio de la funcién es (- <, 0)U(0, + <0 ). La funcion no corta al eje de abscisas.

En (-, 0) la funcién es positiva, y en (0, + « ) es negativa.

f) EI dominio de la funcién es (-, — \/g )u(\/g , +0). La funcién corta al eje Xen x=-3, x=3.

Por tanto, se consideran los intervalos (-, =3), (-3, —\/g ), (\/g , 3) Y (3, + ). En dichos intervalos el signo
de la funcion es, respectivamente, positivo, negativo, negativo y positivo.

g) f(x) = sen®x +cos2x = sen®x +cos?x — sen®x = cos?x . La funcidn es positiva en todos los nimeros reales

T
excepto en los que cosx =0 = x = Ei km con ke Z.
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Simetrias y periodicidad

12.26. Estudia las simetrias de estas funciones:

6

a) f(x) = f c) f(x)= X2—+2 e) f(x)=sen 3x+cos 5x
x" -1 x“+4
6 X -x
x° +1 e’ -e senx + tgx
b) f(x)=—; d) f(x)=——— f) flx) = 22T 9X
X’ -x 2 cos x
a) f(—x) = f(x) = par (simétrica respecto a Y)
b) f(—x) =—f(x) = impar (simétrica respecto a O)
c) No es par ni impar.
d) f(—x) = —f(x) = impar (simétrica respecto a O)
e) f(—x) = sen(—3x)+cos(—5x) = —sen3x+cos5x = no es par ni impar f(x)= senx+1gx
cosx
f) f(—x) = sen(-x)+19(-x) _ —senx—tgx __senx-+igx —f(x) = impar (simétrica respecto a O)
cos(—x) cosx CoSsX
12.27. Estudia si son periddicas las siguientes funciones:
a) fix) =senx + tg x b) f(x) = sen 2x + tg2x c) f(x) = sen3x + tg3x

a)fix+2n)=sen(x+2xn)+1tg(x + 2n) = senx + tgx = f(x) = periddica con periodo T=2n

b) fix+ n)=sen(2(x+ n))+tg(2(x + m)) =sen(2x + 2w ) + tg(2x + 21 ) = sen2x + tg2x = f(x) = periédica con
periodo T= =«

c) fix + 2% ) =sen(3(x + % ))+tg(3(x + 2% )) = sen(3x + 2 )+tg(3x + 21 ) = sen3x + tg3x = f(x) = periddica

con periodo T = 23—“

12.28. Senala el periodo de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) = secx c) f(x) = tg (nx) e) f(x) =sen’x g) f(x) = sen’ x + cos’ x
b) fix) =tg x d) f(x) = sen 4x f) f(x) = sen x + cos 3x

a)T=2n c)T=1 eyT=n g)fix)=1

b)T=n d)T=% fiT=2n

12.29. Comprueba que si una funcion f(x) tiene periodo T, entonces la funcién f(ax) tiene periodo I
a
Aplicando esta propiedad, halla el periodo de las siguientes funciones:

a) f(x) = sen%x c) fix) = tg(3nx) e) f(x) = sec3nx
b) f(x) = cos2 % X d) fix) = cotg2 % x

f(a[x+1D =f(ax+T)="f(ax) = f(ax) es periddica con periodo T .
a a

=3 c)T=2"=
3n

aT= 2 b) T= 1
T 3
3

wlala
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Asintotas

12.30. Estudia las asintotas de la siguiente funcién polinémica: f(x) = 2x* - 3x* + 5x — 2.

Por ser una funcion polinémica, no hay asintotas.

12.31. Estudia las asintotas de las siguientes funciones racionales:

©) fix) = % 9) fix) = x"_3 -
-7

a) Asintota vertical: x = —1 a la izquierda y a la derecha. Asintota horizontal: y=0en +o yen — <.
b) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal: y =4 en +o yen — <.

c) Asintotas verticales: x = \/g X=- \/g a la derecha y a la izquierda. No hay asintotas horizontales.

Asintota oblicua: y=x—% en+c yen —oo.

d) No hay asintotas verticales. Asintota horizontal: y=1en+o yen —c.
e) No hay ningun tipo de asintotas.
f) Asintota vertical: x = -2 a la derecha y a la izquierda. No hay asintotas horizontales.

g) Asintota vertical: y = x en + y en — . Asintota vertical: x = 1 a la derecha y a la izquierda. No hay
asintotas horizontales ni oblicuas.

12.32. Estudia las asintotas horizontales y oblicuas, y su posicion respecto de la curva, para las siguientes

funciones racionales:

a) f(x) =

x?+4
2x%2+ x+2
b) f(x) = ————
) 1(x) 2x? - x+2
2x°
c) f(x)=
) Fx) 2x% +1

a) Asintota horizontal: y=0en +e yen —«. En +o yen - la curva queda por debajo de la asintota.
Asintota horizontal: y=1en+e yen —.

2% +x+2 ., 2x

2 —x+2  2x°—x+2

En + < la curva queda por encima de la asintota. En — la curva queda por debajo de la asintota.

c)f(x)= 2x° —x——2 Asintota oblicua: y = xen +e yen -
2x2 +1 2x% +1° ' '

b)
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12.33. Estudia las asintotas de las siguientes funciones irracionales:

a)f(x)=4/x+% c) f(x)=+vx2-1
b) f(x) = # d) F(x) = 4 x* +%

a) El dominio de la funcion es [-1, + = ). No tiene asintotas verticales.

. / 3 . . .
lim ,|x+ Z =+ = No tiene asintotas horizontales.
X—>oo

No tiene asintotas oblicuas porque m= lim 4 _ 0.

X—>teo X

b) El dominio de la funcién es (-« , —2]U[2,+ ).
No tiene asintotas verticales.

[ 4 4 _
No tiene asintotas horizontales porque lim vx' 16 =+4c0 Yy lim yx 1§ =—co .
X—>+oo X X—>—o0 X

y = x es asintota en +« y en —« porque:

. x*-16
X—too X
4 2 4 2
ntim | YX =161 im ( e )( i _16”) — lim —16 0
ol X o x( x4—16+x2) Hi“’x(\/x"—16+x2)

c) El dominio de la funcion es (oo, =1] U[1, + ).
No tiene asintotas verticales ni horizontales.
y = —x es asintota oblicua porque:

metim Y14 nl im (m_x): lim ( X2_1_X)[m”) 1

X—>+oo X X—>+oo X —>+oo) JXZ _1 +Xx X—>+oo X2 _1 +X

d) El dominio es todo R.
No hay asintotas verticales ni horizontales.

y = x es asintota oblicua en + - y por ser una funcion par, y = —x es asintota oblicua en — ya que:
4 X4 + 1

m= lim —4=1
X—>eo X
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12.34. (TIC) Estudia las asintotas de las siguientes funciones:

x? +1

eX

a) f(x) = (2 + xz)e? b) f(x) = c) f(x)=In(2x-3)
a) El dominio es todo R. No hay asintotas verticales.

lim (2+ x*)e? =+ = No hay asintota horizontal en +eco .

X—>oo

lim (2+x2)e2: lim (2+x2)e%: jim 24X :{L’"}L_ﬁ lim ZXX =

X—>—o0 X—>+oo X—>4oo X +o0 Xt 1 X
eZ 762
2
too |LH 2 . .
=|—|— lim =0= Larecta y = 0 es asintota horizontal en — .
+oo X oo 1 X
iQZ
4
x
_(2+x%)e? ) .
m= lim =40 = No hay asintota oblicua en + .
X—>+o0 X

b) El dominio es todo R. No hay asintotas verticales.

2 oo |LH oo |L'H
lim x 1 = [L}e lim 2x = [L}e lim 2 =0 = Larecta y = 0 es asintota horizontal en + e .

xo+eo  @% 400 X+ @% 400 Xt @%

X241 . (X2 + 1) ] . -

li =+, m= lim =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en — .
X—>— @ X—>—  X@

c) El dominio es (%oo] lim IN(2x—-3)=—c0 = x= % es asintota vertical por la derecha.
3+

Xo=
2

lim In(2x —3) =+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en + .

X—>+o0

12.35. (TIC) Estudia las asintotas de las siguientes funciones:
a) f(x) = x* b) f(x)=Invx+1

a) El dominio es (0 +<). lim x* =1. No tiene asintotas verticales.
x—0*

X

. .X . . -
lim x* =+ y lim ==+ = No hay asintota horizontal ni oblicua en + .
X—>+o0 X0 X

b) El dominio es (-1, + ) Iim+ InVx+1=-- = x=-1es asintota vertical por la derecha.

x—-1
/ o L'H
lim InVx+1=4c y lim Invx+1 . el — lim =0 = No hay asintota horizontal ni oblicua.
X—>+oo X—>+oo X 400 X—>+oo 2(X + 1)

12.36. Estudia las asintotas de las siguientes funciones trigonométricas:
a) f(x) = senx
b) f(x) = senx + 3cosx

a) No tiene asintotas verticales ya que el dominio es todo R.
No tiene asintotas horizontales ya que no existe el limite en +c nien —c.
b) Al igual que la anterior, no tiene asintotas.
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12.37.

12.38.

12.39.

(TIC) Estudia las asintotas de las siguientes funciones con valores absolutos:

a) fx)=12x- 3| +xix=1]  b)fix)= - o) Flx) = X +2

P Y2 d) fix) = In(|x - 2|)

a) La funcion se puede escribir como una funcién definida a trozos en la que todos los tramos estan
expresados por polinomios. Por tanto, no tiene asintotas.

1 . 1 , . o
b) lim —=+c, lim ——=+w = x =0 es asintota vertical tanto por la izquierda como por la derecha.
x—0t X x—=0" X

1 . 1 . .
lim —=0, lim ——=0 = y =0 es asintota horizontal tanto en + -« como en — .
X—>+oo X X—— X

c) x= -2 es asintota vertical por la izquierda y por la derecha.
En -, y = -1 es asintota horizontal.

En +, y =1 es asintota horizontal.

d) x = 2 es asintota oblicua.

Funciones polindmicas

Dada la funcién f (x) = xX*=3x*-9x+5:

a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Halla los maximos y minimos relativos.

c) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, dibuja la grafica de la funcién.
d) ¢Hay puntos de corte con los ejes de coordenadas?

f'(x)=3x*-6x-9, f"(x)=6x-6.Si f(x)=0=> x=-1, x=3

a) Crece en (-, =1)U(3, + ). Decrece en (-1, 3)

b) Maximo (-1, 10). Minimo (3, -22)

d) Corta al eje Yen (0, 5) y al eje X en tres puntos.

Dada la funcion f{x) = x*+ 4x* - 2x* - 12x + 9:
a) Halla los puntos de corte con los ejes.

b) Estudia el signo de la funcién.

c) Halla el crecimiento de f.

d) Halla los maximos y minimos relativos.

e) Dibuja la grafica de la funcion.

f) ¢ Cuantos puntos de inflexion tiene la funcion?

f(x)=x*+4x®-2x* —12x+9 = (x = 1’(x +3)? e) Y
Fr(x)=4x3+12x2 —4x-12 = 4(x + )(x = 1)(x +3)

a) Puntos de corte con los gjes: (0, 9), (1,0) (-3, 0).

b) La funcion es siempre positiva, excepto en los puntos que se
anula.

c) Crece: (-3, =1)u(31,+ ). Decrece: (-, =3)u(-1, 1).
d) Maximo(-1, 16). Minimo(-3, 0). Minimo(1, 0).

f) Tiene dos puntos de inflexion.

Solucionario E 141



12.40. Dada la funcién f(x) = %x“ +ax®—2x% + bx —% :

a) Calcula los valores de a y b para que tenga un punto de inflexion en (-2, 0).

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento para los valores de a y b hallados.
c) Halla los extremos relativos para los valores de a y b hallados.

d) Estudia los intervalos de concavidad para los valores de a y b hallados.

e) Halla los puntos de inflexion de f.

f) Dibuja la grafica de la funcion.

g) ¢ Cuantos puntos de corte tiene con el eje de abscisas?

f'(x):%x3+3ax2—4x+b, f"(x)=%x2+6ax—4

a) f"(—2)=6—12a—4=0:>a=% y f(—2):0:>2+%(—8)—8—2b—%:0:>b:—6

Por tanto, f(x)= LY LV S S Y
8 6 3

b) f'(x) :%x3 +%x2 —4x-6=0=f(x) :%(X—S)(x+2)2 Crece en (3, += ). Decrece en (=, 3)

— Y
¢) Minimo en 3EJ f)
24
3 5 4

d) f'"(X)==x"+x-4=0 = x=— x=-2

) £'(x) 2 3 51
Céncava hacia arriba (— e, —=2)u [%’erj 1

. . . 4 4
Coéncava hacia abajo: (-2, 5) —2,5
e) Puntos de inflexion (-2, 0) y i—@ .

3 81
Funciones racionales
12.41. Dibuja las siguientes funciones racionales, realizando el estudio de:
I. Dominio IV. Asintotas
Il. Simetrias V. Puntos singulares y crecimiento
lll. Puntos de corte con los ejes VI. Puntos de inflexién y concavidad
2x+4 x2

a) f(x)=——— b) f(x) =

) F(x) x-3 ) (x) x2+1

3x

c) f(x)=

) 0=
a) |. Dominio (=0, 3)(3, + o)
Il. No es par ni impar. v !
IIl. Puntos de corte con los ejes(-2, 0), (0, —%)
IV. Asintotas verticales: x = 3
Asintotas horizontales: y = 2 5 !
V. f'(x)=- . Siempre decrece. No tiene extremos !

) (x-3) P el
relativos.
" 20 . . . :

VI f"(x)= Coéncava hacia arriba en (3, + ) y |

32

coéncava hacia abajo en (-, 3). No tiene puntos de inflexion.
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12.42.

12.43.

b) I. Dominio: R. %
Il. Es una funcién par.

I1l. Puntos de corte con los ejes: (0, 0)

IV. Asintotas horizontales: y = 1

V. f'(x)= % . Decrece en (=, 0), y crece en (0, + o).
(x“+1)
Minimo en (0, 0)

_2-6x° [ J3 J§J

VI f"(x)=——= . Coéncava hacia arriba '3

(x2+1)

Céncava hacia abajo: [—oo, ?] u[§,+wJ ) o 1 X

Puntos de inflexién: [ﬂ l} y(—ﬁ,lJ

34

c) I. Dominio (= oo, 2)U(2, + o) Y| b
II. No es par ni impar. N :
Ill. Puntos de corte con los ejes: (0, 0) 1
IV. Asintotas verticales: x = 2 ‘ \
Asintotas horizontales y oblicuas no tiene.

_6(x°+4) S

V. f'(x)= o oF Decrece en (-4 , 2)u(2, +). T

3
Crece en (—«, 4 ). Maximo en [—Q/Zg]

_18x*(x* +16)

(x®-8)°
Concava hacia abajo (-316 , 0) U (0,2)
Céncava hacia arriba (—<o, 316 YU (2,+00)

3
Punto de inflexion: [—W , g}

VIL ' (x)

(PAU) Calcula el valor de k para que la siguiente funcion tenga una asintota oblicua en y = 2x - 5:

2x3 + kx? +7x + 3k
x?+3

f(x) =

2x3 +kx? +Tx+3k
= > =2X+k+
X“+3 x“+3

f(x)

(PAU) Calcula el valor de k para que la siguiente funciéon tenga un maximo relativo en el punto x = 2:

2x +k
flx)= —X*TX
(x) x2—2x +1

¢Cual es el valor de este maximo?
F(x)= 2x+k  2x+k _2Ax+k+1)

= = , F'(x
x2=2x+1  (x-1)? (x) (x=1°
izquierda de 2 la funcién crece y a la derecha decrece. El valor de la funcién en x =2 es 1.
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Funciones irracionales

12.44. (PAU)(TIC) Dada la funcién f(x) = v x2—4x+8 :

a) Halla el dominio de f.

b) Halla los puntos de corte con los ejes.

c) Estudia el crecimiento de la funcién.

d) Halla los maximos y minimos relativos de f.
e) Dibuja la grafica de la funcion.

f) De acuerdo con la grafica, sefala los intervalos de concavidad de la funcién.
a) Dominio: R Y
b) No corta a los ejes.

0) Fx)=—X=2

Vx?—4x+8
Decrece en (-, 2) y crece en (2, + ). \\/
2.

d) Minimo en (2, 2)
f) La funcién siempre es concava hacia arriba. o 1 X

12.45. (PAU)(TIC) Dada la funcién f(x)=x+\/z, halla el dominio, los puntos de corte con los ejes, las
X

asintotas y los extremos relativos de f, y traza la grafica de la funcion.

Dominio: [0, + )

Puntos de corte con los ejes: ninguno 14
Asintotas verticales: x = 0 porque |lim x + \/I = +oo
x—0*" X
Asintotas oblicuas y = x en + o
3 3

f'(x)=1- L . Minimo en (i/z, ﬂ) i/zﬂ

2/x® 47 2 4" 2 27

1 X

x*+1

12.46. (TIC) Dada la funcién f(x) =

a) Halla el dominio de f.

b) Halla los puntos de corte con los ejes.
c) Estudia las asintotas de la funcién.

d) Calcula los extremos relativos de f.

e) Traza la grafica de la funcion.

a) Dominio: (= oo, =1)U[0, + o)
b) Puntos de corte con los ejes: (-1, 0) Y
c) Asintotas verticales: x =0

. X3 +1

lim
x—0" X
Asintotas oblicuas y = xen+e y=-x en —o

= 4o

X3 +1
2x3 1), = /125
d) f'(x)=—————%— Minimo en (3/l , ﬂ)
2x(x° +1) 2 2 21
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12.47.

12.48.

12.49.

2x+k

vx-1

Halla el valor de k para que la funcion f(x) = tenga un extremo relativo en x = g

a) ¢Qué tipo de extremo es?

b) Determina el dominio de la funcién.

c) Halla las asintotas de la funcion para el valor obtenido.

d) Traza la grafica de la funcién para dicho valor.

e) A la vista de la grafica, establece los intervalos de crecimiento.

f) A la vista de la grafica, establece los intervalos de concavidad. ; Tiene algun punto de inflexién?

a) f'(X):M, f'(§]=03k=1.Es un minimo. Y

24(x-1)°
b) Dominio: (1, + )
c) Asintotas verticales: x = 1
No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
d) Crece en [é +ooj . Decrece en 1,é .

2 2 ol
e) f"(x)=M=0:>x=ﬂ.Puntodeinflexién: (ﬂ 4\5] o 1 X
4y(x -1y 2 2
. . . 11 ) . . 11

f) Es céncava hacia arriba en 1,? y concava hacia abajoen | —, +oo|.

Funciones exponenciales

(PAU)(TIC) Dada la funcién f{x) = (1 = x)e*, calcula:
a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Los intervalos de concavidad.

c) Los maximos y minimos relativos, y los puntos de inflexién de la funcién.
d) Con los datos anteriores, traza la grafica de f.
f'(xX)=e*(x-2)=0=>x=2 ,f"(x)=e*B-x)=0=>x=3
a) Decreciente en (-, 2) y creciente en (2, + ) d)
b) Céncava hacia arriba en (=, 3)

Cédncava hacia abajo en (3, + o).

c) Punto de inflexion en (3, -2e7%). Minimo (2, —e?)

Y

(PAU)(TIC) Dada la funcién f(x) = x*¢*, halla:

a) El dominio de f.

b) Los puntos de corte con los ejes.

c) Las asintotas de la funcion.

d) Los intervalos de crecimiento y los extremos relativos.
e) Con los datos anteriores, traza la grafica de la funcién.
f) A la vista de la grafica, indica cuantos puntos de inflexiéon posee.
a) Dominio: R

b) Punto de corte con los ejes: (0, 0) e)

c) No tiene asintotas verticales ni horizontales.

y = 0 es asintota horizontal en — .

d) f'(x) = (P+2x)e*, f'(x)=0=x=0 x=-2

Crece en (—e -2)u(0 + )y decrece en (-2, 0).

Maximo: (-2, 4¢7%).  Minimo: (0, 0) 14
f) Tiene dos puntos de inflexion.
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12.50.

12.51.

Calcula el valor de k para que la funcién f{x) = X -:k
e

tenga un punto de inflexion en x = 0.
Halla, para el valor obtenido:

a) El dominio de f.

b) Los puntos de corte con los ejes.

c) Las asintotas de la funcién.

d) Los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion.

e) Con los datos anteriores, traza la grafica de la funcién.

f) A la vista de la grafica, indica cuantos maximos y minimos relativos tiene f.

g) A la vista de la grafica, indica, si es que existe, el valor del maximo y minimo absoluto en todo el
dominio.
2 2 2

Frx=-X 2K ) X AXAKEZ ) 0 k220 k=2 = f(x)= X2

e e e
a) Dominio: R
b) Puntos de corte con los ejes (0, -2) (- V2, 0) (x/E , 0)
c) Asintota horizontal: y =0 en x = +

d) Céncava hacia arriba en (-, 0). Céncava hacia abajo en (0, + = ). Puntos de inflexion: (0, -2) , (4, %)
e

e) y

2.

e :

f) Maximo relativo: (1+ V3 ; 0,36). Minimo relativo: (-0,73; —3,04).
g) No tiene maximo absoluto y el minimo absoluto vale —3,04.

Funciones logaritmicas

Dada la funcién f{x) = In(x*- 4):

a) Halla el dominio de f. e) Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f.
b) Estudia las posibles simetrias de la funcion. f) Estudia la concavidad y los puntos de inflexion.
c) Calcula los puntos de corte con los ejes. g) Traza la grafica de la funcién.

d) Determina las asintotas de la funcién.

a) Dominio: (oo, =2) U (2, + )

b) Simétrica respecto del eje Y (funcion par)

¢) Puntos de corte con los ejes (- V5, 0)y (\/g , 0)
d) x =-2 y x = 2 son asintotas verticales.

e) Decrece en (-, —2). Crece en (2, + ). No tiene extremos relativos.
f) Céncava hacia abajo en todo su dominio. No tiene puntos de inflexion.

g)
Y
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12.52.

12.53.

Dada la funcién f(x) = In( x—1J :
X+2

a) Halla el dominio de f.

b) Calcula los puntos de corte con los ejes.

c) Determina las asintotas de la funcion.

\d) Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f.

e) Estudia la concavidad y los puntos de inflexion.

f) Traza la grafica de la funcién.

a) Dominio: (= e, =2)U(1, + )

b) No tiene puntos de corte con los ejes.

c) Asintotas verticales x = -2, x =1

Asintota horizontal, y=0en +e yen -

£ (x) = 3 P =— 6x+3
(x=1)(x+2) (x=1)?(x+2)?

d) Es creciente en todo el dominio.

No tiene extremos relativos.

e) Es concava hacia arriba en (-, -2).

Es concava hacia abajo en (1, + ). No tiene puntos de inflexién.

2
Halla el valor de k para que la funcién f(x) = X +k

Para este valor:
a) Estudia el dominio de la funcién.

b) Halla los puntos de corte con los ejes.
x2
c) Calcula e interpreta el valor de lim —.
x-0* InXx
d) Determina las asintotas de la funcién.
e) Estudia el crecimiento y los extremos relativos de f.
f) Demuestra que la grafica no tiene puntos de inflexién.

g) Traza la grafica de la funcién.

2e ! e—-k
2x%Inx—-x*—k T
Fri)=2X0X2X 7K pfe)=—2 __ —0=k=0
) x(In x)? We) Ve

4
a) Dominio: (0, 1)u(1, + )
b) No tiene puntos de corte con los ejes.

2 .
¢) lim X-:P}L—T/: lim 2X = fim 2x% =0
x—0* In X 0 x—0" 1 x—07"
X

d) Asintota vertical: x = 1

e) Decrece (0, 1)u(1,\/g). Crece (x/g ,+00). Minimo (x/g, 2e)
2(n xf’ =3Inx+2

D= (Inx)*

.No tiene solucién real = no hay puntos

de inflexion.
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Funciones trigonométricas

12.54. (TIC) Dada la funcién f(x) = 2senx + sen(2x):
a) Estudia las simetrias y la periodicidad de f.
b) Calcula los puntos de corte con los ejes.
c) Halla los extremos relativos.
d) Traza la grafica de la funcién.

a) Es una funcién impar (simétrica respecto de O). Es una funcion periddica de periodo T=2m.
b) 2senx + sen2x =0 = 2 senx + 2 senx cosx = 0 = {senx:O:x:O, X=m
cosx=-1=x=mn
Los puntos de corte son (0, 0) y (&, 0).
c) f'(x) = 2cosx + 2cos2x =0 —2co0s’x + cosx-1=0
-1+£4J1+8 -1£3 cosx=13x=£,x=z
COS X = 2 = = 2 3 3
cosx=-1=x=mn
Crece en (O,EJ U(E,an y decrece en (%n) U [n, %] .Maximo [g 3£] y minimo (%—ﬂ]

3 3

d) Y ,‘L]

N7 AN RN
AVEEY ERLVEEY

senx

12.55. (TIC) Dada la funcion f(x) = —:
1+ senx

a) Estudia su periodicidad.

b) Halla las asintotas verticales de f.

c¢) Calcula los puntos de corte con los ejes.
d) Halla los extremos relativos de f.

e) Traza la grafica de la funcién.

a) Funcion periédica de periodo 2w .

b) lim e __, y lim _senx . . X -3 es asintota vertical por la izquierda y por la derecha.

L3 1+senx 3w T+senx 2

2 2
senx

————=0=>senx=0=>x=0 x=mxn.Los puntos de corte en [0, 27 ) son (0, 0) y (=, 0).

1+senx
d) f'(x)=LX2=O = X =£Crece en 0,E V] ﬁ,Zn y decrece en E,% . Maximo E,l

(1+senx) 2 2 2 2 2 22
e) Y 1
TN TN
1 X
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12.56.

12.57.

Otras funciones

(TIC) Dada la funcién f(x) = |x| + |x+1]:

a) Exprésala mediante una funcién definida a trozos.
b) Representa graficamente la funcion.

c) ¢Dénde se encuentran los puntos criticos de f?
d) Halla los extremos relativos de la funcién.

e) Halla el maximo y el minimo absoluto de f.

-2x-1 si x<-1

a) f(x)=1+1 si —1<x<0
2x+1 six=0
b) %
o] 1 X

c) Los puntos criticos son las soluciones de la ecuacion f(x) = 0 mas aquellos puntos del dominio donde no
existe la derivada. Por tanto, todos los valores de x pertenecientes al intervalo [-1, O] son puntos criticos.

d) Todos los valores de x pertenecientes al intervalo [-1, 0] son puntos donde la funcién alcanza un minimo
relativo ya que en sus cercanias, a la derecha y a la izquierda, la funcién no toma valores menores.

e) La funcién no posee maximo absoluto. El minimo absoluto de la funcién es 1 y se alcanza en cualquiera de
los puntos del intervalo [-1, 0O].

(TIC) Dada la funcién f(x) = x+\/m

a) Estudia el dominio de f.
b) Calcula los puntos de corte con los ejes.
c) Comprueba que no tiene ninguna asintota.
d) Indica los puntos criticos, estudia el crecimiento y calcula los extremos relativos.
e) Traza la grafica de la funcion.
f(x):{x+ x si x20
X++v-x six<0

a) Dominio: R
b) Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (-1,0)
c) No tiene asintotas.

1+ si x>0

d) Fg=]  2Vx f(x)=0:x=—% e) 4
1- six<0
2V-x
Los puntos criticos son x = —% y x = 0 (ya que no existe f(0)). 14

Crece [—oo,—%] u (0, +0 ) y decrece [—%,OJ .

Maximo: —ll
44
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Solucionario

PROBLEMAS

12.58. Las siguientes figuras representan las graficas de las funciones:
fix) = >~ 1 h(x) = |x* - 1| 900 = (x=1)*-1 jtx) = (x=1)°
Indica cual es la grafica que corresponde a cada una de ellas.

a) b) c) d)

Y Y \Y / \ 4 /

\ / \ / 1 B t
0 1 X 0 1 X 0 \1 X 0 1 | X
a) h(x) = (x - 1)*= 1 b) g(x) = X’ = 1] c) j(x) = (x = 1)? d) f(x) = x* = 1

12.59. Construye la grafica de una funcion que cumpla todos y cada uno de los siguientes requisitos:

I. Dominio: D(f) = (—ee, 1) U (1, +) v. Tiene un minimo relativo en x=3/-2 .

I lim f(x)=—c lim f(x)=4co vi. Es creciente en el intervalo (-2, 0).
x—-1T x—-T

m. lim f(x)=0 lim f(x)=0 vii. Es decreciente en: (—o, 3-2 ) U (0, 1) U (1, +o).
X—>+eo X —y—oo

Iv. Tiene un maximo relativo en (0, 0).

[3SN

12.60. (TIC) Dibuja la funcién f(x)=e"‘2 obteniendo sus asintotas y extremos relativos. Con la ayuda de

dicha grafica, dibuja las funciones g(x) = e **"" y h(x) = 1+e "
Asintota horizontal: y=0en+e yen—c.
Maximo relativo: (0, 1).

Y

flx) = e (x+1)?
1
2
= 1+ et ) = e
0| 1
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12.61. Partiendo de la grafica de y = cosx, construye las graficas de las siguientes funciones:

a) y = cos(x + ) dyy= %cos[2x+g]
b) y = 2cos x e) y =|cos x|
c) y = cos 2x f) y = cos |x|
Y
f(X) = cos x
/ N / Vi
N o] 13
a) Y d) Y
1 £
N / I\
NOo| & N_" 0 % X
b) v e) Y
A | e : "N
+ / N/ AN \\/
\ ol 1 / o 1 X
c) Y f) Y
BVANEY\NEVA\S ~
VR VARYI / N
AN 0 1 X
N e
12.62. La funcién que aparece en la grafica es del tipo Y
f(x) = a + b sen(cx + d). Indica los valores de a, b, cy d. N A
\ SN\ AN N
\ \ / /
/ 0 o\
Se considera la grafica de la funcion f(x) = senx. Si se

. . . T
comprime horizontalmente a la mitad, se traslada 3

unidades hacia la izquierda, se dilata verticalmente al doble y, finalmente, se desplaza una unidad hacia arriba,
se obtiene la grafica dada.

Por tanto, f(x)=1+2sen (2x+%} y los valores buscados sona=1,b=2,¢c=2,d = g .
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PARA PROFUNDIZAR
12.63. Dibuja la grafica de las funciones:
x> +4x+4 8 Inx
Ar="rm 9= & )= nx

X

b) F(x) = /8- 2x2 d) f(x) = :)X{J_r—::

X

f) f(x) = senx+/cos x

a) d)

Y Y
/ \
\
2 1 \
ol 1 X 0| 1 X
\
/ |
[] |
b) v e) Yl
ZAPTI N
ol 1 X oA X
c) Y f) Y
. 1
_— N A Al
ol 1 X N \l 1 7 X

12.64. Demuestra la igualdad algebraica: (3/;—3/3)(3/?+ Yab +73 bz) =a-b
Apoyandote en la igualdad anterior, demuestra que la recta y =0 es una asintota horizontal de la
funcion f(x)=¥x*+1-Yx*-1.
a) (%—%)(%/?+\3/ab +§/E)= Ya? +¥a? +Yab? ~Ya?b ~Yav? ~Yb* =a-b
3,3 3,3 37,3 2, 3/(,6 3743 2
(\/x +1-Yx —1)(J(x w12 +3(xf — 1)+ 1) )
b) lim (\3/x3+ —\3/x3—1)=oo—oo= lim -

X—>+o0 X—>+4o0 %/(X3+1)2 +§/X6—1+%/(X3—1)2
i 1= 1) . 2

= lim = lim =0

o 1 13 1+ 03 12 YA 12 438 — 1+ — 1
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12.65. De una funcion f(x) continua en todo R se conoce la Y

grafica de su derivada (figura adjunta). Se sabe, ademas,

que f(0) = 1. Dibuja la grafica de f(x) y encuentra su 0 1 X

expresioén analitica.

X+a si x>0
f(x)=11 si x=0
-X+b si x<0

|x]+1

1 i x>
Como la funcion debe ser continuaen0 = a=b=1 =f(x)= {X+ si x20_

—x+1 si x<0

12.66. Se consideran la funciones f, peridédica con periodo T, y g otra funcién cualquiera:

a) Demuestra que (g f)(x) es una funcién periodica.

b) ¢Es (f-g)(x) periodica?

senx

c) Aplicando la propiedad indicada en el apartado a, demuestra que f(x)=e es periddica.

d) ¢ Se puede aplicar la propiedad anterior a la funcion f(x) = sen(Inx)?

a) (gof)x+T)=g(f(x+T))=g(f(x))=(gof)x) = gof es periddica de periodo T.

b) En general no.

c) f(x) = senx es periddica de periodo 2. Por el apartado a (g <f)(x)=e*"* es periédica de periodo 2r.

d) No. Para poder aplicarla, a la x debe afectarle directamente una funcién periddica.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

12.1. Se conoce lagraficadey=f(ix): | | | Y
NN /N /4 VANNANNAN
\VAR VARV 0[\1/ n/ \/ X

La graficadey=f(x+ n )+ 2es:

A ]

U\a V& S
Vava

C) Y

B) v D) Y

RVAN

0| X 0 T X

E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.

Se debe desplazar f(x) 2 unidades hacia arriba y © unidades a la izquierda. La respuesta correcta es la E.
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12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

XZ

La funcion f(x)=—;
x°+1

A) Es par. D) Presenta una simetria respecto del eje X.
B) Es impar. E) Ninguna de las anteriores respuestas es cierta.
C) Presenta una simetria respecto del eje Y

La respuesta correcta es la E.

Fox) =~ ¢{f(x)

-x*+1" |-f(x)

. Por lo tanto no es par ni impar y, en consecuencia, no presenta simetrias.

La representacion grafica de la funcion fix) =1 - |In(x)| es:

A) B) C) D)
! |
1 1
1 | ON OY/i\ X
O 1 X O‘ 1 X

E) Ninguna de las anteriores

1-Inx silnx>0 [1-Inx si x>1
La respuesta correcta es la D. f(x)= . = )
1+Inx silnx<0 [1+Inx si x<1

La relacién entre los valores de m y n para que la funcién polinédmica f(x)=mx3 +nx*+ mx-n tenga un
. L 1
punto de inflexion en x = 3 es:

Aym+n=0 Cm+2n=0 Eym=n=0
Bym-n=0 D)m-2n=0

La respuesta correcta es la A.

f'(x)=3mx®+2nx+m, f"(x)=6mx+2n=0:>6m~%+2n=0:>2m+2n=0:m+n=O

El nimero de puntos de corte con los ejes de coordenadas de la grafica de f(x)=ax4 +bx®+cx’+dx+e
puede ser:

A) Uno con el eje Y e infinitos con el eje X. D) Ninguno con el eje Yy dos con el eje X.
B) Uno con el eje Yy cinco con el eje X. E) Uno con el eje Yy dos con el eje X.
C) Ninguno con el eje Yy cuatro con el eje X.

Al ser una funcion polindmica debe tener un punto con el eje Yy al ser una funcién polinémica de cuarto grado
puede tener cero, dos o cuatro puntos de corte con el eje X La respuesta correcta es la E.

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

12.6.

Dada la funcién f{x) = xe™

A) Tiene un maximo relativo en x =1. D) Es concava hacia arriba en todo su dominio.

B) Es discontinua en x = 0. E) Tiene una asintota horizontal a la derecha en y = 0.
C) Tiene una asintota vertical en x = -2.

Las respuestas correctas sonla Ay la E.

La funcidén es continua en todo R ya que e* >0 para cualquier x; por tanto, no tiene asintotas verticales.
flix)=e*—xe™*=(1-x)e"=0= x=1

f'"(x)=—e*-(1-x)e™* =(x-2)e™, f"(1)< 0. Por tanto tiene un maximo en x = 1.

1

X

=0.

, . ¢ .
y = 0 es asintota horizontal a la derecha ya que lim — = lim
X—+e0 @

X+ @

La funcién cambia de concavidad en x = 2.
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12.7. Dada la funcién f{x) = x
Inx

A) Tiene un minimo relativo en x = e.

B) Su dominio es (0 +o0 ).

C) Tiene una asintota vertical.

D) Es decreciente en todo su dominio.

E) Cuando los valores de x se acercan a + los valores de la funcion se acercan cada vez mas a una
recta oblicua

Las respuestas correctas son Ay C.
El dominio de la funcién es (0, 1) u (1 + ). En x = 1 tiene una asintota vertical ya que |im1f(x) =oo.

F0=X1 g inx=1=x=e, )= 20X L pey=21150
(In x) x:(Inx) e e

Tiene un minimo en x = e.La funcion es creciente en (e, +)

No tiene asintota oblicua ya que m = |lim = lim A =0.

xote XN X xo+=|n X

Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:

12.8. La funcion y = f(x) verifica que:

a) £(0)=0y F'(0)>0. b) Tiene un minimo relativo en x = 0.
A) a es equivalente a b D) ay b no se pueden dar a la vez.
B) a implica b pero b no implica a. E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

C) b implica a pero a no implica b.

Una funcion puede tener un minimo en x = 0 y no ser derivable en x = 0. La respuesta correcta es la B.

Senala el dato innecesario para contestar:
12.9. Se verifica que lim f(x)=—- y que lim f(x)=—. Como parte de la informacion para dibujar la
x—=3" x—3%

grafica de la funcion g(x) = f(x + 4) se aportan, entre otros, los siguientes datos:

a) La funcion f tiene una maximo relativo en x=5

b) La funcidon g tiene un maximo relativo en x = -2

c) La funcion es concava hacia abajo en todos los puntos de su dominio

d) La funcidn g tiene una asintota vertical en x = -1

A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.

B) Puede eliminarse el dato b. E) No puede eliminarse ningun dato.
C) Puede eliminarse el dato c.

g tiene una asintota vertical en x = —1: lim g(x)= lim f(x+4)= lim f(x)= —- . La respuesta correcta es la D.
x—>-1 x—-1 x—3"

Analiza si la informacion suministrada es suficiente para contestar la cuestion:

12.10. Se considera una funcion continua en todo R y se pretende asegurar su concavidad hacia abajo en el
intervalo (-4, -1).

a) La funcion es concava hacia arriba en el intervalo (1, 4).
b) La funcidn es impar. Es decir, presenta una simetria respecto del origen de coordenadas.

A) Cada afirmacion es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.
B) a es suficiente por si sola, pero b no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si sola, pero a no.

Si la funcién es impar, la concavidad en x es la contraria de la concavidad en —x. La respuesta correcta es la D.
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