m Derivadas

10.1.

10.11.

10.111.

10.1V.

ACTIVIDADES INICIALES

Dada la funcién f(x) = x> -3x+1:

a) Calcula las rectas secantes que pasan por los puntos A(3, 1) y B(5, 11), y por A y C(4, 5),

respectivamente. ; Cuales son sus pendientes?

f(b)-£(3)

b) Calcula lim
b—3 b-3

c) Halla la ecuacion de la recta tangente en A(3, 1).

11

a) La recta que pasa por esos puntos tiene pendiente m = 5—_31 =5, luego su ecuaciéon es y -1=5(x-3);

y =5x—-14. La recta que pasa por esos puntos tiene pendiente m = j—_; =4, luego su ecuacion es

y—-1=4(x-3); Es decir, y = 4x — 11.

2
f(b)=1(@3) _ . b
b_3 b—3

b(b-3)
b-3

~3b+1-1_

b) lim
b-3

b—3

3.

b—3

c) La pendiente de dicha recta es 3 pues es m = Lim M;(S) Asi pues, la ecuacion de la recta tangente es

-3 b-

y—1=3(x-3). Estoes, y=3x-8.

La funcién f(x) = x° — x +1 admite funcion inversa f'. Utiliza la calculadora para aproximar f'(10).

Como f(f(10))=10, se busca x con x°> —x+1=10; x> —x =9 . La solucién esta entre 1y 2.

Haciendo una tabla de valores, se tiene:

1,6 1,5 1,7 1,62 1,61
-0,11425 —2,90625 3,4985 0,5371 0,20756
Asi pues, la solucion buscada esta entre 1,6 y 1,61, luego x = 1,60...
Calcula la inversa de f(x)=% y dibuja las graficas de f y f'. Comprueba que (fof‘1)(x)= xy
que (f'of)(x)=x y
2x+1 3x-1
Para calcular la inversa se despeja y = 5 y se despeja x: f'(x)= —
3x -1 2x+1 5
3x -1 2[ j+1 2x+1 3[ 3 )_1
fof =f —|= =x: (f'of =f = =
O L R e O e B
_3x=1
y——rz—
2 1
Dadas g(x)=——y f(x)= , calcula:
-3 x-2
a) (fog)(x) y sudominio b) (gef)(x) y sudominio
2 1 x-3
a) D(f)=R—-{2} y D(g)=R-{3}, (fog)(x)=f = = = D(fog)=R-{2 4}
x-3 2 _, 8-2x
x-3
1 x-2 f e . 7 . . 7
b) (gof)(x)=g| ——= |=———, gof estadefinidasix=— ysigloestd, fix)#3 = D(gof)=R-43, —;.
x-2) T7-3x 3 3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

10.1. Aplicando la definicion de derivada, decide si las siguientes funciones son derivables en los puntos
indicados y calcula, si existe, la derivada.

a) f(x)=x3, en x=1 c)f(x)=vx+2,enx=2
b) f(x)=sen x,en x=0 d) ix)=x|x],enx=0
- 3 _ 3 2 2
a) F(t)— lim FAEM=T) (1+hf—1_ . K +30°+30 hin +3h+3):3
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
b) £(0) = lim M=) _y,senh
h—0 h h-0 h
, . f(2+h)-f(2) . ~h+4-2 . ~h+4-2 vh+4+2 . h 1
c) f(2)=lim = lim = lim . = lim =—
h=0 h =0 h 0 h Jhta+2 mon(Jhras+2) 4

d) Se expresa f(x) como una funcién definida a trozos:

. —h?
: . lim —=0
F(x) = X(=x) six<0_ —x2 six<0 £(0) = fim f(h~f0) _Jnso- h
X X six>0 |x2 six>0 h—0 h i h2 0
im —=
h—0t h

Luego f(0)=0

10.2. Estudia si las siguientes funciones son derivables en los puntos indicados.

2 . 2 o 2 .
a)f(x)= 1% SEXS0 ona_0 b)fix=iX*2 SEXST gnac1 o) fpg=1X S XST ena-1q
3x si x>0 x*—x+3 si x>1 2x si x>1

En todos los casos se comienza estudiando si la funcién es continua en a, ya que si no lo es, no sera derivable.

2

f(hy—f(0) |Jm--=0
a)f(0)= ngT = 3h = Luego no existe el limite, por tanto, la funcién no es derivable en a = 0.
lim—=3
h—0* h
2
st iim (1+h) +2—3=”mih(h+2)=2
b) F(1) = lim ZH DI _ o h o h , = Luego F(1)=2.
"o h _ (1+h)’=(1+h)+3-3 __ h(h*+3h+2)
lim =lm—-— =
h—0" h h—0"

c) En este caso la funcién no es derivable en a = 1 pues no es continua en a = 1.

10.3. Calcula el area del triangulo formado por el eje vertical y las rectas tangente y normal a la curva

f(x) = 1 en el punto de abscisa 1, previa deduccion del nimero f'(1).
X

Y
1 B
_1 V=X
Fty=lim M=)y teh =0
h—0 h h—0 h h—0 h(1+h) V= x
La recta tangente tiene pendiente m = —1 y pasa por el punto A(1, f(1)) = 11
= A(1, 1), luego su ecuacion es y = —x + 2 y la recta normal en A(1, 1) tiene
pendiente m’ = 1, luego su ecuacion es y = x.
Hay que calcular el area del triangulo rectangulo de la figura cuyos vértices y=—x+2
son O(0, 0), A(1, 1) y B(0, 2), por tanto, el area es 1 u’. 1 X
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10.4. La tangente a la curva y = f(x) en el punto P(2, f(2)) pasa también por el punto Q(-3, 0).

Sabiendo que f'(2) = %, calcula f(2).

. . 1 1 3
La ecuacion de la recta que pasa por Q con pendiente > es y= EX +§ y, como la recta pasa por el punto,

CHENC!

10.5. Esboza las graficas de y = f'(x), y = f"(x) para una funcion f: (0, +<) — R cuya
grafica es la de la figura.

10.6. Si f(x) =|x - 3|(x— 3), decide si existen los nimeros f'(0) y f'(3).

Se expresa f(x) como una funcion definida a trozos:
f(X):{(—X+3)(X—3) si x<3 _ —(X—?:)2 si x<3
(x=3)(x-3) si x>3 (x-32 si x>3

Se estudia qué ocurre con f'(3):
2

. lim =0
won _ J-2(x=3) si x<3 vy i TBTN)=F(3) _ Jiso h
f(x)‘{z.(x—s) si x>3 = 1@)=lm h o
I|m7=0
h—0"

-2(x-3) si x<3

Asipues f'(x):{ 2x-3) si x>3

= 2|x—3| que, como ya se sabe, no es derivable en x = 3, pues

—2h

s F(B+h)-F(@3) | M —==-2
@) =lim h = 2h
.

Six#3, f”(x):{_zz :ii )’:;% . Luego f(0) = 2.
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x*+2x-1 si x<0

. . Calcula, si existen, f(-2), f"(2), f(0), f"(0), f(3) y f"(3).
2x-1 si x>0

10.7. Dada la funcién: f(x) ={

_ X+hP+2(x+h)—1-(x*+2x -1
Six<0 f’(x):Lingf(XJrh) f(x)=|hing( )\ 20t -1 ) _oxs2 y
f,,(x):"mf(x+h)—f(x):“mZ(x+h)+2—(2x—2):2
h—0 h h—0 h

Se sabe que f(-2)=-2y f(-2)=2 .

im 2(x+h)-1-(2x-1)

Six>0 f’(x):Lirr(])f(X+h/3_f(X):h ) .

=2 vy, portanto, f’'(x) =0

Asi pues, f(x) ={2"2+2 S X< r@)=2y(3)=0.

Para calcular las derivadas en x = 0 se observa primero si fy f son continuas alli y se calculan los limites

laterales:
2 -— —_ —
lim f(h);f(O) —lim h +2hh1 (-1) _o
f(0): =07 asi pues f(0) =2
lim f(h)—f(0) —lim 2h-1-(-1) 5
h—0* h h—0* h
lim f(h);f(O) _ lim 2h+i—(2) 5
” - Jh—=0" h—0" . . ”
"(0): P -r0) . 202 asi pues no existe f”(0)
lim = lim =0
h—0* h h-0"  h

x*+x si x<1

10.8. ¢ Existe alguna derivada lateral para fen x=1? f(x) = {
xX+2 si x>1

e =f() (4P +(1+h)-2

r) = i!LO’ h h—0" h =3
(1) = lim A+ =) _ i, (A+h)+2-2 por tanto, se deduce que no existe.
h—0* h h—0* h
x*+x si x<0
10.9. Calcula las derivadas laterales en x =0 de la funcion: f(x) =} .. ¢Es fderivable en x=07?

—+1 si x>0
2

70 = tim TN =FO) _ ey P240

h—0 h h—0" h
h2
—+1-2 2
707y = lim 1M=FO) _ 2 —imP=2__.
h—0* h h—0* h h-0*  2h

Luego la funcién no es derivable en x = 0.
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x? si x<-2

—4(x+1) si-2<x<0
3x>-4 si0<x<2
12x+1 si x>2

10.10. Dada la funcién: f(x)=

Calcula las derivadas laterales en x=-2, x =0y x = 2. ; La funcién es derivable en dichos puntos?

Enx=0
_ 2

£(07) = lim TP _ o Ry

h—0" h h—»0" h

h2
—+1-2 2

f(0) = lim =10 _ i 2 = lim =2 . , luego la funcién no es derivable en x = 0.

h—>0* h h—0* h h-0" 2h
Enx=-2
F(-2°) = lim f(h-2)-f(-2) _ im —4(h-2+1)—(-4(-2+1)) _—4h _ 4

h—0" h h=0" h h
2 2
f-2t) = tim JN=2=1(2) _ o (1220 +4C241) _ o =40 i 4~ 4 luego la funcién es
h—0* h h—0* h h—0* h h—0*
derivableen x =2y f'(-2) =-4.
Enx=2
_ 2 _A4_ 2

)= lim fB+D=FR) o 3(h+2f-4-8 | 3h*+12h

h—0~ h h—0" h h—0" h
f(27) = lim fth+2)=12) _ o 120+2)+1-8 _ ; 12h+24+1-8 | 12h+17 , luego la funcion no

h—0* h h—0* h h—0* h h—0* h

es derivable en x = 2.

3
10.11. Encuentra la abscisa de los puntos de la curva y = x?— x2 4+ x+1 en el que la tangente sea paralela a la

bisectriz del primer cuadrante.

Se buscan puntos en los que la pendiente de la recta tangente sea 1. Para ello se iguala la derivada a 1.

F(x)=3x*-2x+1=1 six=0c’>six=§

10.12. ;Hay algun punto en la grafica de f(x) =

con tangente horizontal?

(x2—1)-x-2x

b -1

Se buscan puntos en los que la pendiente de la tangente sea 0: f/(x) = =0,como —x?-1=0

no tiene soluciones reales, no hay ningun punto con tangente horizontal.

10.13. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

5

a) f(x)=(x- )(3x -x+4) b)f(x)=% c) F(x) = (x* +3x° +2x = 1)(2x + 1)(x* - 3x + 4)
X"+ x“+1
a) f(x)=3(x-1) (x - X+4)+(x * (6x—1)
5x* (x +X +1) 5(4x3+2x)

b) '(x) =

(x +x +1)2

c) F(x)=(4x* +9x2 +2)(2x + N(X* =3x+4)+2(x* +3x> +2x = 1)(x® =3x+4)+(x* +3x> +2x - 1)(2x + 1)(2x - 3)
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10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

Copia y completa la siguiente tabla:

x fix) gx) f(x) g'x) (Foeg)x) (Fog)(x)

0 1 1 2 5 4 0
1 4 3 0 1 2 4
2 1 2 -1 3 -1 -3
3 2 0 4 2 1 4

Sean f(x) = x*~ x y g(x) = 3x. Calcula:

a)(g~f)'(1) b) (g~ £)*(0) c) (fog)'(1) d)(f-g)'(10)
Calculando las derivadas de ambas funciones: f(x) = 3x% -1 yg(x)=3

a) (gof)'(1) =g(f(1))f'(1)=3-2=6

b) (g-f)'(0) =g (0)f (0)=3-(-1)=-3

c) (fog)(m=7F(9(1)g(1)=26-3=78

d) (fog)'(10)= 2699 - 3 = 8097

Comprueba, utilizando la derivada de la funcion inversa, que la derivada de la funcién f(x)=+ x es la
que ya conoces.

Como f'(x)=x* y (f)'(x)=2x, se tiene que x =(f"of)(x). Derivando, se obtiene:

1

1= (F1of)(x) = (f*)'(ﬂ)-f'(x) =2 xf'(x), luego 1= 2/ xf'(x) porlo que f'(x)= =

Calcula la ecuacion de la tangente a la curva y = x enel punto de abscisa 32, previa deduccion de la
derivada de dicha funcion.

Como f'(x)=x°y (f")'(x)=5x*, se tiene que x =(f"=f)(x). Derivando se obtiene:
1
53 x*

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente buscada es y =f'(32)(x-32)+f(32) = %x+§ .

5

1:(f’1of)'(x):(f’1)'(5/;)-f‘(x):SW-f’(x), luego 1="5%x*£'(x) por lo que f'(x)=

Calcula en cada caso, el valor de a:
a)f'(2)=3 (0)=2 (f')y(0)=a
b)f(-1)=4 f'(4)=-1 (F')@4)=a
c)f(5)=a f'(3)=5 (F'y(3)=6
S B N |

f(f') f@2) 3

v 1 1
b) (f 1)(4>=—f,(f_1(4)) oy
1 1

s _ gre—1 = —
c)f'(5)=F(f(3)) @) 6

a) (F')(0)

NI
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10.19.

10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

Calcula la derivada en x =11 de la inversa de la funcién f(x) = x°.

La funcién inversa de fes f'(x) = ¥x . Teniendo en cuenta que f'(x) = 3x?, se obtiene:

D R I LT
¢ )(11)_"'(”’1(”))_3(311)2 o

2x+1

Obtén la ecuacion de la tangente a la curva y = e“" " en el punto de abscisa —% .

2 2 +1 —
f'(—%] =2e [ 2j =2,y f[%) = 1; por tanto, la ecuacion de la recta tangente es y = 2(x+%)+1 , Y = 2x+2.

. ., 3+x+1 .
¢Existe algun punto en la curva y = ¢* con tangente horizontal?
. ) 3 .
Se iguala la derivada a 0: f'(x)= (3x2 +1)ex 120 .Pero como la derivada no se anula nunca, tanto 3x2 +1

3+x+1 . . . .
como e* son siempre positivas, por tanto, la curva no tiene tangentes horizontales.

1

Obtén la ecuacion de la tangente a la curva y = e 'enel punto de abscisa 0.

f(x)=e*e® ", f(0)=1yf(0) =1, luego la recta tangente es y = x + 1.

Aproxima con la calculadora las abscisas de los puntos de corte de y=3*e y=x +1.

3*=x+1=3-x-1=0 . Una solucion es x = 0, la otra esta entre —1 y %

Se hace una tabla de valores y se obtiene:

X —1 0,5 -0,1 -0,2
3—x-1 0,333333 0,07735 —0,00404 0,00274

La solucién esta entre —0,2 y —0,1 asi que es x = -1,1...
Con ayuda de la calculadora grafica obtenemos x = — 0,17394.

Calcula la derivada de f(x) = In[(x? +1)]*.

2x

f(x)=3In[(x*+ 1) =

Calcula la ecuacion de la tangente a la curva y = In x trazada desde el origen.
La ecuacion de la recta tangente a la curva por el punto (a, f(a)) es y = 1 x+Ilna-1.
a

. . .. X
Si pasa por el origen debe ser 0 =Ina— 1, entonces Ina =1, a = e y la ecuacién buscadaes y= —.
e
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10.26.

10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

¢Hay algun punto de la graficade y =In,| 1+ X con tangente horizontal?

Como D(fy = (-1, 1)y f'(x)=

2 no se anula en ese intervalo, por tanto, la grafica no tiene tangentes
- X

horizontales.

Calcula, simplificando al maximo, la derivada de la funciéon f(x) = In(e A 1] .
e

1
Fx) = [e" —1][9*(@ —1)—ex(ex +1)] _—2e"

e* +1 (e*-1f 2

e’ -1

Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva f(x) =senx en el origen.

f'(0)=cos0 =1y f(0) = 0, asi pues la recta tangente es y = x.

¢Hay algun punto de la grafica de f(x)=tg2x en el que la tangente tenga menor pendiente que la
bisectriz del primer cuadrante?

f(x)= > 2, luego las tangentes a la curva siempre tienen pendiente mayor que 2.

cos? 2x

Obtén la derivada de las funciones:

a) f(x)=sen(x2+e2"—x/;) b) f(x)=.senx

a) f’(x):cos(x2+ezx—\/;)[2x+2e2X—L] b) f(x)=

2Jx

Encuentra los puntos con abscisa en [0,2r] para los que la tangente a la curva f(x)=senx +cos x
sea horizontal.

, . \ _m . _b5n
f(x)=cosx—senx =0 smosx—senx,luegox—zox—T.

Los puntos buscados son P[%ﬁj y Q(%ﬁj

. . . senx
Pon tu calculadora en grados y obtén, con ayuda de la misma, I|n‘1)
x>

. ¢ Te convences de la ventaja

de utilizar radianes en analisis?

X 0,1° —0,1° 0,01° 0,001° El limite es
fix) | 0,017453283 | 0,017453283 | 0,017453292 | 0,017453292 18

Halla las derivadas de las funciones:

1

a) f(x) = sen*(x* - x) b) f(x)= oS’ (3x% 1 2x)

a) F(x)=3ser2(x — x)-cos(x? —x)-(2x—1)  b) f'(x):3cos (3x* +2x)sen(3x* +2x)-(6x +2)

cos®(3x% +2x)
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10.34. Calcula la derivada de las funciones siguientes:

a) f(x)=arcsen (e*) c) f(x)=+ arccos x
b) f(x)=arctg(1+ x?) d) f(x)=In(senx+arcsenx)
p :L i) = — 1 1
2 7 1-e¥ °) 1) 2varccosx 41 x2
por . 2X N 1 . 1
b) f(x)= (1+x2)2 d) f(x)_—senx+arcsenx [oosx+ _1_)(2}

10.35. Calcula la derivada de y = arccotgx. (Recuerda que cotgx = tL)
g X
1

__cos’x ___ 1
y = tz - 2
g% x sen®x

10.36. Deriva y simplifica todo lo que puedas la funcién: f(x) = arctg x + arctg [1]
X

10.37. Deriva las funciones:

a) f(x) =arctg(arctg x) b) f(x)=arctg(tg x - arctg(x))

, 1 1 , 1 arctgx  tgx
a) f(x)= . b) f'(x)= . +
A 1+arctg®(x) 1+ x? ) 1(x) 1+ tg’x-arctg®(x) (coszx 1+x2J

10.38. Calcula, mediante derivada logaritmica, las derivadas de:
a)fix)=x",conx>0 b) fix) =x*"*,con x>0

f(x)
(

) =Inx+1= f(x) = x*(Inx +1)

a) In(f(x))=Inx* = xInx =

F(x)

senx senx
b) In(f(x))=Inx*" =senxInx = 00 " cos xIn x + —— = f'(x) = x> (cosxln X+ j
X X X

10.39. Si f y g son funciones positivas y derivables, deduce la derivada de fg y L mediante derivacion
g

logaritmica.

’

f ’ ’ ,
In(fg)=Inf +Ing, derivando, se obtiene: (fi) = fT+l =(fg) =fg+fg’
(¢ 9

’

5 |
In(i) =Inf-Ing , derivando se obtiene: A9/ f——g = (i] = w
g ff g \g

9

g
10.40. Obtén la ecuacion de la tangente a la curva: n°y°cos x — X’y + 2 = 0 en el punto P(r, 1).

Derivando la expresion, se obtiene: —nzfsen X +3n2y2ycos X —2xy — x2y =0,six=m, y=1y se obtiene:

—3n2y -2r —nzy =0, luego y’' = 1 y la ecuacién de la recta tangente es: y = —i(x—n)+1 = —i+§.
2n 2n 2n 2
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10.41.

10.42.

10.43.

10.44.

10.45.

10.46.

Obtén la ecuacion de la tangente a la curva x* + y* = 13 en P(2, 3) de dos formas: utilizando la derivacion
implicita, y despejando y.

Derivacion implicita: 2x + 2yy'=0en x = 2, y = 3 se tiene y'= —% .
Despejando y (observa que se esta cerca de y = 3, luego y es positivo):

y=v13-x? :y':—;z,enx=2y=—§.Asi pues, la recta tangente esy=—§x+ %
13-x

Usa la derivacién implicita para calcular la pendiente de la recta tangente a la curva dada en el punto de
abscisa x:

a) X’y*=27,six=1 b) X’y —2xy*+ 6 =2x + 2y, six=0
11

a) Se deriva: 2xy3 + 3x2y2y '=0. Six =1, entonces y =3y, portanto, y ’= _?2 .Latangente es y = %2x + 3

b) Se deriva: 2xy + X’y '— 2y°— 6xy’y ' =2 + 2y . Si x = 0, entonces y = 3 y, por tanto, y '= —28. La ecuacién de
la tangente es y = —28x + 3.

Usa la derivacion implicita para calcular " (x) si 3% - 2(f(x))2 =12.

3x 3x

O 0 = 0 T 0 = S = T 12
o

Obtén con la calculadora sen (0,2) y hallalo también mediante la aproximacion lineal de y = sen x en
a=0.

Con calculadora: sen (0,2) = 0,19866933 y con la aproximacion lineal L(0,2) =sen 0 + cos 0,2 = 0,2.

Utiliza diferenciales para aproximar el valor de 2,0017 +3- 2,0014 -5- 2,0012 y compara el resultado con
el numero obtenido directamente con la calculadora.

Se considera f(x) = X’ + 3x* — 5x%, f'(x) = 7x°+ 12x° - 5x . Por tanto, f(2) = 156 y f’(2) = 534.
L(2,001)= f(2) + f'(2) 0,001 = 156 + 0,535 = 156,535.
Con calculadora se obtiene 156,5247396.

EJERCICIOS

Derivada de una funcién en un punto
Calcula la derivada, por definicion, de las siguientes funciones en los puntos indicados:

a) f(x)=3x2-4x en x=1 b) f(x) = en x=-1 c) f(x)=+v2x+1 enx=4

x+3

o+ h)=f()

3(1+hY? —4(1+h)+1 i h? +2h
- h

@) £()= im T = i S fm =y = mih+2)=2
b) £/(~1) = lim FA+h)—f(-) _ o 1h+2)-1712 -h 44
h—0 h h—0 h h—0 2h(h+2)
, _f(4+h)-f(4) . N2h+9-3 (J2n+9-3 J2n+9+3) 2h 1
c) f(4)=Ilim =lim = lim lim . = -1
-0 h s h h=0h-0 h V2h+9+3) "0 h(J2h+9+3) 3
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10.47.

10.48.

10.49.

Explica por qué no existen las derivadas de las funciones siguientes en los puntos indicados:

a) f(x)=|x-5/ enx=5 b) f(x)= enx=2 c) f(x)=|x*-7x+12| enx=4
x -
- h i -
a) 16+ =1(5) = u: 1 s _h >0 . Luego no existe la derivada pues no existe el limite Iimw .
h h -1 si h<0 h—0 h

b) La funcidon no es continua en x = 2 (tiene una asintota vertical) y, por tanto, no es derivable.

fa+h)—f4)  |[h*+h |a(h+1) {h+1 si h>0

°) h h h -h-1 si h<0’

Luego no existe la derivada pues no existe Llrrgw .

Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados:

2
X' -3x+2 six#1 7-3x six<2

a) f(x)= x—-1 enx=1 b) f(x)= , : en x = 2
-1 six=1 x*—Tx+11 six22

2
X —-3x+2 — lim (x-2)(x-1) -1

a) Continuidad: lim
x—1

x -1 x—1 X -1
(1+h)?-3(1+h)+2 o
_ 2
Derivabilidad: f'(1) = lim FQ+h)=(1) = lim h = lim— =1
h—0 h h—0 h h—0 h2
b) Continuidad: lim f(x)= lim (7-3x)=1, lim f(x)= lim (x2 —7x+11)=1 y f(2) = 1.La funcién es continua.
x—2" Xx—2" x—2* x—27"
. 7-3(2+h)-1
lim ———————=-3
- . o F2+h)-f(2) _ Jhoo h
D I Cf'(2) = lim————" =
erivabilidad: £'(2) = im h  @+hP-7@+h)+11-1 _ h(h-3)
lim = lim =-3
h—0* h h—o* h

Interpretacion geométrica: rectas tangente y normal

(TIC) Calcula la ecuacion de la recta tangente a cada grafica en el punto indicado. Comprueba a
continuacion tu respuesta representando, en la calculadora grafica o en el ordenador, la grafica de la
funcion y la de la recta tangente:

a) fix) = x* + 1 en A(3, f(3)) b) g(x)=+ x+1 en B(3, g(3)) c) h(x)= 1 1 en C(0, h(0))
X+
a)f’(x) =2x, f’(3) =6y f(3)= 10 . La recta tangente es y = 6x — 8.
b) g'(3) = lim I8 *+M=9B) _ o Jh+4-2 . h 1 ye@=2
h—0 h h>0  h h—0 h(x/h+4 +2) 4
1 5
Larectatangenteesy= —x+ —
4 4
L
c) h'(0) = lim AO=1O) _ iyttt it =—1.h(0) = 1. La recta tangente es y = — x + 1.
t—0 t t—0 t t—0 t(t + ’])
Y Y v
y:%x +% ; h
f i
1
y:6x_8 / | :k
28 ol 1 X
| o X \
o] 1 X Polys-x+1
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10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.

10.55.

Halla los puntos de interseccion de las funciones y=x e y =1. Comprueba que en dichos puntos la
X
1 .
tangente a y = — es perpendiculara y = x.
X

X = 1 =x*=1 x=16 x=-1. Calculamos la pendiente de la tangente en los puntos x =1y x = —1.

X
Ay
Fity= tim =IOy bty =P
h—0 h h—0 A h—0 h(h +1)
A +1
f'(=1) = lim FEHM =D b=t jim =-
h—0 h h—0 h h—0 h(h—1)

Luego las rectas tangentes son y=—-x+ 2 e y = —x — 2, ambas perpendiculares a y = x.

Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de y = x* trazadas desde el punto
P (1, —2). Representa graficamente la parabola y las dos tangentes obtenidas.

f'(a)= a°, la ecuacion de la recta tangente a la parabola por el punto A(a, az) esy=2ax— a.

Si se quiere que pase por el punto P(1, —2) debe ser -2 = 2a — a’ cuyas soluciones son a =1+ x/g y a= 1—x/§
y las tangentes buscadas son y = 2(1 + x/g)x - 2(2 + x/g) yys= 2(1 - x/g)x N 2(2 - \/g)

Sea f(x) = X* + ax + b. Halla los valores de a y b para que la recta y = 2x sea tangente a la grafica en el
punto P(2, 4).

Como la parabola pasa por P(2, 4) debe ser4 + 2a+ b = 0.
Ademas, como la tangente en ese punto tiene pendiente 2, debe ser f’(2)=2-2+a=2,luegoa=-2y b =0.

Halla todas las tangentes a la curva y = x* que pasen por P(2, 0).
La tangente a la curva por el punto de abscisa x = a tiene ecuacion y = 4a 3x — 3a4. Para que pase por P(2, 0)

debe ser 0 = 8a3 — 3a4 cuyas soluciones son a =0y a = % luego las tangentes buscadas son y = 0

ey= [gjg (4x — 8).

(TIC) Dibuja las graficas de las funciones f(x) = X, g(x) = X’ +6x-5 y traza las dos rectas que son
tangentes a ambas graficas. Halla las ecuaciones de dichas rectas.

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = X en el punto de abscisa
X=aesy= 2ax —a’.

La ecuacioén de la recta tangente a la curva y = -x* +6x-5enel punto de
abscisa x = b es y = (—2b+6)x + b® - 5. f
2a=-2b+6

-a’=b>-5"

Resolviendo el sistema se obtienen las soluciones: a=1,b=2ya=2,b=1.

Las tangentes comunes son y=2x—1e y=4x—-4.

Para que sean la misma recta debe ser {

Demuestra que la recta y = —x es tangente a la curva dada por la ecuacion y = x* — 6x* + 8x. Halla los
puntos de tangencia. ¢ Vuelve a cortar a la curva esa tangente?

Se calculan los puntos de corte de ambas curvas: —x = X° = 6xX° + 8X.

Las soluciones de esta ecuacion son x =0, x = 3.

Luego las curvas se cortan en dos puntos. La recta sera tangente en el punto de abscisa x = a si f’(a)= —1.

Como f'(a) = 3a°— 12a + 8, se tiene f’(0) = 8, luego alli la recta corta la curva pero no es tangente y f'(3) = —1.
Asi pues, la recta dada es tangente a la curva en el punto P(3, -3).

Solucionario E 57



10.56. Halla el area limitada por la recta y = 4, la normal a la curva y = -x* + 5xen el punto de abscisax=2y la
tangente a la parabola y = X+2x+3,enel punto de abscisa x = 1.

Se representa graficamente dicha area.
Y y=4x+ 2

tw

/A y=4

]% y=-4x+8

o 1 X

Para ello se halla la normal a la curva y = —x* +5x enel punto de abscisa x = 2:
f'(2)=1 y=—x+8

Y la tangente a la parabola y = X¥+2x+3enx=1 esy=4x+2.

Se hallan lo puntos de interseccion de las tres rectas:

1 6 34
A(§,4),B(4, 4)y c(g,—].

5
Elarcaes A= [4-1)[3%_4 =49 4%
2 2)\ 5

3 _ 2
10.57. Dada la funciéon f(x) = w
x“+3

Y es paralela a la asintota de dicha funcioén.

, comprueba que la recta tangente en el punto de corte con el eje

La funcién corta al eje Y en A(0, f(0)) = A(O, [0, gj ) y la pendiente de la recta tangente en ese punto es f'(0).

, (3x* —2x+3)(x* +3) - 2x(x* - x* +3x+5)
F(x) = ) — £'(0)=1
(x*+3)

Como f(x)

32
= w =x-1+ 28 , la asintota es y = x — 1 que también tiene pendiente 1.
x“+3 x“+3

f(a+h)-f(a) _
-

10.58. ;Qué interpretacion geométrica se puede dar al hecho de que I,,'"(} o0 ?

La funcion tiene tangente vertical en dicho punto.

10.59. Supdn que g es continua en x = 0, pero no derivable, donde g(0) = 3. Sea f(x) = xg(x).

¢Es fderivable en x=07? Calcula la ecuacién de la tangente a la curva y = f(x) en P (0, 0).

Se comprueba si existe f'(0)=lim f(h)-1(0) =lim hg;fh)

h—0 h h—0

= ng g(h)=3 por ser g continua en x = 3.

La tangente a y = f(x) en P(0, 0) es y = 3x.
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Funcién derivada. Derivadas sucesivas

10.60. Aplicando la definicién, calcula la derivada de las funciones siguientes en los puntos en los que estén

definidas:

a) f(x)=x*-5x c) f(x)=v12-4x

b) F(x) = —— d) Fx)= VX
X+2 x+1

a) f(x)=x®—-5x

F () = lim FOX+h) =) _ o (x+h)’ =5(x+h)—x*>+5x _ i h(3x? +3xh + h? —5) 325
h—0 h h—0 h h—0 h
b) f(x)= 3 , Si x#-2
X+2
3 3
f'(X):lim f(X+h)_f(X):|im X+h+2 X+2: H -3h — -3
h—0 h h0 h h=0 A(x +h+2)(x +2)  (x+2)?
c) f(x)=v12—-4x ,six<3
£ = tim TOEM =T _ J12-4(x+h)-J12-4x _
h—-0 h h—0 h
J12—4(x+h)-V12-4x J12-4(x+h)+/12-4x —4h -2
= ||m . = |Im =
h-0 h V12-4(x+h)+312-4x 120 p([12-4(x+h) +312-4x) V12-4x
d) f(x):ﬂ,six>0
X+1
Nx+h J;
£ = fim Fx+h)=f(X) _ . xehsd x+d _ X+ INx+h—(x+h+1Wx _
h—0 h—0 h h—0 h(x+h+1)(x+1)
_im X+ INx+h—(x+h+ VX (x+Ix+h+(x+h+13x im hl (x+17 = 2x(x +1)+ hx|
0 h(x+h+1)(x+1) (AN X+ h+ (e h x50 i b (1) ((H IV x+h +(x+h+ 1 x)
o mx+1
2(x +12Vx

10.61. Demuestra que la segunda derivada de una funcion polinémica de segundo grado es siempre una
funcién constante. ; Cuanto vale esa constante?

P(x) = ax* + bx + c; entonces P '(x) = 2ax + b 'y P "(x) = 2a que es constante. La constante es el doble del
coeficiente principal.

10.62. Encuentra un polinomio f(x) sabiendo que f(1) =2; f'(1) =4; f"(1)=10; f (1) =12,y " (x)=0sin>3.

Como las derivadas son cero a partir de la cuarta, el polinomio es de tercer grado: f(x) = ax® + bx*+cx+d y sus
derivadas sucesivas son: f’(x) = 3ax*+2b+c, f(x) = 6ax+2by f’(x) = 6a.

6a=12
Utilizando los valores de la funcion y las derivadas en x = 1 se plantea el sistema 6a+2b=10 .
3a+2b+c=4

a+b+c+d=2
Resolviendo el sistema se tiene que el polinomio buscado es f (x) = 2x° — x* + 1.

Solucionario E 59



Derivadas laterales

10.63. (PAU) Dada la funcién

_[x*+ax+b six<1
f(x)_{cx six>1

Calcula a, by c para que la funcién sea derivable en x = 1, sabiendo que f(0) = f(4).

Para que la funcién sea continua en x = 1 se debe cumplirque 1 +a+ b =c.
Para que sea derivable en x = 1 debe ser a + 2 = ¢y, como f(0) = f(4), debe ser b = 4c.

Resolviendo el sistema se tiene que a = _77 ,b=1yc= %

10.64. (TIC) Calcula las derivadas laterales de la funcién f(x)=|2x-4|+ x en el punto x = 2. ;(Es la funcién
derivable en dicho punto? Esboza su grafica.

. - . _J4-x six<2 Y
Se escribe la funcion a trozos: f(x)—{3x_4 Six>2
y=3x-4
y=—x+4
1.
f(27)= lim f+m-1@)_ y, 4=2-h-2__, o 1 X
h—0~ h h—0" h
F(2%) = lim f2+h)-1(2) _ im 6+3h—4—2=3
h—0* h—0* h

La funcién no es derivable en x = 2.

10.65. Calcula las derivadas laterales en x = 1 (si existen) y decide si las funciones son derivables en dicho

punto.

a) f(x)=V1-x° o 0 ={5, 5]
Cf(x=1)* six<1 _{xz si x <1

b) f(x)_{(x—1)z si x>1 DICI={x six>1

a) La funcion esta definida en [-1, 1], luego no existe la derivada lateral a derecha.

V-2h-h?

f'(17)= lim — = —oo , La funcion no es derivable en x = 1.
h—0"
h? h?
b)f'(1")= lim —=0. f'(1") = lim — =0. La funcién es derivable en x=1y f’(1) = 0.
h—0~ h h—0* h
2 —
c) f'(17) = lim M =2.f'(1") = lim M = +oo . La funcién no es derivable en x = 1.
h—=0~ h h—0*
2 —_ —
) F)= tim 22221 o pry = im P21 Z 1 La funcién no es derivable en x = 1.
h—0" h h—0*
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10.66. Dadas las funciones:
fix) =x*+2x—1
g(x)=—x*+6x+2
CRHA
Calcula:
a) f(1),f (x)y limf(x) b)g'(1), g’ (x)y limg'(x) c) F(1)y F(1")

¢Es F(x) derivable en x = 1? ;Es F(x) continuaen x=1?
a)f'x)=2x+2,f’'(1)=4y Ilim f(x)=4

x—-1"

b)g(x)=-2x+6,g(1)=4y lim g'(x)=4

x—-1"

c) Observa que F(1)=g(1)=7

_ 2 _1_ 2 _
F'(1)= lim Fa+m-F _ yim (A+h)" +201+h)-1-7 _ im P-t4h=5 _
h—0" h h—0~ h h—0~
2
F ()= lim F(1+h)—F(1)= im —(1+h) +6(1+h)+2—7= lim h(—h+4)=4
h—0* h—0~ h h—0~

Como F(17) y F(1%) no coinciden, la funcién F(x) no es derivable x = 1 a pesar de que lim f'(x) = lim g’(x) . El
x—=>1 x—>1"

problema es que F(x) no es continua en x = 1 pues lim F(x)=lim f(x)=2 y lim F(x)=lim g(x)=7=F(7).
x—=1 x—=1 x—1 x—1'

Derivadas de las operaciones con funciones

10.67. Dadas las funciones f(x)=x?+2x+1y g(x)=3x-1, calcula:
a) f'(x) y g'(x)
b) (5f)'(x)
c) (f+9)'(x)
d) (2f -3g)'(x)

a) F(x)=2x+2 y g'(x)=3

b) (5) (x) = 5f(x)=10x+10

0) (f+g) (X)=F'(x)+g'(x)=2x +5

d) (2f ~3g) (x)=2f'(x)~3g"(x) = 2(2x+2)~9 = 4x -5
e) (fz), (x) = 2F(X)F '(x) = 2(x® + 2x + 1)(2x + 2)

f) (f- g), (x)=F'(x)g(x)+f(x)g '(x) = (2x + 2)(3x = 1)+ 3(x% + 2x +1)

) (gj(x)_ g'()F(X)—g(x)F'(x) _ 3(x2 +2x+1)—(3x—1)(2x +2)
9% - (F(x))° B (x* +2x+1)

5  -10g'(x)  -30
h |2 | (x)= =
: (ng S
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10.68.

10.69.

10.70.

10.71.

v x%+1
x+1

los puntos en los que su grafica admite una tangente paralela a la bisectriz del segundo cuadrante.

(TIC) Dada la funcién f(x) = , represéntala con la calculadora grafica o el ordenador, y aproxima

En la grafica hay dos puntos en los que la tangente es paralela a la bisectriz del segundo cuadrante. Como se

x(x+1)_m

2 —
quiere F(x) = —1, se calcula f'(x) = YX_*1 > = x-1 =-1si (x+12Vx2+1+x-1=0.
(x+1) (x+12V x2 +1

La solucién x = 0 es facil de encontrar por tanteo. La segunda solucion se
aproxima con ayuda de la calculadora. En la grafica se observa que esta entre
-3 y —2 mas cerca del —2. Haciendo una pequefia tabla con los valores:

-2 -2,2 -2,1 -2,15 -2,16
0,34164 0,08044 —0,10148 —0,0045 0,01338

Se observa que x -1+ (x+12V x2+1>0 six<-2,16y x—1+(x+1°V x*+1<0
si x > —2,15 luego el segundo punto buscado tiene abscisa x = -2,15....

Demuestra esta sencilla formula que nos da la derivada segunda de un producto:
(fg)ll=fllg+2flgl+fgll

(fg)"=[(fg)]'=(f'g+fg')' =f"g+f'g'+f'g'+fg"=f"g+2f'g'+fg

Derivada de la funcion compuesta

(TIC) Calcula la derivada de las siguientes funciones compuestas:
a) f(x)=(J7+x)5 c) f(x)= (”3)
5
2x+1 x?
b) f(x)= o d) f(X)—m
') — 4f 1 v ofx+3Y -8  8(x+3)
a) '(x) = 5{x +x) [2&”} c) f(x)_S[X_5) PR Y
3 A _ _ 2 _ 2
b) f'(x):% 2x —4x 432x d) f,(x):2x(3x 6) 512x _ 6x(x +52)
X+1 X (3x-6) (3x-6)
Sabiendo que f(2) =1; f(2) = 3; g(2) = 2; g'(2) =5y g'(1) = 0, calcula:
a) (f-9)'(2) ¢) (f*2g)2) e) (Vo)'@
b) (g-f)'(2) d) (—og) ) f) ("))
a) (fog)'(2)=1"(9(2))9'(2)=1'(2)-5=15

b) (g°f)'(2)=g'(f(2))f'(2)=g'(1):3=0
(f2°9) =2f(g(2))f'(9(2))g'(2) = 2f(2)f'(2)-5=10-1-3 =30
f'(g(2)) f(2)

1 1
g 1 j(z) [j‘(g(z))g%z):— g2 =L@ _5__15
f (f(g(2))) (f(2)
: g'2 5vV2
e) (V)@= SRALS
Vo) 2Jg(2) 4
f) (f')'(2)=nf""(2)f(2)=3n
Q o
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10.72.

10.73.

10.74.

10.75.

10.76.

10.77.

10.78.

Si f(x) = X%, ¢es lo mismo F'(x%) que g'(x), siendo g(x) = f(x*)?

No, pues f(x) = 2x, luego F(x°) = 2x° y g'(x) = F(x*)-(x*)y=2x* - 2x = 4x°

3 3
Obtén la derivada de f(x) = 12+ X y, a partir del resultado obtenido, escribe la derivada de g(x) = 12+x .
- X

200 3 _ 9,3 2

F(x) = 3x°(2 x)+21+x _ 2x +6x2 +1
(2-x) (2-x)

_ . o —2x3 —6x2 -1

Como g(x) = f(—x), se tiene que g'(x)= —f'(-X)= ——5—
(2+x)

Sea f una funcion derivable que cumple f(x + 3) = 8x — 12 cualquiera que sea el valor de x. Calcula f(f(1))
y f(f(1)).

Derivando la expresion f(x + 3) = 8x — 12 se tiene (f(x+3))’= (8x —12), f’(x + 3) - 1= 8 para todo x.

Asipues, f’(1)=8yf(8)=f(5+3)=8-5-12=28 yf'(f(1))=f(({(1)-3)+3)=8

Si f(x) = max(x, X’) y g = fof , calcula g'(—%]

Se escribe f como una funcién a trozos:

_x si0<x<1 vy J1 si 0<x<1
f(x)_{xz six>16 x<0 f(x)_{Zx si x>106 x<0

Yot vec ey ee = 1=
9 (=)= DT (=5) =1 (T (=) =1(=1) =1

Derivada de la funcién inversa

Encuentra una formula para calcular la derivada de la funcion f(x) =</ x utilizando su funcién inversa.
Aplica el resultado obtenido para calcular la derivada en x = 5 de la funcién f.

’

F(x)=x"y (F'(x))'=nx"" x=(f"f)(x) Derivando, 1=(f") (f(x))f’(x):n(ﬁ/;)an'(x) luego

)=y F(E) =
(x) n(Q/?)M y £(5) n(Q/E)M

Comprueba que, en general, las derivadas de funciones inversas no son inversas entre si. Utiliza para
ello las funciones f(x)=x>y g(x)=+x .

F(X)=2X y g'(x) = —— . Se calcula (Fog'(x) = 2—— = !

2Jx m:W?&X'

Calcula en cada caso, el valor de b:
a)f'1)=-5 f'0)=1 (F")0)=»b
b)f'(0)=1 f'(-5)=0 (f")(-5)=b
c)f'-1)=b f'6)=-1 (F')(6)=8

Ty = ;:L:_l —1)=1F"' -1 = 1 :l
a) (YO Z = "7 O =T O)= () 5=
Tur e 1 1
D T e
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Derivadas de las funciones elementales

10.79. (TIC) Calcula las derivadas de estas funciones:

a) f(x)=3+x* e) f(x)=(3-x?)’
b) f(x)=i2 f) f(x)=sen®(x?)
X
(3+x2] ( 1 ]
c) f(x)=In g) f(x)=3arcsen "
d) f(x)=e*" h) f(x)=(sen(x2)+cos3)3
a) f/(x)=2x e) F(x) = -6x(3 - x2f
b) f(x) :_—f f) f’(x):6xsen2(x2)cos(x2)
X
yon . 2X von =3
C)f(X)—3+X2 g)f(X)——Xm
d) F'(x) = 2xe>**° h) f’(x):3(sen(x2)+0033)2(2xcos(x2))

10.80. (TIC) Calcula las derivadas de las siguientes funciones en los puntos en los que existan:

2

a) F(x)= senx d) f(x)= X 2Inx

arctgx x° -1
b) f(x)=e*cos x+e *senx e) f(x)= sen((sena’x3 + 1)3)

1 2 2
c) f(x)= Yx+3+ . f) F(x)= sen®(2x)+ 2senx cos x + cos*(2x)
X+2 sen(2x)
senx

cos x-arctg x — 3
a)f(x) = 1+ x

(arctgx)?

b) f'(x) = e*(cos x —senx)+ e *(—senx +cos x) = (cos x —senx)(e* +e™*)

1 1
¢) F(x) = -
3(3xlx+2)2 3(3</x+2)4
d) F(x) = (2x|nx+x)(x2 —1)—2x3lnx

(x2 -1f
e) fi(x)= cos((sen3x3 +1)3)3(sen3x3 +1)2 3sen?x®cos x* - 3x? =
= 27cos((sen3 (x3)+1)3)(sen3 (x3)+1)2 sen’ (x*)cos(x*)x*

f) Antes de derivar conviene escribir la funcion de forma mas sencilla utilizando las propiedades de las razones
trigonométricas:

f(x)

_ sen’(2x)+2sen xcos x +cos*(2x) _1+2senxcosx _ 1+sen(2x) (. .o\ —2c0s(2x)
sen(2x) sen(2x) sen(2x) sen(2x) (sen(2x))2
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10.81. (TIC) Halla las derivadas de las siguientes funciones:

2 2| 3 x
a) f(x) = In(x?+1)-tg x c) f(x)=% e) f(x)=%§‘(§;
b) f(x)=sen(x/ x2+4) d) f(x)= Ji—; ) £(t) =~ t:ettz
a)F'(x) = 22x -tgx+|n(x22+1)
x°+1 cos” x

xcos( x? +4)

0) Fx) = —
v x

21% (3x* +1)tg(n x) 27 In(x° +x)

¢) Fi(x) = X3+ x ~ cos?(nx)
(tg(m x))2

P e

8 f,(x):e [2x 15 x—1)ze*2(4X(X—1)—1)
x—1 2(x—1Wx -1

In3-(xcos (j ))3 —arcsen(SX)(cos3(ex)—SxeX cosz(ex)sen(ex))

&) Flx)= —V1=3

(xcos® (e*))2

eI+t -t _@(3?—2)
2,/ te! (:‘I 32 )3

f) F(t) =

NFre

10.82. (TIC) Calcula las derivadas sucesivas de las siguientes funciones y escribe la expresiéon general de la
derivada enésima.

a) f(x)=x" c) f(x)=e™* e) f(x)=In(x)
b) f(x)=senx d) f(x)=% f) f(x)=cos(3x)
a) FIX)=—T X1k siksn+1 F(x)=0

(n—k)!
b) f*(x)=sen x, F*"™(x)=cos x, F*"?(x)=-senx y f*"*3)(x)=—-cos x

c) f(x)=7"e"™™

6) (= EU
X
e) fn)(x) — (_ 1)”—1,(7,.' _1)'
X

f) £47(x) = 3*" cos(3x), F*"(x)=-3*"*"sen(3x), F"*2(x)=-3*"2 cos(3x) y F*"¥(x)=3*"sen(3x)
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10.83. (PAU) Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de la funcién
3

f(x) =2xe” +x2_—2 en el punto de abscisa x = 0.
x‘+4

1

3x%(x2 + 4)-2x(x* - 2) FO)=2 y F(0)= =)
2

(x2 +4)Z
1

1 1
Latangentees y=2x— —ylanormaly=——x—- —.
g y > y y 5 >

f'(x)=2e*(1+ x)+

10.84. La funcion f(x) = Jx no es derivable en x = 0 y la funciéon g(x) = senx, si. ¢Es derivable en x =0 la

funcién p(x) = JVx sen x?

Como D(p) = [0, +), solo se puede calcular la derivada lateral a derecha. Dicha derivada, si existe,y para

calcularla observa que existen los limites lim vh =0y lim % =1, luego
h—0* h—0*
p'(0%) = lim 2SN e htim S8 0420
h—0* h—0* h—0"

10.85. ;Para qué valores de x se anulan las derivadas de las funciones siguientes?:

3x+1 cos x
a) f(X)=? e) f(x)=————
X 1-sen x
b) f(x)=e** - 4e* f) f(x)=xInx—x
<) f(x)=|n(x+1) g) f(x)=ex?
xX-2
d) f(x)=|n(,/“sﬂ] h) f(x)= 9%
1-sen x 1+sen x
a) Fi(x) = 6x—4(3x+1):—6x—4 “0 & —Bx—4=0 x= -2
4x° 4x° 3
b) f'(x)=2e%* —4e* =e*(2e* -4)=0 & 26*~4=0s x=In2
c) f'(x):_—3 no se anula nunca.
(x+1)(x-2)
d) f'(x):l cosx __cosx \_ —senxzcosx _ tgx=0 & x=kn
2\1+senx 1-senx cos” x
2
e) fi(x)= > x(1-sen X):COS x__ 1 no se anula nunca.
(1-senx) 1-senx

f) f'(x)=Inx=0 & x=1
X2 2
9) Fx)=exs X =2 -

X3P 0 & X¥-6x=0x=0yx=86.
X_

_1+senx—senxcos’x _ sen’x—senx+1

h) f'(x =
)70 cos? x(1+senx)’  cos’x(1+senx)

que no se aula nunca.
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, 3T
—<
10.86. Sea la funcién: f(x)={5e"X ST 5 <X <3T £ dia su continuidad y su derivabilidad en x = 3.

x-3n si3n<x<12

lim f(x)=sen(3n)=0= lim f(x)=f(3w). Luego la funcién es continua en x =3n
x—3n*

x—=3n"

. 3n
Flx)= COSX SIS SX<3T L Fx) = cos(3m) = 1= lim F(x) .

. o ot
1si3n<x<12 X Xoom

La funcién es derivable en x =3n y f'(3n) =1

(x—m)+cos(x—m) six<m
10.87. Estudia en qué puntos es derivable la funcién: f(x) = sen(x —m)

six>m
X—T

Si x # m, la funcion es continua por ser composicion, suma y cociente de funciones continuas y derivables con
denominadores no nulos.
1-sen(x—m) six<m
f'(x)=4 (x-m)cos(x—mn)-sen(x—m)
(x-m)

Six>m

Continuidad: lim f(x)= lim (x—m)+cos(x—m))=1= f(m) = lim f(x)= lim sen(x=m) _4

xon~ X1 Xom x—n' X—T

Luego la funcién es continua en todo R.

Derivabilidad: lim f'(x) = lim (1+sen(x—x)) =1# lim f(x) = lim (x—m)cos(x—m)-sen(x—7)

=1-1=0
X—n x> X (X—TC)

Los limites no coinciden, luego la funcion no es derivable en x = 7.

Derivacion logaritmica e implicita
10.88. (TIC) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x)=x"~
b) f(x)=x*
c) f(x)=(x+sen x)&

)senx—cosx

d) f(x)=(senx +cos x

a)f(x)=x"* [—In x+1_—xj

X

b) f'(x) = x* e* [In X +lj
X

o) F(x) = (x+senx)& (In(x+ senx) + \/;(1 +cosx)]

20 x X +senx

d) f'(x) = (senx +cos x)™"* [(cos x +senx)In(sen x +cos x)—
Senx +cos X
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10.89.

10.90.

10.91.

10.92.

10.93.

Dada la curva 2xy + y— x - 6 = 0, se pide:
a) Calcula la segunda coordenada del punto P(5), que pertenece a dicha curva.
b) Calcula y’(5) utilizando la derivacion implicita.

c) Calcula y’(5) despejando previamente la y y derivando, posteriormente, la funcion obtenida. (Los
valores obtenidos deben coincidir).

a) Sustituyendo x por 5 se tiene 10y + y=11luegoy=1= P (5, 1)

b) Derivando se obtiene 2y + 2xy’ + y '— 1= 0 y sustituyendo x por 5e y por 1: 2 -1 + 10y’ + ¥y —1 = 0. luego
-1

}/(5)=—1

c)(2x+ 1)y =x+6luego y = x+6 e S N

2x+1 - T ket A

Aproximacion lineal de una funcion en un punto. Diferencial de una funcién

(TIC) Sabiendo que In2=0,69315, obtén la aproximacién lineal de la funcion f(x)=log,x enx=2y
utilizala para obtener los valores aproximados de f(x) en x = 2,01; x = 1,9 y x = 2,9. Compara estos
resultados con los obtenidos con la calculadora. {Qué ocurre a medida que nos alejamos del 2?

L(x)=In2+X=2

L(2,01)=1In2 +% =0,69315 + 0,005=0,69815. Con la calculadora se obtiene In(2,01) = 0,698134722.

L(1,9)=In2- % =0,69315-0,05 = 0,64315. Con la calculadora se obtiene In(1,9) = 0,641853886

L(2,9)=In2 +% =0,69315 + 0,45 = 1,14315. Con la calculadora se obtiene In(2,9) = 1,064710737

A medida que nos alejamos del 2 la aproximacién lineal va empeorando.

Realiza una estimacion lineal de la variaciéon de la funcién f(x)=1+ 1 al incrementar laxde 2 a 2,1.
X+

5 4 4 21-2 _ 76 -
f2)=7. @)= yu2 1= §+§-’T =2 =16
PROBLEMAS

Se dice que dos curvas son tangentes en un punto si comparten recta tangente en el mismo. Encuentra
una parabola del tipo y = x>+ bx + ¢ que sea tangente ala curva y = (x —3)3 en el punto de abscisa x = 3.

Como la tangente a y = (x —3)3 en x = 3 tiene ecuacion y = 0, se quiere que la parabola pase por P(3, 0) y que
su derivada en x = 3 valga 0.

Se plantea el sistema: 9+3b+c¢c=0 y 6+ b =0. Resolviendo, se tieneb=-6yc=9.

Por tanto, la parabola buscada tiene ecuacion y = X*—6x + 9.

Dadas las parabolas f(x)=x?-4x+3 y g(x)= x?-16x+63, calcula el area del triangulo formado por
el eje X'y las rectas tangentes a dichas parabolas en el punto de corte entre ellas.

Se comienza calculando el punto de corte: x¥*— 4x + 3 = xX*— 16x + 63= x = 5. El punto de corte es A(5, 8).
En A(5, 8) la recta tangente a f(x)=x?>-4x+3 es y—8 =6 (x—5). Operando se obtiene y = 6x — 22.
En A(5, 8) larecta tangente a g(x)=x>—-16x+63 es y—8=—6 (x— 5). Operando se obtiene y = —6x + 38.

El area del triangulo de vértices A(5, 8), B[%,Oj y C[%,Oj esA= (g+%) %= 14 u*.
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10.94.

10.95.

10.96.

(PAU) Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva y = 12X

>, parax>1.
x

En el punto P[Z, ?] la abandona y sigue desplazandose a lo largo de la recta tangente a dicha curva.

a) Halla la ecuacion de dicha recta tangente.

b) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, encuentra el punto en el que la particula encuentra al
eje X.

c) Si el desplazamiento es de derecha a izquierda, encuentra el punto en el que la particula encuentra a
la asintota vertical mas proxima al punto P.

2
a) y'= ﬂ y(2)=1—0. La ecuacién de la tangente es y =1—0x— 32 :
(1 _ x2)2 9 9 9
. . . . X 0 32
b) Como la particula no corta al eje en (1, 2) cuando sigue la trayectoria y = v debe ser ?x Y =0
-X

La particula encuentra el eje X en el punto A( 3, 2; 0).
c) La asintota mas préxima a P es x = 1. Luego la particula se encuentra con esa asintota en B(1, 0).

La hoja de Descartes es la curva que corresponde a la grafica de la ecuacion: X+ y3 = 3xy y tiene esta
forma tan singular:

Y
a) Explica por qué la hoja de Descartes no es una funcién.
b) Comprueba que el punto (%,%J pertenece a la hoja de
Descartes. 1
c) Mediante la derivacion implicita comprueba que la tangente - T 5

a la curva en el punto [%,%) es paralela a la asintota de la
hoja de Descartes.

a) La hoja de Descartes no es una funcidon porque corta a algunas rectas verticales mas de una vez (por
ejemplo, a la recta x =1).

b) Sustituyendo x e y por % se observa que se verifica la ecuacion X+ y3 = 3xy.

c) 3%+ 3y2)/ =3y+3xy’. Six=y =% se tiene %+%y‘= %+%y' , luego la pendiente de la tangente en dicho

punto es y'= —1 que es paralela a la asintota.

Dadas las dos curvas y3 +5xy+3x-2y=0y xy2 +7xy + 2x + 3y =0, se pide:
a) Demuestra que ambas pasan por el origen de coordenadas.

b) Demuestra que las rectas tangentes a dichas curvas en el origen son perpendiculares entre si.

a) Al sustituir en ambas ecuaciones x = y = 0, se observa que se cumplen ambas igualdades.
b) Se calcula las derivadas implicitas de ambas curvas y se sustituye x e y por 0 para obtener y’(0).

3y2y’ + 5y +5xy’+ 3 — 2y’ = 0. Por tanto, y(0)=% y2 +2xyy'+ 7y +7xy’'+ 2 + 3y’ = 0. Por tanto, y’(0) = _?2 .

Luego las tangentes tienen pendientes % y _?2 y, por tanto, son perpendiculares.
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10.97. (PAU) Halla el area del triangulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva de
ecuacion y = e * en el punto de abscisa x = -1.

. . x 1 .
Las rectas tangente y normal tienen ecuaciones y =—-e* e y=—+—+e respectivamente.
e e

Que cortan al eje X en los puntos B(0,0) y C(-e*-1,0).

2 3
e e

=— U2.

2

El triangulo de vértices A(-1,e), B(0, 0) y C(-e* -1, 0) tiene area ©

10.98. Sea f: [-2, 2] — R la funcién definida por:
f) = (1-1x 1) (1-[x])

donde [x] representa la parte entera de x, es decir, el mayor entero menor o igual que x.

Justifica la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) fes derivable en (-2, 2).

b) Si x no es entero, f4)(x) =0.

a) Se escribe f como una funcion definida a trozos:
3(1+x) sixe(-2,-1)
2(1+x) sixe(-10)
x-1sixe(0,1)
0 sixe(12)

f(x) = . Ademas f(-2) = -3, 1) = 0, f(0) = 1, f(1) = 0.

Se observa que la funcién no es continua en x = 0 porque los limites laterales no coinciden.
Derivando en los intervalos abiertos se tiene que

3x  sixe(-2-1)

2 i -10
f(x)= X SI,XG ( 0) , luego la funcidn es derivable si x no es entero.
sixe (0,1)
0 sixe (12)
3 sixe(-2-1) 0 sixe(-2-1)
v ]2 sixe(-10) . . . |0 sixe(-10)
DI (X)=10 sixe(0,1) * "0 sixe (o1
0 sixe(12) 0 sixe(12)

Por tanto, las derivadas sucesivas ya seran 0.

10.99. Sea f la funcién definida en (0, +) por f(x)= lenx—%xz. Demuestra que para todo entero n > 3, es

2(=1)""(n-3)!

xn—2

) (x) =

f(x)=2xInx-2x, f(x)=2Inx ... f"(x) =E y a partir de aqui se tiene las derivadas sucesivas de l siempre
X '

1!

Xn+1

multiplicadas por 2. Como si g(x) = 1 ,g"(x) = , Yy se obtiene el resultado buscado.
X

10.100.Determina todas las funciones f con f(x) = ax® + bx* + cx + d con a # 0 y que verifican f/(-1) = f(1) = 0.

¢Alguna de las funciones obtenidas anteriormente verifica f(0) = f(1)?

Derivando se obtiene f(x) = 3ax’ + 2bx + cy. Se quiereque 3a—2b+c=3a+2b+c=0.Luegob=0yc=-
3a.

Las funciones que verifican esto son de la forma f(x) = ax® —3ax +d.

Si ademas se impone la condicion de que f(0) = f(1) debe ser d = a — 3a + d, luego a deberia ser 0. Asi pues,
ninguna de las anteriores verifica f(0) = f(1).
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10.101.

10.102.

10.103.

10.104.

10.105.

Se quiere demostrar el hecho ya conocido de que la tangente a una circunferencia en un punto P es
perpendicular al radio que va desde el centro de la misma al punto P. Para ello sigue estos pasos:

a) Encuentra la ecuacién de la circunferencia de centro el origen y radio a.

b) Quédate solo con la semicircunferencia superior para que asi sea una funcion.

c) Calcula la pendiente de la tangente a dicha semicircunferencia en el punto P(xo, yo) con x>0.
d) Calcula la pendiente del radio OP.

e) Comprueba que el producto de las dos pendientes calculadas es 1.

a) x*+y*=a’

b) y =vVa®-x?
-X —X, —X,
c) y'=————". La pendiente en P(xo, yo) s ——=2— = —2 siyp#0.
a? - x? Jyai-x,2 Yo
d) La pendiente del radio OP es la pendiente de la recta que pasa por O(0, 0) y P(xo, Yo), luego vale Yo
Xo

e) “Xo . Yo = “XoYo _ _4
Yo Xo Yo' Xo

Demuestra que si fes periddica y derivable, entonces f' también es periodica.

Se supone f periddica de periodo T. Entonces f(x)=f(x+kT) para k entero.

Derivando se tiene que f’(x)=f'(x+kT) para cualquier k entero y, por tanto, f también es periddica.

1 si 0<x<7

2 si x>7 y que f(7) = 3.

Encuentra una funcién f definida en (0, +) tal que f'(x) = {

f(X)={X+a St 0<x<7 Si queremos f(7) = 3 debe ser a= —4 o b= —11.

2x+b si x>7

Para que ademas sea continua en x = 7 deben cumplirse ambas condiciones.

Un profesor algo despistado propone a sus estudiantes que encuentren una funciéon f definida en
1 si 0<x<7

2 si x>7 y que f(7) = 3. Un estudiante intenta calcular fy se lleva una

(0, +) tal que f'(x) = {

sorpresa. Explica qué ha ocurrido.

que deberia ser

o ., o , x+a si 0<x<7
Si se intenta hallar una funcion con estas caracteristicas se tendria f(x) = {

2x+b si x>7

continua en x = 7 pues es derivable alli, luego a =—4y b = 11 pero la funcién asi obtenida no es derivable en
x =7 y,por tanto, su derivada no vale en 1 en x = 7 como deberia.

f(x+h)—f(x—-h)
2h )

Supdn que fes derivable en x. Demuestra que f'(x) = Ihlng

(Indicacion: resta y suma f(x) en el numerador).

i FOCER)=F(x=h) _ . FOx+ )= F00) = (F(x=h)~f(x)) _ ”ml(f(x+h)—f(x) B f(x—h)—f(x)] _

lim

h—0 2h h—0 2h h—0 2 h h
:%(J;'TO flx+ hfz —fx) _ lim flx = hfz = f(x)) = %(f‘(x) +F1(x)=f'(x)
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10.106. En la figura adjunta se representa la grafica de la funcién derivada f de Y
una cierta funcion f: [0, 1] - R.

a) Halla una expresion algebraica de f sabiendo que su grafica pasa por H
el origen de coordenadas. y=1x

b) Representa graficamente la funcion f(x).

c) ¢ Se verifica f[%] =0?

2x siOSxSl x’+a si OSXS%

a) f'(x)= 2 Luego f(x)= 1
—2x+2 si §<x<1 x> +2x+b si §<x<1

Como f(0) = 0y, al ser fderivable, f es continua en % ,setienequea=0y % = —%+ 1+ b luego b = _71 .

b) Y
1.
fl—o
(0] 1 /X

c) En la grafica de f’(x) se observa que no existe f(%j . Se comprueba calculando:

1- 2[h+%)—1 1 —2(h+1j+2—1
f"I = |=lm———=2%#f"| = =Iim;=—2
2 h—0" h 2 h

h—0*

10.107. Se ha medido la arista de un cubo y el resultado ha sido 12 cm, luego el volumen de dicho cubo sera de
1728 cm® Se supone que el aparato de medida tiene un error maximo del 2%. Utiliza la aproximacion

lineal en x = 12 de la funcién que nos da su volumen, V(x) = x*, para calcular el maximo error cometido
al hallar el volumen.

L(x)=1728 + 432(x — 12), luego L(12 + 0,28) = 1728 £ 432 - 0,28 = 1728 + 120,96
Luego el error maximo es de 120,96 cm®.

10.108. Haz una estimacion lineal de la variacion del area y el volumen de una esfera al aumentar su radio, R,
un 1%. ¢ Cual es la variacion real?

A(R)=4nR? L(R%0,01R)=4nR?+0,08nR?. La variacién del area es de +0,08nR? .

Como A(R+0,01R) = 4n(R+0,01R)* = 4nR?+0,08nR? +0,00047R? , la variacion real maxima es de 0,0804nR?

V(R)= %nRs, L(R+0,01R) = %nf\” +0,04nR?® . La variacion del area es de +0,04nR?® .
0,000004

3 R?, la variacion real maxima es

Como V(R+0,01R) = %R(R +0,01R)® = %RRS +0,04R’ +0,00047R° +

de 0,0404013rR°.
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10.109.

10.110.

10.111.

10.112.

10.113.

El coste total de produccion de g unidades de cierto producto viene dado, en €, por la expresion
C(q) = 2q2 + 5q + 10. Una empresa produce en la actualidad un total de 50 unidades y estudia la
posibilidad de aumentar la produccién a 50,5 unidades. Estima, utilizando la aproximacién lineal, cual
sera la diferencia de costes si se producen 50,5 unidades en lugar de 50.

L(g +0,5) = C(q) + 0,5-:C'(g). L(50,5) = 2760 + 0,5-205 = 2760 + 102,5.

Luego la diferencia de costes es de 102,5 €.

Halla la funcion f que cumple que (1+x2)f"(x) + 2xf'(x) = 2 para todo x, sabiendo que f(0) = f(0) = 0.

Se sabe que f'(x) =ﬁ, luego f(x)=2artgx +c¢ . Sif'(0) =0, como f’(0) = 2 debe ser ¢ = 0.
+ X

Sea f (x) la funcién definida por f(x) = x? senl2 six#0y f(0) = 0. Prueba que fes derivable en R, pero
X

que en cualquier entorno de 0 f' no esta acotada.

12 1 £(0+h)—£(0) hzse”iz 1
Six#0f’(x) =2xsen— — —cos—-. Ademas f’(0) = lim = lim h™ _ |im hsen— =0
x> x x? h—0 h h>0  h h—0 h2

pues —h< hsen% <h y h— 0. Por tanto, f’(x) es también derivable para x =0y f’(0) = 0.

Los siguientes limites se pueden escribir como el valor de la derivada de una cierta funcién en un
punto. Aplicando esta idea, calculalos.

20 _ A
a) ""},M b) Iin}t% c) Iin}rM d) lim JFcos X
s X x—»E X - X_)Z X —-— Xon X—T
2
a) Tomando fix) = ¥°, f'(1) = fim JXFED=TD _ iy (07 =1_ 5,
x—0 X x—0 X

T T T
cos(h+—j f(h+—)—f(—)
b) Sea f (x) = cosx — I , lim COSX _ jim 2) _ lim 2h 2)_ f'(ﬁj = —sen(gj =-1

4 _E h—0 h h—0 2
2
T T
tg(h+—)—tg(—)

c)LIamandof(x)=tgxyh=x—E, lim tgx_1=|im 4 4 =f'(£j=;=2

xag T h—0 4 2 T

7 X—— cos
: i)

d) Llamando f (x) =cosxy h=x—n lim 1+cosx = LII'T(I) cos(h + ) - cosz =f'(n)=-sen(n)=0

X—>T X_Tc —

a b
2 = +
x-1 x-1 x+1

b) Sea f:R-{-1,1 >R definida mediante la formula f(x)= 3X1. Obtén una expresion para la
x —

a) Encuentra dos nimeros reales a y b para los que:

derivada n-ésima de f.

a) Debe ser 2x = ax + a + bx — b para todo x. En particular, six =0 setiene2=—-a—-bysix=1, 2 = 2a, luego

los numeros buscados sona =1y b =-3.
2x 1 1 . 1 (=1)"n! . (=1)"n! (=1)"n!

b) f(x)= = -3 .Comosi g(x)=—, g"”(x)=—_—, se tiene f(x)= -3 )
) f(x) 3 9(x) <9 (x) e (x) o A
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10.114. Sea f una funcién definida en R que pasa por el origen, que admite segunda derivada y que verifica
[f(x)]* + f(x)-f"(x) = 2. Calcula la ecuacién de la tangente a la grafica de fen el punto (3, 1).

Se sabe que 2 = [f'(x)F +f(x)-f"(x) = (f(x)-f’(x)),.

Luego 2=(f(x)f(x)) y una funcion cuya derivada es 2 tiene la forma 2x + a, asi pues
f(x)f'(x)=2x+a.Como f(0) = 0, debe ser a =0y se tiene f(3)f'(3)=6=1f'(3)=6=1r'(3)=6. Asi pues, la
ecuacion de la recta tangente en (3, 1) es y = 6x — 17.

10.115. a) Demuestra que la funcion f :R — R dada por f(x)=e* + x tiene inversa.

b) Prueba que existe una funcién g:R — R derivable y tal que g(x)+e?* = x para cualquier nimero
real x.

c) Calcula g'(1).

a) La funcion es continua y su derivada f'(x)=e* +1 es siempre positiva, luego la funcion es estrictamente
creciente.

Una funcién continua estrictamente creciente admite inversa.

b) La funcion que se busca es g(x) = f1(x).

Se sabe que x = (f o F)x)=F(F"(x)) =" +F(x).

Y también que si (f')'(x) = ﬁ siempre que f'(f'(x))# 0 y como es positiva, se tiene que f'(x) es
X

derivable.

Luego g(x) = f‘1(x) cumple ambas condiciones.

c) Se comienza calculando g(1). Como g(x) = f'(x), se tiene que 1=f(g(1))=e9" +1= 9" =0 = g(1) =1

1 1 1
f(g(1) f'() e+1’

Por tanto, (g)'(1) =

10.116. Una particula que se mueve en el plano XY baja deslizandose a lo largo de la curva de ecuacion
y=+ x*+9 .En el punto P (4, 5) abandona la curva y sigue por la recta tangente a dicha curva.

a) Calcula el punto R del eje Y por el que pasara la particula.

b)¢ Existe algun otro punto Q de la curva tal que la recta tangente a la curva en el punto Q corte al eje Y
en el mismo punto R anterior?

X

a) Como f'(x) = ;f'(4)= % La recta tangente en P(4,5)es y—5 = % (x — 4). Operando se obtiene que

X“+9

la recta tangente es y = %x + % , que corta al ejeY en R[O, %j .

a

b) La recta tangente a f(x) en el punto Q(a, f(a)) tiene ecuacién y — f(a) = [ J(x — a). Operando se

a’+9
ax 9
+ .
Ja?+9 a2 +9

obtiene que la recta tangente es y =

=%:a=4 6 a=-4.

Si queremos que pase por R(O, gj debe ser
5 a’+9

Por consiguiente, la recta tangente a la curva en el punto Q(—4, 5) también corta al Y en R(O, %]
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10.117.

10.118.

10.119.

Sea g una funcién definida positiva y continua en R, y f una funcién continua en x = 1 tal que

lim—X)__g
x—-1 ()(_1)3
f . f
Demuestra que — es derivable en x =1y calcula [—]'(1).
g9 g
. f(x) .
Como I|m1 PRI =0 y fes continua, se deduce que (1) = 0.
X— X_
Ademas, por ser g continua y positiva: lim L L. Por otro lado,
-0 g(1+h) g(1)
_1\2
lim f(1+h) = lim f(x) = lim (x=1) fgx) = lim(x—=1)%-lim f(x)3 =0-0=0 pues ambos limites existen.
h=0 h =1(x=1) x>t (x=1) x—1 x=1(x —1)
Asi pues:
f(1+h
f (fj(”h)_[f]m ((1+h))_f((11)) f1+h f(1+h 1 1
= tim 9 9)  _jim4 9N _ iy LM _ iy FA+H) i, —0-— =0
g h—0 h h—0 h h—0 hg(1 + h) h—0 h h—0 g(‘] + h) g(1)

2

5 1+x2j y calcula (fof')(2).

Define a trozos la funcion f(x) = min[x

. X2 1
Resolvemos la inecuacion T3 <

v como 1 + x* es siempre positiva, se obtiene la inecuacion equivalente:
+ X

x2(1+x%)<2 = x* + x2 -2 <0, resolviendo la ecuacion bicuadrada x* + x? -2 =0 se obtiene las soluciones
= -1y x=1. Observando qué ocurre en los intervalos (—, —1),[-1, 1]y (1, +) se tiene que:
1 x2

si xe[-11] y =—>

Si X e (—oo,—1) U (1,40
1+ x2 5 7T S xe b i)

2
X <

2
2

X sixe[-11]
La funcién es: f(x)=

T sixe[-11]

-2:2

fe2?f

_4]2
f(2)= —%,Iuego (fof')(2):f(f'(2)):f[__j:( 25) _ 8

Demuestra que si la funcion f (x) esta acotada en un entorno de 0, entonces la funcién g (x) = xzf(x) es
derivable en x = 0.

Como f esta acotada en un entorno del O: Lirr?)hf(h) =0, g'(0)= /L"TE)
— —

2
) _ i hf(h)=0.
h h—0
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10.120.

PROFUNDIZACION

(TIC) Las funciones trigonométricas, seno, coseno y tangente, estan asociadas a la llamada
circunferencia goniométrica. De manera analoga, la hipérbola también tiene asociadas sus razones
trigonométricas:

X -X

Seno hiperbdlico (BC): senh x = % Y
C
x + —X 1'
Coseno hiperbédlico (OB): coshx = % A
0] B X

Tangente hiperbélica (AD): tgh x = senh x

cosh x
(Siendo x e area coloreada en la figura).
a) Representa dichas funciones en tu calculadora grafica.
b) Comprueba que cosh2(x) — senh2(x) = 1.
c) Calcula las derivadas de las funciones trigonométricas hiperbdlicas.
a)

Y Y Y
'y =senh x y =1tgh x
1 14
1 X 1 X
¥ =cosh x
o 1 X
X -X 2 X -X 2 2x -2x 2x -2X
b) e’ +e e -e e +2+e 7 e +2-¢€ -1
2 2 4
c) (senh)'(x)= [e —2e’ j' =° J;ei =cosh(x); (cosh)'(x)= [e J;e? j' _&-° _ senh(x)

10.121.

Considera una funcién f: R — R que satisface las siguientes propiedades:

i) f (x1 + x2) = f (x1) f(x2) para cualesquiera x1, X2.

ii)fF(0)#0

iii) F(0) =1

a) Demuestra que f(0) = 1. Indicacion: Toma x1=x2=0en .

b) Demuestra que f(x) # 0 para todo x. Indicacién: Toma x2 =—x4 en i.

c) Utiliza la definicion de derivada para probar que f(x) = f (x) para todo nimero real x.

d)Sea g otra funcién que satisface las condiciones i, ii, iii y considera k(x) = Lx)) Demuestra que k es
X

derivable en todo R, y obtén k’(x). ; Qué relacion hay entre fy g?

e)¢ Conoces alguna funcion f que satisfaga las condiciones i, ii, iii? ¢ Puede haber mas de una?

a) Llamando a = f(0) = f(0 + 0) = f(0)f (0) = a’. Por tanto, a = a° luegpa=06a=1ycomo f(0)#0 se
concluye que f(0) = 1.

b) Como f (0) = f (x + (—x)) = fix)f (—x)=1, entonces f (x) no puede ser cero.

c) Utiliza la definicion de derivada para probar que f’(x) = f(x) para todo namero real x.

'(x) = lim f(“"g‘f(x) = lim f(x)f(';))_f(x) = f(x)m—f(hz‘1 = F(x)F'(0) = F(x)-1= F(x)
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d)k'(x) = lim

10.122.

10.123.

10.124.

f(x)f(h) _ f(x)
= lim Q(X)g(hh) 9(X) _ i [ (M) ~f(x)g(h) _ f(x) . F(h)—g(h) _ f(X) ,_,

k(x +h)—k(x)
h h=0 g(x)g(h)h g(x)h-0 g(h)h g(x)

f(x)

Luego k(x) es una funcion constante ya que su derivada se anula paratodo ———~=a= f(x)=ag(x)
Pero como f(0) =1y g(0) = 1 entonces a = 1y f(x) = g(x). 9(x)
e) La funcién f(x) = " satisface las tres condiciones y por d es la Unica.

Sea h(x) = f(x) - g(x), donde fy g son funciones derivables.

a)Encuentra formulas para h'(x), i"(x) y h"(x) en términos de f, g y sus derivadas.
b)¢ Te sugieren estos calculos alguna expresién para h")(x)?

a) h'(x)=1f(x)'g(x)+f(x)g'(x) , luego

h"(x)=f(x)'g(x)+f'(x)g"'(x)+f'(x)g'(x)+f(x)g"(x) =F(x)'g(x)+2f'(x)g'(x)+f(x)g "(x)
h™(x)=1(x)"g(x)+f"(x)g'(x)+2f"(x)g '(x) + 2f (x)g "(x) + F'(x)g "(x) + f(x)g "(x) =
= f(x)"g(x)+3f"(x)g"(x)-32f '(x)g "(x) + f(x)g "(x)

h9(x) = F(x)Vg(x)+ 42 (x)g (x)+6F "(x)g "(x) +4f '(x)g¥(x) + F(x)g* (x)
b) h”’(x)=Zn:(Z)f”‘“(x)-gk’ con fI(x)=f(x)

Supoén que fy g son funciones derivables en todo R y tales que:
i) F(0)=1;g(0)=0 i) f(x) =-g (x); g'(x)="F(x)

a) Sea h(x) = f(x) + gz(x). Calcula h’(x) y utiliza el resultado obtenido para probar que fz(x) +gz(x) =1
para todo x.

b) Supén que F y G son otro par de funciones derivables que verifican i, ii y considera la funcion
k(x) = [f(x)—F(x)]2+ [g(x)—G(x)]z. Calcula K'(x) y utiliza el resultado obtenido para decidir qué
relacion existe entre fy Fy entre gy G.

c)¢ Conoces algun par de funciones fy g que verifiquen i, ii? i Puede haber otras?

’

a) h'(x) = (F2(x)+ g%(x)) = 2F (x)F(x)+ 29" (x)g(x) = ~2g(X)F(x) + 2f(x)g(x) = O

Luego h(x) es constante y como h(0) = f(0) + g(0) =1 + 0 = 1, entonces h(x) = 1 para todo x y, por tanto,

f2(x) + g*(x) = 1 para todo x.

by k'(X) = ([f(X) -F(x)P +[g(x) - G(X)]z) = 2(f'(x) = F'())f(x) = F(x)) + 2(g"(x) = G'(x))g(x) - G(x)) =
2(-g(x) + G(x))(f(x) - F(x))+ 2(f(x) - F(x))(9(x) - G(x)) = 0

Luego k es constante y como k(0) = (f(0) — F(0)) + (g(0) — G(0)) = 0, entonces k(x) = 0 para todo x, y como k es
la suma de dos cuadrados, deben ser f(x) — F(x) = 0 y g(x) — G(x) =0, luego f(x) = F(x) y g(x) = G(x) para todo x.

¢)Si, f(x) = cosx y g(x) = senx satisfacen las condiciones, y por b) son las Unicas.

Para cada namero real x, se considera el numero complejo e que, naturalmente, dependera de x, es
decir, sera de la forma e* = f{x) + ig(x), donde fy g son funciones reales de variable real.

Se supone que las reglas de derivacién para estas funciones son las mismas que para funciones reales,
es decir, () =i e”™ = F(x) + ig’(x).

a)Toma x =0y calcula f(0) y g(0).

b) A partir de la igualdad = f(x) + ig(x), demuestra que ie™ = —g(x) + if(x).
c)Prueba que f(x) =-g(x) y g’'(x) = f(x).

d) Utiliza el problema anterior y decide quiénes tienen que ser f(x) y g(x).
e)Demuestra que e"+1=0.

a)e’® =e® =1=1+0i = f(0)+ig(0) entonces f(0)=1y g(0) = 0.

b) Como =1 se obtiene la igualdad.
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c) Por un lado se tiene que (e™)'= ie/* = (x) + ig’(x), y por otro iei* = —g(x) + if(x), luego

f’(x) +ig’(x) = —g(x) + if(x) y, como para que dos numeros complejos sean iguales deben tener iguales la parte
real y la parte imaginaria, se obtiene f’(x) = —g(x) y g'(x) = f(x).

d)Se sabe que i) f(0) =1y g(0) = 0;ii) f (x) = —g(x) y g'(x) = f(x) por el problema anterior deben ser f(x) = cosx y
g(x)= senx.

e™+1=cosm+isenn+1=—-1+0i+1=0

10.125. Sea fla funcion definida en [-1, 2] por f(x) = [x] sen(nx).
a) Escribe la formula para fen [-1,0]; [0, 1] y [1, 2].

b) Estudia la derivabilidad de fen 0 y en 1 e interpreta graficamente los resultados obtenidos.

a) [x] = -1 en [-1, 0) luego f(x) = [x] sen(nx)= — sen(nx) en [-1, O] (pues Y
f(0) = [0] sen(0) = 0 = sen(n-0).

[x]1=0en ][0, 1) luego f(x) = [x] sen(rnx) = 0 en [0,1] (pues
f(1)=[1]sen(xr)=1-0=0.

[x] =1 en[1, 2)luego f(x) = [x] sen(nx) = sen(nx) en [1, 2] (pues f |

f(2) =[2] sen(2r) = 0 = sen(2m"). 0 1\ X
-sen(nx) -1<x<0

f(x)= O<x<1
sen(mx) 1<x<2

—cos(nx) -1<x<0
b) f'(x)=40 0<x<1
cos(mx) 1<x<2

Como la funcién es continua en 0 y en 1, para ver si es derivable basta estudiar los limites:

lim f'(x) = lim(-cos(nx))=-1y lim f'(x)= lim 0 =0 luego no es derivable en x = 0.
x—0~ x—0" x—0" x—0"

lim f'(x) = Iirr110 =0y Iirr11 f'(x)= Iirr11 cos(nx) =1y tampoco lo es en x = 1.

x—1

10.126. Sea f(x) = X* sen 1 si x # 0 y f(0) = 0. Se supone que h y k son dos funciones tales que h’(x) =
X
sen’(sen(x +1)), k’(x) = f(x + 1), h(0) = 3 y k(0) = 0.
Halla:

a) (F+h) (0)

b) (kof) (0)
c) a’(xz), siendo o(x) = h(xz).

a) (foh)'(0)=r"(h(0))h'(0) =f'(3)sen’ (sen1) = bsen (%) —cos(%)-sen2 (sen1)
b) Se comienza calculando la derivada de fen x = 0.

hzsen[%j
f'(0)= IlmT

h—0

= lim hsen (l) =0 pues sen [l) esta acotada.
h—0 h h

Entonces:
(kof)'(0)=k'(f(0))f'(0) = k'(0)f'(0)=k'(0)-0=0

c) o'(x) = 2xh'(x?) Luego, o'(x?)=2x%h"(x*) = 2x*(sen®(sen(x? +1))).
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10.127. Se dice que un numero a es raiz miltiple del polinomio p(x), de multiplicidad n, con n=1, 2, 3, ... si

p(x) = (x- a)" q(x), con qg(a) # 0.
a) ¢Es a =3, raiz de multiplicidad 2 del polinomio P(x) = (x — 3)2 (x2 —4x + 3)?

b) Prueba que si a es raiz multiple de p(x), de multiplicidad n, entonces es raiz multiple de p’(x), de
multiplicidad n—1.

a) (X* — 4x + 3) = (x — 3)(x — 1) por tanto, P(x) = (x — 3)2(x* — 4x + 3) = (x — 3)*(x = 3)(x — 1) = (x — 3)}(x — 1)
Luego a = 3 es raiz de multiplicidad 3 del polinomio P(x).

b) Sea a raiz multiple de p(x) de multiplicidad n. Por definicion de raiz multiple de un polinomio se tiene que
p(x)=(x—-a)"q(x) con q(a) # 0.

Derivando: p'(x)=n(x—a)""'q(x)+(x-a)"q’(x) = (x—a)""'[ng(x)+(x —a)q’(x)]

Se comprueba si Q(x)=nq(x)+(x—a)q'(x) se anula en x= a:

Q(a)= nq(a)+(a—a)q'(a)=nq(a)= 0 puesto que se tenia que qg(a) # 0.

Como p'(x)=(x-a)""[ng(x)+(x—-a)g'(x)] y ademas nq(a)+(a—a)q'(a)=0, se tiene que a es raiz multiple
de p’(x) de multiplicidad n — 1.

RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

10.1.

10.2.

10.3.

Sea funa funcién definida en R, que admite segunda derivada en todo R.
A) Si f(0) > f(1), entonces f'(0) > f'(1)

B) Si g(x) = f(sen x), entonces g’(0) > f/(0)

C) V x e R, se verifica que (f- f')(x) — f(x) f’(x) 20

D) Si £(2) = 1, entonces lim )= _
X—>2 x-2

0

E) Existen nimeros a para los que lim f'(x)# lim f'(x).
x—=a" x—a*

’ ’

C es verdadera pues (f-f') (x) = f'(x) f'(x) + f(x) f*(x), por lo que (f-f’) (x) — f(x) f"(x) = (F'(x)f’ = 0.

Sea g(x) = 2x — 6 y f una funcién tal que f'(x) = e” . La tangente a la curva y = (fo g)(x) en el punto de
abscisa 3 verifica:

A) Es horizontal. D) Es paralela a la grafica de y = g(x).

B) Tiene pendiente negativa. E) Nada de lo anterior.

C) Su pendiente es mayor que f'(1).

D es verdadera y todas las demas falsas:

’ ’

(Fog) (x)= f(g(3)) - g(3). Como g(3)=0 y g13)=2,es (fog) (3)=F(0)-2=2

. L s 1+
Considera la funcién f(x) = In ~rsenx
1-senx

A)Esta definida en x = 37” ;

B) Presenta un punto con tangente horizontal.

C)Su derivada siempre es positiva;

D) No es derivable en los puntos de corte con el eje horizontal.

E) |F(x)| =1 en los puntos en los que es derivable.

1

fi(x) = >1

E es verdadera ya que |cosx| < 1 sea cual fuere x, por lo que | | °
COSs X

Solucionario E 79




Senala, en cada caso, las respuestas correctas:

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

Sea f: R — Rderivable y tal que su grafica es simétrica respecto de la recta x = 2.

A) Para todo x, f(2 + x) =f(2 — x) D) Si lim f(x) =1, entonces, Iirp f(x) =1
B) Para todo x, f(x) = f(4 — x) E) Si lim f/(x)=1, entonces lim f'(x)=-1
X=>+oo X—=—o0

C) Para todo x, /(2 + x) = f'(2x)

Es verdadera la A, D y E. Si la grafica es simétrica respecto de la recta x = 2, debe ocurrir que f(2 + x) = f(2 — x)
sea cual fuere x.

Observando ahora que los numeros x y 4 — x equidistan de 2 pues |2 — x| = |4 — x — 2| concluimos que B
también es verdadera.

La afirmacion C es falsa como lo prueba la funcion f(x) = (x — 2)2 y x =0, por ejemplo.

Para todo x mayor que 1 se verifica:

A)Si f(x) = e , entonces f’(x) = e* D) Si f(x) = senx, entonces f”(x) = sen(x + )
B) Si f(x) = e , entonces f’(x) = 2xe* E) Si f(x) = cosx, entonces f”(x) = cos(x + )
1
C)Si f(x) = , ent f'(x)= ———
)Si f(x) T—x entonces f”(x) A= x)?

D es verdadera ya que si f(x) = sen x, f’(x) = cos x, f’(xX)=—sen x y sen (x+ 7)) =— sen x.
E también es verdadera ya que f(x) = cosx nos lleva a f’(x) = — sen x, f”(x) =— cos X y COS(X + 7) = — COS X.

A es falsa pues si f(x) —eX ,F(x)= 2xe*" . B también, ya que f’(x) = 2" +4xPer = 2+ 4x2)ex2 .

. 1 1 2
Cesfalsa, puessif(x)= — , f(X) = —— yf'(X) = ——.
p ()= M= G YW= s

Sea f: [-2, 2] - [-2, 2] la funcién definida por f(x)= (1-| x |) (1-[x]).

A) fes continua en el intervalo (-2, 2). D)Sixe Z, ) (x)=0.
B) fes derivable en el intervalo (-2, 2). E) lim f/(x)=f'(0")
x—0~
C) fes impar.
A es verdadera pues f’(1) mide la pendiente de la tangente a C en x =1y la pendiente de T, es 1.

B es falsa, ya que la pendiente de T, no es 1 sino —1.

C es verdadera ya que nos dicen que (1) =1y f(3) = —1 por lo que al ser f una funcién continua (ya que
existe f”’(x)), el teorema de Bolzano nos asegura que tomara alguna vez el valor 0 en (1, 3).

Anadlogamente D también es verdadera pues el teorema de los valores intermedios aplicado a la funcion

. , 1
continua f” asegura que tomara alguna vez el valor —5 en (1, 3).

Sea f: R - R una funcion que admite derivada segunda en cada punto, C su grafica, T4 larecta y=x+1
yT.larectay=-x+1.

A)Si T, es tangente a C en x=1, entonces f (1) =1.
B)Si T es tangente a C en x = 0, entonces f'(0) = 1.
C)Si Ty es tangente a Cen x=1y T, es tangente a C en x= 3, existe a e (1, 3) con f'(a) = 0.

D)Si T4 es tangente a C en x =1 y T, es tangente a C en x = 3, existe a € (1, 3) en el que la tangente es
horizontal.

D es verdadera ya que si x>0, x ¢ Z, f(x) = (-1) (1—=[x]) + (-] x|) - 0=[x] — 1, por lo que f(x) = 0, con lo que
Ax)=0ysix<0,xe Z fx)=1- (1-[x]) + (1— |x]) - 0=1=1[x], con lo que ”(x) = 0 y f*(x) también sera 0.
La afirmacion A es falsa ya que f no es continua en x = 0. B es obviamente falsa al no ser f continua en (-2, 2).
C también es falsa pues, por ejemplo, f(1,5)=0,5-0=0 y f(-1,5)=-0,5-2=-1.
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Elige Ia relacion correcta entre las dos afirmaciones dadas:
10.8. Sea f: R — R derivable
a: Latangente alacurva y = 2 (x) en el punto de abscisa 3 es horizontal.
b: La curva y = f(x) corta al eje de abscisas en el punto de abscisa 3.
A)asb D) ay b se excluyen entre si.
B)a=bperob = a E) Nada de lo anterior
C)b=aperoa =b
La relacién correcta es la C.
y’ =2f(x) f’(x) porloquesisedab,esf(3)=0,conloquey’(3)=0ysedaa.Asiqueb=a,peroa = b
como prueba, por ejemplo, y = ((x—3)2 + 1)2 , con lo que f(x) = (x =3)% + 1 verifica a pues

y'=2 ((x—3)2 + 1) 2(x — 3), es decir, y’(3) = 0 pero f(x) = (x — 3 + 1 no corta al eje horizontal, es decir, no se
verifica b.

Sefiala el dato innecesario para contestar:

10.9. Sea f(x) = xg(x) + a sen x + be* donde g : R — R es una funcion derivable. Para calcular la ecuacion de la
tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa 0, nos dan los siguientes datos.

a) La curva y = g(x) corta al eje vertical en el punto (0, 4).
b) Las curvas y = f(x), y = g(x) se cortan en el punto de abscisa 1.

c) y = g(x) tiene tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante en (0, 4).

d) El punto (0, a + b) es el maximo de la curva y = 1 1 o
+x
A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.
B) Puede eliminarse en el dato b. E) No puede eliminarse ningun dato.

C) Puede eliminarse en el dato c.

La ecuacion de la tangente pedida es y — f(0) = f ’(0)x, f(0)=b.
f’(x)=g(x)+g’(x) + a cos x + be”, por lo que (0) = g(0) + a + b con el dato a), obtenemos g(0) = 4.
El dato b nos dice que f(1) =g(1), o sea, g(1) + asen 1 + be = g(1), asi que a sen 1 + be = 0, que junto al dato

1
T se alcanza en x =0 y vale 1, por lo que
+ X

segun d, a + b = 1, que junto a la igualdad anterior, dada por el dato b, nos permite calcular a y b y hemos
obtenido la ecuacion de la tangente a y = f(x) sin tener que utilizar el dato ¢, asi que la respuesta es C.

d) nos permite calcular a y b ya que el maximo de la curva y =

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
10.10. Calcular la ecuacion de la tangente a la curva f(x) = ng(x) en el punto de abscisa 0.
a: La curva y = g(x) es continua en x=0.

b: La funcion y = g(x) no es continua en x =0, pero esta acotada en un entorno de 0.

A) Cada informacién, a y b, es suficiente por si sola. D) Son necesarias las dos juntas.

B) a es suficiente por si sola, pero b, no. E) Hacen falta mas datos

C) b es suficiente por si sola, pero a, no.

Cada afirmacion, a y b es suficiente por si sola y la respuesta es A.

Damos por hecho que existe f(0). La ecuacién de la tangente a dicha curva en x=0 es y = f(0)x

f(0+h)-F0) _ . h’g(h)
h h—0 h

Si se verifica a Ier})hg(h)z Amh : m)g(h) =0-g(0)=0, f(0)= ,I1|Ln0 = Ier})hg(h).

Si se verifica b fl}imohg(h) =0 por que f(h) = h tiende a 0 en 0 y g(h) es acotada en un entorno de 0.
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