E Limites de sucesiones y de funciones

ACTIVIDADES INICIALES

8.l. Calcula el término general, el término que ocupa el octavo lugar y la suma de los ocho primeros términos
para las sucesiones siguientes.
a) 2, 6,10, 14, ... b) 2, 6, 18, 54, ... c) 1,3,1,1,...

33 3

(2+30)-8

a) Progresion aritmética: a1=2,d=4 = a,=2+(n-1)-4=4n-2, a3=30, S5 = =128

8_
b) Progresion geométrica: a1=2,r=3 = a,=2-3"", a;=2-3" =4374, S, :%:13120

53
—+—1-8
8 5=23 3/ _qp
3 2

1 1 1
c) Progresion aritmética: a1= —,d= — = a, =—+(n-1)-—=—, a, =
) g 1 3 n 3 ( ) 3 3 8

Wl

8.1l. En una region, la poblacion crece anualmente en un 2%.
a) Escribe la sucesion del nimero de habitantes seguin el nimero de afios transcurridos desde 2008,
sabiendo que en ese afio eran 3 500 000.

b) Calcula en qué aio se alcanzara una poblacion de 4 000 000 de habitantes.

c) Calcula en qué aio se doblara la poblacion inicial.

a) az008 = 3 500 000, az000 = 3 500 000 - 1,02 = 3 570 000, ... , a,= 3 500 000 - 1,02" 2008

b) an= 4 000 000 = 3 500 000 - 1,02" 2°% = 1,02 **® = 1,142857 = n - 2008 =% = 6,75 afios
0g1,
c) 1,02" 2008 =M =2 =n-2008 = log2 =35. Cuando pasen 35 afos.
3500 000 log 1,02

EJERCICIOS PROPUESTOS

n-1,
n+1

8.1. Dada la sucesién de término general a, =

a) Calcula sus tres primeros términos.

b) Halla el lugar que ocupa el término a_ = %

c) Demuestra que es creciente.

d) Halla, si es que existen, una cota superior y una cota inferior.

a) a —9—0 a 1 a 2.1
T2 273 P42
15 s-1 _ .
) S=1—=—1:15 (s+1)=17-(s—1)= s =16. Es el término que ocupa el lugar 16.°.
s+
n n-1 2 L .
C) a,,1—a, = > 0. Por tanto, a,.4>a, Y la sucesion es creciente.

“h+2 n+l nP+3n+2

d) a, =1 —% . Una cota superior es 1 y una cota inferior es 0.
n+
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8.2. Se considera la siguiente sucesion definida por recurrencia: a; =3; a,,,=2a,.

a) Calcula sus cuatro primeros términos y di de qué tipo es.
b) Halla su término general.
c) Demuestra que es mondétona creciente.

d) Demuestra que no esta acotada superiormente.

a)as=3, ax=6, az= 12, as= 24. Es una progresion geométrica.
b) a,=a,-r""'=3.2""=a,=3.2""
C) @y —a,=3-2"-3.2""=3.(2.2"-2"")=3.2"" 0= a,,, >a, = Es creciente.

d) Dado el numero real M, se puede encontrar un término mayor que él:

In[—j
3.2" s M= 2! >%:> n(2" " > In(%j:(n—1)ln2 >In[%): ns>—37 4

8.3. Demuestra que los términos de la siguiente sucesion tienden a 2.

- 2n+1
" n+10

19
lan =2 = n+10

<g paran> E—10
€

8.4. Calcula el limite de las siguientes sucesiones.

_ a3
a) lim (7 - n?) b) lim —30 *+2n+1
N—>oo n-e 2n“+n+10
a) —oo b) —eo
8.5. (TIC) Calcula los limites:
a) lim| 27 =80
N NE)
2 2 _
b) lim (2n +3n+5)3(3n +5n - 6)
n—e n(5n° —n)
a) lim 2,"3—_8’7 = +oo
noe{ |3
2 2 _ .
b) lim (2n +3n+5)3(3n +5n-6) =£=§
n—seo n(5n° —n) 5
8.6. (TIC) Halla los limites siguientes.
3 2 2 _ 2n2+n
a) lim (3n° +3n 26)(2n 3n+2) b) Iim(2n+3j
n—e 6n° +1 n—=\ 2n—3
. 6n°-3n*-3n®+2n?>+6n-4
a) lim 5 =0
n—eo 6n° +1
' 2 2n+3 ) 2 6
b) |:1°°:| e enll;n&(Zn +n)(m—1) _ enIEL(Zn +n)[2n_3] _ e+°° e
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8.7.

8.8.

8.9.

8.11.

(PAU)(TIC) Estudia el dominio de las siguientes funciones:

) F(x) = X ~2x+8 ¢) F(x)= | —— &) £(x) = log (x* + 3x — 4)
8 Inx
{ 6 2x?-3 1

b) f(x)=2x+ 3X_§ d) f(x)=x3——3x2 f) f(x)=1_e"

a) D(f) = R ya que se trata de una funcién polinémica.
b) 3X—§203X2£3D(f)= [E’erj

5 5 5
C)Inx>0=x>1= D(f)=(1, +eo)
d) x*-3x?=0=x*(x-3)=0=x=0,x=3=D(f) = (=, 0) U (0, 3) U (3, +e0)
e) xX?+3x-4>0= (x—1)(x+4)>0= D(f) = (—c0, 4) U (1, +)
f1-e*=0=e"=1=x=0= D(f)=(—, 0) U (0, +c)

(TIC) Estudia el dominio de las funciones siguientes:

a) f(x) = x-|x+1-3x? c) f(x)=x +2cos x
1
b) Fx)= X+ X d) Flx)=—2X
|x—1-x 1+ senx
a)D(f) =R

x-1-x=0 si x=>1

b) |)(_1|_X:0:{—x+1—x=0 si x<1

con solucién en x =% ; D(f) = (_ oo, lj v (l ,Jm)

c)D(f)=R

d) 1 + senx = 0 = senx = —1 = La funcion existe en todo R excepto en x =37n12kn ,con ke Z.

(TIC) Encuentra el dominio y el recorrido de las funciones:

a) f(x)=x2+3 b) f(x)=2++vx +1
a) D(f) =R; R(f) = [3, + =) b) D(f) = [-1, + o ); R(f) = [2, + )
8.10. Dada la grafica de f{x): v
Calcula: lim f(x), lim f(x), limf(x), lim f(x), f
x-2* x—>2" x—2 x—-5F
lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x), limf(x
Jim_ (x), lim f(x) Jim, (x) Jim (x), limf(x) \
1.
. . . . 1 X
lim f(x)=6, lim f(x)=2, no existe lim f(x),
x—2* x—=2~ x—2
lim f(x)=6, lm f(x)=6, Iim5f(x):6, lim f(x)=3, lim f(x)=3, Iirrg)f(x):3
x—-5% x—-5~ X x—0* x—0~ X—
Dada la grafica de g(x): Y |
Calcula: i , i , lim g(x), li , i , \/
ula: lim 9(x) Nim g(x), lim g(x) Jim, a(x) Jlim g(x) TN\

limg(x), lim g(x), lim g(x), limg(x)
x->1 x—2* x—2" x—2

o&
(e}
H
>

lim g(x)=-3, lim g(x)=2, no existe Iim2 g(x), lim g(x)=1,
x—-2" x—-2" xX— x—1"

lim g(x)=0, no existe Iim1 g(x), lim g(x)=0, lim g(x)=0, Iim2 g(x)=0
X— x—2" x—2 X—

x—1"
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8.12. Dada la grafica de f{x), calcula:

=) ) ]

\1 X

[HIN

o}

b) )I(i_rgf(x)

b) lim f(x)=0. No existe lim f(x), ni Iimof(x)
x—0* Xx—0" X

a) lim f(x)=+eo, lim f(x)=— . No existe. Iim1f(x)
x—-1" X—

x—1*

8.13. Dada la grafica de g(x), calcula: R4
/
a) lim g(x) ~_ &
x—-1 \1
b) lim g(x) O\1 X
x—1 \
™~~~
[
l

a) lim g(x)=+4e, lim g(x)=+ce, Iim1g(x)=+oo b) lim g(x)=—c, lim g(x)=—, Iim1g(x)=—oo
x—-1" x—-1" X—= x—=1 x—=1" X—

8.14. Dibuja la funcion f(x) = Inx y calcula sus limites en el infinito.

Y
£ _— lim f(x)=+oo
[ X —>+o0
1 T
lim f(x)no existe, porque el logaritmo no esta definido en
ol 1 X X——eo
/ (_°° 10]
8.15. Dada la grafica de f(x), calcula: Y \
. . \f
a) lim f(x) b) lim f(x)
X—>+e0 X—>—oo \
~T 1\ \ — X
. . 2= - o ™~—"2x 3%
a) lim f(x)=0 b) lim f(x)=0 \
X—>+oo0 X—>—oc0
\
8.16. Dada la grafica de g(x), halla los siguientes limites: Yy
a) lim g(x) /
X—>+oo
g
b) Jim g(x) /
a) lim g(x)=+e b) lim g(x)=0
X—>—co

X—>+o0
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8.17. (TIC) Calcula el valor de los siguientes limites.

3 2
a) Ilmw c) Ilm(x—ij e) Iim( 1- —e"+e"‘)
x—1 x+1 x—0 X X—>—o0
3x2-8 . 2
b) lim —— d) Ilm(x/x +1+\/X+1)
x>-2 X+2 X—>to0

3x°-9x*+6 _

a) lim =0
x—1 X+1 T2
2
X2 x4+ 2 - 0 7 xo-2t X+2
c) |im(X—§]:|:o—§:|:oo, lim [X_EJ:[()*_E}:
x—0 X 0 x—0* X 0*
d) lim

HM(VX +1+m):[+oo+oo]:+oo
e) XIL@m(m e*+e” )

8.18. Sabiendo que lim f(x)=-2,
X—a

limg(x)=2 y lim h(x)=2, calcula los siguientes limites.
Xx—a X—a

. . 12
a) )I(I_rg(Zf(x)—Zg(x)+h(x)) )I(I_r)nam
. 2 2 . f(x)  f(x)+g(x)
b) tim( {0+ (900" d) lx-g;[g(x) o
a) lim (2f(x)-2g(x)+h(x))=2-(-2)-2-2+2=-6 c) lim L :[ 12 }:w
x—a x—a f(x)+g(x) -2+2
. f(x) f(x)+g(x)) -2 -2+2
b) lim f(x X A (= +22 2 d)lm ————T" | =—————=-1-0=-1
)Ha( ()" + (90 ) ve=2/4 x'ﬂ[g(x) o )2 2
8.19. (PAU)(TIC) Halla el valor de los siguientes limites.
1
3x?+x-2 2x% + x ( 1]E
a) lim(-4x?+5x-2 c Ilm— e) lim———— lim
) X—)-ho( ) ) X—>4o0 ,2X +x3-1 ) x>0 x2 4 x—2 9) x-2\ 2
3 1
-6x —3x%+1 . AN x+3 x—1\x=2
b I X _2x+5 9 JLTN(ZX ~Vax _1) D im e N i 2x—3
a) Iim( 4x? +5x - 2)— ||m 4x? = —oo
—6x -3x2 +1 6x -3x2 41 [+oo . Bx3
b) lim =" = fim — = | T | /= lim = e
xo=e 3x% —2x+5  x—+= 3x% +2x+5 Foo Xt X
o) m 22 ]y 2D -3z
X—>+o0 2X4+X3_1 +o0 X—>+oo 2X
(2x2—\/4x —1)(2x2+\/4x4— ) ) ]
d) lim (2x2— ax -1)=[oo-w]—>/= lim lim [-J:o
o o 28 +\4x* -1 e axd g Lt
2
e) lim 2"+ X —1=0
x=0 X2 4 x-2 =2
. x+3 0 Xx+3 . 1 1
f) lim === = lim -
x>3x2-9 |0 x>-3(x=3)(x+3) x»3x-3 6
ez 1H 1\ ez 1H 1" ez
g) lim [ X221 S| 2] [si=0, |im(x;jx‘2=(—j°’ - [—) = oo, an(x )
x—2F 2 2 2 X—2" 2 2 2 x—2 2
1 (x4 i 2-x
h) lim X=1 |x-2 =[1°°J _),:ex"f?zx’z[zxfsqj :ex'inz(zx-s) x-2) _eJTzzx 3 _ ot
x—2\ 2x—3

BL

e
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8.20. (TIC) Calcula los siguientes limites:

f— 3 -
a) lim tgx(1- cos x) d) lim sen(x 8)
x—0 X3 x—2 x-2
b) lim SEN2X e) lim 193X
x—0 X x—0 thx
. sen(x—1) . 2
e e
X2
X -
. tgx(1-cosx) [0 (2] X1
a) lim———==|—|—>/=lim = lim =—
x—0 X3 0 x—0 x3 x—0 2X3 2
b) lim SEN2X _ 02X,
x—0 X x—0 x
. sen(x=1) .  x-1 1 1
c) lim = lim = lim =—
x->1 x4 1 xa1x2_1 x->1x+1 2
3 _ 3 _ _ 2
&) lim sen(x® -8) _ i X8 (x=2)0 +2x+4)
x—2 X—-2 Xx=2 X—=2  x-2 x-2
. tg5x 5x 5
e) lim = —=—
x->0tg2x x-02x 2
2 2
f) lim —— =1lim > =0
x=0 ¥ -1 x-0 x
EJERCICIOS

Sucesiones. Limites de sucesiones

8.21. Halla el término general de las siguientes sucesiones.

a)10,7,4,1,-2, ... d) 1, 8, 27, 64, 125, ...
b) E,i,ﬁ,ﬁ,ﬂ’"_ e) 0,7, 26, 63, 124, ...
3’5’7’9’ 11
2345
c) Ty R Ry R}
3’4’5’6
a)a,=10+(n-1)-(-3)=-3n+13 d) a, =n°
- & e) a,=n°-1

" 2n+1
_2+n-1_n+1
3+n-1 n+2

c) a,

8.22. Halla el lugar que ocupa el término que vale —— en la sucesién —,—,—,—,—,...
400 14 9 16 25

n? +1

El término general de la sucesion es a, = —— . Por tanto:
n

2
_A0T ST+ 40182 = 40082 + 400 = 52 = 400 = s = +/400 = 20

a
S 400 @ §?
Solucionario E ‘ 9
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8.23. (PAU) Estudia la monotonia y la acotacién de las siguientes sucesiones:

2n+3 2n*-3 _2n+3

= , = , =
n n2 n n2 n 2n

a .—a _2(n+1)+3_2n+3——2n2+8n+3<0:>Esdecreciente
n+1 n (n+1)2 n2 n2(n+1)2 .

a, = 2n+3 > 0 = Acotada superiormente por a1 = 5 e inferiormente por 0.
n?

20n+1°-3 2n*-3 2n’+4n-1 2n®>-3 3(2n+1)

b,..—b = - = - = >0 = Es creciente.
e (n+1)? n? (n+1)? n? n?(n+1)»>?
2n*-3 3 . L _
b, = —=2 Tz < 2 = Acotada superiormente por 2 e inferiormente por by = -
n
Cn+1_cn=2(n+1)+3 2n+3 _2n+5-4n-6 _ 2n+1 <0 = Es decreciente.

on+l - on - on+l - on+l

c, = 2n+3 > 0 = Acotada superiormente por ¢4 =2 e inferiormente por 0.
2" 2

8.24.Dada la sucesion a, = 3+l :
n

a) Demuestra que es decreciente y acotada inferiormente.

b) Calcula su limite.
c) Averigua a partir de qué término los siguientes se aproximan a 3, con un error menor de & = 0,001.

(P B

5 < 0. La sucesioén es decreciente. Una cota inferior de la sucesion es 3.
n+1 n n“+n

a) an+1_an=3+

b) lim (3+lj=[3+l}—>/=3+0=3
n

n—co +oo

¢) |a, -3/ <0,001= 3+%—3

<0,001=> l <0,001= n>1001. A partir del término 1001.
n

8.25. Calcula los limites de las siguientes sucesiones.

2
a) lim 2n 3+2n2—3 d) lim (2n+3)2(—3n+2)+3 g) lim 3/(8n-2|-3)(—n+3)
nse  n°+n n—w 2n“—n+7 n—w n“-3n+6

3n+1

2n*+2n%*-3 . (2n+3 n+1 . (2n+5\2n+1
b) lim ————— e) lim| — —_— h) lim
nse n?-2n+3 nse\ n°-1 5 noe\ n-7
3n%+3
. 2n*+2n-3 . n+3 . [Vn?+n )
c) lim ———F«1+— f) lim i) lim| ———
n-<3n°-3n+5 n>e \ 4n+3 noel  2n+1
o 2.2 3
oo 2 3 o0
a) |— %/:nmnn—n:gzo f)\/ n+3 [l B l:l
| o | n—so 1+1 1 new4n+3 o0 4 2
n
2+2 3
(oo ] N qd 2 -8n2+3n+9 oo
J— = n n =| — | =40 3 =3/ — :3— = —
o) = |- 1= pm 55 =[] 9’\/4'31 7 3n+6 JL%' 82
n n®> nd
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n+1

o 2422 2 on+5) Mo 2
c) [-}-ﬂ:ﬁm%:- h)(lim ]"*” =22 =423 =8

oo naw3_7+72 3 noe N—7

n n
— 2_ oo — 3

d) lim =20 =50 +9 {—}—w=_6=-3 ) [1j -1

noe 2n°—n+7 oo 2 2 8

2+§+i

o) lim 245143 [=) | "0 p? 2

n—oo 5n2_5n - oo Nn—eo 5_§ _5

n

8.26. Calcula los limites de las siguientes sucesiones.

0 tm(Erion) (i) o ()
a) lim (m—n)qm_w]_),: - (m_n).(mw)

e e J2n? +14n *“’x/2n +1+n

Ilm(\/_—\/n_+) co— <><=,,7d—Ilm\/_%:/n_Jr [ 0} o

(nz— n*+n%+ )( n?>+vn*+n +1)
c) lim (nz— n4+n2+1)=[<><>—<><>]—>1= lim =
tm [ - N O ]

2n? +1-n? [ 1 }
= | — = 4o
0+0

n? 1
5 00
. -n° -1 —oo . 2 2 -1 1
=lm———————————=|— | >/ = |lim n n ==
"= p?+y/n* —n? +1 [w} ’H‘”nz+\/n4_nz+1 +1 2
n? \'n* n* n*
8.27.Halla los limites de las sucesiones siguientes.
2n+1 2 3n+1 2 n?+2n+1
. (2n-3 2n“+n-3 3 . [n°—n
a) lim b) lim| ———— c) lim| —;
n—e\ 2n+3 n-=\ 2n* —n-3 n-e N° +1
2n+1 " 2n-3 . —6 -12n-6
a) lim [;” _2j =[1"]-=1/= e"lgl(zw)[z’7+3 1] = e”lT“(an)(z””] eno- 2m3 — g6
n—e\ 2N+

1 2 6n“+=n
A . 1) 2 -3
2n?+n-3)""3 m (3”%)[7;2“’ 3-1] fim (3n+%)[ 2n ] im ——3 5
b) lim | =———— =[T"]—=l=e T ) g 2n°-n-3) — gn=>=2n"-n+3 = g

n-=|2n?-n-3
2 2_ 3_q,2
n2 -n n“+2n+1 nlinm(n2+2n+1)["2 :*1] lim (n2+2n+1)[_g_1j fim ~- 720 =907 73"2 —3n1...
c) lim o =[1"]—>Il=e mt —eg"" n?+1) = gno= n2+1 :[e_m]zo
n—e\ n°+1

8.28. a) Escribe una sucesion monétona creciente, acotada superiormente, con todos sus términos negativos.

b) Escribe una sucesion que no sea creciente ni decreciente, y que sea acotada superiormente y acotada
inferiormente.

c) Escribe una sucesion que sea creciente y decreciente a la vez.

d) Escribe una sucesion acotada superiormente, decreciente y no convergente.
1 1 1 1

a)a,,:—l—> - ==
n 2 3 4 5

b) a, =(-1)" — -1,1,-1,1, -1, ... Es oscilante. Ademas solo toma dos valores, por lo que esta acotada.

c)anr=1 — 1,1,1,1, ... Las funciones constantes son crecientes y decrecientes a la vez.
d)a,=-n - -1,-2,-3, ...

Solucionario E 11



Dominio y recorrido de una funcién
8.29. Halla el dominio y recorrido de las funciones cuyas graficas se muestran a continuacion.
c)

a)

g

a) Dominio: R. Recorrido: [-3, + =)
b) Dominio: [-2t, 2t ]. Recorrido: [-1,75; 1,75]
¢) Dominio: (- e, =1)u(1, + ). Recorrido: R

8.30. (PAU)(TIC) Halla el dominio de las siguientes funciones.

3 — —
a) flx) =y e) £(x) = 1-In(x - |x])
b) f(x) = 1+2‘/; f) £(x) = 1= Senx
x“ -1 cos x
o) flx) = H1ogtx 6) f(x) = 1+ tgx
Ix

e
D=

a) 2x* +x2-20=0= (x-2)(2x* +5x+10)=0= x=2 = D(f) = (- o0, 2)U(2, + o)

x>0 x>0
b){ :{XZ =D(f)=(1,+)

x>-1>0 >1

x>0

c) { , =DM =(0,2)u(2 +e)
x“#4

d) x20 = D(f) = (0, + )

e) La funcion no existe ni para los x positivos ni para los negativos. D(f) = &

f) cosx = 0 = la funcion existe en todo R excepto en los x = g+ kr con ke Z.
g) La funcion existe en todo R excepto en los x = g+ krm con ke Z.

8.31.Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones.

a) flx)=— by F(x) =

<

a) D(f) = (=2, 2)U(2, + oo ); R(f) = (= o=, 0)(0, + o)

b) D(f) = (0, + o0 ); R(f) = (0, + =)
12 E Solucionario



8.32.(TIC) Halla el dominio de las funciones siguientes.

1 1
a) f(x)=———— b)) f(x)=vVx+1++Vx+2 c) f(x)= x2-1 d) f(x) = —
’”_m/m)”‘/ v ) f(x) = |x*-1 ) f(x) ——
x+1=20 x>-1
a = = D(f)=]-1 0)u (0, +e
){—1+x/x+1¢0 {Xio (=1 ol )
x+1=20 x2-1
b D(f)y=[-1, +
) {x+220 3{)(2_2 = D=l +e)
c¢) Todos los valores del radicando son positivos. Por tanto, el dominio de la funcién es todo R.
d) x-1=>20 x=>1 {x21 {XZ'] D = [1, 2)
= = = = =,
1-Vx-1>0 |(Vx-1<1 [x-1<1  [x<2
Limites de funciones
8.33.Dada la grafica de la funcion y = f(x), indica, si existen, los valores y
de los siguientes limites. En caso de que no existan, indica los f
valores de los limites laterales.
a) lim f(x) c) lim f(x) e) limf(x) ..
X—>—o0 X—>4o0 x—0 \ ﬁ\
b) )!E;‘Lf(x) d) )I(l_rpzf(x) .O 1 X
a)2 c)5 d)5 E
b) lim f(x)=2, lim f(x)=-- = No existe e)1
x—-1" x—-1"
8.34.Dada la grafica de la funcion y = f(x), indica, si existen, los valores Y 1
de los siguientes limites. En caso de que no existan, indica los ]
valores de los limites laterales. f
a) lim f(x) c) lim f(x) e) limf(x)
X—>—oo X—+o0 x—2 & i
LY X
b) lim f(x) d) lim f(x) !
xX—-2 x—0 !
a) —eo b) lim f(x)=0, lim f(x)=-1= No existe.
X—-2" x—-2"
c)0 d)0 e)1
8.35. Dada la grafica de la funcion y = f(x), indica, si vy :
existen, los valores de los siguientes limites. En caso !
de que no existan, indica los valores de los limites .
laterales. I ¢
a) lim f(x) c) lim f(x) e) limf(x)
X—>—oo X—>toe x—2 I
B e e B s
b) lim f(x) ) I A = o1 X
a)—1 b) lim f(x) =0; lim f(x) no existe.
x—-2" x—-2"
c)1 d) No existe; no existen los laterales.

e) No existe; lim f(x)=+co; lim f(x) no existe.
x—2* x—2"
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8.36.Dada la grafica de las siguientes funciones halla, si existen, los valores de los limites que se indican a
continuacién. En caso de que no existan, indica los valores de los limites laterales.

lim f(x) lim f(x) )I(i_rgf(x)

X—y—o0 X—y+oo

b) Y

a) 1, 1y 0, respectivamente b) lim f(x)=0, lim f(x)=0, no existe Iirrz) f(x).

X—>—o0 X—>+o0

8.37. Calcula los limites siguientes.

.1 .1 .1 .1

s b) i M 9 ime
1 1 . 1 1

a) lim — = | =t lim — ===t lim — =+

x—0" X 0* x—0" X o* x—-0 x
b) lim %:[l}zwo, lim l:{l}z—w, |Iml=°<>

x—0" X 0" x—0" X 0 x=0 x

1 -1 -1 -1 1

c) lim —=—F|=—0, lim —=|—/|=-, lim—=—

x—=0" X x—0" X x—=0 x
d) lim _—Jz{_—j}z—m, lim _—;=[_—1:|=+°°, I|m—1=oo

x—0" X x—0" X B x—0 x

8.38. Halla los siguientes limites.
a) lim —1 b= — ¢) lim—1
x—2% m x—>2" 4 x*-16 x—2 m

1 1
a) Iim ————=|— | =+
)x—>24r 14/)(4_16 l:0+:l

b) Ilim o existe, ya que no estan definidas las raices de indice par de los numeros negativos.
x—27 4
x* -1

-
-
[0}

¢) lim —— no existe al no existir lim

1
=28 x* ~16 -2 4yt 16

8.39.(TIC) Halla los limites siguientes.

a) lim > b) im > ¢ lim>—  q) im X ¢ lim X fim X
x-0* Inx x-0~ Inx x-0Inx x—0t X x>0 X x—-0 X
a)0 b) No existe. c) No existe.  d) {;—T} = —oo e) No existe. f) No existe.
8.40. (TIC) Calcula los siguientes limites:
a) lim 1+ tgx b) lim 1+ tgx ¢) lim 1+ tgx
n* COS X n~ COS X & COS X
X—_ x> 2
2 2
a) lim 1+tgx=[ﬁ}=+oo b) lim 1+tgx=[+ﬁ}=+oo o) lim 19X _ L,
nt COS X 0 L& COsX 0o T COS X

2
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8.41.(TIC) Halla los limites que se indican a continuacion.

2 —-x
a) lim 3X_*5x-3 e) lim 2~ ) lim—2 m) lim [1j
X —+oo 4 X——o0 X—>+4o0 ,3X2+5X—3 x>0\ 2

/ 2 _ x —x
b) lim X +5X=3 o i [1J j) tim (x—e) n) lim [1)
X—>+oo 4 X—>too| 2 X —y—co X—y—co
1 X
c) lim (x+e*) g) lim (—] k) lim 27
X—>+o0 X——oo\ 2 X—>+o0
. . . 4 s ox
d) lim 2 h) lim ———— ) lim 2
X—>+o0 x—=+03x°“+5x -3 X—>—00
2 X +oo
a) lim SX_*£9x=3 _ f) lim (1J {(1] }:o k) lim 2~ =f2~]=0
X —>+oo 4 X—4oo| 2 2 X —>+oo
[4 2 _ X -x
b) lim YSX_*¥5Xx=3 _ g) lim (1j = lim (1j = oo ) lim 27 = lim 2% = 4o
X —>+oo 4 X —>—oo X —>+oo X—>—c0 X —>+oo
- .
c) lim (x +€*)= [+ oo+ co] = +o hy lim — 2 -0 m) lim (1j {(1) }:m
X—>oo x—+0 3x2 1 5x -3 X—>too\ 2 2
X X
d) lim 2% =[2*]= 4 i) lim —2 ¢ n) lim (1j = lim [1J -0
X —>+oo X—>+o0 [3X2 +5x—3 X——oo| 2 X —>4oo| 2
e) lim 2% = lim 27* =0 i) lim (x—e™)=[-co—co]= —co
X—>—oc0 X—>oo X—>—o0
8.42. Calcula los limites:
a) lim (4x*-5x?-3)  ¢) lim(x*-x2+x-1) e) lim (2x*+x*-2x+1) g) lim (2x*-2x+5)
X—+o0 X——o0 X —>+400 X—y—o0

b) lim (-2x°+5x-6)  d) lim [—%x’i—lxz] f) lim (—§x6+x5—2) h) lim [—3x4—%x)

X —>+oo X —>—o0 3 X —>4o0 X ——o0

a) +oo C) —oo €) +oo g) +oo
b) —0o0 d) +oo f) —o0 h) —oo
8.43. Halla los limites:
.2+ x2-1 . —4x*+x? . 2x%+3x+2 o 2x% 41
a) lim ———— d) lim —(——— g) lim ————— j) lim
X4 — X7 4+3 x> F4+ X x> —3x°+3 x> X+3
3 _ 3 2 _ A2
b) lim 2x°+2x+3 e) lim 2x+3 h) lim 4x° +3x° -2 K) lim 4x° +1
x>+ —x?43x xie  x2 x> -3x+5 x> x34x
_Y 3 _ 4 _ 5 6
¢) lim —2X°*3 f lim 22X *1 i) lim —2X *1 1) lim 22X X
x=+e  1-Xx x>0 —3x° +3 xo—e §5—x x> 3x°+3
4 2
a) -2 d) lim 4,(3 = oo g9 -2 i) lim 2 - e
X—too X 3 Xt X
_ 3
b) —eo e) lim 2X2+3 =0 hy fim =2~ o, k)0
X—>+oo X Xt 3 )
2 4x° 2x°®
C) +oo fy = i) lim = —o0 ) lim = +oo
) ) 3 ) X —>+o0 —X2 ) X—>+o0 3)(2
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8.44.(TIC) Determina los siguientes limites de funciones.

V2x%+2x+3 2x%2-3x+5 —2x-1 2x-3

a) lim ——— d) lim ——— g) lim i) lim

X—>+o0 2x+3 X—>+o0 3/4x6+x2_1 X—y—o0 ,—X3+2X x=—3[2x_3
b) lim 2x2 +1 ) x v2x% -2x? 2x*-x+3

e) lim —X h) lim ~5 "X j) lim .
X—>+o0 X3+3X—1 X—>+o0 —2X2+5 xX—>—o — X+ 2x -4 X—>—co
o Vx®+2x? . V3xZ+1

° o, —2x%+1 n o 3x+3

oN2x%+2x+3 2x2 2 3x2 +1 3x2 3x2
m = lim

a) li =— f) lim = lim = lim =-
X—>teo 2x+3 Xt 2X 2 x=-— 3X+3  x-o-= 3X  xote —3X

b) +oo 9)0

C)—oo h) —e

d) 1 i) + oo

e) No existe. j)o

8.45. (PAU)(TIC) Halla los limites:

. x? x? . 2 2
a) lim - c) lim -
x—o+0| X—1 Xx-2 X —>4o0 \/X2—1 \/X2+1
3_ny2 3 2 2 2 _
b) lim X Z2x X -Z|-2x d) lim X" +x+2 x"-2x+2
x—te|  x“—1 x“+1 xo—| Xx-3 xX+2
2
a) [co—ce] =/ = lim | ——— | = -1 c) [i—i}o—o:o
xote| X° —3X+2 Foo  too
Ayt 3 2
b) [ro—oo] =1 = im | 2| 4 d) [rootoc] >/ = lim | B FAXH10)_g
xoe| X" -1 xove| o XT+X—6

8.46. (PAU)(TIC) Calcula los siguientes limites.

a) lim (2x—\/x2+x—3) c) lerr_L(\/xz—Zx+5—\/x2+x+5)

X —>+oo

b) Ilim (\/2x2—3x+5—\/2x2+x+1) d) lim [1/x2—1x+3—1J
X—>+o0 X—>too 2 3
2 2
2 iim (ZX—\/X +x—3)(2x+Vx +x—3j_ i 4x% —x? —x+3 i 3x2 _ x+3 e
Xbes 2x+Vx? +x-3 o ox VX2 +x-3 T 2x+Vx%2+x-3

(x/2x2—3x+5—\/2x2+x+1j(\/2x2—3x+5 +\/2x2+x+1j

b) lim
Xk V2x2 —3x+5 +42x% + x +1

— lim —4x+4 __ 4 z_\/a
x>+ Jox2 _3x 45 +42x2 —3x+5 22

(\/x2—2x+5—\/x2+x+5)(\/x2—2x+5 +\/x2+x+5)

c) lim = lim —3x =3
= VX —2x+5+Vx?*+x+5 o= X _2x+5+Ux*+x+5 2
2 1 X L X 2 2
(\/X SR R LS R 2o yia X 8" 1, .3
d) lim = lim 2 9 - fim ——2_2 = foo
X—>+oo X—>+oo0 X—>+oo0
\/x2—1x+3+x ‘fx2—1x+3+1 \/x2—1x+3+x
2 3 2 3 3
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8.47.(TIC) Calcula los siguientes limites de funciones distinguiendo, si es necesario, los dos limites laterales.

.ox-=1
a) lim—;
x=1x° +1

. x?2-Tx+16
c) lim —
x—>—4 x° —-2x —24

2
f) lim X+
x->1 x =1

. 2x+1
lim
x->-3 X+3

2
. X =

h) lim —;
x—3 X° —

4

, 2x% +5x -1 XA 16 +Ax+1
d) lim— 5 i) lim
x=5 x> —5x% —25x +125 x>2 X +2x+1
2 2 2 2
. X“—a . a
°) . x? + a? U o x?-a?
a) limX=1_0_
x>1x2 41 2
i 2x+1_[l}__
2x+1 | 7| |x-3" 3=X 0 . +1 .
b) lim == = lim no existe
x=3 3-X 0 . 2x+1 7 x-3 3-Xx
lim =|—|=4e
x—3~ 3—X 0+
| x2—7x+16_{@}__
 x*-7x+16 _[60] |x>a* x*—2x-24 |0 x> -7x+16 .
c) lim = = —————ho existe
x—-4 x° —2x—24 0 fim x2—7x+16_[60}_ x—-4 x° —2x—24
xod” X2 —-2x-24 | 0" ]
2x% +5x 1 _{E}_
. 2x% +5x -1 747 | x5t x®—5x2-25x+125 | 0"
d) lim— 5 =—1 =
x=5 x° —5x? -25x+125 | 0 _ 2x% +5x -1 74
lim — 5 =| | =
x—5~ X° —5x° —-25x+125 0
. 2x? +5x -1
lim > = +oo
x=5 x* —5x2 —25x +125
2,2 2,2 2
&) imX =% - % 0 siaz0 ImX =% —imX —lm1=1 sia=0
x—a X2 +32 232 x—a X2 +a x—0 X2 x—0
ox%241 [ 2]
) lim =|— | =+ )
XS+ [ 2] [ xort x—1 (VR XS +1 .
f) lim == - = lim no existe
x-1 x =1 0 X2+1 _|: 2 B x—=1 X —
x—»1— X—1 - 07__
2x +1 _—5}
m =|— | =—oc0
. 2x+1 [-5] |x>-3* x+3 [0OF . 2x+1 .
) lim =|—1; - = lim no existe
x>-3 X+3 0 im 2X+1_ —_5}_ x>-3 X+3
x»-3- X+3 |0
2_
h) lim 9_ 99
x=>3 x4 _4 5
X 46X +Ax+1 0
i) lim 5 ===
X2 X +2x+1 1
j) lim X +a’ = 2—32 no existe
V-2 |0
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8.48. (PAU)(TIC) Calcula los siguientes limites.

a) lim x*-x-6 &) fim x*+3x-10 e) lim x*+2x®—x-2 a) “m((xH) 3x+2)
x-3 x2 + 4x - 21 x=2 x° — x? —8x+12 x>-2 x3+2x%2 - x-2 x—>-1 X+
x?+3x-18 x*—2x+1 x* +3x% -24x 80 ( 3x+2]
b) lim ———— d) lim lim h) lim | (x+1
i x®-27 )y x* —x* -3x* +5x-2 n i, x*+x-12 ) x+ ) + x?
2_
a) lim x*-x-6_ _|0 =i (x 3)(x+2) — lim (x+2):l
-3 x2+4x—21 |0 H3(x 3)(x+7) x=3(x+7) 2
2 p—
b) lim X +33x 182{9} o= lim (x-3)(x+6) _ 9 1
x=3  x° =27 0 -3 (x=3)(x?+3x+9) 27 3
. x?+3x-10 o _(x=2)(x+5) . X+5 7],
C)|Im#=— — [/ =1lim > = lim =|—1;
x-2x° —x“-8x+12 |0 =2 (x-2)(x+3) x»2(x-2)(x+3) |0
X+5 7]
m — = - = +oo 2
x-2" (x—=2)(x+3) [ 0" ] x“+3x-10 .
I = I = lim 3 2 a0 existe
lim X+95 T x=2 X% — x°—8x+12
x-2 (X=2)(x+3) |0 ]
. x?—2x+1 (x—1)? . 1 too 8i X > 1"
d)lim ——— > =|=|—>/=lim 3 = lim =|—|=
x-1x*—x>-3x“+5x-2 |0 S1(x=1)°(x+2) x=1(x-1)(x+2) |0 —o 8 X =1

3 _ 3 _ -
= lim (x+2)(x 1)_Ii x°-1_ -8-1

5 = lim — = =-3
x>2(x+2)(x“=1) x>-2x-1 4-1

xt+2x3-x-2 {O}
e) lim ——————=|—
x>-2x3 4 2x% —x-2

Ll tim A8 (x+4)(x=5) O

=0
x—>-4 (X+4)(x-3) x4 x-3 -7

- X°+3x*-24x-80 [0
f) lim >
x—>-4 X“+x-12 0
x+2] im (x+1(3x+2) 3x+2

. 3
9) JLn1[(X+1}x3+x2 x—>-1 XZ(X+1) x|+1 G N

x——1

h) lim ((x+1)ﬂj=[0m] /= lim (WJ m —/=lim (W} lim [3X+2j=l1=—1
x—>-1 X 0 o1\ x2

34 x? X +x2 > x3(x+1)

8.49. (TIC) Calcula:

1

a) lim YX+1-2 o tim _2=Yx_ ) oy X762
x-3 x-3 x2343—4x+5 x_)34_m
2 ) 2 "
b) lim—X -4 d) tim—*=1_ f) lim X *3a" -2
x=23_x+7 x>12-/x+3 x—a xX—a
a)l \/m—z_[_}_”:“m (m—z)(mw):"m T
x-3  Xx-3 0 x53 (X—B)(\/m+2) X—>3(x—3)(\/m+2) x—>3(\/m+2) 2
b) lim ———— x4 [0} — [ =lim (X—2)(x+2)(3+m) _im (X—2)(X+2)(3+x/m)
x—>23 \/ﬁ X—2 (3—\IX+7)(3+JX+7) X—2 2_x

= )I(iinz—(x+2)(3+x/x+7) =24

o) lim 2= mﬂ_“m (2-Vx)(2+x)(3+x+5) . (4-x)(3+x+5)
x=>43_\x+5 0 xe4(3 VX+5 )(2+\/_)(3+«/)(+ ) x—4 (4—X)(2+\/;)
_im3*vx+5 _6_3
x4 24 x4 2
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8.50.

i x+6-3 [0 i (\/x 6—3)(\/x+6+3)(4+\/x+13) . (x—3)(4+m)
U e ‘H* T (4= Vx13)(Vx+6 +3)(44x+13) 0 (3-x)(Vx+6+3)
i (x—3)(4+\/x+13) i 44+/x+13 _i__i

3 (x-3)(Vx+6+3) 3-(Jx+6+3) 6 3

—[=lim
x—a

g

(x—a)(x+a)

= lim = lim

(TIC) Halla los limites siguientes.

X

(\/x2 +3a° —23)(\/x2 +3a° +2a)

= lim

—-a

x-~a (x—a)(\/x2+3a2 +2a) x-a | x? +3a% +2a “4a 2

(x—a)(\/ x* +3a° +2a)

2a 1

xX+a

e (x—a)(\/ x* +3a° +2a) )

2x%+
j X 1:[0“0]:0

. 3—-2x\x+3 . 4— x \2x+1
a) lim| — f) lim [—
x=>-1 x° +1 x>-1\x° -1
x2 2x+1
2 2x—4 2
b) fim | X1 g) lim 2+1 *
x—2t| x—2 x>+ 2X°+3
Vx 2x2 41
- x+3 ) . (2-3x
9 1 [ s) W o (35%%)
X
d) Iim[1+senX]senx i Iim( cos x )°°52x
-0 1+ X x-0\ cos x + cos? x
1
. 1+|nX m X 2x x
) X'L"#[ X1 ] ) Iim[i]
x—0 3
X 1 1 2x
_(3-2x\x3 (52 (22 [2 10 _ (d-xYaxe |5
a) lim == =|=| =,==—— f) lim 5 =\ | [=tee
x=>-1 x* +1 2 5 5 5 x—-1T\ x* =1 0
x2 4 2x+1 )
2 2x—4 ey 2
b) lim uShil) (%)0 =[+oo+“]=+oo g) lim X2+1 g :[lJ 1
x—2f X—2 0 x—+eo| 2x% 1+ 3 2 4
24x 2x%+1
o) lim (X221 _[o=]=0 h) lim [223X]7 2 i (2X12
x—+\ 3% + 5 X—o—eo\ x4 4 X—o+oo\ x4 — 4
X
. (1+senx\senx - cos X cos2x !
d) lim| ——— =1 =1 i) lim 5 ===
x=0 T+ x x>0 cos X +Ccos” x 2
1 1
— - x . a2x \¥ 0
&) tim [1EINX Y[ 1o | [ ]2 o piim| EEE (2] 24
x> X =1 0" x—0 3
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8.51. (PAU)(TIC) Halla los limites siguientes.

2 - J=x
_(x+a\*? . (2x+3)" " (P +ax ) (V=x 1)
a) lim c) lim e) lim|——— g) lim|——
X4\ X +3 x>\ 2X -3 x| X7 +2 sl UNEVEED ¢
2 A 2Jx
_ (2x2+5x) . [ eX +e2X e C(x+dx )T . >\
b) lim| ———— d) lim| ———— f) lim h) lim —
x—=+eo{ 2x° +3x x—0 2 X —>ool x_\/; x—=0l 2—@™ ¥
X+4 x+3 lim (x+3)[i4—1] lim (X+3).L
a) lim ( 3] :[1”"]%/:e“*’° X3 ) —grore a3 — gl g
X—teo\ X +
2
2 x%+2x lim (x2+2x)[72" *5"71J lim (x2+2x) —2X
b) lim [ixz +2XJ |:1N:| —>l=e"" 2x+8x ) et (2x2+3x] =" =+
x—teo| 2Xx° +3x
x*+3 _ x“+3 lim (x2+3) 2X3_4 lim (x2+3) -8
o) lim (§x+§j — iim [ §x+2j :[fﬂ%,:exﬂm (—2x—3 ):exﬁm (—2x—3]:e—°° -0
X——oo\ 2X — X—+oo\ —2X —
1
e¥ +e2¥ e
d) lim =1=1
x—0
3.4 2x-4 im (2X74)[X33+4X71] i (2X_4)(4X72] i 8X2-20x48
e) li [X 3+ XJ :[1°°J—>I=ex_”°° X2 gt e2) gt vz = g0 =
xote| X342
2«/? . x+\/;
fim (2&)[—71] im 4%
f) lim [X-i—ﬁ] :|:1mj| = x—x — ex%mx—\/; L e4
X—>+oo X - X
[ =x+1 o (X +1 . " xi"lm(&)[%‘q Xirgw(&)[%] .
g) lim T = lim Tx :[1J—>I=e =e =e =e
X——o0 —X X—>+oo X
—Xx X
h Iim[ ] =1 =1
x—=0| 2—g7¥

1

2
a) lim se? X c) lim—2X__ e) lim(1+senx)”
x>0 2x“ -1 x-0 In(1+ x) x—0
2 1 2
b) lim 2tg 2x d) lim [1+senxe f lim 1—c023 x
x>0 x“ +2x+5 x50~ 2 x—0 X
2
a) lim >0 X -9 o
x>02x% -1 -1
2
b) |im2t9i_9:
x>0 x“+2x+5 5
oy lim—X |21 im X4
x=0In(1+x) |0 x>0 X

1 oo
d) lim (Hsﬂjx :{[lj }:[ #] = oo
x—0" 2 2
20 E Solucionario

g) lim2x2.cotg? x
x—0

. 1+ x?
lim

=0 (In(1+ x))?

1

- COS X \x

i) Ilm[ ]
x—0t 2

1

j) lim(cos x) <
x—0




1

lim l(1+sen x-1) lim 380X

i x = had — @x—-0Xx —@ax-0 X = 1 =
e))l(linm(1+senx) [1 J—)/ e e e'=e
X2
. 1-cos?’x [0 . (1-cosx)(1+cosx) . — (1+cosx) . 1+cosx 2
f)lim———=|=|—>/=Ilim = lim = lim =—=1
x—0 X2 0 x—0 X2 x—0 X2 x—0 2 2
. 2 2., T 2X2 T 2X2 _
g))l(lirz)Zx cotg® x =0 ]e/—)l(l_rgtgzx —llgg)—xz =2
2
h) |im”—X2={i+} - oo
0 (In(1+x))” LO
1 oo
i) fim (msxjx - [1J -0
x—0*" 2 2
. i
2 lim i(cos x-1) lim cosx—1 lim —2- 1
) Iirrg)(cosx) = [1”} — [ =e0x —e 2 e —g2-_ L
X—>

PROBLEMAS

8.53.Dada la sucesion a, = n_+1:
n

a) Comprueba que su limite es 1.

b) Encuentra un término a partir del cual todos los siguientes pertenezcan al intervalo de centro 1 y radio

€=0,01.
c) Encuentra un término a partir del cual todos los siguientes pertenezcan al intervalo de centro 1 y radio
€=0,0015.
ﬂ +1 1+1
a) |im”—”:[i’°}—>/= lim 20— jim —1 = 1 _1
n—oe N 400 N—oo Q n—e 1
n

b) |a, - 1< 001= ”—”-1‘ <o,o1:»‘l
n n

< 0,01 :>l<0,01 =n >$:100 = El término buscado es n = 101.
n

n+1 0y
n

c) Ja, —1<0,0015 =

<0,0015= U <O,OO15:>1<O,OO15:>n> L =666,67
n n 0,0015

El término buscado es el n = 667.

2 n
8.54.(PAU) Calcula el valor de a para que el limite de la sucesion de término general a, = [nan-l-:] sea 2.
n“+n+

2 n Jim n[n2+an+2_1]
. n“+an+2 - w | 2
lim — :[1+ J—>/:e"_> n+n+2
n-el n°+n+2

2 _ _ 2
Calculamos el limite del exponente: lim n nanJFZJ = lim n[ (2a i j: lim (f n =a-1
noe | NS+n+2 nse \N“+n+2) noen“+n+2

Entonces lim a, =e*"'=2= a-1=In2=a=1+In2
n—oo
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8.55.En el aifo 2008, y en una cierta zona de bosque mediterraneo, hay 1000 unidades de arboles de una
determinada especie. Si se supone que cada afio la cantidad de arboles crece en un 4%:

a) Escribe los primeros términos de la sucesion que indica el nimero de arboles que habra segtn los

afnos transcurridos.
b) Escribe el término general de dicha sucesion.

c) ¢ Cuantos arboles habria en el aino 2016 si se siguieran dando estas mismas condiciones?

d) A partir del afio 2016, y debido a un plan de regeneracion, se espera que el crecimiento se modifique

segun el modelo b, = W , donde n es el numero de anos transcurridos desde 2008.

2
(En qué porcentaje crecera el niumero de unidades en 2017 respecto de 2016?
e) Realiza un grafico que represente el nimero de arboles entre los afios 2008 y 2020.

f) ¢ Se estabilizara el numero de arboles? ;En qué cantidad?

a) 1000, 1040, 1082, 1125, ...
b) a,= 1000 - 1,04", siendo n el nimero de afios transcurridos desde 2008.
c) ag= 1000 - 1,04% = 1369 arboles

5476
d)by=13092 5470 3 _43..un333%
3 3 1369
2
e)
2500
2000 —
1500 —
10004e o o ® * °
500
o +4+—+—t—t+—+—+—+—+—+—+—+—+—+
3349333958387
lcNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolNe
AN AN AN AN ANANANANNNANANAN

f) li =2-1369 = 2738 arboles

n—eo n-—

2

_1369(n-7)
m 6

8.56. (PAU) Calcula los valores de ay b para que se verifiquen las siguientes igualdades.

2
a) Iim[n +1+an+b]=0
noe| nN+1

b) lim

n—eo

n?+2n+3
2n+1

+an+bj=0

. [n?*+1 . (n?*+1+an*+bn+an+b
a) lim 1 +an+b |=lim

((1+a)n2+(a+b)n+1+bJ:0:>

= lim
n—e| N+ n—ses n+1 n—ses n+1
1ta=0 o 1b=1
a+b=0
. (n*+2n+3 . (n*+2n+3+2an*+2bn+an+b
blim| ————+an+b |=Ilim =
n—e + n—e 2n+1
2 —
— lim (1+2a)n“+(a+2b+2)n+3+b ~0 1+2a=0 za:—lb:—g
n—e 2n+1 a+2b+2=0 2 4
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8.57.Se forma un cubo de lado n con cubos de lado 1 unidad, y se pintan las caras del cubo grande. Después,
se cuentan los cubos pequeios que tienen tres caras pintadas, los que tienen dos y los que tienen una.

a) Forma la sucesion del nimero de cubos con tres caras pintadas, segun que el lado del cubo grande
sea 1, 2, 3, etc., unidades. Escribe el término general.

b) Forma la sucesion del nimero de cubos con dos caras pintadas, segun que el lado del cubo grande
sea 1, 2, 3, etc., unidades. Escribe el término general.

c) Forma la sucesion del nimero de cubos con una cara pintada, segun que el lado del cubo grande sea
1, 2, 3, etc., unidades. Escribe el término general.

Si la medida es 1, solo tiene un cubo con las seis caras pintadas, por lo que el primer término de las tres
sucesiones es 0. Consideremos, por tanto, n > 1.

a) Tres caras pintadas: 8, 8, 8,8, ..., a,=8
b) Dos caras pintadas: 0, 12, 24, 36, ..., a, = 12(n - 2)
¢) Una cara pintada: 0, 6, 24, 54, ..., a, = 6(n — 2)2

8.58.Un cuadrado tiene 20 cm de lado. En él se inscribe una circunferencia, dentro de ella otro cuadrado,
después otra circunferencia, y asi sucesivamente.

a) Halla los primeros términos correspondientes a las sucesiones de los perimetros y de las areas de los
cuadrados, por un lado, y de las circunferencias, por otro.

b) Calcula los términos generales de las sucesiones anteriores.

c) Calcula el limite, si es que existe, de las sucesiones anteriores.

a) Cuadrados: Perimetros: 80, 40 \/E , 40, 20 \/E .... Areas: 400, 200, 100, 50, ...

Circulos: Perimetros: 20, 10\/5 n,10m, 5\/5 n, ..., Areas: 100m, 507, 257, 2—2515,

n-1
b) Cuadrados: Perimetros: 80-[72] ; Areas: oY

2I771

- 100m
S n-1

n-1
Circulos: Perimetros: 207{%] : Areas

c) Todas las sucesiones tienen limite 0.

8.59. (PAU) Calcula el valor de k para que se verifique que:

3 2
a) lim (\/X2+kx—3—\/x2—3x+5)=£ b) lim X P X thxt3
Xk 2 x-1 x3—x2— x+1

(\/x2+kx—3—\/x2—3x+5)(\/x2+kx—3+\/x2—3x+5)

a) lim (\/x2+kx—3—\/x2—3x+5)= lim =
X ke Xteo VX2 +kx—3 +4x?—3x+5

o (k+3)x—8 _k+3 _k+3 5 .

i [y k-3 +x?—3x+5 V+1 32

b) lim
x>1 x3 _x? _x+1

X% +x? +kx+3 _[5+k

0 } . Para que el limite pueda valer 2, es necesarioque 5 + k=0 = k= -5.

Efectivamente, en este caso: lim

2
x=1 x3 - x% — x+1

xX+x*-5x+3 [0 C(x=1%(x+3) . x+3 4
L T T 2 s =1lim - = lim =—=
0 > (x=1)(x+1) x>1x+1 2
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8.60. Una empresa presta servicios de asesoramiento informatico para corregir errores habituales en los PC

8.61.

mediante consultas telefonicas. La siguiente funcion expresa el coste total anual, en euros, de prestar x
consultas telefénicas, teniendo en cuenta los gastos de salarios, local, conexiones y equipos:

f(x)=7,5x+6500
a) Escribe la expresion de la funcidon que facilita el coste unitario de cada asesoramiento cuando se han
contestado x consultas telefonicas.

b) Suponiendo que la ley se verifica indefinidamente, halla el coste aproximado de cada servicio
teleféonico cuando se presta una gran cantidad de ellos.

c) Si se decide cobrar por cada servicio prestado un 25% mas del coste hallado en el apartado anterior,
icual es el beneficio obtenido al resolver 8000 consultas?

f(x) _7.5x+6500
X X

a) Costes por unidad: C(x)=

b) lim 7,5x +6500

X—>+o0 X

=75 €

c) Se cobrara 7,5 - 1,25 = 9,375 € por servicio. Luego el beneficio es de 1,875 €.
Al resolver 8000 consultas el beneficio obtenido sera de 15 000 €.

La poblacion de insectos en una laguna centroamericana evoluciona con el paso de x dias segun la

siguiente funcion:
15 000x + /20 000x + 8000
f(x)= 3

x+1

a) Indica la poblacién que existe al comienzo del periodo considerado.
b) Indica la poblacion cuando han pasado 5, 7 y 10 dias.
c) Si la poblacion siguiese la ley indicada de forma indefinida, ¢en qué valor aproximado se estabilizaria?

a) f(0) = 51,6 = 52 insectos
b) A los 5 dias: f(5) = 12 532 insectos; a los 7 dias: f(7) = 13 153 insectos; a los 10 dias: f{10) = 13 660 insectos

15000x + /20.000x+8000 o)
c) lim 3 = 1 =15000 insectos

X—teo X+1

8.62.Una empresa que fabrica discos duros externos para ordenadores personales se plantea fabricar un

minimo de 200 unidades en un determinado periodo de tiempo y estima que:
» Si fabrica esas 200 unidades minimas, los costes totales de produccion ascienden a 4000 €.

¢ Por cada 20 unidades que fabrique que superen esas 200 y siempre que no pasen de 900, los costes
disminuyen en 25 céntimos por unidad fabricada.

¢ A partir de esas 900 unidades, los costes por unidad producida vienen dados por la expresion:
f(x) =11+ e—0,00154x

a) Escribe las expresiones de las funciones que determinan los costes totales y por unidad, segun el
numero de unidades vendidas.
b) Indica el dominio de las anteriores funciones.

c) Estudia la tendencia de las anteriores funciones cuando el niumero de unidades producidas es muy
grande.

a)
Costes por unidad: Costes totales:
4000 _0.25(x-200) si 200 < x <900 4000x—M si 200 < x <900
C,(x)= 20 Cr(x)=
114 @ 0.00154x si x>900 11x + xe 0:00154x si x>900

b) El dominio de ambas es [200, + ).

c¢) Cuando se fabrica un numero x muy grande de unidades, los costes por unidad tienden a estabilizarse en
11 € y los totales, obviamente, crecen indefinidamente.
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8.63.El tiempo, en segundos, que tarda un atleta en correr 100 metros lisos viene dado por la funcion:
f(x)=9+e™* donde x es el nimero de dias que ha entrenado previamente. Calcula el tiempo que tardara
en realizar la carrera tras un largo periodo de entrenamiento.

lim (9+e’x)=9 s

X—>+o0

PROFUNDIZACION
8.64.Da una explicacion de por qué no existen los siguientes limites:
a) lim senx d) lim cosl
X —>+o0 x—0 X
. 1 .
b) limsen— e) lim tgx
x—0 X X—3+00
. . 1
c) lim cosx f) limtg—
X —>+o0 x—0 X

senx, cosx y tgx oscilan indefinidamente (entre —1 y 1 0 entre —« y + ), de forma que nunca se acercan a
ningln nimero ni se hacen muy grandes o muy pequefias cuando x se hace muy grande (apartados a, cy e).

De igual forma, no existe Iim0 senl: lim seny , haciendo y = 1. Anéalogamente los apartados b, d y f.
X— X X

Y —>+oo

8.65.Pon un ejemplo de dos funciones f(x) y g(x) tales que exista Iin})(f(x)+g(x)) , pero que no exista Iirr:)f(x)
X x—=

ni )I(i_rr(n)g(x) .
f(x)= sen(lj ; g(x)= —sen(lj = f(x) + g(x)=sen (lJ + (—sen(l)] =0 y se verifica el enunciado.
X X X X

8.66. (TIC) Calcula los siguientes limites.

. ox2-1 ox%-1
a) lim —— c) lim ——
X0 |X— 1| x—-1+ |X - 1|
2 2
b) fim X—1 d) tim X =1
X—=e |X - 1| x—=1" |X—1|
2 _ 2 _4
a) lim = lim = lim (X +1)=+eo
X—roo |x—1| X—too X —1 X—>+oo
2 _ 2
by lim 21 tim X1 im (x4 1) = oo
X—>—o0 |X—1| x—>—m_(x_1) X—>—oo
2 _ 2 _
o) tim X im X2 imx1)=2
x—1* |X - 1| x=1t X — x—1t
x*-1_ . x*-1

d) lim - = lim—(x +1)=-2
x—=1" |X - 1| x—=1" — (X - 1) x—=1"
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8.67.(TIC) Calcula los limites siguientes.

. x4 x-2 X4 x—2 P
a) lim ——— c) lim S——— e) lim —— <
Hm|x +3x+2| x>z |x +3x+2| x—-1* | X +3x+2|
2 2 _
b) lim Xtx=2 d) lim x2+—x2 f) lim x2+x-2
X—— 1_|X +3X+2| x—>—°°|x +3X+2| x—-2% | X +3X+2|
a) lim L” (=Mx+2) = Nx+2) L ox=1
X +3X+2| Xﬁml X+1(X+2)| X”*“’(X+1)(X+2) X—to0 X + 1
b) lim sz_ (x=D(x+2) _ im (x=1N(x+2) _ x—-1 =2

1o

i o XEN+2) e x+2) o x=1_ -3
x> |x +3x+2| o2 [(X+ (X +2)  xo2 (x+1)(X+2) x> x+1 -1

}:_«,

=3

X" |x +3x+2| ot [(X+ (X +2))  xomt (X +1)(X+2) x>t x+1 [ 0F

x> +x-2
c)

d) lim x2+x-2 i (x=N(x+2) _ (x=N(x+2) x-1 1
H—m|x +3x+2| H—w|x+1(x+2)| Cxome (X 1)(X+2)  xoe X+1
&) lim x> +x-2 (x=N(x+2) _ (x=N(x+2) _ 1—x_[2}__
x—-1" | x +3x+2| x>t |(x +1)( x+2)| X1 —(x+1)(x+2) x>-1 x+1 [0
f lim x2+x-2 i (x-N(x+2) _ (x=N(x+2) _ 1-x 3 -3
X2 |x +3x+2| o2t [(X+ (X +2)  xo2t —(x+1)(X+2)  x>2t x+1  —1
8.68. (TIC) Calcula los siguientes limites.
X —-X X —-X
a) lim i b) lim i
x>+ @¥ —@™¥ x—— @X —@7™¥
e* e 1
X X T+ 2x 1
a) lim & —€ = |im —& =—_=1
x—+o @X @ X —>+o0 1_ 1 1
? ex er
ex e 1
e +e X gx xtl g
b) lim ———= lm &€= |im £ =—=-1
x>t @ X @ Xt @ e Xt 1 1 -1
ex _? 2x
1 1
- - . . . ex +e X
8.69. (TIC) Calcula el siguiente limite, estudiando previamente los limites laterales: Im:) 7 1
T ex_eTx
1 1 A
ex e~X 1 ex ex
1 Tt +— AR Tt 2
X X M ™ X X - v X
lim & ° " _ jim &5 €* _ jim —€* —"_1; |im 2 _ lim e X _ jjm &1
x—ot 1 xS 1 - an*,] xo0- 1 LN A x—0~ 1
ex—e X ex e~ T2 eX —e X ex ex 2
B ex 1 ex —1
ex eX ex ex
1 1
i . . e x .
Como los limites laterales no coinciden, Ilrr?)ﬁ no existe.
X— — —
ex —_g X
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8.70. Se considera la sucesion 5, 6, 8, 11, 15, 20, 26, ...

a) Cuando una sucesion verifica que la sucesion formada por los nimeros que se obtienen al restar a
cada término el anterior, empezando por el segundo, es una progresion aritmética, se dice que la
sucesion inicial es una progresion aritmética de segundo grado. Comprueba que la sucesiéon dada es de
este tipo.

b) Las progresiones aritméticas de segundo grado tienen por término general un polinomio en n de

segundo grado. Halla el término general de la sucesién dada.

a) La sucesion que se forma al restar a cada término el anterior, empezando por el segundo, es:

1,2,3,4,5,6, ...

Efectivamente, es una progresion aritmética de primer término a1 =1y de razén d = 1.

b) ap= an’+bn+c
n=1=a+b+c=a,=5
n=2=4a+2b+c=a,=6=

,b:—%,c:S. Por tanto, an=%n2— %n+5
n=3=9a+3b+c=a;=38

3a+b=1 1
=2a=1= a=—
Sa+b=2 2

8.71.Se considera la sucesién 1, 3, 6, 12, 23, 41, ...
a) ¢Como definirias qué es una progresion aritmética de tercer grado?
Comprueba que la sucesion dada es de este tipo.
b) ¢ Qué forma tienen los términos generales de las progresiones aritméticas de tercer grado?

Halla el término general de la sucesion dada.

a) Una sucesion es una progresion aritmética de tercer grado cuando la sucesién formada por la diferencia de
cada término con el anterior es una progresion aritmética de segundo grado.

Partiendo de la sucesion dada, la sucesion formada por cada término menos el anterior es 2, 3, 6, 11, 18, ...,
que es una progresion aritmética de segundo grado ya que si se vuelve a restar a cada término el anterior, se
obtiene 1, 3, 5, 7, ..., que es una progresion aritmética.
=1
arbre+d 7a+3b+c=2
8a+4b+2c+d=3

b) a, =an®+bn?+cn+d: ={19a+5b+c=3
27a+9b+3c+d =6

37a+7b+c=6
64a+16b+4c+d =12
12a+2b =1
_ ] eat =6a=2= azl,bz—g,c=§,d=—2: an=1n3—§n2+§n—2
18a+2b=3 3 2 6 3 2 6
8.72.Dada la sucesion definida por recurrencia:
a=1, a,= 1
1+a,_,
a) Calcula sus primeros términos.
b) Sabiendo que es convergente, calcula su limite.
a)a-1a-1 1a_1 2a-1 3
1= LW, da2="7—=—7",d3~ =T, dd=—F ==
1+1 2 1+1 3 1+g 5
2 3
b) Como se sabe que la sucesion es convergente: lim a, =lim a,_; =L
Por tanto: L =—— = 2 +L—1=0:L=ﬁ
1+L 2
g —1-45 . g - N
(La solucién L :T no tiene sentido ya que es una sucesion de términos positivos).
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8.73.Dada la sucesion definida por recurrencia:

a =42, a,=+2-a,4

a) Calcula sus primeros términos.

b) Sabiendo que es convergente, calcula su limite.

a, =248 =¥128

a, = V28128 ='¢32768

b) Como se sabe que la sucesion es convergente: lim a, =lim a,_, =L

Portanto: L=v2L = > =2l =1? -2l =0=L-(L-2)=0=>L=2
(La solucion L = 0 no tiene sentido ya que todos los términos son mayores que 1).

8.74.Calcula los siguientes limites.

. 1+2+3+...+n
a) lim ————
n—e 2n

2+4+6+8+...+2n

b) lim

n-see n?+1
c) Iim[1[1+1j+1 (1+3)+1 (1+E)+...+1 [1+£D

n—e| N n) n n/ n n n n

. 142+43+..4n __ (1+n)n _ n’+n 1
a) lim 3 = lim = =

X—>o0 2n x—=e 2.2n x— 4N 4

2+2

b) lim 2+4+6:8+...+2n _ lim ( +2 n)n 2 -

X oo n° +1 x> 2n°+2 2

1+ +1+" |n

.11 1) 1 2\ 1 3 1 n .1 n n .1 2n+1+n . 3n+1 3
c) im|—|1+— |+— [1+= [+— | 1+— [+...+— | 1+— | |= lm| - ———— | F liIm —- = lim =—

X—=e| N n) n n) n n n n x—=e| N 2 X—=e 1 2 x> 2n 2

8.75. Halla los siguientes limites:
1 2 3 n

a) lim12 -+ —+—5+..+—
)x_)m (nz n?  n? nz]

: 1 1 1 1
o te{-3)(-3) -2 (-)

12(1+n)n )

. 1.2 3 ny_ . 2 . _6n"+6n 6)_
a) )!me12[n—2+n—2+n—2+...+?j_llm n—z_lm 2 =lim [6+nj_6
b) lim 16[1—%] (1_12] (1_%]“(1_%j _ “m(16(2—1)(2+1)(3—1)(32+;)(24—12)(4+1)....(n—1)(n+1)]:

X 2 3 4 n X0 2°3%4°..n

4.8.9.4.3.5E-4-7 (n_ 4.9.92 .42 (p_q\2
i 16°1:83:2:4:3-5-4-7.(n-Nn+N) _ . 16-1-2-3 4 (n=1Pn(n+1) _ . 16(n+1) _

X300 223242, n? X300 223242, n? x>e 2N
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RELACIONA'Y CONTESTA

Elige la unica respuesta correcta en cada caso:

8.1.

8.2.

8.3.

X—>—o0

X
El valor de lim Iogz(2 22 J vale:

A) + oo D)o
B) - E) El limite no existe.
C)1

D) Calculando el limite:

2-2% 2-0
lim lo =lo =log,1=0
Jm 92[ 5 J 92( 5 j 92

El valor de lim (x—\/x2 + a) es:

X—>+oo

A) +oo D) a
B) - E) -a
C)o

C) Calculando el limite:

(ra)xelng) e

lim (x—x/x2+aj= lim —m XX @ _ |21 9
X—>+oo X—>+oo X+\/X2+a xa+oox+ X2 +a oo
2x-3 2x2 41\
Los valores de A= lim y B= lim [—] son:
> Jax? +1+416x* +1 x| ~2x -~ 1

A)A=1 B=0 D)A=—1 B=-o

2 Y 2 Y
B)A=1 B=+o E)A=—1 B=0

2 Y 2 Y
C)A= 1 B=-o

2

E) Calculando ambos limites:

A= lim 2x-3 . -2x-3

= lim

X2

-2 2 1

Javie 4 2
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8.4. La funcién y = f (x) verifica que:

lim f(x) =+ lim f(x)=2
x—-3" X—y—o0

lim f(x) = +oo lim f(x) = 2
x—-3" x—0

lim f(x)=5 lim f(x) =1
X—>+o0 Xx—5

En estas condiciones, su grafica puede ser:

A) c)
| T
| e

E) Ninguna de las graficas anteriores puede representar a la funcion y = f(x).

D) Porque en la opcién A, lim f(x)=-e, lim f(x)=—.En la opcion B, Iin15f(x) no existe. En la opcion C,
X—

x—-3~ x—-3*

lim f(x) noexistey lim f(x)=—oo.
x—5 x—-3"

3_,2
8.5. Los valores de ay b que hacen que: lim X" - X ggx+3 =-5 son:

-2 x3 _7x%+16x-12

A)a=8, b=-12 C)a=-8, b=12 E) Ninguna de las anteriores opciones es cierta.
B)a=8, b=12 D)a=-8, b=-12

x*-x*+ax+b _8-4+2a+b

C) lim . Para que este limite sea finito, es necesario que 4 + 2a + b = 0.

=2 x% ~7x% +16x-12 0
3 _ 2 _ 2 2
En este caso, lim 3x x2 tax+b o (x=2)(x 2+x+a+2)=|. X 2+x+a+2=8+a M a=-8.b=12.
x=>2 X7 —=7x“+16x-12 x-2 (x-2)(x*-5x+6) x-22 x“-5x+6 0

x® —x?-8x+12 im 8X-2 _10 _ .

Se comprueba que para estos valores el limite vale: lim — > im =—=
x-2 x° —7x° +16x-12x-26x-14 -2

Sefiala, en cada caso, las respuestas correctas:

8.6. Dada la grafica de f(x):

/o A) lim f(x)=2 D) lim f(x)=+ce
X3 x—3”

\

B) !j_rgf(x):ﬁ E) JLrlf(x)=0

C) lim f(x)=3
x—-3*

@)

1/ X

A, C, Dy E. Observando la grafica se aprecia que la respuesta no cierta es la B, ya que Iim2f(x) no existe.
X—

30 E Solucionario



8.7. La sucesion a, es convergente y verifica que: a,,, =1+ a,

A) Si a;=2 entonces la sucesion es monétona decreciente. D) El limite de la sucesion es 1.

B) Si a1=1 entonces la sucesiéon es monétona creciente. E) El limite de la sucesioén es 1+46 sia>1y1sia<1.

1+/5
2

C) El limite de la sucesion es

C)Si lima,=L=L=v1+L RIS L (]

5 ; A, B) se comprueban con calculadora.
X—>+oo

Elige la relacion entre las dos afirmaciones dadas:

8.8. Dadas las sucesiones de términos generales respectivos a, y bn:

a) Las dos son convergentes. b) La sucesion de término general ¢, = a,+ b, es convergente.
A)acs b D) ay b no se pueden dar a la vez.
B)a = b, perob= a E) Ninguna de las dos afirmaciones se puede verificar.

C)b=a,peroa=b

B)Sia,=(-1)"yb,=(-1)""" = a,+b,=0= lim(a, +b,)=0, pero los limites de a, y b, no existen.

n—eo

Sefiala el dato innecesario para contestar:

8.9. Se quiere obtener el limite IimZ% donde P(x) y Q(x) son funciones polindmicas. Se dan los siguientes
X—- X
datos:
a) P(0)=Q(0)=0 c) El resto de dividir Q(x) entre x + 2 es 0.

b) El resto de dividir P(x) entre x+ 2 es 3.  d) El resto de dividir Q(x) entre (x + 2)’ es 2.

A) Puede eliminarse el dato a. D) Puede eliminarse el dato d.
B) Puede eliminarse el dato b. E) Los datos no son suficientes para poder calcular el limite.

C) Puede eliminarse el dato c.

D) lim P(X){O}—w— lim M_F}_

—2Q(x) |0 T2 Q(x)(x+2)+0 0]

Analiza si la informacién suministrada es suficiente para contestar la cuestion:
8.10. Se quiere obtener el limite en el origen de coordenadas de la funcién f(x) continua en R. Se sabe que:
a) La funcion verifica que f (=x) = f (x) para cualquier x. b) lim f(x)=3
x—0*

A) Cada dato es suficiente por si solo para hallar el limite. D) Son necesarios los dos datos juntos.
B) a es suficiente por si solo, pero b no. E) Hacen falta mas datos.

C) b es suficiente por si solo, pero a no.

C) Por ser continua en todo R, también lo es en x = 0. Por tanto: lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)=3
x—0 x—0- x—0+
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