I4

1. Teorema de Rouché

M Piensa y calcula

)6

Solucion:
x+2y—-3z=0
2x — y =2

Sistemas lineales
con parametros

Dado el siguiente sistema en forma matricial, escribe sus ecuaciones:

@ Aplica la teoria

a) x-y =2 b) 2x+y- z=2
2x+y+2z=0 x+y+2z=5
x—y+2z=1| —X +5z=3

Solucién:

a) (Il -1 0 x) 2)

2 1 2{y[=]|0
I -1 2/\z I

b)[ 2 | —I}\(x 2
I 1 2|ly|=|5
-1 0 5/\z 3

I 0 -2}(x I
3 1 Ifly|=(3
2 -1 2f\z 0
Solucion:
X —-2z=|
3x+y+ z=3
2x—y+2z=0

3. Discute los siguientes sistemas:

a) 3x— y+2z= | b) 3x+2y+2z= 15
x+t4y+ z= 0 3x -2y —2z=—1|
2x — Sy =-2 —x+3y+3z= 3
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l. Escribe los siguientes sistemas en forma matricial:

Solucion:

a) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-

cientes:

3 -1 2

[Cl=|1 4 1|=-13

2 -5 0
Como el determinante de C es distinto de cero, el
R(C) = 3 y se tiene:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas = Sistema
compatible determinado.

b) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:

3 2 2
Ic|=| 3 -2 -2|=0
-1 3 3

Como el determinante de C es igual a cero, se halla
el rango de A 'y C por Gauss:

3 2 2 15
Rf 3 -2 -2 —I|=

- 3 3 3

=1
=R 3 —

3
—l|2+3-17 =

|

|
ANW DN W
ANW DN W
w
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-1 3 3 3

=R 0 7 8 =
0 | | 4]7-32-20
-1 3 3 3

=R 0 7 7 8
0O 0 0 20

R(C) =2 < R(A) = 3 = Sistema incompatible.

4. Discute los siguientes sistemas:

a) 2x+y-z=0 b) x+2y+ z=1

X +y =1 2x+3y+2z=0

-X +z=1 x+ y+2z=3
Solucion:

a) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:
P
ICl=] I 1 o0|=0
-0 |

Como el determinante de C es igual a cero, se halla
el rango de Ay C por Gauss:

|
=R 2 | -l
-1
|
=R|0 | |
0

R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas = Sistema
compatible indeterminado.

b) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:

2
ICl=|2 3 2|=-1
12

Como el determinante de C es distinto de cero, el
R(C) = 3 y se tiene:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas = Sistema
compatible determinado.

W Piensa y calcula

Dado el siguiente sistema, resuélvelo matricialmente:

bl

Solucion:

b= IE)= (0

2. Regla de Cramer y forma matricial

@ Aplica la teoria

5. Resuelve por Cramer:

a) 2x+ y =5 b) x+ y-2z= 6

X +3z=16 2x+3y-7z= 16

S5y— z=10 S5x+2y+ z=16
Solucion:

a) Determinante de los coeficientes:

2 | 0
ICl=|1 0 3[{=-29
0 5 -—I
La solucién es:
5 1 0
16 0 3
10 5 -1 _—29_I
T T e T 29

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

2 5 0
I 16 3
o 10 —i| a7 _
TR T
2 1 5
I 0 16
o s 10| —i4as
25T 9 0

b) Determinante de los coeficientes:
I -2

|
Ic|=|2 3 -7|=2
5 2 |



La solucioén es:

6 | -2
l6 3 -7
e 2 6
x=—————=7=3
| 6 -2
2 16 -7
5 16 1l _2_,
y= 5 =5 =
I 1 6
2 3 16
5 2 16| _-2_
z= > =5 =-

6. Resuelve por Cramer en funcién del parametro a:

X+ y =a
X +z=0
x+2y+z=2

Solucion:

Determinante de los coeficientes:

| I 0
[Cl=|I 0 1|=-2
I 2 |1
La solucién es:
a | 0
0o 0 |
2 2 I|_2-2 |
X = = =5 Ta-
| a 0
I 0 |
— I 2 ! _i—|
Y= ) =7 -
| | a
I 0 O
| 2 2 _2a—2_I
z= ) == =Il-a

7. Resuelve por Cramer:
4x+4y+5z+5t= 0
2x +3z- t= 10
x+ y-—>5z =-10
3y +2z = 1

Solucion:
Determinante de los coeficientes:

4 4 5 5
2 0 3 -
IC=1, | _5 o
0 3 2 0

La solucioén es:

0 4 5 5
0 0 3 —I
10 1 =5 0
| 3 2 ol 290 _
*= ~290 =290 !
4 0 5 5
2 10 3 -l
| 10 =5 0
o 1 2 ol 2%
/= ~290 =290 ~ !
4 4 0 5
2 0 10 -l
I 1 -0 0
0 3 1 ol -s80_
£ ~290 =250 2
4 4 5 0
2 0 3 10
I 1 -5 —10
lo 3 2 1l ss0 _
s ~290 =290 T2

8. Resuelve matricialmente el sistema:

3x+2y+z= 5
2x— y+z= 6
x + 5y =-3
Solucién:
X | 5 -5 -3 5 2
y|=73 e I 6|=(-1I
z -1 13 7/\-3 I
x=2y=-l,z=|

9. Resuelve matricialmente el sistema:

5 8 I\ [x 2
3 -2 6|ly|=[-7
2 1 -l)\z -5
Solucion:
X | -4 9 50 2 -3
yl|="57(15 -7 =27||-7|=[ 2
z 2 7 11 -34/\-5 |
x=-3,y=2,z=|

10. Resuelve matricialmente el sistema:
2x -3y + z=-7

x+ 4y +2z=-|
x — 4y =-5
Solucion:
X | 8 -4 -10\(-7 -1
y|=75 2 -1 =3|=1=] I
z -8 5 II)\-5 -2
La solucién es:x =—1,y = |,z=-2
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M Piensa y calcula

Resuelve mentalmente el siguiente sistema:
x+ y=0
2x+ y=1
3x +2y = |

Solucion:
Se elimina la 3* ecuacién porque es: |? + 2°
x+y=0

2xx +y= I}2=—|=:X= I =y=-I

3. Resolucion de sistemas de cuatro ecuaciones

® Aplica la teoria

I I. Resuelve el siguiente sistema:

X+ y +2t= 3
3x— y+ z— t= |
5x =3y +2z -4t =—|

2x+ y+ z+ t= 2

Solucion:
Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:

| I 0 2
13 -1 —0f22-3-1
ICI=15 _3 2 _4 F-5-|°
2 N B e RN
I 1 0 2
0o -4 1 -7 o0
|0 -8 2 —14|=2-20
0o -1 I -3

El sistema no es de Cramer porque |C| = 0. Se resuelve
por Gauss.

| | 0o 2 3
3 -1 | -1 I ]3-12=-2°
Rls 3 2 —4 1513
2 | | | 2/ 2-1P—-4
| | 0o 2 3
_pl0 4 -1 7 8 _
"o 8 -2 14 16f2-22
0 I =1 3 4
| | 0o 2 3
=R|0 4 -I 7 8 =
0 | 3 4)2-4-3
| | 0o 2 3
=R|0 4 -I 7 8
0O 0 3 -5 -8

R(C) = 3 = R(A) < numero de incégnitas = Sistema
compatible indeterminado. El sistema es equivalente a:

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

x+ y +2t= 3 x+y = 3-2t
4y— z+7t= 8; > 4y-z= 8-T7t
3z-5t=-8 3z=-8+ 5t
x+y=3-2t
4y—5t3_8=8—7t 44t
Y= 3
Z:St—8
3
44 _ _3-2t
x + 3 =3-2t|x= 3
_4-4t
Y73
Z=5t—8
3
La solucioén, en ecuaciones paramétricas, es:
X=5—27»
3
_4+4
Y 3 LeR
_—8+5\
3
t=2

12. Resuelve el siguiente sistema:

X +z+ t=1

ytz— t=1
y+tz-2t=2
z— t=0

Solucion:
Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:

-1
—2[32-22
-1

ICl =

o — — O

I
0
0
0
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I
0
0

o — o

I

I

0 -1
0 0 I —I
El sistema es de Cramer porque |C| # 0. Se puede resol-
ver por Cramer, pero es mas sencillo por Gauss.

La solucién es:x = 3;y = l;z=—1;t=—

13. Resuelve el siguiente sistema:

2x+y+z=4

x—y+tz=|
Ix-y-z=1
bx—y+z=6

Solucion:

El sistema no es de Cramer porque no tiene el mismo
numero de incégnitas que de ecuaciones. Se resuelve
por Gauss.

2 | | 4
(| | |
S 3 -1 -1 | B
6 —I I 6/ =1+2+3
[ | | |
=R[2 | I 4|2-2-17 =
3 -1 -1 I32-3-12
(| | |
=Rf0 3 -1 2 =
0 2 4 -2)2-2-3-3
(| | | (| | |
=Rf0 3 -1 2 =R|0 3 -1 2
0O O 10 10/ 3:10 0 O | |

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas = El sistema
es compatible determinado.

El sistema es equivalente a:

Xx— y+tz= x— y+1|=1
Jy-z=2;= 3y—-1=2;y=1=
z=| z=|
x—1=0| x=1
= y=1
z= |
La solucién es:x = I,y = I,z = |

14. Resuelve el siguiente sistema:

x—y+ z=5

2x+y—4z=|
x+ty—- z=2
x—y—- z=0

Solucion:

El sistema no es de Cramer porque no tiene el mismo
numero de ecuaciones que de incognitas. Se resuelve
por Gauss.

I -1 1 5
2 | -4 I 22-2-12
Rl 1 1l 3|2 -
I =1 =1 04—
I -1 1 5
0 3 -6 -9|2:3
=Rlo 2 -2 -3 =
0 0 -2 -5/4:)
I -1 1 5
0 I -2 -3
=Rl 2 22 _3|3oae T
0 0 2 5
I -1 1 s I -1 1 5
0 I -2 -3 0 I -2 -3
“Rlo 0 2 3 =Rlo 0o 2 3
0 0 2 5/«#-3 \o 0o 0 2

R(C) = 3 <R(A) = 4 = El sistema es incompatible.

4. Discusion de sistemas con parametros

M Piensa y calcula

. . - . x+ y=3

Discute, segun los valores de k, el siguiente sistema:
2x + 2y =k
Solucion:
x+ y=3 x+ty=3

2x+2y=k}:> 0=k-6

Para todo valor k # 6 el sistema es incompatible.

Para k = 6 el sistema se reduce a x + y = 3 = Compatible indeterminado.
144 SOLUCIONARIO
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@ Aplica la teoria

I5. Discute, seglin los valores del pardmetro a, los si-
guientes sistemas:

a) ax+ y+ z=|
xtay+ z=a

x + y+az=a2
b) (a+ I)x + y + z=0
x+(@+l)y+ z=0
x + yt(@+1)z=0
Solucion:
a | |1
a)Secalcula |C|=|1 a I|=a3-3a+2
I 1 a

a-3a+2=0=a=-2,a=1|

Para todo valor de a# -2y a # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para a = —2 se tiene:

-2 | | |
Rl I -2 | =2|=
| I -2 4
| I -2 4
=Rl I -2 | =-2fpr-22 =
-2 | | /2.1 +3
| I -2 4
=R[0 3 -3 6]|22:3 =
0 3 -3 9/3:3
| I -2 4 | I -2 4
=R|O0 | -1 2 =R{O0 I -1 2
0 I -1 3/ 32 0 0 O |

Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el
sistema es incompatible.

Para a = | se tiene:

Se tiene que R(C) = R(A) = | < nimero de incogni-
tas Y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

b) Se calcula [C| = | | =al+3a
a®+3a=0=2a%+3)=0=a=-3,a=0

Para todo valor de a # —3 y a # 0 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

e Para a = —3 se tiene:

-2 | | | I -2
Rl I -2 I|=R[ I -2 I -2 =
| I -2 -2 | I)2-12+3
| I -2
=R[0 3 -3 2=:3=R((|) : :f
0 3 -3/=2

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-
tas Y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

* Para a = 0 se tiene:
|
R[I I 1]=I
[ |

Se tiene que R(C) = R(A) = | < nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

16. Discute, segin los valores del pardmetro k, los si-
guientes sistemas:

a) kx +y+ z=4 b) x+y+ z=0

x+y+ z=k kx +2z=0
Xx—y+kz=2 2x—y+kz=0
Solucion:

=2 |

k
a) Se calcula |C| = | |
I

~ — —

K—1=0=k=-I,k=1

Para todo valor de k #—1 y k # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

e Para k = —| se tiene:
—1 | I 4 -1 1 | 4
Rl 1 | I —1|r+2=R| 0 2 2 3
[ 2] 1P+ 3 0 0 0 6

Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el
sistema es incompatible.

* Para k = | se tiene:
| | I 4
| | | I]12-22 =
[ I 2/ 1rP-3
| | I 4 | | I 4
=R|0O O 0 3 =R|0 I 0 |
0 2 0 2/3:2 0O 0 o0 3

Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el
sistema es incompatible.
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b) Se calcula |[C| = =—k?-k+6

N A~ —

|
0
-1

~ N —

kK2+k-6=0=k=-3k=2

Para todo valor de k #—3 y k # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

e Para k = —3 se tiene:
| | |

RI-3 0 2|2+3-17 =
2 -1 =-3/2-1P-3
| | | | | |
=R[{0 3 5 :R( )
0 3 5/=2 0 3 3

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

* Para k = 2 se tiene:

| | |

Rf2 0 2f2-1P-22 =
2 -1 2)22r-3

[
= R(o | o)
Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-

tas Y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

| [
=R({0 2 0
0O I ©

17. Discute, segln los valores del pardametro a, el siguien-
te sistema:

3x+ 10y =—4
ax+ y= |
x+ 3y=-I

Solucion:

Como hay mas ecuaciones que incognitas, se calcula el
determinante de la matriz ampliada:

3 10 -4
Secalcula |[A|=|a | |
I 3 -1

=2-2a

2-2a=0=a=1

Para todo valor de a # | se verifica que:

R(C) < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incompa-
tible.

*Para a = | se tiene:

3 10 —4 | | |
R | I|=R[l 3 —I|2-
| 3 -1 3 10 —4)3-3-12

I
=R|{0 2 -2|22:2=R|0 | -I =
0o 7
_ ( I |)
I R B
Se tiene que R(C) = R(A) = 2 = nimero de incognitas
Y, por lo tanto, el sistema es compatible determinado.

18. Discute, segiin los valores del parametro m, los si-
guientes sistemas:
a) x+ y =1
z=0
x+(l+m)y+mz=m+|

mx +

b) 2m + 2)x + my + 2z =2m -2
2x + (2—m)y = 0
(m + 1)x +(m+1)z= m-1|
Solucién:
I I 0
a) Se calcula |C| = |m 0 I [=-m2-m
I I+m m
m+m=mm+1)=0=m=-I,m=0

Para todo valor de m #—1 y m # 0 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

*Para m = -1 se tiene:
| | 0 | | I 0 |
R{-1 O I 0)rr+22={0 | | l]=
I 0 —I 0f2+3 0O 0 o0 O

I 1 0 1
- R(o | |)
Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-

tas Y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

* Para m = 0 se tiene:

| I 0 |
RIo o0 I O =R
| I 0 1)=r

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-
tas Y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-

minado.
2m + 2 m 2
b) Se calculael |C|=| 2 2-m 0 |=
m+ | 0 m + |

=-2m(m + I)(m— 1)

SOLUCIONARIO
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mm+ )m-1)=0=m=0m=-I,m=1

Para todo valorde m #0,m #—| y m # | se verifica
que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para m = 0 se tiene:
2 0 2 -2\=2-3
RI2 2 0 O0|2»:2 =
I 0 1 -l

S O I (N

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

*Para m = — | se tiene:
0 -1 2 -4 2 3 0 O
RI2 3 0 O0|=R|0 -I 2 -4

0 0 0 -2 0O 0 0 -2

Se tiene que R(C) =2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el
sistema es incompatible.

*Para m = | se tiene:
4 | 2 4 | 2
RI12 | 0 =R(2 I 0]=
2 0 2/3:2 | 0o |
| 0 | | 0 |
=R|[4 | 2|22-4-1> =R|0 | -2 =
2 | 0)/3-2-1° 0o I -2/=2

.

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeter-
minado.

— O
|

N —
—_

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

B Un sistema lineal heterogéneo es compatible deter-
minado si (C, matriz de los coeficientes, y A, matriz
ampliada con los términos independientes):

0 R(C) <R(A)
R(C) = R(A) = N° de incégnitas
U R(C) > R(A)
U R(©) #R(A)

A Si tenemos el sistema lineal matricial CX = B tal que
existe C~!, la solucion es:
1 X=BC
X=cCB

O X=BC!
Xl X=C'B

Un sistema lineal homogéneo:
[¥] siempre es compatible.
[ siempre es incompatible.
[ unas veces es compatible y otras incompatible.

] ninguna de las anteriores es cierta.

A Un sistema lineal de tres ecuaciones con dos incégnitas:
si R(C) = R(A) = 2, es compatible.
[ si R(A) = 3, es compatible.
[ si R(C) = 3, es compatible.
[ si R(C) = R(A) = 3, es compatible.

I Un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incog-
nitas:
[ si R(C) = R(A) = 2, es compatible determinado.
[ si R(C) # R(A), es compatible determinado.
si R(C) = R(A) = 3, es compatible determinado.
[ si R(C) < R(A), es compatible determinado.

I3 Discutir el siguiente sistema segln los valores del pa-

rametro k
kx +ky—z=2
3x—-ky =0
5+ky =0
x + 2z = |

[X] Es siempre incompatible.
[ Para k # 0, compatible determinado.
] Para k = 0, compatible determinado.

[ Para k = 0, compatible indeterminado.

x-y+ z=-|
Se considera el sistema: ~ y+ z=2a

X +2z=al

donde a es un parametro real.

Discutir el sistema en funcién del valor de a

PAU

Contesta en tu cuaderno:

[ Para a = 0 no tiene solucién, y paraa = |, com-
patible indeterminado.

[ Sia=# 0incompatible, y si a = 0, compatible inde-
terminado.

[ Sia =0 incompatible,y si a # 0, compatible inde-
terminado.

[X] Sia# | incompatible,y sia = I, compatible inde-
terminado.

x—y+ z=-I

B} Se considera el sistema: y+ z=2a

x +2z=a?

donde a es un parametro real.

Resuelve el sistema paraa =0

Resuelve el sistema paraa = |

[X] Para a = 0 no tiene solucién; paraa = I,
x==-2z+l,y=-z+2

[ Paraa=0,x=y=2z=0;paraa= | no tiene so-
lucion.

[ Paraa=0,x=2,y=-3,z=5;paraa=I,x= I,

y=2z=3
] Paraa=0,x=-1l,y=-2,z=-3;paraa= |,x =3,
Y P
y=22z=0
ax+ y+z=|
EA Dado el sistema: x+ay+z=1
x+ y =1

estudia su compatibilidad segun los valores de a

[ Sia#0,a # 2, compatible determinado;sia = I,
incompatible; si a = 2 incompatible.

[¥] Si a # |, compatible determinado;si a = |, com-
patible indeterminado.

[ Si a # 0, compatible determinado; si a = 0, com-
patible indeterminado.

[JSia=#—I,a# 3, compatible determinado; si
a = — 1|, incompatible; si a = 3, incompatible.

ax+ y+z=|
I
x+ y =1

Il Dado el sistema: x +ay +z

resuélvelo cuando sea posible.

dSiazl,x=l,y=1lz=1-a

OSia=1,x=1/2,y=1/2,z=(l —a)/2

Xl x=1/2,y=1/2,z= (1 —a)l2 paraa= | yx = A,
y=l-Az=0AecRparaa=I

[ No se puede resolver porque R(C) # R(A)
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Ejercicios y problemas

1. Teorema de Rouché

19. Discute los siguientes sistemas:

a) 3x— y+2z= | b) 5x +4y +5z=9
x+4y+ z= 3 X — 2y =1
2x -5y + z=-2 5x+3y+5z=5

Solucion:

a) Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss
y se obtiene:

R(C) =2 = R(A) < numero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.

b) Como |C| =-10, el R(C) = R(A) = 3y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

20. Discute los siguientes sistemas:

a) 2x+y+4z= 0 b)8x+ y+4z=9

4x —y+22=—4 S5x -2y +4z=6
Ix-y+ z=-2 x+ y =1
Solucién:

a) Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss
y se obtiene:

R(C) =2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

b) Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss
y se obtiene:

R(C) =2 = R(A) < numero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.

21. Discute los siguientes sistemas:

a) 2x— y+ z=-2 b) x+2y—-4z= |
x+2y+3z=—| 2x+ y-5z=—1I
x—3y—-2z= 3 X— y— z=-2

Solucién:

a) Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss
y se obtiene:

R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

b) Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss
y se obtiene:

R(C) =2 = R(A) < numero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.

22. Discute y resuelve, si es posible, el siguiente sistema:

2x+4y—- z+2t= O
x+ y+ z = 3
5x-2y—-4z- t=-12

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Solucion:

Como hay mas incégnitas que ecuaciones, se pasa t al
2° miembro y se resuelve por Gauss, obteniéndose la so-
lucién:

_3t—2 _9-7t _ 4t+32
TR YT T3 T3
La solucién en ecuaciones parametricas es:
X=37»—2
13
=9—77»
"I e
_4A+32
]
t=A

2. Regla de Cramer y forma matricial

23. Resuelve por Cramer:
a) 7x+ 2y+3z=15
S5x— 3y+2z=15

10x— Ily + 5z =36

b) 3x +2y +4z =1
2x+ y+ z=0
x+2y+3z=1

Solucién:
a) Como |C|= —36, el sistema es de Cramer.
La solucién es:

x=2,y=-l,z=1

b) Como |C| = 5, el sistema es de Cramer.

La solucién es:
_ _ 2
- A 0,z= 3

24. Resuelve por Cramer:

a) x+ y+ z=1 b) x+2y+3z=0

3x — 4y =5 x+2y+ z=0
7x— y—-3z=8 2x + 3y +4z=2
Solucién:

a) Como |C| = 46, el sistema es de Cramer.

La solucién es:

_2z7 17 _ 9
X723 T 4607 46
b) Como |C| = -2, el sistema es de Cramer.

La solucién es:

x=4y=-2,z=0
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25. Resuelve matricialmente:

2
2 -1
| |

I\ (x |
2|ly|=12
2/\z 3

Solucion:

|C|= —5. Calculando la matriz inversa de los coeficientes
se tiene:

X | | X
y|l=12 -1 2 2|=|y|=
z | I 2 3 z
| -4 -3 | I -1
=-3 -2 | 0f-({2|=] O
3 1 -l 3 2
La solucién es:x =—1,y =0,z=2

26. Resuelve matricialmente:

Solucion:

|C|= 2. Calculando la matriz inversa de los coeficientes se
tiene:

-1/ 2

X | X
y|[=(1 I 0 “2|=|y|=
z 0 | | 0 z
| | I =1 2 0
= (-1 | I1-[=-2]=|-2
2 (| | 0 2

La solucién es:x = 0,y =-2,z=2

3. Resolucion de sistemas de cuatro
ecuaciones

27. Resuelve el siguiente sistema:
x+ y—-2z+2t=2
2x— y+ z—4t=|
x+2y+ z =3
X + z-2t=|

Solucion:

Como |C| = 0, el sistema no es de Cramer.
Se resuelve por Gauss:

La soluciénes: x=1+ty=1-tz=t

La solucioén, en ecuaciones paramétricas, es:

+ A
-\

reR

A N X X
1

I
I
A
A
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28. Resuelve el siguiente sistema:

x+ y+ z= 2
x+2y—-3z= 8
2x— y—- z= |
XxX— y+ z=-2

Solucion:

El sistema no es de Cramer porque tiene mas ecuaciones
que incognitas. Se resuelve por Gauss:

x=1l,y=2z=-1|

29. Resuelve el siguiente sistema:

x—3y—- z=-1|
x+5y+3z= 3
x+ y+ z= |
3x+7y+5z= 5

Solucion:
El sistema no es de Cramer porque tiene mas ecuaciones
que incognitas. Se resuelve por Gauss:

-z _1-z
XTT2 YT

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

=)
X~
~1-2

2
z=A

con A eR

30. Resuelve el siguiente sistema:

x+2y—-3z+ t=1
2x— y— z—-3t=2
Ix— y—6z—-8t=7
4x+3y—-7z—- t=4

Solucion:

Como |C| = 0, no se puede resolver por Cramer.

Se resuelve por Gauss:

x=z+t+l,y=z-t

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x=A+u+l
Z:;_H conleR,uelR
t=u
4. Discusion de sistemas
con parametros
31. Discute, segln los valores del parametro m, los si-

guientes sistemas:
a) mx +

my =6
x+(m-1y=3

SOLUCIONARIO
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b)(m+ I)x+ y+ z=3
x+ 2y+mz=4
x+my+ 2z=2

Solucion:

a) Se calcula [C| = ’T m

m
I’=m2—2m

m-2m=0&mm-2)=0=m=2,m=0
Para todo valor de m # 2 y m # 0 se verifica que:
R(C) = R(A) = 2 = nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para m = 2 se tiene:
R(C) = R(A) = | < nimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
* Para m = 0 se tiene:
R(C) = | <R(A) = 2y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
m+1 1 |
b) |IC|=| I 2 m|=-m}-m2+6ém
| m 2
m+m2—-6m=0&m=0m=-3,m=2
Para todo valor de m # 0, m # —3 y m # 2 se verifica
que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para m = 0 se tiene:
R(C) = 2 = R(A) < niimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
* Para m = —3 se tiene:
R(C) = 2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
* Para m = 2 se tiene:

R(C) = 2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

32. Discute, segiin los valores del parametro a, los siguien-
tes sistemas:

b) x+y+2z=3 b) x+y+2z=2

2x—y+taz=9 2x—y+3z=12
X—y—6z=5 5x —y+az=6
Solucion:
[ )
a) Secalcula |C|=(2 - a[=2a+16
I -1 -6

2a+16=0=>a=-8

Para todo valor de a # —8 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para a = —8 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incégnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.

I 1 2
b) |C|=(2 -1 3[=-3a+24
5 -1 a

32-24=0>a-8=0=2a2=8

Para todo valor de a # 8 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-

to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C| = 0

* Para a = 8 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.

33. Discute, segln los valores del parametro k, los siguien-
tes sistemas:

b) x+ =1
+ =k
LN kx +3y-2z=0
N -X —-4z=3
Solucién:

a) Como hay una ecuacién mas que incognitas, se estudia
el determinante de la matriz ampliada.

3-5 6
Al=[1 | k|=-1llk+22
1 2 2

Ilk-22=0=k-2=0=k=2
Para todo valor de k # 2 se verifica que:

R(C) < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es incompa-
tible.
Se estudian los valores que son raices de |A|
* Para k = 2 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 = numero de incdgnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.

b) Como hay una ecuacién mas que incégnitas se estudia
el determinante de la matriz ampliada.

| I 0 |
3 2 -1 3

|A| = K 3 -2 0 =k +20
-1 0 -4 3

k+20=0=k=-20
Para todo valor de k #—20 se verifica que:

R(C) < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incompa-
tible.

Se estudian los valores que son raices de |A|

* Para k = =20 se tiene:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado.
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Para ampliar

34. Resuelve y clasifica los siguientes sistemas:
a) 3x+2y— z= 4
x+ y+ z= 3
2x -3z=-1
4x +5z= 6

b) x— y+3z+14t=0
2x—-2y+3z+ t=0
3x-3y+5z+ 6t=0

Solucion:

a) Se resuelve por Gauss y se obtiene que el sistema es
incompatible.

b) Se resuelve por Gauss y se obtiene:
x=y+ 13t,z=-9t

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x=A+ 13u

y=h

z2= -9 conAeR,peR
t=Q

35. Para cada valor del pardmetro real k, se considera el
sistema lineal de ecuaciones:

x— y=3
2x — 3y = 2k
3x — 5y = k?

Se pide:
a) discutir el sistema segun los valores de k

b) resolverlo en los casos en que sea compatible.

Solucion:

a) Como hay una ecuacién mds que incognitas, se estudia
el determinante de la matriz ampliada.

|A] = —k? + 4k — 3
k2-4k+3=0=k=1,k=3
Para todo valor de k # | y k # 3 se verifica que:

R(C) < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es incompa-
tible.

Se estudian los valores que son raices de |A|

*Para k = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 = numero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

* Para k = 3 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

b) Para k = | la solucién es:
x=7,y=4
Para k = 3 la solucién es:
x=3,y=0
152

36. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro m:
2x +y— z=2
x+y+ 2z=5
—X +(m+2)z=3
a) Discute el sistema para los distintos valores de m

b) Resuelve el sistema para m = 3

Solucion:
a)|C|=m- |
m-1=0=>m=1I

Para todo valor de m # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = niimero de incégnitas Y, por lo tan-

to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para m = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incdgnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.

b) Para m = 3 la solucién del sistema es:
x=-3,y=8,z=0

37. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real a:

X —y =2
ax+y+2z=0
x—y+az=1|

a) Discute el sistema segun los diferentes valores del
parametro a

b) Resuelve el sistema paraa = —|

c) Resuelve el sistema paraa =2

Solucion:
a)[Cl|=a%+a=a(a+ )
a?+a=0=a@@+1)=0=a=0,a=-1
Para todo valor de a # —1 y a # 0 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Paraa = —| se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < niimero de incégnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
* Para a = 0 se tiene:
R(C) =2 <R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
b) Para a = —| la solucién del sistema es:

x=2+yz=1

SOLUCIONARIO
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La solucién en ecuaciones paramétricas es:

X=2+A
y=»X con A eR
z=|

c) Paraa = 2 la solucién es:

x=ly=-l,z=-1/2

38. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real A:

X+ y+Az=22
y— z=X
x+Ay+ z=%

a) Discute el sistema segln los diferentes valores del
parametro A

b) Resuelve cuando sea indeterminado.

Solucién:

a) [C|=A2+A1-2
M+A-2=0=A=-2,A=1|
Para todo valor de A # -2 y A # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para A = -2 se tiene:

R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
* Para A = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para A = | la solucién del sistema es:
x=-2z,y=z+ |

La solucioén, en ecuaciones paramétricas, es:

x = =2\
y=A+1lpconreR
z=X

39. Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
ax+ y—z=0
2x + ay =2
—X +z=1
a) Discute el sistema segln los valores del parametro a

b) Resuelve el sistema cuando tenga mas de una solu-

cién.
Solucion:
a) |C|=a?-a-2
a2-a-2=0= a=-l,a=2

Para todo valor de a # — | y a # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Se estudian los valores que son raices de |C|
* Paraa = —| se tiene:

R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
* Para a = 2 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incégnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para a = 2 la solucién del sistema es:
x=z—-1,y=2-z

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

X=A—
y=2-ApconieR

z=A

40. Sea el siguiente sistema:
—x+ky +2z=k
2x+ky - z=2
kx — y+2z=k

a) Discute la compatibilidad del sistema seguin los valo-
res del parametro k

b) Resuelve el sistema para k = —1

c) Resuelve el sistema para k =2

Solucién:
a) |C| = —3k? -6k -3
32+ 6k +3=0=k2+2k+1=0=k=—1|
Para todo valor de k # —1 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para k = —| se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incégnitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para k = -1 la solucién del sistema es:
x=z+l,y=z

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

X=A+|
y=»X conAeR
z=)

c) Para k = 2 la solucién del sistema es:
x=2/3,y=2/3,z=2/3

41. Siendo a un numero real cualquiera, se define el sis-

tema:
x+2y—az=|
-y+ z=0
ax + z=a

a) Discute el sistema en funcién del valor de a

b) Encuentra todas sus soluciones paraa = |
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Solucién:
a) |C| =—a2+2a— |
al-2a+1=0=a=1|
Para todo valor de a # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
*Paraa = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < niimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para a = | la solucién del sistema es:
x=l-zy=z
La solucioén, en ecuaciones paramétricas, es:
I -—A
A
A

con A eR

N X X

42. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real A:
y+tz=1
(A= Dx+ y+tz=»_
x+(A-1)y-z=0
donde A es un nimero real.
a) Discute el sistema segun los valores del parametro A
b) Resuelve el sistema para A =0

c) Resuelve el sistema para A = 3

Solucién:

a) [C| =A2-)
M-L=0=AA-1)=0=A=0,A=1|
Para todo valor de A #0 y A # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para A = 0 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
*Para A = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < niimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para A = 0 la solucién del sistema es:
x=l,y=1-z
La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:
x = |
y=1l-AprconkeR
z=A
c) Para A = 3 la solucién del sistema es:

x=l,y=0,z= |
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43. Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real A:
x+ y+5z=0
2x — Ay =0
x— y+ z=0
Discute el sistema segun los diferentes valores del pa-
rametro A y resuélvelo.
Solucién:
a) [C|=4r- 12
AA-12=0=>Lr=3
Para todo valor de A # 3 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para A = 3 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para A = 3 la solucién del sistema es:
x=-3z,y=-2z

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x =-3t
y=-2t fconteR
zZ=t

Para A # 3 la solucién del sistema es la solucién trivial:

x=0,y=0,z=0

44. Considera el sistema de ecuaciones:
x+ y+ z=-2
—Ax + 3y + z=-7
Xx+2y+(A+2)z=-5
a) Clasifica el sistema segun los valores del pardmetro A

b) Resuelve el sistema cuando sea compatible indeter-
minado.

Solucion:

a) |C|=A2+3Ah+2
AM+30+2=0A=-2,1=-1
Para todo valor de A # -2 y A # —1 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = numero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C]|
* Para A = -2 se tiene:

R(C) = R(A) = 2 < numero de incognitas Y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.

*Para A = -1 se tiene:

R(C) = 2 # R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

SOLUCIONARIO
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b) Para A = -2, la solucién del sistema es:
x=-2z+|,y=z-3

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x=1-2t
y=-3+tpconteR
zZ= t

45. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax +2y+6z=0
2x+ay+4z=2
2xtay+6z=a-2

a) Discute el sistema en funcién del parametro a

b) Resuélvelo paraa =2

Solucién:
a) |C| =2a2-8
a2-4 =0=a=-2,a=2
Para todo valor de a # -2 y a # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
*Para a = —2 se tiene: R(C) =2 < R(A) = 3 y, por lo
tanto, el sistema es incompatible.
* Para a = 2 se tiene: R(C) = R(A) = 2 < nimero de in-
cognitas , por lo tanto, el sistema es compatible inde-
terminado.

b) Para a = 2 la solucion del sistema es:
x=3-yz=-I|
La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:
x=3-A
y=A

z=-1

con A eR

46. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:

x—y+ z= 6
-x—-y+(@a-4)z=7
x+y+ 2z= 1|1

a) Discute el sistema en funcién del pardmetro real a

b) Resuélvelo para a = 4

Solucion:
a) [C|=-2a+4
22-4=0=>a-2=0=a=2
Para todo valor de a # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = 2 se tiene: R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tan-
to, el sistema es incompatible.

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

b) Para a = 4 la solucién del sistema es:
x=-5y=-2,z=9

47. Sea el sistema de ecuaciones:
@+ )x+2y+z=a+3
ax + vy =a
ax+3y+z=a+2
a) Discute el sistema en funcién del parametro real a

b) Resuelve el sistema en los casos en que resulte com-
patible determinado.

Solucion:
a) [Cl=a+ I
atl=0=a=-1
Para todo valor de a # —1 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
*Para a = —1| se tiene: R(C) = R(A) = 2 < nimero de
incognitas y, por lo tanto, el sistema es compatible in-
determinado.

b) Para a #—1 la solucidn del sistema es:
x=1,y=0,z=2

48. Se considera el sistema:
2x + my =0
X +mz=m
x+ y+ 3z=1|
a) Discute el sistema segun los valores de m

b) Resuelve el sistema param = 6

Solucion:
a) |C| = m%—5m
m2-5m=0=mMm-5=0=>m=0,m=5
Para todo valor de m # 0 y m # 5 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para m = 0 se tiene: R(C) = R(A) = 2 < nimero de in-
cognitas , por lo tanto, el sistema es compatible inde-
terminado.

* Param =5 se tiene:R(C) = 2 < R(A) = 3y, por lo tan-
to, el sistema es incompatible.
b) Para m = 6 la solucién del sistema es:
x=—12,y=4,z=3

49. Sea el sistema homogéneo:

z=0
X+ my + 2mz =0

2x+my +(2m +3)z=0

X +
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a) Calcula el valor de m para el que el sistema tenga
soluciones distintas de la trivial.

b) Halla las soluciones.

Solucion:
a) |C| =2m
2m=0=>m=0

Para todo valor de m # 0, la solucién es la trivial.

b) Para m = 0 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.
La solucién es:x =0,z=0

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x=0
y=ArconAeR
z=0

Problemas

50. Dado el sistema de ecuaciones:

2x+y+z=1
X—y+z=12
a) estudia su compatibilidad.

b) afiade al sistema una ecuacién de tal forma que el
sistema resultante tenga solucion unica. Justifica la
respuesta y encuentra dicha solucion.

c) afiade al sistema dado una ecuacién de tal forma que
el sistema resultante sea incompatible. Justifica la
respuesta.

Solucion:

a) R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.

by 2x+y+z=1
XxX—-y+z=12
z=0

El sistema tiene como solucién:
x=1ly=-1,z=0
c) Se afiade una ecuacién contradictoria con las otras

dos; por ejemplo, sumando y cambiando el término in-
dependiente:

3x+2z=0

51. Se considera el siguiente sistema:
X—y = a
X + aZz=2a+ |
x—y+aa-1)z=2a
a) Discute el sistema segln los valores del parimetro
real a

b) Resuelve el sistema paraa =3

Solucion:
a) |C|=a%-a
2

a*-a=0=>a(@-1)=0=a=0,a=1|

Para todo valor de a # 0y a # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
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Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para a = 0 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas Y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.

*Paraa = | se tiene:
R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

b) Para a = 3 la solucion del sistema es:
x=5/2,y==112,z=1/2

52. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones en las
incoégnitas X, Y, z, t:

x+ 2y+ z =0
y+2z+t=0
2x + 2ky -t=0
a) Encuentra los valores de k para los que el rango de
la matriz de los coeficientes del sistema es 2

b) Resuelve el sistema anterior para k = 0

Solucién:
a) Estudiando la matriz de los coeficientes por Gauss se
obtiene que si k = 3/2,el R(C) =2
b) Para k = 0, la solucién es:
x=1t/2,y=0,z=-t/2

La solucién en ecuaciones paramétricas es:

A
)
=0
v 2z con A eR
X:—i
t=A

53. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:
Ax + 2y = 3
-X + 2z -1
3x— y— 7z=A+1

a) Halla todos los valores del pardmetro A para los que
el sistema correspondiente tiene infinitas soluciones.

SOLUCIONARIO
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b) Resuelve el sistema para los valores de A obtenidos
en el apartado anterior.

c) Discute el sistema para los restantes valores de A

Solucion:
a) [C| =2A2 + 120 — 14

W+ 12— 14=0=> N2 +6A—7=0=A=-7, A= |

Se estudian los valores que son raices de |C|

*Para A = =7 se tiene: R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo
tanto, el sistema es incompatible.

*Para A = | se tiene: R(C) = R(A) = 2 < nimero de in-
cognitas Y, por lo tanto, el sistema es compatible inde-
terminado.

b) Para A = | la solucién del sistema es:
x=1+2z,y=1-z

La solucioén, en ecuaciones paramétricas, es:

x=1+2)
y=1-X pconieR
z=A

c) Para todo valor de A # -7 y A # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

54. Discute el sistema, segln el valor del parametro m, y
resuelve en los casos de compatibilidad.

2x+ 3y+ z= 4
3x+ y+tmz= 6
-2x— 10y — 2z=m -4

Solucion:
a) |C| = 14m - 14
I4m-14 =0=>m-1=0=>m=|

Para todo valor de m # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para m = | se tiene:
R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
b) Para m # | la solucién del sistema es:
_3m2+27/m-28 _ -m2m-3) _ -m
T 14m-1) 7T TH4m-1) * " 2m-1)

55. Dado el siguiente sistema:

X + z=|
y+(@-1z=0
x+(@a-ly+ az=a

a) discute el sistema segun el valor del parametro a

b) resuelve el sistema en todos los casos de compatibi-
lidad.

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Solucién:
a) |C|=-a2+3a-2
a?-3a+2=0=a=1,a=2
Para todo valor de a # | y a # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Paraa = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.
* Para a = 2 se tiene:

R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-

compatible.
b) Para a = | la solucion es:
x=1-zy=0
La solucioén, en ecuaciones paramétricas, es:
x=1-2
y=0 con A eR
z=A

Paraa # | y a # 2,la solucién es:

_a-| _a-| _ |
X = -
a—2

a-2'7 " a-2'"%

56. Discute, segliin los valores del parametro k, el siguiente

sistema:
2y— z= k
3x -2z=11
y+ z= 6
2x+y—-4z= k
Solucion:

Como hay una ecuacién mas que incégnitas, se estudia el
determinante de la matriz ampliada.

|A] =2k - 12
2k—12=0=k-6=0=k=6

Para todo valor de k # 6 se verifica que: R(C) < R(A) =3y,
por lo tanto, el sistema es incompatible.

Se estudian los valores que son raices de |A|

* Para k = 6 se tiene: R(C) = R(A) = 3 = nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible determinado.

57. Discute, segln los valores del parametro k, el siguiente

sistema:
x+ y—- z= 12
kx+ y+ z= |
x— y+ 3z=-3
4x + 2y = k
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Solucion:

Como hay una ecuacién mas que incégnitas, se estudia el
determinante de la matriz ampliada.

|A] = -2k + 12k - 18
2k2— 12k + 18=0=>k2—6k+9=0=k=3

Para todo valor de k # 3 se verifica que: R(C) < R(A) =3y,
por lo tanto, el sistema es incompatible.

Se estudian los valores que son raices de |A|

* Para k = 3 se tiene: R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-
tas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeterminado.

58. Discute, seguin los valores del parametro k, el siguiente

sistema:
x+ y+ 5z=0
2x — 3y =0
x— y+ z=0
x + 2y +2kz =k
Solucién:

Como hay una ecuaciéon mas que incégnitas, se estudia el
determinante de la matriz ampliada.

|A| = 0 para cualquier valor de k

Se estudia el sistema por Gauss y se obtiene que para
k =7/2,el R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema
es incompatible.

Para k # 7/2, el R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas Y,
por lo tanto, el sistema es compatible determinado.

59. Discute el siguiente sistema segun los valores del para-
metro m Yy resuélvelo cuando sea posible:

X +2z-3=0
3x+y+ z+1=0
2y — z+2=0
x—y+mz+5=0
Solucién:

Como hay una ecuacién mas que incégnitas, se estudia el
determinante de la matriz ampliada.

|A] =—18m—36
I8M+36=0=>m+2=0=m=-2
Para todo valor de m # —2 se verifica que:

R(C) < R(A) = 4 vy, por lo tanto, el sistema es incompa-
tible.

Se estudian los valores que son raices de |A|
* Para m = -2 se tiene:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.
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60. Discute el siguiente sistema segun los valores del para-

metro a:
ax + z+ t=1|
ay+ z— t=1|
ay+ z—-2t=2
az— t=0
Solucion:
cl =2

a’=0=2a=0
Para todo valor de a # 0 se verifica que:

R(C) = R(A) =4 = nimero de incognitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = 0 se tiene:

R(C) =2 <R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incom-
patible.

Para profundizar

61. Discute y resuelve el siguiente sistema de ecuaciones li-
neales segln los valores de los parametros a y b:

3x—- y+2z= |
x+4y+ z= b
2x — Sy +az=-2

Solucién:

[C|=13a-13=|C|=0=>a=1

Paraa # |,|C| # 0y se cumple que R(A) = R(C) =3 = n° de
incognitas y, por lo tanto, el sistema es compatible deter-
minado para cualquier valor de b

* Estudio paraa = |

Permutando la columna de las y con la de las x y pasan-
do la 2% ecuacién a la 3°

-1 3 2 |
RA)=R[-5 2 | -2|5-1P-220 =

4 1 | bj4-1rP+3
-1 3 2 I

=R[ 0 I3 9 7 =
0 I3 9 4+b)3-2
-1 3 2 I

=R[ 0 I3 9 7
0 0 0 b-3

Cuando b # 3 R(C) =2 < R(A) = 3 = El sistema es in-
compatible.

Cuando b = 3 R(C) = R(A) = 2 < n° de incégnitas = El
sistema es compatible indeterminado.
La solucién es:

x=(7-92)/13,y=(8-2)/13

SOLUCIONARIO
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La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

=7—97»
13
_8-)1 rreR
AT
z=A
Para los valores de a # |, la solucidn es:
_ 27-9 + b+4
*“Ba-1 13
_ 3-b + 3b— |
" Ba-1) I3
_b-3
Z—
a— |

62. Discute, segln los valores de los parametros A y L, el
sistema de ecuaciones lineales:

Ax+y+ z=p
x+ty+Az=2
2x+ty+Az=p

Solucion:
[Cl=A-1=|C|=0=A=I

Para A # |, |C| # 0 = R(C) = R(A) = n° de incégnitas y,
por lo tanto, el sistema es compatible determinado para
cualquier valor de p

* Estudio para A = |

Permutando la columna de las z con la de las x

[ I I T
R(A) =R| I I 2|1r-22=
2 1 1 opf3eE-r
[ n
=Rl0 0 0 p-2|=
0 0 | 0
[ u
=R| 0 | 0
0 0 u-2
Cuando p # 2,R(C) =2 < R(A) = 3 = El sistema es in-
compatible.

Cuando p = 2,R(C) = R(A) < n° incégnitas = El sistema
es compatible indeterminado.

63. Discute, segiin los valores de los parametros a y b, el
sistema de ecuaciones lineales:
2x — Sy +az=-2
3x— y+2z= |
x+4+ z= b

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Solucion:
IC|=132a-13=|C|=0=a=|

Paraa # |, |C| # 0, R(C) = R(A) = n° incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado para cualquier
valor de b

Estudiando por Gauss el rango de la matriz ampliada, se
obtiene:

Sia=1yb=3= R(C) =R(A) = 2 = El sistema es com-
patible indeterminado.

Sia=1yb#3= R(C) =2 <R(A) = El sistema es in-
compatible.

64. Calcula el valor de a y b para que el sistema siguiente
sea compatible indeterminado:

2x-y+ z=3
XxX—-y+ z=2
3x—-y—az=b
Solucién:
ICl=a+1=|C|=0sa=-I
Paraa=—1 el R(C) =2
Se estudia por Gauss la matriz ampliada y se obtiene:
Parab =4 el R(A) =2

Por lo tanto, paraa =—1y b =4,R(C) = R(A) =2 = El
sistema es compatible indeterminado.

65. Estudia, seguin los diferentes valores de a y b, la compa-
tibilidad del sistema:
2x—- y-2z= b
x+ y+ z= 5
4x — 5y +az=-10

Solucion:
[C|=3a+24=|C|=0<a=-8

Para a # -8, |C| # 0, R(C) = R(A) = n° incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado para cual-
quier valor de b

Estudiando por Gauss el rango de la matriz ampliada, se
obtiene:

Sia=-8yb =0 = El sistema es compatible indeter-
minado.



Ejercicios y problemas

66. Dado el sistema de ecuaciones lineales:

ax+ y+ z=|
x+ay+ z=b
x+ y+taz=|

a) discute el sistema en funcion deay b
b) resuelve el sistema paraa=b =-2

Solucién:

[Cl=a?-3a+2=(@-1)2(+2) =|C/=0=a=I,
a=-2

Paraa# | ya#-2,|C|#0,R(C) = R(A) = n° incégnitas y,
por lo tanto, el sistema es compatible determinado para
cualquier valor de b

Estudiando por Gauss el rango de la matriz ampliada, se
obtiene:

Sia=1yb=1,R(C) =R(A) = | <n°deincégnitas = El
sistema es compatible indeterminado.
Sia=1lyb=1,R(C)=1<R(A) =2 = El sistema es in-
compatible.

Sia=-2yb=-2,R(C) = R(A) = 2 < n° de incégnitas =
El sistema es compatible indeterminado.
Sia=-2yb#-2,R(C) =2 <R(A) = 3 = El sistema es
incompatible.
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67. Dado el sistema de ecuaciones lineales:

2x—-y+ z=3
xX-y+ z=2
3x-y—-az=b
a) halla los valores de a y b para los que el sistema

sea compatible indeterminado y su solucién sea una
recta.

b) halla la soluciéon para los valores obtenidos en el
apartado anterior.

Solucién:

a) |ICl|=a+ |l =|C|=0sa=—I
Paraa # | |C| #0,R(C) = R(A) = n° incdgnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible determinado para cual-
quier valor de b

Estudiando por Gauss el rango de la matriz ampliada,
se obtiene:

Sia=-1yb=4R(C)=R(A) =2 < n° de incédgnitas
= El sistema es compatible indeterminado.
Sia=—-1lyb#4,R(C) =2 <R(A) = 3 = El sistema es
incompatible.
b) La solucién para el caso a=—|yb=4es:
x=l,y—-z=-I
en paramétricas:
x =1
y=—1+A
z=A

con A eR

SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufo, S.L.



© Grupo Editorial Brufio, S.L.

Windows Derive [®

Paso a paso

68. Discute, segtin los valores de k, el siguiente sistema:

1 -k)x + y + z=0
x+ (1 -k)y+ z=k
X + y+ (1 -k)z=k?

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

69. Resuelve el sistema cuando sea posible, segin los
valores de a, y clasificalo.
ax+ y+ z=1
Xx+ay+ z=1
X+ y+az=1

X+ y+ Z=a

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

70. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige
Matemdticas, curso y tema.

Practica

71. Discute el siguiente sistema:

Xx+2y+ z=1
3x+ y+4z=5
2x— y+3z=4
Solucién:
[ Ejercicio T1
1 2 1 1 2 1
C=13 1 4] == 3 1 4
2 =13 3 =1 3
range{C] == 2
1 2 %9 1 2 11
A=l 1 4 5| == |3 1 4 5§
2-134 2 -134
(| rango{A} == 2
| RIC) = B[A] =2 < 3 = numero de Incdgnitas.

| Sistema heterogénes compatible indeterminada.

72. Resuelve el sistema:

2x— y+ z=-
x+3y—2z= 5
2x+ y+3z= 4
Solucién:
[ Epereicio 72

ix-yesz=<H
rIHII'l'HII +dy-E1= 5] =+ {{x=-3y=4.2=2}}
vy Iz =4
| Soluglen: x=-J y=4, =12

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

73. Resuelve matricialmente el siguiente sistema:

x+2y— z=0
2x + 5y =4
x+3y+2z=5
Solucién:
[ Epercicie 73

17 =1 17 -
C= 2‘5'] - |25
3 11 3

|Cx=B8wX=C"18

| 1u-?:.
Cf = —-1:

)
2)-( ”‘][EJ*( )

Solucién:-x® =3 y=E3Q ¥

74. Resuelve el siguiente sistema:
X+2y+ z— 3t=2
2x+ 5y +3z— 8t=4
x+2y+2z2— 4t=3
3x+ 6y +52—11t=8

Solucién:

[ Ejmrcicio T4

REyrT=-M=3
F Jz-Br=4
"'M“"‘{u.:;r?:z:. =3 ] =+ {{t=p-1u=1y=z-2r=z}}

Iy + Gy + &2 - 1if=8
Boduchon: k=3, y=z-2,t=z-1
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Linux/Windows wWiRis

75. Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax+ y+z=4
x—ay+z=1
X+ y+z=a+2
a) Resuélvelo para el valor de a que lo haga compa-
tible indeterminado.

b) Resuelve el sistema que se obtiene paraa = 2

Solucién:

J Ejercicio 78
| ] Feputivelo pare o valBr 08 B St ke DaDs Comeatinle Pedelarminadg.

| ceat = [: :) = .ﬁ(: %

L T |
] 1 4
H-Hll|{1 -5 1 ]—l-l-—[l-l1 1]
1 I|+E T 1 =3
||:|.“_...;.r.|

remgiver[-a'= 1m0 == {{a==1} {ani}}

=1 11
Cr-1] = |1 11
1 11

g Ci=1]] == T
f=1 114
df=1) == | 1 411
[1 11 1)
g A = 1)) == 2
Ferpa= =1, R[C] = R[A} = §< 3 = numero e ircagnitas
iﬁﬂmtmn.ﬂilnﬂﬂnﬂnldn

1 11
FEL1] == J1 -1 1
111

| megs{ )] = I

P14
A o= |1 =111
1113
rangal A{T)} == 1
| Permm =1, RC) = 2 3k M{A] =3
| Sl e ofgatible.
| Ew pompalibly ndslnrmnady peae = = |

| Lo repotvemas parna = =1
-“-,--1--._ ¥ g
Fei sgeEEf ES- o WE-FF o PP
M"I|:+:+;:: {{ 3'¥ ] j}
| By Reausshin ol dinieme gue s obiiers s a = 3
Fa L B-F

E=Dyege I] =% {{a=0y=13=1}1}
EeprEEd

: Sobscion, x e, y® ) g=]

resahver
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76. Resuelve el siguiente sistema:

Soluclign:x=Ly=-1,31=3

X+y = 1
y+z= 2
X —z=-1
3x—y+z=10
Solucidn:
Er“hd:lﬂ?'ﬁ
| gey=1
wsover(¥ ' 2% fpu=ty=-1253
| N=yw 2= 10

77. Discute, segun los valores del pardmetro k, el si-

guiente sistema:

kx + y=1
x+(k+1)y=1
X + ky=1
Solucién:
Eppicicia 7T

i)

[ 1 1
Al = 1|;+11 - |-|+11
1 1 k1

A[KY| =+ k= 1

resolver(k - 1 =0] == {{k=1}]}

Parak # 1, R{C] < R{A) = J, siztema incompatible.
Parak =1

11
[l == [lz)
11

rango{C{1)) =+ 2

111
A1) == | 121
111

| rangelA[1]}) =+ 2

Sik =1, R(C) = R{A] =1 = n" de incognriies
Satama compatible determineds.

SOLUCIONARIO
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78. Clasifica el sistema siguiente segtin los valores del
pardmetro k

kx +y—-22z=0
—x—-y+kz=1
x+y+ z=k
Solucién:
[ Probiema T8

k 1 -2 E 1 -2
ClHj=| =1 =1 kK | =& Hi=| =1 =1 K
1 1 1 1T 1 1
k 1 =20 Kk 1 -2 0
Alkj=]=1 =1 K 1| == kme| =1 =1 k 1
1T 1 1 & 1 1 I Kk
| [CEk)] =+ =kf+1
[| remobrer|=k?+i=0) = {{k==1}, {k=1}}
[ Paralk & -1 k=1 E|'C|-I F[A]= 3= numers de Imcognikas,
| Siafema heterogéneo compatible defermined.a,
I -1 1 =2
|| G[=1] = | =1 =1 =9
i 111
|| rangod G =1)] == 2
! -1 1 =2 0
i”-ﬂ—l mf =mf§ =§ 1§
| 1 11 =1
[ rangoAL=1]) =+ 2
RIC] = R[A) =2« 3 = nimang da incognitem
Sktema compadibde indeterminado

1 1 =2
E_E[II-—E [-I =1 I]
T 1 1

rango{C{1)) = 2
1 1 =20
Al == [ =1 =11 1
1 1 1 1

range{A[1]} == 3
RIC} = R{A), sistema incompalibls.

TEMA 4. SISTEMAS LINEALES CON PARAMETROS

Windows Derive (9!

79. Dado el sistema homogéneo:
x+ky—-z=0
kx— y+z=0
k+Dx+y =0

averigua para qué valores de k tienen soluciones
distintas de x = y = z = 0. Resuélvelo en tales casos.

Solucién:

Prablema TH
1 h -1
Kk =1 1| = kK'-g-2

K+1 1 0

resolver [k’ -k-2=0] == {{k=-1}, {k=2}}

Tiene polucicnes ditirfas dex sy s zparah W =1 kK @ 2

Farak = =1

n=y=z=0
reRalver, - i-y+2=0
I ¥=0
Saoluglenz =2, y=0
FPerak =2
i+ dy=F= i 5

! repolver (= # T =) == E{HE' 5 -I.H"E -I'..!‘Fll}
e y=0

Soluciénx = =I5, y = Jxis

= {{x=ny=0.2=2})

80. Dado el sistema de ecuaciones lineales
x—ay=2
ax— y=a+1

determina para qué valor o valores de a el sistema
tiene una solucién en la que y = 2

Solucién:

[ Prablsma B
Regalvemad of sislema Ouands y = 3

R g U )

i Tiene la solucidny ® 2 cuandoam1oa m =32
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Problemas propuestos

1. Sea A una matriz 3 X 3 de columnas C|,C, y C; (en ese
orden). Sea B la matriz de columnas C| + C,,2C, +3C;y
C, (en ese orden). Calcula el determinante de B en fun-
cion del de A

Solucioén: Si una columna esta for-
mada por dos sumandos,
|C| + C2 2C| + 3C3 C2| = <«— el determinante se des-

compone en la suma de
dos determinantes, cada
uno con uno de los su-
mandos y el resto de co-
lumnas iguales.

2C,+3C; Gl==

La 1* y 37 columna son iguales.
El determinante vale cero.

IC, 2C,+3C, C,+]|C,
I, 2C, +3C; Gyl =

IC, 2C, Cy+IC, 3C; G,l=

IC, 3C; G| =3IC, C; Cy|=-3|C, C, G| =-3A|

2. Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
x+ y+ z=a-|
2x+ y+az=a
x+tay+ z=1|
a) Discutelo segun los valores del parametro a

b) Resuélvelo en el casoa =2

Solucion:

a) Sea la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

[ I e N R
C={2 | a|;A=|2 | a a

I a | I a | |
|C|=-a?+3a-2=-a2+32-2=0=a=1,a=2
Para todo valor a # |,a # 2 = R(C) = R(A) = 3 = nt-
mero de incégnitas = Sistema compatible deter-

minado.
Paraa = |

| | I 0 | | I 0
R{2 | | I|2-12~22 =R[0 | I -1

| | | 13- 0O 0 0 -I
R(C) =2 # R(A) = 3 = Sistema incompatible.
Paraa =2

| | | | | | | |
RI2 I 2 2]2-1P-22 =R[O0 | 0 O0]=

I 2 | 13- o I 0 O

| | | |

= R(o I 0 o)
R(C) =2 = R(A) = 2 = Sistema compatible inde-
terminado.

b) Para a = 2, pasamos de la ultima matriz en la que he-
mos calculado el rango a forma de sistema:
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xty+z=| _ _
y=0}:>x—|—z,y—0

En paramétricas:x = | — Ay =0;z=A A eR

3. Dado el sistema de ecuaciones lineales
x+(k+ y+2z=—-1
kx + y+ z=k
(k—1)x - 2y — z=k+ |
a) discutelo segln los valores del parametro k

b) resuélvelo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:

a) Sean las matrices de los coeficientes y la ampliada:

| k+1 2
C= k | |

k-1 -2 -1

| k+1 2 -1
A= k | | k

k—1 =2 -1 k+I

|C|=2k2 -5k +2 = 2k2—5k+2=0=k=2,k=1/2
Para todo valor k # 2,k # 1/2 = R(C) = R(A) =3 =

= numero de incognitas = Sistema compatible de-
terminado.

Parak =2
I 3 2 -l I3 2 -l
R[2 | I 2f2-1P-22 =R|{0 5 3 —4|=
I -2 -1  3/|1>-3 0 5 3 -4
| 3 2 -1
‘R(o 5 3 —4)
R(C) = R(A) = 2 = Sistema compatible indeter-
minado.
Parak = 1/2
| 32 2 -—1\2-1°
R| 12 | | 12 2-22 =
—-1/2 -2 -1 3/2/2-3
2 3 4 -2
=R I 2 2 I|2-2-12 =
-1 -4 -2 3/1r+2-3
2 3 4 -2 2 3 4 -2
=R|0 I 0 4 =Rf0 I 0 4
0 -5 0 4/5-22+3 0 0 0 24

R(C) =2 #R(A) = 3 = Sistema incompatible.

b) Nos queda el sistema:

x+3y+2z=-| 7-2
-4 -3 =—
5)’+3z=—4}y=TZ:>X 5
7-\ —4 -3\
En paramétricas: x = g Y=g 2= MLALeR

SOLUCIONARIO
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m m2 m2

2

4. Considera la matrizA =
m m m

a) Halla los valores del parametro m para los que el ran-
go de A es menor que 3

X |

b) Estudia si el sistema A|y | = [ | | tiene solucion para

z |
cada uno de los valores de m obtenidos en el apartado
anterior.
Solucién:

a) El rango de A serd menor que 3 cuando |A| =0

|
m 2 m?|=m*-2m3 + m?
m m m?

m*—2m3+ m2=0=m?m2-2m + |) =

=m’m-1)2=0=m=0,m= |
El rango de A serda menor que 3 param =0y m = |
b) Param =0

| | | X | x+ty+z=|

0 0 O|:-(y|=|I]= 0=1r=
0O 0 O z | 0=1
= Sistema incompatible.

Param = |

| | | X | xty+z=|

I 0] |y|=ll|=xty+z=1;=
| | | z | xty+z=|
=>x+tyt+tz=|

Sistema compatible indeterminado, con solucién:
x=l=-A-py=hz=p

5. Se consideran las matrices

I 3

A= (: T 7;), B=|A O
o 0 2

donde A es un nimero real.

a) Encuentra los valores de A para los que la matriz AB
tiene inversa.

b) Dados a y b nimeros reales cualesquiera, ;puede ser

el sistema

X

a
A =

Y17 b

z
compatible determinado con A, la matriz del enun-
ciado?

BLOQUE I. ALGEBRA

PAU
Algebra

Solucién:
a) Se calcula el producto AB

I 3

S (AU S
0 2

Para que exista inversa, |AB| # 0

‘ '|+_2kk 3 +|27‘ =2)\2 + 3\ -2

2x2+3x-2=o:x=—2;x=%

La matriz AB tiene inversa para todos los valores
I
7\.7&—2;7\,7&?

b) Se escribe el sistema:

I RN

YA

x+2y+tAz=a
x— y— z=b

Para que el sistema sea compatible determinado, el
rango de la matriz de los coeficientes debe ser igual al
de la ampliada y al nimero de incégnitas. Como el
R(A) < 3 = n° de incdgnita, se sigue que el sistema no
puede ser compatible determinado.

I 2 A a _o(l 2 A a |_
R(I S b) |a_z=‘R(o 3 A+1 a—b) 2

El rango de la matriz de los coeficientes es igual al ran-
go de la matriz ampliada, igual a 2. Luego el sistema
es compatible indeterminado para cualquier va-
lordeayb

6. Dadas las matrices:

0 2 I =1 -
A—(2 4)yB—(2 I),seplde.

a) resolver la ecuacién matricial AX + X = B, donde X es
una matriz 2 X 2

2X +2Y =A |
4X+3Y=B’SIendo X eY dos

matrices de orden 2 X 2

b) resolver el sistema: {

Solucion:
a) AX+X=B= A+)X=B=>A+I)' (A+)X=
=(A+)'B=X=A+I)'B [

Se calcula la matriz inversa de A + |

S I R R

A+ =1

5 —2)
-2 |
Sustituyendo en la igualdad [I]

S [P F

A+ =
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Problemas propuestos

b) 2X +2Y = A
4X+3Y=B

Multiplicando por 2 la |* ecuacién y restando la |* me-
nos la 2%

aft Y- ]

Multiplicando la |I* por 3, la 2° por 2 y restando la 2*
menos la |7

3bl ot -

7. Dada la matriz
M=(2a | -I

a) determina el rango de M segun los valores del parame-
troa

b) determina para qué valores de a existe la matriz inver-
sa de M. Calcula dicha matriz inversa paraa = 2

Solucién:

a) [M|=-223+2a=-2%+2a=0=a=—l,a=0ya=|
Para todo valora#—l,a#0ya# |,el rango de M es 3
Paraa =—|

N 2
Ri-2 I —-I]r+22=R|0 2 0(=2
2 -1 1) -3 0—2—70

Paraa=0
2 | 0 2 1 |
RO | —I =R[0 | —-I]|=2
2 0 Ifpe-3 00—+
Paraa = |
R_§/:<T =r(2 ! =2
B o o0 -2/7
2 1 If2r-3

b) Para que exista inversa, |M| # 0. Luego existe inversa
paraaz—l,a#0ya=#|

Paraa =2
2 1 =2
M=14 | -I|;|M=-12
2 2 1
| —1 | -2
AH=’2 |‘=3 Py ‘2 |‘_"5
| -2
]! 2
166

4 -1 2 -2
Alz"‘z |‘=‘6 Az ‘2 |‘=6
2 2
T
4 2 |
A|3=‘2 2‘=6 A ‘2 2‘__2
2
et -
L - T
4 12 1
TR S T B T
R A
2 6 6

. Dado el sistema de ecuaciones con un parametro real A e
incognitas X, Y, z
(A+2)x— y+ z=0
3x+ (A + 6)y — 3z=0
5x + S5y+(A-2)z=0
se pide:
a) calcular para qué valores de A el sistema solo admite la
solucién
(x,%,2z) =(0,0,0)
b) para cada valor de A que hace indeterminado el siste-
ma, obtener todas sus soluciones.

c) explicar la posicién relativa de los tres planos definidos
por cada una de las ecuaciones del sistema cuando
A=-3

Solucion:

a) Sea C la matriz de los coeficientes y A la matriz am-
pliada.

A+2 -1 |
CcC=| 3 A+6 -3
5 5 =2
A+2 -1 | 0
A=| 3 A+6 -3 0
5 5 A-2 0

IC|=A3+6A2+9A=0 = A=0,A=-3

Para todo valor A # 0, # —3,R(C) = R(A) = 3 = n° de
incognitas = Sistema es homogéneo compatible de-
terminado con la solucién (x,y,z) = (0,0, 0)

b) Se estudian las dos valores de A
Para A = 0, se tiene:
2 - | O 2 -1 1 0
3 6 -3 0B-1°~2-22 =R[0 -I5 9 0|=2
5 5 -2 O5s-1*~2-3 0—5—970
R(C) = R(A) = 2 < n° de incognitas = Sistema compa-
tible indeterminado. Queda el sistema:

SOLUCIONARIO
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PAU
Algebra

D= y+ z=10 13 Solu3c|on:
—Sy+3z=0[ X" 55V * a) |A’] = -1
e seliefen o mem TS o Los adjuntos de los términos de la matriz A3 son:
[ 3 3 _ =1 0]_ 3 _ |0 2| _
x=-Tly = Tz=mpeR AH“ 2 352 Ay = ‘2 _3| =4
Para A = —3, se tiene: s |0 2|
A3 Z1 ol 2
-1 -1 1 0
R{3—3—=3—0]|=1I
-2 0 I 2
—S—5—5 0 A3|2=_‘ 2 _3‘=_6 Agz_‘z _3‘=_7
R(C) = R(A) = | < n° de incognitas = Sistema compa-
tible indeterminado. A3 = _‘ I 2‘ =_4
32 -2 0
Queda la ecuacion:—x—y +z=0=x=-y +z
La solucion:x = =0, + w;y = B;z=w; B, e R A73=‘_§ _£‘=_2 A§3=—‘£ g‘z_Z
c) Para A = —3, las tres ecuaciones son equivalentes.
Corresponden a un solo plano. 3 | 0
R
9. A es una matriz 3 X 3 tal que 3 4 2 _3 _4 2
2 1 0 I 0 2 A '=—-6 -7 4|=| 6 7 4
A2=|-1 0 -I|yAd=|-2-1 0 -2 -2 - 2 2 |
-1 -1 2 2 2 -3
Se pide: b) X A3 = BA2 = X A3(A3)~! = BA2(AY)!' =
= BA2(A3)-!
a) calcular el determinante de la matriz A3 y la matriz in- = NS ERAY)
versa de A3 2 | 0\/-3 -4 -2
b) calcular la matriz fila X = (x, Y, z), que es solucion de la X=(23(-1 0 -I 6 7 4/=(562
ecuacion matricial X A3 = B A2, donde B es la matriz fi- - - 2/v2 2 |

laB=(l,23)

3= A2 3)-1A3 = (A3)-1 A2
c) calcular la matriz inversa de A O AM=AA= (A) A=A AAS

= 1= (A} TA2A S A = (A3)1A2

-3 -4 2\ 2 1 o© 0 -1 0
Al=( 6 7 4|[-1 o =1|=[1 2 1
2 2 If\=1 =1 2 I I 0

BLOQUE I. ALGEBRA





