1. Introduccion

La utilizacion de matrices en las Matematicas, parece ser que fueron introducidas por el

matemdtico James Joseph Silvester hacia el aiio 1850, y la teoria inicial, por el inglés Sir

William Rowan Hamilton Aacia 1853.

La notacion matricial como una forma abreviada de representacion de una sistema de m

ecuaciones lineales con n incognitas, fue introducida por Arthur Cayley hacia 1858. Ademas, de

la utilidad de las matrices para el estudio de los sistemas de ecuaciones, las matrices aparecen de

forma natural en geometria, estadistica, economia, etcétera.

En ocasiones tenemos que utilizar un conjunto compuesto por varios valores numéricos

(ordenados en filas o en columnas), para listas o tablas numéricas. Por ejemplo pensemos en las

notas de tres evaluaciones de 8§ alumnos, que podemos representar mediante la siguiente tabla

Alumno 1 | Alumno 2 | Alumno 3 | Alumno 4 | Alumno 5 | Alumno 6 | Alumno 7 | Alumno 8
1%evaluacion | Nota 3,8 2,5 7 6,7 5 91 5,6 4,3
2“evaluacion | Nota 5 8,3 3,8 7 9 4,4 5,8 3
3“evaluacion | Nota 6,2 4,5 7,7 7 5 4 3 88

Que también podemos representar mediante la siguiente notacion

N

3825 7 67 5 91 56 43
5 83 38 7 9 44 58 3
62 45 77 7 5 4 3 88

Donde las filas representan las evaluaciones y las columnas los alumnos,

El elemento 1,

representa el valor de la fila i y la columna j, por ejemplo  1y=3,8

Este tipo de datos o numero multidimensional lo denominamos MATRIZ, y puede

representar una informacion de datos o relaciones, o un numero multidimensional.
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2. Definicion de matriz

Una matriz A de dimensiones (o de orden) mxn con coeficientes en IR es un
niumero mxn dimensional (tablero de m filas y n columnas), de mxn eclementos de R

al'j’ i:l,z,...,m; j=1,2,...,l’l

Donde, el elemento o término  a,, representa el elemento de la fila 1y de la columna j.

Para referirnos a una matriz cualquiera, por comodidad solemos representar abreviadamente

a,) ion por (a,)
( i )izt mij10..., © abusando de notacién por (4; ).

1 1 2
# Ejemplo.- La matriz | —* 2 3| esde dimensién 3x3 y a;=3

_1
/é 05
Habitualmente representamos las matrices con letras mayusculas (4, B, C, ...) y sus

elementos mediante letras mintisculas (a, b, c, ... ), siendo practico usar subindices, sobre todo para

matrices de grandes dimensiones.
Dos matrices A y B de orden m x n son iguales si a;=b;,;i=1,2,...m;j=12,..,n

# Ejemplo.- Las matrices

A N ouales si d=3,b=7,c=4,a=2,e=1yg=8
= s 18 y = 7 e g Son iguates St =5,0=/,c=4,a=2,e=1yg=

Pagina 2



3. Tipos de matrices

Matriz fila.- Est4 constituida por una sola fila.
# Ejemplo.- (1 2 8 -2)
Matriz columna.- Esta constituida por una sola columna.

0
# Ejemplo.- | =3
5

Matriz cuadrada.- Tiene el mismo nimero de filas que de columnas

1 0 2
' 54 0
# Ejemplo.- b 0 1
1 00 7

Una matriz que no sea cuadrada, se denomina matriz rectangular.

El conjunto de términos @; de una matriz cuadrada de orden n (matriz nxn ), se

denomina diagonal principal y al conjunto de términos @; con i+, j=n+1 se denomina

diagonal secundaria.

1 0 2 1
0 5 4 0

# Ejemplo.- La matriz cuadrada | L2 0 -1 tiene por diagonal principal (1 5 0 7)
1 0 0 7

y por diagonal secundaria (1 4 2 1)

Matriz opuesta de una matriz A (se representa por —A ).- Es la matriz que se obtiene
cambiando de signos todos los elementos o términos de la matriz A4 . Es decir, los elementos de

—A sondelaforma —a;

0 2 -1 0 -2 -1

# Ejemplo.- La matriz opuesta de A= > 40 es —A= 02 0
’ -1 2 0 -1 1 -2 0 1
1 0 0 7 -1 0 0 -7
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Matriz traspuesta de una matriz A (se representa por A' ).- Es la matriz que se obtiene

cambiando las filas por las columnas de la matriz A. Es decir los elementos de A’ son de la

r_
forma a;=a; .

1 0 2 1 1 0 -1 1
0 5 4 0 . 105 20
# Ejemplo.- La matriz traspuesta de A=| 5o 1| 4 = 5 4 0 0
1 0 0 7 1 0 -1 7

Matriz simétrica.- Es la matriz cuadrada A que cumple a@;=a; .
-1

# Ejemplo.- La matriz es simétrica.

hn O =
SV S I N T )
N W W W
N

-1

Matriz antisimétrica.- Es la matriz cuadrada A que cumple a;=—a; .

1 0 -5 -1
0 2 3 1

# Ejemplo.- La matriz 5 3 3 es antisimétrica.
1 -1 =2

Matriz nula.- Todos su elementos son cero y se denomina matriz cero o se representa por 0.

# Ejemplo.- 0=

oS O O
oS O O

Matriz diagonal.- Es una matriz cuadrada, en la que todos su elementos distintos de la

diagonal principal son cero.

# Ejemplo.- La matriz

S O N
S == O

0
0| es diagonal.
3

Matriz escalar.- Es una matriz diagonal con todos los elementos de la diagonal principal

son iguales

2 00
# Ejemplo.- La matriz |0 2 0| es escalar.
0 0 2
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Matriz unidad o identidad /, .- Es una matriz escalar de orden nxn con todos los

elementos de la diagonal principal iguales y de valor 1.

1 0 O
# Ejemplo.- I;,=/0 1 0
0 0 1

Matriz triangular.- Es una matriz cuadrada en la que todos los términos por encima o por
debajo de la diagonal principal son cero. En el primer caso se denomina triangular inferior y en el

segundo caso triangular superior.

# Ejemplo.- es triangular inferior y

S O =
S = N

3
2| es triangular superior.
1

N W =
—_— = O
- o O

4. Suma de matrices

Si A=(a;) y B=(b;) sondos matrices de orden mxn

A+B=(a,;+b,)=(s,;) donde s;=a;+b; ,para i=1,2,...m y j=1,2,..,n

(=

3 2
l1|=|3
2 3

=l \O I \S]

1 0 O 1 3
# Ejemp[o,- 31 0(+|0 1
21 1 1 3

VA,ByC matrices de dimensiones mxn , la suma de matrices posee las siguientes

propiedades
1.- A+(B+C)=(A+B)+C (propiedad asociativa)
2.- A+B=B+A4 (propiedad conmutativa)
3.- A+0=A4 (0 es la matriz nula)
4.-  Dosmatricesnonulas 4 y B sonopuestassi 4A+B=0

Diferencia de matrices.- Si A y B son dos matrices de orden m x n, denominamos
diferencia de A menos B, a la operacion:

A-B=A+(-B)
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S. Producto de un nimero real por una matriz

Si A=(a;) esunamatrizdeorden mxn ykun nimero real.

k.A=k.(a;)=(b;) donde b;=ka, para i=1,2,...,m y j=1,2,..,n
1 2 3 2 4 6

# Ejemplo.- 2:|0 1 1(=/0 2 2
1 0 2 2 0 4

Al niimero k se le denomina escalar, y a esta operacion producto de escalares por matrices
VAyB matrices de dimensiones mxn y Vk,h€R | el producto de un nimero

real por una matriz posee las siguientes propiedades

l.- k.(A+B)=kA+kB (propiedad distributiva 1)
2.- (k+h).A=k.A+h.A (propiedad distributiva 2
3.- k.(h.A)=(k.h).A (propiedad asociativa mixta)
4.- 1.A=A4 (elemento neutro)

el numero 1 es el elemento unidad de los nimeros reales.

Ademas, como resultado de esta operacion se deducen las siguiente propiedades

simplificativas VA4, ByC matrices de dimensiones mxn y Vk,h€R
l- A+C=B+C equivaleaque A=B
2.- kA=kB equivale a que si k es distinto de cero A=B

3.- k. A=hA equivaleaque h=k ,siA esdistinta de la matriz nula

4- (kA)=kA

Pagina 6



6. Producto de matrices

El producto de la matriz 4=(a;) de dimension mxn , por la matriz B=(b;) de
dimensiéon nxgq , es la matriz A.B=(a,-j).(bi,»)=(p,-j) de dimension mxq . Donde
p,=2.a,b, ,paracada i=1,23,...m y j=123...p
r=1

0

4 Eioml. I 2 -1 )
jemplo.-| o 45 ,

VA,ByC matrices de dimensiones adecuadas para que se pueda aplicar la
multiplicacion de matrices (el niimero de columnas de la primera matriz a multiplicar tiene que ser
igual al numero de filas de la segunda matriz a multiplicar), el producto de matrices posee las

siguientes propiedades

1- A(BC)=A4(BC) (propiedad asociativa)
2.- A(B+C)=4AB+A4C (propiedad distributiva por la izquierda)
3.- (4+B)C=4AC+BC (propiedad distributiva por la derecha)

También, se cumple
4- (AB)=BA
"1 El producto de matrices no es en general conmutativo, basta considerar como

contraejemplo

L Y A O ) R

1 Si AB=0 |, no implica necesariamente que A=0 o B=0

g |1 2)[2 2)_[0 0 (1 2) (2 =2 1
jemplo- | 511 1 |T|o o] Peromi|_, _,jmi{_,  |sonulas.

1 AB=AC, no implica necesariamente que B=C
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7. Potencia de matrices cuadradas

Si A es una matriz cuadrada de orden m (es decir m x m), podemos definir la potencia n-
ésima de la matriz cuadrada A, como

n__ 4n—1 o n—=2 _ Il)
A"=A""A=A"44=4 4

# Ejemplo.- Para calcular las potencias de A =(i 0)

1
10
A'=A4=

[J Si A es una matriz cuadrada de orden n, se cumple 4./,=1,.A=A4  siendo I, la

matriz identidad de orden n.
(A+B)* ., no implica necesariamente que sea  A>+2.A4 B+ B’
(A—B)* , no implica necesariamente que sea  A°—2.AB+B’
(A+B)(A+B)’ no implica necesariamente que sea  A*+2.AB+ B’
[l Una matriz cuadrada A decimos que es idempotente si cumple A=A
[l Una matriz cuadrada A decimos que es involutiva si cumple A*=1

] Una matriz cuadrada A4 decimos que es ortogonal si cumple 4. A'=1
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8. Matriz inversa

Dada una matriz cuadrada A de orden n, no siempre existe una matriz B tal que
AB=BA=1I,
Cuando existe, decimos que A y B son matrices inversas. Una matriz cuadrada que posee
inversa, decimos que es inversible o regular, ademas a la matriz inversa de A, si existe la

denominamos por A4

] Dada una matriz cuadrada A de orden n, si existe una matriz B tal que 4.B=B.4=1,
Decimos que A y B son matrices inversas. Una matriz cuadrada que posee inversa, decimos que es

inversible o regular, ademas a la matriz inversa de A, si existe la denominamos por A~
'] Dada una matriz cuadrada A de orden n, no siempre existe una matriz B tal que
A.B=B.A=1,
Cilculo de matriz inversa de A por el método directo.- Para hallar 4~ por el método
directo resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido a partir de la ecuacion matricial

-1 . . . _ . , . .
A.A =1, ,siendo los coeficientes desconocidos de  4~' las incdgnitas del sistema.

# Ejemplo.- Para calcular la matriz inversa de A:(?_}) , Si BZ()ZC f) es la

matriz inversa de A, podemos plantear el sistema

i e
Que obtenemos, el sistema de ecuaciones

2x—z=1 2y—t=0

x+z=0 y+t=1

Obteniendo, como solucion del sistema:
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9. Calculo de matriz inversa por el método de Gauss-Jordan

En el caso de que una matriz cuadrada A sea de dimension mayor que 2, el método de cdlculo

directo para hallar la matriz inversa generara un sistema grande de ecuaciones (9 ecuaciones si es

de dimension 3, 16 si es de dimension 4, etc.) , por lo que interesa aplicar otro método, como puede

ser el metodo de Gauss-Jordan.

Cilculo de matriz inversa por el método de Gauss-Jordan.- Si A=(a;) es una matriz
cuadrada de orden n, para utilizar el método de reduccion o de Gauss, utilizamos el
siguiente esquema inicial (donde se recogen en una matriz doble, los coeficientes de la

matriz Ay de la matriz 1, , separados por una linea vertical)

a, a, a,|ll 0 0
A~ ay Ay a,,[0 1 0 <1
a, a, a,|0 0 1

donde se recogen en una matriz doble, los coeficientes de la matriz A y de la matriz 1, ,

separados por una linea vertical. Y utilizando las siguientes reglas:

1: Multiplicar una fila por un numero distinto de cero.
2: Sumar o restar a una fila otra multiplicada por un nuimero

Hasta llegar al esquema

1 0 .. 0|, b, .. b
0 1 . O, b, .. b,
00 .. 1}p

nl

b

n2 oo nn

Teniendo en cuenta, que si durante el proceso aparece alguna fila nula, la matriz no tiene

inversa.
# Ejemplos.-
1 3 —1
 Para calcular /g matriz inversade A=[2-1 1| por el método de Gauss-Jordan
1-1 0
=
1 3 1|10 0 = 1 3 —1 1 00 1
2-1 1]0 1 0 F,-2F, 0-7 3| -2 10 —7-Fz
1 -1 0[]0 0 1 F,—F, 0-—-4 1 -1 0 1
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S N L R
01 -2 2 1L 0 1=-215-7 0 .
0—4 Z —17 g 1 Fita.F, 0 0o—> | L4 —515
717 7
1 3-1 ; (1) ’ 3 1 3-1 } (1) (3)
s _ 0 2 - ll . _2
0 1-2| 7 77 Prgf oo 50 575 b
0o 1 | L 4 7 = 00 1| _1 47
5 5 5 5 5 5
4 4 7 P 2
1 1 3 1 1 3
01 0 R = 01 0 R -
0 0 1 5 5 5 0 0 1 5 5 5
14 7 14 7
5 5 5 5 5 5
11 2
S I I
4= - - === 1 1-3
T B
o4 7
5 5 5

* Para calcular /a matriz inversa de 4 :(é :2) por el método de Gauss-Jordan

1-2 |1 0 = 1-2 1 0
3-6 | 1 O F,-3F, 0 0| -3 1

Que dado que hay una fila de ceros en A, luego A no tiene inversa y, por tanto, es una

matriz singular.
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10. Rango de una matriz

Dependencia lineal de filas o columnas de una matriz.- Dada una matriz A de orden
mxn . Una fila o columna I, depende linealmente de sus filas o columnas paralelas
I,,1,,15,....,1, siexisten a,,a,,as,...,a, (r =m sison filas y r = n si son columnas), no

todos nulos, tales que
I=a,.1,+a, I,ta,.I;+...+ta,.l,
* Siuna fila o columna depende linealmente de otra fila o columna, se dice que ambas filas o

columnas son proporcionales, por serlo sus elementos.

* Un conjunto de filas o columnas de una matriz es linealmente dependiente si al menos una
de ellas depende linealmente de las restantes. En caso contrario, se dicen que son

independientes.

Rango de una matriz.- Se denomina RANGO de una matriz, al nimero de filas y

columnas linealmente independientes.

Calculo del rango de una matriz por el método de Gauss.- Para efectuar el céalculo del

rango de una matriz, debemos de tener en cuenta:

a) Se puede suprimir sin que varie el rango:
1. Las filas o columnas nulas.
2. Las filas o columnas proporcionales a otras.
3. Las filas o columnas dependientes de otras.

b) Se puede efectuar las siguiente operaciones sin que varie el rango:
1. Multiplicar una fila o columna por un nimero distinto de cero.
2. Sumar o restar una fila o columna a otra.

Aplicando las reglas expuestas anteriormente, se puede obtener una matriz escalonada que
nos indica el numero de filas o columnas linealmente independientes, y por tanto podremos calcular

el rango de dicha matriz.

# Ejemplo:

Para calcular el rango de la matriz

~N A~ =

23
S 6|, utilizamos
8 9
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o 123 o 12 3
F)—-F, |3 3 3| F,-3F, |0 -3 —-6| = Rango=2
Fy=F, (3 3 3) Fi=F, 0 0 0

N H~

2 3
5 6
g8 9 3 2

"1 Una matriz cuadrada de orden n tiene inversa, si y solo si, su rango es n

# Ejemplo:

Como, la matriz A=

=N b =
o WD N

3
6 | tiene rango 2, como hemos visto en el ejemplo anterior, la matriz
9

A, no tiene inversa.

11. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones maticiales

* Si A y X sonmatricesdeorden mxn ,con A conociday X desconocida,y

r un numero real, la ecuacion:

r.X=4= XZI—.A
r

* Si A,B y X son matrices cuadradas de orden 7 ,con A4,B conocidasy X

desconocida, la ecuacion:

4 x=po |sidd’ X=4".B
sino existe 4~ ' no tiene solucion
X . A=B> SiHA_l X:B.A_l

. . —1 . .,
si no existe 4 no tiene solucion

Este tipo de ecuaciones matriciales, normalmente representan un sistema de ecuaciones
lineales (como veremos posteriormente), donde la matriz A representa la matriz de

coeficientes, la matriz X la de las incognitas y la matriz B la de los términos independientes.

e Si A4,B y X,Y son matrices de orden mxn ,con A,B conociday X,Y
desconocidas, el sistema de ecuaciones:
a,.X+b, .Y=4
a,. X+b,.Y=B
Se resuelve, como si fueran A y B numeros, asi por ejemplo, si utilizamos la regla de Cramer

(que estudiaremos posteriormente) sera

1 1
X=————.b,,A-b,.B Y=————(a,.B—a,. 4
a,.B,—a,.B, (b, 1-B) a,.B,—a,.B, (a, @A)
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# Ejemplos.-

I e A ICTP 3 | ) B | PR

1 0 1 2
B P IS I e
2 2 2

12. Problemas de grafos y en la economia

Un GRAFO es una figura que nos permite representar relaciones existentes entre elementos

de un conjunto. Representando los elementos mediante vértices y las relaciones mediante aristas o
flechas (dependiendo de que la relacion sea solo en un sentido o en ambos).

Ejemplo.- Jesus, Maria, Esteban y Rocio son cuatro radio-aficionados de un pueblo muy
pequenio de montarnia, y teniendo en cuenta la dificultad de comunicacion entre ellos debido a
montarias, solamente se puede comunicar de la siguiente forma: Jesus y Rocio se puede comunicar

con todos y Maria y Esteban no se pueden comunicar.

Denominando de forma abreviadamente los cuatro radio-aficionados {J,M,E,R}, podemos

representar la comunicacion entre ellos mediante el siguiente grafo:

J M

E R
Ademas, las relaciones entre los vértices de un es mediante la matriz de adyacencia, que
denominaremos A, que es cuadrada y de dimension el nimero de vértices y cada elemento @, , se

denota por 1 si el vértice i esta relacionado con vértice j, y 0 si no esta relacionado.
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Ejemplo.- Podemos representar la matriz de adyacencia del ejemplo anterior Mediante la

matriz

R

J
M — A=
E

p—t e O K'
—_—0 O i

0
1
1
1

—_—0 O
—_—0 O =
O = =

E
11
0 1
0 1
R 1 0
Ademdas, las potencias de estd matriz nos indican el numero de formas que tiene de

comunicarse entre ellos, es decir, cada elemento de la matriz:

01 1 1
{1 0 0 1 ) ‘ .
* A= 10 0 1 representa el numero de formas de comunicarse entre cada dos radio-
1 11 0
aficionados.
01 1 1{/0 1 1 1 31 1 1
: A= i 8 8 i : i 8 8 } = i ; ; i representa el numero de formas de
1 1 1 o/\l 1 1 0 21 1 3

comunicarse entre cada dos radio-aficionados, mediante un intermediario.

Y cada elemento de la matriz A+ A’= representa el numero total de

W o o W
NN NN
NN
W N N W

formas de comunicarse entre cada dos radio-aficionados.

Una matriz input-output es una matriz cuadrada cuyo orden es el numero de sectores
implicados en el sistema econémico estudiado y en la que cada elemento @; indica la cantidad

que el sector j adquiere del sector 1.
Ademas, a partir de la matriz input-output se obtiene la matriz de coeficientes técnicos; en
la que cada elemento a; indica el tanto por ciento que el sector j necesita o adquiere el sector i

Ejemplo.- El sector de agricultura de un pais produce al ario 200 millones de euros, el

sector industrial 300 millones de euros y el sector servicios 250 millones de euros.

El sector de agricultura necesita 50 de los millones producidos por el mismo, 40 de los

producidos por el sector industria y 30 de los producidos por el sector servicios.

El sector de industria necesita 30 de agricultura, 80 de su sector y 30 del sector servicios.
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El sector de servicios necesita 20 de agricultura, 40 del sector de industria y 20 de su
sector.

La matriz input-output de estos datos que relaciona los sectores de agricultura, industria y
servicios seria

50 30 20
40 80 40
30 30 20

Y su produccion anual, vendria dada por la matriz de los coeficientes técnicos

025 0,1 0,08
02 026 0,16
0,15 0,1 0,08
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