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os contenidos de este material didactico de Matematicas Aplicadas a las Ciencias

Sociales Il, de Segundo de Bachillerato para la modalidad de educacién a

distancia, se ajustan al Real Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, y de la O. M.
ESD 1729/20008, de 18 de junio de 2008, por los que se regula el curriculo de la Ley
Organica de Educacion.

Al desarrollar un material didactico de Segundo de Bachillerato no se puede dejar de pensar
en las pruebas de acceso a la universidad. Sin olvidarnos de esta importante responsabilidad,
hemos querido ofrecer un material sencillo, alejado de anécdotas, pero centrado en ese objetivo
especial. Para lograrlo, un alto porcentaje de las actividades propuestas en este texto fueron
extraidas de las pruebas de selectividad de todas las universidades espafolas, incluida la
UNED.

Siguiendo la linea de austeridad que marco el material didactico de Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales I, no hemos dejado de lado el uso de las nuevas tecnologias. En
este sentido, continuamos haciendo, siempre que lo estimamos necesario, indicaciones sobre
el empleo de la calculadora cientifica, juzgando ésta como el mejor util para el estudio y
resolucion de problemas con datos reales. Entendemos que este tipo de problemas son los
mas estimulantes para nuestros alumnos.

El texto consta de diez unidades didacticas que abarcan tres bloques de contenido: Algebra,
matrices, sistemas de inecuaciones lineales y programacion lineal; Funciones, donde tratamos
limites, continuidad, derivadas, representacion de funciones y una introduccion al calculo
integral; y un ultimo bloque de Probabilidad y Estadistica, donde se tratan todos los conceptos
elementales de probabilidad y se dan los fundamentos de la inferencia estadistica.

En el primer bloque de Algebra, los objetivos prioritarios son las matrices y las aplicaciones
del céalculo matricial. En el calculo de la matriz inversa nos hemos inclinado por el método de
Gauss sin hacer ninguna referencia a los determinantes. El estudio de los sistemas de
inecuaciones tiene una finalidad muy clara: la resolucién de problemas de programacion lineal.

En Funciones se hace un tratamiento amplio de los limites para que sea posible ensanchar
el tipo de funciones que, aplicando las derivadas, podemos representar. En la introduccion al
calculo integral no pasamos de las integrales elementales inmediatas y del método de integracion
por sustitucion, en casos muy sencillos. Se explica luego el teorema Fundamental del Calculo
y la regla de Barrow para calcular el area de regiones planas limitadas por curvas.
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En el ultimo bloque hemos resuelto los problemas de probabilidad sin combinatoria, aunque
afiadimos un pequeno apéndice de combinatoria para resolver otros problemas de probabilidad.
En los fundamentos de la inferencia estadistica se estudian con cierto detalle las distribuciones
muestrales, los intervalos de confianza para la media y la proporcion y el contraste de hipétesis
para la media, la proporcién y para la diferencia de medias y proporciones.

Hemos tenido especial cuidado en que los conceptos matematicos que aparecen no estén
alejados de la realidad social, porque un material didactico de esta naturaleza debe aportar
los instrumentos necesarios para la interpretacion y analisis de manifestaciones econémicas,
humanisticas y hasta politicas.

Al igual que en el material didactico de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales |,
hemos hecho un uso abundante de los ejemplos, porque entendemos que son la mejor guia
para actuar con seguridad. Todas las actividades, extraidas de modelos de examen, estan
clasificadas por orden creciente de dificultad para establece la pauta correcta del aprendizaje.

El texto se completa con la solucion detallada de todas las actividades propuestas, asi como
un glosario de todos los términos matematicos empleados a lo largo de las unidades didacticas.



Matrices

on muchas las actividades en las que conviene disponer las informaciones numéricas
ordenadas en tablas de doble entrada. Por ejemplo, se conocen las distancias entre las
siguientes ciudades: Madrid y Barcelona, 600 Km; Madrid y Valencia, 350 Km; Madrid y
Zaragoza, 300 Km; Madrid y Cadiz, 974 Km; Barcelona y Valencia, 349 Km; Barcelona y Zaragoza,
296 Km; Barcelona y Cadiz, 1284 Km; Valencia y Zaragoza, 326 Km; Valencia y Cadiz, 808 Km;
Zaragoza y Cadiz, 988 Km.

Los datos anteriores resultan mas claros si se expresan mediante una tabla de doble entrada
como la siguiente:

Distancias en Km Barcelona | Cadiz Madrid Valencia Zaragoza
Barcelona 0 1284 600 349 296
Cadiz 1284 0 974 808 988
Madrid 600 974 0 350 300
Valencia 349 808 350 0 326
Zaragoza 296 988 300 326 0

Las disposiciones rectangulares de datos numeéricos facilitan su lectura, interpretacion y analisis,
y dan pie al concepto matematico de matriz, cuya utilidad va mucho
mas alla de una mera disposicion de numeros. El concepto de matriz
tiene multiples aplicaciones en matematicas y fueron empleadas por
primera vez por el matematico inglés Arthur Cayley (1821 — 1895).

En esta Unidad estudiaremos las matrices por si mismas; es decir,
los tipos de matrices, las propiedades y las operaciones con matrices.
Particular importancia tiene el calculo de la matriz inversa, que en esta
Unidad se calcula por el método de Gauss. La matriz inversa se
empleara en la resolucion de ecuaciones matriciales. Ecuaciones cuya
incégnita no encubre a un nimero, sino a una matriz.

Al final de la Unidad se presentan algunos problemas en los que
las matrices facilitan su solucion.

o Arthur Cayley (Wikipedia org. Dominio publico)
En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1.
2.
3.
4,

Reconocer matrices y en qué casos resulta operativo o imprescindible su utilizacion.
Conocer algunos tipos de matrices.
Dominar las operaciones con matrices, asi como las propiedades correspondientes.

Calcular si existe la matriz inversa de una matriz cuadrada a partir de la definicion o aplicando
el método de Gauss.

5. Resolver problemas utilizando matrices.
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MATRICES

1. Matrices: definicion

Se llama matriz de orden m x n a una disposicion en tabla rectangular de m x n nimeros reales dispuestos
en mfilas y n columnas.

a11 a12 a13 a1n

aZ1 a22 323 aZn
A=|ay a;, ag .. a, |=(a)

am1 am2 am3 amn

Alos nimeros reales a; se les llama elementos de la matriz. El primer subindice i indica la fila y el
segundo j la columna en la que se encuentra el elemento ay;
Por ejemplo, el elemento a,, se encuentra en la tercera fila y segunda columna.

El nimero de filas y de columnas es la dimensién de la matriz y se designa asi: m x n; si m = n filas igual a
columnas, se trata de una matriz cuadrada de orden n.

Las matrices se representan asi: A= (a;) ; B = (by), etc.

9 3
2 1 5 0
Por ejemplo, la matriz A=(a;)= 1 -3 V2 6 | es unamatriz de dimension 3 x 4 (tres filas y cuatro
-4 2 0 -8

columnas), en la matriz anterior a,; = 5; a,, = V2 ; etc.

Igualdad de matrices

Dos matrices Ay B son iguales si tienen la misma dimension (o el mismo orden, si son cuadradas) y
ademas son iguales todos los elementos que ocupan el mismo lugar.

6 3 ¢ . .
=3 seranigualessia=2;b=6;c=-5yd=0.
a 2

Por ejemplo, las matrices A = {2
d 6

‘@‘Sys
0 b

(> Actividades

2 - 3
1. Dada la matriz B = 5 , @) ¢cual es su dimension?; b) indica el valor de a,,, @, Y ay.
4 1 =3

2. Dadas la matrices A =[ 17 _03 i) y B= (1 ; 5), indica los valores de x, y, z en la matriz B para que

sea igual a A.




REQ 4«4

2. Tipos de matrices

En este apartado describiremos algunos de los tipos de matrices mas usuales.

e Matriz rectangular es aquella matriz en la que el nimero de filas es distinto al de columnas m # n.

0 -3 1
Ejemplo de matriz rectangular: A=
4 -5 9
e Matriz cuadrada es aquella en la que el nimero de filas es igual al de columnas m = n.
-2 1 0
Ejemplo de matriz cuadrada: B=| 4 3 6
7 5 -8

En una matriz cuadrada se llama diagonal principal al conjunto de los elementos de la forma a;; en la matriz
B, la diagonal principal la forman los elementos -2, 3, -8.

En una matriz cuadrada se llama diagonal secundaria al conjunto de los elementos a; coni+j=n+1;enla
matriz B, la diagonal secundaria la forman los elementos 7, 3, 0 cuyos subindices suman 4.

e Matriz fila es una matriz que tiene una fila; por tanto, de dimension 1 x n.
Por ejemplo, A= (-1 4 5 0) es una matriz fila de dimension 1 x 4.

e Matriz columna es una matriz que tiene una columna; por tanto, de dimension m x 1.
5
Por ejemplo, A = | —2 |es unamatriz columna de dimensién 3 x 1.
7

e Matriz opuesta de una matriz A es aquella que tiene por elementos los opuestos de A; se representa por -A.

Ejemplo: La opuesta de la matriz A = 40 2 eslamatriz —A= 402
1 -7 5 -1 7 -5

o Matriz traspuesta de una matriz A es aquella que resulta al escribir las filas de A como columnas; se representa

por A'.
3 2
, 3 10 .
La matriz traspuesta de A= 43 esA=|-1 4
0 8

De la definicion se deduce que si A es de dimensién m x n, la dimension de su traspuesta seréd n x m. En el
ejemplo la dimensién de A es 2 x 3y la dimension de A'es 3 x 2.

o Matriz simétrica: una matriz cuadrada es simétrica si su traspuesta coincide con ella; es decir, A'=A, o también

Ejemplo: Las matrices A y B son simétricas.
1.2 3
2 -5
Az( 5 4JyB: 2 6 4
3 4 9

B REaS 4p




MATRICES

e Matriz antisimétrica: una matriz cuadrada es antisimétrica si su traspuesta es también su opuesta; es decir,
A=-A', otambién a, = -a;.
Ejemplo: Las siguientes matrices son antisimétricas:
0 3 7

A=(03 2) ;B={-3 0 4
-7 4 0

De la definicion se deduce que en toda matriz antisimétrica los elementos de la diagonal principal son nulos.

e Matriz nula es la que tiene todos sus elementos nulos. La denotaremos por O = (0).

Ejemplos: Las siguientes matrices son nulas: A = 00 ;B = 000
0 0 0 00

e Matriz diagonal: es una matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos que no pertenecen a la diagonal
principal.

Por ejemplo, las siguientes matrices son diagonales:
300
A=(_6 0j;3= 040
0 0 5

o Matriz escalar: es una matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal son iguales.

4 0 0
Por ejemplo, las siguientes matrices son escalares: A =(6 ZJ ‘B={0 4 0
0 0 4

e Matriz unidad o identidad: es una matriz escalar en la que los elementos de la diagonal principal son unos;
también se llama matriz identidad.
10 100
Por ejemplo, las matrices /, =(0 1] e l,=/0 1 0 |sonmatrices identidad de orden dos y tres respectivamente.
0 0 1

e Matriz triangular: es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situados por debajo (por encima)
de la diagonal principal son cero.

2 3 4 3 00
Ejemplo: Las matrices A= 0 -3 7 |yB=|-5 2 0 | sonmatrices triangulares.
0 0 1 1 6 8

(& Actividades

3. Escribe las siguientes matrices:

I
I

! a) la matriz unidad de orden cuatro; b) la matriz nula de dimensién 3 x 2; ¢) una matriz triangular de orden dos;
! d) una matriz diagonal de orden dos.
)
1
1
1

3

4. Dada la matriz A =( ? 2) , calcula la matriz traspuesta de A y su opuesta.
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3. Operaciones con matrices
3.1. Suma de matrices

Dadas dos matrices de dimension m x n, A= (a;) y B = (b;), llamamos suma de ambas a la matriz
C = (c;) de la misma dimension cuyo término genérico es ¢; = a; + b;.

La suma de matrices se designa A+ B = (a; + b))
Ejemplo

2 0
3 5

. 3 12 2 0 1 3+2  1+0 2+1 513
Solucion: A+B = nt = =
5 4 7 350 5+3 —4+5 7+0 8 17

1. Dadas las matrices A= 312 yB=
5 4 7

; ] Calcular A + B.

La suma (a; + b;) se obtiene al sumar los elementos que ocupan el mismo lugar en una y otra matriz.
Propiedades de la suma:
e Asociativa. Cualesquiera que sean las matrices A, By C se cumple la igualdad (A+B)+ C=A+ (B + C).
e Existencia de la matriz nula. O =(0) tal que: A+ O = A.
o Existencia de la matriz opuesta. Dada la matriz A existe la matriz —A, su opuesta, de modo que: A + (-A) = O.

e Conmutativa. Para todo par de matrices Ay B se cumple: A+B=B+A.

3.2. Diferencia de matrices

La diferencia de matrices Ay B se representa por A - B y se obtiene sumando al minuendo el
opuesto del sustraendo; es decir: A-B=A+ (-B).

Ejemplo

2. Dadas las matrices A= 12 y B= 20 1.Ca|cu|arA—B.
5 -4 7 3 50

Solci6 A_B 3 12 2 0 1 3-2 1-0 2-1 1T 11
olucion: -B= - = =
! 5 4 7 3 50 5-3 —4-5 7-0 2 9 7
La diferencia (a;) -(b;) = (a;- b;) se obtiene al restar elementos que ocupan el mismo lugar en una y otra matriz.
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3.3. Producto de un numero por una matriz

Cualesquiera que sean el nimero real k y la matriz A = (a;), se llama producto de k por A, a la matriz
B = (b;) de la misma dimension que A y cuyo término genérico es: b; = k- a;.

EL producto de un niimero por una matriz k(a;;) se obtiene al multiplicar por k cada elemento de A = (a;)

! i
Ejemplo
. -2 0 1
3. Dadalamatriz A= y k=5. Calcular k- A
4 -3 5
Solcion: ka2 O N_(°2 S50 1) (-0 0 5
4 -3 5) | 54 5-3) 55) | 20 -15 25

Propiedades del producto de un niimero por una matriz.

Cualesquiera que sean las matrices Ay By los nimeros reales A y ;
se verifica:
1. AMA+B)=AA+AB.
2.(A+p)A=2AA+ A
3. A(pA) = (Ap)A.
4.1- A=A

3.4. Producto de matrices

Para multiplicar matrices, las matrices factores deben reunir algunos requisitos que describiremos en este apartado:
a) Producto de una matriz fila por una matriz columna.

Sean A una matriz con una fila y n columnas y B una matriz con n filas y una columna:

A= (a a ... as)y B=
b
El producto de las matrices A y B es otra matriz C = A- B con una fila y una columna; es decir, un nimero:
c=ayb, tayb,+ ... +a,b,; por tanto,
A-B=C=(c) =§n:a,. -b;.
i

Hay que hacer notar que para poder multiplicar Ay B el nimero de columnas del primer factor, A, debe
ser igual al nimero de filas del segundo factor B.

16 REaS 4p
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Ejemplo

4
4, Sean A=(2 1 4)unamatriz con unafilay 3 columnasy B=| 2 | una matriz con 3 filas y una columna.
Hallar la matriz producto. 1

4

Solucién: A-B=(2 1 4): 2 |=(2-4+1-2+4(-1))=(6) que es una matriz de orden 1x1; por tanto, un nimero.
-1

Regla: Observa que para realizar el producto se deja caer la matriz fila A en la matriz columna B; multiplicar los

elementos enfrentados y sumar los resultados.

b) Producto de dos matrices cualesquiera

Las matrices A de orden m x n, y B de orden n x p; se pueden multiplicar si el nimero de columnas de A
coinciden con el numero de filas de B.

El producto de matrices Ay B es otra matriz C de orden m x p con m filas (las del primer factor A) y p
columnas (las del segundo factor B).

El elemento ¢; de la matriz producto C es el resultado de multiplicar la fila i de la matriz A por la columna
Jj de la matriz B consideradas ambas como matrices fila y columna respectivamente.

El elemento c; se calcula, por tanto, asi:

by;

sz k=n

c,=(a, a, .. a,) = (@b +a,by; +..+aby ) = Y aby.

e

b,
Ejemplo
210 23
5. Dadas las matrices A:(4 , 3) y B=[4 -2 | a)lndicarla dimension de la matriz producto. b) Calcular A- B.
15
Solucion:

a) Ladimension de A es 2x3; la dimension de B es 3x2; como el nimero de columnas de A, 3, coincide con el de
filas de B, las matrices se pueden multiplicar y ademas la dimension de la matriz producto es 2 x 2; esto es,
numero de filas del primer factor y numero de columnas del segundo factor.

b) Las notaciones que se han empleado en el desarrollo del producto de matrices se pueden simplificar, mediante
la siguiente regla.

7 REaS 4p
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Regla: Los elementos de la matriz producto se obtienen al dejar caer los elementos de las filas de la matriz primer

factor sobre las columnas de la matriz segundo factor; multiplicar los elementos que han quedado enfrentados
y finalmente sumarlos.

2 3
ap(2 1 O, L |_(22+14401 2341(-2+0:5)_(8 4
1413 s | 42414431 4.3+1-(-2)+3-5] |15 25

Propiedades del producto de matrices
El producto de matrices tiene las propiedades siguientes:

Propiedad asociativa: cualesquiera que sean las matrices A, B, C en los casos que se puedan multiplicar
las tres matrices. Es decir, si A es de dimension m x n, B de dimension nx p y C de dimensién p x g, entonces:

(A-B)-C=A-(B-C)
El producto de matrices no es en general conmutativo. Por ejemplo:
a) Hay casos en los cuales es posible efectuar A+ B, yno B - A.

2
—1 | entonces,

1.2 3
Por ejemplo, si A,,, = (0 3 1) y By, =
0

2
12 3 1-2+2-(-1)+3-0 0
Az Bau= 1 -1= =
0 3 1 0 0-2+3-(-1)+1-0 (-3

No es posible efectuar B,,- A,,,; B tiene una columna y A tiene dos filas; ambos nimeros no coinciden.

b) Enlos casos en que es posible efectuar A- By B- A, no siempre dan el mismo resultado. A veces ni siquiera
son de la misma dimension.

-0
1 2
Por ejemplo, si A2x3=(0 2 4J y B,,=| 2 4| entonces
-1 5

1 -0
13 2 11+3-2+2-(-1) 1.0+3-4+2-5 5 22
Ayst Byo = 12 4= =
0 2 4 1 0-1+2-2+4-(-1) 0-0+2-4+4-5 0 28
1 -0 3 1.1+0-0 1.3+0-2 1.2+0-4 1 3 2
B,, A,,=| 2 4 ( i =| 2.1+4.0 2.3+4.2 2.2+4.4 2 14 20
-1 5 -1-1+5.0 -1.3+5-2 -1-2+5-4 -1 7 18

QR ES
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Propiedad distributiva: dadas las matrices A de dimensién m x n; By C de dimensién n x p se cumple:

A-(B+C)=A-B+A-C.

Ejemplo
10 , 0 1 1 -2
6. DadaslasmatricesA:(2 3 1),B=2 OlyC=1 3
3 -1 -1 0

Comprueba la igualdad: A-(B+ C) = A-B+ A-C.

Solucion: 0 1 1 1
Primer miembro: (; _03 _11 [2 0+ 1 3 ||= (; % -11) S =(:; —(1)2J
3 -1/ (-1 0 2 -1
0 1 1 -
Segundo miembro: (1 gl 2 0 +[1 0 4} 1 3 =[_3 2}-(2 _2J=(4 U )
2 -3 1 5 1 2 -3 1 10 -3 1 -2 -13 -5 -12

El resultado es el mismo.

(> Actividades

N S S S S S S S S S S B : |
1 1
1 1
I 10 2 1 3 1
i 5. Dadas las matrices A=(2 _1) , B =[0 _3} y C =[_2 4) ; calcula: i
1 1
i a) A+B; b) A-B; c) 2A-3B+4C; d) A-B; e) B-A; f) AB+C). :
1
E T2 1 -1 0 :
: 6. Calcula los productos A-By B-A, siendo A=| 0 -3|yB :(2 3 J i
| -t 2 |
1 1
1 1
1 1
I 4 [
I ) -1 1 3 -1 0 2 I
: 7. Dadas las matrices: A= , B= yC=[0 2 —1| Calcula:a) A+2B; b) 3A-B; |
i 2 40 0 4 3 :
1 0 1
| |
! c) A“B; d) A-B' e) C-A' y f) B-C". I
! T2 2 0 -1 1 -1 2 :
i 8. Comprobar laigualdad A-(B+C)=A-B+A-C.Donde A=| 3 0 |,B= yC= :
I 3 4 2 0 2 -3| ,
1 -1 -3 1
1 1
1 1
T N Ty ol
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4. Producto de matrices cuadradas

El producto de matrices cuadradas merece atencion especial, puesto que, las matrices cuadradas de
orden n se multiplican entre si y el resultado es una matriz de orden n.

Por ejemplo, el producto de dos matrices de orden dos es otra matriz de orden dos, como se indica a continuacion:

2 -1\(3 1) (6 4
4 0](0 —2) (12 4
En cuanto a las propiedades es evidente que siguen conservando las propiedades asociativa del producto y

distributiva del producto respecto de la suma.

En cuanto a la propiedad conmutativa siempre es posible el doble producto A-B'y B-A, pero en general el
resultado seré diferente, como se indica en el ejemplo siguiente.

4 0 1 2 4 8 4 4
SiA= yB = , entonces A-B = yB-A= ; seobservaque A-B#B-A.
0 2 -1 3 -2 6 -4 6

El producto de matrices cuadradas posee elemento unidad y es la matriz identidad /,; si A es una matriz

cuadrada de orden n, se tiene:
[-A=A] =A.

10
La matriz unidad de orden dos seré: I, = [ 0 1}

Potencias de matrices cuadradas

Como hemos visto, el producto de dos matrices cuadradas es otra del mismo orden; esto hace que una matriz
se pueda repetir como factor cuantas veces se precise, dando lugar a las potencias de matrices, asi:

A-A=A% AA-A=A% 0 A-A-.nveces A=A"

Ejemplos

1 2
7. Sea A =(0 1); calcula A% A®, y encuentra una expresion para A”.

eonndfy s 36 9 )
ey 3o AHs THG )

La regla que da forma a las potencias es la siguiente, el término a,, de cada potencia es el producto del expo-
nente de la potencia multiplicado por dos.

s 1 n-2
0 1

20

Solucion:
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100
8. Dadalamatriz A=|1 1 0|, calcular A",
10 1
10 0y(1 0 0y (1 0 O 10 0y(1 0 0y (1 0 O
Solucion: A*=A-A=[{1 1 0|{1 1 0|=|2 1 0| A*=A-A’=[1 1 0|2 1 0|=[3 1 0|
10 1)1 0 1 2 01 10 1]12 0 1 30 1

La regla que da forma a las potencias en este ejemplo es la siguiente, los valores de los elementos a,; y a; coin-
ciden con el valor del exponente, luego: 10 0

A% =1100 1 0
100 0 1

(> Actividades

0 1
10. Calcula A y A%, siendo A =( )

-1 0
11. Sea A=(X _1}:
1Ty

a) Calcula A

X+1 =2
b) Calcula todos los valores de x e y para los que se verifica que A? :( 5 _1}

. a 0 . . ., -
12. Hallar todas las matrices X :[b ) ,con a, b, ¢, niimeros reales que satisfacen la ecuacion matricial X?= 2 X.
c

11
13. Encontrar nimeros a y b de forma que la matriz A = (a b) verifique A” = 2A. Para estos valores de ay b

y tomando B = %A , calcular B, A%




MATRICES

5. Matriz inversa

Dada una matriz cuadrada A de orden n, no siempre existe otra matriz B llamada matriz inversa de A, tal que
A-B=B-A=].

Cuando existe la matriz B, se dice que es la matriz inversa de A y se representa asi: A”; es decir, A-A'=A™ A= .
Las matrices cuadradas que tienen inversa se llaman matrices regulares.

Las matrices cuadradas que no tienen inversa se llaman matrices singulares.

5.1. Calculo de la matriz inversa a partir de la definicion

4 7
Dada la matriz cuadrada de orden dos A =(1 2), vamos a calcular su inversa.

Se trata de calcular una matriz Xy que cumpla: 47 XY )2 1o .
Z u 1 2)\z u 0 1

4x+7z 4y+Tu) 10
Efectuamos el producto: x+2z  y+2u | |0 1

Ax+7z=1 4y+Tu=0
La igualdad de los dos términos da lugar a los sistemas: xriz yrr
X+2z=0 y+2u=1

Las soluciones de los sistemas son: x=2,z=-1;y=-7,u=4.

2 -7
La matriz inversa sera; A™ :( - } .

5.2. Calculo de la matriz inversa por el método de Gauss

El método de Gauss para el calculo de la matriz inversa de A: si existe, se parte de lamatriz (Al 1)),
y @ . . L o legar a la matriz (/, | B); entonces la
= Este método para el célculo de la matriz inversa de A si existe,
% parte de la matriz (Al1,); y mediante las trasformaciones ele-
' mentales sobre la matriz de partida se llega a la matriz (/,1B);
Las” la matriz B = A", es la inversa de A.

+ Cambiar el orden de las filas.
* Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.

+ Sumar a una fila otra multiplicada por un nimero.

2 REaS 4p
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Ejemplos

9. Hallar la inversa de la matriz A =(§ _ﬂ

Solucion: Anadimos a la matriz A la matriz unidad /, asi:

2 -4 | 10 2 -4 |10 2 4 | 10
(All)= | = | = | =
3 -1 0 1 2x22F| 6 -2 0 2 22F-3xTF| 0 10 -3 2

Mo %
Yo K

PF2 [1 =2

Y 0 FioxeF(1 0
=
FF+(10) 0 1

1:>
5 0 1

o s

_1 2
La matriz inversaes A~ = %0 A

o )

_1 2 _1 2
Como se puede comprobar: %0 é(i _:j:(z _4]. %0 ﬁ _(1 OJ
Mo J5)0° - %

110
10. Calcula, aplicando el método de Gauss, la matriz inversade A=| 1 0 1
010

Solucion:

Afiadimos a la matriz A la matriz unidad /;, asi:

110 100 1 1 0 1 00 1°F-32F(1 0 O 1 0 —1
1 0 1 01 0|=2F-TF|I0 -1 1 -1 1 0|= 0 -1 1 -1 1 0 |=
010 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
1 0 O 1 0 1 10 0 0 -1
= 0 1 1 -1 1 0 [=-2F+3F|0 1 0 0 0 1
2F+3@F0 0 1 -1 1 1 0 0 1 -1 1
-1
LainversadeAes: A= 0 0 1
-1 1 1

% REaS 4p
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5.3. Aplicaciones de la matriz inversa

Las operaciones con matrices y en particular el calculo de la matriz inversa permiten resolver situaciones
problematicas en las que aparecen matrices.

A continuacién resolveremos algunas ecuaciones matriciales para lo cual se precisa calcular la matriz inversa.
También hay que tener en cuenta:

e Algunas matrices no tienen inversa.

e El producto de matrices no es conmutativo, por lo que a la hora de multiplicar los dos miembros de una
igualdad, se debe tener en cuenta que la multiplicacidn se hace bien por la izquierda o bien por la derecha
en ambos miembros de la igualdad.

En el caso de ecuaciones matriciales que se reducen a la forma A-X'= Bo X-A= By A tiene inversa, la
incognita X se calcula respectivamente multiplicando a la izquierda o derecha por A" los dos miembros
de la igualdad.

En la ecuacién A-X = B se multiplican a la izquierda los dos miembros por A
AYA-X)= A"-B; (AT-A)X = A"B; ['X = A"B; X= A"B.
En la ecuacién A-X = B se multiplican a la derecha los dos miembros por A-":
(X-A)-A' = B-A"; X-(A-A") = B-A'; X-I= B-A"; X=B-A"

Ejemplo
11. Resolver las siguientes ecuaciones matriciales:

AX+B=C; b) X*A-2B=C. D dA—1 : B—0 2 C= 40
a) =C; b) XA-28=C. Donde A=|, .| B=, |yC= , |

Solucion:

Se calcula la inversa de A por el método de Gauss:

14|1o 14|1o ta 1o
= = 1=
2.6 | 0 )7 2F-2xfF0 2 | 2 1] "2F+(200 1 | 1 -
wF—ax2r ! C 5 2
= 1
0 1 e
2

a) A-X+B=C; A-X=C-B: A-(A-X)=A-(C-B); X=A-Y(C-B)

Se sustituyen las variables por sus valores y se opera:
X_—1 6 —-4)\(4 6 0 2)| (6 —4)4 4 144 40 s b
202 1|2 5) (3 )| 2(-2 1)|-5 4] 2|-13 —12‘% 6

RhE&s 4»
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b) X‘A-2B=C; X-A=C+2B; (X"A)A-"=(C+2B)A-"; X=(C+2B)A-".
Se sustituyen las variables por sus valores y se opera:

4 6) (0 2\ 6 —4)_ 4 106 4\ a4 o) [
2 -5 3 1]|2l=2 1] 214 -7 =2 1] 2(38 -23| | -19 %

X

(> Actividades

N S S S S S S S S S 1
1 1
| :
I 4 -3 4 2 10

m I 15, Calcular las matrices inversas de las matrices: a) A= , b) B= , ¢) C= |
: 2 2 31 2 -1 :
: 1
! 11 2 !

1
! 16. Hallar la inversa de lamatriz | 2 1 1 :
! 0 3 1 !
1 1
1 1
1 1
: 110 :

m : 17. Calcular la inversa de lamatriz | 1 0 1| y comprobar el resultado. :
: 010 :
1 1
1 1
1 1
| 1 -2 -3 :
: 18. Calcular la matrizinversade| 0 4 5 |y comprobar el resultado. :
1
I 2 1 0 :
1 1
| |

. 2 3 3 1
| 19. Dada la matriz A = hallar X tal que A-X-A= i
I -1 2 0 4 I
1 1
1 1
1 1
1 1
I , -4 -1 1 2 , 11 I
: 20. Dadas las matrices A = y B= encontrar una matriz de la forma X = que 1
i 4 1 -2 -4 Xy !
1 1
! verifique que A-X = X-B. :
1 1
! 1 0 2 0o 1 -~ |
| 21. Halla la matriz X que satisface la ecuacion A-X = B-A, siendo: A=| 0 1 1 y B={1 0 2 |
1 1
I -1 0 1 -1 0 2 I
1 1
1 1
1 1
1 1
e r YY" "Y' Yr“YrYrYrYrY Y YrYrYrU9Uo/U /U U909 -/ o9 0o/Wm&mWmrmT wll
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6. Las matrices en la resolucion de
problemas

Las matrices aparecen con frecuencia en las ciencias que trabajan con datos ordenados, caso de las Ciencias
Sociales, Econdmicas y Fisicas. A continuacion presentamos algunas situaciones en las que las matrices pueden
ser utiles.

6.1. Descripcion de situaciones

Las matrices de informacion conforme venimos diciendo permiten resumir informaciones diversas; destacamos
la distancia entre ciudades que vimos en la introduccion; pueden también estar ligadas a graficos como en el
siguiente ejemplo.

Ale—> | B Las ciudades A, B, Cy D se comunican mediante lineas de
autobuses de ida y vuelta como se indica en el gréfico.

Expresar este grafico en forma de matriz.

Solucién: A cada linea del gréfico se le asigna el valor uno'y
cero a la falta de comunicacion entre ciudades, con lo que resulta

D j i C la matriz:
A BCD
A (0112
B |1 010
c |1 10 2
D2 020

6.2. Operaciones con matrices. Aplicaciones

Cuando la informacién se encuentra dispuesta en forma matricial, los resultados de operar con matrices pueden
dar lugar a nuevas informaciones solicitadas en algunos problemas como veremos a continuacion.
Ejemplo

12. Un constructor opera en tres ciudades Madrid, Sevilla y Valencia y edifica pisos de dos tipos Ay B. El nimero de
pisos construidos de cada tipo y ciudad en los afios 2007 y 2008 vienen expresados en las siguientes tablas o

A B A B

Madrid (8 5 Madrid (6 4
matrices: Sevilla |4 7 Sevilla |4 4
Valencia | 3 4 Valencia |2 2

& REaS 4p
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Se pide:
a) Calcular los pisos construidos durante los dos afios de cada tipo y en cada ciudad.
b) Calcular los pisos que debe construir en 2009 para reducir la produccion de 2008 a la mitad en cada ciudad.

c¢) Cada piso del tipo Alleva 5 puertas y 9 ventanas; los del tipo B tienen 3 puertas y 7 ventanas. ; Cuantas ventanas
y puertas se precisan en cada ciudad para cubrir las necesidades de las construcciones del afio 20087

Solucién:
Sean Py Q las matrices asociadas las construcciones de los afios 2007 y 2008 respectivamente.

a) Lamatriz P+ Q informa de los pisos construidos entre los dos afios en cada una de las ciudades.

8 5) (6 4) (14 9
P+Q=|4 7|+ 4 4|=8 11
3 4/ (2 2) |5 6

b) La matriz % . Q informa de los pisos a construir durante el afio 2009.

¢) Dispongamos en forma matricial los nimeros de puertas Py de ventanas V, que precisan los dos modelos de
pisos:

PV
A5 9
B|3 7
Para ver las puertas y ventanas que se precisan en las construcciones realizadas en Madrid durante el afio 2008,
es necesario realizar las operaciones siguientes:
6-5+4-3=42Puertas.
6-9+4-7=82Ventanas.

Estos calculos se pueden realizar para las dos ciudades restantes pero quedan resumidos mediante el producto
de matrices:

6 4) 5 gy [6:5+4:3 6:9+44:7) (42 82
4 4 -[3 7}: 4:5+44:3 4-9+4-7 |=|32 74
2 2 2-5+2-3 2-9+2:7) (16 32

27 REaS 4p
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6.3. Operaciones con matrices asociadas a un grafico

Los resultados de algunas operaciones entre matrices asociadas a graficos trasmiten nuevas informaciones,
sobre las situaciones que el grafico describe.

Ejemplos

13. Arabel,Julio, Nereida y Raul se comunican a través de Internet como se indica en el siguiente gréafico:

A = Arabel; J = Julio; N = Nereida y R = Raul.

Al J y
Solucion:
A
La matriz asociada al grafico al asignar el numero 1, a la flecha del
que parte al que llega sera la siguiente:
AJ N R
A(0O 0 1 1
\4 JI1 0 0 0
N | = > | R N1 0 0 1
Ri1 010
Se designa por G la matriz del grafico.
001 1)(0 0 1 1 2 011
CaIcuIamostzG-Gz1 00010001 1001
100 1|1 0 0 1 10 2 1
101 0J/{1T 010 101 2
El elemento a,,= 2 de la matriz G2 indica que A se comunica con A de dos formas diferentes a través de otro; estas

sonA-N-A yA-R-A
El elemento a3, = 0 significa que N no puede comunicarse con J a través de otro.
El elemento a,, = 1 significa que J se puede comunicar con N a través de otro; J—-A- N.

La matriz G® indica las formas de comunicarse cada persona con otra a través de otras dos.

001 1(2011)(203 3
o gt 00 O[[00 11| f20 11
100 1|1 02 1/(30 23
1010|1012/ (3032

Por ejemplo, el elemento a,; = 3 informa de que Arabel y Nereida se pueden comunicar de tres formas a través de
otros dos internautas: A-R-A-N; A-N-R-Ny A-N-A-N.

La matriz G + G nos informa del nimero de formas que pueden comunicarse cada internauta con el resto directamente
0 a través de otro.

001 1)(20 11 2 0 2 2
G+GZ=1000+1011=2011
10 0 1 10 2 1 2 0 2 2
1010/ ({10 11 10 2 1
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14. A partir de la matriz de informacién A=2
3

S © O -~

puestos de socorro, se pide:

REQ 4p

asociada a un grafico de comunicaciones entre tres

S O© =~ DN
S = O

a) Dibujar un grafico que se corresponda con la informacion que transmite la matriz

b) Calcula Ay A+ A%,

c¢) Comprueba que A’ es la matriz de las comunicaciones que se pueden realizar entre dos puesto de socorro con

la intervencion de un tercero.

d) Comprueba que A + A? es la matriz que informa de las comunicaciones entres dos puestos directamente o a

través de un tercero.
Solucion:
a) Representacion grafica

1 » 2
3
b) Matrices que nos piden 0 10
AP=|0 0 1
0 0 0
0 1
A+A =0 0
0 0

Las flechas indican que el puesto 1 se comunica con el 2 y el puesto
2 se comunica con el 3.

S © O
S O© =

c¢) Elelemento a,;= 1 indica que el puesto 1 se puede comunicar con el 3 a través de otro puesto en este caso el 2.

1

2 3

» »
Ll >

d) Examinemos la informacion que nos dan algunos elementos de la matriz A + A%.
a;, =1, informa que el 1 se comunica directamente con el 2.
a3 = 1, informa que el 1 se comunica con el 3 a través del 2.

a,; =0, informa que puesto 3 no se comunica directamente con 1 ni a través de otro puesto.

29
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(& Actividades

22. Un importador de CD los importa de dos calidades, normales (N) y extra (E). Todos ellos se envasan en paquetes

de 2, 5y 10 unidades, que vende a los siguientes precios en euros.

2 unidades

5 unidades

10 unidades

Normal N

0,4

0,8

1,2

Extra E

0,3

0,5

08

Sabiendo que en un afio se venden el siguiente nimero de paquetes:

Se pide:

a) Resumir la informacién anterior en dos matrices A y B: A seré una matriz 2 x 3 que recoja las ventas en un afio

Normales N

Extras E

De 2 unidades

70000

5000

De 5 unidades

60000

4000

De 10 unidades

50000

50000

y B una matriz 3 x 2 que recoja los precios.
b) Calcular los elementos de la diagonal principal de la matriz A por B y dar su significado.
c) Calcular los elementos de la diagonal principal de la matriz B por A y dar su significado.

d) Comparar la suma de los elementos de las dos diagonales.

23. En una aceria se fabrican tres tipos de productos: acero en laminas, en rollos o aceros especiales. Estos productos

producto fabricado:

a) Sidurante el proximo mes se desean fabricar 6 unidades de acero en laminas, 4 unidades de acero en rollos y
3 unidades de aceros especiales, obtener una matriz que indique las cantidades de chatarra, carbén y aleaciones

Acero en laminas

Acero en rollos

Aceros especiales

Chatarra

8

6

6

Carbon

5

6

4

Aleaciones

2

1

3

que seran necesarias.

b) Si se dispone de 40 unidades de chatarra, 28 de carbén y 14 de aleaciones, ¢ cuantas unidades de cada tipo

de acero se podran fabricar con estos materiales?

24. Carmen trabaja como telefonista en una empresa de lunes a viernes entre las nueve de la mafana y las dos de la
tarde. Ademas, cuida de un bebé de cuatro a siete de la tarde los lunes, miércoles y viernes y es mecandgrafa en

un bufete de abogados los martes y jueves de cinco a nueve.

a) Escribir la matriz que expresa el nimero de horas que dedica a cada actividad a lo largo de los dias de la semana.

b) Si le pagan 9 euros por hora como telefonista, 7 euros por cada hora que cuida al bebé y 12 euros por hora por

su trabajo como mecandgrafa, expresar matricialmente los ingresos diarios de Carmen.

c) Sidejara de irlos lunes a cuidar al bebé y los jueves al bufete y le aumentaran su sueldo como telefonista un 5%,

$,como seran en este caso las dos matrices anteriores?

e
I
I
I
I
|
I
|
I
I
I
I
|
I
|
I
I
I
I
|
I
|
I
I
1
I
|
I
|
I
I
1
I
|
I
I
I
I
|
I
|
I
: requieren chatarra, carbon y aleaciones en las cantidades que se indican en la tabla siguiente, por cada unidad de
I
|
I
|
I
I
I
I
|
I
|
I
I
I
I
|
I
|
I
I
1
I
|
I
|
I
I
1
I
|
I
I
I
I
|
I
|
I
I
I
I
|
I
L
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v Definicion de matriz.

Una matriz de orden m x n es una disposicion en tabla rectangular de m x n nimeros reales dispuestos en m filas y
n columnas.

Igualdad de matrices.

Dos matrices A y B son iguales si tienen la misma dimensién (o el mismo orden, si son cuadradas) y ademas son
iguales todos los elementos que ocupan el mismo lugar.

Operaciones con matrices.

*  Suma. Dadas dos matrices A y B de dimension m x n, la matriz suma (diferencia) A + B = (a; + b;) se obtiene al
sumar (restar) los elementos que ocupan el mismo lugar en una y otra matriz.

¢+ Producto de un niimero por una matriz. El producto de un nimero por una matriz se obtiene al multiplicar por
k cada elemento de A = (a;); es decir kA = (ka;)

* Producto de matrices. Sean A una matriz de orden m x n, y B una matriz de orden n x p; las columnas de A
coinciden con las filas de B, el producto de matrices Ay B es otra matriz C de orden m x p con m filas (las del
primar factor A) y p columnas (las del segundo factor B). El elemento ¢; de la matriz producto C es el resultado de
multiplicar la fila i de la matriz A por la columna j de la matriz B consideradas ambas como matrices fila y columna
respectivamente.

Matriz inversa.

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama matriz inversa si existe a otra matriz B, tal que A-B=B-A=1..
Cuando existe la matriz B, se dice que es la matriz inversa de A y se representa por: A”'; es decir, A*A"=A"A=].

+ Las matrices cuadradas que tienen inversa se llaman matrices regulares.
+ Las matrices cuadradas que no tienen inversa se llaman matrices singulares.

+ La matriz inversa se calcula a partir de la definicion, para ello los elementos de la matriz inversa se consideran
incognitas.

+ Por el método de Gauss se parte de la matriz (A | ) y mediante las trasformaciones se llega a la matriz (I, | B);
entonces la matriz B = A" es la inversa de A.

v" Aplicaciones de la matriz inversa.

Las operaciones con matrices y en particular el calculo de la matriz inversa estudiadas en esta Unidad, permiten
resolver situaciones problematicas en las que aparecen matrices. En el caso de ecuaciones matriciales que se reducen
alaforma A-X=B o X-A =By Atiene inversa, la incognita X se calcula respectivamente multiplicando a la izquierda
o derecha por A" los dos miembros de la igualdad.

Las matrices en la resolucion de problemas.

Las matrices tienen aplicaciones en diversos campos de conocimientos, conforme hemos indicado en la Unidad.
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Inecuaciones y sistemas
de inecuaciones

a vista de los edificios de la foto invita a la comparacion de sus alturas entre las que
existen grandes diferencias. En matematicas las desigualdades juegan un papel
fundamental; existen tratados completos dedicados a su estudio y algunas son tan
importantes que hasta tienen nombre: desigualdad triangular, desigualdad de Cauchy-
Schwarz etc. En diversas ciencias aparecen problemas que precisan con frecuencia de las
desigualdades; por este motivo conviene estar familiarizado con varias de ellas y con las
técnicas generales para su manejo.

Comienza la Unidad con la presentacion de
los signos de desigualdad, mayor o menor que,
para establecer desigualdades e inecuaciones
que reflejan situaciones en las que se sobrepasa
0 no se llega a un cierto valor conocido.

Se estudian a continuacion inecuaciones
lineales con una y dos incognitas, asi como
inecuaciones cuadraticas de una incognita.

Se introducen los sistemas de inecuaciones
de una y dos incognitas; estos ultimos
desempenian un importante papel en diversos
problemas que se presentan en matematica,
entre ellos en matematica aplicada, tales como
la busqueda de maximos o minimos (problemas
de optimizacion). Las desigualdades que dichos
problemas plantean y que se trataran en la
Unidad siguiente, expresan el hecho de que la
variable que se considera es menor (0 mayor)
o a lo sumo igual al valor maximo (0 minimo)
que proporciona la solucion. e St

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:
1. Conocer la terminologia de las desigualdades.
2. Manejar las transformaciones que permiten convertir una inecuacion en otra equivalente.

3. Dominar las técnicas que permiten encontrar las soluciones de inecuaciones lineales
de una y dos incognitas.

4. Determinar las soluciones de inecuaciones cuadraticas.

5. Conocer la terminologia usada en sistemas de inecuaciones lineales de una y dos
incognitas.

6. Manejar las transformaciones que permiten convertir un sistema de inecuaciones en
otro equivalente y encontrar sus soluciones.
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Solucioén, una Solucién, un Solucién, un
semirrecta intervalo semiplano

|

Solucion, un Solucioén, una region
intervalo del plano

4p
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Inecuaciones y sistemas de inecuaciones

1. Inecuaciones

Las relaciones numéricas 0 algebraicas separadas por los signos < (menor), < (menor o igual), > (mayor),
> (mayor o igual) se llaman desigualdades.

Las desigualdades en las que intervienen variables se llaman inecuaciones; las siguientes desigualdades
son inecuaciones:

x>y x=>18;4y > 32.

Cada valor numérico de la variable, que convierte la desigualdad en verdadera, es una solucién particular de
una inecuacion; por ejemplo, x = 19 e y = 15 son soluciones particulares de las desigualdades anteriores.

El conjunto de todas las soluciones particulares de una inecuacion es la solucién general de la inecuacion.
Resolver una inecuacion es encontrar su solucion general.

Comprobar una solucion particular consiste en sustituir el valor de la variables en la inecuacion y ver que se
establece una desigualdad numérica verdadera.

Ejemplo
, . 5x+5_ x-3 , ,
1. Dada la inecuacion 2 , comprobar si los valores a) x =-2, b) x=0, ¢) x =1 son soluciones de la
4x -2 2x+5
inecuacion.
Solucién:

Se sustituyen los valores de x en la inecuacion y si se obtienen desigualdades numéricas verdaderas sera solucion,
en caso contrario no lo sera.

5.(-2)+5, -2-3 _ -5 _-5_ 1

a) > > — = — > -5, desigualdad verdadera, x = -2 es solucion.
4.-2)-2 2-(-2)+5 —-10 1 2

b) ol o, s :iz_—s:>—§2—§,desigualdadfalsa,x=0noessolucién.
4.0-2 2-0+5 -2 5 2 5

c) 5'1+52 S :EZ_—Z:SZ—E , desigualdad verdadera, x = 1 es solucion.
4.1-2 2-1+5 2 7 7

(> Actividades

1. Comprueba si los valores x = 2; x = 3 son soluciones particulares de las inecuaciones siguientes: a) 3x2+ 7 > 12;
b) (x +3)(x-2) 2 0.

2. Dada la inecuacion 2x+3
3x-5
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2. Inecuaciones equivalentes

Las inecuaciones equivalentes tienen la misma solucion general.

Las inecuaciones x + 2 > 5y x* + x > x* + 3 son equivalentes, ambas tienen por solucién los valores de
X que superen a 3.

Resolver una inecuacion consiste en transformarla en otra equivalente en la que sea sencillo hallar la solucion,

para lo que se aplican los siguientes principios de equivalencia.

e Sise suman o restan a los dos miembros de una inecuacion la misma expresion algebraica, la inecuacion

que resulta es equivalente a la primera.

P(x)<q(x) < p(x)+a(x) <q(x) +a(x)

Por ejemplo, las inecuaciones x>+ 2x <6 + x> y 2x <6 son equivalentes; la segunda se obtiene al
sumar (-x?) a los dos miembros de la inecuacion; ambas tienen como solucién general los nimero reales
x < 3; 0seaelintervalo (-, 3).

Si se multiplican o dividen los dos miembros de una inecuacion por un nimero positivo, la inecuacion que
resulta es equivalente a la primera.

Sia>0y p(x)<q(x) < ap(x)<aq(x)

Por ejemplo, las inecuaciones 6x + 12 = 18 y x + 2 = 3 son equivalentes; ambas tienen como solucién los
numeros reales x = 1, 0 sea, el intervalo [1, «).

Si se multiplican o dividen los dos miembros de una inecuacion por un nimero negativo, la inecuacion
cambiada de sentido es equivalente a la primera.

Sia<0y p(x)<q(x) < ap(x)>aq(x)

Por ejemplo, las inecuaciones -3x +9> 3 y 3x -9 < -3 son equivalentes; ambas tienen como solucion
general los numeros reales x < 2, 0 sea, el intervalo (-, 2).

(&> Actividades

. Escribe dos inecuaciones equivalentes a las inecuaciones siguientes:

a)3x-12<6;b)2x+8>-4;¢c) 5x+3<2x-4.

. Demuestra que las siguientes inecuaciones son equivalentes:

x—§x+8<2 y 2x>18.

. ¢Son equivalentes las inecuaciones 3x—%x+8$2+%x y x+4s%x?

4p
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3. Inecuaciones lineales

Se llaman inecuaciones lineales aquellas en las que las variables son todas de primer grado; la inecuaciones
siguientes son lineales:

3x+5<17; 2x—y =5.

La primera tiene una incognita, la segunda dos, pero todas de primer grado.
3.1. Inecuaciones lineales con una incognita

Una inecuacion lineal con una incognita o de primer grado es toda desigualdad que si se simplifica
resulta equivale a la siguiente: ax+ b >0, con a# 0.

Es evidente que en la expresion ax + b > 0 puede aparecer cualquiera de los cuatro signos de desigualdad:
<,5,>02.
Solucion general de una inecuacién con una incognita son los puntos de un intervalo.

La solucién general de una inecuacion se interpreta con facilidad si se realiza una representacion gréfica de

la misma.
Ejemplo
. L XX 2x 1
2. Resuelve la inecuacion: =+ = —-1<—+4+—.
4 6 3 2
Solucion:

El minimo comin mdltiplo de los denominadores es 12

Se multiplican los dos miembros por 12: 12 X X 4212 2—X+1
4 6 3 2
Se quitan paréntesis y se simplifica: 3x+2x-12<8x+6
Transponemos términos: 3X+2x-8x<12+6
Se simplifica: -3x<18
Se dividen los dos miembros por (-3): X> 18
Se realiza la division: X=-6
La solucion general son los valores del intervalo [ -6, « )
Graficamente: Solucion >
1 1 1 1 1 | I A Y O
< O I I I I B B >
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3.2. Inecuaciones lineales con dos incognitas

Si una desigualdad, después de transformaciones equivalentes entre desigualdades, se expresa simplificada
bajo la forma y > ax + b con a # 0; la desigualdad puede aparecer con cualquiera de los signos
(2, <, <) estamos ante una inecuacion lineal con dos incégnitas.

Resolver una inecuacion con dos incognitas es encontrar los valores (x, y) que satisfacen la desigualdad;
estos valores se visualizan con facilidad sobre un plano cartesiano.

Larecta y = a x + b divide al plano en dos semiplanos; los puntos del semiplano que hacen verdadera la
desigualdad y > a x + b forman la solucién general de dicha inecuacidn. Una solucién particular seré cualquier
punto que satisfaga la inecuacion.

La recta y = ax + b de division de los semiplanos se llama frontera; sus puntos pertenecen a la solucién general
en el caso de desigualdades en sentido amplio (< 02), y no pertenecen si se trata de desigualdades en sentido
estricto (<0 >)

Ejemplos
3. Resolver la inecuacién 2x + y > 3.
Solucion:

Se transforma la inecuacion: y > - 2x + 3.

\ La recta y = -2x + 3 divide al plano en los semiplanos: 1 y I, uno de ellos es la solucion.

14 Solucién
0 Para determinar cual de ellos es la solucién tomamos un punto sencillo de uno de

+2 = . AR 0 oz
y=2s3 ellos, por ejemplo (0, 0), y los sustituimos en la inecuacion: 0 + 0 > 3. Como la
. . . desigualdad que resulta es falsa, el punto (0, 0) no es solucion; la solucién seran
=4 , J \Z\ los de la region que no contiene el punto mencionado; esto es, los puntos del

semiplano I.

4. Encontrar la solucién general de la inecuacion x + 2y > 3. Indicar si la frontera forma parte de la solucion.

Solucion:

La recta x + 2y = 3 divide al plano en los semiplanos I y Il.

Se elige un punto del semiplano II; el mas sencillo es (0, 0) y se sustituye en la ine-
12 - , .
\ x+2y=3 cuacion 0 +2-0 > 3; la desigualdad es falsa, por lo que el origen y todos los puntos del

\ semiplano Il no son solucion; la solucidn general la forman los puntos del semiplano I.

Los puntos de la frontera no son solucién; la desigualdad es estricta; por ejemplo,
14 I el punto (1, 1) de la recta, al sustituirlo en la inecuacién 1 + 2-1 > 3, proporciona una
desigualdad falsa.

i RE=S 4»
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. , . 5
5. Encontrar la solucion general de la inecuacion: —x —3y > ~3 y-2.

Solucion:

Sumar a los dos miembros: gy; queda —x—3y+ gy >_2

Multiplicar por (—2) los dos miembros: 2x + 6y — 5y < 4

Operar: 2x +y < 4.

1-1 Sustituir (0, 0) en la inecuacion; 2-0 + 0 < 4, desigualdad verdadera. La
solucidn general esta formada por los puntos del semiplano Il, sin colorear.

6. Resuelve y representa las soluciones de las inecuaciones.
6 (a,b,c _ _
(ab.c) ) 3X+4>8; b) x+3<x+1; c)x 222x 4; d) x+229+x_x+1; )x+2_isx_+1_x+1;
3 5 4 3 3 24 4 6 24 3 4
1+x  1+3x
6 (de) f)T<T'

7. Mandar un paquete por una empresa de transportes cuesta 3 euros mas 0,10 euros por cada 100 g. Por el servicio
de urgencia cuesta 4,50 euros mas 0,06 euros por cada 100 g. ¢ A partir de qué peso son mas baratos los envios
por urgencias?

8. Encontrar graficamente las soluciones de las inecuaciones lineales con dos incégnitas: a) x > 0; b) y > 0;
c)x=>1;d)x+y<3;e)2x-4y>0.

9. Representa las soluciones de las inecuaciones: a) 4x - 2y < 6; b) -6x + 3y >9; ¢) x— y < 3; d) 4x - 2y > 12.

10. Encontrar la solucién general de la inecuacion: —gx —% y>x-y-2.

11. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) 3x—5>§; b) 6x—7<3(x—1; ) 6x—12s37x+6; d) 3x—6—§23—2x.

12. Resuelve analitica y graficamente las inecuaciones siguientes:

a) 3x+4y<12; b) x-3y>0; c¢) 4x+3y<6; d) 3x+4y=>24.
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4. Inecuaciones de segundo grado

Las inecuaciones de segundo grado en su forma reducida son expresiones como ax* + b x + ¢ >0 con
a # 0; pueden aparecer con cualquiera de los otros signos de desigualdad (<, <, >).

El estudio de este tipo de inecuaciones se puede realizar para a > 0; si a es menor que cero, se multiplica el
trinomio por -1, para estar en el caso anterior.

Las soluciones de estas inecuaciones estan intimamente ligadas al nimero de soluciones de la ecuacion

ax® + bx + ¢ = 0; conforme veremos en siguientes ejemplos.

Ejemplos
6. Resuelve la inecuacion x? - 2x - 8 < 0.
Solucién:
Se resuelve la ecuacion x?- 2x - 8 = 0.
Las soluciones son: x=-2yx=4.

Se factoriza el trinomio:  (x + 2)(x—4) < 0.

Se divide la recta en los intervalos (-, -2), (-2, 4) y (4, )

Se toma un valor de x del primer intervalo; por ejemplo
x = -3y se sustituye en trinomio factorizado:

(-3+2)(-3-4)=7>0, no cumple la desigualdad propuesta;
luego el primer intervalo no es la solucion.

(-2, 4) solucion _ _
Se repite el mismo proceso con un valor de x del segundo

(-2,0) 4,0) intervalo, por ejemplo x = 0; (0 + 2)(0 -4) = -8 < 0 cumple la
desigualdad propuesta, luego el intervalo (-2, 4) es solucion.

Se repite el proceso con un valor para x del tercer intervalo,
por ejemplo x = 5; (5 + 2)(5-4) =7 > 0, no cumple la desi-
gualdad propuesta, luego el tercer intervalo no es solucion.

La solucién general sera el intervalo [-2, 4]

Graficamente la solucion se encuentra con facilidad.

Si representas la funcion y = x2 - 2x - 8, la solucion de la inecuacion sobre la grafica se localiza de inmediato.
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7. Resuelve la inecuacion x2-6x+9 < 0.

(3,0

Solucion x =3

8. Resuelve la inecuacion x2-2x +5 < 0.

(1.4)

(> Actividades

Solucion:

Se resuelve la ecuacion x* -6x + 9 = 0; tiene solucion Unica
x=3.

Se factoriza el trinomio (x - 3)* < 0.
Se divide la recta en dos intervalos (-, 3] , y [3, =)

El tnico valor de x que sustituido en el binomio da cero es
3; por eso 3 es la unica solucién de la inecuacion.

Se representa la funcion y = x* -6x + 9, y sobre la grafica se
ve que la solucion de la inecuacion es x = 3.

Solucion:

La ecuacion x* - 2x + 5 = 0 no tiene solucién; no se puede
factorizar y se tiene solo el intervalo (-, «)

Se sustituye el valor de x = 0 en el trinomio y resulta
02-2-0+5=5>0; que no cumple la desigualdad propuesta;
por o que la inecuacion no tienen solucion.

Se representa la funcién y = x2 -2x + 5, y sobre la grafica se
ve que la inecuacion no tiene solucion.
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5. Sistemas de inecuaciones lineales con
una incognita

Un sistema de inecuaciones lineales con una incdgnita es el conjunto formado por dos o0 mas
inecuaciones lineales con una incégnita. Por ejemplo:

ax+b<0
ex+d=0
ex+f<0

La solucion general del sistema de inecuaciones lineales con una incognita seran las soluciones comunes
a todas las inecuaciones que forman el sistema.

Para calcular la solucion de un sistema de inecuaciones, se calculan las soluciones de cada una de las
inecuaciones que forman el sistema; la interseccién de todas las soluciones anteriores sera la solucion del sistema.
Ejemplo

3x-6<0
2x+82>0

3x—6<0 3x<6 X<2
= 1=
2x+8=>0 2x>-8 x=>-4

Las soluciones del sistema son las comunes a las dos inecuaciones; los nimeros mayores que —4 y menores que 2:

9. Resolver el sistema: {

Solucion:

_4<x<2 6 [-4,2).

La representacion grafica de las soluciones es:

Algunas inecuaciones de primer grado como, por ejemplo, las racionales, se resuelven con facilidad
descomponiéndolas en sistemas de inecuaciones lineales con una incognita.
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Ejemplo

. ., X—3
10. Resolver la inecuacion; —— >6.

X+2
Solucion:

Como tenemos un cociente, al transponer al segundo miembro el denominador x + 2, y es una inecuacion, hay
que tener en cuenta el signo de lo que se traspone, por lo que se presentan dos situaciones; cada una de ellas es
un sistema de inecuaciones.

a) Six+2>0 < x>-2; se mantiene el signo de la desigualdad al pasar x + 2 al segundo miembro.
Se transpone x + 2 >0 al segundo miembro:  x—3>6(x +2)

Se quitan paréntesis: X—3>06x+12
Se transponen términos y se simplifica: -5x>15
Se despeja x : X<-3

Esto no es posible ya que la solucion obtenida x < — 3 es incompatible con x > + 2.

b) Six+2<0 < x <-2;se cambia el signo de la desigualdad al pasar x -2 al segundo miembro.
Se transpone x + 2 <0 al segundo miembro:  x -3 <6(x +2)

Se quitan paréntesis: X—3<6x+12
Se transponen términos y se simplifica: -5x<15
Se despeja x : x>-3

En este caso las dos condiciones x > -3 y x <— 2 se pueden expresar en una: — 3 < x <—2 o bien mediante el
intervalo (-3, -2).

Las soluciones x =-2y x =-3 no valen, puesto que la primera es una division por cero y la segunda daria
origen a la igualdad 6 = 6.

La representacion grafica de las soluciones es: i
Solucién

15. Resuelve y representa graficamente las soluciones de los sistemas:
Xx-2 2 x-1
S+t t
2) 2x+1)+3=(4x+1) b) 4 3 6
3x-N<2x-7 x+4 1 x+2
2 5 10
2x—4 X 3x-8 2x+8
16. Resolver las inecuaciones : a) <2, b) —<5; ¢) 4< ; d) >4,
3x+6 x—4 2x+8 X
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6. Sistemas de inecuaciones lineales con
dos incognitas

Un sistema de inecuaciones lineales con dos incégnitas es el conjunto formado por dos 0 mas
inecuaciones lineales con dos incégnitas; por ejemplo:

ayXx+a,y <b,

ayX+a,y <h,
Wt S

ayX+a,y<b,

El signo < que aparece en todas las inecuaciones del ejemplo, puede ser sustituido en cualquiera de
ellas por los otros signos de desigualdad <, >0 2.

Se llama solucién general del sistema, al conjunto de los puntos del plano A(x, y) que cumplan simultdneamente
todas las inecuaciones del sistema.

La solucion general de un sistema de inecuaciones lineales con dos incognitas se llama también regién factible.

La solucion general o region factible del sistema de inecuaciones lineales con dos incognitas se forma con las
soluciones comunes a todas las inecuaciones que forman el sistema. Para calcular la region factible de un sistema
de inecuaciones, se calculan las soluciones de cada una de las inecuaciones que forman el sistema; la interseccion
de todos los semiplanos soluciones seré la region factible del sistema.

Para localizar la regién factible o solucion general del sistema, se realizan los pasos siguientes:
a) Se localizan los semiplanos solucién de cada una de las inecuaciones del sistema.

b) Se realiza la interseccién de todos los semiplanos y el recinto que resulta es la solucién general o
region factible.

Ejemplo

3X+y=>2

11. Resolver el sistema de inecuaciones siguiente:
X—y>2
Solucion:

Se representa graficamente la ecuacion 3x + y = 2. La solucion de la inecuacion la forman los puntos del semiplano
de color amarillo. Los puntos de la recta son soluciones.

Se representa graficamente la ecuacion x — y = 2. La solucién de la inecuacion la forman los puntos del semiplano
de color azul. Los puntos de la recta no son soluciones.

Se superponen las dos figuras anteriores; los puntos de la region angular formada por la interseccion de las dos
soluciones anteriores de color fucsia forman la solucién del sistema.
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Los sistemas de inecuaciones lineales en cuanto a soluciones puede ocurrir como en el caso de los sistemas,
que no tengan solucion, la region factible es el conjunto vacio, o que exista solucion, en cuyo caso la region
factible puede ser acotada ( area finita) o no acotada ( area infinita).

La frontera de la regién factible pertenece a la solucidn general si las inecuaciones son desigualdades en sentido
amplio ( < 0 2) y no pertenece si las inecuaciones son desigualdades en sentido estricto ( < 0>).

Los vértices de la region factible seran los puntos de corte de las rectas fronteras y pertenecen a la solucion
del sistema si pertenece la frontera y no pertenecen en el caso contrario.

Si la regién factible es un recinto acotado, sus puntos estaran encerrados en un poligono convexo; es decir,
poligonos en los que los segmentos determinados por dos puntos interiores, estan todos en el interior del poligono.

Poligono convexo Poligono céncavo

Ejemplo
12. Encontrar la region factible (solucion general) de los sistemas:

2x+3y <12 2x+4y >8 X+2y<-2
a) x>0 ;b) x>0 ; ¢ x>0
y=0 y=0 y=0
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Solucion:

Se localizan los tres semiplanos que corresponden a las soluciones de cada una de las tres inecuaciones que forman
cada uno de los sistemas; la interseccién de los mismos proporciona la region factible de cada sistema. Estas
son:

a) b) c)

2x+3y=12

Las regiones factibles obtenidas son:
a) Acotada: el triangulo AOB, en color verde.
b) No acotada: la regién verde.

¢) Conjunto vacio: sin solucion.

(> Actividades

T e e e L |
1 1
1

: X+2y<8 x+y<4 E
] 2x+y <10 +y=>-4 I
: 17. Resuelve los sistemas: a) AT)= ; b) A -
1 >0 X—y=>-4 1
i y>0 X—y<4 :
| |
: 2x+y <8 x—y<0 E
! 4x+y <12 5x+4y <20 !
: 18. Resuelve los sistemas: @) , b) :
I x>0 x>0 1
i y>0 y>0 :
| |
1 1
- x<3 :
: 19. Representar el conjunto de puntos solucion del sistema: X = —3 :
l <2 ]
1 1
1 1
1 1
L ol
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1

: 20. Dibujar las regiones factibles o soluciones de los sistemas i
| |
! X+y<8 X+3y <15 E
: a) \x—-2y>-10; b) 1+ x+y=3 ; :
i x=0y=0 x=7, y=0 :
. l
| |
- X+2y =5 X+4y>8 !
- c) { x-3y<5 ;d) {x-2y<-6 :
: x>0 y=0 x>0 ]
| i
| 21. Resolver los siguientes sistemas de inecuaciones: .
i i
: X+y <12 X+y<12 !
: a) {—2x+3y =11, b) {-2x+3y >11; :
: (x=3 X<3 |
l )
1 1
1 1
- X+y =12 :
i c) {—2x+3y <11 i
: x<3 :
1 1
1 1
1 1
| 22. Resuelve graficamente los sistemas siguientes: -
l l
1 1
: 2x+y>9 4x+y <16 -
1 1

2x—y>T 2x+y <8

S R AR B i ;
: x>0 x>0 :
: y>0 y>0 :
1 1
1 1
| 23. Representa las soluciones de los sistemas siguientes: -
| i
: X+y>4 —X+y =0 :
! X—y>2 5x—4y>0 I
LA Sy Y |
I x>0 x>0 1
i y>0 y>0 :
. )
1 1
1 |
e Y """ "~ r—""mmmrmrTrhrTrTrTrTrTTTTTTT""T"TrTT"T"''r'"'"'’"'’"'"T'T’T"''T’TTmTrTrTrTrTr'r''''’'’''''’'’’'’'TTTT''’YYmrmmhmors ol
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Inecuaciones. Son desigualdades en las que intervienen variables.

Solucién general de la inecuacion. Es el conjunto de todas las soluciones particulares de la inecuacion. Resolver
una inecuacion es encontrar su solucion general.

Inecuaciones equivalentes. Dos inecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucién general. Para resolver
una inecuacion se transforma en otra equivalente en la que sea sencillo hallar la solucién; para ello se aplican los
principios de equivalencia entre inecuaciones.

Inecuacion lineal con una incdgnita. Desigualdad que si se simplifica resulta equivale a la siguiente ax+b>0;
puede aparecer con cualquiera de los signos de desigualdad <, <,>0 2. La solucion general de una inecuacion
con una incégnita son los puntos de un intervalo.

Inecuacion lineal con dos incognitas. Desigualdad que si se simplifica resulta equivalente ay >ax+b, con a # 0;
pueden aparecer cualquiera de los signos de desigualdad (<, <, =)

Resolver una inecuacion con dos incognitas es encontrar los valores (x, y) que satisfacen la desigualdad; estos
valores se visualizan con facilidad sobre un plano cartesiano. La solucion general de una inecuacion lineal con dos
incognitas es un semiplano.

Inecuaciones de segundo grado. En su forma reducida son expresiones del tipo ax?+ bx + ¢ > 0 con a # 0; pueden
aparecer con cualquiera de los otros signos de desigualdad (<, <, ). Las soluciones de estas inecuaciones estan
intimamente ligadas al numero de soluciones de la ecuacion ax® + bx + ¢ = 0.

Sistemas de inecuaciones lineales con una incognita. Son conjuntos formados por dos o mas inecuaciones
lineales con una incognita. La solucién general estd formada por las soluciones comunes a todas las inecuaciones
que forman el sistema.

Sistemas de inecuaciones lineales con dos incégnitas. Son conjuntos formados por dos 0 mas inecuaciones
lineales con dos incognitas. La solucion general del sistema esta formada por el conjunto de los puntos del plano
A( x, y) que cumplen simultdneamente todas las inecuaciones del sistema. A la solucion general de estos sistemas
se la llama también region factible.
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Programacion lineal

a programacion lineal es parte
I de una rama de las matematicas
relativamente joven llamada

investigacion operativa. La idea basica de
la programacion lineal es la de optimizar,
es decir, hacer maxima o minima una fun-
cion, conocida con el nombre de funcién
objetivo, con la que expresamos benefi-
cios, gastos, tiempo de distribucion de
bienes en problemas logisticos, etc. Esta
funcién esta sometida a una serie de
restricciones que vienen expresadas por
inecuaciones lineales.

o |FSTIC. Banco de imagenes

La programacion lineal tuvo sus origenes
en problemas de naturaleza econémica planteados durante la Segunda Guerra Mundial. Al comienzo
los problemas planteados surgieron de la actividad militar, pero inmediatamente se vio que sus
métodos eran aplicables en muchas areas de la actividad econémica, como por ejemplo en el
transporte de mercancias.

El método mas conocido de resolucion de problemas de programacion lineal es el Método del
simplex desarrollado por el matematico norteamericano George Bernard Dantzig (1914 - 2005).
El algoritmo simplex ha sido elegido como uno de los diez de mayor influencia en el desarrollo
y la practica de la ciencia y la ingenieria en el siglo XX.

El método del simplex es un procedimiento repetitivo que sirve para optimizar el valor de la
funcion objetivo teniendo en cuenta las restricciones planteadas. A lo largo de esta Unidad
Unicamente resolveremos problemas de programacion lineal bidimensional, con dos variables,
para los que no es necesario el método simplex.

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:
1. Conocer el lenguaje propio de la programacion lineal.

2. Distinguir los elementos algebraicos que intervienen en los problemas de la programacién
lineal: funcion objetivo y restricciones.

3. Dominar algebraicamente la programacion lineal en el caso de dos variables.

4. Resolver situaciones problematicas que precisen de la teoria de la programacion lineal.
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Las restricciones

R B Q

La funcion a
optimizar se
llama objetivo

Tienen
solucion

Tienen No tienen
solucion solucion
Acotadas No acotadas

Solucién
Unica
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PROGRAMACION LINEAL

1. Programacion lineal

La teoria de la programacion lineal se ha utilizado desde la segunda mitad del siglo pasado para resolver
problemas concretos como el del transporte, el de la dieta y otros muchos problemas de la industria, la economia
y la estrategia militar.

Los problemas que resuelve la programacion lineal, tratan de encontrar el maximo y el minimo de algunas
funciones sujetas a ciertas limitaciones que se llaman restricciones.

Se puede decir que con la programacion lineal se deben tratar aquellos problemas en los que se debe
optimizar (calcular maximos o minimos) una funcién lineal de varias variables, llamada funcion objetivo,
sometida a una serie de restricciones expresadas mediante sistemas de inecuaciones lineales.

Los ejemplos siguientes sirven para hacernos una idea més clara de estos supuestos.

Ejemplos

1. Problema de maximos.

Una fabrica de cosméticos vende dos tipos de cremas, Py Q, a razén de 40 y 20 euros el kilogramo respectivamente.
Su produccion maxima es de 1.000 kilogramos de cada preparado. Si su produccion total no puede superar los 1.700
kilogramos, ¢ cudl es la produccion que maximiza sus ingresos?

2. Problema de minimos.

Una marisqueria necesita como minimo 16 cajas de langostinos, 5 cajas de nécoras y 20 de percebes. Dos almacenes,
Py Q, se ofrecen a la marisqueria para satisfacer sus necesidades, pero sélo venden dicho marisco en contenedores
completos. El almacén P envia en cada contenedor 8 cajas de langostinos, 1 de nécoras y 2 de percebes. Por su
parte, Q envia en cada contenedor 2, 1y 7 cajas, respectivamente. Cada contenedor que suministra P cuesta 2.100
euros, mientras que los del almacén Q cuestan 3.000 euros cada uno. Cuantos contenedores debe pedir la
marisqueria a cada almacén para satisfacer sus necesidades minimas con el menor coste posible?

Soluciones:

En los dos ejemplos esta claro que tanto la cantidad que deseamos maximizar como la cantidad que deseamos
minimizar podemos expresarlas en forma de funciones lineales.

Las restricciones que imponen las condiciones de ambos problemas se pueden expresar en forma de inecuaciones lineales.
Tratemos de traducir en términos matematicos los ejemplos anteriores:
1) Sea x los kilogramos que se producen de la crema P e y los que se producen de la crema Q.

La funcién F(x, y) = 40x + 20y sera el valor de la venta producida.

x <1000
. X2
Las restricciones son: { >0 e {y<1000
V= x+y <1700

2) Sea x los contenedores que sirve el almacén P e y los que sirve el almacén Q.
La funcion F(x, y) = 2100x + 3000y sera la del coste de la mercancia comprada por la marisqueria.

S 8x+2y>16
Las restricciones son: {X ; e X+y=5
U= 2X+7y>20
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2. Programacion lineal de dos variables

Un problema de programacion lineal de dos variables consiste en una traduccion algebraica como la siguiente:

Optimizar (calcular maximos o minimos) una funcion de dos variables F(x, y) = ax + by 0z = ax + by,
llamada funcién objetivo, sometida a las restricciones expresadas mediante un sistema de inecuaciones
lineales de dos variables, como el siguiente:
ayXx+a,y=b,
ayX+ayy =b,

et 2

an1x + anzy 2 bn
x>20; y>0

El signo mayor o igual, que aparece en todas las inecuaciones del ejemplo, puede ser sustituido en cualquiera
de ellas por los otros signos de desigualdad en cada problema concreto.

En todo problema de programacion lineal forman parte:

e Lafuncion objetivo F(x, y) = ax + by, que es necesario optimizar, es decir, calcular si existen sus méximos
0 minimos.

o Larestricciones que son las inecuaciones lineales que proporciona el enunciado del problema; el grupo
de inecuaciones forman un sistema de inecuaciones lineales.

e Elconjunto de los valores que verifican todas y cada una de las restricciones forman la regién factible; todo
punto de la regién puede ser solucién del problema.

e Lasregiones factibles pueden ser acotadas (rea finita) o no acotadas (&rea infinita). En el caso de regiones
acotadas el recinto es un poligono convexo conforme hemos visto en la Unidad anterior; los vértices y la
frontera de dichas regiones forman parte de la solucién o no, segun que las desigualdades sean en sentido
amplio (< 0 2) o en sentido estricto (< 0 >).

e Lasolucién o soluciones dptimas del problema, caso de existir, seran los valores (X, ;) de la region factible
que optimizan (hacen maximo o minimo) el valor de la funcién objetivo.

e Queda por estudiar un método que permita calcular facilmente el punto o los puntos en los que sea dptima
la funcién objetivo; trataremos un método gréfico y otro analitico.

(> Actividades

]

: 1. Una tienda vende ropa deportiva y tiene en existencia 200 pantalones y 300 camisetas. Para su venta se hacen
I lotes de tipos Ay B. El lote A contiene 1 pantaldn y 3 camisetas y el lote B esta formado por 2 pantalones y 2 camisetas.
: De la venta de cada lote A obtiene una ganancia de 12 euros y de la venta de cada lote B 9 euros. Sabiendo que el
' numero maximo de lotes del tipo A es de 80, determina la funcién objetivo que nos dé la ganancia de la venta 'y
: expresa las restricciones mediante inecuaciones.
l
1
1
1
1
1
1
k

2. Un club de personas jubiladas quiere organizar un viaje para 200 socios y socias. Contratan una agencia que dispone
de 4 microbuses de 25 plazas y 5 autobuses de 50 plazas, pero sélo disponen de 6 conductores. El alquiler de los
autobuses es de 160 euros por dia y el de los microbuses, 70 euros. En estas condiciones, determina la funcion
objetivo que nos dé el coste del viaje y expresa las restricciones mediante inecuaciones.




PROGRAMACION LINEAL

3. Metodo grafico para obtener las soluciones

Para encontrar el valor éptimo, por el método grafico, de una funcion objetivo de dos variables, sometida a
una serie de restricciones, se realizan los pasos siguientes:

Se dibuja el recinto limitado por las restricciones dadas mediante un sistema de inecuaciones.

Se iguala a cero la funcion objetivo ax + by = 0y se representa la recta, que pasa por el origen (0,0).

Se traslada la recta anterior paralelamente a su direccién, de modo que las rectas resultantes barran la

region factible.

Se toma nota de los puntos en los que las mencionadas rectas conectan o abandonan la region factible;
el valor o valores de la funcion objetivo en los mencionados puntos nos proporcionan el valor o valores

oOptimos buscados.

Ejemplo

3. Optimizar la funcién F(x, y) = x + y, sometida a las restricciones siguientes:

Solucion:

x+ty=9

Xx+y=5

X+y=2

x+y=0

X+2y=3
2x—y 21
X—y=>-1
bx—y <15

Se localiza la region factible y sus vértices.

Se dibuja la recta que resulta de anular la funcién objetivo x + y =0y se
traslada en direccién paralela; se ve en los desplazamientos que el haz de
rectas paralelas entra en la region factible por el vértice B (1, 1), donde la
funcion objetivo vale 2 y sale por el vértice D (4, 5) donde la funcién objetivo
vale 9.

& Lafuncion objetivo toma el valor minimo 2, en B (1, 1) y el maximo 9 en D
(4,5).

3. Resuelve por el método grafico el problema enunciado en la actividad 1, y obtén:

a) El numero de lotes de cada tipo que deben prepararse para obtener una ganancia maxima.

b) La ganancia maxima.

c) Justificar las respuestas.

4. Resuelve por el método grafico el problema enunciado en la actividad 2, razonando qué deben hacer para que el
coste del viaje sea el menor posible.



REQ 4p

4. Método analitico para obtener soluciones

El método analitico para resolver problemas de programacion lineal se basa en siguiente teorema, llamado
teorema fundamental de la programacion lineal para dos variables, cuyo enunciado en el siguiente:

Una funcion objetivo de dos variables que posea maximo y minimo Unicos en una region factible acotada,
toma dichos valores necesariamente en los vértices de la region.

Si la funcion objetivo toma el mismo valor dptimo (maximo o minimo) en dos Vvértices, entonces la funcién
tiene infinitas soluciones situadas en el segmento que determinan los dos vértices mencionados.

Si la region factible no esta acotada, la funcion objetivo toma el valor ptimo (maximo o minimo) si existen,
en los vértices de la region; pero puede ocurrir que no alcance alguno de dichos valores dptimos.

Del teorema anterior se deduce que para determinar los valores 6ptimos se debe:
o Dibujar el recinto limitado por las restricciones del problema.
e Calcular las coordenadas de los vértices.
e Sustituir las coordenadas de los vértice en la funcién objetivo y ver los valores donde se hace maxima y
minima.
Ejemplos

3x+y <30

X+2y<20
x>0
y=>0

4, Maximizar y minimizar la funcién F(x, y) = 5x + 4y, en el recinto definido por el sistema siguiente:

Solucion:

Se dibuja la region factible.

Se calculan los vértices; 0(0,0), A(0,10) y C(10,0) son inmediatos.

Para el célculo de B se resuelve el sistema: Sty = 30;
x+2y =20

la solucion es x = 8 e y = 6; por tanto, B(8, 6)
Es un recinto acotado.
Se sustituyen los valores de los vértices en la funcién objetivo:

Fy(0,0)=0+0=0;
F, (0, 10) = 0 + 40 = 40;

F.(8,6) =58 +4:6=64:
F5(10, 0) = 5-10 + 0 = 50,

La funcién tiene un minimo en O (0,0) y un maximo en B (8, 6): el valor del minimo es 0 y el del méaximo 64.

& RE=S 4»
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X+y>4
- I . . iy . - 3x+y =6
5. Maximizar y minimizar si es posible la funcién F(x, y) = x + 3y. Sometida a las restricciones: o5
x—y<
x>0
Solucion:
Se dibuja la regién factible.
Se calculan los vértices; (0,6) es inmediato.
X+y=4
Para el calculo de A se resuelve el sistema: { y i la solucion es x = 3
e y=1, por tanto, Aes: A(3,1).
) ) 3X+y=06
Para el calculo de B se resuelve el sistema: ;2x=2;x=1,y=3,
X+y=4
por tanto; B es: B(1,3).
Valores de la funcion objetivo en los vértices: F,(3,1) =3 + 3 = 6;
. . . Fsz(1,3)=1+9=10; F(0,6)=0+ 18 = 18.
- XN R 10; F0)
El recinto no esta acotado.

La funcién tiene un minimo en A(1, 3); vale 6 y carece de maximo; a medida que las rectas del haz se alejan del
origen, el valor de la funcion objetivo aumenta.

6. Determinar los valores maximos y minimos de la funcion F(x, y) =0,8x-y. Sometida a las restricciones siguientes:
4x -5y >-15
Tx—-2y <21
X+3y=>3
x>0

Solucion:

Se dibuja la region factible.
Se calculan los vértices; A(0,1), B(0,3) y D(3,0) son inmediatos.

Para el calculo de C se resuelve el sistema:

He) 4x—5y=—15 8x —10y =—30
o1 = =
>< Tx-2y=21 |-35x+10y =—105
A(0,1)
: ' ' -27x=-135;x=5¢ y =T, por tanto C(5,7)
-2 2 DEO) 4
2l x+3y=3 * Valores de la funcién objetivo en los vértices: F,(0,1)=0 -1 = -1;

F5(0,3)=0-3=-3; F,(5,7)=0,8-5-7=-3; Fy3,00=0,8-3-0==24.
El recinto esta acotado.

El valor de la funcién objetivo F en los puntos By C coincide, es —3 y es un valor minimo, por lo que la funcién F
presenta minimos en infinitos puntos del segmento BC; la funcion tiene un maximo en D(3,0) y su valor es 2,4.

54
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7. Determinar si es posible los maximos y minimos de la funcién objetivo
F(x, y) = x + 2y, sometida a las restricciones siguientes:

2x—y <=2

X—y=3
x>0
y=>0

Solucién:
Se dibuja la regién factible.

La region factible es el conjunto vacio; por lo que el problema no tiene

solucién.

(> Actividades

—_ : |
l l

: Xty <6 :

! -2y< 13 !

m i 5. Sea el sistema de inecuaciones: (Sl :
i 3y = -3 |

2@ | x>0 |

7 -
I

50 : a) Dibuja el recinto cuyos puntos son las soluciones del sistema y obtén sus vértices. :

I I

I b) Halla los puntos del recinto en los que la funcién F(x, y) = x — 2y toma los valores maximo y minimo, y deter- :

! mina estos. :

I I

m E 6. Se considera la funcion F(x,y) = x - y. :
I

6 | a) Representar el conjunto A={(xy)/3x+y215 y-x<-5 2x+3y <60, y=0}y calcular el valor maximo |

! de F(x, y) en A. ;Alguna de las desigualdades que definen al conjunto A se podrian eliminar de forma que |

! siguiera siendo el mismo conjunto? :

6(b) 1 1

! b) ¢Alcanza la funcidn F(x, y) un valor maximo en el conjunto B = {(x,y) /3x + y <15, y-x<-5, x=0}? En :

: caso afirmativo calcular dicho valor. |

) )
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31 4 P a) Halla el valor maximo y el minimo de la funcién F(x, y)=x + 3y en

ol dicha region.

T b) ¢En qué puntos de la regién solucion toma la funcién del apartado

anterior el valor maximo y en qué puntos el valor minimo?

8. Maximizar y minimizar si es posible la funcion F(x, y) = 3x + 2y, sujeta a las restricciones siguientes:

—7x+5y <10

—7x+3y>-15

2x -3y >-10
x>0
y>0

9. Maximizar y minimizar en el primer cuadrante la funcién z = 6x - 2y, sujeta a las restricciones siguientes:

2x+y <1
2y >1+x
4x <1

10. Se considera la funcién F(x, y) = 5x + 4y . Determinar el punto donde la funcion F(x, y) toma su valor maximo, con
las siguientes restricciones:

3x+ 4y < 90
X+ 2y<20 conx=0e y=0.
12x + 4y < 120

& RE=S 4»
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5. Resolucion de problemas de programacion lineal

En este apartado vamos a tratar, mediante algunos ejemplos, situaciones problematicas, en las que se precisa
aplicar la técnica algebraica de la programacion lineal estudiada en el apartado anterior.

Debemos recordar que para encontrar la solucion de los problemas de programacion lineal que a continuacion
aparecen, el primer paso consiste en traducir el enunciado al lenguaje algebraico y a continuacién resolver las
expresiones algebraicas encontradas.

Ejemplos

8. Un camion de 9 Tm debe transportar mercancias de dos tipos: A y B. La cantidad de A no puede ser inferior a
4 Tm ni superior al doble de la cantidad de B. Si el transporte gana 0,03 euros por cada Kg de A y 0,02 euros por
cada kg de B, se pide:

a) Encontrar si existe la region factible de soluciones.
b) Calcula utilizando el método analitico como se debe cargar el camién para obtener la maxima ganancia.
c¢) Determina el valor de esa ganancia.

Solucion:

Sean x los kg del tipo A e y los del tipo B que transporta el camién. | X+Yy <9000  {x+y <9000

El transporte esta sometido a las siguientes restricciones x=4000 =< x=4000
X<2y x—2y<0

La funcién objetivo a maximizar sera: F(x, y) = 0,03x + 0,02y .
Se representa la region factible y se calculan sus vértices:

x—=2y=0
8000 | e _
Vértice A: { X =4000 ° A(4000, 2000).
6000 T B(4000,5000)
o x+y =9000
Vértice B: ; B( 4000, 3000).
4000 4 eriee { x =4000 ( )
C(6000,3000)
1 A4000,2000 +y =9000
200 Vertice ¢: {* Y - C (6000, 3000).
. ‘ ‘ . x-2y=0
2000 {i000" 6000 8000 N0 5) | g region factible es la region convexa ABC del dibujo.
-2000 +

b) Se sustituyen los vértices en la funcion objetivo:
F, (4000, 2000) = 160 euros;  F5 (4000, 5000) = 220 euros;  F. (6000, 3000) = 240 euros.

La maxima ganancia se obtiene si el camién se carga con 6 Tm de mercancias del tipo Ay 3 Tm del tipo B.
c¢) La ganancia maxima es de 240 euros.

9. Una mezcla de café esta formada por otras dos, A y B, de las que se tienen 500 kg de A y 500 kg de B. En la
mezcla, el peso de B debe ser menor o igual que 1,5 veces el de A. Para satisfacer la demanda, la produccion
debe ser mayor o igual que 600 kg. Sabiendo que cada kg de A cuesta 5 euros y cada kg de B cuesta 4 euros:

a) Encontrar si existe la region factible de soluciones.

b) Calculalos kg de Ay B que deben emplearse para hacer una mezcla de coste minimo, que cumpla los requisitos
anteriores.

c¢) Determina dicho coste minimo.

g RE=S 4»
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Solucion:

Sean x e y el peso de Ay el peso de B que forman la mezcla, respectivamente.

La mezcla esté sometida a las restricciones siguientes:

La funcién objetivo a minimizar sera: F(x, y) = 5x + 4y.

y <1,5x
X+y =600
x <500
y <500
x>0
y=>0

—15x+10y <0
X+y =600
x <500
y <500
x>0
y=0

Se representa la regién factible y se calculan los vértices; C (500, 500) es inmediato.

6000

B(333,500)/

C(500,500)  Vértice A: {

4000 +
A(240,360)

Vértice B: {
2000 +
D(500,100)  \/@rtice D: {

60%\

T T
2000 4000

—15x+10y =0
x+y =600

y =500
-15x+10y =0’

a) La region factible es la regién convexa ABCD del dibujo.

A(240, 360).
B(333, 500).

0
+y 600 D1600.100).

Se sustituyen los vértices en la funcion objetivo para ver cuando toma el valor minimo:

F,(240, 360) = 2640 euros; F5(333, 500) = 3665 euros; F(500, 500) = 4500 euros; F,(500,100) = 2900 euros.

b) El coste minimo de la mezcla se consigue con 240 kg de la clase A y 360 kg de la clase B.

¢) Su valor es 2640 euros.

Y es de 30 euros. Se pide:
a) Encontrar si existe la region factible de soluciones.

b) Cantidades que se han de comprar de cada tipo para cubrir las necesidades con un coste minimo.

¢) Valor de dicho coste minimo.
Solucién:

10. Un ganadero desea proporcionar a su ganaderia una dieta que contenga un minimo de 15 unidades de sustancia
Ay otras 15 de sustancia B. En el mercado sélo se dispone de dos clases de compuestos: el tipo X con una unidad
de Ay cinco de B, y el tipo Y, con cinco unidades de Ay una de B. El precio del tipo X es de 10 euros y el del tipo

Sean x la cantidad del compuesto X e y la del Y que se precisan para cumplir la dieta.

La dieta esta sometida a las siguientes restricciones:

x>0
y=>0

La funcion objetivo a minimizar sera: F (x, y) = 10x + 30y .

Se representa la region factible, tal y como aparece en la grafica y se calculan sus vértices; A (15,0) y C (0,15)

son inmediatos.

58

Xx+5y >15 Para que se tome la sustancia A.
5x+y =15 Paraque se tome la sustancia B.
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S5x+y=15
C(0,15) 45X

204+

10+
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X+9y =15

;1 B(2,5, 2,5).
5x+y =15 ( )

Vértice B: {

a) La region factible es la region no acotada ABC del dibujo.
b) Se sustituyen los vértices en la funcién objetivo:

F,(15,0) = 150 euros; Fg(2,5, 2,5) = 100 euros; F(0, 15) = 450 euros.

5 10
A

15 w— Las cantidades que se deben comprar para cumplir con la dieta son: 2,5
15,0)

x+5y=15  del compuesto X'y 2,5 del compuesto Y.

c¢) El coste minimo de la dieta es de 100 euros.

11. Una familia desea comprar videojuegos y peliculas; los videojuegos cuestan 3 euros y las peliculas cuestan 2 euros.
Para satisfacer a todos los miembros de la familia se desea comprar un minimo de 4 peliculas y un méximo de 7,
y al menos 4 videojuegos. Se tiene un presupuesto de 36 euros.

a) ¢ Qué combinaciones de unidades de cada sistema se pueden instalar cumpliendo los requerimientos anteriores?
Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones. ¢ Se podrian comprar 4 peliculas y 10

videojuegos?

b) Si el objetivo es comprar el mayor nimero de objetos entre videojuegos y peliculas, ;cuantos se pueden comprar

de cada tipo?

¢) ¢ Cual sera el coste total?

S

Solucién:
Sean x la cantidad del peliculas e y la de videojuegos que pueden comprar.
4<x<7
La compra esta sometida a las siguientes restricciones: 4<y
2x+3y <36

La funcion objetivo a maximizar sera: F (x, y) = x + y.
El nimero de peliculas que se pueden comprar seran: 4,5 ,6 0 7.

Cuatro peliculas cuestan 8 euros, quedan para comprar videojuegos 28 euros; con los que se pueden comprar

2x +3y =36

un maximo de 28: 3; el cociente entero es 9; por tanto, no se pueden comprar 4
peliculas y 10 videojuegos.

Siete peliculas cuestan 14 euros y quedan 36 —14 = 22 euros; con los que se pueden
comprar 22 3; el cociente entero es 7 videojuegos que se pueden comprar en este

caso.
a) A partir de la figura que es un trapecio de area A= w =20 posibilidades.

Los valores maximos de la funcion objetivo se encontraran entre los vértices
enteros de la figura; estos son A(4, 4), B (4,9), C(7,7) y D(7, 4).

b) EI méximo numero de objetos que se pueden comprar seran 7 peliculas y 7
videojuegos.

c) El coste sera 7-2 + 7-3 = 35 euros.
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(> Actividades

11. Un autobUs Madrid-Paris ofrece plazas para fumadores al precio de 100 euros y para no fumadores al precio de 60 euros. Al
no fumador se le deja llevar 50 kg de peso y al fumador 20 kg. Si el autobus tiene 90 plazas y admite un equipaje de hasta 3000
kg, ¢cual debe ser la oferta de plazas de la compafiia para optimizar el beneficio?

12. El jefe de seguridad de un museo estudia combinar 2 nuevos sistemas antirrobo: camaras de vigilancia en las salas y alarmas
en puntos estratégicos del edificio. Se quiere utilizar un minimo de 6 camaras para cubrir con ellas las salas mas importantes y
un maximo de 15 cdmaras, con las que quedarian todas las salas cubiertas. Igualmente, se necesitan al menos 6 alarmas
para cubrir las mas importantes entradas y salidas del edificio. Finalmente, se tiene un presupuesto maximo de 36000 euros, y
cada camara cuesta 1000 euros mientras que cada alarma cuesta 500 euros.

a) ¢Qué combinaciones de unidades de cada sistema se pueden instalar cumpliendo los requerimientos anteriores? Plantea
el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones. ¢ Podria instalar 7 camaras y 59 alarmas?

b) Siel objetivo es colocar el mayor nimero de dispositivos entre camaras y alarmas, ¢,cuantos ha de colocar de cada modalidad?
En ese caso ¢cual sera el coste total?

13. Un fabricante de abanicos dispone de dos modelos, Ay B. El modelo A reguiere, para su elaboracion, 20 cm” de papel, 120 cm?
de lamina de madera y 1 enganche metalico. EI modelo B requiere: 60 cm’ de papel, 80 cm” de lamina de madera y 1 enganche
metalico. El coste de produccion de cada modelo es 1,20 euros el Ay 1,30 euros el B. El precio de venta es de 1,80 euros
cada uno, independientemente del modelo. Teniendo en cuenta que las existencias son de 3000 cm’ de papel, 7200 cm” de
l&mina de madera y 70 enganches:

a) Representa la regién factible.
b) Determina el nimero de abanicos de cada modelo que ha de fabricar para obtener un beneficio maximo.
¢) Calcula cual es ese beneficio.

14. En la preparacion de dos paquetes de café, C, y C,, se usa café brasilefio y café colombiano. Cada paquete del tipo C, contiene
300 g. de café brasilefio y 200 g. de café colombiano, y cada paquete del tipo C, contiene 100 g. de café brasilefio y 400 g. de
café colombiano. Con cada paquete del tipo C, se obtiene un beneficio de 0,90 euros y con cada paquete del tipo C, se
obtiene un beneficio de 1,20 euros. Se dispone de 900 g de café brasilefio y 1600 g. de café colombiano.

b) ;Cual es este beneficio maximo?
15. Sea S la region del plano de coordenadas de valor mayor o igual que cero y tal que sus puntos cumplen que:

(i) La media aritmética de las coordenadas es menor o igual que 5.

(i) Eldoble de la abscisa mas la ordenada es mayor o igual que 5.

a) Representa graficamente el conjunto S.

b) Determina en qué puntos de S la funcién f(x, y) = 2x+y toma el valor maximo.

16. Un banco dispone de 18 millones de euros para ofrecer préstamos de riesgo alto y medio, con rendimientos del 14% y 7%,
respectivamente. Sabiendo que se debe dedicar al menos 4 millones de euros a préstamos de riesgo medio y que el dinero
invertido en alto y medio riesgo debe estar a lo sumo a razon de 4 a 5, determinar cuanto debe dedicarse a cada uno de los tipos
de préstamos para maximizar el beneficio y calcular éste.

17. Un tren de mercancias puede arrastrar, como maximo, 27 vagones. En cierto viaje transporta coches y motocicletas. Para coches
debe dedicar un minimo de 12 vagones y para motocicletas no menos de la mitad de los vagones que dedica a los coches. Si
los ingresos de la compaifiia ferroviaria son 540 euros por vagén de coches y 360 euros por vagén de motocicletas, calcular cdmo
se deben distribuir los vagones para que el beneficio de un transporte de coches y motocicletas sea maximo y cuanto vale dicho
beneficio.

18. Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos, ofreciendo el modelo A a un precio de 9000 euros y
el modelo B un tercio més caro. La oferta esta limitada por las existencias, que son 20 coches del modelo Ay 10 del B'y por el
deseo de vender al menos tantas unidades del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para cubrir gastos de esta campaiia,
los ingresos obtenidos con ella deben ser al menos de 36000 euros.

a) ¢Cuantos coches de cada modelo debera vender para maximizar sus ingresos?

1
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a) ¢Cuantos paquetes de cada tipo se han de preparar para obtener un beneficio maximo? :
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b) ;Cual es el importe de la venta? |
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v" Programacion lineal.

Trata aquellos problemas en los que se debe optimizar (calcular maximos o minimos) una funcién lineal de varias
variables, llamada funcion objetivo, sometida a una serie de restricciones expresadas mediante sistemas de
inecuaciones lineales.

Programacion lineal de dos variables.

Un problema de programacion lineal de dos variables es aquel que tiene una traduccién algebraica, formada por:
+ Lafuncién objetivo F(x, y) = ax + by, que es necesario optimizar.

+ Larestricciones que son las inecuaciones lineales que proporciona el enunciado del problema.

A partir de las expresiones algebraicas anteriores debemos encontrar:

+ Laregion factible, que son los valores que verifican todas y cada una de las restricciones; todo punto de
dicha region puede ser solucién del problema.

+ Lasolucion o soluciones dptimas del problemas, caso de existir, seran los valores (x,, Y,) de la region factible
que optimizan (hacen maximo o minimo) el valor de funcién objetivo.

Método grafico para obtener las soluciones.

Para encontrar el valor dptimo de la funcion objetivo con dos variables por este método, se realizan los pasos
siguientes:

+ Se dibuja el recinto definido por las restricciones.
+ Seiguala a cero la funcién objetivo ax + by = 0y se representa dicha recta.
+ Se traslada la recta anterior perpendicularmente a su direccion.

* Los puntos en los que las mencionadas rectas conectan o0 abandonan la region factible serén el valor o valores
optimos buscados.

Método analitico para obtener soluciones.

Se basa en el teorema fundamental de la programacién lineal para dos variables; este teorema nos indica el
procedimiento a seguir para determinar los valores 6ptimos y es el siguiente:

* Dibujar el recinto limitado por las restricciones del problema.

* Calcular las coordenadas de los vértices.

«  Sustituir las coordenadas de los vértice en la funcién objetivo y ver los valores donde se hace maxima y minima.
Resolucién de problemas de programacion lineal.

Para resolver los problemas de programacion lineal se debe traducir cada enunciado a lenguaje algebraico, que
en este caso consta de una funcién de dos variables llamada funcién objetivo y unas inecuaciones llamadas
restricciones; las expresiones encontradas en cada problemas se resuelven por cualquiera de los métodos estudiados
en esta Unidad.
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Limite, continuidad,

del Analisis Matematico. Los temas de la Unidad
ya fueron tratados en el libro de 1°, y convendria que el
alumnado los revisase para recordarlos. Ahora proce-
demos a profundizar en su estudio, no con rigor y forma-
lismo matematico excesivo, pero si de modo que nos
percatemos de que nuestras afirmaciones estan fundadas
en métodos matematicos rigurosos. Sabemos que la
mayoria de nuestros estudiantes quieren realizar estudios
universitarios, de ahi que intentemos introducir notaciones
y técnicas que se usaran mas adelante.

a presente Unidad es la base del denominado
I Calculo Infinitesimal, que es a su vez el sustento

El matematico francés Augustin Louis Cauchy (1789
—1857) sienta las bases del moderno Analisis, funda-
mentando la idea de limite. En la Unidad aparece la
definicién rigurosa de limite, no sélo como el valor al que
se acerca la funcién cuando la variable se acerca a un
punto, y la explicamos con algunos ejemplos, solo para
dejar claro que todas las propiedades y operaciones de
los limites estan basadas en dicha definicion.

o Augustin Louis Cauchy (Wikipedia. org. Dominio publico )

Rapidamente aparecen las indeterminaciones y aplicamos las principales herramientas para su

resolucién: Regla de L’'Hépital (indeterminaciones %,f

,>-0), tomar logaritmos neperianos

(indeterminaciones 1%, 0° -0 ), y definicién de nimero e (indeterminacion 1%). El limite permite

fundamentar la idea de continuidad, y de discontinuidad.

Araiz de las discontinuidades de salto infinito, surge la nocién de asintota vertical. El limite en
+o0 conduce a las asintotas horizontales y oblicuas. No sélo es importante saber calcular las
ecuaciones de las asintotas, sino conocer como se aproxima la funcién a ellas.

Por lo tanto, esta Unidad tiene como objetivos los siguientes:

Estudiar la continuidad de una funcién.
Obtener las asintotas de una funcion.
Calcular la derivada de cualquier funcion.
Estudiar la derivabilidad de una funcion.

S

Obtener las derivadas sucesivas.

Mejorar el calculo de limites, resolviendo las indeterminaciones existentes.
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Limites de una funcion
Limite en un punto
Limites laterales
Continuidad
Discontinuidad inevitable de salto finito
l Discontinuidad inevitable de salto infinito
Asintota vertical x=a
Limites en el infinito
Asintota horizontal  y =k
Asintota oblicua  yg, = mx+n
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LIMITE, CONTINUIDAD, ASINTOTAS

1. Limites de una funcion

En una primera aproximacion, son tres los limites que podemos calcular en una funcién: en un punto
iinlf(x), en el infinito /im f(x) y en el menos infinito  /im f(x). Los conceptos basicos los aprendimos en 1°.
- X—>eo X——o0

Aqui profundizaremos para mejorar en la comprensién y en el calculo de dichos limites.

1.1. Limite de una funcion en un punto

El limite de una funcion en un punto es el valor al que se cerca dicha funcion cuando la variable se acerca al
punto. ¢ Qué significa acercarse? Pues que la distancia entre ambos (funcion y su limite, variable y valor en el punto)
se acorta. ; Cémo se calcula la distancia en la recta real? Hallando el valor absoluto de la diferencia entre los dos
valores (se toma valor absoluto para que la distancia siempre sea positiva). Si el limite es finito, el limite se define,
y se escribe en forma matematica, como:

limf(x)=1 <> Paratodoe >0 existe § > 0tal que si 0< |x—a| <& entonces |f(x)—/|<e.

Abreviadamente se escribeV= para todo, 3 = existe.

Observa que para que x se acerque al punto se impone
la condicién 0 < |x - a| < 6, donde 6 es una cantidad que

7‘?5-// ------------- LoD debe ser cada vez mas pequefia. Hay que excluir el

, unto, pues x =a no verifica la inecuacion 0< |x - a|.
| =limf(x) P P [x-a|
X—a

i Observa que la condicion la pone la funcion (V) y que

£
<

hay que encontrar el valor de & (que estara directamente
relacionado con &) que garantice la 12 inecuacion.

Ejemplo

1. Usando la definicion demuestra que: a) lim (2x=5)=1; b) I/’an2 =1.
Solucién:
Escribimos la definicidn para cada caso particular:

a) Iing(Zx—S):1 & Ve >035 >0 tal que si 0<|x—3|<5 entonces [2x —5—1/<&. Lo que hay que hacer es

encontrar una relacion entre 8y ¢ . Fijate que la 2? inecuacién se convierte en [2x —6] = |2(x—3)[=2:|x -3/ <26 =
tomando o6 :% tendriamos demostrado el limite.

b) fimx* =1 Ve >035 >0tal que si 0<[x~1|<5 entonces |x* ~1 <. Se parte de 0 <|x—1] <& y hay que manipular

x* =1 =|(x+1)(x=1)| =|x+1]-|x—1. E1 2 valor absoluto esta acotado por &. El primero exige més trabajo:
e+ <141+ <[x-1+[2 =[x~ 1+2<5 +2. Porlotanto, = |x* 1| =[x+1-[x~1|<5(5+2)=e.
La ecuacion 52 +25 = ¢ tiene como solucién positiva & = v/'1+& —1, que es la relacion buscada.

Observa que en ambos casos, si disminuye & también lo hace & . Si no fuera asi, la funcién no tendria limite.
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Puedes observar que:
1°) al complicarse la funcion se hace muy complicado averiguar la relacién entre los términos 6 y ¢;

2°) la definicion no sirve para calcular el limite de una funcién directamente, aunque si para demostrar las
formulas del algebra de limites que vimos en 1° de bachillerato y que aqui repetiremos, sin demostracion.

Apesar de que en la definicion excluyamos el punto, para el calculo del limite habitualmente sustituiremos dicho
valor en la funcion y asi obtendremos dicho limite. Recuerda que esto es asi porque trabajamos con funciones
continuas.

En realidad, el limite se compone de otros dos, llamados limites laterales: por la izquierda (x—a-) y por la
derecha (x—a'*), que usabamos en las funciones definidas a trozos, en aquellos puntos en los que cambiaba de
definicion, y en las funciones que presentaban discontinuidades inevitables de salto infinito, alli donde éstas
aparecian.

Funcion
logaritmica

Fraccién
algebraica

\/*

Las discontinuidades inevitables de salto infinito se presentan en aquellos puntos en los que el limite no
estd acotado, habitualmente porque el denominador se anula y no el numerador, o porque el argumento del logaritmo
se hace cero. En el primer caso, que es el de las fracciones algebraicas o funciones definidas a partir de cocientes,
los limites laterales suelen ser distintos, mientras que en el caso de las funciones logaritmicas sélo aparece un
limite lateral, pues, al intentar calcular el otro, el argumento es negativo, por lo que no existe el logaritmo y l6gicamente
carecera de limite. Si la funcion no esta acotada superiormente en el punto, se dice que Lma f(x) =eo ysino esta

acotada inferiormente que /im f(x) = —eo . Enla gréfica, My N representan las cotas superior e inferior, respectivamente.

1.2. Limites en el infinito y en el menos infinito

También aqui pueden darse varios casos:

I Que la funcién se acerque a un valor finito, que puede ser distinto en <o y en - . Si el valor es el mismo en
ambos casos, se escribe Iiry f(x) = k. Este valor nos da la ecuacion de la asintota horizontal de la funcion
X—>teo
V=K.

Il. Que la funcién no esté acotada superiormente I/'n+7 f(x) == ,0 que no lo esté inferiormente X/L'n] f(x) = —co.
X—>too too

Igual que en el primer caso, los limites de la funcion pueden variar de < a - 0. La funcién no tiene asintota
horizontal.

65 mé
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K fim f(x) = o
_/ yu =k \

........... G,

lim f(x) =k lim f(x) = oo

X-—>+oo X—>1o0

BN
NV I

Recuerda los siguientes resultados de los limites en +oo:

lim x" =0 .P.gj.lim x> =0

X—>oo X—oo
lim X" =oosirespar.P.gj. lim x* =co
X—>—oo X—>—oco

Sir>0= lim x" =—co si r s impar.P.gj lim x° = —
fim L =0.P.qj. lim 1 =0 (es también el caso r <0)

X—teo X Xx—teo X

Cuando se trata de polinomios, el comportamiento en oo 6 —oo viene dado por su monomio de mayor grado,
siendo despreciables los demas términos:

lim (4x5 —7x° +25x2 —1000) = lim 4x°.

X—>o0 X—>o0

lime* =oo; lim " = lime™ = lim —- =0
X—>o0 X—>—o0 X—>o0 x> @

liminx = oo,

X—o0

No podemos calcular lim Inx, lim senx, lim cosx, lim fgx.

X—>—o0 X—>too X—>too X—>too

Para el calculo de limites de funciones un poco mas complejas necesitamos conocer el Algebra de limites o
propiedades de los limites de las funciones:

lim (f(x)£g(x)) = lim f(x) £ lim g(x) : el limite de una suma o resta es la suma o resta de los limites.

X—a X—a

lim (f(x)-9(x)) = lim(x)-lim g(x) : el limite de un producto es el producto de limites.

X—a

lim [k-f (x)] =klimf (x) : el limite de una constante por una funcién es igual a la constante por el limite de

X—a

la funcion.

limf(x
f (x)=222——limg(x) # 0 : el limite de un cociente es el cociente de limites.
g limg(x) " x>a

x . Jm.g(x) - L, . -
lim (f (x))g( )= (Ilm f(x)) . el limite de una funcién elevada a otra es igual al limite de la base elevada

X—a

al limite del exponente.
Estas formulas sirven también para <o y - =0, igual que todo lo que se diga a continuacién. Pare evitar alargar
la escritura, solo escribiremos limf(x).

X—a
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Ejemplos

1
2. Calcula los siguientes limites: a) I/m’“r4 b) lim In(x ~16); c) lime* .

Solucién:
4 7 lim ng = Ol‘ = —oo,
X+ 1’ x—3 X — q q P c
a) i/_)rrg —3-0 =1 wad 7 Recuerda que si el denominador es cero, lo Unico que hay que averiguar

xll—>nS"+ x—3 0*
es el signo de la fraccion cerca del punto.
A lim In(x* ~16)

b) [fimin(x*-16)=I0={ ** , pues x* —16 <0si x <4,
xod lim In(x* ~16) = —

U 1
limex =e” =™ =—=0.
e

1 i x—0"

c) imz) e =¢' = 1 ) Observa el cambio de comportamiento, que es debido a la
—! L
limex =% =@~ =co,

x—0"

influencia del cambio de signo en la funcién exponencial, con la que hay que tener mucho cuidado.

2
X4 Gy e
X+1

1
3.Dada f(x)=1{ex',si—1<x<1; calcula lim f(x)y limf(x).

x——1 x—1

In(x2—1),31x>1

Solucion:

Observa que hay que calcular los limites en los puntos en los que la funcién cambia de definicion, por lo que
averiguamos directamente los limites laterales:

X——1" X1 X+1 x——1" x——1*

2 1
\ lim f(x)= lim X 1= 2 - o jim f(x)= lim " =" = oo,

Al sustituir en el limite la funcion que tenemos a cada lado hay que seguir con los limites
N— Je laterales, pues nos es necesario para conocer el signo del limite.

1 1
lim f(x) = lime* =62 =le; lim f(x) = lim In(x* —1) =~

x—1" x—1 x—1" x—1"

-1 1

En el primer limite lateral, podemos prescindir de seguir escribiéndolo porque no hay
problemas con la funcién, mientras que en el segundo hay que escribirlo de nuevo,
pues solo existe un limite lateral. A la izquierda tienes la gréfica de la funcién en los
puntos en los que hemos calculado los limites.

2x° —4x* 45 . b) lim X*+2x—6 . ¢ lim X +2x-T7.

4. Calcula los siguientes limites: a) [im
> ) Jm x*=Tx+15 o x*—4x? x> Bx* -5

o7 RE= 4p
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2
d) lim (2"_1: c ) lim X

oo 4y’ + o= x2 41
Solucion:
3 2
o) IS = )= S i @)=
3 &)
b) lim %ﬁ:ﬁ(md)z fim 2= tim 1 =0,
X—>—co X' —4X o X——o ¥ X—>—o0
2 2
o) lim X +2X=T _ = (jng) ~ fim X =1,
) . 8x* -5 =, ()= —=8x> 8

=1.

d) lim @y = (ind) = lim 2% 4x

0w 4xE41 oo x> 4x°

3
=—(ind) = | lim X2 = lim x =—c
Xﬁ—oex +1 ) X——e X X—>—o0

e)

1.3. Indeterminaciones

La aparicion de algin « 0 de algun 0 (cero) en determinados lugares puede convertir el limite en una indeter-

oo

minacion. Ya conocemos las indeterminaciones %,_ oo —oo, También son indeterminaciones 0-co, 1, 0°, oo’
oo

Observa que, salvo 0°, todas las mdetermmamones se deben a que o no es un numero y, por lo tanto, no S|gue
las reglas para los numeros. En el caso de 0° hay un conflicto, pues 0° = 0, pero @’ = 1, y no sabemos a qué
regla atenernos. Estas son las 7 indeterminaciones posibles.

Como puedes imaginar, los casos interesantes son las indeterminaciones, ya que en los demas solo hay que
sustituir los numeros y operar. Para resolver estas 7 indeterminaciones necesitamos alguna herramienta mas
potente que la division por el método de Ruffini, que sélo sirve para polinomios. Esta herramienta se llama Regla
de L’Hopital y consiste en cambiar en un cociente el numerador y el denominador por sus respectivas derivadas,
y calcular a continuacion el limite. Si de nuevo sale una indeterminacion, se procede de forma analoga hasta que
ésta desaparezca. Por supuesto, deben existir las derivadas de f y de g, que es lo habitual. Puede enunciarse asi:

Si lim M =05 o — entonces [im m =lim f (X)

x—a g( ) 0 x—a g(X) x—a (g ( )

Ejemplo

5. Enlos siguientes apartados mostramos algunos limites resueltos.

X L'Hopital X

3X+2 0 LHﬁ)ltaI. 2X—3_ 1 oy LHﬂ)ltal e* oo/ P e e
o) lin =2 i) =i ZE == b) fim &= 2(00) = £ (i) = fim &=

NOTA: El caso a) se puede resolver usando la Regla de Ruffini, factorizando numerador y denominador, pero el b)
no podemos resolverlo mirando los grados del numerador y del denominador, porque el numerador no es un polinomio.
Fijate que la Regla de L'Hopital nada tiene que ver con la derivada de un cociente, sino que es Unicamente cambiar
el numerador y el denominador por sus derivadas respectivas. Esta regla se usa en todas las demas indeterminaciones,
salvo en oo —co, pues 0 - « se puede convertir en 0/p 6 /o sin dificultad.
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a 1 _ 2x o . restamosla_s fracciones . 2y B 0. L'Hﬂma/ 1 ~
) liml — )— (ind) = £I_>sz2_4—6(lnd) = i’ﬁlﬂ 7

multiplicamos
; L.XZ_I_X _§.£_°°. . Iasfrai:iones 3 5X(X+1) L 5X _§
9 Jim )_0 == i) = xll—r>r—71(x+1)(7x+1)_xll_rzz17x+1_6'

2
e) Iim(% X2+8) 0-c0 (ind) _Ilmz“x +8 Ilm( X 8).~.Iim(2 X—2)=2-
X—>o0 X—>o0 X—>o0 x X—>o0 X

Fijate que a veces la forma de deshacer la indeterminacion no consiste mas que en efectuar la operacion sefialada,
pero no realizada (resta y multiplicacién en los 3 casos anteriores).

Héol 1
3 I o . L'Hopital , 3
f) im(x-lnx):O (- )(/nd)_I/m? —(ind) = im_{/xz =£l£’6(—x):0.
X X
L'Hépital 1

g) lim(x-e™)=oo O(Ind)—llm—:g(ind) = lim==0.

X—>o e X—>o0 e

Observa el procedimiento: f(x)-g(x) = % por lo que 0 se convierte en « 6 « en 0, pasando a ser indeter-
f(x)

minacion resoluble por la Regla de L'Hopital.

Obviamente, para usar esta Regla, hay que conocer la derivada de las funciones. Las puedes encontrar en la Unidad
8 del libro de 1° 0 en la siguiente Unidad, la Unidad 5.

Las indeterminaciones 17, 00, «?, las podemos convertir en resolubles mediante L'Hopital sin mas que tomar logaritmos
neperianos. Recuerda que los logaritmos bajan los exponentes:/na® = b-Ina, con lo que:

In1” =co-In1=20-0, IN0° =0-In0=0-(—o0), Ineo’ =0-Ineo=0-c0. Todas estas indeterminaciones se

, . 0 - 00 \/ox : )
convierten en 0-<o y después en — 6 —. Veamoslo con unos ejemplos:
oo

0

h) Iirr%xx =0° (ind) = hacemos y = x* = Iny = x-Inx = Calculamos el limite Iin?)(lny) = Iin%(x-lnx) =0- (o) (ind) =

L'Hopital

1
Inx —ooy; T A (v , _ , _ 7 X A0
_My =2 (ind) = m_%_ﬂ( x)=0= lim(Iny)=In(fimy ) =0=> limy = imx* =& =1,
X X

Observa que al final hay que deshacer el haber tomado logaritmos neperianos recurriendo a su funcién inversa,
la exponencial.

. - 3 3-In(1+2x ’ . 3-In(1+2x

i) M(1+2x)4—1 (ind)=>y = (1+2x)A:>Iny=%-ln(1+2x)=—(x ):im(lny)ﬂm—(x )=
_0 . LHﬁ)ltal 6 3 / 5
_a(lnd) i@m 6:>£m(1+2x) =e’.
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También podemos resolver 1 recurriendo a la definicion del niimero e:

X p(x)
e=lim (1+%) =lim(1+x)/ = l:m(1+ 1 ) , Si p(x) — oo cuando x — o . De este modo, podemos escribir

X—o0 x—0 X—o0 ( )

q(x) q(x) 1 p(x) % 4(x)
lo siguiente: si lim 1+— =1 entonces im| 1+ — =lim|| 1+— =exp| lim
g x—»o( ( )) xew( ( )) x—ml:[ p(X)j :| p|:x—>oop(X):|

en donde aparece exp en lugar del nimero e, para mayor claridad. Por lo tanto, lo Unico que hay que averiguar
es el término p(x).

Ejemplo

Continuacion del ejemplo 5.

& im (122 =1 (i T B a(x) 3x ( 1)”_
i) x’l’l(”x) —1 (lnd):>1+p(x)_1+xz>p(x)_x ko q()p(x) X _3 fim(1+1] =

= exp[lim 3} =6’

X—>o0

2x
5x° = (i 1 5x’ 1 5x° 7
k) lim =1" (ind) =1+ = = — = :
) ( 7J (in) p(x) 5x°-7 " p(x) 5x°-7 = 5x*-7

x=e( 5x°
0 _ ). = 14X jiy [ 58X 2X=exp[lim14—x}=e°=1.
p(x) p(x) " 5X° =T s B 7 r=Bx° =7

Intenta hacer los ejemplos g y h tomando logaritmos neperianos, que es el método mas general, pues la definicién
de e solo puede usarse para la indeterminacion 17.

) /im(x+1)%=<>o°(ind):>y=(x+1)%:>/ny=w:>ﬁm(/ny)=/imM = (ind) =
L'Hépital
= lim—2 = 0= fim (x+1)% =® =1.
x000 X +1 X—>o0
Jx+3-2_0 oongzco X+3-4 ; x—=1 ; 1
m) [im¥~——-=% ind) = lim =lim =|im———=
I == =g (") =1 (x— 1)(\/ﬁ+2) H'(x—1)(ﬁ+2) o1 x+3+2
= ﬁ % Este ejemplo también se puede resolver mediante la Regla de L'Hapital: Iin‘1: —‘”‘;_31_2 =
_Q L' ﬂ)lfal 1 _L_l
o) = Im 5 ~72"%
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(& Actividades

- DD DS D B 1
i I
I I
! o X' =Tx+6 X +3x°=9x+5 X2 —11x =12 I
i 1. Halla:  a) imX=Xt0 . p) [jmX FX =9X+9 . ) iy )
! b e Y e e O a1k =20 |
I I
I I
| 2. Caloula: a) lim w; b) fim 3—*;5, c) I A +2x =Tx +2X ix |
: o x*—16 x== 2x° — x* +5x oL 3x+8 |
I I
I I
L3 Hala: @) lim AL gy g IEICE2 gy i NEEX O X i
xX— X x— — x—2
| :
I
I x> =25 1-x* ; [,2 I
I 4. Calcula: a) [lim ——=— lim ;¢) lim [Vx —=3x+x).
: b 7 B Mg g ¢ H«( ) |
l |
| :
1 , 1 , 1
: 5. Averigua: a) Iinz(x-e‘); b) Ilm(x~e4); c) lim (x-e/X). :
I ]
| I
I o 1 oy ) x :
| 6. Calcula: @) lim(2x~1)<7 ; b) limx™* ; c) Imz)(\/}) . |
] !
I I
: 8x+12 -8 :
7. Calcula: a Ilm—; lim
i ) ~3x* +4 & H4\/6x+ -5 :
: ]
I
! 1 X2 o (x =3’ +x*+4 !
) a) lim| ==X i b) fim| =2 A T2
! S e x—>m(x +3x+5 X+1J ) x—>2(x3—2x2—4x+8) i
I I
I I
I I — _
| 9. Calcula: a) fim ¥2¥EX=2 . ) i X 4X 19x-14 i
: X——1 X+1 x—7 _49 :
: I
1
1
I 10. Calcula: a) //m\'3x+ =3 by fim X2 =23 :
! X0 =3 x° —5x% +3x+9 :
i ]
2 I
| 11. Calcula los limites siguientes: a) /im il G ; b) lim & 3X !
I Xe X+5 x° =3 x—3 2x+5 i
| ]
: 2 3x :
| 12. Calcula los limites siguientes: a) fim N R 3X —2¢ 1208 :
! xoe| Bx% +2x —1 X2 -3x> +4x I
- I
I I
I I
b e e e R R S R S R ol
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2. Continuidad de un funcion

Recordemos que una funcion f es continua en un punto x = a cuando:

1. Existe f(a): 3 f(a)

2, Eliiﬂf(x):zl lim f(x), lim f(x)y lim f(x)= lim f(x)=1limf(x) :en el caso de las funciones definidas
a trozos implicaxalje existé;ay coincidxe_r;a los Iimit;;alaterales.x_)a

3. ilnlf(x) =f(a) : coincide el valor del limite con el valor de la funcion en el punto.

Una definicion alternativa es: una funcién f es continua en un punto x = a cuando lljnz)f (a+h)=f(a)que es
" IRV 0 —!
lo que aparece en la definicion de derivada.

Habitualmente, para estudiar la continuidad de una funcién usamos los tres pasos antes descritos. También
hay que recordar que las funciones que pueden presentar problemas en su continuidad son las definidas a
trozos (en los puntos en los que cambia de definicion), las funciones con denominadores (alli donde se anule
dicho denominador) y las logaritmicas (donde el argumento se hace cero). Hay tres tipos de discontinuidades:

i. Discontinuidad inevitable de salto finito (suele darse en funciones definidas a trozos). Los limites laterales
son distintos, pero ambos finitos.

ii. Discontinuidad inevitable de salto infinito (la funcion tendra asintotas verticales en los puntos en los que
presenta este tipo de discontinuidad). La funcion no esta acotada en el punto.

iii. Discontinuidad evitable (se evita redefiniendo la funcidn en ese punto). Existe el limite de la funcion en el
punto (aparece la indeterminacion 0/0, que resuelta da un limite finito), y de ese modo se redefine la funcion.

Ejemplo

6. Estudia la continuidad de las siguientes funciones. Representa graficamente fy esboza la grafica de g en donde
sea discontinua.

1—x%,si x <1

a) f(x)=1-2,si1<x<3; b) g(ﬂ:ﬁ_
X—5,8i x>3

Solucién:
a) Los posibles puntos de discontinuidad son x = 1, x = 3.
Enx=1:1°) f()=-2; 29) lim f(x)=lim (1-x*)=0; lim f(x) = lim(~2) =~2= Blim(x)=> f no es continua

en x = 1. Es una discontinuidad de salto finito.

Enx=3:19 f(3)=—2; 29 fim f()=lim(~2)=—2; lim f(x)=lim(x—5) =—2= 3limf(x) =—2=
X— x—3" X— X—

x—3

= f es continua en x = 3. f es continua en R —{1}, y presenta una discontinuidad de salto finito en x = 1.
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f(x) 9(x)

N )

b) Los posibles puntos de discontinuidad son x = 4, x = -3 (DEN = 0).

_ g fay 00 e P T
x=4: f(4)= 0(/nd) = lim =4 +3) lim 13 = 7= discontinuidad evitable.

_4 = discontinuidad inevitable de salto infinito. La funcién g tiene una asintota vertical en

x==-3 f(_3)_T

x =— 3. Para el esbozo calculamos los limites laterales /im — -
=3 x°=x=12 0

;

Iing 22’(—_812 = ?.—1_4 = oo, Asi, g es continua en R —{-3}, presenta una discontinuidad evitable
x5=3" X5 — X —
en x =4y una discontinuidad inevitable de salto infinito en x = — 3. Arriba esta el esbozo de g.

El siguiente paso es definir la continuidad en un intervalo (a, b). Parece obvio que f seré continua en (a, b)
cuando sea continua en todos lo puntos del intervalo (a, b). Observa que este estudio ya aparece en la conclusion

de los ejemplos anteriores.

Ejemplos

23 7 six<—1
S sea continua en todo ‘R.

7. Averigua el valor de a para que f(x)=
X six>—1
1+ax

Solucion: En principio, el posible punto de discontinuidad es x = -1.
1o g e 02 a-2=0=a=-12

, _ a _a. — i X _ —1
X’L’ﬂ-f(")‘x’l’ﬂxqu’ xlimrf(x) xlmﬂax 1-a 2 1-a

Asi, f podria tener las dos siguientes formas:

2_—1,six<—1 22 , i x <1
a) f(X)= X +1 , b) f(X)= X +1

X six>—1 X_ six>—1

1—x 1+ 2x

Observando la forma a), vemos que presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito en x =1, y en la b) el
denominador se anula para x == /- Luego f no es continua en todo %R para ningun valor de a.
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%x,six<2
3x—a,s8i12<x<3

8. Calcula a, b, ¢y d para que sea continua f(x) = 1 b, si 3< x <5 y represéntala graficamente.

—X+c¢,8I5<x<7
d,si7T<x

Solucion:
Los posibles puntos de discontinuidad son x = 2, 3, 5, 7. Directamente calculamos los limites laterales y los igualamos:

i — l =1 fl = i —_ =0— =0— =
xll_>r1277f(x)_£l_>n£2x 1,Xll_>r127+f(x) £I_>rr£(3x a)=6-a=1=6-a=a=b.
lim f(x) =lim (3x —5) =4, lim f(x)=limb=b=>b=4.

x—3 x—3 x—3* x—3

lim f(x)=Iim54:4; lim f(x):Iin*é(—x+c)=—5+c:>4=—5+c:>c=9.
x—5" X— x—5" X—>

lim f(x) = lim(-x+9)=2; lim f(x)=limd =d =d =2.

x—=T" x—=T7 x—T" x—7

1x,six<2

2
3x-5,812<x<3

La funcion fes de la forma: f(x) =44, si 3<x<5 y su representacion grafica es la que aparece debajo.

—X+9,8i5<x<7 4
i7<
2,81 T<x ) (x)
1
X, i x <1 2 3 5 7
9. Estudia la continuidad de f(x)=13,si1<x<3  .Represéntala.
|x2 —6x|, six>3
Solucioén:
9

A partir de una observacion ligera diriamos que los Unicos posibles puntos de
discontinuidad son x = 1, x = 3. Sin embargo, hay que considerar también el
valor absoluto: |[x* —6x| =0 =x = 0, 6. De estos dos valores, solo influye el 6,
que es el que verifica 6 > 3. Podemos separarlo y rescribir la funcion como 3

X,Si x <1 1
3,si1<x<3 /‘ﬁ 3 6

—x*+6x,813<x<6

f(x) =

x* —6x,si x> 6

x=1=1)f(1)=1; 2°)lim f(x) =I/'m1x =12 lim f(x) =lim3=3= No es continua.

x—1" x—1" x—1

x—3

x=3=1)f(3)=9; 2°)Iin;lff(x):lin’é3=3¢ I/’m+f(x):ll’rr;(—x2+6x)=9:> No es continua.

x=6=>1)£(6)=0;2°) lim f(x) = lim(—x* +6x) =0= lim f(x) == lim (x*+6x)=0= Sies continua.

X6 x—6 x—6"

Por lo tanto, fes continua en R —{1, 3}, presentando discontinuidades inevitables de salto finito en ambos puntos.
Como ya sabiamos, el valor absoluto no presenta ningun problema para la continuidad.

r RE= 4p



QR EQ

3. Asintotas

Se llama asintota o rama parabdlica o rama infinita a la recta a la que se acerca la funcién cuando no esta
acotada en un punto (asintota vertical), o a la recta a la que se acerca la funcién cuando x — +eo (asintota horizontal
y asintota oblicua). Hay tres tipos de asintotas: la asintota vertical, la asintota horizontal y la asintota oblicua.

La asintota vertical indica que la funcion tiende a « & - « conforme x se acerca a un punto a. Para hallar la
ecuacion de las asintotas verticales hay que resolver la ecuacion DENOMINADOR(x) = 0 6 ARGUMENTO(x) = 0
(en el caso del logaritmo). La ecuacion de la asintota vertical es x = a, siendo a la solucién de alguna de las
ecuaciones anteriores. Para saber como se acerca la funcion a la asintota se calculan los limites laterales.

Las asintotas horizontal y oblicua nos indican adonde se acerca la funcién cuando x — +0. Son dos rectas,
una de ellas horizontal, por lo que tiene pendiente cero, y otra oblicua, de pendiente distinta de cero.

Una funcion f tiene una asintota horizontal cuando Xli'{ymf (x)=k, ke R . Laecuacion de la asintota horizontal

es yy = k, donde escribimos el subindice H para distinguirlo de la funcién, que muchas veces se llama y. Una funcién
no tiene asintota horizontal cuando /im f(x) =+ . Sila funcién tiene asintota horizontal, no tendra asintota

X—>too

oblicua, pues la horizontal es un caso particular de oblicua, con la pendiente igual a cero. Para saber como se
acerca la funcion a la asintota horizontal hay que estudiar el signo de la diferencia y -y, tanto en o como en
—o0, Sisgn(y-yy) > 0,y va por encima de y,, y si sgn(y — yy) < 0, la funcién va por debajo de la asintota.

Una asintota oblicua es una recta de ecuacion y,, = mx + n a la que se aproxima la funcion f cuando
X — te0. 4 COmo calculamos my n? Si f se aproxima a y,,, debe verificar los siguientes apartados:
f(x) f(x)

19 lim =~ =1= lim ) lim m=1:>m= lim ===
X—>oo yOb x>t MX +N x>t MX x—teo X

2) lim (fX)=yo,)=0= lim (f(x)=mx—n)=0=n= lim (f(x)—mx).

Observa que primero ha de calcularse m, que debe ser un valor finito, pues en caso contrario no tendria asintota
oblicua, y después se calcula n. Igual que en el caso de la asintota horizontal, para ver como se acerca la curva
a la asintota hay que calcular el signo de la diferencia y — y,,. Recuerda que s6lo buscaremos asintota oblicua
cuando la funcion no tenga asintota horizontal. También puede darse el caso de que la asintota oblicua sea distinta
para X — o quUe para X — —eo,

Ejemplos

XZ
P

10. Averigua las asintotas de f(x) = e indica como se aproxima la funcion a sus asintotas.

Solucion:

Para hallar las asintotas verticales resolvemos la ecuacion DEN = 0, que en este caso es x2-9=0 = x
Las ecuaciones de las asintotas verticales son x = -3, x = 3. La funcién se aproxima a cada asintota:

2 2
Il’m 2X =i=00’ 1 —2X =i_=—oo
=¥ x° -9 0 >3 x° =9 0
2 2
”m ZX =%=— ,' 1 —2X =i=oo
-3 x2—-9 0 -3 x° =9 0F

4p
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2 2
\ Como lim —X— = lim X_ =1, la funcion tiene como asintota

X—teo ¥ — X—teo ¥

horizontal la recta y,, = 1. Se acerca a la asintota horizontal:
———
yy =1 2
3 sgn| —X——1]=sgn[ —2— |>0
3 g(x2—9 ) g(xz—g)

/ \ Por lo tanto, f > y,, = la curva f va por encima de la asintota y,.

2
11. Halla las asintotas de la funcién ¥ =—=—= 'y estudia el comportamiento de la funcion cerca de sus asintotas.

X—5
2
Solucién: DEN=0= x—5= 0 AV: x=5 = lim X =2 — o \
xo5 X—9 0] _
o X0 _25_
xILrg+X—5_0_+_ Yob =X+5
2 2
lim %X~ = lim X~ = lim x =+e> = No tiene asintota horizontal.
X—too X —5 X—teo X X—>too N=6
. f(x) x? o X
m= lim —== lim = lim %=1 . —
x>t X X—teo X (X — 5) X—>keo X2 / \
, —> Yoy — X+
n= lim ( X 5 —x) = lim 5—X5 ~ lim 2X =5 Fijate que para que una fraccion algebraica
o= X Xm0 o X tenga asintota oblicua, la diferencia entre los
X2 25 <0,Six > —co=y<y,, grados de numerador y denominador debe
sgn| =5~ (x+ 5) |=sgn- 5 = 50,851 X 5 00=> Y > Y4 ser 1, que es el grado de la asintota oblicua.

2

= 3
12. Halla las asintotas de y = szi

1 y estudia su comportamiento cerca de sus asintotas.
+

Solucion:

DEN # 0 No tiene asintota vertical.

2 2 2
lim X =2X+3 _ jim X _4 — 1= sgn| X =243 4| sgn 222X | < sgn[ =2X |=s n(_—z)
xLieo X2+1 x—>1mX2 = Vu =59 X2+1 g X2+1 g X2 g X =

{>0,six—>—oo=>y>yH

) . No tiene asintota oblicua, pues tiene asintota horizontal.
<0,six >0 y<y,
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(& Actividades

X,Si x<—1

13. Representa gréficamente la funcion f(x) =<1-x?,si —1< x <2 . Indica el valor de yn’% f(x) y clasifica la discon-
tinuidad en el punto x = -1. —3,5i x>2

|3—x|,six<7

. Determina: a) El valor de a para que f sea continua en x = 7;

14. Considera la funcion f(x) =
ax+4,si7<x<10

b) La grafica de f.

x> +1,8i x>0

x—18ix<0

15. Estudia la continuidad de f(x) = {

16. En cierto colectivo de familias, el gasto mensual en ocio G(x), en euros, esta relacionado con sus ingresos mensuales,
0,02x —5,0< x <600
X, en euros, a través de la siguiente expresion: G(x) =
: . M=) 140x 600y
2x +8200

a) Estudia la discontinuidad del gasto. ¢ El gasto en ocio de una familia es sensiblemente distinto si sus ingresos

16 (b)
son “ligeramente” inferiores o superiores a los 600 €7
b) Justifica que el gasto en ocio es siempre creciente con los ingresos.
16 () c) Justifica que ninguna familia realiza un gasto en ocio superior a los 70€.

X +1

2x% =3x+1,si x <1

18. Se considera la funcion real de variable real f(x)= _
Inx,si x>1

a) Estudia la continuidad de f(x) en x = 1; b) Esboza su gréfica.

(2x-1)*
4 2

19. Calcula las asintotas de f(x)= .
X“+1

3
20. Sea la funcion f(x) = ZZLZHQ Se pide: a) Especificar su dominio de definicidn ; b) Estudiar su continuidad;
X*+2x—

c) Calcular las asintotas si las hubiera.

2
21. Se considera la funcién real de variable real definida por f(x) = /Xz—_‘: Se pide:

a) Determinar su dominio de definicion; b) Obtener sus asintotas.

X —3x+2,8i x<3

22.Sea f(x)=1 1o P
a—-x’ -

L 1
I 1
1 I
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
I 1
1 1
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I 1
I 1
1 1
1 1
1 1
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
I 1
I I
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
: 1

1
1 , x° |
: 17. Halla las asintotas de la curva y = . :
I 1
1 1
I 1
I 1
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
1 1
I 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I 1
I 1
I 1
1 1
1 1
1 1
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
I 1
I I
I 1
I 1
I I
I 1
1 1
I 1
I I
I 1
I 1
I I
I 1
L ol



a) Halla los valores del parametro a para los que fes continua en x = 3.

b) Para a = 4 calcula las asintotas verticales y horizontales de f.

e six<1 ) y ,
23. Sea f(x) = ) - ¢ Para qué valores de a la funcion es continua?
(x+a)", six=>1

24. Da un ejemplo de funcion R— R que sea continua excepto en tres puntos a, b, ¢, tal que en a presente un salto
finito, en b una discontinuidad evitable y en ¢ un salto infinito.

x—3,six>3
X+3,8ix<3

25. Halla el limite cuando x— 3 de f(x) = {

x*+a, six<-—1

26. Halla a'y b para que f(x) ={—2x*+b,si—1<x <0 sea continua.

e*—a, si0<x

x—4,si x>4
27. Dada f(x) = ,halla limf(x)-
=154 gy g MR ITHX)
x—4
4—(x+2)°
28. ; Cuanto debe valer k para que sea continua f(x) = o Six#0,
K, six=0
2_
29. Dada la funcion f(x) = 2X—4
X —x-2

a) Halla los puntos de discontinuidad.

b) Si existe algin punto de discontinuidad, halla los limites laterales y el tipo de discontinuidad.

c) Determina si se puede completar el dominio de la funcién de modo que sea continua en toda la recta real.
X+2

——,Six<2
x—1

3x2 —2x
X+2

30. Se considera la funcion f(x) =

,SiXx>2

a) Estudiese si f(x) es continua en el punto x = 2.

b) Calculense sus asintotas oblicuas.
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v Los casos importantes del célculo de limites son las indeterminaciones. Hay 7 indeterminaciones:

9!2!0'00!00_00! 00y°o011°0 "

0 oo

El mejor método es la Regla de L'Hopital: Si lim ) = U 6= entonces lim ) = lim M Su aplicacién
x—a g(x) 0 x—a g(x) xoa g (X)

g(x)

%(X)

oo —oo 0 bien se hace la resta y luego se toma el limite, o bien se multiplica y divide por el conjugado, si hay

es inmediata para los casos % e f, y escribiendo f(x)-g(x) como , para el caso 0-<<. En el caso

raices cuadradas. Los casos 0°," ,1° se resuelven tomando logaritmos neperianos. Después aparece 0 - oo,
ya descrito. Hay que recurrir a la funcién exponencial para deshacer el haber tomado logaritmos. La indetermina-

cién 1° puede resolverse usando la definicién del nimero e:

1 q(x) 1 q(x) (X)
Si lim|{1+— =17 entonces lim| 1+ — =exp[lim q_}
== p(x) == p(x) = p(x)

v Para que una funcién sea continua lim f(x) =f(a). Si es definida a trozos, se siguen estos tres pasos: 1°) Calculo

X—a

de f(a) ; 2°) Calculo de los limites laterales. Si coinciden, existe limf(x); 3°) Se comprueba si f(a) = lim f(x).

X—a

Si es una funcién con denominadores, se resuelve la ecuacién DEN=0. Después se sustituyen los puntos en la
. n° . o e o 0
funcién. Si sale L f presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito. Si sale 0 hay que resolver una

indeterminacion. Si da un valor finito, se trata de una discontinuidad evitable. En caso contrario, discontinuidad
inevitable de salto infinito.

v Hay 3 tipos de asintotas:

o La asintota vertical de ecuacion x = a, siendo a la solucién de las ecuaciones DEN (x) =0 6 ARG (x) =0 (en el
caso del logaritmo). Para saber cdmo se acerca la funcion a la asintota se calculan los limites laterales.

o Una funcién ftiene una asintota horizontal cuando X@Lf (x)=k, ke R . Laecuacion de la asintota horizontal
es y,=k.

Una asintota oblicua es una recta de ecuacion y,, = mx +n ala que se aproxima la funcion f cuando x — teo,

[ J
con m= lim fto y n= Iirgw(f(x)—mx).

X—Eee ¥

Para saber como se acerca la funcidn a las asintotas horizontal y oblicua hay que estudiar el signo de la diferencia
Y = Yasie tanto en o como en - 0. Si sgn(y — Y.si) > 0, y va por encima de Yy, Y Si SGN(Y = Vasin) < 0, la funcion
va por debajo de la asintota.

7 RE= <
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Derivada de una funcion.
Aplicaciones ()

poder averiguar la velocidad de crecimiento de una funcién. Seguimos con las reglas para derivar, estudiamos
la derivabilidad de las funciones y aprendemos a calcular las derivadas de érdenes superiores.

sta Unidad trata sobre la derivada, herramienta creada casi al unisono por Leibniz (1646 -1716)

y Newton. Ya conocemos su importancia debido a sus muchas aplicaciones. Repasamos la
definicién, recordando que la derivada surge para hallar la tasa de variacion instantanea y asi

o Gottfried W. von Leibniz (Wikipedia. org. Dominio publico)

La derivada permite examinar con detalle cualquier funcién
y extraer de ella toda la informacion que necesitamos, tal como
averiguar la ecuacion de la recta tangente a la curva en cualquier
punto, conocer los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
hallar sus extremos relativos y determinar sus intervalos de
concavidad y convexidad.

Como orientacion para el estudio y la comprensién de las
aplicaciones de la derivada que aparecen en la Unidad,
queremos hacer ver que la base del tema es el estudio del signo
de una funcién. Esto lo haremos con las mismas herramientas
que ya vimos en Primero de Bachillerato. Asi, usamos una
misma técnica que aplicamos a diferentes funciones, o mejor
dicho, a las derivadas de una misma funcién: el crecimiento se
estudia a partir de la derivada primera y la curvatura, de la
derivada segunda.

Por lo tanto, esta Unidad tiene como objetivos los siguientes:

SN CI T

Obtener las derivadas sucesivas.

Calcular la derivada de cualquier funcion.
Hallar la ecuacién de la recta tangente a una funcion en cualquier punto.

Estudiar la derivabilidad de una funcion.

Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de una funcion.
Calcular los extremos relativos de una funcion.

Estudiar la concavidad y la convexidad, asi como hallar los puntos de inflexiéon de una funcién.

0 R Ea
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Derivada de una funcion en un punto

Tabla de derivadas

Algebra de derivadas

Funcion derivada {

Derivabilidad

Derivadas de érdenes superiores

r‘
Recta tangente

Monotonia

Aplicaciones de la derivada <
Extremos relativos

Curvatura y puntos de inflexién
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

1. Derivada de una funcion

1.1. Derivada de una funcioén en un punto

Vimos en Primero de Bachillerato que la derivada de una funcién en un punto no era mas que la tasa de variacion

instantanea en dicho punto f'(a) = /imw, La interpretacion geométrica de la definicion nos lleva a
h—0

relacionarla con la pendiente de la recta tangente a la curva, siendo y -y, = f'(x,) (X=X, la ecuacién de dicha recta

tangente a la funcién fen el punto (x,, y,) -

4

a <

La interpretacic’)n fisica de la derivaga conduce al concepto de velocidad instantanea, definida como
v = lim 23 relacionada con la notacion 2 Y enla que se expresa la variacion en la funcién y (diferencial de y 6

At—0 At dx’
dy) inducida por la variacion en la variable x (diferencial de x 6 dx).

Para calcular una derivada siguiendo la definicidn recurriamos a la Regla de los 4 pasos, consistente en desglosar

la definicion y efectuar los calculos poco a poco:
1€r paso: célculo de las imagenes f(ath) y f(a).
2° paso: célculo de la diferencia f(a+h) — f(a). Si se puede, se saca factor comun h.

3€er paso: calculo del cociente w, Si se puede, se simplifica h.

w , que ya es la derivada.

4° paso: calculo del limite Aln?)
5

2x —1
3x+4’

Recordemos el procedimiento con un ejemplo: Dada f(x) =

Primero escribimos la definicion para este caso: f'(—1) = ’Im W

2(=1+h)-1 _ 1
3((—1+h))+4:?3’;7+:13 f(=1)= (( ))4

—3_(_3) 2h—-3+9h+3 _ 11h

1% paso: f(-1+h)=

20 paso: f(~1+h)—f(~1)=20

3h+1 3h+1 “3h+1
11h
3" paso: f(-1+h)-f(-1) _ " /3h+1_ 11
h h - 3h+1

2 R Ea

calcula f'(-1) usando la definicion.
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f(—1+h)—-f(-1) . 11 _ v
- = lim = 11= (=) =11,

En la Unidad 8 de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales de 1° encontraras mas ejemplos del uso de
la Regla de los cuatro pasos.

4° paso: lim
h—0

1.2. Funcion derivada

Dado lo tedioso del calculo de la derivada punto a punto, se recurre a definir una funcién derivada que nos
permite calcular la derivada de cualquier funcion en cualquier punto. Para ello definiamos la derivada de una funcion
f(x+h)—f(x) 6 ay

h dx
las derivadas de las funciones elementales y las reglas del algebra de derivadas.

en un punto genérico x como: f(x) = ,Illrr% = Ali’mo%. A partir de esta definicion se obtienen

1.3. Derivada de funciones conocidas

Como ya dijimos al introducir la derivada en Primero, hay que intentar entender la definicion, saber manejarla
para funciones sencillas, y, para el calculo, debemos aprender las derivadas de las funciones matematicas mas
habituales, asi como las reglas que nos permitan derivar funciones mas complejas, obtenidas como una cierta
combinacién de las elementales.

Aesta tarea se dedica este apartado donde se expone la informacion necesaria en forma de tablas. En la primera
aparecen las derivadas de las funciones usuales y de las trigonométricas, no muy usadas en las ciencias sociales,
aunque ya son conocidas de Primero. En la segunda estan las reglas (algebra de derivadas) que nos permiten
derivar sumas, restas, productos, cocientes y composiciones de funciones. Dada la importancia y dificultad que
presenta la regla de la cadena (derivada de la composicién de funciones) se desarrolla para los casos mas habituales.
Estas tablas deben ser memorizadas.

Tabla de derivadas de las funciones usuales
Funcion Derivada

k (constante) 0
X", neR n-x""
1 =1
X xz
i 1

2Ux
eX ex
In x 1

X
sen x oS X
cOS X - sen x
tg x 1+1g°x = 12

C0S” X

o R Ea
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[o(x)T

g
VLI
f)(x) T

(f+
(f-
(k-
[L]'( )90 )
(

La ultima férmula, conocida como regla de la cadena, puede desglosarse un poco para algunas funciones,
obteniendo la siguiente tabla:

Funcion Derivada

(f(x))’ n-(f(x))""-f(x), neR

ol f(x)-e"™

In(f(x)) s

sen(f(x)) f'(x)-cosf(x)

cos(f(x)) —f'(x)-sen(f(x))

tg (f(x)) %:f’(x)(wtgz(f(x)))

Ejemplos

1. Averigua la derivada de a) y =7x*—6x>+5x—3; b) y =x%" ,c)y—lnx.

Solucion:
a) y'=7-3x*-6-2x+5=21x" —12x+5;

b) y'= ( )e +X( ) =3x’e" +x’¢" = (3+x)x%e";

1
g y= {0 x=(lnx)-(x) ™ ik

X X u
2. Deriva: a) y:(3x5—5xz+7)8 ; b) y:7(2X—5X3)4 ; ©) f(x)=t§§2§ :

84
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Solucion:
a) y'=8(3x° ~5x*+7) (15x* ~10x) =8(15x* ~10x)(3x° =5 +7) ;

— 2 _ 2
b)y:(2x_5x3)%ﬁy.:;(z)(_\,)xs)—%(z_mz): 4(2-15x%) _ 4(2-15¢)

7(2x-5x)" 7il(2x-5x)
0 y|_(1+senx)'(1—senx)—(1+senx)(1—senx)'_cosx(1—senx)+cosx(1+senx):> . 2c0sX
(1-senx)’ (1- senx)’ (1-senx)’

2
3. Deriva: a) f(x):(3x2—7)2 ) y:xxlgx : ) y:'gx2 :

Solucion:
a) f'(x)=2(3x* - 7)-6x =12x(3x* -7) ;

- (2X—3)(X+5)‘(X2 ‘3")'1 _ x> +10x —15 _

b) y

(x+ 5)2 (x+ 5)2
Antes de usar las reglas de la derivacion y como el numerador es un polinomio de grado mayor que el denominador,
podiamos haber usado la divisién de polinomios y, recordando que % = c(x)+% , haber escrito la funcion

5Y —40  x® +10x—
como y=x—8+%:>y'=1_ 40 _(x+5) _ X +10x—15

5 (x+5)  (x+5) (x+5Y

Te recuerdo que esto lo hicimos en Primero al tratar la funcién de proporcionalidad inversa. Esta técnica mas que
ayudarnos al derivar, puede servirnos para orientarnos cuando tengamos que representar funciones.

o e _ —2xe™ (x2 +1) 2" (x2 +1)

c)y X X = X
4. Calcula la derivada de a) f(x)—x2_5x+4 ; b) y_e“-lnx ;C)y= (4X_1)2
' x=3 ' o (3x+2)’
Solucion:
a f'(x)z(2x—5)(x—3)—(x2—5x+4)-1 X —6x+11
(x-9) (x=3f
‘ (2e2x Inx+e“~yx)-x3—e2”(|nX)-3X2 (2xe™Inx+6”)-x* =3x%e™Inx  x%e¥ (2xInx+1-3Inx)
b) y = x6 = XG ﬁy = XG =
™ (2xInx—3Inx+1)
= X4 y
9 y,_2(4x—1)-4.(3x+2)2—(4x—1)2.2(3x+2).3 _(3x+2)(4x—1)[8:(3x+2)—6-(4x-1)] 22(4x-1)
(3x+2)’ (3x+2)’ (3x+2)°
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

2_
5. Calcula la derivada de: a) y =e* (x—1) ; b) y=% -y
X“+3
Solucién:
a) y'= ( )'(x N+ (x-1)'=4e™ (x-1)+e" =" (4x—4+1) =" (4x-3).
_2(48)=(x"=3)-2x 1
b) y = - e
(x +3) (x +3)
6. Calcula la derivada de: a) y =tg*(x—1); b) y=,/1—sen%.
Solucion:

a) y'=2g(x—1)-(1+tg*(x=1)) ;
X
—CO0S ~
b) y':#.(_cosl).(l)z—z .
2,/1—sen5 2)\2 41/1—sen5
2 2

Te recomendamos que repases la unidad 8 del libro de Primero, donde encontraras més ejemplos de las reglas
elementales de la derivacion. De todos modos, aqui va otra coleccion de funciones que te proponemos derivar.

(> Actividades

9. Halla la derivada de: a) y =sen(x*+2x) ; b) y = -

10. Halla la derivada de: a) y =e*~'(3x+5); b) y = jx +§'

55 H
| 1. Halla la derivada de: a) y—M b) y=x’Inx; ¢c) y= 2 . |
! 3x° X2 +x-2 :
1 2 1
X3 2x—1
: 2. Averigua la derivada de: a) y—— b) y=x*-3x; ¢ y=( x2 ) . i
! X2 +1 4x° +1 :
! . —x* +1 . 3x* —x !
| 3.Calculaladerivadade: a) y=—— 1" i b)y=xe* ; ¢) y=2—X I
: Hata den VY= s Y V=S !
| 1
| 4 Hallala derivada de: a) y =In(5x° —6x*+7) ; b) y =+/x* —5x+3 . :
1 1
1 2 1
2 8(x—1
: 5. Calcula la derivada de: a) y:%; b) y= 2X ; €) f(x)= (X3 ) . |
! 1+x X —4 X :
E 6. Averigua la derivada de: a) y=xe™ ; b) y = 10 ' c)y= 383;;00 : i
E7D' 767 ~3x* +5x; b L ) = X+ |
. Deriva: a) y=7e“" -3x" +5x ; =——;¢) f(x)=——
! )y VY=g O TH== :
1 1
I , (x=1)(x-2) 2x 5x3 I
I 8.Hallaladerivadade: a) y=—*——~=; b) y= 7€) y= .
: iv )y " )y 74 )y ST i
! xx/x —1 !
1 * |
1 1
1 |
| 1
1 1
| 1
1 1
[ 9 ol
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1.4. Ecuacion de la recta tangente

Geométricamente la derivada surge para dar respuesta al problema del calculo de la recta tangente a
una curva en cualquier punto. Como la pendiente de dicha recta es la derivada en el punto, la ecuacion es:

Y = Yo = F(x6)(x = o).
Ejemplos
7. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 3x* - 5x + 6 en el punto (1,4).
Solucion:

Hay que averiguar f'(1) = y'=6x-5= y'(1) =6x— 5|X=1 =1= Sustituyendo en la formula queda

y=4=x-1=r:y=x+3.

8. Halla la ecuacion de la recta tangente a y = -3x° + 1 en x = 2.
Solucién:
Hay que averiguar f(2) yf'(2) = f(2)=-3-22 +1=-11,f'(2) = —6x|x=2 ===
=y—(-1)=-12(x-2)=r:y =-12x+13.

9. ¢En qué punto la recta tangente a la grafica de la funcién y = x* + 5x - 6 es paralela a la bisectriz del primer cua-

drante? Hallese el punto de tangencia.

Solucion:

Para que dos rectas sean paralelas han de tener la misma pendiente. La bisectriz del primer cuadrante es la recta
y =x = m =1y la pendiente de la recta tangente es f'(x,)= 2x,+ 5 = 1= x,;=-2 Como y, = y(-2) = -12 y
f'(=2) = 1, la tangente es y-(-12)=x-(~2)= r: y = x-10'y el punto de tangencia (-2,-12).

10. Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funciénf(x) = xe* enel punto de abscisa x = 1.
Solucién:

f(y=e;f'(x)= e +2x%" = (1 +2x* )e*2 = f'(1) = 3e = La recta tangente tiene por ecuacion

y—e=36(x—1)=r:y=30x—2e.

(> Actividades

11. Averigua la ecuacion de la recta tangente a la curva y = (x +1)e™ en el punto de abscisa x = 0.

12. ;En qué punto la recta tangente a la curva y = X'+ 3x - 5 es paralela a la bisectriz del primer cuadrante? Escribe
también la ecuacién de dicha recta tangente.

13. Halla el valor del parametro a para que la recta tangente a la curva y = o sea paralela alarectay=4x-5
—X

en el punto de abscisa 1. Escribe la ecuacion de dicha recta tangente.
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1.5. Derivabilidad

Sabemos que para que una funcion sea derivable ha de ser previamente continua. Sin embargo, ésta sélo es
una condicion necesaria, pero no suficiente, pues no todas las funciones continuas son derivables. El ejemplo
habitual es la funcién valor absoluto, que nos permitira introducir las derivadas laterales. Veamoslo:

—X,8i x<0

¢ Cuanto vale la derivada del valor absoluto |X| = , enx =07
X, six=0

Dado que f(0)= Iinz)f(x) =0= Iirg_ f(x)= I/’no1+ f(x) es continua en x = 0.

£(0+h)—£(0)

f'(0)= £ m p = ﬂ’”’é f(:) ¢ Como calculamos el limite? Fijate que es distinto por la izquierda
lim fh) =[im —h_ —1que por la derecha /im f(h) =lim h_ 1, por lo que debemos concluir que no
o~ h  hs0 h h—o* h  h-soh

existe f'(0). Por lo tanto, es una funcién continua en un punto, pero no derivable en dicho punto.

La definicion de las derivadas laterales es claramente:

fla) = lim f(a+hh)—f(a)

h—0"

= derivada por la izquierda.

f@*) = lim fla+h)-f(a)

= derivada por la derecha.
h—s0* h

No te preocupes, ya que para calcular las derivadas laterales en un punto, si se trata de funciones definidas
a trozos (lo mas habitual), se calcula la derivada de la funcion que esté en el trozo que interese y se sustituye el
valor del punto. En el ejemplo anterior f'(07)=—1  =—1 f'(0")=1 _ =1.

El otro tipo de funciones que presentaran problemas en la derivada son aquellas que al derivar se convierten
1
en funciones con denominadores, como las que tienen radicales. Observa lo que pasa con y = Yx = x°. Esta

funcién es continua en x =0, pues f(0) = Iin% Yx =0, pero no es derivable en dicho punto: f'(x) = 3%/7 =
X— 3 X

=f'(0)= N '(0) = f es continua en Ry derivable en R —{0}.

0

En resumen, para estudiar la derivabilidad de una funcién primero se estudia la continuidad y después se calcula
la derivada, en ocasiones a partir de las derivadas laterales. Si coinciden, la funcion es derivable y si no coinciden,
no es derivable.

Si es derivable

¢ Existe f'(x)?
¢Coinciden las
derivadas laterales?

; f es continua? .
No es derivable

No es derivable

o RE=S 4
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Ejemplos

0, s:x<0031x>§

11. ¢ Es derivable f(x) = senx, siOSx<Z en x =0, x—% X = =1

: T T
CosX, SI—<X<+
4 2

Solucion:
o Estudioenx=0=

Continuidad: f(0) = sen0=0; Iin017 f(x)= IinzJ 0=0; ””; f(x)= Iin% senx =0=1(0) = Iin% f(x)= escontinua en x =0.

Derivabilidad: f'(07) =0| _, =0; f'(0")=cosx|  =1=3f'(0).

*Estudioen x= % =
Continuidad: f(%) = COSXL:g = %; lim f(x)= lim senx = %; lim f(x) = lim cosx = % = f(%) =
4 xoZ X7 XL =7
= Ilm f( )= es continua en x = %
Derivabilidad: f' =cos x| = f 1= —senx| _» = 2 =3[ L
4 2T 4
+Estudioen x= % =

Continuidad: f(’;) 0 s =0; fim f(x)=lim cosx=0; lim f(x)= lim 0= O:f(%)—hmf( )= es

X

x—Z Xﬁf x—>7 Xi}f 3

2 2

continua en x = Z..
2
Derivabilidad: f'(%_)=—senx|x =—1 f'( ) 0| =0= Af' (%)

x* si x <1

12. Estudia la continuidad y la derivabilidad de f(x)= }
2x—1 six=1

Solucion:
El Gnico punto en el que puede presentar problemas es en x = 1, que es donde cambia de definicion.
Continuidad: ~ f(1) =2x—1|x=1 =1, Iin1*iff(x)=ll’n11x2 =1, Iin;:+ f(x )_Ilm(2x 1)_1:>f(1)=lim1f(x):>

es continuaen x =1.
Derivabilidad: f'(1")=2x| _ =2;f(1")=2| _, =2=f'(1)=2= esderivableenx=1.

Por lo tanto, fes continua y derivable en todo <.

89 RE=S 4
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1—4x, six<-2 ,
13. ¢Esf(x)=1 , ) derivable en x = — 27
X“+5, six>-2

Solucién:

Continuidad: ~ f(-2) = (1- 4x)|x=_2 =9; xI—IQz f(x)= XILn:lz(1 -4x)=9; XI_/)rpz f(x)= Xlinzz(xz + 5) =9=
f(-2) = Iirr_;zf(x) = es continua en x = —2.

Derivabilidad: f'(-2")=—4| , =—-4;f(-2")=2x| __, =-4=f'(-2)=—4.Sies derivable en x = -2.

X+4,8i x<2

14. Estudia la continuidad y la derivabilidad de f(x) =
X?—3x+8,si x>2

Solucion:

Continuidad:  f(2)=x*~3x+8| _=6; lim f(x) = lim (x+4)=6; lim f(x) = lim (x*-3x+8)=6=

x—2 x—2"

f(2) =limf(x) = es continua en x = 2.

x—2

Derivabilidad: f'(27) =1 , =1;f'(2")=2x-3| ,=1=f'(2)=1= es derivable en todo 3.

15. Estudia la derivabilidad de la funcién f(x) =vx—7 .

Solucion:

Se observa que Dom f = [7, «o) siendo continua en todo su dominio, aunque en x = 7 sélo podemos calcular un
limite lateral, pues el otro haria que el radicando fuese negativo: XILn; Vx-7=0= f(7) ; no existe limite cuando x
tiendea 7.

Es fAcil ver que f'(x) = ——— — DEN = 0= JX—7 =0 = x = 7= f'(7) =+ = B (7) = f s derivable en (7,eo)

N 0

16. ;Es derivable la funcion f(x) =53/x*—8 en el intervalo [1, 3]?

Solucion:

Como es una raiz clbica no presenta problemas para ningun nimero (la raiz cubica de un nimero negativo es un
numero negativo), por lo que Dom f=R y, por ello, sera continua en R y también, légicamente, en cualquier intervalo

de dicha recta.

f(x)=5(xz_8);:>f'(X)=%(X2—8)_§-2x=(1+)2:>DEN=O:>(x2—8)2 —0o X =8=x=+/B >
33(x -8

= zlf'(i\/§). Se ve facilmente que 1< /8 <3= f es derivable en [1,3]—{\/5},

90

RE=S 4




REQ 4p

(& Actividades

3|x
14.Estudia la derivabilidad de: @) y =3-3/x+5; b) f(x)= L-
4+2|x|
ae’ +1,six<0
15. Averigua los valores de los parametros a 'y b para que la funcion f(x) = b . . sea continua y derivable
——,8i x>
X+2

en todo R.

16. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones: a) y =~/2x*+5 ; b) f(x)= In(4x2 —1) ; €) y=2x-|x| .

ax?—b,si x<—1
17. Averigua el valor de a y b para que la funcion f(x) ={3+ax,si —1< x <1 sea continua y estudia la derivabilidad

de f para dichos valores. bx +2a, si x >1

1—
18. Estudia la derivabilidad de y = ﬂ
1+|x|

2 iy < 2
19. Halla a y b para que la funcion f(x) = {X ax, SIx= sea continua y derivable.

5x+b,si x>2

1.6. Derivadas sucesivas

¢Nos puede servir para algo hallar la tasa de variacién instantanea de la derivada? Fijate en que la derivada
es una funcién, por lo que podemos calcular su TVI, que seré la derivada de la derivada. La derivada de la derivada
de una funcion recibe el nombre de derivada segunda y en la unidad siguiente la usaras para estudiar la curvatura
(concavidad y convexidad) de una funcion. Se define como:
f'(x+h)—f'(x)

fll(X) — ’lll’i)T(])

Este proceso lo podemos prolongar indefinidamente y asi tendremos la derivada tercera f" (que es derivar la
funcion derivada segunda), la derivada cuarta f"(que es derivar la funcion derivada tercera), la derivada quinta
f' (derivar la funcién derivada cuarta),..., la derivada n-sima o enésima f". Observa la notacion: se usan ntimeros
romanos para las primeras y un paréntesis con el grado para las de orden superior con el fin de no confundirlas
con las potencias. Estas derivadas de 6rdenes superiores (que es un nombre que a menudo reciben) se calculan
con las mismas reglas que vimos para la derivada, que ahora se llama derivada primera (y simplemente derivada
cuando no hay confusién posible).

Las derivadas de 6rdenes sucesivos se utilizan para calcular el desarrollo en serie de Taylor para una funcién,
utilisima herramienta que permite averiguar el valor de la raiz cuadrada, seno, coseno, exponencial, logaritmo, etc.,
de cualquier nimero. En concreto, este tipo de desarrollo es el que esta presente en las calculadoras cientificas,
permitiéndonos efectuar todos los calculos que necesitemos. El desarrollo consiste en encontrar un polinomio que
se aproxima a la funcion y que es el que usamos para los calculos.
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Ejemplos

17. Calcula la derivada segunda de las siguientes funciones: a) y=% ;b) y=x’Inx; ¢) y= 2X+1 .
3x°+1 X“+x-2
Solucion:
C3(1420-3) (2-6x)- (3 +1) —(142x—3x2)-2-(3x* +1)-6x
a)y ==Y =3 24
(3x*+1) (3x*+1)

Antes de efectuar las multiplicaciones, sacaremos factor comdn en el numerador. El factor comun no es mas
que el denominador, algo que siempre sucede en las fracciones algebraicas :

(3x +1)[ (2-6x)-(3x +1) = (1+2x-3¢*)-2-6x _ 326X+ 61" ~18x° 12X —24x* +36x° _
(3 +1)° (3 +1)°

yl|:3

_6(9%° -9 -9x+1)
(3 +1)

b) y'=2x|nx+x:>y"=2|nx+2x-%+1 =2Inx+3,

c) y'=_M:>yu:_(2X+2)'(X2+X—2)—(x2+2x+3).2.(2x+1).
(X2+x—2)2 (X2+x—2)3

Observa que ya hicimos la simplificacién de la que hablabamos en el apartado a):

L 2C+AXE = 2x—4—(4x° +10x° +16x+6)  2(x°+3x* +9x+5)

y: =

(x2+x—2)3 (x2+x—2)3
3 2x—1)°
18. Averigua la derivada segunda de: a) y=ﬁ ; b) y=x"-3x; ¢) }’=u§2—+)1 -
Solucién:
)y X4+3Xi :>y":(4x3+6x)~(x2+1)—(3x4+3x2)-2-2x:>y“:2x(3—x:) |
(x*+1) (x* +1) (x*+1)

b) y'=3x’-3=y"=6x.
¢) Transformamos la funcién desarrollando el binomio y efectuando la divisién de polinomios:

:4x2+1—4x_1 b .:16x2—4:> v 32x(4x° +1)-(16x" - 4)2-8x _ —128x° +96x _ ~32x(4x" -3)

wal ) ) (0 +1) (oe+)  (aet)
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19. Halla la derivada segunda de las siguientes funciones:

1. e . 3% +x
a) Y=y b) y=xe"; ¢c) y= PR
Solucion:
—(2x +1 2(x%+x)—(2x+1)-2-(2x+1)  2(3x*+3x+1
a) y|= ( ):>yu=_ ( ) ( ) ( )_ ( )

(¥ +x)2 (x? +x)3 ) (% +x)3

b) y'=(1+2x)e” = y"=(2+2+4x)e™ =4(1+x)e™ .

¢) Simplificamos la funcién dividiendo los polinomios:

10 10 20
y=3x-5+—L=y'=3-—— _=y"=
X+2 (x+2)°

(& Actividades

N TTTTTTTTTT T i
1 1
| 20. Calcula la derivada segunda de: @) y =In(5x° —6x*+7) ; b) y =/x’ —5x+3 . :
I ]
: 2 :
2 —

| 21. Halla la derivada segunda de: a) y=L2 ; b) y=2X— ; €) f(x)= B(x ; ! . |
: 1+ x X —4 X I
| i
1 . . L2, -3x+ . _ 10 . _ 38x—100 1
: 22. Halla la derivada segunda de: a) y =x“e i b)y =8=y c)y= 0ax !
I )
i 1 X +1 '
| 23. Calcula la derivada segunda de: a) y =7¢*"=3x*+5x; b) y=———; ¢) f(x)="—— . !
[ X" —3x+2 I
| |

“1(x=2 3 |
| 24. Halla la derivada segunda de: a) y:u(zx) ;b)) y= 22X 7€) y= 53X . i
: X X" —4 5x° -7 :
1 1
i X(x+1)+1 i
| 25. Averigua la derivada segunda de: a) y =sen(x*+2x) ; b) y ——— !
1 1
1 1
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2. Monotonia: crecimiento y decrecimiento

Con el término monotonia hacemos referencia al crecimiento o decrecimiento de las funciones. Se dice que una
funcion es monotona creciente o simplemente creciente en x = a cuando f(a+h) > f(a) y f(a-h) < f(a), sih > 0.

Si no aparece la igualdad diremos que la funcion es estrictamente creciente, aunque habitualmente usamos el
término creciente en el sentido de estrictamente creciente. La definicion para el caso de que la funcion sea decreciente
en x = a no debe plantear problemas. Sera estrictamente decreciente cuando f(a+h) < f(a) y f(a-h) > f(a), si h> 0.

Observa que lo que hemos escrito es que, si fes creciente, al aumentar x debe aumentar f y que si es decreciente,
al aumentar x disminuye f.

f(a) ....... )
f(X) f(a+h) ........ | .
H H f(X)

fa+h)  feeee LI = ah \
f(@)  forsunes f creciente en x=a f decreciente en x= a

A pesar de lo intuitivo de las definiciones anteriores, no son excesivamente Utiles para los calculos. Tendriamos
que ir punto a punto, algo imposible de llevar a la practica. Sin embargo, si nos fijamos en las definiciones, observamos
que aparecen unos términos, viejos conocidos de la derivada: f(a+ h), f(a), h. Yendo a la definicién de derivada
en un punto tendriamos lo siguiente (suponiendo h > 0):

f(a+h)—f(a)

Sif es creciente en x =a=f'(a) =lim >0.

h—0

Sif'(@a)>0=f(a+h)-f(a)>0="f(a+h)>f(a)=Tf escreciente en x = a.
Por lo tanto, podemos cambiar nuestras definiciones por otras alternativas que digan:
fes creciente en x=a si f'(a) > 0 y decreciente si f'(a) < 0.

De este modo, estudiar el crecimiento de una funcién no es mas que estudiar el signo de su derivada, pues la
funcidn sera creciente en aquellos intervalos en los que su derivada sea positiva y decreciente en aquellos en los
que su derivada sea negativa.

¢ Qué sucede si f'(a) = 0? En estos puntos, la recta tangente sera una recta horizontal, paralela al eje OX. La
funcién cambia su comportamiento, pasando de crecer a decrecer o a la inversa, presentando 0 un maximo o un
minimo relativo, respectivamente. Estos, como ya sabias, son los llamados puntos criticos o extremos relativos,
que detallaremos mas adelante.
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Ejemplos

20. Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x* —%x3.
Solucién:
i ; , 50 ) . 4—x=0=>x=4
Calculamos su derivada y la igualamos a cero: f'(x)=4x—x* = (4-x)x=f'(x)=0= 0
X=

Construimos la siguiente tabla para estudiar el signo de f'y (0, 0) | (0,4) |(4,00)

L o . . sgn[ x (4 -x)] - + -

I I la f :

simultaneamente indicar el comportamiento de la funcién F Dl o DU

21. Dadala curva y = halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

2

Solucion:

Al ser una fraccion algebraica, calculamos su derivada e igualamos a cero su numerador y su denominador

=2 241 NUM =0=> x* +1>0=> NUM >0
(-1 (x-1) 7 DEN =05 (x ~1)’ > 0en St~ {21)

independientemente: y'= =y'<0

en R—{ +1}; y es decreciente en R—{ £1}, es decir, y es decreciente en todo su dominio.

22. Una enfermedad se propaga de tal forma que, después de t semanas afecta a N(t) cientos de personas, donde

5-t*(t—6)para0<t<6
N(t)=1 5 . Estudia el crecimiento y decrecimiento de N(?).
—Z(t—10)para6<ts10

Solucion:

Como es una funcién definida a trozos, su derivada también lo sera y habra que estudiar la monotonia por separado
en cada uno de los trozos. Antes hay que averiguar si es derivable en t = 6, que es el Unico posible punto de

discontinuidad:
e P RS o[ 5, ]l )
N(6)—5,tliréqN(t)—{Tg[5 t*(t-6)]=5; &@N(t)—m[ Z(t 10) |=5= N es continua.
V(R 2 o+ 5 5 0
N'(67) =3t +12t] =-36;N'(6")=-— =—-==AN'(6)
=6 4!:6 4
-3t* +12t para0<t <6 “3t(t-4)=0=1t=0,4
La derivadaes: N'(t)=1 5 =N'({t)=0=1 5 =
—Zpara6<ts10 _Z<O
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37
La tabla que hay que construir y la grafica (no a escala) son las siguientes:
N(t)
(0,4) | (4,6) ((6,10)

sgnN(t) & - -
N Cr DL | Di

5

4 6 10 t

x®—3x+2six<3

23.Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) =

——six=3
X

Solucion:

Al ser una funcion definida a trozos su derivada también lo es, por lo que hay que estudiar el crecimiento en cada
uno de los trozos separadamente. Previamente hay que averiguar si es derivable en x=3, que es el Unico punto

. 1 . _—
problematico ( x = 0, que afecta a _10 , No entra en su intervalo de definicion):
X

f(3)= —?; lim f(x) = Iin13(x3 ~3x+2)=20, lim f(x) = Iing(—mj = —g = No es continua, por lo que tampoco es
xX—3~ X— x—3" X— X
3x*-3six<3 3x*-3=0=x=+1
derivable en x = 0. La derivada queda como: f'(x)=<10 . =f'(x)=0=110 , .
—six>3 7>0:>fcrec:ente en (3,e0)
X

La tabla que hay que construir es:

(=00, =N | =1, 1) ] (1,3) [(3,0)
sgnf(x)| + - + +
f Cr Dy Cr Cr

Su representacion es la que aparece a la derecha.

96 RE=S 4



REQ 4«p

24. Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = xe ™.

Solucion:

fl(x)=e +xe (-2)=f'(x)=(1-2x)e™ :>f'(x)=0:>1—2x=0:>x=%.

(~o0, 1) | (15, 0)
sgnf'(x)| + -
f Cr Dy

(> Actividades

- : |
1 1
: X2 +1 :
! 26. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = :

X
| |
1
| 27. Averigua los intervalos de crecimiento y decrecimiento de y = (2x -3 )2. |
| :

m | 28. Estudia la monotonia de la funcion y = (x*+x-11)-¢". |
i :

1
1 |
I 29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = (3x—2)-e*". :
i :
| 1-x? :
1 30. Averigua los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = = |
i (x+3) i
1 1
) 2 )
| 31. Estudia la monotonia de la funcion y = 2 _5. |
1 +8 1
| :
: xt 4’ X :
1 32.Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de y = T + 53 g 4x. |
) I
1 1
1 1
L wll
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3. Puntos criticos o extremos relativos

Intuitivamente sospechamos que los extremos de una funcién son el menor y el mayor valor que puede tomar
una funcion. Estos valores reciben el nombre de extremos absolutos, y no suelen ser buscados. Existen otros
extremos en Matematicas, también conocidos como puntos criticos o extremos relativos, de mayor importancia
que los anteriores. Estos puntos se caracterizan porque en ellos la recta tangente a la curva es horizontal, es decir,
paralela al eje OX, por lo que la derivada se anula en dichos puntos. Al anularse, y si la derivada es continua, la
funcion sera creciente a la izquierda y decreciente a la derecha (si es un maximo relativo), y decreciente a la izquierda
y creciente a la derecha (si es un minimo relativo). Este es un método util para averiguar los extremos relativos
cuando se dispone de la tabla de crecimiento.

/£ (b+h)>0

f(b)=0

Otro procedimiento exige que vayamos a la derivada segunda. Observando la gréafica, y teniendo en cuenta
la definicién de derivada segunda tendriamos:

f"(a)=limf =lim h <0;
h—0 h h—0 h

F(b) = lim "

h—0 h h—0 h

Concluimos que f tiene un punto critico en x, cuando f'(x,) = 0. Es un maximo relativo si f"(x,) < 0 y un minimo
relativo si f"(x,) > 0.
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Ejemplos

1

25. Calcula los méximos y minimos relativos de la funcion f(x) = o
X*=3x+

Solucién:

La funcién no existe para los valores de x que anulan al denominador, éstos son x = 1y x = 2. Construimos la tabla
de crecimiento, el método mas sencillo en este caso:

f'(x)=—3_2X :>f'(x)=0:>3—2x=0:>x=E punto critico.
2 2
(x*-3x+2) 2

(o0, 39) {1} | (3, 0)-{2}

sgn f'(x) oy o
+ +

f Cr Dy

La funcion tiene un maximo en E,f E = E,—4 :
2 |2 2

26. El valor, en miles de millones, de una empresa en funcién del tiempo t, viene dado por f(t)=9— (t - 2)2 ,0<t<4)5.

Deduce en qué valor de ¢ la empresa alcanz6 su maximo valor y en qué valor de ¢ tuvo su valor minimo.

Solucion:

Derivamos e igualamos la derivada primera a cero: f'(f) = -2(t-2) = f'(t) = 0=t =2,

f'(t)=-2=1"(2) =—2< 0= f tiene un maximo para t =2 y vale f,,, =9. No aparece minimo relativo, asi que el
minimo se encontrara en alguno de los extremos del intervalo en el que esta definida la funcion: f(0) = 5;f(4,5) = 2,75.
La funcion alcanza dicho valor minimo para t =4,5yvale f, =2,75.

27.Una empresa ha estimado que los ingresos y los gastos anuales (en euros) que generan la fabricacion y venta de
x unidades de un determinado producto, vienen dados por las siguientes funciones:

Ingresos: /(x) = 28x* +36000x; Gastos: G(x) = 44x* +12000x + 700000.
Determina, justificando las respuestas:
a) La funcion que define el beneficio anual.
b) El numero de unidades que hay que vender para que el beneficio sea maximo.
c) Elvalor de dicho beneficio maximo.

Solucion:
a) Evidentemente, Beneficio = Ingresos — Gastos, con lo que se obtiene: B(x) = - 16x? + 24000x - 700000.

b) Hallamos el maximo relativo de B(x): B'(x) = —32x +24000 = B'(x) =0 = x =750 = B"(x) = -32 =
= B"(750) = -32 < 0 = hay que vender 750 unidades para que el beneficio sea maximo.

¢) B,, =B(750)=-16-7507 +24000- 750 — 700000 = 8300000 €.
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2

28. Se considera la funcion real de variable real definida por f(x) = . Calcula sus maximos y sus minimos rela-

x° -9
tivos, si los tiene.

Solucion:

2x(x*=9)-2x-x*  _
f'(x)= ( ) g 18x > = f'(x)=0= -18x =0= x =0 punto critico.
(¥*-9) X - 9)

K
=—18(x2—) ~(~18x)-2(x* ~9)-2x (x2—9)[—18(x2-9)+18x-2-2x]

fll

(¥*-9) (x2—9)4
—5(4’(: +1)§2 = £7(0) =%=—§<0:,
x*=9 -

maximo para x = 0,f(0) = 0. La funcién sélo presenta un méximo en el origen de coordenadas O(0, 0).

=f"(x)=

29. De la funcion f(x) = x* +ax + b se sabe que tiene un minimo en x = 2 y que su grafica pasa por el punto (2,2). § Cuanto
vale la funcién en x =-1?

Solucion:

Primero averiguamos el valor de los coeficientes a y b a partir de las condiciones que se dan y después el valor
pedido:

Minimoenx =2,f'(2)=0=f'(x) =2x+a=f'(2) =4+a = 0= a = —4. La gréfica pasa por (2, 2)=
f(2)=2"-4-2+b=2=b=6=f(x)=x"—4x+6. Porlo tanto, f(—1)=(—1)2 —4-(-1)+6="11.

30. Sea la funcién f(x) = 2x* _% x*. Calculense:

a) Las coordenadas de sus maximos y minimos relativos.

b) El valor de x para el que es méaxima la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x).

Solucion:

a) f'(x)=4x—x"=f'(x)=0=x(4-x)=0=x=0,4—>f"(x) =4—-2x = f"(0)=4 > 0= minimo en
(0,f(0))=(0,0). f"(4)=-4<0= maximoen (4,f(4))= [4 %)

b) La pendiente de fen cualquier punto x viene dada por la funcion y = 4x - x*. Ahora tenemos que hallar los extremos
relativos de esta nueva funcion:

y'=4-2x=y'=0=>x=2; y"=-2= y"(2)=-2<0= lapendiente es maxima para x =2 y vale 4.
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4. Curvatura y puntos de inflexion

Una funcion presenta dos curvaturas diferentes, definidas a partir de una recta secante: si la funcion va por
encima de la recta, decimos que es convexa por arriba, convexa o que tiene la forma N. Si va por debajo de la
recta podemos decir que es convexa por abajo, concava o que tiene la forma U.

Tanto nombre se debe a que podemos mirar la funcién desde dos posiciones diferentes (arriba y abajo) y a que
los comportamientos son complementarios (o que desde una posicién es convexo, por la otra seré concavo y
viceversa). Para evitar meternos en discusiones, calificamos uno u otro comportamiento con su representacién
gréficaN 6 U.

Convexa por
abajo

Convexa
por arriba

Como ocurre con el crecimiento, la definicién no es demasiado practica para los calculos y tenemos que intentar
encontrar algun otro procedimiento mas cémodo. Observa que cuando la funcién es convexa por arriba, su funcién
derivada decrece (lineas punteadas de la grafica), por lo que su derivada segunda sera negativa; cuando la funcion
es convexa por abajo, la funcién derivada crece (lineas punteadas de la grafica), por lo que la derivada segunda
sera positiva (observa que coincide con lo obtenido para los extremos relativos). Por lo tanto, estudiar la curvatura
de una funcioén consiste en estudiar el signo de su derivada segunda:

fes N en aquellos intervalos en los que f"(x) < 0.

fes U en aquellos intervalos en los que f"(x) > 0.

f tiene un punto de inflexion en aquellos puntos en los que f"(x) = 0.

Un punto de inflexion es aquel en el que la funcién cambia su curvatura de forma continua:

f’(x)>0

Ejemplos

31. Estudia la curvatura de la funcion y = 2x*- 21x% 60x - 32.

Solucién:

Tenemos que calcular la derivada segunda, igualarla a cero y estudiar su signo.

f'(x) = 6x> —42x+60;f"(x):12x—42:>f"(x)=0:>x:%=%. (~o0, 7)) | (', 0)
7 7 7 13 sgn (12x -42) - +

La funcion tiene un punto de inflexion en(i, f(i])z(? ?J. f N U
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2 —
32. Calcula los intervalos de concavidad y convexidad de la funcion f(x) = 3 2X :
X+
Solucién:
2 4105~ 6x+12)(x+2)° —(3x2 +12x—2)-2(x+2
2 B2 (Bre12)(x42) ( 4 )-2(x+2)
(x+2) (x+2)
- (6x+12)(x+2)-2-(3x* +12x-2) 28 {NUM>0
X)= = —1%
(x+2) (x+2)°  [DEN=0=x=-2
(—o0, —2)[ (=2, 0) | La funcién cambia de curvatura en x = -2, pero no tiene punto de inflexion pues
no lo hace con continuidad (f"(x) # 0y A f"(- 2)), sino en la asintota  vertical
28 - + de la funcion.
M 2y
Este comportamiento suelen tenerlo las fracciones algebraicas. Para obtenerlo
f n - hay que simplificar en la derivada segunda, sacando factor comdn en el numerador

antes de operar. En caso contrario el denominador seria un binomio a la cuarta, siempre positivo, y el numerador se
anularia, apareciendo un falso punto de inflexion. Podemos darnos cuenta del error porque la abscisa de este
falso punto de inflexion coincide con la de la asintota vertical, con lo que la derivada segunda en ese punto seria una

indeterminacion 0/0, que se convierte en oo 0 —oo al ser resuelta.

33. Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f(x)=x + 1 x#0.

X
Solucién:
NUM O t' t d H ﬂ .
f'(x):1—i2;fu(x):£3:> > 0= no tiene puntos de inflexion
X X DEN=0=x=0
(_wy 0) ( 0, (X))
2
SgnF — +
f n U

La funcién cambia su curvatura en su asintota vertical, por lo que no tiene punto de inflexion.

34. Estudia la curvatura de la funcion f(x) = e* -(x2 + X —11).

Solucion:
fi(x)=e"-(x* +3x—10);f"(x) =e" - (X’ +5x = 7) = f"(x) = 0= x* +5x -7 = 0=
=X, = = _Zm =-6,14;x, = = +2\/§ =1,14. La funcion tiene dos puntos de inflexion :
(=00, Xq) [ (X4, Xp) | (X3,90)
sgnler (x*+5x-7)]| + - |+
U n | u

f
(X, (X)) = (6,14, 0,044) y (x,, f(x,)) = (1,14, —26,767).
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35. Halla los intervalos de concavidad y convexidad de f(x)=—+ ————4.
Solucién: o8z
fl(x)=x>+4x* —x;f"(X) =3x" +8x 1= f"(x) = 0= x, = _4_3\/E =-2,786;x, = _4+3\/E =0,120=
La funcion tiene dos puntos de inflexion: (=00, Xq)| (X4, X5) | (X5,00)
(x1,f(x1)):(—2,786, —21,656);(xz,f(xz))=(0,120, —4,005). sgn (3x* +8x - 1) 5 - i
f U N U
-1)(x-2
36. Estudia la curvatura de f(x) = L(ZX)
X
Solucién:
- - - NUM=0=x=2
F(x) = X 32x+2 ()= 3x : 4 () = 12 46x -
X X X DEN >0 en R—{0}
(~o0, 2)—{0}] (2, 0)
sgn( 12 —4 6x ] " _
X
f U N
La funcién tiene un punto de inflexion en (2, f(2)) = (2, 0). En este caso, la asintota vertical x = 0 no cambia la
curvatura.
37. Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f(x) = xe?.
Solucién:
FI() = (14 2x) 6™ = £'(x) = 4(1+ X)e% = F"(x) =0 = x = —1 (o0, 1) | (-1, )
sgn[4(1+x)e?] - +
f N u

La funcion tiene un punto de inflexion en (—1,f (—1)) =(—1,—iz).
e

(& Actividades

—_ ;|
I
: 33. Estudia la curvatura y halla las coordenadas de los puntos de inflexién de las siguientes funciones: i
I 1 3 1
I =P A — _
| a) y=2x = x*; b) y=(2x-3)". :
. :
34 (a) | 34. Halla los intervalos en los que las siguientes funciones son concavas y convexas, asi como las coordenadas de |
1 2 2 1
: sus puntos de inflexion, si los tienen: a) y = X+ ;o b)y= ZX : :
34 (b) I X x° =9 i
I I
L wll



35. Estudia la curvatura y averigua los puntos de inflexion de las siguientes funciones:

— 1 o _ -3x
a)y_—x2—3x+2' b) y=(x+1)e™.

36. Averigua en qué intervalos las siguientes funciones son concavas o convexas, asi como sus puntos de inflexion:

2x* -5 1—x?
a) y= ; b)y= :
X+8 (x+3)’

37. Estudia la curvatura y averigua los puntos de inflexion de las siguientes funciones:

a) y=In(x*+1); b) y=(x"+x)e"".

38. Halla los intervalos en los que las siguientes funciones son céncavas y convexas, asi como las coordenadas de

2
sus puntos de inflexién, si los tienen: a) y = e ; b) y= 2X—1
X“+

39. Averigua en qué intervalos las siguientes funciones son concavas o convexas, asi como sus puntos de inflexion:

4 3

X' X
a = ; b Se=ma—= X2 +9.
V=g e
. L, 3x% —ax -
40. Para cada valor de a se considera la funcion f(x) = . Se pide:

a) Calcular el valor de a para que f(x) tenga un minimo relativo en x = 2.

b) Hallar las asintotas de la curva y = f(x) para el valor a = 3.

41. a) Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de la funcion f(x) = x* —12x* +48x* - 27 .

—x*—8x—15,si x<-3
b) Dada la funcién f(x)=<0,si —3 < x <1
Inx,si x>1
1) Dibuja la grafica.
2) Obtén los valores x tales que f(x) = 0.
3) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f(x).

4) Determina la tangente a la curva en el punto de abscisa - 6.

42. a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x* —4x+2 en su punto de inflexion.

b) La funcion f(x) = x* +ax® +bx+c verifica que f(1)=1, f'(1)=0y que f no tiene un extremo relativo en x = 1.

-
i
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
i
I
I X+2
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
- Calculense a, by c.
I
I
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v Derivada de una funcién en un punto. f'(a)= iln"(r) fa+h)-f(a)

~ Funcién derivada de f(x). f'(x)=/im fix+ hiz —f(x)

Funcién | Derivada | | Algebrade derivadas
k (constante) | 0 i (fig)l —f(x)£g'(x) i
X', neR | n-x" C(F-9) (X)=F(x)-g(x)+F(x)-g(x) |
1 =1 (k-f)| (x)=k-f'(x), k constante
X G : | |

i f(x)-g(x)=f(x)-g(x) :
| ~|(x)= 5 , 9(x)=0

Jx L\/_ (gj [9(x)] |

2\x i (K)I(X):_k.f'(X) i
e el B LCY/ |
Inx 1 - (Feg) (x)=F(g(x)-g1x) |
sen x cos X Funcioén Derivada
CoS X - sen x
2 1 (f(x))’ n-(f(x))""-f(x), neR
fg x 1+tg X=COSZX o0 fl(x)_ef(x)
f(x)
In(f(x)) W

sen(f(x)) f'(x)-cosf(x)
cos(f(x)) —f'(x)-sen(f(x))

f' ' 2
tg(f(x)) W%:f(x)(ﬂtg (f(x)))

v Ecuacion recta tangente: y -y, = f'(x,)(x - X,)

v" Una funcién f es creciente en el intervalo (a, b) si f'(x) > 0 para todo x € (a, b) y es decreciente cuando f'(x) < 0 para
todo x € (a, b).

¥" Una funcion f tiene un punto critico en x, cuando f'(x,) = 0. Es un maximo relativo cuando f"(x,) <0y un minimo
relativo cuando f"(x,) > 0.

v" Una funcién f es U en (a,b) cuando f"(x) > 0 para todo x € (a,b) y es m cuando f"(x,) < 0 para todo x € (a, b).

¥~ Una funcién f tiene un punto de inflexioén en x, cuando f"(x) = 0.
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Aplicaciones de la derivada (i)

[ uién no esta interesado en obtener el beneficio maximo con el minimo coste? No se
6 trata de un producto milagro, sino de algo que puede calcularse matematicamente,
usando la derivada ideada por Leibniz y Newton (1643 — 1727) en el siglo XVII.
Asi, aparte de las aplicaciones de la derivada puramente
mecanicas, como son el estudio del crecimiento (signo
de la derivada primera) o de la curvatura (signo de la
derivada segunda), aparece otro mas artistico, como
es el de la optimizacién de funciones. Aqui hay que
construir la funcion que debemos optimizar, lo que pone
a prueba nuestros conocimientos matematicos, pero
también nos permite referirnos a casos concretos que
pueden aplicarse a la vida diaria.

Si repasamos lo hecho hasta ahora con las funciones,
vemos que podemos conocer practicamente todo lo que
interesa sobre ella. ; Seremos capaces de representarla
graficamente? Juntando la informacion que se obtiene
directamente de la funcién (dominio, simetrias, puntos
i de corte con los ejes, signo de la funcion, asintotas), con
o Isaac Newton (Wikipedia org. Dominio piblico) la que procede de la derivada primera (monotonia, puntos
criticos) y de la segunda (curvatura, puntos de inflexion) podemos esbozar una grafica
(habitualmente no a escala: no se puede tener en la misma grafica el infinito, el menos infinito y
el cero) que nos permite, de un vistazo, conocer el comportamiento de la funcion.

Por lo tanto, esta Unidad tiene como objetivos los siguientes:
1. Optimizar funciones, hallando los valores que hacen que la funcion sea maxima o minima.

2. Estudiar y representar graficamente una funcion.
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Aplicaciones de la derivada (ll)

Optimizacion de funciones

Estudio y representacion de funciones

QR EQ

Informacion obtenida de la funcidn:

1. Dominio

2. Simetria

3. Puntos de corte con los ejes
4. Signo de la funcidn

5. Asintotas

Informacién obtenida de la derivada primera:

7. Puntos criticos (maximos y minimos)

6. Monotonia (crecimiento y decrecimiento)

4p

Informacién obtenida de la derivada segunda:

7. Puntos criticos (maximos y minimos)

8. Curvatura (concavidad y convexidad) y puntos de reflexion

iNDICE DE CONTENIDOS
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (lI)

1. Optimizacion de funciones

Optimizar una funcién consiste en buscar sus extremos relativos. Légicamente se trata de hacer exactamente
lo mismo que en la Unidad anterior. Por qué lo separamos entonces? La razén es que cuando hablamos de calcular
los maximos y minimos damos por hecho que nos dan la funcién que debemos optimizar, mientras que si decimos
optimizar sobreentendemos que hemos de construir la funcién que se ha de optimizar, que es el paso realmente
complicado, y diferente al de la Unidad 5.

El tipo de problemas al que se le puede aplicar la técnica de optimizacion de funciones es extensisimo, por
lo que no se pueden dar unas pautas fijas, sino unas orientaciones que ayuden a resolverlo. Habitualmente nos
tendremos que apoyar en conocimientos aritméticos, algebraicos 0 geométricos previos y una lectura detallada,
que nos permita averiguar cual sera y qué forma tendré la funcion que hemos de optimizar.

Ala hora de encarar el problema, conviene identificar aquella funcién que hay que optimizar. Habré que nombrar

a las variables de la funcion para poder escribirla matematicamente y poder aplicarle nuestras herramientas.

Ejemplos

1. Halla las dimensiones del rectangulo que teniendo 28 m de perimetro tenga area maxima.

Solucién: Podemos hacer un pequefio grafico, donde escribamos las variables que vamos a usar. A partir de dichas
variables podemos seguir la siguiente estrategia: escribimos primero la funcién que tenemos que

y optimizar, que en este caso es el area y que constara de dos variables: A(x, y) = x-y.

Como s6lo sabemos manejar funciones de una variable, tenemos que encontrar una relacién entre

X las variables. En este caso, dicha relacion la proporciona el perimetro: 2x + 2y =28 = x + y = 14.

Ahora despejamos una de las variables en funcién de la otra en nuestra relacion; la sustituimos en la funcién que
hay que optimizar y queda una funcién con una Unica variable, a la que aplicamos el método habitual para el calculo
de los extremos relativos: y =14 —x = A(x) =x-(14 - x) =14x - x*.

Antes de derivar podemos detenernos un momento en la funcién: se trata de una funcién cuadratica (parabola) cuyo vértice
s un maximo (pues el coeficiente de x? es negativo), que es lo que buscamos. La funcion esta bien construida.

AX)=14-2x=Ax)=0=x=T= A"(X) =—2= A"(7) =—2 < 0= A(x, y) es maxima para x =7 cm,
y =14 -7 =7 cm. Por lo tanto, el rectangulo de area maxima y perimetro 28 cm es un cuadrado de lado 7 cm
y area 49 cm?.

Conviene finalizar dando el valor no sélo de las variables que optimizan la funcion, sino también el valor optimizado
de dicha funcién, y una somera explicacion del resultado obtenido.

. Descomponer el niimero 81 en dos sumandos positivos de forma que el producto del primer sumando por el cuadrado
del segundo sea maximo.
Solucién: Se trata de un problema aritmético. Llamamos x a uno de los sumandos e y al otro. Siguiendo los pasos
del ejemplo 1 escribimos:

Funcién que se debe optimizar: P(x,y) = x- y2

Relacion entre las variables: x + y = 81.
Por comodidad despejamos x: x = 81— y. Sustituimos en P(x, y) obteniendo P(y) = y* (81-y)= 81y’ -y’ =
= P'(y) =162y —3y* = P'(y) =0= y =0(absurda), 54 = P"(y) =162 -6y = P"(0) =162 > 0(minimo);
P"(54) = —162 = méximo para y =54, x = 27. El producto es méaximo (P,

méx

=78732) cuando un sumando es
igual a la mitad del que esta elevado al cuadrado.
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Observa que manejamos la variable y igual que la x, porque ahora ambas son variables independientes, siendo
las dependientes el producto y la suma.

Ademas aparece una solucién que podemos calificar directamente de absurda, pues si un nimero valiese cero, el
producto seria cero. Sin embargo, conviene reforzar nuestra opinion con el calculo posterior, que debe corroborar
nuestra afirmacion, pues en caso contrario deberiamos pensar que nos hemos confundido. Si al repasar los calculos
vemos que no hay confusién, habra que concluir que el problema planteado no tiene solucién, aunque no es éste el
presente caso.

3. Se dispone de una barra de hierro de 10 metros para construir una porteria, de manera que la porteria tenga la
maxima superficie interior posible.

a) ¢Qué longitud deben tener los postes y el larguero?
b) ¢Qué superficie maxima interior tiene la porteria?
Solucién: Se trata de construir tres lados de un rectangulo (el cuarto sera el suelo donde se apoya la porteria) de
modo que su superficie sea maxima. Llamando x a la base e y a la altura queda:
Funcién que se debe optimizar: A(x,y) =x'y
Relacion entre las variables: x +2y =10
Por comodidad despejamos x obteniendo: x =102y = La funcion a optimizar es A(y) = (10—2y)-y =10y —2y*

(parabola con méximo);A'(y)=10—4y:>A'(y)=0:>y=§:>A“(y)=—4=>A"(gJ=—4<O = a) maximo

paray=g=2,5m;x=5m. b) A =22—5=12,5m2.

max

4. Lasuma de tres nimeros positivos es 60. El primero mas el doble del segundo mas el triple del tercero suman 120.
Halla los numeros que verifican estas condiciones y cuyo producto es maximo.

Solucion: En este ejercicio veras la diferencia entre la optimizacion de funciones y la programacion lineal. Recuerda
que ambas persiguen el mismo objetivo, pero se aplican a diferentes situaciones: la programacion lineal sélo puede
usarse con funciones lineales, es decir, con funciones en las que las variables tienen como exponente 1 (polinomios
de 1 grado) y no hay producto de dichas variables, mientras que la optimizacion es aplicable a todo tipo de funciones.
Llamando a los nimeros ¥, y, z, respectivamente, podemos escribir:

Funcién a optimizar: P(x,y,z)=x-y-z

. . X+y+z=60
Relaciones entre las variables: y
X+2y+3z2=120

Fijate que al tener 3 variables han de aparecer 2 relaciones para poder despejar dos de las variables (y, z) en funcion
de la otra (x). Planteamos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas que resolvemos por reduccion:

2y +3z=120—x 2y +3z=120—x
=60x" —2x° = P'(x) =120x —6x* = P'(x) =0=> 6x (20— x) =0=> x = 0 (absurda), 20. P"(x)=120—12x =
= P"(0) =120 > 0= minimo ; P"(20) = =120 < 0 = méximo. El producto es méximo para x =20, y = 60—-40 = 20,
z =20, valiendo P, =8000.

méx

=60— —2y—2z2=-120+2
y+2 X }:> . +X}:>z:x;y:60—2x.Lafuncic')nqueda:P(x):x-(60—2x)-x:
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (lI)

5. Se desea construir cajas de embalaje en forma de prisma cuadrangular de modo que la suma de las
tres dimensiones sea 72. ;Cuales han de ser las dimensiones para que la capacidad de las cajas
sea maxima?

Solucién: Parece que volvemos a tener un problema con 3 variables, puesto que un prisma tiene
volumen (ésa es su capacidad). Sin embargo, al ser cuadrangular (su base es un cuadrado), se reduce
a 2 variables. Recordando cémo es un prisma y cémo se calcula su volumen podemos escribir:

Funcién a optimizar: V(x,y) = A, -h = x%y

base

Relacion entre las variables: 2x + y =72
Despejamos y (si es x hay que desarrollar innecesariamente un binomio al cuadrado):

y=T2-2x=V(x)=x*(72-2x) =72x* =2x* > V'(x) =144x —6x* = V'(x) = 0= 6x (24— x) = 0=
— x =0 (absurda), x =24 — V"(x) =144 —12x = V' "(0) = 144 < 0 = minimo ; V "(24) = 144 (méximo) =

= La caja tendra capacidad maxima para x =24 u ;y =72 —2-24 =24 u, valiendo V.. =13824 u°,

max
Escribimos u como unidad de longitud y u® como la de volumen al no especificarse ninguna unidad de medida.
Observa la regularidad: si queremos rectangulos de area maxima aparecen cuadrados, y si queremos prismas cua-

drangulares de volumen maximo aparecen hexaedros regulares (cubos).
3

6. La funcion de coste total de produccion de x unidades de un determinado producto es C(x) = 1% +8x +20.
C(x)

a) Se define la funcion de coste medio por unidad como Q(x) = ——. ;Cuantas unidades X, son necesarias producir
X

para que sea minimo el coste medio por unidad?
b) ¢Qué relacion existe entre Q(x,) y C'(x,)?

Solucién: Se trata de optimizar una funcion de la que ya conocemos su expresion. Podiamos haber incluido el ejercicio
en el la Unidad anterior, pero, como hay que efectuar una pequefia manipulacion para averiguar la forma de la funcion
que se debe optimizar, que no es C(x) sino Q(x), preferimos dejarlo para este apartado:

Clx) x? 20 x 20 x 20

QX)) =" ="—+8+—=2Q(X)=—-==Q'(x)=0=> === x>=1000= x=31000 =10 =
) x 100 X ) 50 X ) 50 x° -
1 40 1 40 3
=Q"X)=—=+==Q"10)=—+—=—
) 50 x° 10 50 1000 50

a) El coste medio por unidad es minimo para x, = 10 unidades, Q,;, = 11.

b) No nos preguntan por una relacién numérica, sino funcional. Observa que si despejamos C(x) tendremos:

C(x)=x-Q(x)=C'(x)=Q(x)+x-Q'(x) = C'(x,) = Q(x,) + X, - Q'(x,) = Q(X,), pues Q'(x,) =0 por tener
un minimo en x,. Por lo tanto, ambos valores son iguales.

7. Una compafia de autobuses interurbanos ha comprobado que el nimero de viajeros diarios (N) depende del precio
del billete (p) segun la expresion N(p) = 300 - 6p.

a) Da la expresion que nos proporciona los ingresos diarios (/) de esa compafiia en funcion del precio del billete.
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b) ¢Qué ingreso diario se obtiene si el precio del billete es 15 euros?
c) ¢Cual es el precio del billete que hace méaximo los ingresos diarios?
d) ;Cuales son los ingresos maximos?

Solucioén:

Los ingresos vendran dados por el producto del numero de viajeros y el importe del billete que han de abonar (todo
ello diario). Teniendo en cuenta el nombre que se da a cada una de las variables queda:

a) I(p)=N(p)-p=300p—6p? b) I(15)=300-15-6-15> =3150 €;
c) I'(p)=300-12p=1'(p)=0=p=25=1"(p) =12 = 1"(25) = —12 < 0 = maximo para p = 25 €, conlo que
d) |, =300-25-6-25° =3750 €.

8. Una empresa fabrica latas de laton sin tapa de volumen 500 cm?, para almacenar un liquido colorante. Las cajas
tienen la base cuadrada. Hallense la altura y el lado de la base de cada caja para que la cantidad de laton
empleada en fabricarlas sea la minima posible.

Solucioén:

La figura es la misma que en el ejemplo 5, por lo que vamos a usar las mismas
variables. Ahora vemos que la relacion la proporciona el volumen (que es fijo) y la
funcion a optimizar es el gasto en laton. ¢ En qué consiste el gasto en laton? Si
despiezamos la caja vemos que necesitamos 4 rectangulos de base x y altura y, y
1 cuadrado de lado x para su construccion. Por lo tanto, el gasto en latén nos lo X
proporciona la superficie total de la caja (Superficie de la base + Superficie lateral):

Funcién a optimizar: S(x,y) = 4xy + x>
Relacién entre las variables: x*y = 500 cm®
500 , 2000 2000

Despejamos y :y = 5&20 Sustituyendo tenemos : S(x) =4x - —-+Xx° = ——+ X’ =8'(x)= —t+2Xx=
X X X X

400

=2000:>X3=1000:>X=3/100():10:}8"()(): 30+2:>S"(10)=6>0:>
X

XZ

=S'(x)=0=2x

= El gasto de latones minimo parax =10cm ; y = % =5 cm, es decir, la caja ha de tener ellado de la base

doble que la altura. El gasto minimo sera S, = 300 cm?.

Date cuenta de que los resultados cambiarian si la caja tuviera tapa que, para que encaje, ha de tener igual
superficie que la base. Intenta repetir este ejercicio en este caso y veras que la caja ha de ser un cubo de arista

500 500-/500  500-/500 3/500)

3f5007  3f5002-3500 500

3/500 cm (has de racionalizar la fraccion que aparece para y : y =

No estaria de mas que el alumnado repasase sus conocimientos geométricos adquiridos en cursos anteriores,
pues le seran de ayuda para la resolucion de este tipo de problemas.
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (lI)

(& Actividades

N S S S S S S S S S S B : |
I
: 1. Dada la funcién y = x> 71, i
! a) represéntala graficamente; |
I I
: b) halla la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa x = 1; !
: ) averigua sus maximos y minimos relativos. :
I I
| 2. Recortando convenientemente en cada esquina de una lamina de carton s :
| de dimensiones 80 cm x 50 cm un cuadrado de lado x y doblando | X ! | !
! convenientemente se construye una caja (ver figura adjunta). Calcula x b—------------——- |
! para que el volumen de dicha caja sea maximo. |
I I
| 3. Hallaay bpara que f(x) = x’ +ax + b tenga un minimo en el punto (1,1). :
1 I
| 4. Cierta entidad financiera lanza al mercado un plan de inversion cuya rentabilidad R(x), en euros, viene dada en |
: funcién de la cantidad que se invierta x, en euros, por medio de la expresion R(x)= -0,001x* +3x + 2,5 . |
1
! a) Deduce razonadamente qué cantidad de dinero le conviene invertir a un cliente en dicho plan. i
! b) ¢Qué rentabilidad obtendria? L2 |
I I
| 5. Una hoja de papel debe tener 18 cm? de texto impreso, margenes superior e inferior :
! de 2 cm de altura y margenes laterales de 1 cm de anchura. Obtén razonadamente las |1 |
! dimensiones que minimizan la superficie de papel. < y :
I I
: 6. El valor de un rubi es proporcional al cuadrado de su peso. Divide un rubi de 2 gramos :
! en dos partes de x gramos y 2 — x gramos, de forma que la suma de los valores de los <« x :
! dos rubies sea minima. ]
I I
1 L . - . 1 .
: 7. El coste de produccién de x unidades diarias de un determinado producto es sz +35x +25 euros y el precio de E
E venta de una de ellas es 50 —% euros. Halla el nimero de unidades que deben venderse diariamente para que el !
I
! beneficio sea maximo. :
I I
: 8. a) La segunda derivada de un polinomio de 2° orden que pasa por el punto (1,17) es 4. Halla el polinomio si se |
: sabe que tiene un minimo en x = -1. b) Obtén las zonas en las que crece y las zonas en las que decrece. :
1 I
: 9. Una ventana normanda consiste en un rectangulo coronado con un semicirculo. Encuentra las r :
! dimensiones de la ventana de area maxima si su perimetro es de 10 m. |
i ~ N
i 10.a) Determina razonadamente a'y b en la funcion y = > sabiendo que tiene un minimo |
I I
: en el punto (_1,_1). h :
I 2 I
| |
: b) Estudia los intervalos de crecimiento y de decrecimiento en el caso a=b = 1. :
I v o
1 I
I I
e e """ """ “‘“““‘“‘““‘*“‘"/4U“““‘‘“Y"“rYrYY /.0’ ‘‘“r 4 4= ol
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11. Durante 31 dias consecutivos las acciones de la compafiia Ay B han tenido unas cotizaciones dadas por las funciones

C,=0,02x*—0,9x* +7,5x +100 y C, =0,1x* —=3x +100, donde x es el nimero de dias transcurridos.

a) Halla las cotizaciones méaxima y minima de cada compafiia y los dias en que se han conseguido.

b) Halla los dias en que las respectivas acciones estuvieron en alza (subiendo de precio) y los que estuvieron a
la baja.

12. La temperatura T de una reaccion quimica viene dada, en funcién del tiempo t (medido en horas) por la expresion

T(t)=2t—t*, para 0<t <2 horas. ; Qué temperatura habra a los 15 minutos? ;,En qué momento volvera a alcan-

zarse esta misma temperatura? Halla las temperaturas maxima y minima y los momentos en los que se producen.

13. Encuentra las funciones polindmicas ax®+ bx2+ cx +d cuya segunda derivada sea x-1. ;Cual o cudles de ellas

tienen un minimo relativo en el punto(4, —%) ?

14. De dos funciones, fy g, se sabe que la representacion grafica de sus funciones derivadas es una recta que pasa
por los puntos (0,2) y (2,0) (para la derivada de f) y una parabola que corta al eje OX en (0,0) y (4,0) y tiene por
vertice (2,1) (para la derivada de g). Utilizando las graficas de tales derivadas:

b) determina, si existen, maximos y minimos de fy g.

15. Un granjero dispone de 3 000 € para cercar una porcion rectangular de terreno adyacente a un rio, usando a éste
como un lado del area cercada, es decir, construira 3 cercas. El coste de la cerca paralela al rio es de 5 € por metro
instalado, y el de la cerca para cada uno de los dos lados restantes es de 3 € por metro instalado. Calcula las
dimensiones del area maxima que puede ser cercada.

16. La funcion del coste total de produccion de x unidades de un determinado producto es C(x) = %xz +3x +200.

C(x)

Define la funcion del coste medio por unidad con C(x) =——. ;A qué nivel de produccion sera minimo el coste
X

medio por unidad?

17. Se quiere construir el marco de una ventana rectangular de 8 m?. El metro lineal de tramo horizontal cuesta 2,5 €,
mientras que el metro lineal de tramo vertical cuesta 5 €. Determina: a) las dimensiones de la ventana para que el
coste del marco sea minimo; b) ¢cuanto cuesta el marco?

18. De la funcion f(x) = x? + ax + b se sabe que tiene un minimo en x = 2 y que su grafica pasa por el punto (2, 2).
¢ Cuanto vale la funcién en x = -1?

1
|
1
1
1
1
|
1
1
|
1
|
1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
|
1
|
1
1
|
1
|

a) estudia el crecimiento y decrecimiento de fy g; |
|
1
|
1
1
|
1
|
1
1
1
1
|
1
1
|
1
|
1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
_:
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (lI)

2. Estudio y representacion de funciones

Como puede observarse, las funciones que van apareciendo presentan una complejidad cada vez mayor, por
lo que requieren de métodos mas sofisticados para su estudio. Ya no podemos conocer su comportamiento mediante
una tabla de valores, como con las lineales, o a través de algunos puntos caracteristicos de las funciones, como
con las cuadraticas o las de proporcionalidad inversa mas sencillas.

Debemos desechar la pretension de conocer exactamente lo que hace una funcién punto a punto y tenemos
que centrarnos en aquellos puntos que realmente caracterizan a la funcién. Ya hemos visto algunos, como los
puntos criticos y los de inflexion. Estos puntos nos permiten averiguar el comportamiento de la funcion. Este puede
ser completado con el estudio de las asintotas, del signo de la funcion, etc. Por lo tanto, nuestra pregunta es: ;,qué
necesitamos estudiar de la funcion para conocerla con detalle? Después nos tocara el proceso de ajustar
convenientemente toda la informacién obtenida, de modo que el puzzle encaje y no aparezcan resultados
contradictorios.

Los pasos para efectuar el estudio y la representacion gréfica de una funcién son los siguientes:

Célculo del dominio de la funcion.

Estudio de la simetria y de la periodicidad.

Calculo de los puntos de corte de la funcién con los ejes de coordenadas.
Estudio del signo de la funcién.

Célculo de las asintotas y de la forma en la que la funcién se acerca a ella.
Estudio de la monotonia (crecimiento y decrecimiento).

Célculo de los puntos criticos (méximos y minimos relativos).

© N o g B~ w0 Db =

Estudio de la curvatura (concavidad y convexidad) y calculo de los puntos de inflexién.

Los 5 primeros pasos se sacan directamente de la funcién; 6° y 7° de la derivada primera; 8° de la derivada
segunda (también en el 7° podemos necesitar esta derivada). Habitualmente, el colofén de este estudio es el esbozo
de una grafica de la funcidn, esto es, su representacion grafica.

Légicamente, las informaciones obtenidas en los distintos pasos deben ser coherentes las unas con las otras
y no entrar en contradiccion. Si ocurriera esto Ultimo, hay que pensar que nos habremos confundido en algun punto
y repetir los célculos pertinentes hasta que desaparezcan las incongruencias. Repasemos coémo se efectuan cada
uno de los calculos anteriores.

1. Dominio de la funcién.

Los casos en los que el dominio es distinto a R son los siguientes:

Funcion Calculo del dominio
NUM(x)
f X)= = = — =
(x) DEN(X) DEN(X)=0= Dom f =R —{xe R/ DEN(x) = 0}
f(x) = /RADICANDO(x) RAD(x)>0=>Dom f = {xe R/ RAD(x) > 0}
f(x) =log ARGUMENTO(x) | ARG(X)>0= Domf ={xe R/ ARG(x)> 0}
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2. Simetria y periodicidad:
fes par si f(-x) = f(x) = es simétrica respecto al eje OY.
fes impar si f(-x) = -f(x) = es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Funcion par Funcién impar

-7
AN AN /|

-0

La funcidn par coincide al doblarla respecto al eje OY. La impar coincide si trazamos rectas que pasen por el
origen de coordenadas, o bien, doblando primero por el eje OY'y después por el OX. Si no se verifica ninguna
de las igualdades anteriores, decimos que la funcion no es simétrica.

La periodicidad solo se estudia para las funciones trigonométricas, por lo que prescindiremos de su estudio.
3. Puntos de corte de la funcién con los ejes de coordenadas:

Para averiguar las coordenadas de los puntos de corte de la funcion con el eje OX hay que igualar la funcion
a cero. Escribimos abreviadamente: fN OX = f(x) = 0. Tendremos tantos puntos de corte como soluciones
tenga la ecuacion f(x) = 0.

Para hallar el punto de corte de la funcion con el eje OY hay que sustituir en la funcién la x por 0 (cero).
Escribimos abreviadamente fNOY = x =0 = (0,f(0)). Tendremos uno o ningin punto de corte, dependien-
do de la existencia de f(0). Si al resolver la ecuacion f(x) = 0 apareciera la solucién x = 0, el punto de corte
con el eje OY es el origen de coordenadas (0,0).

4. Signo de la funcién

Para estudiarlo hay que resolver la inecuacion f(x) > 0. Para hacerlo usaremos distintas estrategias dependiendo
del tipo de funcién, aunque las dos fundamentales son las siguientes:

I Silafuncién es polindmica, se resuelve la ecuacién f(x) = 0, descomponiéndose la recta real en intervalos
dados por las soluciones de dicha ecuacion.

Il. Sila funcién es un cociente de polinomios, se igualan numerador y denominador a cero por separado
{NUM(X) =0

DEN(X) =0 }y se descompone la recta real en intervalos dados por las soluciones de ambas ecuaciones.

Los demas puntos (asintotas, monotonia, puntos criticos, curvatura y puntos de inflexién) ya han sido trata-
dos en la leccién anterior y en la presente, por lo que no repetiremos lo ya dicho.
Para la representacion se suele proceder de la forma siguiente:

1. Marcamos los puntos de corte y los criticos. En estos ultimos hacemos un arco: m para un maximo y w
para un minimo.

2. Representamos las asintotas y el comportamiento de la funcion en sus proximidades.
3. Unimos los puntos y las lineas ya representadas.

Habitualmente las representaciones no suelen hacerse estrictamente a escala, ya que lo que interesa es destacar
las propiedades mas relevantes de la funcion, que pueden ser desvirtuadas por dicha escala.
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Ejemplos

9. Estudia y representa la funcion y = x> —4x” + 4x.
Solucién:

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Dominio: como es un polinomio, Dom y = ‘R.
# y(x
Simetria: y(—x) = (—x)3 —4(—x)2 +4(—x) =—x%—4x* —4x{ y()

#—y(X)

= No es simétrica.

Puntos de corte con los ejes:
FNOX =y =0=x*—4x’ +4x=0=> x(x’ —4x+4)=0= x =0,2(doble) = (0, 0); (2, 0)—>FNOY = (0, 0).

Signo: y = x(x -2)2. Como x = 2 es solucion doble, no influye en el signo, puesto que el factor esté elevado
al cuadrado, siendo siempre positivo (salvo en x = 2 que seria cero). Hay que (o0, 0)[(000)—123
descomponer la recta real en dos trozos. sgny _’ - m

Asintotas: AV: como se trata de una funcion polinémica no tiene asintotas verticales.
—oo, CUANAO X — —oo
oo, cUando x — oo

3 4y2 3
AOb:m= lim w = lim X - lim x? = oo = No tiene asintota oblicua.

X—>Foo X Xt ¥ X—>Foo

AH: [im (x3—4x2+4x)z lim x* =

X—>too X—too

= No tiene asintota horizontal.

Al ser una funcién polinémica de grado superior al primero, no tiene asintotas de ningun tipo. Los limites en
el infinito permiten averiguar hacia dénde va la funcion.

Monotonia: y'=3x*>-8x+4=y'=0=3x>-8x+4=0=x :g, 2.
3 (0, 213)|(%f3, 2){(2,00)
Puntos Criticos: maximo en el punto (E g} y un minimo en (2,0). wnl - -
3’ 27 ' y C? Dl | Ct
" " 4 o, (4 16
Curvatura: y"=6x-8=y"=0=6x-8=0=x= ok Punto de |aneX|on(§, EJ .
Te recordamos que todas las ordenadas de los puntos se calculan en la (=00, *3) | (¥5, )
funcion, no en sus derivadas. sgn y" - +
y N U
2 32
5
~
N —
| (2, 0)
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4 3

10. Estudia y representa la funcion y = :—2 Y —x2+5,
Solucién:
1) Dominio: como es un polinomio, Dom y = R.
. (=x)! (=X’ 2 o [#F Y o
2) Simetria: y(—X)=————"——(—X)"+5=—+——-x"+5 = No es simétrica.
) Simetria: y(=x) =5 = =g (X 8=+ £ —y(x)

f(NOX = y =0= No se pueden hallar

fNOY = y(0)=5= (0, 5)

Aunque usemos la Regla de Ruffini para resolver la ecuacion y = 0, no obtenemos los puntos de corte. Sélo
puede hacerse con métodos numéricos, procedimientos que superan el nivel de este curso. Debemos esperar

y ver si con el resto de los datos podemos eshozar la gréafica de la funcion.
4) Signo: no puede estudiarse.

5) Asintotas:
AV: no tiene asintotas verticales por ser un polinomio.

3) Puntos de corte con los ejes: {

xt X x*
AH: lim (— _f —x*+ SJ = [im — = o> = No tiene asintota horizontal.

x| 12 X0 12
4 3
X X _x45 3
AOb:m= lim 12 6 lim m = to0 = No tiene asintota oblicua.
X—>too X X—too

3 2 2
6) Monotonia: y':%—%—Zx:yEO:x(%—%—ZJ:O:sz“ 0, x,.

conx, = ol =—1,81;x, = il =3,31.
4 4
7)  Puntos criticos :minimos en (x,, ¥ (x,))y (%, y(X,))yméaximoen(0, 5), (=00, X3)| (X;, 0)(0, X,) | (X0)
cony(x,)=3,61;y(x,)=-1997. sgny'l - + - +
y DL Cr | DL | C
8) Cunvatura:y"=x’-x-2=y"=0=x"-x-2=0=x=-1,2. Coo D1, 2) [200)
Puntos de inflexion :| —1, i 1(2,1). sgny" + - +
4 y U N U
\ / 5
I\
V) —
vV, -1

Ala vista de la grafica, observamos que la funcion corta al eje OX, en dos puntos ambos con abscisas positivas
mayores que dos.
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11. Estudia y representa la funcion y = X—_7
X+2

Solucion:
1) Dominio: DEN=0= x=—2=Dom y = R—{-2}.

—x—=7 |#y(X o
X { y(x) = no es simétrica.

2) Simetria: y(—x)=
) Simetria: y(—x) e A

fAOX=y=0=NUM=0=x=7=(7, 0)

3) Puntos de corte con los ejes: -7 7
ﬂOY:>y(O)=7:>(O, ——]

2
NUM=0=x=7 (=00, 2)| (2, 7) | (7.0)
4) Signo:{ = B B N
DEN=0:>X=—2 Sgny — =4 —_—=—| —=+4+
- + +
5) Asintotas:
x-7 -9
x—)r—r;' 2:0__=°° x=T7 X
AV:ix=-2= X+ ; AH: lim ——= lim —=1=y,, =1 No tiene A Ob por tener horizontal.
x—7 -9 Xodeo ¥ 4 D xodeo )
M —— =— =—c0
=2 x+2 0
_x-T 1= -9 |>0,cuando x - -0y >y,
e T xe2 <0,cuando x —co=>y <y,
6) Monotonia: y'=ﬁ:> y'>0enR—{-2}= yes creciente en todo su dominio.
X+

7) No tiene puntos criticos, porque y'# 0.

= NUM <0 S [
8) Curvatura: y"= is < (~e0, —2) (=2, o)
(X+2) DEN=0= x=-2 sgny" + -
No tiene puntos de inflexion, pues y” # 0. y U
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X2 —5x+4
12. Estudia y representa la funcion y = 5
Solucién:
1)  Dominio: DEN =0= x =5= Dom y = R—{5}.
2
—Xx) =5(-x)+4 x* #
2) Simetria: y(—x)=( ] AR _ i aied | =) => no es simétrica.
-x-5 -x=5 |#-y(x)
fANOX=y=0=x=14=(10);(4,0)
3) Puntos de corte conlos ejes : 4 4
fﬂOY:y(O)z—E:{O,—g)
= D 7 A (—o0,1)| (1,4) | (45) | (5)
4) Signo: - o -
) 59 {DEN=0:>X=5 sgny | T=-|Z=+|T=- {=+
i X -5x+4 4
= = == 2 2
5) Asinotas: AV: x=5= " X750 gy XEOXHA e X i x = om0
i X2_5X+4_i_oo X—>eo Xx—-5 X—oteo y X—yteo
=5 x -5 0*
tiene AH.
2 _ 2 2 _
AOb: m = lim XZS—X+4z im X—2=1;n= lim w—x = lim i=0:>y0b=x.Seacerca
x—to  x° By X—keo ¥ X—too xX—=5 xoteo ¥ §
i 0, cuand —oo
del modo siguiente: y—yOb:X 5X+4—x: 4 = sgn (¥ — Yo, ) =59n _4 ) J<houandox
X=5 X—=5 X—5 >0, cuando x — oo
6) Monotonia: . x*—10x+21 [NUM=0= x=3,7 (=0, 3) [ (3, 7)—{5} | (7,0)
YT T Cs) |DEN>0en%i-{5} sy’ |+ - [+
y Cr Dy Cr
7) Puntos criticos: maximo en (3,1) y minimo en (7,9).
(0, 9) | (5, 0)
NUM " -
8) Curvatura: y"=L3 = sgny +
(x-5)° |DEN=0=x=5 y n

No tiene puntos de inflexién.

N\

N

©
\<

' '
1 rd 1
AN L
1 , s —
0 2 L Yo =X
4 —> e
e - ]
’/\l ’ :
A -
’ 1 1 o :
e : /’/\ 1
1
. ‘ y 3\ 7
1 ,’ ]
1 p 1
1 7 1
1
\: " x =5
] ]
0 !
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13. Estudia y representa la funciéon f(x) = X

Solucion:

x*=9

1) Dominio: DEN =0=> x =+3 = Dom f =R -{-3,3}.

(—x)2+9 X249

2) Simetria: f(—x)= =
) =~ X8

3) Puntos de corte conlos ejes : {

NUM >0

f(x) = es par, simétrica respecto al eje OY.

fNOX = f(x) =0= x*+9# 0= No corta al eje OX
fNOY =f(0)=-1=(0,-1)

4) Signo: (0, -3) | (=3,3) |(3,)

b ok {DEN:0:>x:i3 T o
. x*+9 18 - x*+9 9
R v T m T

x=-3 XZ_ ; x=3 Xz_

5) Asintotas: AAVV: jim ¥ +9 18 o X"+9 9
m 2 SE====09 Ilm 7 _—+_o<>
=3 x“=9 (0 =3 x =9 0

X2 X2
AH: | = lim —=1=y, =1, f-y, =———>0cuando x — teo. No tiene AOb por tener AH.
x—>tmx — X—oteo ¥ —

_ NUM=0=x=0
6) Monotonia: f'(x) = sz (=00, 0){-3} |(0, =0)-{3}
(x*-9) DEN >0en R —-{£3} sgnf " Z
Cr Dy
7) Puntos criticos: maximo en (0,-1).
2 NUM >0
8 Cunvatura: f"(x):w{ > 0 —3)(3,3)| (3o0)
(Xz_g) DENZOiX:i?) Sgnfll ¥ _ T
No tiene puntos de inflexion. f U U
Pl .
i = s e
S S s g e e "
i M ! -1 :
{ || =il | )
|| bxes
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14. Estudia y representa la funcion y = ——.
X“+9
Solucién:

1) Dominio: DEN >0= Dom y =R.

—X X

2) Simetria: y(-x) = =— =
) Simeita: (X = =g

—y(x) = impar, simétrica respecto del origen de coordenadas.

3) Puntos de corte conlosejes: fNOX =y =0=>x=0=(0,0). Cortaaambos ejes enel origen de coordenadas.

NUM =0 =0 -
4) Signo: = (£, 0)] (0, 0)
DEN >0 sgny| - *
, . . X . X .
5) Asintotas :No tiene AV; lim 5 = lim — = lim —=0=y, =0;

Xt ¥4 4 Q xoteo X2 Xe—too ¥

X {<0,cuandox—>—oo:>y<y,,

—y., = .No tiene AOb por tener AH.
U =T >0, cuando x —>oo=>y >y, g

—x* [NUM=0 =13
6) Monotonia: y'= - x { =X

(X2+9)2 DEN >0 (=00, =3)[ (=3, 3) | (3,0)
sgny'| - + -

7) Puntos criticos: minimo en (—3, —%)y maximo en[S, %)
(=00, 27 )[(=127, 0)](0,427 )| (27 ,00)

2x(x* ~27) ST 05 sgny"| - n . F
X\ X — = =—
8) Curvatura:yu:—{NUM 0:>X 27,0, 27 y n U m

(X2+9)3 DEN >0

Puntos de inflexion: (—3J§, %) (0, 0); (3J§, %J
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15. Estudia y representa la funcion y = e,

16.

Solucion:

1) Dominio: Dom y = R.
2) Simetria: y(—x)=e ™ =™ = y(x)= es par, simétrica respecto del eje OY.

fﬂOX:>y:0:>e‘x2 > 0= No corta al eje OX

3) Puntos de corte: 0
fAOY=y(0)=e"=1=(0, 1)

4) Signo: la funcion es siempre positiva.

5) Asintotas: no tiene AV; AH: lim e™ = lim iz =0=y, =0. Lafuncion va siempre por encima de la asin-

X—>too X—>teo ex
tota horizontal, por ser positiva. No tiene A Ob por tener horizontal. (o, 0)](0, o0)
6) Monotonia: y'=—2xe™ = y'=0=x=0 sgny' |+ -
y Cr Dy

7) Puntos criticos: maximo en (0,1).

8) Curvatura:
) Curvatura (_w _ﬁ] _ﬂ ﬂ) (ﬁ oo}
y"=2ex(2x2—1):>y“:0=>x:ii=i£ 2 22 2
2 2 sgn yn + - +
Puntos de inflexion: y
V2 oy V2 1 V2 1
T e =l —V— —F— y v T =
2 e 2 e
~ 1
\ >
2
Estudia y representa la funcion y = ——.
X +1
Solucion:
1) Dominio: DEN>0 = Domy =R.
(%) _.x
2) Simetria: y(-x)= = = y(x)= par, simétrica respecto del eje OY.

(—x) +1 X' +1
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3) Puntos de corte con los ejes: fNOX =y =0= NUM =0= x =0(doble) = la funcién corta a los ejes

en el origen de coordenadas (0, 0).

4) Signo: la funcién es siempre positiva.

2 X2

5) Asintotas: no tiene AV; AH: [im ZX = lim — =1=y, =1.La funcion se acerca a la asintota como:

Xoteo y& 4] xote y

2

T 2_1 <0= y <y,.No tiene AOb.
X“+1 X +1
NUM =0= x =0 .
6) Monotonia: y,=2_x2{ (~00, 0) | (0,c0)
y Dy Cr

7) Puntos criticos: minimo en (0, 0).

3)|(_ V3 V3)|(+8
2(1-3x? = :+£ —oo, _£ S [ Ay
8) Curvatura: y"=¥ il =0 = 3 3 3 3 3
(¢+1)" |pen >0 T - n -
y U
Puntos de inflexion: ﬁ 1 ; —ﬁ, 1
3 4 3 4
B2 N N
e S
>
0
, y 1-x*
17. Estudia y representa la funcion y:( 2)2.
X+

Solucion:
1) Dominio: DEN = 0= x = -2 doble = Dom y =R —{-2}.
1—-x2 [#y(x)

2) Simetria: y(—x) = 1—(—x)2 = g { => No es simétrica.
(-x+2)" (2-x)" [2-¥(x)

fAOX=y=0=NUM=0=x=%1=(1, 0);(-1, 0)

3) Puntos de corte con los egjes:
) ’ fﬂOY:>y(0)=%:(0, 1]

4

NUM=0= x=+1

(o0, <1)~{=2} | (=1, 1) (1, o0)
DEN >0en R -{-2}

sgny - + -

4) Signo: {
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5)

, o o 1-x* -3
Asintotas: AV: x =-2= lim ;= =—
X—-2 (X+2) 0
_ y2 _X2
AH: [im ;= lim —=-1=y, =-1. Se acerca como:
X—>Foo (X+2) X—to ¥
—x? 0, d —oo _
Y=Yu = I 7= 4X+52 o &) <PouandoX =72 o tene AOb por tener AH.
(x+2) (x+2) x | >0, cuando x — oo
6) Monotonia: y'=Lx+31) (=00, 2 | (2 1) | (<1 )
(x+2)
sgny' To_ | foy | 2=
7) Puntos criticos: Maximo en —1 1 _ *
' 2'3) y Dy Cr Dy
1
2(4x-1) [INUM=0= x =—
8) Curvatura: y"= ( 4) 4
(X+2)" | DEN > 0en R —{-2)
(o0, ly) | (', o)
Punto de inflexion: 1 ol , sgny" - v
427 y U
E x=-2 E
e iV
: — : o
B ieinieind A e Y Al At
: E Y =-1

19. Estudia y representa la funcion y = x° - 3x.
20. Construye la curva y = =5
1+ x
2
21. Estudia y representa la funcién y = o
8(x—1)°
22. Construye la curva y = ( 7 ) :

23. Representa la funcion y = 1 X




24. Construye la curva y = x* —gx .

>
N
|
~

1.
2.

3
4.

@

7.
8.

v Optimizacion de funciones
o Optimizar una funcion consiste en buscar sus extremos relativos.

o El problema habitual es construir la funcién a optimizar, para lo que no hay regla fija. Conviene efectuar una
lectura detallada del problema. Si es de indole geométrica, no viene mal hacer un esbozo gréfico, para identificar
las variables.

o Aparte de la estrategia funcién a optimizar y relacion entre variables, cuando procede, es habitual tener que
minimizar el coste unitario conocido el coste por x unidades. La funcién a optimizar se obtiene dividiendo el coste
por x unidades entre x:

Coste por x unidades
p :

Coste unitario =

v" Estudio y representacion de funciones

o Elestudio que nos permite representar cualquier funcion sigue los siguientes pasos:

Calculo del dominio de la funcion.

Estudio de la simetria y de la periodicidad.

. Célculo de los puntos de corte de la funcién con los ejes de coordenadas.

Estudio del signo de la funcién.

Calculo de las asintotas y de la forma en la que la funcién se acerca a ella.

6. Estudio de la monotonia (crecimiento y decrecimiento).

Célculo de los puntos criticos (méximos y minimos relativos).

Estudio de la curvatura (concavidad y convexidad) y calculo de los puntos de inflexion.

o Las funciones que tienen asintotas estan muy determinadas por éstas, por lo que casi pueden representarse con
los 5 primeros puntos. Los otros 3 restantes sirven para verificar nuestras suposiciones. Por supuesto, la informacion
obtenida en uno de los pasos anteriores no puede estar en contradiccidn con otra procedente de otro paso distinto.
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La integral

egamos al otro pilar de lo que se conoce con los nombres de Calculo Infinitesimal, Calculo
o Analisis matematico: la integracion. Forma, junto con la derivacion, una pareja que ha
dotado a las Matematicas y al resto de las Ciencias, tanto Sociales como Naturales,

de las mas potentes herramientas de que jamas hayan dispuesto para la resolucion de infinidad
de problemas. La nocion actual de integral es obra de Georg Friedrich Bernhard Riemann

(1826 — 1866).

o G. F. B. Riemann (Wikipedia org. Dominio publico)

En lugar de seguir un orden cronoldgico, optamos por
introducir primero el concepto de funcion primitiva, y usarlo
para hacer aparecer la integral indefinida como operacion
inversa a la derivada. Nos interesa que aprendas los
rudimentos de la integracion y que seas capaz de resolver
integrales inmediatas, a partir de la tabla de dichas
integrales, y casi-inmediatas, bien por ajuste directo de
constantes, bien usando el método de sustitucion.

Después describimos brevemente de donde surge
la idea de la integral y la relacionamos con el area.
Aparece la integral definida. Mencionamos el teorema
fundamental del calculo, y justificamos la Regla de Barrow,
aunque sin usar un excesivo rigor matematico. En este
punto, hemos de mostrar que, aunque la integral surja
histéricamente como herramienta para el calculo de areas,
hay que distinguir entre dicho calculo y la integral definida.
La Unidad termina abordando el calculo del area

encerrada por una funcién y el eje OX, y también el calculo del area encerrada por dos funciones.

A partir de lo antes dicho, esta Unidad tiene como objetivos los siguientes:

cdogh B =

Calcular integrales inmediatas.

Calcular integrales definidas.

Calcular la funcion primitiva de una funcion.

Calcular integrales casi-inmediatas.

Calcular areas encerradas por funciones.
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Funcién Primitiva

Integral inmediata

Integrales casi-inmediatas

Integral definida
smmmmCalculo de areas

Regla de Barrow
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1. Funcion primitiva

Decimos que F es una funcion primitiva o primitiva de fsi F'(x) = f(x). Por lo tanto, intentamos reconstruir
una funcién F a partir del conocimiento de su derivada f.

’

2 2
Por ejemplo, como (X?] =x=F(x)= X? es una primitiva de f(x) = x. También (senx)'=cosx =

= F(x) = senx es una primitiva de f(x) = cos x. Observa que ahora el procedimiento es més complejo que
la derivacion, pues hay que retroceder usando como guia las reglas de dicha operacion.

Antes de sistematizar el calculo de primitivas debemos hacer notar que la primitiva no es Unica, es
decir, si sumamos una constante cualquiera a la primitiva, ésta sigue siendo primitiva de la misma funcion:
’

2

constante. Esta constante tiene distintas interpretaciones, y toma diferentes valores, dependiendo del contexto en
el que aparezca la primitiva.
Podemos escribir en una tabla aquellas primitivas que se obtienen directamente de la tabla de derivadas:

2
(X—+1) =x; (senx—T7)"=cosx . Por ello escribiremos siempre F(x) + k, k € k. Obviamente, k designa a la

Funcion Primitiva
n+1
X" n#-1 X nz—1
n+1
1 In x
X
COS X sen x
sen x -C0S X
ex e
2 1
1+tgx:coszx g x

Observa que la primera primitiva no es mas que el resultado de la regla (x")' =nx"-". Como la derivada baja
el grado del exponente en una unidad, al ir hacia atras tendremos que sumarselo, y como el exponente aparece
multiplicando al derivar, habra que dividir al retroceder:

’
’ 3 2 1 _1 3
(Xs) =3x2:>x2:(x—) ;(Xe‘) =2x x| X

La férmula sirve también para exponentes negativos y fraccionarios, salvo para el caso n = -1. Date cuenta

de que sin=-1, lafuncién es f(x) =% , que procede de derivar F(x) = Inx. Si intentas aplicar la formula en este

, I 0 .
caso, te quedaria como primitiva % , que no es valida.
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2. Integral indefinida. Integrales inmediatas

A partir de la idea de funcién primitiva podemos definir la operacion integracion como inversa de la derivacion,
puesto que lo que una hace lo deshace la otra, tal como aparece en el grafico; debemos tener en cuenta ademas
que la primitiva no es Unica. Por eso no volvemos exactamente a la funcién de partida, sino a una familia de funciones
que difieren en un valor constante.

Aunque en el gréafico representamos la integral indefinida con su inicial /, no Derivada
se hace asi en la practica. Por razones que veremos mas adelante, se usa el X_2 —_— x
simbolo J, que representa una S alargada. Escribiremos la relacion entre la funcion 2 e
y su primitiva como [f=F+k6 [f(x)dx = F(x) + k. Integral

El término dx (que se lee diferencial de x) indica unicamente cual es la variable respecto de la que integramos.
Te recordamos que procede de la notacion de Leibniz para la derivada: f'(x) = g—)f( . Nosotros usaremos la

segunda notacion, mas antigua, pero que tiene ventajas a la hora de enfrentarse a integrales complicadas. Todo
lo que aparece bajo el simbolo |, salvo el diferencial, se denomina integrando. Légicamente, no podemos quitar
dicho simbolo hasta que no demos la primitiva del integrando. Repetimos la anterior tabla de primitivas usando la
notacion para las integrales. Ahora se llama tabla de integrales inmediatas. Hay que aprendérsela de memoria:

Integrales inmediatas

Xn+1
.fx”dx =L _+knz-1
n+1
J'ldx=_.‘@=1nx+k

X X
fcos xdx = senx +k

fsenxdx =—Co0SX+k

Ie*dx=e*+k
J‘(1+tz _ 1 _(_dx  _
g°x)dx = [—5—dx = [ =tgx+k
cos* x cos* X
Ejemplos
1. Calcula las siguientes integrales:
2 X2 _X_3
a) jxdx_2+1+k_ k.
oy = X o X
b) jxdx_9+1+k_ A5k
12 nNES
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—5+1

c) f%='[x‘5dx:f5+1 -

d) .|.\/7dx '|.x7dx— 5.

7

9

1
6

5

1 S 5
e) f%='[x b= X" 4 k=Cy5 k= 6\/7+k.

+1

f) .[dx=x+k.

+k:ﬂ+k:——
4

N k=L k= 7\/7+k.

Un procedimiento Util para saber que la integral esta correctamente resuelta consiste en derivar la primitiva.
Si se obtiene la funcién que aparece en el integrando, lo habremos hecho bien y, si no es asi, nos hemos equivocado.
Si te fijas en el ejemplo 6, el més facil de todos, (x)' =1y 1 es el integrando, pues 1+ dx = dx.

Para calcular integrales mas complicadas, necesitamos conocer algunas propiedades de la integral. Estas se

denominan propiedades de linealidad y son las siguientes:

e [(f+g)= [f+ [g = Laintegral de una suma es igual a la suma de las integrales.

e [(Af)=AJf= Laintegral del producto de una constante por una funcion es igual a la constante por la

integral de la funcion.

Estas propiedades suelen abreviarse escribiendo [ (Af+ ug) =

multiplicativas e integramos las funciones.

Ejemplos

2. Calcula las siguientes integrales:

a) _[(X2 +X)dx :fxzdx+.[xdx :’%+X—L+k.

34, sy e X! _ 5x*
b) [5x°dx =5[x dx =54 +k=2+k.

ox _1(dx_1
c) J.ﬁ_sj.x 8Inx+k.

-2
d) f%dx:Y'[x‘adx:7x—+k:—L2+k.

-2 2x

m\‘

e) frdx—11fx8dx_i1);—1
8

~ 121

8\/_+k
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f J(Ge" +%)dx = j6e*dx+j%dx = 6je”dx+7j°i—x =6e" +7Inx+k.
9) f(x7 +1)dx :J.x7dx+.|'dx =%+x+k.

3. Podemos calcular las integrales directamente, sin tener que escribir detalladamente la propiedad:

6 3] 6 3
a) I(st—7x2+9)dx:3%—7%+9x+k=%—%+9x+k.

5 2
b) j( +—)dx Be —3Inx =5tk

c) J.(—2x2+11x—5)dx— gx +%x2 —5x+k.

(> Actividades

2.Halla: a) I(3—%x+%x2—0,05x3)dx; b) _[(5x4—3x2+2x)dx.

4.Caloula: a) [(9%* +5x+3)x ; b) j( +9x)d

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
. 7 3 2
1 : — ' — —
ml 3. Averigua: a) J(1 x")dx ; b) j(3x 7x* +8x—4)dx .
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
L
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3. Integrales casi-inmediatas. Método de
sustitucion

Se habla de integrales casi-inmediatas cuando la funcién que debemos integrar puede convertirse de forma
sencilla en una integral inmediata. Podemos distinguir dos tipos:

e Un primer tipo en el que efectuando las operaciones indicadas (sumas, restas, productos, divisiones ...)
pasamos a tener integrales inmediatas.

e Un segundo tipo en el que habitualmente se reconoce la derivacion siguiendo la regla de la cadena, es
decir, aparece una funcién y su derivada, salvo constantes que multiplican.

Veamoslo con algunos ejemplos:

Ejemplos
4. Calcula las siguientes integrales:
X X x X x° X' 10x°
) (3

X2 —5x)(x3 +2x)dx:j(3x5 -5x* +6x° —10x2)dx:3——5—+6——10—+k:——x5 +=—— +k
6 5 4 3 2 2 3

— 3 -1
b) f 2 5X +1 I(Zx —5+i)dx 2?—5x+x—1+k—2%—5x—l+k
- X

1 % Y2 5

c) J“-I_—jf?d I(Zx/ + 2x2 —%x dex = );—+g);——%x1—+k :¥+\/X_‘3—7\/}+k.
x % 2% th

En estos ejemplos no hemos hecho mas que terminar las operaciones indicadas (producto y cocientes), obteniendo

integrales inmediatas. Observa que hay que escribir los radicales como potencias fraccionarias y las x del denominador
como potencias negativas.

d) fe“dx. Como (e” ) =7¢” = |e falta multiplicar por 7 para ser inmediata. Para no cambiar el valor de la

integral, si multiplicamos por 7 tenemos que dividir por 7: J'e”dx = ;J.?e”dx = ;e” +k.

e) J5cos4xdx. Como (sen4x)'=4cos4x = falta multiplicar por 4. Como antes, si multiplicamos por un niimero

hemos de dividir por ese mismo nimero: _[5003 4xdx = %J.4cos 4xdx = %sen4x +k.

p . 2X
(In(x +1)) =10
7x T¢ 2x 7
dx =— | ——dx==In(x* +1) +k.
-f 3 4 2J. X2 +1 2 ( )
Fijate que hemos de tener cierta idea sobre la posible primitiva. También observa que conforme se complica el
integrando, el hallar su primitiva, aunque sea ajustando las constantes multiplicativas, se vuelve mas dificil.
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’

9) J.3x(x2—7)5 dx como ((x2—7)6) =12x(x2—7)5:> Hay que multiplicar y dividir por 12:
[3x(x2-7) =—j12x Xt =7) dx %(x2—7)6+k.

h) ftgzxdx. Este es un ejemplo de idea feliz: recuerda que(tgx)' =1+ tg®x. Asi, para que fuera inmediata ten-

dria que aparecer un 1 sumando en el integrando. Pues se lo sumamos y, para no cambiar el valor, se lo restamos:

[[tg?xdx = [(1+tgx —1)dx = [ (1+tgx ) dx — [ o = tgx — x + k.

Existe una técnica para resolver el segundo tipo de integrales, llamada método de sustitucién o de cambio de
variable. Consiste en cambiarle el nombre a la funcién de la que aparece su derivada, de modo que tras dicho
cambio quede una integral inmediata. Al cambiarle el nombre a la variable, hay que cambiar también el diferen-

cial. Recordando la notacién de Leibniz: u'= Z—u Sdu=u'dx=dx= d_u Simbélicamente podemos escribir
X u

f—u
que el cambio de variable consiste en que: du - Al hacerlo, debe desaparecer la variable x, quedando
dx — 7
una integral en u, que se integra tal y como hemos hecho con las de x. Al final, se deshace el cambio, volviendo
a la variable original.

Ejemplos

5. Calcula las siguientes integrales:

a) foi’/ 1— x2dx.

Solucién:
Observamos que (1-x2)'= -2x oc x por lo que el cambio adecuado sera u = 1-x2. Intentemos resolver la inte-
gral mediante este cambio:

u=1-x*=u'=-2x 4

f8x\3/1—x2dx= o U _[8x u3 i _—4j 3clu——4T+k=—3,3/(1 x) +k.

—2x 5

El simbolo oc se usa para indicar la proporcionalidad. Fijate en que al hacer el cambio, en u sélo va la funcion,
no el exponente, que ya pondremos después.

b) [6x* (3¢ +2) ox.

Solucion :
/ ) u=3x*+2=u'=9x>
3 —0y? o y2 —2y3 2 d = =
Como (3x° +2) =9x” o< x* = u =3x +2:>I6x (3x° +2) o dx:d—uz
9x
=J. == J'zd v’ Mq.k.

9
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c) _[ln—xdx
Solucion :
;1
=lhx=u'=— )
X 2 I
Como (Inx)':lﬁu:lnx:J‘In—de: du :J.deu:fudu:u—+k:M+k_
X X dx=T=xdu X 2
X
d) [7xe™%dx.
Solucion :
, u=e"" =u'=6xe
Como (e‘” ‘5) =6xe> P cxe¥ T u=e"""= I?xeax “dx = du i
dX: 2 = —
6xe™ = 6xu
—I?xu Z'|.du:zu+k_ze3xz‘5+k.
6 6 6
1+3x
Solucién :
u=1+3x=u'=3
Como (1+3x)'=3ock:>u=1+3x=>f 4= du SO OUE
1+3x dx=? u3 3y
=ilnu+k=iln(1+3x)+k.
3 3
Este ejercicio se podia haber hecho ajustando constantes como los primeros.
—5x
) J4+7x
Solucion :
/ U=4+7x*=u'=14x
Como (4+7x%) = = -
( ) dx = du
14x
[ O (B Dy k== in(447x)
u 14x u 14 14

A veces hay que operar en el integrando, aiin después de haber hecho el cambio.
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J- 3+2Inx i
5xInx
Solucioén :

1 3+2Inx X 3+2u
Como (Inx)'=—=u=| dx = =
omo (Inx) it nx:>f axin du J'

dx = 5= xdu Sxu
e

:Iidu+gfdu =§Inu+gu+k ::Eln(lnx)+glnx+k.
5u 5 5 5 5 5

En este punto dejamos el calculo de integrales. Existen otros métodos (integracion por partes, integracion de
funciones racionales, ...) que permiten integrar otra serie de funciones, pero que no tienen cabida en este libro.
Hay que resaltar que, a pesar de la existencia de mas métodos, no podemos integrar todas las funciones, aunque
siempre podemos calcular la derivada (si son derivables).

(& Actividades

T mmmm e mmmm——— i
I I
| 6. Calcula: a) J'(x3+1)(x2—1)dx; b) j4x(7x2—5) dx. :
| |
: 7x |
| 7. Halla: a) J5X\/31—9x2dx; b) _[ —dx. I
i 4+3x !
I I
| 4 :
' 8. Averigua: a) |3xcosx’dx; b dx. I
: gua: a) I ) I 5+8x :
I I
| :
2X 2
9. Calcula: a) |——=—=dx; b) |3xe “dx. !
i J.\/3 8x* +1 J. i
I I
I
I 10. Halla: ) '[7e3“4dx; b) .f3e‘*dx. E
| :
I
: 11. Averigua: a) J. 3c0s X dx; b) J. dx. i
! 5senx —8 3-5x :
I I
: 5x+15 :
| 12. Calcula las siguientes integrales: a) fzx—dx; b) JBerdex. I
i X“+6x—4 !
I I
I I
T N Ty ol
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4. El area y la integral definida. Teorema
fundamental del calculo

Historicamente, la integral surge como herramienta para el célculo de areas de figuras planas y es anterior a
la derivacion. Afortunadamente, existe una relacion entre la derivacién y la integracion, que ya hemos usado, y
que nos permite integrar, y por tanto calcular areas, de forma sencilla. Vamos a explicarlo sucintamente:

b
Llamamos J.f(x)dx al area encerrada por la funcion f, el eje OX, y las rectas x = a, x = b (zona coloreada).

a
Los puntos a, b que aparecen en la integral son sus extremos o limites de integracion e indican desde y hasta donde
queremos calcular el area. Por comodidad, suponemos f positiva en el intervalo [a,b]. Mas adelante veremos
qué hay que hacer cuando no sea asi.

Area

VIBE 5

Para calcular el area de la figura, podriamos descomponerla en rectangulos y sumar el area de todos ellos.
Los rectangulos pueden ser:

e de menor altura que la funcion, con lo que obtendriamos un area por defecto;
e de mayor altura que la funcién, con lo que obtendriamos un &rea por exceso.

Como con toda aproximacion, podemos intentar mejorarla. Para ello hacemos cada vez méas pequefia la base
y observamos qué le ocurre a las areas por defecto y por exceso.

El area por defecto aumenta El area por exceso disminuye
> e 2
e -
H / =D

A

N
g
g
N

7
00

W

b
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Si el area por defecto aumenta y disminuye el &rea por exceso, y, parece claro que el area existe, tendran

b
que coincidir. En ese momento tendremos calculada el &rea de la figura, definida también como jf(x)dx . Este

procedimiento que hemos descrito tan brevemente en realidad es bastante complicado: tenemos que sumar una
gran cantidad de areas (la de cada rectangulo), pues hay que dividir y dividir cada vez mas las bases para que
ambas areas (por defecto y por exceso) converjan, es decir, que coincidan. Se trata de un proceso tedioso incluso
para funciones muy sencillas, por lo que hay que encontrar una alternativa a la descomposicion en rectangulos.

<= A(x+h)-A(x)

X x+h

Para ello intentemos averiguar el valor de la derivada del area A(x) = ff(t)dt. Observa que al ser A funcién

a

de x tenemos que escribir otra variable en la integral. Del grafico anterior vemos que:

A(x+h)-A(x)

f(x+h)-h < A(x+h)-A(X) < f(x)h= f(x+h) < <f(x)=

— limf(x+ h) < fim A1) =AK)
h—0 h—0 h

< {'imof(x) =f(X)<AX)<f(x)=Ax)=f(x)=
El area encerrada por la funcién es su primitiva, luego calcular areas es calcular primitivas.
Algunas apreciaciones:

e La funcion dibujada es decreciente en [x, x + h], pero el que fuese creciente en dicho intervalo no cambia
el resultado.

e Para poder tomar el limite, y obtener el resultado obtenido, la funcién f ha de ser continua y la funcién A
derivable.

Gracias al resultado anterior, conocido como el Teorema fundamental del calculo, podemos escribir que

X

J'f(t)dt =F(x)+ k. Evidentemente, no podemos dejar el area en funcion de una constante arbitraria k. Nos hace

a

falta otro resultado, conocido como Regla de Barrow y que veremos en el siguiente apartado.
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5. Integral definida: regla de Barrow

En el apartado anterior vimos que la integral nos proporciona un método para el célculo de areas. Sin embar-
go, dicho célculo quedaba en funcién de una constante arbitraria k, algo improcedente. Afortunada, y l6gicamen-
te, existe un resultado que elimina dicha constante y permite calcular areas con los datos del problema. Este
resultado se llama Regla de Barrow, y no es dificil de justificar:

J.f (t)dt=F(x)+k= If (t)dt =F(x)+k =0 pues el area encerrada por la funcién en un punto (de anchura cero) sera

a a

b
cero. Luego, k =—F(a) = si If (t)dt = F(x)—F(a) entonces ff(x)dx =F(b)-F(a) = F(x)|iz: (Regla de Barrow).

El segundo igual no es mas que otra forma de escribir dicha regla usando la barra de las particularizaciones.

Hay que hacer una observacion muy importante. Intentaremos calcular el area encerrada por la funcion

f(x) = X8, el eje O1X y las rectas x=-1, x="1. Si aplicamos los resultados anteriores tal cual tendriamos que:
4
A= _[x3d ik %—% =0u? jPero un area no puede ser nula! Encontramos la explicacion al representar
-1

graficamente f(x) = x3 en el intervalo [-- 1, 1] : la funci6n tiene una parte negativa,
con su area, y otra positiva, también con su correspondiente area. Da la casualidad
(nada casual, pues no lo habriamos puesto como ejemplo) de que ambas son _-
iguales, pero tienen signos distintos, al estar una en la parte negativa y otra en
la positiva del eje QY. Por lo tanto, la integral por si sola no es capaz de calcular
correctamente el area, de ahi que se distinga entre integral definida, que puede
tomar cualquier valor (positivo, negativo o nulo), y el area, que so6lo puede ser

1
—_—

- —

positiva. En el siguiente apartado veremos como se calculan las areas. Por ello, si escribimos If x)dx entende-

a

mos que se trata de una integral definida, por lo que usaremos directamente la Regla de Barrow y no nos
preocuparemos por el signo del resultado.

Si resolvemos la integral mediante el método de sustitucion tenemos dos posibles formas de aplicar la Regla
de Barrow:

1.- La usamos después de haber deshecho el cambio.

2.- Cambiamos los limites de integracion, escribiendo u, = u (a), U, = u(b), con lo que tendriamos que

[7(x)ax =|F(w) - Flu,).

Ejemplos

6. Calcula las siguientes integrales:

) 1
a) _‘;(4x2 —5x+1)dx :%—5%2+x

b) j(6x5 9 +2)dk =1 -3x* 424 =0-2=-2,

-1
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C) 93
[=dx=3Inx|; =3Ine-3In1=3-0=3,
X
1
2 5
d) [(x*-5x+4 dx_x——5i 4 =16_(_16)_32
’, 5 3 , 15 ( 15) 15

e) .sf(x3 —25x)dx =

-5

2

x* X
4

| _ 625 ( 625)_,
) 4 4 '

5

f) Halla la primitiva de f(x)= %—GX queenx =-3vale7.
X+

4p

Solucion: Hay que calcular la integral indefinida y sustituir la condicion para averiguar el valor de la constante k.

j(%—fsx]dx=6|n(x+4)-3x2 +k=F(-3)=6In1-27+k=7= k=34,
X+

La primitiva buscada es F(x) =6In(x +4)—3x* + 34.
g) Encuentra la primitiva de f(x) =+/x+5 que vale 3 en x =—1.

U=x+5=u'=1

Solucién: [ x+5ax = du fu/du—— _2 /+k_2(x+5)%+k_
dx=—=du /+ 3
u'
F-)=24% +k=32 2 84 k=3 k=—L = F(x) =2 (x+5)% -
3 3 3 3
i 4
h) [ 6x(x* 1) ox.
V2
Solucion: Vamos a hacerla por los dos métodos que mencionamos:
3
u=x"-1=u'=2x 5 3(x?—1 F(—\/E)z—
1°, J‘6X(X2_1)4dX: du ='[6X 4 ﬂ_?’i_ ( ) N 5 -
ax=— X 95 5 J3 96
2x F( 3)=?
Jf6x(x2—1)4dx=F(J§)-F(-\/§):%_§:2
0 9 5 5
2 " du
2°, U=x"-1=u'=2x=dx=—
2X
Tox(x J2)= (2 -1=1 f6 _[34d g
6x(x"—1) dx=:u,=u(-2)=(—2) -1= =|6x-u* u'du = =
[t or=jo=(-2)-( 0 :
=)= -1=2
F“):% 93
= % f3u4du F(2)- F(1)=€. Fijate que si cambiamos los limites, lo escribimos en el cambio.
F(2):_
5
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i)

J)

k)

10 4
Halla j T dx
7 X=5

4 x=10 5

Solucion: —5dx 4In(x - 5) _4In5—4|n2=4(In5—|n2)=4|n§.

dx

Averigua J
’V COS X

Solucion; Usamos el método de sustitucion

. du
U=1-cosx=u'=senx = dx =——
senx

T - :

J Bsenx o T cos® 2 1-021 =I63enxd_u: 6du _

,71—cosx 2 2 L uoosenx U
2

U, =u(mr)=1-cosm =1-(-1)=2

=6Inu[”; =6In2-6In1=6In2.

Este ejercicio también puede resolverse sin necesidad de cambiar los limites. Lo Unico que hay que hacer es
cambiar 6 Inu por 6 In(1-cos x) y aplicar la Regla de Barrow.

Determina la funcion f definida para R—{0} que verifica f'(x)—% %_O y f(-1)=0.
X X

Solucion:

Hay que calcular la integral indefinida y sustituir la condicion para averiguar el valor de la constante k:

, 3 2 3 2 3 1
f(x)=7—7=>f(x)=j(7 = de——;+x—+k=>f( )=3+1+k=0=
=k=-4=1f(x)=—-—-4
X X
) 3 X 5
Calcula la primitiva de la funcion f — —— 4+~ que pasa por el punto (4,7).
p (x)Z\/;ZX_?’qppp()

Solucion:

F(x)= I(sz ’2‘ X53)dx 3\/;—T+5In(x 3)+k=>F(4)=6-4+k=T=k=5=

= F(x) =3\/}—XT+5In(x—3)+5.
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6. Calculo de areas

Como vimos en el apartado anterior, no basta la integral definida para el célculo del area encerrada por una
funcidn, el eje OXy las rectas x = ay x = b. Podemos pensar que, al igual que ocurre para averiguar la distancia
entre dos puntos de la recta real, podemos usar el valor absoluto. Sin embargo, no podemos usarlo directamente

sin hacer ninguna otra modificacion. Pensemos en la situacion del gréafico:
b

[F(x)dx

a

Si calculamos el area directamente como , a las partes

a positivas ( de x, a x, y de X, a b) le restaremos las negativas (de a

X; Xo Xs b &% YdeXx, ax) porlo que no obtendremos el drea. Lo que
debemos hacer es calcular el &rea de cada trozo y sumarlas. Ahora
si que usamos el valor absoluto, para despreocuparnos de si el
trozo esta en la parte positiva o negativa del eje OY:

X1

[Fx)dx

a

b
Area = + + + Jf(x)dx

X3

Xff(x)dx

X2

Tf (x)dx

Xy

¢ Qué son x;, x, y X;? Si observas el grafico, te daras cuenta de que son los puntos de corte de la funcion con el
eje OX, esto es, los puntos en los que la funcion se anula. Para que dichos puntos influyan en el célculo deben
pertenecer al intervalo de integracion. Si no es asi, no hay que partir el intervalo de integracién. Por cierto, podemos
partir el intervalo de integracion en tantas partes como queramos porque, si recuerdas, la integral es una suma.

También has de darte cuenta de que, a pesar de lo complicado que pueda parecer, sélo calculamos una
primitiva, pues en todos los integrandos esta la misma funcion, que evaluamos en 5 puntos en el caso del grafico.
Sélo hay que efectuar las operaciones con orden para simplificarnos considerablemente el trabajo.

Ejemplos
7. Halla el area encerrada por la curva y = x> + x -6, el eje OX'y las rectas x=-4y x=1.

Solucion:

4p

En primer lugar hallamos los puntos de corte de la funcién con el eje OX resolviendo la ecuacion
f(x)=0= x*+x-6=0= x=-3,2= yalavista de las soluciones, descomponemos el intervalo de integracion
[4, 1]en tantos trozos como ceros tenga la funcién en su interior: [-4, 1]—[-4, -3] U [-3, 1], con lo que el area sera:
-3

I (x2 +X- 6)dx

4

j.(x2+x—6)dx

-3

Area = + = |F(=3) = F(—4)|+|F(1) - F(=3)|.

Hallamos la primitiva, la evaluamos y hacemos los calculos:

32
F(-4)=—
(—4) 3
3 2
X X =ﬁ =A
3 2 2 2 3
__ 3t

27 32‘ ‘ 31 27‘ 129 , 43 ,
=|l———|+|-=-—|= =—u’.
6 2

6 2| 6
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8.

Halla el area encerrada por la funcién y = x?3, el eje OXy las rectas x =-2y x = 2.
Solucién:

19 f(x)=0=>x*=0=x=0

2°) [-2,2] > [-2,0]U[0,2]

3 A=|[ e+ fxadx = [F(0)~F(-2) + F(2)~F(0)

0
fxsdx
2

F(-2

%) F(x)=4 (0):0 — A=[0-4|+[4-0|=4+4=80".
F(2)=4

Halla el &rea encerrada por y = % , el eje OXylas rectas x =1y x =-6.
X+

Solucion:

1°) f(x)#0 pues 3= 0= A= j—dx

. F(1)=3In8 e e Al
29) F(x)-3|n(x+7):>{F(_6)=3|n1=0}:>A—|F(1) F(-6)| = 3In8 u?.

10. Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de la funcién y = - x2 + 5x -6 y el eje de las x.

1.

Solucion:

Al pedirnos el area sin darnos limites, éstos son los puntos de corte de la funcién con el eje OX.
19f(x)=0= -x2+5x-6=0=x=2yx=3.
3

2°) A=

f x+5x6
2

9
3 F(3)=——
39) F(x)=—%+%_6X: 2 :>A:|F(3)_F(2)|=‘_g+ﬂ‘=
1
X

Halla el area limitada por la funcion f(x) = { —x? +3x, si —y <x<3,elejeOXylasrectasx=0y x=3.

|x+3|,si x>3

Solucion:

Al ser una funcién definida a trozos, debemos integrar la funcién o funciones que estén en el intervalo de integra-
cion. En este caso, dicho intervalo es [0,3], con lo cual f(x) = - x? + 3x. Ahora seguimos el procedimiento habitual:

9
B} 3 2 _ Y
f(x)=0=-x*+3x=0=x=0,3=A I x+3x dx:>F()=—X—+3i:> F3)= = A=|F( |==u?
0 3 2 F(0) =
(0)=0
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12. Una fabrica arroja diariamente material contaminante a una balsa segtn un ritmo dado por la funcién
m(f) = 0,01£3-0,2t? + t +1, siendo m(t) la cantidad de material en kg y ¢ la hora del dia. ; Cuanto material arroja cada
dia?
Solucién:
Esta claro que para calcular la cantidad de material, deberiamos calcular el valor de m para todo valor de ¢ entre 0
y 24 h, y después sumar todos esos valores. Recordemos que la suma de una gran cantidad de valores se hace

a través de la integral. Por lo tanto:
i _001* 028 ¢

24
C=|m(t)dt=|(0,01* —0,2t* +t +1)dt = F(t) = +—+t=>
! (t) {( Jot= Flt) == — - =+ {

= C =|F(24)~ F(0)| = 219,84 kg.

F(24) = 219,84 }
=
F(0)=0

¢,Como podemos calcular el area encerrada por dos funciones? Si las dos funciones se cortan en mas de un
punto, determinan una o varias regiones que tienen un area, sin necesidad de rectas verticales que la delimiten.
Si no se cortan, necesitaremos de rectas verticales para poder averiguar el area encerrada por las dos funciones.
Observa ambas situaciones en los graficos:

En cualquier caso, parece claro que el area encerrada por fy g se puede calcular averiguando primero la de f
y después restandole la de g. Teniendo en cuenta las propiedades de linealidad de la integral, podemos calcular
la integral de la diferencia de fy g, lo que nos dara el mismo resultado. Por ello, se usa una funcion auxiliar definida
como h(x) = f(x)-g(x), con lo que pasariamos a calcular el area encerrada por una funcion h(x) y el eje OX, pues
en aquellos puntos en los que f(x) =g(x) tendriamos que h(x) = 0, que son los puntos de corte de h con el eje OX.
De este modo, al usar h, no tenemos més que seguir los pasos ya vistos. Evidentemente, nuestra funcion auxiliar
h puede definirse también como h(x) = g(x) -f(x). Se usa una u otra forma segun cual sea la mas comoda.

Ejemplos

13. Halla el &rea encerrada por las funciones y = x3 -4x?+4x e y=-23x?+ 6x.
Solucion:

Como en el célculo del &rea usamos un valor absoluto, es indiferente a quién llamemos fy a quién g. Por ejemplo,
sif(x) =x3-4x2+4x y g(x) =-3x2+ 6x, entonces h(x) = f(x) -g(x) = x* = x? - 2x. Por lo tanto:
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0 2
h(x)=0=x(x*-x-2)=0=x=-10,2.= A= _[h(x)dx + _[h(x)dx =
-1 0
H(—1)=—£
Xt 12 37
H(x)=7—?—x2:> H(0)=0 :>A=|H(0)—H(—1)|+|H(2)—H(0)|=§u2.
8
H2)=-=
2) 3
14. Halla el &rea encerrada por las funciones y = x? e y = - x? + 4x.
Solucion:
Haciendo f(x) = X2, g(x) = -x2+4x = h(x) = f{x) -g(x) = 2x? - 4x;
8
2 3 ==
h(x)=0=2x"—4x=0=x=0,2= A=|[(2x* ~4x)ax S HK) =2 20 o )==31,
] 3 _
H(0)=0
:>A=|H(2)—H(0)|:%u2.
15. Calcula el &rea determinada por la curva y = 4x® y la recta y = x.
Solucion:
1 0 % X2
h(x)=4x*—x = h(x)=0= x(4x* 1) =0=x=0,£ - = A= jh(x)dx + jh(x)dx SHX) =x'-2=
2 y 0 2
T
2 16 1 1 1T 1 1
= {H(0)=0 = A=|H(0)-H| —= | +|H| = |-H(0)| = = +—=—u’.
: 1 2 2 16 16 8
H - |=——
2w

16. Halla el &rea del recinto limitado por las gréficas de las funciones y=4 -x?,y = x+ 2.

Solucion:
1
f(x)=x+2;g(x)=4—x2:h(x)=x2+x—2:>h(x)=0:>x=—2,1=>A=fh(x)dx:>
2
7
32 H(1)=—~
S HE) =X+ X oy 6 :>A=|H(1)—H(—2)|—‘—Z—E‘—£ Uy
3 6 3| 6 2
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17. Halla el area comprendida entre la recta y = x y la curva y = x3 -3x..

Solucion:
f(x)=x3—3x;g(x):x:>h(x):x3—4x:>h(x)=0:>x(x2—4):0:>x:—2,0,2:>A= jh(x)dx::
4 H(-2)=—4
:>H(x)=XT—2x2:> (0)=o = A=|H(0)~H(-2)| +|H2) - H(0)| =4+ 4 =817,
H(2)=

18. Halla el area de la region comprendida entre las curvas determinadas por f(x) = 4 - x?, g(x) = 3x2.

Solucion:
h(x):g(x)—f(x)=4x2—4:>h(x)=0:>x:i1:>A:‘fh(x)dx =
8
H(-1)=—
H =2 _ax= 31 A=|H) - H(-1) =22
3 8 3
3

19. Calcula el area limitada por las graficas de las funciones f(x) = x? -9, g(x) = x? =x-9 y las rectas x = -2, x = 6.
Solucién:

h(x) =f(x)—g(x) =x—-3= h(x) =0= x =3 = Hay que dividir el intervalo [-2,6] en 2 trozos [-2,3]U[3,6],

H(~-2)=8
3 2
con lo que el area queda: A= _[(x 3)dx| + f[x 3]dx|= H(x )=?—3x:> H(3) =—g =
-2 3
H(6) =0
= A=|H(3)—H(-2)|+|H(6)-H(3)| = 3 gilo[ 2B
2 2 2 2

(> Actividades
P TTTTTTTTT T 1
| 1 |
L. Calcula| (x| +x+1)dx , donde | x| indica el valor absoluto de x. i

I
1 -1 1
: 14. Halla el &rea de la region plana acotada por la grafica y = x® -4x y el eje de abscisas. :
I 2 I
| 15.Calcula f 1) dx. :
I L 4x +1 I
I I
I I
b o e e R R R R R R - ol



32. Sea la funcion f(x) = x3 - 9x.
a) Calcular sus extremos relativos y los puntos de inflexién.
b) Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f(x), el eje OXy las rectas verticales x = -1, x = 1.

- — — — : |
I I
: —2x,8i x<0 :
I

: 16. Halla el area de la region plana acotada limitada por la gréfica de la funcion f(x) =<x—-1,si0<x <2 , el eje de i
I e

: abscisas y las rectas x = 1, x = 3. S E
I I
: 17. Calcula el valor de a > 0 en los siguientes casos: a) _[—dx a; b) _f—dx 3; ¢ _[—dx 5. I
i X+a |
: 18. Calcula el area del recinto plano acotado limitado por Ia grafica de fx) = xeX2 para x> 0, el eje OX'y larecta x = 2. :
1 1
| 19.Enuna pared azul de 8 m de altura se quiere pintar de blanco la figura que encierran las funciones y =-x2+ 3x+ 4 :
: ey =2x2-3x+4 , ambas definidas en metros. :
1 1
! a) ¢ Cuantos metros cuadrados hay que pintar de blanco? :
I I
I b) Sila pared tiene 23 m de longitud y se quiere repetir la figura dejando 5 m entre cada una de ellas, ;cuéanto |
: costaria pintar dichas figuras, si cada metro cuadrado de blanco cuesta 2 €? !
1 2 1
| 20.Halla el area encerrada por f(x)= 1 , larecta x =5y la funcion g(x) = — !
s z a
: 21. Calcula el area del recinto limitado por las curvas y = V2x e y = X? :
I I
| 22.Determina el valor de a > 0 para que el area de la region plana acotada limitada por las graficas de las curvas |
| y=x3ey=axseaigual a 42 :
1 1
: 23. Averigua el area del recinto limitado por la grafica de y = x3+5x>+2x - 8 y el eje OX. :
I I
| 24.Halla una primitiva de la funcion f(x) = 27— x* +3e2" que valga 26,75 en x = 1. |
| |
! 25. La parte superior de una pared de 2 m de base tiene una forma parabélica determinada por la expresion -0,5x+ x+ 1, i
: donde x mide la longitud en metros desde la parte izquierda de la pared. Calcula la superficie de dicha pared utili- 1
[ zando una integral. :
| 26.Halla el 4rea de la region limitada por las graficas f(x) = xX*=xy g (x) = x> +x. :
1 T 1 1
E 27. Calcula las siguientes integrales: a) _[(x3 +senx)dx; b) fxe5*2+1dx. i
i 0 0 1
i 28. Halla el area del recinto plano delimitado por y =x2+1, y =3. |
| % |
{  29.Calcula las siguientes integrales: a) J' 008Xy ; b) f o" +e’ dx. :
i 7, S (e +1) i
I I
: 30. Determina el valor de a para que el area comprendida entre la parabola y = x2+ax ylarectay + x=0 sea 36u". :
I I
1 » I
: 31. Calcula las siguientes integrales: a) f 3cosx—i dx; b) I ¢ —aX. i
: x+1 “+e* :
I I
1 1
I I
I I
I I
I I
1 1
I I
I I
[ 9 ol




34. Dada la funcion, definida en los reales salvo en x = 0, f(x) =3— x—g , calcllense:
X

I

I

|

|

I

I

I

: a) las coordenadas de sus maximos y minimos relativos;
: b) el area de la regién plana acotada limitada por la grafica de f(x) y el semieje positivo OX.
|

I

I

I

I

I

I

I

|

I

L

35.Sean las funciones f(x) = x> +ax+b, g(x)=—x*+c.

a) Determinense a, by ¢ sabiendo que las graficas de ambas funciones se cortan en los puntos (-2,-3) y (1,0).
b) Hallese la ecuacion de la recta tangente a la grafica de g(x) en el punto (-2,-3).
c) Calculese el area de la region limitada por las graficas de f(x) y g(x).

e,
-------

v Fes una funcion primitiva o primitiva de fsi F'(x) = f(x).
v Integral indefinida: J'f =F+k ¢ J'f(x)dx =F(x)+k.

v" Tabla de integrales inmediatas:

n+1
fx”dx=x—+k,n¢—1 _fldx=_|.@=lnx+k '[cosxdx:senx+k
n+1 X X

[ senxdx = —cos x +k [erdx=e* +k _[(1+tgzx)dx=_[00;2 xdxz-[coi)gx = tgx +k

v" Propiedades de linealidad:

o f(f +9)= Jf +_fg =La integral de una suma es igual a la suma de las integrales.

° _[(lf )= lff = La integral del producto de una constante por una funcion es igual a la constante por la integral
de la funcién.
v" Las dos propiedades anteriormente enunciadas se pueden expresar abreviadamente como:

f(),f+ug) :/l.[f+u‘[g.

v~ Teorema fundamental del calculo: If (t)dt =F(x)+k.

a

x=b

x=a "

v" Regla de Barrow: j.f(x)dx =F(b)—F(a) =F(x)|

v Area encerrada por una funcion y la parte positiva del eje OX:

Area = + + +

jf (x)dx

X3

Tf (x)dx

X

xff (x)dx

X

fff (x)dx

v Area encerrada por dos funciones fy g: se define la funcién auxiliar h(x) = f(x) - g(x) y se calcula el &rea encerrada
por hy la parte positiva del eje OX.
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Probabilidad

| origen del estudio de la probabilidad se encuentra en los juegos de azar. Los primeros
E problemas fueron planteados por jugadores. El gran duque de Toscana mostré en el
siglo XVI su sorpresa al advertir que al tirar tres dados se obtenia con mas frecuencia

10 que 9 puntos, cuando ambas cifras — 10 y 9 — se descomponian, segun él, de 6 maneras
diferentes. El problema del gran duque fue resuelto por Galileo.

Otro problema famoso planteado a mediados de siglo XVII por el caballero de Meré, un cortesano
francés, a Blaise Pascal dio lugar a una relacién epistolar entre el jurista y matematico Pierre
de Fermat y el propio Pascal en la que se fijaron los fundamentos del calculo de probabilidades.

El estudio de probabilidad alcanzdé un gran desarrollo, durante el siglo XIX, de la mano de
los fisicos Maxwell, Gibbs y Boltzmann. Creadores de lo que se conoce como Mecanica Estadistica,
en la que asignan probabilidades a los
estados de las moléculas de un gas
contenido en un recipiente. Estos
estudios condujeron a James Clerk
Maxwell (1831 — 1879) a afirmar que
la verdadera logica del mundo esta en
el calculo de probabilidades. Sin animo
de ir tan lejos, en esta Unidad didactica
s6lo nos cefiiremos al estudio de la
probabilidad en juegos o experimentos
aleatorios sencillos. También introdu-
ciremos el concepto de probabilidad
condicionada y sucesos indepen-
dientes, utiles importantes para la
resolucion de muchos problemas de

e : 1 probabilidad. La Unidad termina con
e Juego de mesa (ISFTIC. Banco de imagenes) - el estudio de la probabilidad total Yy el
teorema de Bayes, éste ultimo es un intento de cuantificar en qué grado varias causas contribuyen
a la aparicion de un efecto. Hemos dejado, a modo de apéndice, dos apartados al final para
resolver algunos de los problemas de probabilidad con ayuda de la combinatoria.

En esta Unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1. Recordar en qué consiste un experimento aleatorio.

2. Conocer qué es un suceso y las operaciones con sucesos.

3. Aprender a aplicar la regla de Laplace.

4. |dentificar sucesos independientes y calcular probabilidades condicionadas.

5. Calcular probabilidades totales y la de que un efecto tenga determinada causa.

148




Juegos o experimentos aleatorios

Sucesos Probabilidad
compatibles incompatibles experimental
Regla de Laplace
Dependientes independientes condicionada
L Combinatoria Probabilidad total
Variaciones Variaciones Permutaciones
ordinarias con repeticion Teorema de Bayes
Combinaciones
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PROBABILIDAD

1. Espacio muestral, sucesos y operaciones
con sucesos. Propiedades

Sabemos, lo hemos visto el curso pasado, que un experimento aleatorio se caracteriza por la imposibilidad de
prever el resultado a pesar de que se realice siempre en las mismas condiciones. Recordamos, en el cuadro siguiente,
la terminologia basica en torno al experimento aleatorio de tirar un dado una Unica vez (una Unica prueba).

Concepto

Significado

Ejemplo

Espacio muestral

Conjunto de todos los resultados posibles
de un experimento aleatorio.

E={123456}

Suceso

Cada uno de los subconjuntos del espacio
muestral.

A= {sacar nimero par} = 2,4,6}

Suceso elemental

Suceso constituido por un Unico resultado.

C={sacarelnimero 3}={3}

Suceso seguro

Suceso constituido por todos los resultados
de la prueba.

E = {sacar numero menor que 7}={1,2,34,56}

Suceso imposible

Suceso que no se realiza nunca; es €l
suceso que no contiene resultado alguno.

D ={sacar un nimero mayor que 7} = ®
El suceso imposible se simboliza por ®

Interseccion de
SUCesos

Suceso constituido por el conjunto de resul-
tados comunesaAyaB.

A= {sacarnimero par}={2,4,6}
y B={sacar nimero mayor que 4}= {56}
AN B={numero pary mayorque4}={6}

Unidn de sucesos

Suceso constituido por sucesos elementa-
lesde AodeB.

A B={nimero par o mayor que4}=1{2,456}

Sucesos
incompatibles

Sucesos cuya realizacién simultanea es
imposible, es decir, su interseccion es el
suceso imposible.

A= {sacar nimero part y B = {3}, entoncesAnB=®

Sucesos contrarios
0 complementarios

Son dos sucesos incompatibles cuya union
€s el suceso seguro.

A = {sacar nimero par} y A = {sacar niimero impar}
AnA=0yAUA=E

Es evidente que todos los elementos de A son los ele-
mentos de E que no pertenecen a A. Los sucesos E'y
¢ son complementarios, yaque E= 9y ENd = .

La letra “0” que aparece en la definicidn de la unién de sucesos no es una “o exclusiva®, sino una “o inclusiva’
€omo se ve en algunos escritos “ofy”.
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Ejemplo

1. En un campamento de verano se practican dos deportes: futbol y natacion. De los 120 jévenes inscritos, 75 se

han apuntado a futbol y 57 a natacion, mientras 23 se han apuntado a ambos deportes. ¢ Cuantos han ignorado el
futbol? ¢ Cuantos han desechado la natacién? ; Cuantos practican el fitbol pero no la natacion? ;,Cuantos practican
la natacién pero no el futbol? ; Cuéntos jovenes se han inscrito en futbol o natacion?; Cuantos no se han apuntado
a futbol ni a natacion?

Solucion:

Se suelen representar estos datos por diagramas, llamados diagramas de Venn. El conjunto E representa el total
de jovenes. Dentro hemos dibujado dos évalos, Fy N, que corresponden a los jévenes que practican futbol y natacion
respectivamente.

La parte comun a F y N simboliza los jévenes que se han apuntado a futbol y natacién, es decir, FNN. Los que
han ignorado el futbol pertenecen al conjunto F y son 120 — 75 = 45. Los que no han escogido natacion constituyen
el conjunto expresado por N y son 120 — 57 = 63.

E

Los que practican futbol y no natacion, es decir, el conjunto F N esta constituido por 75 — 23 = 52, mientras
que los que practican natacion y no fatbol, los del conjunto NN F , son 57 — 23 = 34. Es evidente que F es union
de dos conjuntos incompatibles NmF y FNN, ya que los que se han apuntado a fitbol pueden dividirse en dos
grupos: los que practican también natacion y los que no, luego F = (FAN)U(F~ N ); y lo mismo ocurre con N,
N = (NNF)U(NAF).

Por otra parte, FUN esta formado por F~ N, FAN 'y NN F , en consecuencia esta compuesto por 52 + 23 + 34 =
109 jovenes. Finalmente, el conjunto F ~ N, los que no se han apuntado a fitbol y no se han apuntado a natacion,
constituye el complementario de los que se han inscrito en algo, FUN , y en consecuencia FUN = F N N: ademas
resultan ser : 120 — 109 = 11.
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PROBABILIDAD

Vamos a deducir algunas propiedades de las operaciones con sucesos mencionadas antes.

Aunque no es una nueva operacion definimos la diferencia de sucesos A -B como el suceso A B, es decir,
los elementos de A que no pertenecen a B. Segun esto los elementos de A se dividen en dos sucesos incompa-
tibles: los que pertenecen también a B y los que no pertenecen a B, pero si a B. Luego A = (AnB)U(A ~B). Del

mismo modo, resulta facil de ver que el complementario del complementario de A , A, es el propio A.

Mayor dificultad e interés ofrecen las leyes de De Morgan, las hemos visto en la ultima pregunta del ejemplo 1,

que enunciamos as:
12 AUB = A N B, el complementario de la union es igual a la interseccion de complementarios.

22 AnB = AUB, el complementario de la interseccion es igual a la union de complementarios.

El nombre de estas leyes proviene del l6gico britanico que las estudié, Augustus de Morgan (1806 - 1871).

Ejemplo

2. Comprobar las leyes de De Morgan en el juego de tirar un dado, sabiendo que A={2,4,6} y B ={5,6}.

Solucién:

En el juego de tirar un dado, el espacio muestral es E = {1,2,3,4,5,6}

SiA={2,4,6}, A={1,3,5); y como B = {5,6}, entonces B ={1,2,3,4}. Por otra parte A B = {6}.

Primera ley de De Morgan: AUB=ANB.

Dado que AuB ={2,4,5,6}, AUB= {1,3}; y por otro lado A "B = {1,3}. Luego la igualdad se cumple.
Segunda ley de De Morgan: AnB = A UB.

Dado que An B = {6}, AnB= {1,2,3,4,5}; y por otra parte AU B = {1,2,3,4,5}. Luego la igualdad también se
cumple.

(> Actividades

1. En un sondeo hecho a 200 personas se les pregunté por sus habitos. A la pregunta de si fumaban regularmente,

92 han respondido que si, 68 han admitido que consumen regularmente bebidas alcohdlicas y 45 que fuman y beben.
¢ Cuantas personas son fumadoras, pero no consumen alcohol? ;Cuantas consumen regularmente alcohol y no
son fumadoras? ¢ Cuantas no son fumadoras ni consumen alcohol? ;Cuéntas son fumadoras o consumen alcohol
con regularidad?

. Dado un espacio muestral E = {,s,t,u,v,w,x,y,z} y dos subconjuntos o sucesos de este espacio muestral A = {r,s,t,u,v}

y B = {t,v,x} comprobar las leyes de Morgan:

12 AUB=ANB.
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2. Definicion de probabilidad de un suceso

Al realizar un experimento aleatorio desconocemos cuél va ser el resultado, por lo que no tenemos la certeza
de que ocurra 0 no un determinado suceso A; pero si podemos asignar al suceso A un nimero que mida la posibilidad
de que ocurra. Este nimero se llama probabilidad del suceso A y se simboliza por P(A).

2.1. Propiedades de la probabilidad de un suceso

Antes de asignar un nimero a cada uno de los sucesos de un experimento aleatorio, vamos a establecer algunas
propiedades deseables de esa asignacidn. Para cada suceso A, es decir, para cada subconjunto del espacio
muestral E, al nuimero P(A), que mide la probabilidad de que A ocurra, le vamos a imponer que cumpla las siguientes
exigencias ( 0 axiomas):

1. Para cada suceso A, P(A) = 0.
2. La probabilidad del suceso seguro, E, es igual a 1, P(E) = 1.
3. Si Ay B son dos sucesos incompatibles, An B = @, entonces P(AUB) = P(A) + P(B)

Aun sin saber cémo asignaremos probabilidades a un suceso, nos encontramos ya con algunas consecuencias
de los axiomas anteriores, y que nada tienen que ver con el modo de calcular P(A). Vedmoslas, son las consecuencias
siguientes:

1. Para cada suceso A, la probabilidad del complementario, A , es igual a 1 menos la probabilidad de

A P(A) = 1 -P(A).
Demostracion: Como E=AUA yAnA=®, segin el axioma 3, P(E) = P(AU A) = P(A)+P(A) y por

el axioma 2, 1=P(A)+P(A). Despejando P(A), resulta P(A) =1—P(A). Esta formula es sumamente util
porque en muchos problemas resulta mas facil el calculo de la probabilidad de A que la de A.

2. La probabilidad del suceso imposible es 0, P(®)= 0.
Demostracion: Como E y @ son complementarios, de la consecuencia anterior, P(®) =1 -P(E)=1-1=0.
3. SiA, A, A, ..., A, son sucesos incompatibles dos a dos, entonces
PA,U AL AU A) = PA) + P(A,) + P(Ay) +... +P(A))
Demostracion: Es una consecuencia directa del axioma 3.

4. Para cada par de sucesos Ay B, se cumple que: P(Auw B)= P(A) + P(B) - P(An B).

Demostracion: Sabemos que A=(ANB)U(ANB), yque (AnB) y (AnB) son incompatibles, luego
P(A)=P(AnB)+P(ANB)y P(AnB) = P(A)—P(ANB). Por otra parte AUB = (A—B)\UB = (AnB)UB

y como AN B y B son incompatibles = P(AUB) = P(AnB) +P(B). Sustituyendo P(ANB) por la expresion
calculada antes, obtenemos P(Aw B) = P(A) + P(B) —P(AnB). Esta férmula se emplea en muchos problemas
sencillos de probabilidad.
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3. SiAy B son sucesos de un espacio muestral con P(A) =

Ejemplos

,P(B)=%yP(AmB)=%.

(ST

Calcular: @) P(AUB), b) P(A), c) P(B), d) P(AnB)y e) P(AUB).

Solucion:

3) P(AuB)=P(A)+P(B)—P(Ams)=%+%_%=%
b) P(Z):1—P(A)=1—%=%_

c) P(§)=1—P(B):1—%—%_

d) Utilizamos la 12 ley de De Morgan: AUB=ANB, luego

P(AnB)=P(AuB)=1-P(AUB) =1 30 30"

e) Utilizamos la 22 ley de De Morgan:AnB = A UB, luego

T 1

P(AUB)=P(AﬁB)=1—P(AﬁB)=1—6=

®»|lon

. En un Instituto, la probabilidad de que un alumno apruebe matematicas es 0,6 y de que apruebe economia es 0,4,
mientras que la probabilidad de que apruebe las dos es 0,3.

a) ¢ Cual es la probabilidad de que apruebe matematicas o economia o, lo que es lo mismo, de que apruebe al
menos una de estas dos asignaturas?

b) ¢Y de que no apruebe ninguna?

¢) ¢Y de que no apruebe matematicas ni economia? (Es otra forma de plantear el apartado anterior).
Solucién:

Sea A el suceso aprobar matematicas y B el aprobar economia. Légicamente A es suspender matematicas y
B es suspender economia.

a) Elsuceso A B es aprobar al menos una asignatura,
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,6+0,4-0,3=0,7.

b) No aprobar ninguna es el suceso complementario de A U B, luego
P(AuB)=1-P(AuB)=1-0,7=0,3.

¢) No aprobar matematicas ni economia es el suceso A N B, que por la 12 ley de De Morgan es igual que AUB,

luego P(AB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,7=0,3.
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(> Actividades

3. Dos sucesos Ay B tales que P(A) = 0,45, P(B) = 0,6, P(Au B) = 0,8. Calcular P(An B).

1 1
1 1
| |
| 4. Delos sucesos de un experimento aleatorio se sabe que P(A) = % P(B) =% y P(AUB)= % :
1 1
i Calcular a) P(A); b) P(B); ¢) P(AnB) y d) P(ANB). !
1 1
| I
1 _ 1
: 5. En un experimento aleatorio sabemos que P(AuB) = g P(ANB) :% y P(B)= % :
| |
l Calcular las probabilidades de los sucesos A, By A B.. !

2.2. Asignacion de probabilidades por la frecuencia
relativa

La frecuencia relativa del suceso A, f, es el cociente que resulta al dividir el numero de veces que ocurre A,
n,, entre el numero de veces que realizamos el experimento aleatorio, N,

f.(A) =

numero de veces que ocurre A _ N
ntimero deveces que realizamos el experimento ~ N

La frecuencia relativa de un suceso, al aumentar el nimero de veces que realizamos el experimento,
converge o tiende a estabilizarse alrededor de un numero fijo. Esto es tanto mas notorio cuantas més veces
realicemos el experimento. Esta aproximacion de la frecuencias relativas a un numero fijo esta garantizada
por la llamada Ley de los Grandes NUmeros. De este modo atribuimos como probabilidad del suceso A el
numero f,(A). Esta forma de atribuir probabilidades a los sucesos de un experimento aleatorio se dice por
experimentacion o empirica.

Ejemplo

5. Una cadena de montaje de una fabrica esté4 dotada de un sistema de alarma que se activa cuando se produce un inci-
dente. Se sabe por experiencia que la probabilidad diaria de que la alarma se active sin que haya incidente es 1/50;
la probabilidad diaria de que haya un incidente y la alarma no se active es 1/500; y la probabilidad de que en un dia
surja un incidente es 1/100. a) Calcular la probabilidad diaria de que ocurra un incidente y la alarma se active. b)
Calcular la probabilidad diaria de que la alarma se active.

Solucion:

Llamaremos A al suceso la alarma se activa, / al suceso se produce un incidente y a los sucesos A y 7, no se activa la

alarma y no se produce incidente. Segun esto sabemos que P(AN T )= 510 P(I A) 5(1)0 y P(l)= 1(1)0

a) Si la alarma salta y se produce un incidente, estamos ante el suceso A /. Por otra parte, sabemos que
I'=(In A) w (In A), siendo (In A) y (In A) incompatibles. Luego
P(I)=P((InA)Yu(InA) =P ~A)+P(INA)
Sustituyendo los valores conocidos en la igualdad anterior,

1 1
100 500

i PUnA) S PIAA)= 1(1)0 5—(1)0=%=0,008.
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b) Queremos conocer P(A) y sabemos que A = (In A) U ( I A), siendo (I~ A)y ( I~ A) sucesos incompatibles.

Por tanto, P(A) = P((| nA)U(T A A) =PI~ A) 4 P(T A A) = — +%=%

=1% =0,028 .

(&> Actividades

6. Selanza un dado de 6 caras mal construido y experimentaimente se determina que P(1) =0,1; P(2) = 0,2; P(3)=0,3;
P(4)=0,1y P(5)=0,15.
a) ¢ Cual es la probabilidad de salir un 67
b) ¢Cual es la probabilidad de sacar un nimero impar con este dado?

7. La probabilidad de que un equipo de futbol gane un partido es 0,5 y la de que pierda es 0,2. 4 Cual es la probabi-
lidad de que empate?

2.3. Asignacion de probabilidades en experimentos
aleatorios con resultados equiprobables. Regla de Laplace

Cuando es previsible que todos los sucesos elementales de un experimento aleatorio tengan la misma
disponibilidad de salir podemos atribuir, como probabilidad, a cada uno de ellos el nimero

1
n® total sucesos elementales

Esta asignacion de probabilidades que sélo podemos hacer en experimentos aleatorios con resultados o sucesos
elementales equiprobables, es decir, todos tienen la misma probabilidad, nos permite disponer de una regla para
hallar la probabilidad de cualquier otro suceso. Veamos cémo se hace.

Si A={a, a,, ..., a,} €S un suceso constituido por n sucesos elementales, entonces es posible escribir este

suceso como union de sucesos incompatibles dos a dos, asi: A={a,}u{a,}u..U{a,}.

La probabilidad de A, si empleamos la consecuencia 3, sera:

P(A) = P({a,,8,,..a.}) = P8} U{a,} U...ufa }) = Pia.} + Pia,} + ..+ Pla } =%+%+...+% =L

En donde hemos supuesto que m es el nimero total de sucesos elementales del experimento aleatorio. Luego,

P(A) = n° de sucesos elementales de A
~ n°de sucesos elementales de E
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Alos elementos de A se les suele llamar resultados favorables a la realizacion del suceso Ay alos de E,
resultados posibles; por lo que la férmula anterior se acostumbra a escribir asi:

P(A) = n°de casos favorables
~ n°decasos posibles

A este cociente se le llama Regla de Laplace, y seré la férmula que emplearemos en la mayor parte de los
problemas, salvo en aquellos en que las probabilidades vengan asignadas ya en el enunciado.

Ejemplo

6. El control de calidad de una fabrica descubre que cada 2.000.000 de piezas producidas hay 10000 defectuosas.
Si no se modifican las condiciones de fabricacion, ¢,cuél es la probabilidad de que una pieza elegida al azar sea
defectuosa?

Solucion:

P(pieza defectuosa) = 10000 _ 1 _ 0,005 . El numero 0,005 se puede leer como un porcentaje:

~ 2000000 200

0,005 = 0,5/100 = 0,5%. La probabilidad indica un porcentaje, es decir, el porcentaje de éxito o de ocurrencia de
un suceso.

(> Actividades

a) A ={se obtiene al menos un 5}.

b) B = {se obtiene un doble}.

d) AUB.

9. Se elige un nimero natural entre el 1y el 20 de manera que todos tengan la misma probabilidad de ser escogi-
dos. ¢Cual es la probabilidad de que el nimero escogido sea divisible por 2 o por 3? ;Cual es la probabilidad de

I
1
1
I
I
I
I
1
1
I
I
c) AnB. !
I
1
1
I
I
I
I
1
e I
que sea divisible por 3 y no por 6? 1

I
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3. Diagramas en arbol y la resolucion de
algunos problemas sencillos de probabilidad

3.1. Principio de multiplicacion y diagramas en arbol

En los problemas de probabilidad, a veces, nos dan la probabilidad de algunos sucesos y nos piden calcular la
de otros sin hacer referencia a la naturaleza del experimento aleatorio al que pertenecen. En otros, conocemos
la naturaleza del experimento aleatorio, casi siempre con resultados equiprobables, y nos piden calcular la probabilidad
de determinados sucesos. En este Ultimo caso, al aplicar la regla de Laplace, tenemos que contar sucesos elementales
0 casos favorables y casos posibles. Si el experimento aleatorio es simple como tirar un dado, extraer una carta
de una baraja, contar chicos a los que les gusta el futbol o la natacidn, etc., la enumeracién directa de los sucesos
elementales es suficiente.

Cuando el experimento aleatorio consta de varias pruebas, es decir, consiste en tirar varios dados, una moneda
y un dado, extraer varias cartas, extraer varias bolas de una urna, escoger varias personas, efc., la enumeracién
de los sucesos elementales no es tan sencilla. Sin embargo, el principio de la multiplicacidn facilita mucho las cosas.

Principio de la multiplicacion: Si un experimento aleatorio esta constituido por p pruebas, teniendo cada una
de ellas ny, n,, n,..., n, resultados, entonces el nimero total de resultados del experimento aleatorio es

NNy Ny ..o,
Los ejemplos que vienen a continuacion nos ayudaran a comprender y utilizar este principio.

El ejemplo muestra que los diagramas en arbol son muy Utiles no sélo para contar el nimero de sucesos
elementales de un suceso en un experimento de varias pruebas, sino también para identificar cada uno de esos
sucesos elementales del espacio muestral.

Ejemplo

7. Un restaurante ofrece a sus clientes una carta en la que hay 3 primeros platos, 4 segundos y 2 postres. ¢, Cuantos

menus diferentes se pueden elegir?

Solucién: Podemos pedir 3- 4- 2 = 24 menus. Si empleamos un diagrama en arbol, podemos, ademas de deter-
minar el numero de menus, identificar cada uno de ellos. Supongamos que A,, A,, A,, son los primeros platos y B;,
B,, B,y B,, los segundos y C, y C,, los postres. Disponemos un diagrama en &rbol asi:

A, A,

§ €& OF 6 @ ¢, GC GCC GG G C, GC GG GC G

Recorriendo las ramas del arbol de arriba abajo obtenemos todos los menus posibles: A,B,C;, A,B,C,, AB,C,,...,
A,B,C,, en total 24.
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(> Actividades

10. Un restaurante ofrece a sus clientes una carta en la que hay 3 primeros platos, 4 segundos y 2 postres, flan o helado.
¢ Cuantos menus diferentes se pueden elegir en los que el postre es flan?

distintas se puede ir de A a C? Calcula el numero de modos de hacer el trayecto de ida y vuelta A - C - A,
empleando recorridos distintos a la ida y a la vuelta.

i
I
1
l
: 11. Entre el pueblo A y el pueblo B hay 4 caminos, y de B salen 3 caminos para el pueblo C. ;De cuantas maneras
l
L

3.2. Diagramas en arbol y problemas de probabilidad

En buena parte de los problemas de probabilidad nos encontramos ante experimentos aleatorios de varias
pruebas, y para resolverlos resultan sumamente Utiles los diagramas en arbol.

Veamos, por ejemplo, un juego sencillo: se tira un dado y una moneda y queremos conocer la probabilidad
del suceso A = {sacar numero mayor que 2 y cruz}. Un diagrama en arbol nos ayuda a conocer los sucesos
elementales del espacio muestral.

3

AN NN
R 2 AR v vy

+
v v
(1o) (14) (2c) (2+) Bc) B1) (4e) (4+) (B5c) () (6c) (64)
Por un sencillo recuento vemos que P(A) = % = % Si consideramos el dado primero, la probabilidad de

obtener mayor que 2 es 4/6, es decir, que esperamos que salga mayor que 2 en los 4/6 de todas las tiradas, recuerda
que la probabilidad es un porcentaje. Si a continuacién tiramos la moneda es de esperar que salga cruz en la mitad
de las tiradas. Por tanto, al tener dos porcentajes encadenados, es de esperar que salga mayor que 2 y cruz en

4 1

los 52 de todas las tiradas que hagamos; en consecuencia, la probabilidad de A sera: P(A) = % % = 1i =%
Esto nos induce a emplear diagramas en arbol reducidos al suceso A que 46 "

nos interesa, de modo que el diagrama anterior quedaria reducido a éste:
Podemos afirmar, por tanto, que la probabilidad de A es igual al producto mayor menor o igual

de las probabilidades de las ramas que conducen a él. Este tipo de diagramas que2 que 2

cuando estudiemos la probabilidad condicionada.

(> Actividades

, . . , . yys 1 1 1 1
en arbol, reducidos al suceso que nos interesa, seran particularmente Utiles /7 \/2 7 %
[ + [ +

12. En una urna hay seis bolas negras y cuatro rojas. Se extraen dos bolas: a) si la primera se devuelve a la urna, calcula
la probabilidad de que las dos sean de distinto color; b) calcular la probabilidad de que las dos sean del mismo color,
si la primera no se devuelve a la urna.

13. Se extraen dos cartas de una baraja de 40. a) Calcula la probabilidad de que ambas sean ases. b) Calcula la
probabilidad de que la primera sea un as y la segunda no. Considera el caso de que haya devolucién de la primera
carta y de que no la haya.
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Ejemplos

8. Dos cazadores disparan sobre la misma liebre. Afortunadamente para la liebre se sabe por experiencia que la pro-
babilidad de acertar de uno es 4/7 y del otro, 5/9. ; Cual es la probabilidad de que la liebre se salve? ;Cuél es la
probabilidad de que al menos uno acierte?

Solucién: Hacemos un diagrama de dos pruebas, una para cada cazador.

Primer cazador

47 37
Segundo cazador

5/7 Yg 5/9/
¢
AA AF FA FF

% =0,19. La probabilidad de que al menos uno acierte corres-
ponde a la probabilidad de que acierte el primero, el segundo o los dos a la vez, es decir, de los sucesos elemen-
tales: AF, FAy AA 44 35 45 17

P(AF UFAU AA) = P(AF)+ P(FA)+ P(AA) = 5 -5+ 25 452 = o

La liebre se salva si ambos fallan y P(FF) = % % =

El mismo resultado se obtiene de P({al menos uno acierta}) =1-P(FF)=1- 52 ==.

9. Se extraen dos cartas de una baraja de 40.
a) Sila primera carta se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean reyes.
b) Sila primera carta no se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean figuras.

Solucién: a) Simbolizamos por R salir rey y por R no salir rey.

4/40 36/40

12 extraccion 4 4 1 1 1

PRR)=—. 2 L. 1 _1 _go1.
4/7 \6/40 4/7 \%/40

40 40 10 10 100
- 2a extraccion

b) Hay 12 figuras: 4 sotas, 4 caballos y 4 reyes. Si no devolvemos la primera carta, en la segunda extraccién hay
s6lo 39 disponibles. Sea F = {salir figura} y F = {no salir figura}

12/4 28/40
F F 12 extraccion P(FF) _ Qﬂ _0.084.
11/7 %/39 12/37 \27,39 40 39
= — 2% extraccion
B F F F
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4. Probabilidad condicionada

Cuando dos sucesos de un experimento aleatorio estan relacionados, el conocimiento de que ha ocurrido
uno de ellos puede modificar la probabilidad del otro. Veamos un ejemplo.

En un curso de 2° CCSS hay 30 alumnos de los cuales 17 son chicas y 13 chicos. En la evaluacion de matematicas
han aprobado 7 chicas y 8 chicos.

Resumimos la informacidn anterior en un cuadro, también llamado tabla de contingencia:

Aprobados Suspensos Total
Chicas 7 10 17
Chicos 8 5 13
Total 15 15 30

Si elegimos al azar una persona de este curso estamos ante un experimento aleatorio cuyo espacio muestral
tiene 30 sucesos elementales y la probabilidad de cada suceso elemental es /3. Consideremos los sucesos

A={serunachica} y B={estaraprobado}
entonces
17 15 1

P =35 ¥ PB)=52 =5

Si queremos hallar la probabilidad del suceso ser chica y haber aprobado, éste seria: P(ANB) = 3—70
Imaginemos que, en este juego de elegir una persona del curso, alguien sabe que la persona elegida es una
chica y quiere saber la probabilidad de que también haya aprobado. Simbolizaremos esta probabilidad por P(B/A), que

significa probabilidad de B sabiendo que A ha ocurrido o probabilidad de B condicionada a A. Segun la tabla tenemos

PBIA =L

Dividiendo numerador y denominador de esta fraccion por 30 se obtiene

7 _7/30 _P(ANB)

Hmm‘ﬁ‘wmf'Pm)

Es decir, la probabilidad de B condicionada a A, nos indica la proporcidn de veces que ocurre B de entre
todas las que ocurre Ay esta probabilidad se calcula por las formulas

P(B/A) = 0 P(AnB)=P(A)-P(BIA)

De otro modo, la probabilidad de B condicionada a A indica en qué se convierte la probabilidad de B cuando
se restringe el conjunto de resultados posibles de E a A.
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Ejemplo

10. Al tirar dos dados se sabe que la suma de los resultados ha sido 8, ;,cuél es la probabilidad de que al menos haya
salido un 57

Solucion:

El suceso A = {la suma de los dos dados es 8} = {(2,6), (6,2), (3,5), (5,3), (4,4)} y el suceso B = {al menos sale un
5}. Es evidente que A B={(3,5),(5,3) } , luego

P(AnB) _2/36 2

P(B/A) zw—w—g
Sin embargo, observamos que la probabilidad de B es P(B) = % ; ya que hay 11 resultados favorables a que salga

al menos un 5 entre los 36 posibles:
(1,5), (5,1), (2,5), (5,2), (3,5), (5,3), (4,5), (54), (5,5), (6,5) y (5,6).

(> Actividades

14. Sobre lo sucesos Ay B se conocen las siguientes probabilidades : P(A) =0,7; P(B)=0,5; P(An B) =0,45.
Calcular:
a) P(A/B);
b) P(ANB).

15. Segun la estadistica del hotel de un balneario la distribucion de clientes por sexo y edad es la siguiente: 23% hombres
con mas de 45 afios, 7% hombres con menos de 45 afios, 60% mujeres con mas de 45 afios, 10% mujeres con
menos de 45 afios.

La persona alojada en la habitacion n°® 222 se sabe que tiene 80 afios, ¢,cual es la probabilidad de que sea una mujer?

16. Una cadena de montaje de una fabrica esta dotada de un sistema de alarma que se activa cuando se produce un
incidente. Se sabe por experiencia que la probabilidad diaria de que la alarma se active sin que haya incidente es
1/50; la probabilidad diaria de que haya un incidente y la alarma no se active es 1/500; y la probabilidad de que en
un dia surja un incidente es 1/100. a) Calcular la probabilidad diaria de que ocurra un incidente y la alarma se active.
b) Calcular la probabilidad diaria de que la alarma se active. ¢) La alarma se acaba de activar, ¢ cual es la probabilidad
de que haya realmente un incidente?

Nota : los apartados a) y b) estan resueltos en el ejemplo 5.
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5. Sucesos independientes

Sin duda los diagramas en arbol y la identificacion de sucesos independientes son los mejores recursos para
resolver problemas de probabilidad sencillos. Veamos qué caracteriza a los sucesos independientes. Consideremos
el juego de tirar un dado y los sucesos

A ={salir menor que 5} = {1, 2, 3, 4}
B = {salirimpar} = {1, 3, 5}
A B ={salirimpar y menor que 5} = {1, 3}

La probabilidad de estos sucesos es

1

4 2
PA=5=3 3

PB)=3=7 ¥ P(ANB)=

N —
(211,

La probabilidad de salirimpar sabiendo que ha salido menor que 5, P(B/A), seria
P(AnB) _1/3 1

P(A) 23 2

PBIA)=
pero también P(B):% ,entonces P(B/A)=P(B).

Es decir, la probabilidad de B condicionada a A es igual a la de B o, lo que es lo mismo, la probabilidad de B
no esta modificada por la informacion suministrada por A. En este caso se dice que A y B son independientes vy,
por tanto, la formula de la probabilidad condicionada

pIA=" (If,‘(;))B)
queda
pB)=" (If,‘(;)B) o P(AnB)=P(A)-P(B)

Esta ultima férmula es importante porque garantiza que la probabilidad de la interseccién de dos sucesos
independientes es igual al producto de las probabilidades de cada una de ellos.

Dos sucesos se llaman sucesos independientes cuando la realizacién de uno de ellos no suministra informacion
sobre la realizacion del otro. Se pueden encontrar en un juego simple, como el del ejemplo anterior, 0 en experimentos
aleatorios de varias pruebas. Es, en estos juegos, donde los sucesos independientes tienen mas interés.

Sucesos independientes en pruebas independientes

En los juegos con varias pruebas puede ocurrir que los sucesos de una prueba sean independientes de los
de otra 0 no. En un caso estamos ante pruebas independientes y en otro, ante pruebas dependientes. Veamos
algunos experimentos aleatorios de uno y otro tipo:

1. Tirar una moneda y después un dado. Es evidente que el resultado de la moneda no influye en el resultado
del dado. Son pruebas independientes y los sucesos relativos a cada prueba son independientes.
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2. Extraer dos cartas de una baraja. Si al sacar la primera carta la devolvemos al mazo de cartas, tenemos
dos pruebas independientes; el resultado de la primera no influye en el resultado de la segunda. Pero si no
se devuelve la primera carta al mazo, entonces el resultado de la segunda va a depender del resultado de
la primera.

Ejemplos

11. Se extraen dos cartas de una baraja de 40.

a) Sila primera carta se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean reyes.
b) Sila primera carta no se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean reyes.

Solucion:

Este problema lo hemos resuelto mediante un diagrama, pero admite otra forma resolverlo. Consideremos los
sucesos

A ={sacarreyenla1?, B={sacarreyenla2?} y
A~ B={sacarreyenla1?ysacarreyen la2®}

a) Si Ay B sonindependientes, y esto ocurre cuando devolvemos la primera carta,
441
40 40 100
b) Si Ay B no son independientes, y esto ocurre cuando no devolvemos la primera carta,

4 3 1
P(ANB)=P(A)-P(BI A) = 7555 = 725

P(AnB) = P(A)-P(B) 0,01

12. Calcular la probabilidad de obtener al menos un 6 al tirar un dado cuatro veces.

Solucion:

Cuando nos encontramos ante el suceso {obtener al menos 6} debemos pensar que es complementario de {no
sacar ningun 6}. La probabilidad de {no sacar 6} en una tirada es

P({no 6)) = 2

6
Llamemos A, al suceso no sacar 6 en el primer lanzamiento del dado, A, al suceso no sacar 6 en el segundo lan-
zamiento y A, y A, , el mismo resultado en los lanzamientos tercero y cuarto. El suceso A, A, A; A, €s no

sacar 6 ni en el primero, ni en el segundo, ni en el tercero y ni en el cuarto lanzamiento, todos estos sucesos son
independientes ya que lo que ocurra en un lanzamiento no influye en el siguiente, y su probabilidad sera:

P(A A, NA NA)=P(A)-P(A)-P(A)-P(A)=22.2.2 =(—)4 = 0,482

Luego la probabilidad de obtener al menos un 6

P({obtener al menos un 6 en cuatro tiradas}) = 1- P({no sacar 6 en cuatro tiradas}) = 1 - 0,482 = 0,518.
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13. Una persona desea jugar en una atraccion de feria, donde regalan un peluche, si al tirar un dardo acierta en un
blanco. Si sélo se permite tirar tres dardos y la probabilidad de acertar en cada tirada es 0,3:

a) ¢ Cual es la probabilidad de llevarse el peluche?
b) ¢Cual es la probabilidad de llevarse el peluche exactamente al tercer intento?

Solucion:

Los diagramas en arbol son muy engorrosos cuando tenemos mas de tres pruebas; en estos casos resulta mas
practico identificar sucesos independientes. Llamemos

A, = {acertar con el primer dardo} 'y A, ={no acertar con el primer dardo},
A, = {acertar con el sequndo dardo} y A,={no acertar con el segundo dardo},

A, = {acertar con el tercer dardo} 'y A, ={no acertar con el tercer dardo};
ademas sabemos que

P(A,) = P(A,) = P(A;) = 0,3y P(A,) = P(A) = P(A;) = 0,7.

Todos los sucesos mencionados anteriormente son independientes, como puede comprobarse al realizar la
actividad 16. Por lo tanto,

a) se lleva el peluche si al menos acierta con un dardo, pero esto es el complementario de no acertar con ningln
dardo

P(A UA, UA)=1-P(A A, A)=1-P(A)-P(&,)-P(A,) =1-0,7-0,7-0,7 = 0,657;

b) se lleva el peluche en el tercer intento si falla el primero y el segundo, pero como A,, A, y A, son independien-
tes, tenemos

P(A A, nA)=P(A)-P(A)-P(A)=07-0,7-0,3=0,147.

(> Actividades

i 17. Dados A y B sucesos de un experimento aleatorio, demuestra que si A y B son independientes, entonces i
i a) Ay B son independientes, i
i b) y también A y B son independientes. i
i 18. Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) = 0,6; P(B) = 0,2 y P(AUB) = 0,7. Calcular: i
: a) P(An B) y razbnese si los sucesos Ay B son independientes; b) P(Au B). |
i 19. Sacamos sucesivamente dos cartas de una baraja. i
i a) Vemos la primera y la devolvemos al mazo de cartas, ¢,cuél es la probabilidad de que las dos sean copas? i
i b) Después de ver la primera no la devolvemos al mazo de cartas, ¢ cuél es la probabilidad de que las dos sean i
I copas? I
1 1
o o e e e e e e e e e e e e e e e e e H
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6. Probabilidad condicionada y probabilidad total
6.1. Probabilidad condicionada y diagramas en arbol

Al resolver problemas de probabilidad condicionada ayudan mucho los diagramas en arbol; tanto si son
experimentos con varias pruebas, como si no.

Si nos encontramos con un juego de dos pruebas y A es un suceso de la primera 'y B es un suceso de la segunda,
entonces es posible esquematizar el juego asi:

A/\A
/NN

En las ramas de este esquema podemos escribir:

P(A) P(A)

A A
P(B/A/ WE/A) P(B/Ay wﬁ/ﬁ)
B B B B

Luego la probabilidad del suceso A B sera: P(An B) = P(A)- P(BIA), es decir, el producto de las ramas indica
que se realiza A en la primera prueba y B en la segunda. Si embargo, la probabilidad de B, dado que

B=(AnB) U (AN B), sera:
P(B) =P((AnB)U(ANB)) = P(AnB)+P(ANB) =P(A)-P(BI A)+P(A)-P(B/ A),
es decir, la suma de los productos de las ramas que conducen a él.

Ejemplos

14. Un examen consiste en elegir al azar dos temas de un programa de 20 y desarrollar uno de ellos. Un alumno sabe
11 temas.
a) ¢Qué probabilidad tiene de aprobar el examen?
b) ¢Qué probabilidad tiene de saber un tema y otro no?

Solucién: Los sucesos A, = {sabe el 1°tema} y A, = {sabe el 2° tema} no son independientes porque

P(A,) = 11120, pero P(A,) = 10/19.
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P(AJA) =12 PER/A) =15

10
19 i T8
P(AJR) =1 PAJA) =15

ANA, ANnA,  ANA, ANA,
a) Aprueba si sabe al menos uno,
P({sabe al menos uno}) = 1- P({no sabe ninguno}) =1-P(A N A,) =1 —2—90 % = %

77
95 o
sumando los productos de las ramas que conducen a A, A,, AN A,y AiNA,.

Como — =0,8105 , tiene mas de un 81% de posibilidades de aprobar. EI mismo resultado obtendriamos

b) La suma de las probabilidades de A,~ A,y A, A, nos da respuesta. Por consiguiente,

= - 1 9 9 11 99
P(A10A2)+P(A10A2)=EE+Eﬁzm=0’521

En un experimento aleatorio en el que no esta claro que existan varias pruebas, también resultan utiles los
diagramas en arbol como se pone en evidencia en el ejemplo siguiente.

Ejemplos

15. Los resultados de una encuesta indican que sdlo un 25% de los que invierten en bolsa tienen conocimientos bur-
satiles. De ellos el 70% obtiene plusvalias. Sin embargo, unicamente un 20% de los que compran acciones sin
conocimiento del mercado de valores consigue ganancias. Se pide:

a) Probabilidad de que elegido un inversor al azar obtenga beneficios. ¢ Qué porcentaje de los que compran accio-
nes consigue plusvalias?

b) ¢Cual es la probabilidad de que un inversor elegido al azar no tenga conocimientos de bolsa y no consiga
ganancias?

¢) ¢Cual es la probabilidad de que habiendo obtenido beneficios no tenga idea de la bolsa de valores?

Solucion: Distinguiremos dos sucesos A = {sabe de bolsa} y B = {obtiene beneficios} y sus contrarios A y B. Sobre
el diagrama en arbol resolveremos los dos primeros apartados.

P(A)=0,25 P(A)=0,75
Sabe (A No sabe
(BIA)=0,3 _
P(BIA) / \ P(B/A)= % w
Beneficio (B No benef|0|o Beneficio (B No benef|0|o
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a) P(B)=P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)=0,25-0,7+0,75-0,2 = 0,325. Por consiguiente, el 32,5% de los
inversores obtiene beneficios.

b) P(AnB)=P(A)-P(B/A)=0,75-0,8 =0,6.

c) Se trata de hallar la probabilidad P(A/ B), que por la definicion de probabilidad condicionada nos conduce a

— o P(AnB) _P(A)-P(BIA) 0,75-0,2 _
PAB)==pm =~ pP@)  ~ 03 %

La generalizacion del apartado a) de este ejemplo nos conduce al teorema de la probabilidad total, que

veremos en seguida, y la generalizacién del apartado c) nos conduce al teorema de Bayes que veremos en el
préximo epigrafe.

6.2. Probabilidad total

En ocasiones, es posible calcular la probabilidad de un suceso en funcién de las probabilidades condicionadas
de ese suceso con respecto a un conjunto de sucesos conocidos. Esto ocurre cuando el conjunto de sucesos
conocidos constituye un sistema completo de sucesos. ;Qué es un sistema completo de sucesos? Pues un
conjunto de sucesos A,, A,, ...., A, constituye un sistema completo de sucesos si cumple dos condiciones:

1#) Son incompatibles dos a dos, A, A; = @, siempre que | #J.
2%) Launion de A,, A, ...., A, es el suceso seguro A,UA,U ...UA, = E.
El teorema de la probabilidad total dice asi:

Si A, A, ..., A, es un sistema completo de sucesos y B es un suceso del que unicamente conocemos las
probabilidades condicionales P(B/A), entonces la P(B) viene dada por la formula:

P(B)=P(A,)-P(B/A)+P(A,)-P(BIA)+..+P(A,)-P(BIA,)
Demostracion: Como A,, A,, ...., A, son incompatibles dos a dos, también o son los sucesos
ANB,ANB, .. ANB yademas B=(AnBuUA,nB)u...UA,NB)
y en consecuencia

P(B) = P(A,nB)+P(A, "B) +..+ P(A, "B) =P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BI A,)+..+ P(A)-P(BIA).

En los ejemplos veremos que ya sabiamos resolver problemas de la probabilidad total con un sencillo diagrama
en arbol.
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Ejemplo

16. El 40% de los créditos que concede un banco son para la vivienda, el 35% para la industria y 25% para el consumo.
Resultan fallidos el 4% de los créditos a la vivienda, el 6% de los créditos a la industria y el 8% de los créditos al
consumo. Se elige al azar un prestatario del banco, ¢ cual es la probabilidad de que no pague el crédito? ¢y cual
es la probabilidad de que pague el crédito?

Solucién: Los créditos vivienda, industria y consumo forman un sistema completo de sucesos. Son incompatibles
y su union constituyen todos los créditos que concede el banco. Con un sencillo diagrama en arbol de dos pruebas
veremos mejor las cosas.

04 0,35 0,25
Vivienda Industria Consumo
%/&% O,V \3,94 0,% WZ
Fallido No fallido Fallido No fallido Fallido No fallido

Un crédito fallido es el que no se paga y sabemos por el teorema de la probabilidad total que la probabilidad de un
suceso es la suma de los caminos que conducen a él:

P(Fallido) = P(Vivienda)- P(Fallido / Vivienda) + P(Industria) - P(Fallido / Industria) +
+P(Consumo)- P(Fallido | Consumo) = 0,4-0,04 +0,35-0,06 +0,25-0,08 = 0,057.

Es decir, 5,7 % de los créditos resultan fallidos.
La probabilidad de que se pague, es decir, No fallido, sera: P(No fallido) =1— P(Fallido) =1-0,057 = 0,943.

El mismo resultado hubiéramos encontrado sumando las ramas que conducen a No fallido. En todo caso, no esta
bien eso de no pagar los préstamos.

(> Actividades

20. Tenemos 4 urnas. En la primera hay 5 bolas blancas y 3 negras; en la segunda 6 blancas y 7 negras; en la tercera
hay 4 bolas blancas y 2 negras y en la cuarta hay 6 bolas negras. Si elegimos una urna al azar y extraemos una bola,
;cual es la probabilidad de que sea negra?

[ 1
1 1
1 1
1 1
1 1
| |
: 21. En un hotel hay tres cajas fuertes. En una de ellas hay 6 joyas buenas y 2 falsas; en otra, 5 joyas de valory 1 :
I falsa; y en la tercera, 8 joyas valiosas y 3 falsas. Suponiendo que un ladrén sdlo puede abrir una caja fuerte y llevarse 1
: una joya, ¢,cudl es la probabilidad de que se lleve bisuteria? :
l ]
1 1
1 1
1 1
1 1
| ]

22. En una empresa el 70% son empleados y el 30% directivos. El 80% de los primeros son casados, mientras que 40%

de los segundos son solteros. Se elige una persona al azar en la empresa. ;,Cual es la probabilidad de que sea
soltera?
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7. Teorema de Bayes

Siinterpretamos un sistema completo de sucesos, A,, A,, ...., A, , como las causas de que se produzcan ciertos
efectos, y uno de esos efectos es un suceso B, entonces el teorema de Bayes permite calcular la probabilidad de
que un efecto tenga una determinada causa. En otras palabras, permite calcular la probabilidad condicionada P(A/B)
interpretando ésta como la probabilidad de que la causa de B sea A.

El teorema de Bayes tiene este enunciado:

Si A, A, ..., A, es un sistema completo de sucesos y B es un suceso cualquiera del que Unicamente
conocemos las probabilidades condicionadas P(B/A), entonces la probabilidad de A; condicionada a B viene
dado por la férmula

P(A)-P(BIA)

p— ).
P(A1B)= P(A)-P(BIA)+P(A,)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA,)

Demostracion: De la definicidn de probabilidad condicionada podemos escribir

P(A nB)=P(A)-P(BIA) 'y P(AnB)=P(B)-P(AB)
Si dos cosas son iguales a una tercera, son también iguales entre si; luego P(A)-P(B/A)=P(B)-P(A,/B)
Despejando P(A/B), se obtiene

(A 7B)= P(B) ~ P(A)-P(B/A)+P(A)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA,)

dado que P(B) =P(A)-P(B/A)+P(A))-P(BIA,)+...+ P(A)-P(B/A,), (teorema de la probabilidad total).

Ejemplos

17. Un modelo de automévil se fabrica en 3 factorias distintas: A, By C. De A sale el 25% de la produccion anual, en
B se hace el 42% y en C el 33%.

El 2% de los coches fabricados en A sufre una averia en el primer mes de rodaje, lo mismo ocurre con el 3% de
los fabricados en B'y con el 4% de los fabricados en C. Un cliente tiene un coche que se ha averiado en el primer
mes de uso, ¢,cudl es la probabilidad de que se haya hecho en C?

Solucién: Los sucesos A, By C estan formados por los automéviles que se fabrican en cada una de las factorias.
Ademas, constituyen un sistema completo de sucesos: son incompatibles y su unién es toda la produccién anual
de este modelo. Un diagrama en arbol facilita siempre las cosas.

0,25 0,42 0,33
A B ©
(V y% O,y \),97 0,0/ W6
Averia No averia Averia No averia Averia No averia
170 4 B>
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Conocemos el suceso el coche se ha averiado, y queremos calcular la probabilidad de haya sido fabricado en C,
se trata de hallar P(C/ Averia) y es, segun la formula de Bayes,

P(C/Averia) _ P(C)P(Averia/C) _ P(C)P(Aven’a/C) ~
~ P(Averia) " P(A)-P(Averial A)+P(B)-P(Averia/B)+P(C)-P(AverialC) ~
0,3-0,04

= 0,250,024 0,42-003+0,3.004 _ 0%

18. Seguimos en el sector del automévil. Una fabrica produce tres modelos de coche: A, By C. Cada uno de los modelos
puede tener motor de gasolina o diesel. Sabemos que el 60% de los modelos son de tipo Ay el 30% de tipo B. El
30% de los coches fabricados tienen motor diesel, el 30% de los coches del modelo A son de tipo diesel y el 20%
de los coches del modelo B tienen motor diesel. Se elige un coche al azar. Se piden las probabilidades de los siguientes
SuCesos:

a) El coche es del modelo C.
b) El coche es del modelo A, sabiendo que tiene motor diesel.
c¢) El coche tiene motor diesel, sabiendo que es del modelo C.

Solucién: A pesar del galimatias que sugiere el enunciado, se trata de un problema de probabilidad total y férmula
de Bayes. Tal vez lo mejor sea organizar los datos en un diagrama en arbol. El dato “el 30% de los coches fabricados
tienen motor diesel” se utilizara en el apartado b).

0,6 03 0,1

A : c
V &7 O,V \),8 / \
D G D G D 6

a) Los coches del modelo A, junto con los coches de los modelos By C, constituyen un sistema completo de sucesos
y, por tanto, los coches del modelo C seran el 10%. Esto es asi porque 1- (0,6 +0,3)=1-0,9=0,1.

b) Si D es el suceso tener motor diesel y nos piden calcular P(A/D), por la férmula de Bayes:

P(A/D) =

P(A)-P(D/A) _0,6-0,3 _
)

PD) 03 °F

¢) Como P(D) = 0,3, empleando la formula de la probabilidad total, resulta
P(D)=P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(DIC)
0,3=0,6-0,3+0,3-0,2+0,1-P(D/C)

P(DIC) :w =0,6.
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19. Continuamos en el sector del automavil, pero ahora en el negocio del taxi. Tras un estudio realizado sobre los taxistas

de una ciudad espafiola, se ha observado que el 70% tiene mas de 40 afios y de éstos el 60% es propietario del
vehiculo que conduce. También se ha averiguado que el porcentaje de taxistas que, no superando los 40 afios, es
propietario del vehiculo que conduce se reduce al 30%. Se pide:

a) La probabilidad de que un taxista, elegido al azar, sea propietario del vehiculo que conduce.

b) Se elige un taxista al azar, y se comprueba que es propietario del vehiculo que conduce, ¢,cuél es la probabili-
dad de que tenga mas de 40 afios?

Solucion: Llamemos P al suceso ser propietario y P no ser propietario. Al suceso {mas de 40 arios} lo simboli-
zaremos por My al suceso {igual o menos de 40 arios} lo simbolizaremos por M . Con un diagrama en arbol
veremos las cosas con més claridad.

0,7 0.3

M M
2NN
P P P P

a) La probabilidad de P, como My M son un sistema completo de sucesos, puede calcularse por el teorema de

la probabilidad total - oy _ o p(p /M) + P(TT)-P(P i) = 0.7-0,6+0,3-0,3 = 0,51,

b) Se trata de hallar la probabilidad de M condicionada a P, P(M/P), empleando la férmula de Bayes obtenemos:

P(M)-P(P/M) 0,7-0,6

PP =051 =0,8235.

P(M/P) =

(> Actividades

23. En una empresa el 70% son empleados y el 30% directivos. El 80% de los primeros son casados, mientras que el

40% de los segundos son solteros. Se elige una persona al azar en la empresa. Sabiendo que se ha elegido una
persona soltera, 4cual es la probabilidad de que sea directivo?

24. Una empresa emplea tres bufetes de abogados para tratar sus casos legales. La probabilidad de que un caso se

deba remitir al bufete A es 0,3; de que se remita al bufete Bes 0,5 y de que se remita al bufete C es 0,2. La probabilidad
de que un caso remitido al bufete A sea ganado en los tribunales es 0,6; para el bufete B esta probabilidad es 0,8
y para el bufete Ces 0,7.

a) Calculese la probabilidad de que la empresa gane un caso.

b) Sabiendo que un caso se ha ganado, determinese la probabilidad de que lo haya llevado el bufete A.

25. Un rosal no esta en buen estado y, por tanto, si se riega tiene la misma probabilidad de mantenerse que de perderse.

La probabilidad de que se mantenga si no se riega es 0,25. La probabilidad de no regar el rosal es 2/3. Si el rosal se
ha perdido, ¢cual es la probabilidad de no haberlo regado?
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8. Combinatoria

La regla de Laplace nos obliga a contar objetos de un conjunto, casos favorables y casos posibles. Esto no
siempre es una labor facil. Para estas situaciones, en las que no podemos contar facilmente y los diagramas en
arbol resultan engorrosos o insuficientes, existen técnicas de conteo que emplearemos para resolver algunos
problemas de probabilidad.

8.1. Factoriales

Si nes un numero natural mayor que 1, se llama factorial de n al producto de los n primeros nimeros naturales.
El factorial de n se simboliza por n!'y seré:

nt=n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1.
Si nos piden calcular 4 factorial y luego 6 factorial, escribimos:
41=4-3-2-1=24
6!=6-5-4-3-2-1=720.

Aceptaremos que 0! =1y también 1! = 1. En una calculadora cientifica, con las teclas | SHIFT se hallan
factoriales.

(& Actividades

26. Calcula: a) 5'; b) (9-2)!; ¢) (10 -4)..

27. Calcula (n - p)! Cuandon=10y p = 8.

I I
I I
I I
I I
I I
1 n! 1
: 28. Calcula ~_ cuando n=12yp=4. :
I I
I I
I I
I I
I I

(n—p)!
29. Calcula |n—' cuandon=10y p =6,y luego cuando n =10y p = 4. ;Dan el mismo resultado?

p!-(n—p)!

8.2. Variaciones con repeticion

Podiamos haber titulado este apartado asi: s cdmo elegir al azar, sucesivamente y con devolucion, p objetos (o
sucesos elementales) entre n disponibles?.

Se trata, en realidad, de elegir un objeto, registrarlo y devolverlo a la coleccion; y repetir esta operacion hasta
tener el registro de los p objetos. Un ejemplo nos ayudaré a comprenderlo: ¢ cuantos resultados distintos podemos
obtener al extraer 3 cartas, de una baraja de 40, si devolvemos cada vez la carta extraida al mazo?

Para la 12 extraccion tenemos 40 cartas posibles, pero si devolvemos la carta, para la 22 tenemos también 40
y, al reponer ésta, para la 32 tenemos igualmente 40.

12 extraccion | 22 extraccion | 32 extraccion
Resultados posibles 40 40 40

Luego, por el principio de multiplicacion, todos los posibles resultados del juego seran: 40- 40- 40 = 40°.
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Otro ejemplo: ¢ cuéntos resultados distintos podemos obtener al tirar tres veces un dado?

En la 12 tirada pueden salir 6 resultados, en la 22 tirada, como es independiente de la 12, pueden salir también 6; y
en la 3% también 6, porque es independiente de las anteriores.

12 tirada 2% tirada 3? tirada
Resultados posibles 6 6 6

Por el principio de multiplicacion pueden salir: 6+ 6-6 = 6° resultados.

De un modo general, las variaciones con repeticion de n objetos tomados o elegidos de p en p son los grupos
de p objetos en los que puede haber objetos diferentes o repetidos. Ademas dos grupos seran distintos si tienen
distintos objetos o, si tienen los mismos, en orden diferente.

Las variaciones con repeticion de n objetos tomados de p en p se simbolizan por VR, ,, y su numero
viene dado por

VR,,=n"

Ejemplo
20. ; Cuantos numeros de teléfono fijo pueden empezar por 91?

Solucién: Los numeros de teléfono fijo tienen 9 lugares, como tenemos los dos primeros fijos, con un 9y un 1,
disponemos de diez cifras, de 0 a 9, para llenar cada uno de los siete lugares restantes. Se trata de variaciones con
repeticion de 10 elementos tomados de 7 en 7,

VR, = 107 = 10000000

Hay, por tanto, posibilidad de tener hasta diez millones de numeros de teléfono fijo en la Comunidad de Madrid.

(> Actividades

1
. . . I
30. a) ¢ Cuantas columnas tenemos que cubrir a las quinielas para tener la certeza de acertar los catorce? b) ¢Y el pleno al :
quince? I

I

31. ;Cuéntos nimeros de teléfono movil, de nueve cifras, hay que empiecen por el 6? :
ol

8.3. Variaciones ordinarias

Disponemos ahora n objetos de los que elegimos, sucesivamente y sin devolucion, p objetos. Por ejemplo, ¢, de
cuéntas maneras diferentes pueden extraerse 3 cartas de una baraja de 40, si no se devuelve ninguna al mazo
después de cada extraccion?

Para la 12 extraccion disponemos de 40 resultados posibles; para la 22, 39 y para la 3% inicamente 38, que son
las cartas que quedan en el mazo después de las dos primeras extracciones.

12 extraccion | 22 extraccion | 32 extraccion
Resultados posibles 40 39 38

Por el principio de multiplicacion seran: 40- 39- 38 = 59280 maneras diferentes.
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En general, las variaciones ordinarias de n objetos tomados de p en p son todos los grupos de p objetos
que pueden formarse con los n disponibles. Ademas, dos variaciones son distintas si tienen distintos objetos o, si
tienen los mismos, en orden diferente.

Simbolizaremos las variaciones simples de n objetos tomados de p en p por V,, . Para calcular su nimero,
como vimos en el ejemplo, imaginemos que disponemos de p cajas

1 1 1T .. [ 1]

12 caja 2% caja 3% caja p-ésima caja
Para la primera podemos seleccionar n objetos. Hecho esto, nos quedan n - 1 para la segunda; n - 2 para
tercera. Continuado de esta forma, para la ultima caja, la p-ésima, nos quedan n—(p — 1), es decir, n—p + 1.
Aplicando ahora el principio de multiplicacién:

Vip=n(n-1)(n-2)..-(n-p+1)

En ocasiones empleamos otra férmula para calcular las variaciones. Si al segundo miembro de la igualdad
anterior lo multiplicamos y dividimos por (n - p)!, resulta:

An=p)t_n-(n=1)-...(n=p+1)-(n=p)-(n—p=1)-...3-2.1 __ n!

(n—p)! (n—p)! (n—p)!

V., =n-(n=1-(n=2)-...(n—p+1)
Ejemplos

21.En una carrera de 100 m participan 6 corredores, ¢ de cuantas maneras diferentes se pueden repartir las medallas
de oro, plata y bronce?

Solucién: Indicamos los 3 primeros lugares de llegada con las palabras oro, plata y bronce.

1° oro 2° plata 3° bronce
6 5 4

Para el primer lugar puede elegirse cualquiera de los 6 corredores, para el segundo sélo pueden elegirse 5, porque
uno ya lleg6 primero, y para el tercer lugar sdlo pueden elegirse 4 corredores, los que quedan. Se trata de variaciones
simples de 6 objetos tomados de 3 en 3,

Ve3=6-5-4 =120 maneras diferentes.

Con la tecla | nPr |, precedida de la tecla | SHIFT|, es posible calcular variaciones ordinarias. El calculo anterior

se haria asi: 6 3= 120.

22. ; Cuantos numeros de 4 cifras diferentes mayores que 3000 es posible escribir con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6?

Solucién: Los nimeros de 4 cifras mayores que 3000 que podemos formar con { 1, 2, 3, 4, 5, 6} deben comenzar

por 3,4,5 06,
3 4

5 6

para los otros tres lugares hay disponibles 5 cifras para agrupar de 3 en 3, y como las cifras han de ser diferentes
estamos ante V; ;. En consecuencia, el total de nimeros mayores que 3000 seré:

4V, =4-5-4-3= 240,
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(> Actividades

32. En una clase de 24 alumnos se elige delegado y subdelegado. Sitodos son candidatos, ¢ cuantos resultados posibles
habra?

8.4. Permutaciones ordinarias

¢ Qué ocurriria si dispusiésemos de n objetos y elegimos, sucesivamente y sin devolucion, n objetos? Estariamos
ante el problema de calcular variaciones simples de n objetos tomados de n en n. Para resolverlo disponemos,
como en el apartado anterior, de n cajas

I e N e AN [ ]

12 caja 22 caja 3% caja n-ésima caja
Para la primera podemos seleccionar n objetos; para la segunda n-1; para la tercera n — 2. Procediendo de

la misma forma, cuando lleguemos a la n-ésima caja sélo nos quedara un objeto disponible, n—n+ 1= 1. Aplicando
la formula tenemos:

Vin=n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1=nl

Las variaciones simples de n objetos tomados de n en n se llaman permutaciones de n objetos y corresponden a
todas las posibles ordenaciones del conjunto de esos n objetos. Se simbolizan por P, y hemos visto que su nimero es:

P,=n!

Ejemplo

23. Dos chicos y dos chicas entran en una cafeteria; si por la puerta s6lo cabe una persona, ¢,de cuantas formas
posibles pueden entrar?

Solucién: Son cuatro personas que Unicamente pueden entrar de una en una, luego formas posibles de entrar son:

P,=41=4-3-2-1=24.

(> Actividades

8.5. Combinaciones

Cuando el orden en el cual han sido elegidos los p objetos entre los n disponibles no nos interesa, estamos
ante combinaciones de n objetos tomados de p en p. Emplearemos las combinaciones cuando hagamos extracciones
simultaneas.
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Por ejemplo, imaginemos una urna con ocho bolas iguales numeradas de 1 a 8. Extraemos 3 bolas, sin devolver
ninguna. En este caso atendemos unicamente a los nimeros que llevan las bolas extraidas y no reparamos en el
orden de salida. Obtenemos asi subconjuntos de 3 elementos de un conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} de ocho elementos.

El numero de subconjuntos de 3 elementos que se pueden formar con un conjunto de ocho elementos se
simboliza por Gy 5, y se lee combinaciones de 8 elementos tomados de 3 en 3. Es evidente que cada uno de
estos subconjuntos de 3 elementos, digamos el {2, 5, 7}, puede ordenarse de 3! maneras diferentes; en consecuencia,
hay 3! veces méas subconjuntos de 3 elementos ordenados, V; ;, que no ordenados, C;;; esto nos permite establecer

la igualdad: C..31=V
53 Y 53
de donde
V.
C=t

Generalizando, definimos combinaciones de n elementos, tomados de p en p, a los grupos de p elementos
distintos, de modo que dos combinaciones son diferentes si se diferencian en algin elemento. Sin embargo, dos
combinaciones son iguales si tienen los mismos elementos a pesar del orden en que aparezcan.

. o . n
El nimero de combinaciones de n elementos tomados de p en p lo simbolizamos por C,, 0 por( )y como
hemos visto en el ejemplo se calculan por la férmula: p

n\ Vv,
Cn,p :( ):p—‘J
p :

Por otra parte, como V., = (nﬁ—'p)' podemos escribir
n!
¢ o[MYoo =gl ___ni
np I I I-(n—p)!
p) P pt pl(n—p)!

Ejemplos

24. En un curso de 2° de bachillerato hay 26 alumnos y se debe elegir una comision formada por tres alumnos.
¢ Cuantas comisiones se pueden formar?

Solucién: En una comisién no hay una jerarquia que implique un orden, luego se trata de combinaciones de 26 ele-

26!

=313~ 2600. Las calculadoras cientificas disponen de la

26
mentos tomados de 3 en 3, es decir, Cy5 = ( 3 j

tecla para calcular combinaciones. El calculo se harfa asi: 26 3 = 2600.
25. En un curso de 2° de bachillerato hay 12 chicos y 14 chicas y se debe elegir una comisién integrada por dos chi-
cos y dos chicas ;,Cuantas comisiones se pueden formar?

Solucién: En las comisiones aplicamos combinaciones. Hay C;,, = 66 maneras de elegir 2 chicos entre 12 y
Ci4, = 91 de elegir 2 chicas entre 14. Por el principio de multiplicacion habra C,,,- C,,, comisiones formadas por
2 chicos y 2 chicas, es decir,

Ciyz Gy, = 6691 = 6006 comisiones.
26. Se reparten 4 cartas de una baraja de 40, es lo que los jugadores llaman una mano.

a) ¢ Cuantas manos distintas se pueden dar?
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b) ¢Cuantas de estas manos estan formadas Unicamente por bastos?
¢) ¢En cuantas manos entran dos caballos?

d) ;En cuantas manos entran dos copas y una espada?

e) ¢En cuantas manos apareceran al menos tres copas?

Solucion:

40!

m :91390 .

a) Cy, =
b) Hay 10 cartas de bastos y con ellas podemos formar C,,, = 210 grupos de 4 bastos.

c) Labaraja tiene 4 caballos y con ellos podemos formar C, , grupos de 2 caballos. Nos quedan 40 — 4 = 36 car-
tas para elegir las otras 2 que faltan. Por el principio de multiplicacién, habra

Cy,* Cy5, = 3780 manos con dos caballos.

d) Disponemos de 10 copas para tomar 2y los podemos hacer de C,,, maneras y 10 espadas para tomar 1, esto
lo podemos hacer C,y, = 10 maneras. Nos quedan 40 — 10 — 10 = 20 cartas para elegir la cuarta, entonces por
el principio de multiplicacién tendremos:

Cio2" Cios7 Cyps = Cyg,7 10-20 = 9000 manos con 2 copas y 1 espada.

e) Si en una mano entran al menos 3 copas, quiere decir que entraran 3 o 4 copas. Entran 3 en Cyg3° Gy, =
C03°30-= 3600 manos. Entran 4 copas C,,, = 210 manos. En total, entran 3 0 4 copas en

C10530 + Cyq, = 3600 + 210 = 3810 manos.

27. Al tirar seis monedas diferentes , ¢ de cuantas maneras pueden salir 4 caras y 2 cruces?

Solucién: Se trata de formar, con los signos ¢ y +, palabras de 6 signos, empleando 4 veces ¢y 2 el signo +, como
esta cc+c+cC

Imaginemos que tenemos 6 cajas

18 23 3a 4a 58 66
y que podemos elegir cuatro de ellas para poner una letra ¢. Una eleccidn podia ser 12, 22 42y 62, pero seria lo
mismo elegir 62, 42, 22 y 12, porque el resultado es el mismo: poner una ¢ en ellas. Las elecciones posibles no
dependen del orden de eleccion se trata de G4, es decir,

6!
C6,4 :m :15

Este nimero sera el mismo que si eligiéramos dos cajas, entre las seis, para poner el signo +. Porque poniendo
la letra ¢ en cuatro nos quedan dos para poner el signo +.

(> Actividades

35. Se reparten 5 cartas de una baraja de 40 cartas. a) ¢ En cuantos manos sale exactamente un rey? b) ;En cuantas

salen dos copas? ¢ En cuantas sale al menos un oro?

36. a) ; De cuantas maneras distintas pueden elegirse 3 personas en un grupo de 6 mujeres y 10 hombres? b) ;Y 3

personas de modo que 2 sean mujeres y 1 hombre?
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9. Probabilidad y combinatoria

La combinatoria es Util en la resolucién de problemas de probabilidad cuando se trata de hallar la probabilidad
de sucesos en experimentos aleatorios con resultados equiprobables en los que podemos emplear la regla de
Laplace.

Las técnicas de conteo que hemos estudiado en el apartado anterior facilitan el recuento de los casos favorables
y posibles de la férmula de Laplace. En este apartado resolveremos algunos problemas tipicos de probabilidad.

9.1. Elecciones simultaneas al azar

El elegir p objetos en una coleccién de n objetos significa formar subconjuntos de p elementos de uno mayor
de n elementos. ¢ Cuantos subconjuntos de p elementos hay en otro mayor de n? Esto sabemos que son combinaciones

de n elementos tomados de pen p, C,,, y la probabilidad de elegir cada uno de estos subconjuntos es:

1
C

n,p

Ejemplo
28. Se extraen simultdneamente 4 cartas de una baraja de 40. Calcula la probabilidad de que salgan:
a) cuatro caballos;
b) dos caballos y dos reyes;

c¢) al menos un rey.
Solucion: El nimero de casos posibles es Cy,, = 91390. Veamos ahora cada apartado.

a) Una baraja tiene 4 caballos y hay C,, = 1 maneras de elegir 4 caballos entre 4 disponibles. Casos favorables = 1,

luego
C4 4 1

P(4 caballos) = Ce  91390°

b) Una baraja posee 4 caballos y 4 reyes. Tenemos C,, maneras de elegir 2 caballos y C,, maneras de elegir
2 reyes. Y 2 caballos y 2 reyes, C,,* C,, = 6-6 = 36. Estos son los casos favorables, por tanto

C4,2 ‘C4,2 _ 36

P(2 caballos y 2 reyes) = C = 91390°
40 4

¢) Al menos un rey quiere decir que pueden entrar 1, 2, 3 6 4 reyes. Calculemos primero no salir ningdn rey. Si
sacamos |0s 4 reyes, quedan 36 cartas y con éstas podemos formar C,s, manos en las que no hay reyes. Si
restamos esta cantidad al nimero total de manos, tendremos las manos en las que al menos hay un rey:
Cyous — Cs64 = 32485. Estos son los casos favorables; en consecuencia la probabilidad pedida es:

C40,4 _C36,4 _ 32485

o = gy 03554

P(al menos un rey) =
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9.2. Elecciones sucesivas al azar

Las elecciones sucesivas al azar se pueden hacer de dos formas: con devolucién (o reemplazamiento) y sin
devolucién (o sin reemplazamiento).

En el primer caso, elegimos un objeto, lo registramos, y lo devolvemos a la coleccion; seguidamente elegimos
otro objeto y hacemos las mismas operaciones; y repetimos el proceso hasta tener registros de p objetos. Estamos
formando variaciones con repeticion de n elementos tomados de penp, VR, , = n®, y la probabilidad de cada una
de estas elecciones es:

1
VR

n,p

Si, por el contrario, elegimos un objeto, lo registramos, pero no lo devolvemos al conjunto, y repetimos estas
operaciones hasta completar p objetos, entonces estamos ante variaciones simples de n elementos tomados de p
en p; y la probabilidad de cada una de estas elecciones es

1

Vn

iy

Ejemplos

29. ; Cudl es la probabilidad de que salgan dos caras al tirar 3 monedas?

Solucién: Casos posibles VR, ; = 2° = 8. Los casos favorables, las monedas son distintas o identificables, son: cc+,

c+c, +cc. En total 3, luego

P(dos caras) = 3/8 = 0,375.

30. a) ¢, De cuantas maneras pueden hospedarse 6 viajeros en 10 habitaciones individuales de un hotel?

b) Si los viajeros se han instalado sin saber que 7 de las habitaciones tienen bafio, ¢ cuél es la probabilidad de
que les haya correspondido a cada uno una habitacién con bafio?

Solucién: a) Son variaciones de 10 elementos tomados de 6 en 6, ya que cada viajero toma una habitacion dis-
tinta, y las habitaciones estan ordenadas, tienen nimero, luego hay:

Vips=10-9-8:7:6-5=151200.
maneras de hospedarse.
b) Si hay 7 habitaciones con bafio los casos favorables son
V76
Los casos posibles ya los hemos calculado en el apartado a); por tanto, la probabilidad pedida es

=7-6-5-4-3-2 = 5040.
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37. En una oposicion entran 20 temas, de los que salen 3 por sorteo y el opositor escoge uno para contestar. Un opositor
sabe los 7 primeros, ¢cul es la probabilidad de que apruebe?

38. Si un sufrido opositor, de la misma oposicion del ejercicio anterior, sélo sabe los 6 Ultimos temas, ¢,cual es la probabilidad
de que apruebe?

39. Se barajan 10 tarjetas numeradas del 1 al 10, para que queden en un orden al azar. Calcular:
a) la probabilidad de que la primera sea 7;

b) la probabilidad de que la 7 y la 2 estén consecutivas.

AN

Leyes de De Morgan. 1?2 AUB = AN B, el complementario de la union es la interseccion de complementarios;

22 AnB=AUB, el complementario de la interseccion es la union de complementarios.

0o
. Regla deLaplace. P(A) = n°de casos favorf'ables .
n®de casos posibles
. - P(AnB)
v Probabilidad de B condicionadaa A. P(B/ A) = PA) o0 P(AnB)=P(A)-P(B/A).

v Sucesosindependientes. Dos sucesos son independientes cuando la realizacion de uno de ellos no influye sobre
la realizacion del otro y se cumple P(A~B) = P(A) - P(B).

v Probabilidad total. Permite calcular la probabilidad de un suceso en funcién de las probabilidades condicionadas
de ese suceso con respecto a un conjunto de sucesos conocidos:
P(B)=P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+...+P(A,)-P(BIA,).

v Teorema de Bayes. Permite calcular la probabilidad condicionada P(A, / B) interpretando ésta como la probabilidad
de que la causa de B sea A..

p(a 18) = PV PBIA) _ P(A)-P(BIA) |
’ P(B) P(A,)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+...+P(A,)-P(BIA,)

v Variaciones conrepeticion de n objetos tomados o elegidos de p en p son los grupos de p objetos en los que

puede haber objetos diferentes o repetidos. Ademas, dos grupos seran distintos si tienen distintos objetos o, si

tienen los mismos, en orden diferente; su nimero viene dado por VR, , = n”.

v' Variaciones ordinarias de n objetos tomados de p en p son todos los grupos de p objetos que pueden formarse
con los n disponibles. Ademas, dos variaciones son distintas si tienen distintos objetos o, si tienen los mismos, en
orden diferente; su nimeroes: V, . = n-(n—1)-(n-2)- ... -(n—p+1).

v Permutaciones de n objetos y corresponden a todas las posibles ordenaciones del conjunto de esos n objetos.
Se simbolizan por P, y su nimero es: P, =nl.

v Combinaciones de n elementos, tomados de p en p, son los grupos de p elementos distintos, de modo que dos combina-
ciones son diferentes si se diferencian en algiin elemento y seran iguales si tienen los mismos elementos a pesar del orden
v

_'np

, o n
en que aparezcan. El nimero de combinaciones de n elementos tomados de p en p vale: C, =( =
' p) p:
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Inferencia estadistica.
Distribuciones muestrales

n la Estadistica se distinguen dos partes perfec-
tamente diferenciadas. Una de ellas se conoce con
el nombre de Estadistica Descriptiva y tiene como
objetivo la recogida, organizacion y analisis de datos; y obtener
a partir de ellos unos valores llamados parametros, que los
identifican, y ademas permiten hacer comparaciones con otros
conjuntos de datos y establecer relaciones entre ellos.

Otra parte de la Estadistica llamada Estadistica Inferencial
trata de elaborar conclusiones de una poblacion a partir de
los datos recogidos de una parte de la misma llamada muestra.
La representatividad de la muestra sera de suma importancia
para la fiabilidad de las conclusiones. Las muestras tomadas
en una poblacién tienen una media y una desviacion tipica
que estan relacionadas con la media y desviacion tipica de
toda la poblacién; y esta relacion esta basada en la distribucion
normal estudiada en el curso pasado. Se debe al matematico francés Pierre Simon Laplace (1749
-1827) el descubrimiento del importante papel que juega la distribucién normal en la teoria de
la probabilidad, y la primera demostracion de un teorema fundamental en estadistica: el teorema
central del limite.

o Pierre Simon Laplace (Wikipedia.org.Dominio ptblico)

Las aplicaciones de la Estadistica Inferencial abarcan campos muy diversos. En Medicina
se emplean para investigar los resultados de tratamientos con nuevos farmacos. En Sociologia
se usan para hacer encuestas de opinion a los contribuyentes. En Industria, para mejorar la calidad
de los productos con los métodos de control de calidad y conocer el grado de aceptacion de los
consumidores.

Esta unidad didactica tiene como objetivos los siguientes:
1. Estudiar los conceptos basicos de la Estadistica Inferencial.
2. Analizar los diferentes tipos de muestreos.

3. Establecer relaciones entre los parametros de la poblacién y los obtenidos de la muestra.
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muestreo
aleatorio distribuciones muestrales
—| simple | de proporciones
|
| sistematico de diferencia de proporciones
—| estratificado .
| de medias

de diferencia de medias
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INFERENCIA ESTADISTICA. DISTRIBUCIONES MUESTRALES

1. Variables aleatorias

Una variable cuyos valores se determinan sobre los resultados de un experimento aleatorio se llama una variable
aleatoria. Por ejemplo, en un colegio de 300 alumnos, elegimos un alumno al azar (experimento aleatorio), anotamos
su edad (variable aleatoria discreta), medimos su estatura (variable aleatoria continua), registramos el numero de
hermanos que tiene (variable aleatoria discreta) y su peso (variable aleatoria continua).

Los valores de una variable aleatoria discreta son nimeros enteros positivos, los valores de una variable
aleatoria continua son numeros reales comprendidos en un intervalo real. Las variables aleatorias se simbolizan
por una letra mayuscula como Xo Yo Z.

1.1. Variables aleatorias discretas. Distribucion binomial

En las variables aleatorias discretas a cada valor x de la variable X se le asocia la probabilidad de que x ocurra,
P[X = x]; esta asociacion se llama ley de probabilidad. Una distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
discreta es semejante a una distribucion de frecuencias de una variable estadistica, solo que en vez de frecuencias
relativas tenemos probabilidades.

El curso pasado estudiamos las variables aleatorias discretas que siguen la distribucién binomial. Supongamos
un experimento aleatorio que se pueda repetir indefinidamente y que en cada prueba sélo tenga dos resultados:
éxito (E) y fallo (F). Experimentos de este tipo son: tirar una moneda, donde Unicamente sale cara o cruz; tirar un
dado y observar si sale 5 0 no, etc.

Supondremos que p es la probabilidad de éxito en cada prueba y, por tanto, 1-p seré la probabilidad de fallo en
cada prueba. Si el experimento se repite n veces, al anotar los resultados, obtenemos una palabra de longitud n
formada por las letras Ey F

EEFFEFEEFEFFFE..

¢ Cuantas palabras de este tipo contienen x veces la letra E? Esto es equivalente a decir: si tenemos n cajas,
¢de cuantas maneras distintas podemos situar x letras E, una por caja? O, ¢, de cuantas maneras podemos ele-

n
gir x cajas entre n dadas? Esta Ultima pregunta tiene una respuesta conocida, y es el numero C, 0 (x)

Si ahora nos preguntamos ¢ ,cual es la probabilidad de obtener x éxitos en n pruebas? O, ¢ cual es la probabilidad
del suceso

xveces n—Xx veces

A=En..nENnFnN..NnF..?

Como las pruebas son independientes, la probabilidad no varia de una a otra prueba, entonces:

X veces n—x veces

P(A) = P(E)-...-P(E)-P(F)- ...-P(F)

X veces n—x veces

P(A)=p-..-.p-(1=p)- ... (1=p)=p*-(1-p)"™
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Como hay(n )palabras de longitud n con x letras E y cada palabra tiene una probabilidad de p* (1-p)"”, definimos
X

una funcion de probabilidad para la variable aleatoria X, que cuenta el nimero de éxitos en n pruebas, asi:
n X n—x
P[X =x]= ([P -(1=-p)

Esta funcion recibe el nombre de funcién de probabilidad de una distribucién binomial de n pruebas con
probabilidad de éxito p, simbolicamente B (n,p).

Ejemplo

1. Enuna ciudad, el 40% del alumnado que promocionan a bachillerato tiene suspensa alguna asignatura de 4° de
ESO. Se eligen 6 alumnos-as de 1° de Bachillerato al azar, ¢ cual es le probabilidad de que la mitad de seleccio-
nados-as tenga alguna asignatura suspensa de ESO?

Solucién: Se trata de distribucion binomial: 1°) en cada prueba hay dos Unicos resultados: tener alguna suspensa o
no, 2°) el resultado de cada prueba es independiente del anterior, 3°) la probabilidad de encontrar un-a alumno-a con
algun suspenso es constante p = 0,4. Es, por tanto, una distribucién binomial de parametros n=6y p = 0,4, B(6; 0,4).
6

La mitad de 6 es 3, la probabilidad buscada es P[X = 3] :[3

]-0,43 -0,6° =0,2765 .

(> Actividades

1. La probabilidad de que un jugador de baloncesto haga canasta en los tiros libres es 1/4. Si lanza 6 tiros libres, ¢ cual
es la probabilidad de que haga al menos 3 canastas?

2. La probabilidad de que un misil alcance su objetivo es 0,8. Si se lanzan 4 misiles, ¢ cual es le probabilidad de que
como méaximo dos de ellos den en el blanco?

esa compaiiia, la probabilidad de que una persona sana de 30 afos esté viva dentro de 35 afios es 0,88. Calcula
la probabilidad de que dentro de 35 afios vivan:

a) las 5 personas que han suscrito la péliza;
b) sdlo 3 de esas personas;
c¢) al menos 2 de esas personas.

" 1
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
! I
. ~ . ) . ~r 0 A-q 1

: 3. Cinco personas de 30 afios suscriben una poliza de vida con una compaiiia de seguros. Segun las previsiones de |
I

I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
L wll

1.2. Variable aleatoria continua. La distribucion normal

Las variables aleatorias continuas se caracterizan por que la probabilidad atribuida a cada valor x de la variable
aleatoria X es cero.  Como se atribuyen entonces probabilidades? Pues, en vez de asignar probabilidades a cada
valor determinado de X, se hace a intervalos de valores de la variable, asi:

Pla<X<b] =}f(x).
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De este modo, calcular probabilidades equivale a calcular areas como la de la region sombreada de la figura.

Una variable aleatoria continua, X, se dice que esta normalmente
distribuida o que sigue una distribucion normal de media u y
desviacion tipica g, y se simboliza por N(y, o), si la funcién f(x) de
la integral es:

1 et
F(x) = e

y

__,/

_G 2

X

Si X esta normalmente distribuida, la probabilidad de que X tome un valor menor o igual que x, P[ X < x], es el
area de la region sombreada en la figura, sabiendo que el &rea bajo toda la curva es 1.

El calculo de esa area se hace mediante una integral definida,
pero estas integrales estan tabuladas para N(0,1). Entonces para
hallar P[ X < x], con X, N(u, o), transformamos la variable X en otra,
que simbolizamos por Z, que sea N(0,1). En realidad, consiste en
cambiar la variable X por Z, donde

¥

Esta transformacién se llama tipificacion de la variable, y se cumple que

P[XSX]:P{XO_;”SX?T”}:p[

ng;'u:|

(o2

En los ejemplos recordamos algunos casos que se pueden presentar en el manejo de las tablas de la N(0,1),

que aparecen al final de la unidad.

Ejemplos

2. En una distribucién normal N(0,1), hallar: a) P[Z<1,58]; b) P[Z=046]; ¢) P[Z<-1,79], d) PZ=-1,79];

e) P[-0,89<Z<1098].
Solucion:
a) P[Z<1,58] =0,9429.

El nimero 0,9429 aparece en la tabla en la interseccion de la fila
que empieza por 1,5 y la columna que encabeza 0,08; y significa
que el 94,29% de los valores de Z estdn comprendidos entre -« y
1,58.

b) P[Z>0,46] = 1- P[Z < 0,46] = 1 - 0,6772 = 0,3228.

En la grafica vemos que la probabilidad buscada corresponde al
area sombreada y es igual al area total, 1, menos el area de
P[Z<0,46].

186
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c) PIZ=-179]1=P[Z=1,791=1-P[Z<1,79] = 1- 0,9633 = 0,0367.
En la grafica observamos que por simetria el area P[Z<-1,79] es 1
igual que P[Z21,79).

EEE ! 179 2

¥

d) P[Z = - 1,79] =P[Z < 1,79] = 0,9633.

Por simetria el area de P[Z 2-1,79]
es igual que P[Z<1,79].

2 47 ' ' e 2 2 7

e) Pl-0,89<Z<1098]=PZ<198-P[Z<-089] =

= P[Z<1,98] - (1 - P[Z < 0,89]) = 0,9761 — (1 - 0,8133) = 0,7894.

\
\

-2 ) 198 3

3. En una distribucion N(0,1) calcula el valor de ¢ que cumple la igualdad P[- ¢ < Z < ¢] = P[|Z]| < c] = 0,95.
Solucion: Segun la figura el area sombreada a la derecha de ¢ es 5

1-0,95 0,05 _ o
—5 =5 = 0,025. |
Luego de la igualdad P[Z < ¢] = 0,95 + 0,025 = 0,975 obtenemos en las
tablas que el valor de ¢ que corresponde a 0,975 y es 1,9 en la columna 1
0,06, es decir, ¢ = 1,96. — —

4. Si X es una variable aleatoria que sigue una distribucion N(60,12), calcula P[ X< 65].
Solucion:

P[X<65]=P[%s%}:P[Zs%}:P[Zso,4Z]=0,6628.

5. Sabiendo que X es una variable aleatoria que sigue una distribucion N(10,3) halla el valor de x en P[ X< x]=0,9761.

Solucién: Como P [ X <x ]= 0,9761 =P[¥< X;1O}=P[Z<z];

de P[Z<z]=0,9761, averiguamos el valor de z con ayuda de las tablas y resulta que a 0,9761 le corresponde

1,98, luego z = 1,98. Dado que Z= X_Tm =198 despejando x obtenemos x = 3 - 1,98 + 10 = 15,94.

6. Las estaturas de 500 estudiantes de un colegio se distribuyen normalmente con media 148 cm y desviacion tipica
12 cm. Calcular cuantos estudiantes no alcanzan los 160 ¢cm y cuantos hay cuya talla esta comprendida entre los
140 y los 160 cm.

Solucion: Las estaturas se distribuyen segun una N(148, 12).

En primer lugar, nos piden P[X<160]y P[ X <160 ]= p[xqzms < 1601‘2148

} =P[Z <1]=0,8413, es decir,
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el 84,13% de los estudiantes no llega a los 160 cm. Como el 84,13% de 500 es 0,8413 - 500 = 420,65, truncando
la parte decimal, podemos decir que 420 estudiantes no llegan a los 160 cm de altura.

140148 _ X148 _ 160148
12 12 12
=P[Z <1 -(1-P[Z < 0,66])=0,8413-(1-0,7454) = 0,5867.

En segundo lugar, P[140£X£160]=P[ }==P[-0,66 <Z< 1=

Es decir, el 58,67% tiene una altura en el intervalo [140, 160] y como 0,5867-500 = 293,35 hay 293 estudiantes
cuya talla esta comprendida entre los 140 y los 160 cm.

7. El45% de los habitantes de un municipio son contrarios a un proyecto de la alcaldia y el resto son partidarios. Se
toma una muestra de 64 habitantes, ¢ cual es la probabilidad de que mas de la mitad de los individuos de la muestra
sean contrarios al proyecto del alcalde?

Solucion: EI nimero x de los habitantes contrarios al proyecto en muestras de 64 individuos se distribuye segin una
binomial B (64; 0,45); es decir, tenemos que calcular P [X > 32]. Este calculo nos obliga a determinar 32 nimeros

64
combinatorios del tipo( X ] , pero este monumental trabajo puede abreviarse recordando que una binomial, X,

puede aproximarse por una normal, Y, cuando nes grande o n-p> 5y n-(1-p) > 5. En este caso la binomial B(n,p)
puede aproximarse por la normal N(n - p, \/n-p-(1=p) ). Luego la binomial B(64; 0,45) es muy parecida a la nor-

mal N(64 - 0,45; \/64-0,45-(1—0,45) = N(28,8; 3,98). Por tanto, recordando que al pasar de una distribucion dis-

creta a una continua afiadimos y restamos un factor de correccion de 0,5, Pla< X< b]=Pla-0,5<Y<b +0,5],

resulta P[X > 32] = P[Y > 32—0,5] = P[Y > 31,5] = P[Z > % — P[Z > 0,68] = 1—P[Z < 0,68] = 0, 2483,

(> Actividades

4. Laduracion en afios de la placa base de los ordenadores de una determinada marca sigue una distribucién normal
de parametros u = 10 afios y 0 = 2 afios. Calcular la probabilidad de que la placa base dure mas de 12 afios.

5. Enuna N(0,1) calcular los valores de z correspondientes a:
a) P[lZ|=2=09;
b) P[|Z] < z]=0,99.
6. EI20% de las personas que concurren a una oposicion pueden conseguir un puesto de trabajo en la Administracion.

Las notas medias finales de los examenes de la oposicion se distribuyen segun una N(5,8; 2). ;,Cuél es la nota media
minima que se debe obtener para conseguir un puesto de trabajo?

7. Sila presion sanguinea sistdlica de los individuos de una poblacion A sigue una distribucion normal N(127, 24), calcula:
a) ¢ Qué porcentaje de individuos de A supera el valor 1797
b) ¢ Qué porcentaje de individuos de A esta por debajo del valor 71,2?

8. La duracion de cierto tipo de motor es una variable normal, con media de 10 afios y desviacion tipica de dos afios.
El fabricante garantiza el buen funcionamiento de los motores por un periodo de 13 afios. ¢, Qué porcentaje de motores
se espera que cumpla la garantia?
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2. Muestreo

Cuando se quiere estudiar una caracteristica de una poblacion, en muchas ocasiones, resulta imposible analizar
todos los individuos de la poblacion. Hay muchas causas de esta imposibilidad: una poblacién muy numerosa, que
haria costoso e interminable el estudio, o muy dispersa; también es importante la naturaleza de los individuos
porque el estudio puede suponer su destruccién. Por estas razones resulta indicado elegir un subconjunto de
individuos de la poblacion para hacer el estudio. A este subconjunto se llama muestra y denominamos tamario de
la muestra al nimero de individuos que la componen.

Para extender los resultados obtenidos de la muestra al total de la poblacién, es necesario que ésta sea
representativa. Ahora, la representatividad de la muestra depende del tipo de muestreo empleado. Vamos a describir
algunos tipos de muestreo.

2.1. Tipos de muestreo

Mencionaremos los tipos de muestreo mas habituales.

Muestreo aleatorio simple. Se realiza este tipo de muestreo cuando cada miembro de la poblacién tiene la misma
probabilidad de ser escogido en la muestra.

Muestreo aleatorio sistematico. Consiste en ordenar numéricamente todos los individuos de la poblacion y elegir,
al azar, uno de ellos; y a partir de él escoger sistematicamente de k en k los restantes individuos, hasta completar
la muestra.

Muestreo aleatorio estratificado. Consiste en dividir previamente la poblacién en grupos homogéneos o estratos,
en los que los individuos comparten alguna caracteristica comun, y elegir muestras aleatorias simples en cada
estrato.

Cuando hay k estratos cada uno con diferentes poblaciones: N;, N,, ..., N,, entonces para conformar una muestra
de tamafio n tomamos n,, n,,..., n, individuos en cada estrato de modo que

n=n,+n,+..+n,
y ademas cada uno de los numeros n,, n,,..., n ha de ser proporcional a los tamafios de los estratos: N;, N,, ..., N.

Aun hay otro tipo de muestreo; el muestreo aleatorio por conglomerados, consiste en dividir previamente la
poblacién en subconjuntos o conglomerados. Se eligen a continuacién al azar algunos de estos conglomerados.
La muestra se conforma eligiendo muestras aleatorias simples en los conglomerados escogidos.
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Ejemplo

8. En un colegio hay 1500 estudiantes: 600 en Primaria, 500 en la ESO y 400 en Bachillerato. Se quiere extraer una

muestra de 50 estudiantes para realizar un estudio, ;cémo se seleccionara dicha muestra?

Solucion: Hay tres estratos con poblaciones diferentes entre todos los estudiantes del colegio: N, = Primaria,
N, = ESO y N, = Bachillerato,
N+ N+ N, = 600 + 500 + 400 = 1500

Extraemos tres muestras n,, n, y n,, una en cada estrato, de manera que n, + n, + n, = 50,
y ademas n,, n,, y ny sean proporcionales a 600, 500, y 400 respectivamente. Es decir,

mo_ 50 _ 600 o M _ 50 _ g 500 _cc .
500 7500 — ™= 1500 =20 500 ~ 7800 — " =20 7500 = 166 » redondeando, 17
n, 50 400

200~ 7500 — ™= =0 1500

La muestra estaria formada por 20 de primaria, 17 de ESO y 13 de Bachillerato.

=13, 3 redondeando, 13.

(> Actividades

9. Una sociedad recreativa quiere extraer una muestra de 100 individuos entre sus socios para programar futuras
actividades. Se sabe que los socios se reparten en tres estratos: 800 nifios y jévenes, 3500 adultos en edad

laboral y 1800 jubilados. ; Cémo se seleccionara dicha muestra?

2.2. Parametros y estadisticos

Llamamos estimacion al procedimiento por el cual los resultados de la muestra permiten deducir resultados

relativos al total de la poblacion.

El valor desconocido de una poblacion, que estimamos a partir de una muestra, se llama parametro poblacional.
Los parametros que se suelen estimar son la media, la proporcién o porcentaje, la desviacion tipica, la varianza,
etc. Por ejemplo, el salario medio de los madrilefios es un parametro de toda la poblacion de Madrid, mientras que
el salario medio de una muestra de los madrilefios, que es un parametro de la muestra, se llama un estadistico.

Los simbolos de los parametros de la poblacion son: la media, u (se lee mu), la desviacion tipica, o (se lee
sigma), la proporcion o porcentaje, p, mientras que para los parametros de la muestra o estadisticos se utilizan los

simbolos: x , media muestral, y p para la proporcién o porcentaje.

Cuando tomamos los pardmetros de la poblacion por los estadisticos correspondientes a las muestras estamos
haciendo una estimacion por punto del pardmetro de la poblacidn; en estas estimaciones el margen de error puede
ser grande y por tanto el grado de fiabilidad, pequefio. En la unidad didactica préxima veremos que resulta mas
fiable establecer un intervalo en el que se encuentre el parametro poblacional buscado. Este tipo de estimacion se

llama estimacion por intervalos.
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3. Distribucion de las medias muestrales

Estamos interesados, por ejemplo, en conocer la media de los gastos mensuales en alimentacion de los hogares
de un barrio de Madrid. Tenemos, pues, una poblacion: los hogares de un barrio particular, y una variable aleatoria,
X, que asigna a cada hogar la cantidad de dinero dedicada mensualmente a la alimentacion. Queremos hallar y,
valor medio de esta variable aleatoria.

Podemos hacer una estimacion de  a partir de la media obtenida de una muestra aleatoria de la poblacion, x .
Es evidente que este valor x puede variar si tomamos otra muestra. Algo nos dice que la media X, de una muestra
determinada, no corresponde exactamente con la media u de la poblacion.

¢ Existe alguna relacion entre la media de las muestras x y la media de la poblacion u? Si existe.

Si tomamos una muestra de tamafio n de la poblacion y calculamos la media muestral, x,, a continuacion
elegimos otra muestra de tamafio ny calculamos su media obtenemos otro nimero, X,; procediendo de la misma
manera hasta elegir k muestras diferentes obtenemos una serie de k medias muestrales

Y‘l’ Yz’ YS’ ----- ) Xk

Considerando los valores de las medias muestrales como una variable aleatoria que simbolizaremos por X,
vamos a estudiar esta variable y su relacion con la variable X de los gastos mensuales en alimentacion de nuestra
poblacién.

Acesta nueva variable aleatoria X se llama variable de las medias muestrales y a la distribucion de los valores
de X sobre el conjunto de las muestras de tamafio n se llama distribucion de las medias muestrales. Esta
variable X tiene una media iy y una desviacion tipica que simbolizamos por ay. ¢ Qué relacion existe entre uyy
0Oy con 'y g, media y desviacion tipica de toda la poblacién?

Se pueden demostrar las afirmaciones que siguen.

19) Si la variabng sigue una distribucion normal, N(u,0), entonces la variable aleatoria de la medias
muestrales, X, sigue también una distribucién nor@al N(p,i). Es decir, tiene la misma media que
X, Ux =M, y su desviacion tipica es menor, oy = W . Jn

2%) Sila variable X sigue una distribucion desconocida o no es normal, y el tamafio de la muestra n = 30,

entonces X sigue también una distribucion normal N(u, -2 ).

Jn

En la demostracion de la segunda afirmacion se emplea el llamado Teorema Central del Limite, uno de los
resultados mas importantes en estadistica. Este teorema, cuyo contenido escapa de este Curso, pone de relieve
la importancia de la distribucién normal, que aparece asociada a cualquier distribucidn, tanto si es normal como
sino lo es, dado que la distribucion de las medias muestrales se aproxima siempre a una distribucion normal.

Las dos afirmaciones anteriores se pueden resumir de la forma siguiente:

Si X es N(u,o) = X es N(u,==).

Jn

Si X no es normal o es desconocida = X es N(u,~~—

Jn

), cuando n > 30.

¢ Qué ocurre cuando n < 30?7 Bueno, cuando las muestras son pequefias, las cosas se complican un poco més,
no mucho, pero no es un objetivo de este curso.
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Ejemplos

9. En un servicio de atencion al cliente, el tiempo de espera hasta recibir atencion es una variable aleatoria normal
de media 10 minutos y desviacion tipica 2 minutos. Se toman muestras aleatorias del tiempo de espera de los clientes
que llegan un dia concreto. Se pide:

a) ¢Cual es la probabilidad de que el tiempo medio de espera de una muestra de 25 clientes no supere los 9 minutos?

b) ¢Cual es la distribucién de la media muestral, al tomar muestras aleatorias de 64 clientes? Especificar sus parametros.

Solucion: a) Las muestras de cualquier tamafio n, mayor 0 menor que 30, de una poblacion N(u,0) se distribu-

yen segun la normal N(u,i

Jn

X de las medias muestrales es una normal N(10, 2/+/25) o N(10, 2/5). En consecuencia, tenemos que calcular:

) . En este caso, n =25 y X es una normal N(10,2); por lo que la distribucion de

Z _ol_p| X=10 _9-10 v e _
P[X<9:|_P{ T 2/5} P[Z <-2,5]=1-P[Z <2,5]=1-0,9938 = 0,0062.

b) Sin =64 lavariable aleatoria de las medias muestrales se distribuye segtn la normal N(10; 2/v/64 ) o N(10; 0,25),
es decir,con =10y 0=0,25.

10. Se admite que el perimetro craneal de una cierta especie animal sigue una distribucién normal con ¢ = 12,8 cm.
Se toma una muestra de 10 individuos al azar, ¢cuél es la probabilidad de que la media de la muestra, X, difiera
de p, media poblacional, 4,5 cm?

Solucion:

Como X se distribuye segtin una normal N(u; 12,8), X se distribuye segun la normal N(u; 12,8/~/10 ), indepen-

dientemente del tamafio de la muestra. Tenemos que calcular P[IX —ul] = 4,5. Dividiendo por —— e %
n

tipificamos la variable y tenemos

{IX ul 45

P A 128/J_} D |> 128/J_} P[|2|>111]=2-PIZ <~1,11=211-0,8865] = 20.1335=0,267.

11. Se ha registrado el peso de los recién nacidos de una maternidad durante un afio y se ha observado que se distribuyen
con media u = 3250 g y desviacion tipica o = 250 g. ¢, Cual es la probabilidad de que la media de una muestra de
100 recién nacidos sea superior a 3300 g?

Solucion:

Desconocemos la naturaleza de la distribucion de la variable X, que nos da los pesos de los recién nacidos, pero
como el tamafio de la muestra es n = 100, mayor que 30, entonces la variable X sigue una distribucion

250
normal N(3250, N(3250, 25). Tenemos que calcular
( roo) ( ). q
S ol X—3250 _ 3300-3250 | _
P[X>3300]_P[ T }—P[Z>2]—0,0228.
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12. En un examen tipo test de 100 preguntas, calificado a punto por pregunta correcta, las calificaciones se distribuyen
con media u = 65 puntos y desviacion tipica o = 14 puntos. Calcula la probabilidad de que una muestra de 50
examenes elegidos al azar tenga nota media superior a 70 puntos.

Solucion:

Desconocemos la naturaleza de la distribucion de la variable X, que nos da las calificaciones de los examenes, pero
como el tamafio de la muestra es n = 50, mayor que 30, entonces la variable sigue una distribucién normal
N(65; 14/v/50 ) = N(65; 1,97).

Tenemos que calcular

X—-65_70-65

P[X>70]= P[—m? >5r

}:P[Z >2,53] =1-P[Z <2,53] = 0,0057.

(&> Actividades

10. Se supone que la vida de las bombillas de un determinado tipo sigue una distribucién normal de media 1000 horas
y desviacion tipica 60 horas. Se toma una muestra al azar de 225 bombillas y se calcula la media. ¢ Cual es la
probabilidad de que esta media sea menor que 996 horas?

1
1
1
1
1
1
1
1
1
| 11. Las calificaciones del alumnado de una prueba de acceso a la universidad se distribuyen con media y =56y
! desviacién tipica 0 = 2,8. Si se elige una muestra de 40 individuos presentados a la prueba, 4cual es la probabilidad
! de que la media de la muestra sea menor que 5?
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
L

12. Calcula la probabilidad de que al extraer una muestra de tamafio 60 de una poblacion que se distribuye normalmente
segun N(12, 5) la media de la muestra esté comprendida entre 10 y 14.

13. El coeficiente intelectual de los alumnos de una determinada universidad sigue una normal N(95, 28). a) Calcula la
probabilidad de que una muestra de 64 alumnos tenga un coeficiente intelectual medio inferior a 92. b) Calcula la
probabilidad de que la misma muestra tenga un coeficiente intelectual superior a 100.

DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS

Supongamos que queremos estudiar una caracteristica en dos poblaciones diferentes, digamos la altura del
alumnado en dos colegios. En el primer colegio, la variable aleatoria X;, asigna un valor a la altura de cada alumno-na,
tiene media u, y desviacién tipica o,. En el segundo colegio, la variable aleatoria X,, que nos da la estatura del
alumnado, tiene media 1, y desviacion tipica o,, no necesariamente iguales a la anterior.

Sabemos que la variable X, de las medias muestrales de X, de tamafio n,, si n, es suficiente grande o X, es

21 Es decir, X, esuna Ny, ZL),

T N

Del mismo modo, la variable de la medias muestrales X,, de tamafio n,, de la variable X, si n, es grande o X,

normal, sigue una distribucion normal de media y, y desviacion tipica

(o}
es normal, es una N(u,, —= ).

I
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Imaginemos que tomamos una muestra del primer colegio y otra en el segundo colegio y calculamos la diferencia
de las dos medias muestrales. Si repetimos la operacién varias veces, obtenemos una serie de nimeros que

corresponden a los valores de una nueva variable aleatoria que simbolizamos por X, - X,.

¢ Como se distribuye Z - YZ? Pues ocurre que Z - Yz se distribuye como una normal de media -, y

2 2 2 2
L ;o (o} (o} v v (o) o
desviacion tipica /n—1+n—2; en una palabra, X, - X, es una N(u- u,, n—‘+n—2 ). Esto es o que se
1 2

1 2
conoce como la distribucion de la diferencia de dos medias muestrales.

En la Unidad 10 emplearemos la variable Z - 72 y su distribucion para comparar medias de dos poblaciones

independientes.

Ejemplo

13. Se sabe que el peso de todos los nifios de 5° curso en un colegio de primaria sigue una distribucién normal de

media u, =45kg.y 0,= 7,5 kg., mientras que el peso de las nifias, del mismo nivel educativo, se distribuye tam-
bién normalmente con media u,= 40 kg.y g, =6,9 kg. Sila variable?1 nos da las medias muestrales del peso de
las muestras de 20 nifios sz las medias muestrales de muestras de 18 nifias, hallar la probabilidad de que el peso
medio de una muestra de nifios supere en 5 kg. 0 mas al peso medio de una muestra de las nifias.

Solucion:

Sabemos que py, =45kg.y 0,=7,5kg.,y que u,=40kg.y o0, =6,9 kg. Ademas, n,= 20y n, = 18 y queremos
calcular la probabilidad siguiente:

PIX, - X, > 5]

- 2 2
Sabemos que X, — X, es una N(u, —u,, iy c;—2). En este caso es una N(5; 2,3). Por tanto:
n1 n2

X,=X,=5_5-5

P[X. — X, >5]=P
[121{2’3 23

}=P[ZZO] =1-P[Z <0]=0,5, es decir, el 50%.

(> Actividades

14. Las lamparas de bajo consumo de la marca A tienen una vida media de 12000 horas y una desviacion tipica de

450 horas, mientras que las ldamparas del mismo tipo de la marca B tienen una vida media de 11200 horas con una
desviacion de 650 horas. Hallar la probabilidad de que una muestra de 36 lamparas de la marca A tenga una vida
media superior en mas de 500 horas a la vida media de una muestra de 40 lamparas de la marca B.
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4. Distribucion de proporciones muestrales

Si al hacer el estudio de una caracteristica de una poblacién nos encontramos que la variable Unicamente puede
tomar dos valores: éxito o fracaso, la poblacion que tratamos de estudiar sigue una distribucion binomial, pero
cuando el numero de pruebas es grande esta binomial se puede aproximar por una normal.

Consideremos entonces una poblacion numerosa de N individuos; por ejemplo, todos los profesores de matematicas
de la Comunidad de Madrid y una caracteristica: ser sequidor del Atlético de Madrid ; e interroguemos a cada profesor
si es ,0 no, seguidor del Atlético. Sea n, el nimero de respuestas afirmativas, entonces el cociente

nos da la proporcion poblacional o porcentaje poblacional de seguidores del Atlético entre los profesores de
matematicas madrilefios.

Imaginemos que de la mencionada poblacion tomamos una muestra de tamafio n, llamémosle M,, y calculemos
la proporcion de atléticos: p, = # . Si a continuacioén obtenemos todas las muestras posibles, de tamafio n,

. i n n n o
M,, M;, M,,..., entonces veremos que las proporciones de atléticos p, = 72 p, = 73 p, = 7“ ... variaran de una

muestra a ofra.

Todas estas proporciones p;, p,, Ps, ...S0N vValores de una nueva variable aleatoria que llamaremos proporcion
muestral y simbolizaremos por p. Esta variable a su vez tendra una media i, y una desviacion tipica g,. ¢ Qué
relacion tienen la media y la desviacién tipica de la proporcion muestral con la proporcidn poblacional p?

Bueno, pues se puede demostrar la siguiente afirmacién para la distribucion de las proporciones muestrales:

Si una poblacién numerosa tiene una proporcion poblacional p de una determinada caracteristica, entonces
la variable aleatoria p, de las proporciones muestrales extraidas de esa poblacién, cuando el tamafio de
la muestra es suficientemente grande n = 30, se aproxima a una distribucién normal de media

M= p y desviacion tipica o, = M p(1; D) )

; es decir, p se distribuye casi segiin una N ( p,
Ejemplos

14. En una empresa fuma el 40% de sus trabajadores. Si elegimos una muestra de 30 personas, ¢,cuél es la probabilidad
de que la proporcion de fumadores en la muestra sea mayor que el 50%?

Solucion:
La muestra es de tamafio n = 30 y la proporcién poblacional de fumadores es p = 0,4, luego p es una normal

0,4-0,6
30

N(0,4; }: N(0,4; 0,089).
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Tenemos que calcular:

. | p-04_05-04| 05-047 . _
P[p>0,5]—P{O,O89 Yo }_P[b o }—P[Z>1,12]—1 P[Z <1,12] = 0,1314.

15. En unas elecciones municipales la lista del alcalde salié con el 35% de los votos. Si antes de las elecciones se
hubiese hecho un sondeo con una muestra de 400 vecinos, ¢ cual hubiera sido, de mantenerse la misma intencién
de voto, la probabilidad de obtener menos del 30% de los votos para la citada lista?

Solucion:

Tamafio de la muestra n =400 y p = 0,35, luego p sigue una distribuciéon normal

.~ [0,35-0,65 | _
N( 0,35; ,/—400 )—N(O,SS, 0,023).

Tenemos que calcular:

- _plp=035_03-035|_ 0,057 _proy_ o414 o nome
P[p<o,3]_l{ B o -'—P[Z<—0,023}—P[Z< 217 =1-P[Z <2,17] =1-0,985=0,015.

Solo en el 1,5% de las muestras se obtendria menos del 30% de los votos.

(> Actividades

15. En una determinada poblacién el 20% de sus habitantes usa gafas graduadas. Tomamos una muestra de 256
personas, ¢ cual es la probabilidad de que el porcentaje de personas de la muestra que usan gafas graduadas esté
entre el 15% y el 25%7?

16. Una vacuna contra cierta enfermedad inmuniza al 95% de las personas que se la ponen. Si elegimos una muestra
de 64 personas, ¢ cual es la probabilidad de que la proporcion de gente inmunizada al ponerse la vacuna sea menor
que el 92%?

17. Se sabe que el 30% de los estudiantes de una universidad no hace nunca botellén. Se toma una muestra de 200
estudiantes de esa universidad y se pide calcular la probabilidad de que mas de las tres cuartas partes de los
estudiantes de la muestra haga alguna vez botellon.

Distribucion de la diferencia de proporciones

Supongamos que en un colegio el porcentaje de alumnado con miopia es p, y en otro colegio es p,. Simbolizamos
por p, la variable aleatoria de las proporciones muestrales en el primer colegio y p, la variable aleatoria de las
proporciones muestrales en el segundo. Sabemos que si el tamafio de las muestras, digamos n, y n,, son grandes

entonces p, es una N(p;, M) v B, esuna N(p,, p,(1-p,) )

n, n,
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Imaginemos que tomamos una muestra en el primer colegio y otra en el segundo colegio y calculamos la
diferencia entre las proporciones muestrales. Repitiendo la operacion una serie de veces, obtenemos un conjunto
de niimeros que corresponden a los valores de una nueva variable que simbolizamos por p, - p, . Y, como en el
apartado 3.1, nos preguntamos como se distribuye esta nueva variable. Pues bien, sucede que p, - p, , distribucion
de la diferencia de dos proporciones muestrales, se distribuye como una normal de media p, - p, y desviacién

tipica \/P1(1—P1) +\/p2(1—p2) ; s decir, fy - f,es una N(p, = p,, \/p1(1—p1) +\/p2(1—p2))'
n, n, n n

En la proxima unidad didactica haremos uso de la variable p, - p, para comparar la proporcion de individuos
con una determinada caracteristica en dos poblaciones independientes.

Ejemplos

16. En cierta universidad el porcentaje de mujeres matriculadas que superan las pruebas de acceso es el 85%, mientras
que el de hombres es el 81%. Si tomamos una muestra de 40 mujeres y otra de 35 hombres entre los matriculados
en las pruebas de acceso, ¢ cuél es la probabilidad de que la proporcién muestral de mujeres aprobadas supere
como minimo en un 5% al de hombres aprobados?

Solucion:

Sabemos que p, =85% =0,85y p, =81% = 0,81; ademas, n,= 40y n, = 35 y queremos calcular la probabilidad
siguiente:

Plp, - p, > 0,05]

A A 1- 1-
Sabemos que p, —p, es una N(p, —pz,\/m P +\/p2( Pa) ). En este caso es una N(0,04; 0,123). Por tanto
n n,

>—— |=P[Z>0,81]=
0,123 0,123

PIp, ~ P, >o,05]:/{"1 ~P. 00 0’05‘0’04}/:[2 00’1(;13

=P[Z<0,81]=1-P[Z <0,81] = 0,209.

(> Actividades

18. Una méaquina produce 12 articulos cada hora de los que 3 salen con algun defecto. En la misma fabrica disponen
de otra maquina que produce los mismos articulos, pero a un ritmo de 10 cada hora y de los que sélo 2 presentan
algun defecto. Se toman muestras de 40 articulos de cada maquina y se pide:

del 10% a los defectuosos fabricados por la segunda?

b) ¢Cual la probabilidad de que la proporcién de articulos defectuosos de la segunda exceda en mas del 5% a los

" 1
I I
I I
1 I
I I
I I
1 I
! I
: a) ¢ Cual es la probabilidad de que la proporcién de articulos defectuosos de la primer maquina exceda en mas |
I
I I
I I
I I
! I
I de la primera? :
I

L J
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v Distribucion binomial de n pruebas con probabilidad de éxito p, simbolicamente se expresa asi:

n

B(n, p), P[X =x] =(XJ-p’ (1=p)"™.
v Distribucion normal de media 1 y desviacién tipica o, N( o), es la
probabilidad de que X tome un valor menor o igual que x, P[X < x], y
corresponde al area de la region sombreada en la figura. El calculo de

__/
esa area se hace mediante una integral definida y todas estas areas

estan tabuladas para N(0,1). Hallamos P[ X < x] cambiando la variable X por Z, que es N(0,1), y donde Z = 2]
(e}

y, por tanto: P[ X < x] =P[Xlgxl}=P[Zs Xy }
(02

(o) (o)

)
7
tanto si X es normal como si no lo es, aunque en este Ultimo caso es preciso que el tamafio de la muestra sea
mayor o igual que 30.

v Lavariable aleatoria X de las medias muestrales de una variable X sigue una distribucién normal N(g,

v Lavariable aleatoria X1— X: de la diferencia de las medias muestrales se distribuye como una normal de media

2 2 2 2
Y ST (o) o R (o) O
L, —u, y desviacion tipica , |[—+—%; es decir, es una N(u, — pt,, [—+—%).
n1 n2 n1 n2

v La variable aleatoria p de las proporciones muestrales extraidas de una poblacién, cuando el tamafio de la mues-

n

tra es n > 30, se distribuye casi segun una N(p,

v Lavariable aleatoria de la diferencia de proporciones ﬁ1 - /52 es una N(p, —p,, \/

p,(1—p;) +\/p2(1_p2))_

n N,
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Tabla de la distribuciéon normal, N(0,1)

z 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 05000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
02 | 05793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
03 | 06179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 | 06554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 | 06915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
06 | 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 | 0,7580 0,761 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,779 0,7823 0,7852
08 | 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
09 | 08159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 | 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
11 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 | 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 | 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 09177
14 | 09192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 | 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,939%4 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 | 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 09713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
20 | 09772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 | 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 | 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,991 0,9913 0,9916
24 | 09918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
25 | 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 | 09953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 | 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 | 09974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 | 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 | 09987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
31 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 | 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 | 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
34 | 09997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
35 | 09998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
36 | 09998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,7 | 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
38 | 09999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Inferencia estadistica.

e proyecta crear un centro comercial en una
ciudad, como el de la foto, y se quiere saber
el poder adquisitivo de los habitantes de la
ciudad, dato que influira en el tamafio del centro
comercial. Se establece una variable aleatoria X que
indica el salario mensual de las personas mayores de
edad en la ciudad. Se supone que X sigue una distri-
bucién normal, pero se ignora cual es su media, y, y su
desviacion tipica, o, para disponer de un modelo
completamente determinado de la distribucion de X con
el que poder hacer calculos de probabilidad del poder
adquisitivo, predicciones de consumo, etc.

Intervalo de confianza y
contraste de hipotesis

El modo de conocer, o mejor dicho, de ajustar los
parametros, yy o, de la distribucion de la variable
aleatoria X es extrayendo una muestra. Estimar un |
parametro consiste en obtener una aproximacion de su e Vista general de la zona cubierta del barrio Chinatown de

, Singapur (ISFTIC. Banco de imagenes)
valor basandose en los datos de la muestra.

Hay tres cosas que se pueden hacer para ajustar el valor del parametro de una poblacién: a)
estimar el parametro desconocido por un niumero que se obtiene en funcién de los datos de la
muestra (esto se llama estimacién por punto o puntual); b) determinar un intervalo al cual es
muy probable que pertenezca el parametro (esto se llama estimacion por intervalo de confianza);
c¢) aventurar, a modo de hipétesis, un numero como valor del parametro buscado y contrastar con
datos de la muestra si éstos apoyan o rechazan la hipétesis formulada.

Esta Unidad didactica tiene como objetivos los siguientes:

1. Construir intervalos de confianza para la media y la proporcion.

2. Calcular el tamano de la muestra para que el margen de error sea menor que una cantidad
prefijada.

3. Contrastar las hipétesis sobre los valores de la media.

4. Contrastar hipotesis sobre los valores de la proporcion.
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Estimacién puntual

Contraste de hipdtesis

Estimacion por intervalos
muestra
Para la media
Para la media Para la proporcion
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Para la diferencia de medias proporcion
Para la diferencia de proporciones
1. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA . ... ittt sttt ittt ae et i a s eannnannns 202
1.1, Tamafo de 1@ MUESTIA . . . ... e ettt e e e e e e e e e 204
1.2. Intervalo de confianza para la media de una distribucién normal con 0 desconOGida . . . .. .. ...ttt e 207
2. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA PROPORCION .. ... ttittitttttte tte ettt et et e et e e e e et e e e et e e e e aeaaens 209
3. CONTRASTE DE HIPOTESIS PARA LA MEDIA .. ..ottt ettt tateate e e e et e et e et et e et e e et e et et et e et e e e aeaaens 212
3.1, Contraste bilateral . .. ... 212
3.2. Contraste unilateral por la izQUIrda . . .. ... . ... i e e 215
3.3. Contraste unilateral porla derecha . .. ... .. ... e 217
3.4. Contraste de hipotesis para la media con 0 deSCON0GCIAA . . . . .. .ottt ittt et e e e e 218
4. CONTRASTE DE HIPOTESIS PARA LA PROPORCION .. ..ttt et ittt et et e e e e et e et et e et e e e e et e et e e e eaas 219
5. COMPARACION DE DOS MEDIAS .. .. .tittittttettttee et et e et e et e e e et e et et e e e e et et e e e e e e e e e aenens 222
6. COMPARACIONES DE DOS PROPORCIONES . ... ... ..ttt ittt tet sttt ar e snanennasanenensennnns 224

201 ‘ ’




INFERENCIA ESTADISTICA. INTERVALO DE CONFIANZA'Y CONTRASTE DE HIPOTESIS

1. Intervalo de confianza para la media

Es muy improbable que la media poblacional, u, coincida con el valor medio de una muestra X (estimacion
puntual); sin embargo, es mas interesante determinar un intervalo centrado en la media muestral, de modo que
el valor desconocido de u se encuentre en dicho intervalo con una probabilidad tan grande como deseemos. A
esta probabilidad la llamamos nivel de confianza, y la simbolizamos por 1 — a , mientras que a « la denomina-
mos nivel de significacion o nivel de riesgo.

Concretando, tenemos que buscar un niimero ¢, de modo que u pertenezca al intervalo (X ¢, X + ¢) con pro-
babilidad 1 - «; es decir, que cumpla que:

P[)_(—c<u <)_(+c]:1—a.
Despejando ¢ en las desigualdades del corchete anterior,
X—c<u=X-u<ec,
p<X+c=-c<X-u,
podemos escribir la probabilidad as:
P[—C<)_(—,u <C]:1—a ,
y empleando el valor absoluto queda:

P[|)_(—u|<c}:1—a.

Suponiendo que conocemos g, dado X que se distribuye segun una N(u,%), al dividir la desigualdad
n

por o//n tipificamos la variable X,

X-n| ¢ c
P|——<——= |=P||Z|<—F—= |=1-«a
L/Jﬁ o/ﬁ] e
donde Zes la N(0,1). Buscamos en las tablas el valor de ¢ correspondiente a la probabilidad 1-«a y lla-

c/<n

C .
mamos a ese valor z,,,, =— =, despejando ¢ obtenemos
a/~n

_ Za/z He2
Jn
iQuéesz,,?
Es el valor de una abscisa de la N(0, 1) que deja a su derecha

un area de probabilidad /2.

En consecuencia, el intervalo buscado es

- Z,0 — Z ,0
X _ /2 X + a2
\/E ,

202




4p

que obviamente depende de la probabilidad elegida. Se trata, por tanto, de un intervalo centrado en la media de
la muestra tomada, X, y de radio Zup O

Jn

y es la maxima diferencia que puede existir entre u y la media de la muestra elegida, X, para un nivel de con-
fianza 1 — a. Se simboliza por

. Este radio del intervalo de confianza se denomina error maximo,

E: Za/z‘G

Jn

y de la simple observacién de esta férmula vemos que al aumentar el tamafio de la muestra, n, disminuye el error
E; mientras que al aumentar el nivel de confianza, aumenta z,,, y por tanto el error cometido.

Ejemplo
1. En un laboratorio se obtuvieron 6 estimaciones de PH de una solucién con los resultados siguientes:
791 794 790 793 789 791

Se supone que la poblacién de todas las determinaciones del PH de la solucién tiene una distribucién normal de
media desconocida y desviacién tipica 0,02.

a) Determinese un intervalo de confianza al 98% para la media de todas las determinaciones del PH de la misma
solucion obtenidas con el mismo método.

b) Con el mismo nivel de confianza anterior, ;cual debe ser el tamafio minimo de la muestra para que la ampli-
tud del intervalo de confianza sea a lo sumo 0,017

Solucién:
La variable aleatoria X es el PH de la solucion que se distribuye normalmente segin la N(u; 0,02).
a) Determinamos el intervalo de confianza al 98% para la media. Sabemos que
nivel de confianza =1 - a = 98% = 0,98.

Tenemos que hallar c tal que_P[|Y— Ul < c] =0,98. Ademas conocemos que se distribuye seglin una normal
N(u; 0,02/V6). Tipificamos X

i B
0,02/v6 ~0,02/6 | / 02/6 |
Llamamos z,, / 7 y buscamos en las tablas de la N(0,1) el valor de z, ,,, que corresponde a la abscisa
(e

de la N(0,1) que vemos en la figura

(1-0,98/2)= 0,01

y que calculamos de la misma figura sabiendo que

P[Z<z,,]=0,01+0,98=0,99.
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INFERENCIA ESTADISTICA. INTERVALO DE CONFIANZA Y CONTRASTE DE HIPOTESIS

En las tablas de la N(0, 1) leemos z_, = 2,33, entonces 2,33 :;,
( ) /2 0,02/\/6
. 2,33-0,02
despejando ¢ obtenemos ¢ ==———==0,019
>l 76

Como la media de la muestra es

e 7,91+7,94+7,90;7,93+7,89+7,91 ~701

podemos escribir el intervalo buscado

[)‘(-Z“/Z'G X+2427 1 (7.01-0,019; 7,91+0,019) = (7,891, 7,929)
\/ﬁ ) \/E - ] ) ) ) ) - ) ) ) 0

Esto significa que el 98% de las muestras de tamafio 6 tienen una media muestral que difiere o dista de la
media poblacional menos que 0,019.

b) Este apartado lo resolveremos en el primer ejemplo del epigrafe siguiente.

(> Actividades

1. Ladesviacion tipica de una variable aleatoria es 0 = 6. Para estimar la media de dicha variable se extrae una muestra
de tamafio 100 y se obtiene una media muestral X = 100. Construir un intervalo de confianza del 95% para estimar
la media  de la poblacién.

2. Laduracion de las llamadas de teléfono, en una oficina comercial, sigue una distribucién normal con desviacion tipica
10 segundos. Se toma una muestra de 50 llamadas y la duracién media de las llamadas de esa muestra es 35
segundos. Calcular el intervalo de confianza al 99% para la duracién media de las llamadas.

3. Se supone que los gastos corrientes por empleado de los distintos departamentos de una empresa siguen una
distribucién normal con desviacién tipica 450 euros. De los datos disponibles para 16 departamentos se ha obtenido
un gasto medio de 1650 euros. Determinese un intervalo de confianza al 99% para el gasto corriente medio por
empleado en la empresa.

4. Se probaron 10 automdviles, escogidos aleatoriamente de una misma marca y modelo, por conductores con la misma
forma de conducir y en carreteras similares. Se obtuvo que el consumo medio de gasolina, en litros, por cada 100
kilémetros fue de 6,5. Estudios previos indican que el consumo de gasolina tiene una distribucién normal de desviacion
tipica 2 litros. Determinar un intervalo de confianza al 95% para la media del consumo de gasolina de estos automdviles.

1.1. Tamano de la muestra

Otro problema relacionado con el intervalo de confianza es: ¢ cual debe ser el tamafio de la muestra para que
con un nivel de confianza determinado 90%, 95%, 99% u otro, la diferencia entre la media muestral y la media
poblacional sea menor que un valor fijo? O, lo que es lo mismo, ¢, cuél debe ser el tamafio de la muestra para que
con un nivel de confianza establecido el error maximo cometido sea menor que una cantidad dada?
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En los problemas del intervalo de confianza nos dan el nivel de confianza, el tamafio de la muestra y nos piden
hallar la diferencia (el error) entre la media poblacional y la media muestral. En los problemas de tamafio de la
muestra nos dan el nivel de confianza, la diferencia méaxima entre X y u, es decir, el error maximo admitido, y
tenemos que hallar el tamafio de la muestra. En la practica, Unicamente tenemos que despejar n en la férmula
del error maximo

2
Z,,'C Z,,'C Z,,C
E: af2 :>\/H: a2 —n= af2
7 E E

Ejemplos
2. Ahora resolvemos el apartado b) del problema del ejemplo 1, que habia quedado pendiente.

b) Con el mismo nivel de confianza, ¢cuél debe ser el tamafio minimo de la muestra para que la amplitud del intervalo
de confianza o radio o error maximo sea a lo sumo 0,017?

Solucién:
En la formula del error méximo despejamos n:

2
Z,C Z,0 Z,0
E=C12" s p="2 7 p=| o2 .
JE E E

Recordamos que 0= 0,02y que 1 — o = 98% = 0,98 por lo que z,,, = 2,33, como hemos visto en el apartado
a), y ademas queremos hallar el tamafio de la muestra, n, para que a lo sumo el error sea E = 0,01, es decir,

z,0 z,,0
2 <0,01=Jn>22 .

n 0,01

2 2
Z,,- )
Sustituyendo en la formula, n :( “/ZE o ) , resulta n :(%) =21,715.

Como ha de ser n > 21, entonces el tamafio minimo de la muestra es n = 22.

3. El tiempo de vida de una clase de depuradoras de agua utilizadas en una planta industrial se distribuye normal-
mente, con una desviacién tipica de 2000 horas. En un ensayo realizado con una muestra aleatoria de 9 depura-
doras, se obtuvieron los siguientes tiempos de vida en miles de horas

95 10 75 105 165 10 12 32 18
a) Hallese un intervalo de confianza al 99% para la vida media de las depuradoras.

b) Calculese el tamafio minimo que deberia tener la muestra, en el caso de admitir un error méximo de 500 horas,
con un grado de confianza del 95%.

Solucion:

La variable X es el tiempo de vida de las depuradoras que se distribuye segin una N(u, 2000). Vamos a resolver
este problema de una manera mas directa que en el ejemplo 1.

a) Elintervalo de confianza para la media viene dado por la expresion:

)—(_Za/z‘G )—(_l_za/z‘g
N Jn

205 ‘ ’




INFERENCIA ESTADISTICA. INTERVALO DE CONFIANZA'Y CONTRASTE DE HIPOTESIS

Vamos a calcular cada uno de ingredientes de la expresién anterior. Como 1-a = 99% = 0,99, entonces de
P[{Z<z,,] =0,005+ 0,99 = 0,995 y obtenemos en las tablas que z,, = 2,575; ademas, ¢ = 2000 horas, el
tamafio de lamuestran=9 y

X= 9’5+10+7’5+10’5+;6’5+10+12+32+18 =14, en miles de horas, X = 14000 horas.

Sustituyendo en la expresion del intervalo de confianza queda

Jn ' n NG NG
= (12283,33, 15716,67).

- Z = Z.5° . .
[x- a2 @ 5 Lot G}KMOOO_M’MOWM} (14000~ 1716,67, 14000-+1716,67) =

Esto significa que el 99% de las muestras de tamafio 9 tienen una media muestral que difiere o dista de la
media poblacional menos que 1716,66 horas.

b) En la formula del error maximo despejamos n:

2
gofer® :x/ﬁ:z“/z i :nz(z‘“ﬁ}

N E E

Recordamos que ¢ = 2000 horas, ahora el grado de confianza o nivel de confianza es 1 — o = 95% = 0,95 por
lo que de P[Z<z,,,] = 0,025 + 0,95 = 0,975, obtenemos que z,,,= 1,96. Queremos hallar el tamafio de la
muestra, n, para que el error maximo admitido sea E = 500 horas. Sustituyendo en la ultima férmula,

2
Z - . 2
n:( a/2 GJ ,resultan:(1’96 2000) =61,46.

E 500

El tamafio minimo de la muestra es n = 62.

(> Actividades

5. Se estima que el tiempo de reaccién de un conductor ante un obstaculo imprevisto tiene una distribucion normal con
desviacion tipica 0,05 segundos. Si se quiere conseguir que el error de estimacion de la media no supere los 0,01
segundos con un nivel de confianza del 99%, ¢qué tamafio minimo ha de tener la muestra de tiempos de reaccion?

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
| 6. Sesabe que la estatura de los individuos de una poblacion es una variable aleatoria que sigue una distribucién normal i
i con desviacion tipica 6 cm. Se toma una muestra de 225 individuos que dan una media de 176 cm. i
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

a) Obténgase un intervalo con 99% de confianza para la estatura media de la poblacion.

b) Calcule el tamafio minimo de la muestra para estimar la estatura media de la poblacion con un error inferior a
1 cmy un nivel de confianza del 95%.



7. El precio de ciertos electrodomésticos puede considerarse una variable aleatoria con distribucion normal de desviacion
tipica 100 euros. Los precios en euros correspondientes a una muestra de 9 de estos electrodomésticos son:

255 85 120 290 80 80 275 290 135
a) Construir un intervalo de confianza al 98% para la media poblacional.

b) Hallar el tamafio minimo que debe tener la muestra, para que con un nivel de confianza del 99%, el error de

estimacién del precio medio no supere los 50 euros.

8. El peso de los perros adultos de una cierta raza es una variable aleatoria que se distribuye normalmente con

desviacion tipica 0,6 kg. Una muestra aleatoria de 30 animales ha dado un peso medio de 7,4 kg.

b) ¢Qué tamafio minimo debe tener la muestra para tener una confianza del 95% de que la media muestral no

se diferencie en mas de 0,3 kg de la media de la poblacién?

9. Se sabe que los estudiantes de cierta universidad duermen un nimero de horas diarias que se distribuye segin

una ley Normal de media u y desviacion tipica ¢ = 2 horas.

a) Apartir de una muestra de 64 alumnos se ha obtenido el intervalo de confianza (7,26; 8,14) para la media de

horas de suefio. Determinar el nivel de confianza con que se ha construido dicho intervalo.

b) Determinar el tamafio muestral minimo necesario para que el error que se cometa al estimar la media de la
poblacién por un intervalo de confianza sea, como maximo, de 0,75 horas con un nivel de confianza del 98%.

| &
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
: a) Hallese un intervalo de confianza al 99% para el peso medio de los perros adultos de esta raza.
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[ 5

1.2. Intervalo de confianza para la media de una
distribucion normal con o desconocida

En el desarrollo anterior hemos supuesto que la desviacion tipica o es conocida, claro que alguien puede pensar,
¢,c6mo es posible conocer ¢ sin conocer y?

Cuando se desconoce el valor de la desviacion tipica poblacional, o, ésta se puede estimar por la cuasi

desviacion tipica muestral cuya formula es S = y que a veces se llama simplemente desviacion

tipica muestral, y que en algunas calculadoras se halla con la tecla[g, ]. Cuando hacemos una estimacion puntual
de la o desconocida por la cuasi desviacion tipica muestral, S, el tamafio de la muestra ha de ser grande (n = 30)
porque si n es menor que 30 al tipificar la variable X obtenemos

X-u
S//n

Esta variable tipificada no sigue una distribucion normal N(0,1) sino una distribucién t de Student que no es
objetivo de este curso.

Resumiendo: cuando n es grande y desconocemos ¢, podemos estimar la desviacion tipica poblacional por
la cuasi desviacién tipica muestral (o simplemente desviacion tipica muestral), S, como se muestra en el siguiente
ejemplo.
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Ejemplos

4. Se ha registrado la edad de una muestra de 200 personas que hacian la compra en un supermercado, y se ha

encontrado que la media de edad es 45,3 afios, con una desviacion tipica muestral de 16,8 afios. Determinar un
intervalo de confianza, con un nivel de significacion del 5%, para la edad media de las personas que hacen sus
compras en ese supermercado.

Solucion:
Como ¢ es desconocida, y n = 200, la estimamos por la desviacion tipica muestral S = 16,8 afios.

El intervalo de confianza para la media viene dado por la expresién:

()_(_za/ZIG )—(_i_za/z'GJ

Jn Jn

Donde @ =0,05y 1-a=95%, de P[Z <z ] =0,025+ 0,95 = 0,975 obtenemos en las tablas que z,,= 1,96.

af2

Ademas, como X = 45,3, sustituyendo en la expresion del intervalo de confianza resulta:

— Z — Z . . .
[x- R R 6)=(45,3——1’96 168 " 45,3, 190168 16’8} (42,971; 47,628).

Jn Jn V200 +/200

(> Actividades

10. El salario medio mensual de una muestra de 100 personas de un determinado barrio ha resultado ser 1080 euros,

con una desviacién tipica muestral de 160 euros. Determinar un intervalo de confianza para el salario de los habitantes
del barrio con un nivel de confianza del 99%.

11. Se ha registrado el peso de 200 personas mayores de edad, residentes en una determinada villa, y el peso medio

ha resultado ser 85 kg, con una desviacion tipica muestral de 9 kg. Determinar un intervalo de confianza para el peso
de los habitantes de esa villa con un nivel de confianza del 95%.
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2. Intervalo de confianza para la proporcion

Sabemos que si una poblacion tiene una proporcidn poblacional p de una determinada caracteristica, entonces
la variable aleatoria p, de las proporciones muestrales, cuando n es grande, tiende a una distribucién normal de

media ;= p'y desviacion tipica g, 5 P (1n_p )

; es decir, la distribucion de p se aproxima mucho a una N(p @ ).

Se considera n grande cuando n = 30.

Conocido el valor de la proporcion p de una muestra, podemos determinar un intervalo para p, la proporcion
poblacional de la caracteristica, del mismo modo que hicimos en el caso del intervalo de confianza para la media.
Buscamos un intervalo en el que el valor desconocido de p se encuentre con una probabilidad o nivel de confianza
1-a , donde a indica el nivel de significacién.

Sin embargo, en vez de seguir el mismo camino que en la deduccién del intervalo de confianza para la media
vamos a hacer otra cosa. Se puede demostrar que si n, tamafio de la muestra, es grande, el cociente
p—p
p(1-p)
n

sigue aproximadamente una distribucién normal N(0,1); es decir, que

Pllz|<z,, |=P Mqa/z =1-a
p(1-p)

De la desigualdad del segundo corchete .

obtenemos |p

. -
e B o g PRy [BOD

Multiplicando por —1 las desigualdades anteriores cambian de sentido

pi-p) - p(1-p)
Z, - >—p+p>-2,,- .
y sumando p a todas las desigualdades se llega a f)+ Z, p(1n P) >p> p z, P(1n— p) ,
que, cambiando el orden, también se puede escribir p- Z, p(1n P) <p<p+ Z, P(1n—P)

Luego el intervalo de confianza para la proporcion cuando n es grande es aproximadamente
: lpt-p) - Ip(1-p)
[p_za/Z. T’ p+za/2. T
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Donde z,,,,, como en el caso del intervalo de confianza para
la media, es el valor de una abscisa de la N(0,1) que deja a

su derecha un area de probabilidad « /2.

0 ; Zaz

. . o . p(1—p

Se trata de un intervalo centrado en la proporcion de la muestra elegida, p, y de radio z,, - M Aeste
radio, como en el caso del intervalo para la media, se denomina error maximo; y es el error que se comete al
estimar p mediante p, y también se simboliza por

p(1-p)
n

E=Za/2‘

Como en el apartado anterior, ahora estamos en condiciones de hallar el tamafio de la muestra para la proporcion.
Conocemos el nivel de confianza, la diferencia maxima entre p y p, es decir, el error maximo admitido, y queremos
determinar el tamafio de la muestra. Esto se consigue despejando n en la férmula:

i o -
E= Z.p /M — F? z(za/z)ZM:)n z(za/z)z p(E2 p)

5. Enuna comunidad auténoma se hace una encuesta para conocer si los contribuyentes estéan a favor de la implantacién
de un nuevo impuesto. Se interroga a una muestra de 600 contribuyentes y el resultado es favorable sélo en 225
€asos.

Ejemplo

a) Con un nivel de significacion del 5% establecer un intervalo de confianza para la proporcion de contribuyentes
favorables al impuesto.

b) ¢Cual ha de ser el tamafio de la muestra para que la diferencia entre la proporcién poblacional p y |a proporcién
muestral p sea menor que 0,02, con el mismo nivel de confianza?

Solucion:

a) intervalo de confianza para la proporcién poblacional p es
- lpi-p) - Ip(1-p)
[p_za/Z. n ’ p+za/2 ’ n

Calculamos los ingredientes del intervalo de confianza: « = 5% = 0,05, 1 — « = 0,95; ademas n = 600 = 30,
p = 225/600 = 0,375y z,, lo calculamos de las tablas, sabiendo que P[Z<z,,]=0,95+0,025=0,975, y resulta
z,,=1,96. El intervalo buscado sera:

(0,375—1,96~,/%; 0,375+1,96~,/%)=(0,375—0,039; 0,375+0,039) = (0,336; 0,414).

4p
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Esto significa que el intervalo de confianza en el 95% de las muestras de tamafio 600 contiene a la proporcion
poblacional buscada; tan solo el 5% restante no contiene a dicha proporcidn. A la vista del intervalo obtenido
no parece que los ciudadanos estén muy entusiasmados con el impuesto.

~ ~

b) Debemos calcular nen la formula E =z, e _p(1n_p)

donde E = 0,02, z,, = 1,96, lo hemos calculado antes, porque el nivel de confianza 1 — & = 0,95, es el mismo
y p = 0,375. Sustituyendo y despejando n, obtenemos

0.02=196- /(’?’LHOG% 5 0,02° = 1,962 (’?’LHOG%:) n=196? % — 2250,94.

Como ha de ser n > 2250,94 el tamafio minimo de la muestra es n = 2251.

(> Actividades

12. En una comarca ganadera se quiere estimar la proporcién de ovejas que sufren una enfermedad endémica. Calcular
el tamafio de la muestra necesario para determinar esta proporcion con error menor que 0,04 para un nivel de
confianza del 95%, sabiendo que en una muestra de 30 ovejas de la comarca resultaron dos enfermas.

13. Tomada al azar una muestra de 60 estudiantes de una Universidad se encontré que un tercio hablaba inglés.

a) Hallar, con un nivel de confianza del 90%, un intervalo para estimar la proporcién de estudiantes que hablan el
idioma inglés entre los estudiantes de esa Universidad.

b) Ala vista del resultado anterior se pretende repetir la experiencia para conseguir una cota de error del 0,01
con el mismo nivel de confianza del 90%. ¢ Cuéntos individuos ha de tener la muestra?

14. En un Instituto se toma al azar una muestra de 100 estudiantes y se encuentra que sélo 22 han aprobado todas
las asignaturas en la Ultima evaluacién. Se pide hallar:

las asignaturas.

b) Ala vista del resultado anterior se decide repetir la experiencia para conseguir una cota de error del 0,03, con
el mismo nivel de confianza del 95%. ¢ Cuantos individuos ha de tener la muestra?

15. A partir de la informacién proporcionada por una muestra aleatoria de 500 familias de cierta ciudad se ha determinado
el intervalo de confianza (0,58; 0,64) con un nivel de confianza del 95% para la proporcién de familias de la ciudad
que disponen de ordenador en casa. Se pide determinar:

a) La estimacién puntual que dariamos, a partir de la informacién recogida, para la proporcion de familias en la
ciudad que disponen de ordenador en casa.

b) Elndimero minimo de familias que tendriamos que seleccionar para conseguir, con un nivel de confianza del 95%,

r 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
l a) Con un nivel de confianza del 95%, un intervalo para estimar el porcentaje de estudiantes que aprueban todas |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
! que el error maximo en la estimacion de dicha proporcion sea inferior a 0,01. !
1 1
[ o
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3. Contraste de hipotesis para la media

Otra forma de abordar el problema de estimar la media de una poblacién consiste en formular una hipétesis
sobre la media y después usar la informacion que proporciona una muestra para confirmar o rechazar dicha hipd-
tesis. Esta técnica de inferencia estadistica se conoce con el nombre de contraste de hip6tesis o test de hipote-
sis. Y, por supuesto, supondremos que estamos ante una variable aleatoria X que sigue una distribucién normal
de desviacioén tipica, ¢, conocida.

El proceso del contraste de hipétesis se realiza en los 4 pasos que indicamos a continuacion.

1. Establecer la hipétesis que provisionalmente se considera verdadera. Simbolizamos esta hipdtesis por
H,, y consiste en que u, media poblacional, tenga un valor y,; es decir,

Ho: = o

Esta H, se denomina hipétesis nula porque se parte del supuesto de que la diferencia entre el valor verdadero
de la media y su valor hipotético es cero.

La hipotesis alternativa, simbolizada por H,, podra ser de tres tipos diferentes en funcion de la naturaleza

del problema:
H, : u+ W, (contraste bilateral)

H, : u >y, (contraste unilateral por la derecha)
H, : u < W, (contraste unilateral por la izquierda)

2. Fijar el nivel de significacion «, que indica la probabilidad de rechazar H, aun siendo verdadera, o establecer
el nivel de confianza 1-«, que indica la probabilidad de aceptar H, cuando es cierta. Los valores de @ més
comunes son 5%, 1% y 10% (o 0,05, 0,01 y 0,1) ylos de 1—a, 95%,99% y 90% (o 0,95, 0,99 y 0,90).

3. Determinar la region de aceptacion para el nivel de significacion o o nivel de confianza 1 - «, de tal manera
que la probabilidad de aceptar H, cuando sea cierta coincida con 1 - «. Luego la regién de aceptacion sera
el intervalo (1, - ¢, U, +c¢) en el que el numero c verifica que:

P[|)_(—u0|<c]:1—a
Graficamente la regién de aceptacién y la regidn de rechazo serian las de la figura.

region de rechazo region de aceptacion region de rechazo

H,=C Ho Ho+C

4. Se extrae una muestra y se calcula la media muestral, X: a continuacion se comprueba si cae dentro o
fuera de la region de aceptacion. Si cae dentro se acepta H, y si no, se rechaza.

3.1. Contraste bilateral

Aparece cuando la hipbtesis alternativa es simplemente distinta de la hipétesis nula.
Paso 1. En este caso la hipotesis nula y alternativa son:

Hy 1= o
Hy: p# 1o
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Paso 2. Fijamos un nivel de significacion « 0 un nivel de confianza 1 — «

Paso 3. Determinacion de la region de aceptacion (u, — ¢, U, + ¢). El valor de c en la region de aceptacion,
para un nivel de significacion « o un nivel de confianza 1 - «, se calcula de la probabilidad:

PU)_(—,uO| <C}:1—a
Dividiendo la desigualdad del corchete por 0/ tipificamos X,

p |X ,u0| c _a,
o/dn ofdn |

Pl1Z]<

i

Buscamos en las tablas un vanr, Z,» de la N(0,1) tal que
PllZ|<z,,|=1-a

c Z,n°C .. . ,
Como z,,,, =—=, entonces ¢ = 22 y la region de aceptacion seréa:
a/n Jn

Z 5O Z 5O
Uy — /2 u + /2
0 \/ﬁ ’ 0 \/ﬁ

Paso 4. Se extrae una muestra, se calcula su media X y se comprueba si cae dentro o fuera de la region
anterior, si cae dentro aceptamos H, y si no, se rechaza.

Ejemplos

6. Los diametros de unas piezas cilindricas producidas por una maquina siguen una distribucién normal de media
desconocida y desviacién tipica o = 2 mm. Se toma una muestra de 25 piezas y se obtiene un didmetro medio de
36 mm. ¢ Se puede afirmar con un nivel de significacién de 0,01 que la media del didmetro de estas piezas es 40 mm?

Solucién:
Paso 1. La hipétesis nula es H, : p =40y la hipétesis alternativa, H, : u # 40. Estamos ante un contraste bilateral.
Paso 2. Fijamos un nivel de significacion « = 0,01 o un nivel de confianza 1 — a = 0,99.

Paso 3. Determinamos la region de aceptacion:

za/z‘G +Za/2‘6
IuO \/ﬁ ’ IuO \/ﬁ

Como « = 0,01, «/2 = 0,005 y el tamafio de la muestra n = 25, segun el gréfico y las férmulas
P[|Z<Z,,]=1-«a,
P(Z<z,,]=0,99 + 0,005 = 0,995;

0,01/2=0,005 0,01/2=0.005
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obtenemos el valor de z,,, en las tablas; resultando z,, , = 2,575; en consecuencia, la region de aceptacion

sera: 25752 2.575.2
40-% - 4042 —(38.97; 41,03).
( J25 J25 ) ( )

Paso 4. Para una muestra de tamafio n = 25 ha resultado que X = 36 mm. Es evidente que 36 no pertenece al
intervalo (38,97; 41,03), luego rechazamos H,, la media de la poblacién no es 40 mm.

. Se quiere comprobar si una maquina destinada al llenado de botellas de agua mineral ha sufrido un desajuste. Una
muestra aleatoria de 10 botellas salidas de esa maquina proporciona los siguientes datos:

049 052 051 048 053 055 049 0,50 052 0,49
Suponiendo que la cantidad de liquido que la maquina deposita en cada envase sigue una distribucion normal de

media 0,5 | y una desviacion tipica de 0,02 |, se desea contrastar si el contenido medio de las botellas salidas de
esa maquina es 0,5 | con un nivel de significacion de 5%. Se pide:

a) Plantear la hipdtesis nula y alternativa.
b) Determinar la region critica del contraste.
c¢) Realizar el contraste.

Solucion:

a) Paso 1. La hipdtesis nula y la alternativa son:
Hy: =051
H :p#051

b) Paso 2. Fijamos el nivel de significacion ot =5% = 0,05y, por consiguiente, el nivel de confianza 1-c¢ =1-0,05=0,95.

Paso 3. Determinacién de la regién de aceptacién cuando o = 0,02 | 'y el tamafio de la muestra n = 10,

(OS_ZQ/Z'G. 054229 ) 05_za/z~0,02_ 05+Za/2‘0,02
) \/H ) L] \/E - ] \/ﬁ y y .

J10

Como a =5% = 0,05, a/2 = 0,025, segun el grafico
vemos que P[|Z|<Z,,]=1-0,05=0,95.
P(Z<z,,]=0,95+0,025=0,975

Buscando en las tablas el valor de z,, obtenemos que

0,05/2=0,025

z,, =1,96; en consecuencia, la regién de aceptacion seré:

Z " Z - . .
0,5—%0; 0,5+“/2T0j=[0,5—1'931%02; 0,5+1'9?/1%02 —(0,5-0,012: 0,5+0,012)=(0,488; 0,512).
n n

La regién critica o regién de rechazo esta formada por el complementario de la regién de aceptacion, es
decir, los intervalos (—oc, 0,488)y (0,512, ).

0.49+0.52+..+0,49 _ ) 508 como 0,508 esta dentro del intervalo (0,488; 0,512),

d) Paso 4. Calculamos X, X = 10

aceptamos la hipétesis nula.
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(> Actividades

16. En una comunidad autdnoma se estudia el nimero medio de hijos por mujer a partir de los datos disponibles en
cada municipio. Se supone que este nimero sigue una distribucién normal con desviacion tipica igual a 0,08. El
valor medio de estos datos para 36 municipios resulta ser igual a 1,17 hijos por mujer. Se desea contrastar, con un
nivel de significacién de 0,01, si el nimero medio de hijos por mujer en la comunidad es de 1,25.

17. Un fabricante garantiza a un laboratorio farmacéutico que sus maquinas producen comprimidos con un didmetro
medio de 25 mm. Una muestra de 100 comprimidos dio como media de los didmetros 25,18 mm. Suponiendo que
el diametro de los comprimidos es una variable aleatoria con distribucién normal de desviacion tipica 0,89 mm, se
desea contrastar con un nivel de significacion del 5%, si el didmetro medio que afirma el fabricante es correcto.
Para ello:

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

| a) Plantéese la hipdtesis nula y la hipétesis alternativa del contraste.

1

: b) Realicese el contraste al nivel de significacidn indicado.

1

: 18. Un establecimiento vende paquetes de carbén para barbacoa de peso tedrico 10 Kg. Se supone que el peso de los
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

paquetes sigue una distribucién normal con desviacion tipica 1 Kg. Para contrastar la citada hipétesis, frente a que el
peso teorico sea distinto de 10 Kg, se escogen al azar 4 paquetes que pesan en Kg, respectivamente: 8, 10, 9, 8.

Se desea que la probabilidad de aceptar la hipétesis nula, si ésta es cierta, sea 0,95. Se pide:
a) La region critica del contraste.
b) ¢ Se debe rechazar la hipétesis nula?

19. El peso medio de una muestra aleatoria de 81 personas de una determinada poblacién es 63,5. Se sabe que la
desviacion tipica poblacional es de 6 Kg. Con un nivel de significacién del 0,05, ¢ hay suficientes evidencias para
rechazar la afirmacién de que el peso medio poblacional es de 65 Kg.?

3.2. Contraste unilateral por la izquierda

Hay problemas en que nos interesa decidir si la hipétesis alternativa es menor que el valor de la hipdtesis nula.
Estamos entonces ante un contraste unilateral por la izquierda cuyas hipétesis son:

- Hy: 2 o
R. rechazq/1—a

—_ Hy: b < o
Mo— C Mo

R. de aceptacion

En este caso la region de aceptacion es el intervalo (u, — ¢, =) y la region critica o region de rechazo (—ee, u, - ¢)
esta situada a la izquierda de la distribucion de las medias muestrales

Para calcular ¢ partimos de P[X > y,— ¢] = 1 — a. Restando y, y dividiendo por 0//n tipificamos X :

)_(_ﬂo>ﬂo_c_ﬂ0 —1—q
PL/@ ¥ }‘1 ’

—C

P{Z>G/—\/ﬁ}:1—a 6 P[Z>-z,]=1-a.
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Buscamos en las tablas un valor, -z, de la N(0,1) tal que P[Z2>-z,]=P[Z<z,]=1-q.

c Z, C
Entonces, como z, =——==c=-—=~ ,
o/\n Jn
/ ra
., ., Z He2 /CX
la region de aceptacion es:(u0 - “\‘/— : 00}
n -2,

Ejemplo

8. Lavida media de las bombillas de 60 W de una determinada marca esta garantizada por el fabricante en 800 horas,
con una desviacion tipica de 120 horas. Se escoge una muestra de 50 bombillas después de dejarlas encendidas
ininterrumpidamente se encuentra que tienen una vida media de 750 horas. ¢ Habra que rechazar la afirmacién del

fabricante con un nivel de confianza del 95%?

Solucién: Seguiremos el mismo procedimiento de resolucion que en el contraste bilateral.

Paso 1. Las hipétesis son:
H,: 1 =800
H, :p <800

Se trata de un contraste unilateral por la izquierda.

Paso 2. Fijamos el nivel de significacion 1 — a = 95% = 0,95, @ = 0,05.

Paso 3. Determinamos la regién de aceptacion. De la probabilidad P[Z > -z,] = P[Z < z,] = 0,95, obtenemos en

las tablas z, = 1,645. Entonces la region de aceptacion es:

( 2.9 oo)=(800—1,645.@; oo)=(800—27,9; c0) = (772,08; o).

,uo_\/ﬁ’ \/%

Paso 4. Para aceptar H, tiene que ocurrir que X caiga en el intervalo (772,08; o).

Evidentemente X = 750 no pertenece al intervalo (772,08; o). Luego se rechaza la hipétesis nula. No

es cierto que las bombillas tengan una vida media de 800 horas.

(> Actividades

20. En una ciudad se sabe que la edad en que los hijos se independizan de sus padres es una variable de distribucidn
normal con media 29 afos y desviacion tipica 3 afios. Se sospecha que la media anterior ha descendido debido a
medidas liberalizadoras del mercado de trabajo, mientras que la desviacién tipica se mantiene. Un encuesta reciente

a 100 jévenes que se acaban de independizar revela una media de edad de 28,1 afios.

Con un nivel de confianza del 99% ¢ puede mantenerse que la edad media de independencia de los jovenes sigue

siendo de 29 afios? Plantear el contraste de hipotesis y resolverlo.

21. El coeficiente intelectual de una universidad sigue una distribucién normal de media desconocida y desviacion tipica
14. Si en una muestra de 64 alumnos se observo un coeficiente intelectual medio de 106 puntos, ¢se puede aceptar,
con un nivel de significacion de 0,01, que el coeficiente intelectual medio de la poblacion de esa universidad es

1 =110 puntos?
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3.3. Contraste unilateral por la derecha

En otros casos debemos contrastar si la hipétesis alternativa es mayor que la hipotesis nula. Estamos entonces

Hy tp < g

ante un contraste unilateral por la derecha cuyas hipétesis son: { _
Hy > g

En este caso la region aceptacion es el intervalo (—oo, Uy+C)y g 4 aceptacion "

P ta R rechazo
la region critica o region de rechazo (U, +¢c, ) esta situadaala .. o>
derecha de la distribucién de las medias muestrales. Ho kgt €

Para calcular ¢ partimos de P[X < y,+ c] = 1 — o Restando , y dividiendo por 0//n tipificamos X:

P{)_(_,uo <,u0+C—,u0}:1_a
o/Nn o/\n ’

P{Z<G/L\/E}=1—a o P[Z<z,]=1-a. §

Buscamos en las tablas un valor, z,, de la N(0, 1) tal que P[Z<z,] =1 -a.

Z, C
=>0="—

Jn

Entonces, como z, =

., . z, o
, la region de aceptacion es:| —eo, u,+ .

c
o/~ Jn
Ejemplos
9. Un servicio telefonico de atencion al cliente asegura que el tiempo medio de espera antes de ser atendidos es de
5 minutos y desviacién tipica 0,6 minutos. Se toma una muestra de 36 llamadas y arrojan una media de espera de

5,2 minutos. ¢ Existen razones para creer, con un nivel de significacion de 0,05, que el tiempo de espera es mayor
que 5 minutos?

Solucion:

Paso 1. Las hipotesis son:
Hy:pus5
H :u>5

Se trata de un contraste lateral por la derecha.

Paso 2. Fijamos el nivel de significacion « = 0,05.

Paso 3. Determinamos de P[Z<z,] = 0,95, la region de aceptacion y en las tablas obtenemos z,, = 1,645.

. . Z C 0.6
Entonces la regién de aceptacion es: | —o°; g, +—2 =| —oo; 5+1,645-—— |= (—oo; 5,1645).
g p ( Ho 7 ) ( @) ( )

Paso 4. Para aceptar H, tiene que ocurrir que la media de la muestra, X, caiga en el intervalo (—oo; 5,1645).
Como X=5,2 no pertenece al intervalo (—o; 5,1645), entonces se rechaza la hipétesis nula. No es cier-
to que el tiempo medio de espera sea 5 minutos.
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(> Actividades

22. Una muestra de 64 soldados de un regimiento ha dado una altura media de 174 ¢cm ¢ Se puede aceptar con un nivel

de significacién de 0,01 que la talla media de los soldados del regimiento sigue siendo los 172 cm y no ha aumentado
con los ultimos alistamientos? Se supone que la desviacion tipica poblacional sigue siendo de 8 cm.

23. Un estudio entre la poblacion de deportistas de élite indica que su peso se distribuye normalmente con media 70 Kg

y desviacion tipica 10 kg. Se elige al azar una muestra de 64 deportistas de una determinada disciplina y ha dado
un peso medio de 75 kg. Con un nivel de significacién de 0,05, ;puede decirse que los deportistas que practican
este disciplina deportiva pesan mas que el resto de deportistas de élite?

3.4. Contraste de hipotesis para la media con o
desconocida

Si de la variable X desconocemos g, desviacién tipica poblacional, pero el tamafio de la muestra es suficientemente

grande (n = 30), la cuasi desviacion tipica S =

desviacion tipica muestral es un buen estimador de la desviacion tipica poblacional.

Ejemplos

10. En un servicio telefénico de atencion al cliente se asegura que el tiempo medio de espera antes de ser atendidos

es igual o inferior a 12 minutos. Se toma una muestra de 300 llamadas y arrojan una media de espera de 14 minutos
y una desviacién tipica muestral de 5 minutos. ¢ Existen razones para creer, con un nivel de significacion de 0,05,
que el tiempo de espera es mayor que 12 minutos?

Solucion:

Paso 1. Las hipotesis son: Hy: y<12 y H,: u>12.
Se trata de un contraste lateral por la derecha.

Paso 2. Fijamos el nivel de significacién a = 0,05.

Paso 3. De P[Z < z, ], determinamos z,=1,645. Si tomamos ¢ = S = 5, entonces la region de aceptacion es:

(_oo; H0+—Zi‘/.ﬁa]:(—oo; 12+1,645—,:m)= (_°°; 121474)

Paso 4. Como X = 14 no pertenece al intervalo (-e0; 12,474), entonces se rechaza la hipétesis nula. No es cierto
que el tiempo medio de espera sea como mucho 12 minutos.
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4. Contraste de hipotesis para la proporcion

El contraste de hipotesis para una proporcion o porcentaje se basa en los mismos principios del contraste de
hipétesis para la media; tan solo tenemos que recordar que si una poblacién tiene una proporcién poblacional p de
una determinada caracteristica, entonces la variable aleatoria p, de las proporciones muestrales, cuando

n =30, se aproxima a una distribucion normal N (p, @ J Si ponemos en vez de p, proporcidn poblacional,

el valor de p,, hipotesis que queremos contrastar, entonces debe aproximarse a una normal N| p,, M j

El proceso se realiza en los 4 pasos que formulamos en el contraste de la media.

1. Establecer la hipdtesis que provisionalmente se considera verdadera, H,, que p, media poblacional, tenga
un valor py; es decir,

Hy:p=po
La hipétesis complementaria de la hipétesis nula es la hipétesis alternativa, H,, y que puede ser de tres tipos
diferentes:
H,: p# p, (contraste bilateral)
H,:p<p, (contraste unilateral por la izquierda)
H,:p>p, (contraste unilateral por la derecha)

2. Fijar el nivel de significacion ., que indica la probabilidad de rechazar H, aun siendo verdadera, o establecer
el nivel de confianza 1 - o, que indica la probabilidad de aceptar H, cuando es cierta.

3. Determinar la region de aceptacidn para el nivel de significacién « supone determinar un intervalo (p, - ¢,
p, * ¢) al que pertenezca la proporcion muestral con probabilidad 1 - c.. Luego ¢ es un nimero que cumple
que: P[lp—pol < c]=1-a.

Dividiendo la desigualdad por [Po(1=P,) , tipificamos p; y llamando Z,,, = ————, nos queda
n p,(1-py)
n
Je-nl <2,, |=1-a. De la desigualdad del corchete obt p—po| <2, PP
ooy |7 e la desigualdad del corchete obtenemos [P —Py| < Z,,» -
n

que conduce, cuando el contraste es bilateral, a la regioén de aceptacion buscada:

E E
[po_za/z. /po(npo), B+, /po(npo)j_

En los contrastes unilaterales las regiones de aceptacién son:

e porlaizquierda [po—za~ M ooj;

e por la derecha [—oo, P, +2, - p0(1n—p0) )
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4. Se extrae una muestra y se calcula la proporcién muestral, p; a continuacion se comprueba si cae dentro o
fuera de la regién de aceptacién. Si cae dentro se acepta H, y si no, como es muy improbable que la proporcion
muestral obtenida siga la distribucién normal de las proporciones muestrales, se rechaza.

Ejemplos

11. Un comerciante de productos informéaticos asegura que el 45% de los hogares de cierta ciudad poseen ordenador.

Se extrae una muestra de 300 hogares y resulta que 120 poseen ordenador. ¢ Se puede rechazar la afirmacién del
comerciante con un nivel de significacion del 5%?

Solucion:
Paso 1. Las hipotesis del contraste son:

Hy:p=045y H,:p=#045 (contraste bilateral).
Paso 2. El nivel de significacién es o = 0,05y 1 -« = 0,95.

Paso 3. Determinamos la region de aceptacion:

XE [p,(1=py)
[po_za/z. po(npo), Po+Zup: po(npo)

Como « = 5% = 0,05, /2 = 0,025, segun el grafico

0,05/2=0,025

vemos que P[|Z| <z, ] =1-0,05=0,95.
P[Z<z,, |=0,95+0,025=0,975. : : 0

Buscando en las tablas el valor de z,,,, obtenemos que z,,,, = 1,96; en consecuencia, como n = 300 y
p, = 0,45, la region de aceptacion seré:

0,45-0,55 - [0,45-0,55 \_ 1 2o
(0,45—1,96.,/T, 0,45+1,9(r3,/—300 )_(0,394, 0,506).

Paso 4. De la muestra p = 120/300 = 0,4, y ademas cae dentro del intervalo (0,393; 0,506); por tanto, aceptamos
la afirmacion del comerciante.

12. La experiencia de anteriores elecciones muestran que cierto partido obtiene el 15% de los votos en una ciudad. ;Se
puede aceptar esta afirmacién, para un nivel de significacién de 0,1, si en la Ultima encuesta sélo 205 personas,
entre 1500, se mostraron favorables a dicho partido?

Solucion:
Paso 1. Las hipotesis del contraste son:

Hy:p20,15y H,:p<0,15 (contraste unilateral por la izquierda).
Paso 2. El nivel de significacion es « =0,1y 1 -« =10,9.

1-
Paso 3. Determinamos la region de aceptacion: (po -z, M ooj de P[Z>-z,|=P[Z<z,]=0,9.
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obtenemos en las tablas z, = 1,28 y como p, = 0,15 y n = 1500, la region de aceptacion es

(0,15—1,28~1/%; 00) = (0,138; o).

Paso 4. De la muestra p = 205/1500 = 0,136, y como vemos no cae dentro del intervalo (0,138; «). Por tanto,
rechazamos la hipétesis nula.

13. Un fabricante de calentadores de gas afirma que como maximo el 2% de los calentadores de gas que comercializa
tienen una averia durante el periodo de garantia. Sin embargo, en una muestra de 400 calentadores se encontrd
que 12 de ellos han tenido una averia durante el primer afio de garantia, ¢ se puede aceptar la afirmacion del fabricante
con un nivel de significacion del 0,057

Solucion:
Paso 1. Las hipétesis del contraste son:
Hy:p= 0,02y H :p>0,02 (contraste unilateral por la derecha).
Paso 2. El nivel de significacién es oo = 0,05y 1 —a = 0,95.
Paso 3. Determinamos la region de aceptacion:

De P[Z< z,] = 0,95, obtenemos en las tablas z,, = 1,645 y como p, = 0,02 y n = 400, la regién de acep-

tacion es
(oo 0,02+1,645.1/%)=(—w; 0,031).

Paso 4. En la muestra, p = 12/400 = 0,03, y como vemos cae dentro del intervalo (—o; 0,031). Por tanto, aceptamos
la hipétesis nula.

(> Actividades
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24. Un dentista asegura que el 35% de los nifios de 10 afios presenta algun tipo de caries dental. Una muestra de 100
nifios reveld que 32 presentaban algun tipo de caries. Comprueba con un nivel de significacion de 0,05 si el resultado
de la muestra confirma o no la afirmacion del dentista.

25. Un ayuntamiento asegura que el 40% de los hogares de la ciudad tiene calefaccion de gas. La compafiia suministradora
de gas sospecha que no son tantos. Se toma una muestra de 200 hogares y resulta que 76 tienen instalacion de
calefaccién a gas. Con un nivel de significacion del 0,05, 4 confirma el resultado de la muestra la afirmacion del
ayuntamiento?

26. Un vendedor de periddicos afirma que 3 de cada 10 habitantes de una determinada ciudad lee el diario LA NACIONCITA.
Se elige una muestra de 144 habitantes de la citada ciudad y resulta que 32 admiten leerlo. Con un nivel de significacion

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
l del 5% contrasta si la afirmacion del vendedor de periodicos es exagerada.
1
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5. Comparacion de dos medias

La comparacién de dos medias es un caso particular del contraste de hipétesis. Supongamos que estamos interesados
en conocer si el salario medio de los dependientes de comercio en una ciudad A es igual, o diferente, al salario de
los dependientes de comercio de otra ciudad B. Para resolver esta cuestion extraemos dos muestras aleatorias, de
tamafios n, y n,, de los salarios de los dependientes, una en cada ciudad, y comparamos las medias muestrales. Esta
comparacién se hace sometiendo a un contraste la hipétesis de la igualdad de los dos salarios medios.

Sabemos que los salarios de los dependientes de la ciudad A se distribuyen segun una N(y; ,0,) y que los de
la ciudad B lo hacen segun una N(u,, 0,). Vimos en la Unidad didactica 9, que la variable X, - X,, que es la

2 2
. . . L . L O (3
diferencia de las medias muestrales de dos distribuciones, se distribuye como una N(u, - ,, ,|—-+—% ); entonces
los pasos del contraste son los siguientes: ! 2

Paso 1. Como X, - X, tiene media u,-,, entonces las hipdtesis nula y alternativa son:
Hyt pi-p,=0 0 b= p,
Hitpy =, #0 0 py# p,

Paso 2. Fijamos un nivel de significacién o o un nivel de confianza 1 -

Paso 3. La region de aceptacion, cuando la desviacion tipica de X, - X, es /61 + , viene dada por:

o2 2

o1, 9 o; ) 61
Hy-Hy - +n My=Hyt+Zy, Zy +

n 2

en donde z,,, s una abscisa de la N(0,1) que deja a su derecha un area de probabilidad a/2.

Paso 4. Se extraen las muestras y calculamos la diferencia muestral X, - X, y se comprueba si cae dentro o
fuera de la region de aceptacion. Si cae dentro, aceptamos que ;= U, y si no, se rechaza.

Todo este proceso se puede abreviar considerablemente. Si X, — X, cae dentro del intervalo

2 2 2 2
o o o o o e
-Z,0,| - +=2, Z,,,|—-+—2% |, podemos escribir:
n.n n,n,
(o2
-2, /—1+ <X1-X2<Z _
n

)_(1 ')_(2

G
Dividiendo las desigualdades anteriores por: . Se obtiene entonces -z, , < ———=<2,,.
”1 ”2 o o}
_— 4 —
n1 n2
Xi-X> |X 1-X 2|
Luego, usando el valor absoluto, resulta: |[———| <z, n 0 —=——=<2Z7,,.
512 522 512 522
nn nn
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Esta ultima desigualdad la emplearemos como un criterio rapido para decidir si debemos aceptar o rechazar la
hipétesis nula. Y el criterio para la comparacion de dos medias es el siguiente:

. |X1-Xz| _ . . |X1-X2| _ .
o Si ———=<1,,, seaceptala hipdtesis nula * Si ———=>17,,, serechaza la hipdtesis nula.
2 2 2 2
oy 0, oy 0
n1 n2 n1 n2
Ejemplo

14. De un test de memoria que se aplica a estudiantes de bachillerato se sabe, porque se ha aplicado muchas veces,
que la desviacion tipica de los alumnos es 32, y 36 para las alumnas. Se escoge una muestra de 40 alumnos y 45
alumnas y se obtienen unas puntuaciones medias muestrales de 172 y 178 respectivamente. Con un nivel de
significacion del 5%, ¢se puede asegurar que las puntuaciones medias poblacionales de chicos y chicas son iguales?

Solucién: Se trata de un contraste de diferencia de medias con desviaciones tipicas conocidas. Llamamos
U, = puntuacion media de la poblacion de alumnos'y u, = puntuacion media de la poblacion de alumnas. Las hipotesis
nula y alternativa son:

Hyt ly = 10 =, = 0
Hitpy # 4,0 -, #0
Sio,=32,0,=36,n,=40,n,=45 X,=172, X,=178,a=0,05y z,, = 1,96, calculamos:

[Xi-Xa|  j172-17g)

o2 o? Jsz2 367

noon, 40 45

Al ser el valor de la fraccidn menor que 1,96, se acepta la hipétesis nula. Las puntuaciones medias de los alumnos
y de las alumnas son iguales.

=0,81<1,96.

(& Actividades

27. Se han registrado los resultados de las pruebas de selectividad de 100 estudiantes que han asistido a clases
particulares y han obtenido una puntuacion media de 4,96 con una desviacion tipica muestral de 0,98. Otro grupo
de 100 estudiantes que no fueron a clases particulares obtuvieron una media de 4,77 con una desviacion tipica
muestral de 1,02. Con un nivel de significacion del 5%, ¢ se puede afirmar que no hay diferencia significativa entre
las calificaciones de los estudiantes que van a clases particulares y los que no van? (Nota: se desconocen o, y 0,,
pero se pueden estimar por las desviaciones tipicas muestrales).

28. Una empresa multinacional quiere comparar el nivel educativo de sus empleados en dos paises diferentes, Ay B. Se ha
realizado un test idéntico a 140 empleados en cada pais y las puntuaciones medias obtenidas figuran en la tabla siguiente:

A X=78 S=115
B X,= 86 S,=13

Sabiendo que S, y S, son las desviaciones tipicas muestrales, y son un buen estimador de las desviaciones tipica
poblacionales, con nivel de significacion del 5%, averiguar si son iguales o no las puntuaciones medias registradas
en los dos paises.
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6. Comparaciones de dos proporciones

Estamos interesados en saber si la proporcién de individuos que poseen una cierta caracteristica en una
poblacién es igual a la proporcién de individuos con esa caracteristica en otra poblacién.

Se trata, por tanto, de comparar dos porcentajes y para efectuar la comparaciéon hacemos un contraste de
hipétesis para determinar si la diferencia de porcentajes es significativa o se debe a aleatoriedad en la extraccién
de las muestras.

Supongamos una caracteristica que tiene un porcentaje p,, en la primera poblacion y p, en la segunda poblacion.
Si tomamos dos muestras, n, y n,, respectivamente en cada poblacién y con tamafio suficientemente grande,
entonces la distribucion de las diferencias de las proporciones muestrales p, - p, se distribuye normalmente, segun
vimos en la Unidad didactica 9, como una:

_ 1—
N(M_pza /p1(1n P, /pz(n pz)]_

Para comparar las dos proporciones en poblaciones diferentes contrastamos la hipétesis de la igualdad de
las dos proporciones p, = p,. Es decir, efectuamos un contraste de hipotesis

Paso 1. Las hipétesis nula y alternativa son:
Hy:pi-p,=0 0 p,;=p,
H;:pi-p,#0 0 p;#p,
Paso 2. Fijamos un nivel de significacién a o un nivel de confianza 1 - a.
p,(1-py) + p,(1=p,)

Paso 3. La region de aceptacion, cuando la desviacion tipica de p,- p, es \/ , Viene dada por:
n M,
[(M -p, - za/z\/p1(1_p1) + P2(1—P2) v Pi-P, +za/2\/p1(1_p1) + p2(1 _Pz) j:
n n, h m,
=[_ za/z\/w ~p), 2.0-p)) za/z\/p1(1—p1) nlp) }
n, n, n, n,

donde z,, , es una abscisa de la N(0, 1) que deja a su derecha un area de probabilidad a/2.

Paso 4. Se extraen las muestras, n, y n,, y se calcula la diferencia muestral p,-p, y se comprueba si cae
dentro o fuera de la regidn de aceptacion, en cuyo caso se acepta o se rechaza la hipétesis nula.

Todo este proceso se puede abreviar considerablemente. Si p, - p, cae en la region de aceptacion se

cumple que:
_za/z\/p1(1_p1)+p2(1_pz),<ﬁ1_52 <za/2\/p1(1_p1)+p2(1_pz)
n, n, n, n,

1- 1- D, -p
Dividiendo por \/p1( P +p2( Po) resulta: —Z,, < PPy <Z,p,.

n N, p1(1_p1)+p2(1_p2)

n1 n2
24 4p
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O dicho de otro modo, que

51';72
\/p1(1—p1) + P, (1= ps)

N n,

131'[72
\/p1(1—p1) + P, (1= py)

h m,

<z,, 0

< Za/z

dado que en la férmula de la desviacién tipica el radicando siempre es positivo.

Esta ultima desigualdad la emplearemos como criterio cémodo y répido para decidir si debemos aceptar o
rechazar la hipdtesis nula. Y el criterio para la comparacion de dos proporciones es el siguiente:

o i i <Z,,, se acepta la hipotesis nula.
p,(1-p;) n p,(1=p,)
N n,
) Pi-P> ) )
e S >2,,,, Se rechaza la hipétesis nula.
p,(1-p,) n p,(1=p,)
n1 n2

Claro que para emplear este criterio y utilizar la férmula que en él aparece necesitamos conocer p; y p,. Y si conocemos
Py Y p,, podemos compararlos sin contraste ni otros requisitos. Por o tanto, estos valores seran siempre desconocidos y

debemos estimar la desviacion tipica de la N(p1—p2, p=py) +\v/p2 (1=p.) por \/p1(1—p1)+p2(1—p2)’
i , h n,

que cuando las muestras son grandes no difieren mucho. Con lo cual los criterios anteriores debemos escribirlos asi:

. 51';)2 sy
¢ Si ———— — <Z,,,, se acepta la hipotesis nula.
p(1=py) , pa(1-p,)
n1 n2
. 131';’2 sl .
o S ————— — >Z,,, Se rechaza la hipotesis nula.
p(1=py) , pa(1-p,)
n1 n2

Ejemplos

15. Se quiere saber si el porcentaje de estudiantes de una universidad A que practican habitualmente deporte es el mismo
que el porcentaje de los que hacen deporte en otra universidad B. Se toman muestras de 150 alumnos en cada universidad
y se encuentra que en A, 75 practican deporte, mientras que en B solo lo hacen 65. ¢ Se puede afirmar, con un nivel de
significacion del 5%, que el porcentaje de alumnos que practican deporte es el mismo en ambas universidades?

Solucién:

Se trata de contrastar si la diferencia de porcentajes es cero o no. Las hipdtesis nula y alternativa son:
Hy:py=p,0 p=p,=0
H,:pi#p,0p-p, 70
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Sip,=75/150=0,5, p,=65/150 = 0,43, n, = 150, n, =150, a=0,05y z,, = 1,96, calculamos:

pi-p, ) 0,5-0,43 T

p1-p)) , p.(1-p,) \/0’5“-0’5&0’43“‘0’43)
m n 150 150

Se acepta la hipétesis nula, el porcentaje de alumnos que practican deporte es el mismo en ambas universidades.

(> Actividades

29. Una tienda de teléfonos méviles ha vendido 160 aparatos de la marca A de los que 14 de ellos han presentados
averias en el periodo de garantia. Simultaneamente ha vendido 135 aparatos de la marca B de los que 15 han
presentado fallos durante el periodo de garantia. ¢ Es cierta la afirmacion del vendedor de que el porcentaje de averias
en ambas marcas es el mismo?

30. Una fabrica de botellas de vidrio tiene dos sistemas distintos para la fabricacién de las botellas. Se tomé una muestra
de 300 botellas, de un sistema de produccion, y aparecieron 25 defectuosas, mientras que en una muestra de 200
botellas del otro sistema aparecieron 13 defectuosas. ¢ Se puede afirmar que los porcentajes de botellas defectuosas
por ambos sistemas de produccion son iguales?
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- za/z el - za/z He)
v Intervalo de confianza para la media: | X — , X+
Jn Jn

2
- - za/Z O
v Tamaio de la muestra para la media: n=

E
- p(1-p) = p(1—p
v Intervalo de confianza para la proporcién: | p—Z2,, i p ), pP+Z,,- Pl p P)
v Tamaiio de la muestra para la proporcion: n=(z, P )2 y

v Region de aceptacion para el contraste bilateral de la media: (:“0 _—\/ﬁ v Ho +T

f 1- / 1-
v Region de aceptacion para el contraste bilateral de la proporcion: [po ~Z,p- M PotZ,,- M)
. |)_(1 -Y2|
I

2 2

[ [
/_1 +22
n1 n2

. |)_(1-Y2|
Si -
/C’_1+C’_2
n1 n2
51-52

p(1=p)  p.(1=p.)
n1 n2

e S <z,,, se acepta la hiptesis nula.

v Criterio para la comparacion de dos medias:

. >2,,,, S€ rechaza la hipdtesis nula.

o Si

<z,,, seacepta la hipotesis nula.

v Criterio para la comparacion de dos proporciones: o
Pi-P,

o Si

———————>7 ,, Serechaza la hipotesis nula.
p(1=py) . p,(1=p,)
n1 n2
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UNIDAD 1. MATRICES

Actividad 1

a) Tiene dimension 2x3; b)a,, =-2/5,a, =4ya,=-3.

Actividad 2

x=-3,y=-1,z=4.
Actividad 3
1

)

o O

o O -~ O
o -~ O O
-~ O O o

Actividad 4

2 1
A=3 2|y —A:[
0 4

Actividad 5

a) A+B:(3
2

2 1
d) A-B= . ¢) B-A
s

Actividad 6
1 2 1
A-B=| 0 -3 -(2
-1 2
Actividad 7
a) A+2B= -
2 12
7 13
d A-B' =
-2 16
Actividad 8
1 2
AB+C)=| 3 0

1 -1 -1 1
; b) A-B= ; €) 2A-3B+4C =2
4 2 2 2

Li ;j;ﬂAw+Q=(

J;b)3A—B=(_2
6

e) C-A=|-1 8| f)BC'=

. A-B+A-C=




n] C 4p

Actividad 9
11 1Vy(0 1 2 13 9 01 2)(1 11 10 7 1
a)A-B={2 3 1|0 2 3|=|1 8 17|;b)B-A=|0 2 3|2 3 1|=|16 12 2|
4 2 0/{1 0 4 0 8 14 10 4]14 2 0 17 9 1
7 6 2 2 2 1 9 8 13
c) A°+B* =12 13 5|+|3 4 18|=[15 17 23
8 10 6 4 1 18 12 11 24
Actividad 10

0 1 0 1 -1 0 0 - 10
A2 = . = C A= DAY= : a partir de A* vuelven a repetirse.
-1 0/|l-1 0 0 -1 10 0 1

10 -1 0
omo20=4-5A" = = . Por otra parte, como 30 =4-7+2, A* = A=A =
C 20=4-5 A% = (A*) 0 1 Por ot rt 30=4-7+2,A* = (A*") - A2 = A? 0 ’

Actividad 11
-1 -1 21 —x-
1T y |1 vy x+y —1+y
b) =1 —x-y | (x+1 =2
x+y —1+y2 ) | 2

De la igualdad de matrices se tiene:

2— =
x* =1 x+21 X220 L
HYE ) xay=2 20T
X+y=2 2 X=2
2 y =0
—1+y°=-1
Actividad 12

0 0 2 0) (2a 0
O e e B o
b c|/lb c] |ab+bc c? b ¢ |26 2
2 2
Se establece la igualdad: @ 02 _[ <@ 0
ab+bc ¢ 2b 2

De la igualdad de matrices se obtiene el sistema:
a’=2a a=0 y a=2
ab+bc=2b={ ab+bc=2b

¢’=2 c=0 y c=2
Paraa=0yc=0 = 0=2b;b=0.
Paraa=0yc=2 = 2b=2b;identidad que afirma que b puede tomar cualquier valor.
Paraa=2yc=0 = 2b=2b; el mismo resultado anterior para b.
Paraa=2yc=2 = 2b+2b=2b;2b=0;b=0.

Por tanto, las posibles matrices X son:| © | [° C| (¢ O} (% ©
or tanto, 1as posibles matrices SOH.O 0, b 2, b 0: 0 2
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Actividad 13

ab+a a+b’

1 b+1 2 2
AZ:[ a* * J; 2-A=( ] Se establece la igualdad,

2a 2b

a+1=2

La igualdad de matrices da lugar al sistema:

Paraa=1yb=1 A= | yg=df"
SHYRER AT YPTR

b+1=2
a(b+1) =
a+b>=2b

32:111.111:i11.11:i22=11
201 1) 201 1) 2211 1]{1 1) 2212 2] 21

11
B'— B?.B=B-B=B=B: .. B%=B=1" '|
201 1

T 1Y (11 2 2 2 2\(1 1
A2: . = ;A3:A2-A= . =

T 1)1 1) 12 2 2 2)(1 1

2 2\ (1 1 (2242 22+2
A= A A= . = =
[22 22) (1 J [22 +22 2 +22J

Se observa que el exponente de la base 2 es inferior en una unidad al exponente de A, por tanto: A% :[

Actividad 14
0 1 2)0 1
A=0 0 3[0 0
0 0 0)0 O 00

de donde, A* = A° = A" = O matriz nula.

1 -3/2 -1/2 1 1 0
a) A :[1 ) ]; b) B™ :{ ]; c) C :(2 1], la matriz inversa de C es ella misma.

Actividad 15
- 312 =2
Actividad 16
112|100 1 1 2|1 0 0
21 1/0 1 0|—>|0 -1 =3|-2 1 0
0 3 110 0 1 0 0 8|6 -3 -1
-1/4 5/8 -1/8
La matrizinversaes | —1/4 1/8 3/8 |.
3/4 -3/8 -1/8

230
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a

b
=

2 |11+1)

1+ =

4 4
4 4

100

—10 1
00

0
1

E

21

1

~1/4
~1/4
314

a+1

b+1
ab+a a+b’

5/8
1/8
-3/8

3

1
1]; se observa que, B> = B; por tanto,

22
;)

-1/8
3/8
-1/8

A=

4p
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Actividad 17
11 0(1 0 0 11 011 0 0 1
10 1(0 1 0|—>/0 -1 1(-1 1 0|0
01 0]0 0 1 o0 1711 -1 4 0
110 1 —1 100
Comprobacion: {1 0 140 0 1 (=0 1 0
01011 1 0 0 1
Actividad 18
1 -2 -3|1 00 1 -2 3|1 00 1
0 4 5[0 1 0|—|0 4 5|0 1 0|>|0
2 1 00 0 1 0 5 6 |-2 0 1 0
1 -2 -3|]1 0 O 10 -1|-3 -2 2
-0 1 1|2 -1 1|01 1 ]2 -1 1
0o 0 1(/8 5 4 00 118 5 4
5 3 2 1 -2 -3
Lainversaes: | —10 —6 5 |.Comprobacion: |0 4 5
8 5 4 2 1 0

Actividad 19
2 —3|1 0) PTF+22F( 1 —1|1 1 1
= =
-1 210 1 -1 210 1) 2°F+TF0

AN A-X-AA" = A‘{i JJA"; (A‘1-A)X(A-A‘1):A‘1[3 1

SHH I

Actividad 20
-4 —1\1 1 1T 11 2
Como A-X = y X-B=
4 1 )\lx vy x yl-2 -4
—4-x=1-2 -x=3
—4-y=2-4 -y =
4d+x=x-2y 4=-2y
4+y=2x—-4y 4=2x-5y

1
4=4y4=—6+10. Lamatriz X sera: Xz( ;

%)

231

0 0j1 0 -
1 0|0 O 1| Lainversaes
0 11-1 1 1
-2 3|1 0 0
1 -2 -1 1|—=
5 6 |[-2 0 1
10 0 5 3 =2
—/0 1 0|10 -6 5
0 0 1]8 5 -4
5 3 -2 100
-10 -6 5 |=/0 1 0
8 5 -4 0 0 1

_1|
1

1 BF+22F( 1 0|
=
1 2 0 1

2 3
De donde A™ =(1 2} Se multiplica a la derecha y a la izquierda por A”

3 1
]A'1 ;X:A'1[0 4)A‘E

A=

1
0
-1

2 3
2

J. Se igualan los dos términos y se obtiene:

; de donde x =-3; y = -2 ; se sustituye en las otras dos y se obtiene

0
0
1

4p

-1
1
1
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Actividad 21
10 2|1 10 21100 10 21 0 0
SecalcuaA™:{ 0 1 1|10 1 0= 011101 0|= 011(01 0=
-1 0 110 0 1 FF+PFI0 0 3|11 0 1 dividir por 3 00 1 1 0 1
3 3
1 2 1 2
re_ar 0|3 073 3 %73
= 2F-3F [0 1 1 —% 1 —% .Dedonde A" = —% 1 —% .Se opera, X =A"-B-A:; se sustituyen los valores
1 1 1 1
00 1 3 0 3 3 0 3
1 2 7 1
3073 (102 |33
i PR . _|1 1
y se obtiene X. X = 3 1 3 10 20 1 1]= 3 3 4
1 0 1 -1 0 -1 0 1 2 1 0
3 3 33
Actividad 22
70000 60000 50000 0403
a) Matrizde ventas: A= ;  Matrizde precios:B=| 0,8 0,5
5000 4000 50000
1,2 0,8
70000 60000 50000 0403 136000 91000
b) A'B= * 0,8 0,5 = =
5000 4000 50000 12 08 65200 43500

El elemento c,, = 136000 da los ingresos por venta de los CD normales.
El elemento c,, = 435000 da los ingresos por venta de los CD extras.

04 03 70000 60000 50000 29500 25200 35000
c) B-A=/08 05 ( 000 4000 50000}2 58500 50000 65000
12 08 88000 75200 100000

El elemento d,, = 29500 da los ingresos por venta de los CD envasados de dos en dos (de las dos clases).
El elemento d,, = 50000 da los ingresos por venta de los paquetes de 5 unidades.
El elemento d,, = 100000 da los ingresos por venta de los paquetes de 10 unidades.

d) Se observa que la suma de los elementos de ambas diagonales es la misma: 179500 euros.

Il
O
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Actividad 23
8 6 6
a) La tabla del enunciado da lugar a la matrizz A=| 5 6 4
2 13
6
Los datos del enunciado es la matriz de produccion: P =| 4
3

El producto A- P es la matriz de materiales que se precisan para la produccion deseada.

8 6 6)(6 8-6+6-4+6-3 90 chatarra
A-P=|5 6 4||4|=|56+6-4+4-3|=| 66| carbon
2 1 313 2-6+1-4+3-3 25 |aleaciones
X
b) Sea P'=| y |la matriz de produccién que se puede realizar a partir de matriz de existencias E; luego A-P'=E
z
8 6 6)x 40
se multiplica por la inversa de A y se obtiene el resultado, P'=A"-E.|5 6 4y |=|28
2 1 3z 14
1 3 3 1 3 3
2 7 7 N2 T Ty (o
La matriz inversa de Aes A™' = I A .Lasolucién sera: | y |= 1 28 =1
4 7 4 4 7 4
11 9 Z) 11 o |(M)3
47 14 47 14
Actividad 24
5 3 0 530 45+ 21 66
5 0 4 5 0 4 45+48 93
a) Matriz de actividades: A=| 5 3 0 [; b) Matriz de ingresos diarios: /=] 5 3 0 | =| 45+21 |=| 66 |;
5 0 4 5 0 4112 45+48 93
53 0 530 45+ 21 66
5 00
5 0 4
¢) Nueva matriz de actividades: A'=| 5 3 0 |. El sueldo diario como telefonista sera: 45 + 45-0,05 = 45 + 2,25 = 47,25.
500
5 30

47,25+0 47,25
47,25+ 48 95,25
Nueva matriz de ingresos: I'=| 47,25+21 |=| 68,25
47,25+0 47,25
47,25+ 21 68,25
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UNIDAD 2. INECUACIONES Y SISTEMAS DE INECUACIONES

Actividad 1

a) Soluciones: x=2y x=3.
b) Soluciones: x=2y x =3.

Actividad 2
Soluciones: x=-1y x=0.

Actividad 3

a) Porejemplo3x-12< 6;x-4 < 2; —-x+4 2-2.

b)2x+8>-4;x+4>-2 ;2x>-12.
C)5x+3<2x—4;10x+6<4x-8;3x<-T.

Actividad 4

Se trasforma la primera en la segunda aplicando los principios de equivalencia.

Ecuacion: x—§x+8 <2

Multiplicar por 3: 3x - 5x + 24 < 6.
Transponer términos: — 2x < - 18.
Multiplicar por — 1: 2x > 18.

Actividad 5

Se transforma la primera en la segunda aplicando los principios de equivalencia.

Ecuacién:sx—%x+8s2+%x.

Multiplicar por 6: 9x + 48 < 12 + 2x.
Transponer términos: 9x + 36 < 2x.

Dividir por 9:x +4 < %X

Actividad 6

3x+4

a) >8;3x+4>40; 3x>36; x>12.

La solucién grafica es:

< |

b) X_;f3 <XT+1  5x+15<3x+3; 2x <12, x < 6.

La solucion gréfica es:

< [ N I N N A
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c) x-2_ 2x—4

4
La solucién grafica es:

1 3x—-6>8x-16; —5x>-10; x <2.

> 11 1 1 1 1 11

d x+2 S 9+x  x+1
3 24
La solucién grafica es:

1 8X+16>9+x—-6x—6; 13x>-13; x > -1.

< 1

e) X+2 X _x+1_x+1
6 24 3 4
La solucion grafica es:

i 4x+8—-x<8x+8-6x-6; x <-6.

<
< S B e e e
-6
f)
1-I-TX<%; 5+5x<2+6x; —x<-3; x>3.

La solucion gréfica es:

< I

Actividad 7
0,10

Sea p el peso del paquete.Coste 1° =3+ WP; Coste 2° =4,

— 300+0,10 =450+0,06p — 0,040p =150 — p = 3 750 gramos.

Actividad 8
Las soluciones son los semiplanos coloreados:
a) b) c)

4p

235




al C 4p

Actividad 9
La soluciones son los semiplanos coloreados.
a) b) c) d)

Actividad 10
En primer lugar se simplifica:

Se suma —x + y a los dos miembros: —%x—x—%y+y >-2.

IV AP
Se opera: 2x+5y> 2.

Se multiplica por (-10) : 25x — 6y < 20.

Se representa graficamente.

Actividad 11

a) 3x-5> %; 6x—-10>x; 5x >10; x>2. La solucion general es el intervalo: (2, o)
b) 6x-12<3(x-1);6x—-12<3x-3; 3x<9; x<3. Lasolucién general es el intervalo: (—<o, 3)

c) 6x-12< %X +6; 12x —24 <3x +12; 9x < 36; x <4. La solucion general sera el intervalo: (—oo, 4]

d) 3x —6—% >3-2x; 6x—12—x>6—-4x; 9x >18; x> 2. La solucion general sera el intervalo: [2, <)

Actividad 12
a) Serepresenta larecta 3x + 4y =12; los puntos del semiplano en color azul, incluida la frontera es la solucién general.

b) Lainecuacion simplificada es x — 3y > 0; se representa la recta x — 3y = 0, los puntos del semiplano azul son la solucién
general; los puntos de la recta frontera no son solucién.

¢) Lainecuacion simplifica es 4x + 3y < 6; se representa la recta 4x + 3y = 6, los puntos del semiplano azul son la solucién
general, los puntos de la recta frontera no son solucién.

d) La inecuacion simplificada es —3x + 4y = 24; se representa la recta —3x + 4y = 24, los puntos del semiplano azul son
la solucién general de la inecuacion, los puntos de la recta frontera también son solucién.
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Soluciones graficas:

4p

\ =/ \

Actividad 13

a) x?2-x-6 =0 Se descompone el trinomio (x -3)(x +2) =0
Se divide la recta en los intervalos (-, =2) (-2, 3) (3, =).
Se toman valores en los intervalos y se ve si cumplen la inecuacion.
Para x = -3; (-3 -3)(-3 + 2) 2 0; -6+(-1) = 0 verdadero; la solucién es el intervalo (-, -2]
Parax=1;(1-3)(1+2)=0;-2:320, falso, el intervalo (-2, 3) no es solucién.
Parax=4; (4-3)(4 +2) =0; 1:6 = 0, verdadero, el intervalo [3, =) es solucion.
b) x*-4x +4 < 0. Se descompone el trinomio (x —2)> < 0 Unicamente se cumple para x = 2.
c) x2-5x + 6 = 0; se descompone el trinomio, (x -3)(x-2) =0
Parax =1; (1-3)(1-2) =(-2):(-1) 2 0; verdadero, (-, 2] es solucion.
Para x = 2,5; (2,5 - 3)(2,5-2) = (-0,5)(0,5) = 0; falso, (2, 3) no es solucidn.
Parax =4; (4 - 3)(4 - 2) = 1-2 2 0; verdadero, [4, «) es solucion.
Actividad 14

Se representa las funciones cuadraticas correspondientes y a partir de ellas se obtienen las soluciones.

a) b)
~ ™

30 @
- J
a) Solucién [- 3, 2] b) Solucién (e, <)
Actividad 15
2x+N)+3=(4x+1)  [2x+2+324x+1  [-2x=—4 xs2.( "
3(x—-1N)<2x-7 3x-3<2x-7 ' [x<-4 -4’ b
<
—
< e e ML e e o e e e >
-4 0 2
—
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b)

6 [3x—-6+8<2x-2 [(x<-4  [(x<-4
5x+20+2>x+2" |4x>-20

Actividad 16

3x+6>0
—4x-16<0
Solucién analitica: x >—2y x >—4; 0 sea el intervalo (-2, <)
3x+6<0
—4x—-16>0
Solucion analitica: x < -2y x < —4; o sea el intervalo (—eo,—4]
La solucion de la ecuacion sera: (—eo,—4]U(-2, )
x—-4>0
4x-20>0
Solucién analitica: x >4 y x > 5; o sea, el intervalo [5,0)
x—-4<0
4x-20<0
Solucién analitica: x <4 y x <5; 0 sea, el intervalo (—,4)
La solucién de la ecuacion sera: (—oe, 4)U[5,0)

a) Si 3x+6>0entonces 2x—4 <2(3x +6); sistema {

Si 3x +6 <0 entonces 2x —4 > 2(3x +6); sistema {

b) Si x—4 >0 entonces x <5(x —4); sistema {

Si x —4 <0 entonces x > 5(x —4); sistema {

2x+8>0
5x+40<0

Solucion analitica: x > —4 y x <—8; 0 sea, el intervalo vacio.

¢) Si2x+8>0 entonces 4(2x +8) < 3x —8; sistema {

2x+8<0
5x+40>0
Solucién analitica: x < —4 y x > —8; 0 sea, el intervalo (-8,—4)

Si 2x +8 < 0 entonces 4(2x +8) > 3x —8; sistema {

Solucion de la ecuacion (—8,—4)

x>0
2x-8<0
Solucién analitica: x > 0y x < 4; o sea, el intervalo (0, 4)

d) Six >0 entonces 2x +8 > 4x; sistema {

x<0
2x-8>0
Solucién analitica: x < 0y x > 4; o sea el intervalo vacio.
Solucién de la ecuacion (0, 4)

Si x < 0 entonces 2x + 8 < 4x, sistema {

A=
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Actividad 17

a)

b)

-~
N

\

N

AN

Actividad 18
a)

+

b)

/

-

"\

]
.

Actividad 19

T (222,222

\

Se representan los semiplanos solucion de cada

inecuacion, la interseccion nos da la solucion del sistema.

Actividad 20

a)

-~

4p
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Actividad 21

a) Se determinan las soluciones de cada una de las inecuaciones. El conjunto de las soluciones son los puntos del triangulo

de color y el punto (5, 7) es solucion del sistema ya que cumple las tres inecuaciones.
b) En este caso el conjunto de las soluciones es la regién abierta de color.

c) No tiene solucion.

a)

b)

4 N

5.7)

N /

-

Actividad 22

-

\

Actividad 23

Las soluciones aparecen en color:
a) b)
(4.0
Las soluciones aparecen en color:
b)

0,5

a)
-

N

S
N

-05

05
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UNIDAD 3. PROGRAMACION LINEAL

Actividad 1
Sea x el nimero paquetes que realiza del lote A e y el nimero de paquetes del lote B.
La funcién objetivo sera la ganancia de las ventas de los lotes F(x,y) = 12x + 9y.
x+2y <200
3x+2y <300
0<x<80
y=>0

Los paquetes estan sometidos a las restricciones siguientes:

Actividad 2
Sean x los microbuses e y los autobuses que se alquilan.
La funcién objetivo sera el coste total de los autobuses y microbuses que se alquilan F(x, y) = 70x + 160y.
25x +50y =200 X+2y =8

< <

Los alquileres estan sometidos a las restricciones siguientes: X+y<6 = X+y<6
x>0 x=0
y=0 y=0

Actividad 3

Se representa la region factible y se calculan sus vértices.

Los vértices de la region factible son: O(0, 0), A(0, 100)y
D(80, 0) inmediatos.

2x+9y =1275
A(0,100)

_ B(5075)

El vértice B se obtiene al resolver el sistema:

2y =200
{“ Y=o 3200-2y) +2y = 300;

3x+2y =300
600—4y =300;y =75;x+150 = 200; x = 50;B(50,75).

! 100
El vértice C es la solucién del sistema: \ \ /

=80
X = 240+ 2y =300;y = 30;C(80,30)
3x+2y =300

Se dibuja la recta que resulta de anular la funcién objetivo F(x,y) = 12x + 9y; 12x + 9y = 0 y se traslada perpendicularmente
a su direccion. Se ve en los desplazamientos que el haz de rectas paralelas entra en la region factible por el vértice
0(0, 0), donde la funcién objetivo vale 0 y sale por el vértice B(50, 75) donde la funcién vale 1275.

a) La funcidn alcanza el maximo en el vértice B, vendiendo 50 paquetes del lote Ay 75 paquetes del lote B.
b) La ganancia maxima que puede obtener es de 1275 euros.

¢) Los valores de la funcion objetivo en cualquier otro punto de la regién es menor que el obtenido por donde sale la
funcion objetivo, ya que este es el punto mas alejado del origen de coordenadas.
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Actividad 4
Se representa la regidn factible y se calculan sus vértices.
Los vértices de la region factible son: A(0, 4) y C(0, 6) inmediatos.
L X+2y =28 ,
Vértice B: Se resta, la primera menos la segunda, y = 2.
X+y=6
Se sustituye en la primera, x = 4; B(4, 2). /\\ + \
Se dibuja la recta que resulta de anular la funcion i
objetivo F(x,y) = 70x + 160y; 70x + 160y =0 y se B \\

traslada perpendicularmente a su direccién. Se ve
en los desplazamientos que el haz de rectas
paralelas entra en la region factible por el vértice
B(4, 2), donde la funcién objetivo vale 660 y sale
por el vértice C(0, 6), donde la funcién vale
960.

La funcién objetivo es minima o sea, el coste de
los alquileres es el menor, si se alquilan 4
microbuses y 2 autobuses.

En cualquier otro punto interior de la regién factible

70x +160y = 600
A04)

3 2 A4 000,0)

N

el valor de la funcion objetivo es mayor ya que su gréafica se aleja del origen de coordenadas.

Actividad 5

a) Se representa la region factible; que resulta ser el cuadrilatero ABCD.

\

D=(06)

A=(5,1)

Se calculan los vértices
Vértice A:
= 2X+2y =12
x+y=6 = X+ey :>5x:25:>x=§=5;
3x=2y=13  |3x-2y=13 9

y=6-5=1 A=(51)

Vértice B:

3 — = — =

X—=2y 13:> 3x—-2y =13
-3x-9y =9

-3+6=3; B=(3,-2)

X+3y=-3
x=-3-3(-2)=

Vértice C : {
X=

Vértice D : {x+y=

X+3y =

:—11y=22=>y=£=

i

-3

=0+3y=-3=y=-1 C(0,-1).

6
=0+y=6=y=6; D=(0,6).

b) Se sustituyen los valores de los vértices en la funcién z = x —2y, para ver donde toma los valores maximo y minimo:

2,(5,1)=5-2=3; 2,(3-2)=3+2:2=T;

2,(0-1)=0+2=2;

2, (0, 6) = 0-2- 6 =-12.

El valor maximo se encuentra en el punto B(3,—2), su valor es 7'y el minimo en el punto D = (0, 6) y su valor es -12.

242

Rhea 4>



Actividad 6

a) Representacion del conjunto A.Célculo de los vértices:

[

Ik

al C 4p

—X+y=-5
2x+3y =60

= dos por primera mas segunda; 5y =50; y =10.

Se sustituye en la primera —x + 10 = —5; x =15. B( 15, 10)

Méximo de F(x, y) = x — y en el conjunto.

F,(5,0)=5-0=5; Fg(15,10)=15-10=5; F, (30, 0) =30 -0 = 30.
El valor maximo de z se encuentra en C (30, 0) y su valor es 30.

- J

= AB) C(300) El conjunto A se puede definir ~ ~
] sin necesidad de la inecuacion
. J
3x+y=15.
b) Gréfica del conjunto B.
Valores de z = x — y en los vértices:
Fz(0,-5)=0-(-5)=5; F-(5,0)=5-0=5.
La funcién F toma los mismos valores en todos los puntos del segmento EF;
los valores de F aumentan al desplazarse paralelamente sobre el conjunto B;
por tanto, no tiene maximo en él
Actividad 7
El maximo y minimo de la funcion f se encuentran en los vértices del cuadrilatero y estos tienen las siguientes coordenadas:
A(3,3); B(5,3); C(5,-1) y D(2,0).
Los valores de F en los vértices son: F, (3,3)=3+3-3=12; F;(5,3)=5+3-3=14; F,(5,-1) =5+ 3(-1)=2;
Fr(2,0)=2+3-0=2.
La funcién tiene un maximo de valor 14 y un minimo de valor 2.
La funcion F toma el toma el valor méaximo en B(5, 3) y el valor minimo en dos puntos C (5, 1) y D (2, 0); por tanto, es
minima en todos los puntos del segmento CD.
Actividad 8
Se dibuja la region factible.
4 I

Se calculan los vértice; O(0, 0), A(0, 2) y D(15/7, 0) son inmediatos.

Vertice B: —7x+5y:10:> —21x+15y =30
2x—-3y=-10 10x —15y =-50
Se suman las dos ecuaciones:
o v 200 520 o0 4 .90
—11x =-20; x_11, 2 11 3y = 10,seopera.y—11.
20 50
o )
o 2x -3y =-10 )
Vértice C: ; se suman las dos ecuaciones,
—7x+3y=-15
—5x =-25; x =5.
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3’ 3
Se sustituyen los vértices en la funcion objetivo: F(x, y) = 3x + 2y.

F,(0,0)=0+0=0; F,(0,2)=3-0+2-2=4; FB(ZO 50):3-%& 50 _60+100 _ 160.

En la segunda ecuacion, 10 — 3y = -10; se opera: y = 2. C(S, @j

1111 T
20\ _35,9.20 _45,40_85. 15012318, 0248
FC(S,?)—3 5+2 3—15+3—3, FD(7,O)—3 3+0—7.
El minimo se encuentra en O(0, 0) y su valor es 0; el maximo se encuentra en 0(5, %j y su valor es %5
Actividad 9
4 7\ Se dibuja la region factible.
\ 1 Se calculan los vértice; O(0, 0), A(0, 1/2) y D(1/4, 0) son inmediatos.
Vértice B:
KTy = 2 =1 4x+2y =2
o=t Xry=t ey * se suman las dos ecuaciones: 5x = 1:
¥ X—2y =—1 X—2y =-1
C(1/4, )
_1 - on 24yot yo3 (13
. X‘E' En la primera ecuacion, §+y—‘|, y—5. B(S’ 5)
Xx+y=1
2x+y =1 1 1 11
Vértice C:  2—+y=1; y==: D| -, = |
0.2 04 06 x=1 A Y=3 (4 2)
D(1/4,0) 4
Se sustituyen los vértices en la funcién objetivo: F(x, y) = 6x - 2y.

J

Actividad 10 a
Se representa la region factible:
Se calculan los vértices los vértices, O(0, 0); A0, 10) y C(10, 0)

son

Vértice B: {

Se sustituye en la primera ecuacién: x = 8. B(6, 8)

se suman las dos ecuaciones: -20y = 120; y = 6. ' 10\ CHEE N
: + 12x+4y =120
\_ o )

Se sustituyen los vértices en la funcion que se desea maximizar:

_040=0F 00 =02 o4 RE[13V6d 03 0 p(1M)el At E(1g)o
Fo(0,0)=0+0=0;F,(0,5) =0-2-5=—4 FB(5,5)—65 25=0, FC(4,2)_64 25=5: FD(4’OJ_

= 61 +0= §_ El minimo se encuentra en A(O,yz) y su valor es —1, el m&ximo se encuentra en D(

= o

4777

,OJ y su valor es %

inmediatos.
x+2y=20 R —12x-24y =240
12x+4y =120 12x+4y =120 '

Fo(0,0)=0+0=0; F,(0, 10) = 0 + 410 = 40; Fy(8, 6) = 5:8 + 46 = 64

Fq(1

0, 0)=5-10+0=50.

La funcion objetivo F(x, y) = 5x + 4y toma el valor méaximo en B(8,6) y su valor es 64.
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Actividad 11
Sean x e y el nimero de plazas de fumadores y no fumadores que se ofertan.
x+y<90 x+y<90
Las plazas estan sometidas a las restricciones siguientes: {20x +50y <3000 1 2x +5y <300

Se representa la region factible: x20; y=0 x20; y=0

- ™ Se calculan los vértices.
Los vértices A (0, 60) y C (90, 0) son inmediatos.
+100 L ., ) x+y =90
El vértice B es la solucion del sistema
2x+5y =300

Solucién: B(50, 40)
Se trata de optimizar la funcion F(x,y) = 100x + 60y

F, (0, 60) = 0- 100 + 60- 60 = 3600 euros.

F5(50, 40) = 50- 100 + 40- 60 = 7400 euros.

(_ ) F;(90,0)=290-100 + 0- 60 = 9000 euros.
El beneficio maximo se obtiene ofertando las 90 plazas a los fumadores.

Actividad 12
a) Sea x el nimero de camaras € y el de alarmas que debe instalar para cumplir los objetivos.
6<x<15
Estan sometidos a las restricciones: 6<y
1000x + 500y < 36000

El nimero de camaras x que puede instalar sera: 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 0 14.

El minimo gasto en camaras sera si instala 7; por un importe de 7000 euros. Para instalar alarmas le quedan
29000
500

36000 — 7000 = 29000 euros; que le permiten instalar hasta
y 59 alarmas.

=58 alarmas. Por tanto, no puede instalar 7 cdmaras

El maximo numero de camaras que puede colocar sera 14, con un gasto de 14000 euros; lo que permite colocar
36000 —14000

500 =44 alarmas.
e ~ Apartir de la figura que es un trapecio de &rea
1eo A= w = 360 posibilidades.

La funcion objetivo que se desea maximizar es F(x, y) = x+J.
b) El maximo se encuentra en los vértices:
F(7,45)=7+58=65; F(14,44) =14 + 44 = 58,

Por tanto, se pueden colocar 65 dispositivos como maximo; de
los que 7 deben ser camaras y el resto 58 alarmas.

0w B | Ecoste total es: 7+ 1000 + 58+ 500 = 36000 euros.
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Actividad 13

Sean x los abanicos del modelo A e y los abanicos del modelo B que se pueden fabricar.

20x +60y <3000 2x+6y <300 x+3y <150
120x +80y <7200  |12x+8y <720 3x+2y <180

Los abanicos se someten a las siguientes restricciones x+y<70 =< x+y<70 ={ x+y<70
/ ™~ x>0 x=0 x>0
y=0 y=0 y=0
a) Se calculan los vértices:
+3y =150
{X d = primera menos segunda; 2y =80; y =40
x+y=70
x =70 -40 = 30. Vértice B (30, 40)
3x+2y =180
y = primera menos dos por segunda; x = 40
x+y=70

. /' y=70-40 = 30. Vértice C (40, 30)

b) La funcidn objetivo (beneficio = precio de venta menos el de produccion) a maximizar sera:
F(x,y)=(1,8x+18y)-(1,2x +1,3y) =0,6x + 0,5).

Se sustituyen los vértices en la funcidn objetivo para ver como se logra el beneficio méaximo
F,(0, 50) = 0,6- 0 + 0,5- 50 = 25 euros; F4(30, 40) = 0,6- 30 + 0,5- 40 = 38 euros;

F(40, 30) = 0,6-40 + 0,5- 30 = 39 euros; F(60, 0) = 0,6-60 + 0,5- 0 = 36 euros.

Se deben fabricar 40 abanicos del modelo A'y 30 abanicos del modelo B.

c) El beneficio maximo es de 39 euros.

Actividad 14

Sea x el nimero de paquetes de C, e y el de C, que se pueden preparar.
300x +100y <900 3x+y<9

. . . . 200x + 400y <1600 2x+4y <16
Los paquetes estan sometidos a las restricciones siguientes: =

[

x=0 x>0
Se representa la regién factible. y=0 y=0
~ Se calculan los vértices:
\f10 3X+y=9 . ,
= multiplicar por menos cuatro la primera y sumar
2x+4y =16

{_12’(_4" =0 k=20, x=2

2x+4y =16
Se sustituye en la primera ecuacion: 6+y = 9; y = 3. Vértice B(2, 3)
a) Se trata de optimizar la funcién objetivo F(x, y) =0,9x +1,2y.

F,(0,4)=0,9-0+1,2-4=4,8 euros; F4(2, 3) =0,9-2+1,2-3= 5,4 euros;
F«3,0)=3-0,9+1,2:0=2,7 euros.

El maximo beneficio se obtiene fabricando 2 paquetes del tipo C, y 3 del C.,.
b) El beneficio maximo es de 5,4 euros.
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Actividad 15

Sean x e y las coordenadas de la regién S.

Estas coordenadas estan sometidas a las restricciones siguientes:

4 )
5

- J

Actividad 16

ol O 4p
x>0 x>0
y=>0 >0
HTygs: x+y<10
2x+y>5 2X+y =5

Se representa la regidn factible.

Los vértices son inmediatos: A(0,5); B(0,10); C(10,0) y D(2,5,0)
Veamos donde la funcién f(x, y) = 2x+y toma el valor maximo:
fax,y)=2:0+5=5; fo(x,y) =2:0+10 = 10;
f;(10,0)=2-10+0= 20; f,(2,5,0) =2:25+0=5.

El maximo de la funcion f se encuentra en C(10,0) y su valor es 20.

Sea x el dinero para préstamos de riesgo alto e y para préstamos de riesgo medio.

Los riesgos estan sometidos a las restricciones siguientes:

La gréfica de la region factible es:

F,0,4)=0,14-0 + 0,07-4 = 0,28 millones de euros.

x=0

x=0
y=>4 . yz4
x+ys418 X+y<18
X
<
/55 ox <4y

Los vértices de la region factible son: A(0, 4) y B(0, 18); inmediatos.
Vértice C:

18
Y= ey _4(18—x)=0=9x—T2=0; x="2—8;
5x—4y =0 9
y=18-8=10. C(8,10)
= =5x-16=0; x=3,2; D(3,2 4)
bx—4y =0

La funcién objetivo a maximizar es F(x, y) = 0,14x + 0,07y y el valor maxi-
mo se encuentra en los vértices.

F5(0,18) = 0,14-0 + 0,07- 18 = 1,26 millones de euros.

F.(8,10) = 0,14-8 + 0,07- 10 = 1,82 millones de euros. Fy(3,2,4) =0,14-3,2 + 0,07-4 = 0,728 millones de euros.
Luego el maximo esté en C(8, 10) y el valor méximo es 1.820.000 euros.

A= 4p
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Actividad 17
Sea x el nimero de vagones para transportar coches e y el nimero de vagones para transportar motocicletas.
X+y<27 X+y<27
X212 x>12
Estos valores estan sometidos a las restricciones siguientes: X = -
y= 3 2y 2 x
x>0 x>0
La grafica de la region factible es: o y , .
— —~, Los vértices de la region factible son:
1 =12
- 130 {X — A(12,6)
2y =x
120
. X = 12
ik { = {12+y =27, y=15 B(1215)
+10 X+y= 27
< 0(18,9)
T A(126) X+y=27
— ( ; ) : — { Y ={2y+y=2T=y=9, x=18 C(18,9)
5 [ 5 10 [15 20 25 30 2y =x
T-10 La funcién objetivo que se desea maximizar es F(x, y) = 540x + 360y ;
el valor maximo se encuentra en los vértices de la region factible:
N~ — F,(12, 6) = 540- 12 + 360- 6 = 8160 euros.

F5(12, 15) = 540- 12 + 360- 15 = 11880 euros.  F(18, 9) = 540- 18 + 360- 9 = 12960 euros.

El beneficio méximo se presenta en C 18 vagones para transportar coches y 9 vagones para transportar motocicletas;
el beneficio méximo seré de 12.960 euros.

Actividad 18
Sea x los modelos de coches del tipo A e y los del tipo B que deben venderse para cumplir los objetivos.
0<x<20 0<x<20
0<y<10 0<y<10
Los modelo estan sujetos a las restricciones siguientes: y = Y
Xy x=y=0

> >
La gréfica de la region factible sera: 9000 +12000y > 36000 [9x +12y > 36

4 ™\ Los vértices de Ia region factible son; D(20, 0) y E(4, 0) son inmediatos.

x-y=0 36 36 36
21X =36, x==22 DD
Ox+12y =36 21 21 21J

y=10
x-y=0

. Vértice A: { =171, A(

Vertice B: { —B(10,10)  Vértice C: {’; - ?(()):> C(20,10)
Precio del modelo B = 9000 + 1/3-9000= 12000 euros.

La funcion objetivo que se desea maximizar es F(x, y) = 9000x + 12000y.
/ F,(1,71, 1,71) =9000- 1,71 + 12000- 1,71 = 35910 euros;

F5(10, 10) = 9000- 10 + 12000+ 10 = 2100000 euros  F4(20, 10) = 9000- 20 + 12000- 10 = 300000 euros;
F5(20, 0) = 9000- 20 + 12000- 0 = 180000 euros F£(4, 0) = 9000- 4 + 12000- 0 = 36000 euros.

a) Para maximizar beneficios se deben vender 20 coches del modelo Ay 10 coches del modelo B.

b) Elimporte de la venta serd 300.000 euros.

248 R = 4 p



Q Q

n] C 4p

UNIDAD 4. LIMITES, CONTINUIDAD, ASINTOTAS

Actividad 1
_ L'Hépital 2 _
a) lim ﬁ:g(md) il ”m3x_37:i;
=2 x'~16 0 2 4x 32
jim 6x+6 12 e
L'Hépital L'Hopital Yo -
b) lim x> +3x* —9x +5 O(nd) i I/'m3x +6x-9 O(nd) = Iim6x+6_2:> r6x—6 0 ;
o1 x*=3x*+3x-1 0 ~13x° —6x+3 0 =16x-6 0 ”m6x+6_E -
-1t 6x—6 07
X +2x-11x-12_ 0 UHoptal - 3x2 +4x—11 21
c) lim —(ind) = lim —S———=——.
>4 x° +8x2 +11x =20 0 x—>-43x° +16x +11 5
Actividad 2
3 o 3
a) fim X=X gy < im X = im L=
xo—o  x* 1 ) X—o—eo X—o—eo ¥
x*+5 o X 1 1
b) lim——————=—{(ind) = lim —=lim-=—
)X—>°°2x3—x2+5x oo( ) o= 2k’ xom2 2
3[ 5 B ot oo % %
¢) fim X E2XTTX 22 gy im X = i X i 3¢ =
X—>—o0 3X+8 —o0 X—— X X——c0 X—>—o0
Actividad 3
! fim ——— ==
/ L'Hopital _ _ vy =0 =
a) i /m4 X8 _0 ) 2 gy X6y 1 T Jmax1e 0
x—0 0 x—0 2X x—>04x,/X+16 0 , -1 —1
lim — =—c0
o0 xJx+16 0
L'Hopital
b) fim =20 ) Ty 33,
x—1 x—-1 0 -12./1+3x 4
/ 1/ — L'Hépital
c) lim N2FX VB 0(lnd) =" lim L + L =1+1=1.
X2 0 =2 224x 22[6-x | 4 4 2
Actividad 4
5 e 5
a) I "2 (ind) < fim = fim X = oo
o= x4 2x=T  —oo el SIS A
4 4
b) Ilm1;—x == (ind) = lim —— =%; c) lim (\/x2—3x+x) {camblox:—n}—I/m(\/n2+3n—n):
X—00 —o0 X—00 —, X X—>—o0 n—eo
‘”(ind)mnju‘gadolim m+dn-n’ " g 3
ednt 43040 7nt 43040 NN 2
Actividad 5
1
Iing(x~e%):0‘~eA:0-e*’°:0
a) Iin%(x‘e%)=0'e%=> 5w L' Hopital

lim (x.e%)=o+.e%* =0-6" =0-e0 (ind) = fim & == (ind) =

x—0" x—0* y oo
X

_ o
2
= lim A = fim e'x = oo; b) Ilm(x e/) 00-g’ =c0-1=c0; €) [im (x-e%)z—oo-e":—oo.

x—0t yz x—0* X—>00 X3—o0
X
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Actividad 6
1 1 L'Hépital
a) Ixiﬂ(Zx—1)ﬁ:1°" (ind):>y:(2x—1)x—1:>Iny:W:ﬂlm(lny)_lxmI (5{11) g(/nd) i Ixiﬂ%:Z:

= lim(ny)=In{imy|=2=>imy =¢';

. . o L' Hepital
b) fim 1 = (ind) = y = x* = Iy = 2™ =5 him (iny) = tim 2 == (ind) = tim (iny) = fim 2=0=
X—>00 X X—>o0 Xoe X oo X—>o0 X—eo X
/im(Iny):ln(limy):0:>Iimy:e°:1;
. X-Inx X-Inx Inx —oo . . LHoE
c) ilﬁ%(\/_) =0’=y= x/:>lny—T:>Ilm(Iny)_mT:0(—w)(/nd):llm(lny)_llmy ;(m =
X

1
X . . .
/ ‘hm(_EJ Ozm(lny)=ln(£my):>£my=eo =1.

x—0 yz x—0
X

Actividad 7
L'Hépital L'Hépital
a) lim ﬂ_g(md _P /lmw O(nd) =P Im6 2:?]
=2 -3x*+4 0 =2 3x*—6x 0 —26x-6 3
— L'Hépital
b) im—2=0_ = %(ind) = fim—2— =iy 2O 10
=4 Jox+1-5 0 -4 B -4 3 3
2/6x +1
Actividad 8
3 _ 2 restamos X =1)(x+1)-x*(x* +3x +5 Oy _By? _y_ I
a) fim| oo (ind) "2 Iim( ) ) -x( )=/’ LS o S
ool X 43x45 x+1 == (XP43x45)(x+1) oo X AP 48X 45 o X
3 2 L' Hapital 3_Qy? L' Hapital 2 _
b) lim 3x2+x +4:9(ind) :P h,m4x29x +2X:9(ind) :P :”m12x 18x+2 14 7
20 —2x2—4x+8 0 -2 3x"—4x-4 0 =2 6x—4 8 4
Actividad 9
«/5+ -2 0( d)LHopAIaII 1
xa—1 X+1 0 X—— 12 [5+ 4

_Ay? _ _ L'Hépital _
b) lim X 4x2 19x 14:9(ind) =P im 3x%—8x-19 7_2 @
X7 Xx“—49 0 7 2X 14 7

Actividad 10
3

=—=-—00

3
lim ——-=
\/3x+ -3 0, LHos 3 3 |v4Axy3x+9 07

ind) = limM————s=-= :
L 0( ) A3+ 0|, 3 3
im——— =" =
=0 4x/3x+9 0"
im 3x*—4x-2 13
2 _9x— L' Hepita 2_py_ M T t0vaa o
b) lim Mzg(md) i lim 3X2 Ax Z:E: ¥3x°-10x+3 0
3 -5x*+3x+9 0 =33x"-10x+3 0 3P -dx-2 13

im ————=
3 32 —10x+3 0"
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Actividad 11
_ 23X (X450 +4x+20)
a) eo—oo(ind) = lim —— = lim = =0
X X° +5x X X
6x*(x—3) 54

Actividad 12

i —6x2-12x 1
a) 1” (ind) =g+ — g7 =
e
2 veces L'Hopital 2 _ _
0 -2 12x* —18x 3

Actividad 13

Para la representacion grafica consideramos la funcion que aparece en cada trozo: una recta (la bisectriz del 17~ 3
cuadrante, que termina en (-1,-1)), una parabola (que pasa por (-1,0), vértice (0,1) y termina en (2,-3)) y una funcién
constante.

1 Iln21+ f(x)= Iinzv (-3)=-3
y f\ | Lmzf(x) = l/'n27_f(x) _ //’r721 (1—x2) _3 = Lmzf(x) =-3. En x = —1tenemos:
:V :2 X— X—
-1 \i Iirrif f(x) = lim x =1, Iin% f(x)= Iirr11(1 —x° ) =0= 3 Jim f(x) = La funcion
3bo.. presenta una discontinuidad inevitable de salto finito.
Actividad 14
a) Iirr77_ f(x)= I/’m7|3 —x|=|-4/=4; Iin77+ f(x)= l/’rr;(ax +4)=Ta+4 = para que f sea continuaen x =7,
I/’rr77_f(x) = //’n71+ f(x)>7a+4=4=a=0.
3—x|,8ix<7 i
b) La funcién queda f(x) = | _ | y su grafica es la que aparece a
4,six>7
la derecha.
Actividad 15

Posible punto de discontinuidad x = 0
l/’rg_ f(x)= Iirrg(x -1)=-1; Iir{)l f(x)= Iirrz)(x2 + 1) =1= Elirrg f(x) = f es continua en R —{0}, y presenta una

discontinuidad inevitable de salto finito en x = 0.

Actividad 16

a) Posible punto de discontinuidad x = 600: lim f(x)= lim (0,02x=5)=7. lim f(x)= lim _140x __840 =8%=
X600~ x—>600 Xx—600" x-600 2x +8200 94

= la diferencia en gasto es de 2,94 € , que es un #-100 =42% superior.
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b) Separando G en sus dos funciones componentes tenemos: G,(x) = 0,02x - 5 = recta creciente (pendiente positiva).

Descomponemos la fraccion G, en la forma: ¢(x) + ﬂ quedando: G,(x) = 140x =70+ —574000 =
d(x) 2x +8200 2x +8200

= constante + funcién de proporcionalidad inversa siempre creciente (por el signo menos del numerador) o también a

través de la derivada G', = LOOOZ G, es creciente en todo su dominio.
(2x+8200)
o) limG(x) = lim — 20X _ jim 140X _ 70

e == 2x+8200 x> 2x

Actividad 17
3

3 3
y= ZX = DEN > 0= No tiene asintotas verticales. /im — i lim X—z = [im x =1e0= No tiene asintota horizontal.
X"+ X—teo ¥° 4 X—teo ¥ X—>teo
3 3
m= fim "= i X X 24
X—teo ¥ X—teo ¥ 4 X X—teo ¥ ., ,
; = Y = X. Lafuncion se acerca a su asintota
n= lim (f(x)-mx)= lim x )= i =X m =X = im oo
X—>oo X—rtoo X2 +1 X—teo X2 +1  xore X2 Xt ¥
- —Yo, >0cuando x - —o=y >
oblicua del siguiente modo: y —y,,, = 2—X Y~V V> Vo
X“+1  |y=Yo <0cuandox o=y <y,
Actividad 18
a) f(1)=2-¥-3-1+1=0; Iinzf(x)=linz(2x2 -3x+1)=0; 1

lim f(x) =Iim1lnx =In1 =0:>Iirqf(x) =f(1)=0=f es continua en R.

x—1"

A
b) La funcién se compone de:

4 4
2°) logaritmo neperiano, comenzando en (1°,0)

1°) parabola con vértice en x, = _2£ = E Yy = y(gJ = —%. Como x,, <1, tomamos los puntos (0,1) y (1,0);
a

Actividad 19
2x—1)° 2x—1)° 2
f(x)= ( x2 ) = DEN >0= No tiene asintotas verticales. lim ( x2 ) = lim 4i2 ==y, =1=
4x° +1 xote QxS 41 xoE=4x
No tiene asintota oblicua, porque tiene asintota horizontal y,, =1, que se acerca a la funcién del siguiente modo:
4x% —4x +1 —4x [>08ix—>—e=f>y,
sgn(f -y, ) =sgn| ————-—1|=sgn—— .
4x" +1 4" +1|<0six s 0of <y,
Actividad 20
—x* +1
f(xX)=————
) 2x% +2x 12

a) DEN=0 =2x*+2x-12=0=x=-3,2=Domf =R -{-3,2}
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b) Los posibles puntos de discontinuidad son x = -3y x=2. x=-3=f(-3) = 2 = Af(-3) = discontinuidad inevitable

de salto infinito. x =2=f(2) = %7 = Af(2) = discontinuidad inevitable de salto infinito. f es continua en R —{-3,2}

c) Asintotas verticales x = -3 , x = 2, comportandose en sus proximidades como:

—x%+1 28 ’ x> +1 -7
12 O e etz o X +1 X X
: N — s A 7 Sy ) i [ SN
-x*+1 28 S e A xot x 42X =12 a0 2pF aoim| 2

m 2— =——= —o0 m 2— = _+
-3 2x“+2x-12 0 =2 x5 +2x-12 0
= no tiene asintota horizontal.

flx) —x*+1 =X
m=lim —= lim —w————= lim —=--
xode X Xk Qx4 DX QX kot QX 2

( —x*+1 x] p X2 —6x +1 i X 1

= lim=——"— = |i =
xote Qx4 2 =12 o= 2x2 2

n= lim (f(x)—mx)= lim

2 TRD) =
2X°+2x-12 2

1 . , . _—
Yoo = _EX + 7 La asintota oblicua se acerca a la funcion del modo siguiente:

sn(f— )—sn i ~ 5an —_7X — san —_7 >08ix—>-o=f>y,
’ Yo =5 2x* +2x 12 d 2x* d 2x ||<0six >o=f<y,,

Actividad 21
/xz -4

f(x)=
(x) o

a) {NUM:0:>x:i2

(o0, =2)/ (=2, = 1)|(=11) |(1,2) |(2, o)

DEN=0=x=+1 (x+2)(x-2)
Dom f = (—eo, =2]U(~1, 1)U[2, ) (x+1)(x=1)

+ - +
+ +

b) Asintotas verticales x = —1, x = 1. La funcién siempre tendera a o, porque siempre es positiva.
, X2 - 4 , X2 _ _ . r . . 2 2
XILZL o = XILTW o 1=y, =1. La funcion f va siempre por debajo de y,,, porque x° —4 < x° —1.

Actividad 22

x*—3x+2, six<3

f(x)=
) ﬂ Six>3
a—x
a) Iimf(x)=lim(x3—3x+2):20; /imf(x):l/’mizﬂél/’mf(x):Iimf(x):>£:20:>a—3=1:>azz.
x—3" x—3 x—3" =>3g—X a- 3 x—3 x—3" a— 3 2 2
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Six<3
. Separamos la funcion en sus dos componentes:

x*=3x+2,
=110

4-x
f(x)= x> —3x +2 no tiene asintotas de tipo alguno.
.10
10 fim =
= asintota vertical x=4:1 7" T =X
4—x .10
lim —— = —oo
xo4t 4 —x

b) f(x)

Six=>3

= lim 10 0=y, =0. Lafuncién va por debajo de la

f,(x
(X) fim =

asintota horizontal, porque sgn(:—o) <0 cuando x — ee.
—X

Actividad 23
lim f(x)

x-1"

-t )

F(x) -

e six <1
=Iirq(x+a)2 =(1+a)2:> lim f(x) = lim f(x):>(1+a)2 =1=1+a=11=

X1 x—1"

(x+a)2,six21 lim f(x)

x—1"

Actividad 24
Damos dos ejemplos de posibles solucion del ejercicio:

X+5, six<a

b, sia<x<b
2b2(x—b)

b>

limf(x)=a+5# limf(x)=b

x—a~ x—a*

, ] _2b*(x-b)
- sib<x<c™> X/’_Z:’_f(x)_b_xlﬂ+f(x)_£m(x+b)(x—b)
lim f(x) =

x—ct

lim £(x) =3 lim f(x)=1

x—a~ x—a*

4 . 4
] SIX>C — =00
X—cC 0
3, six<a
1, sias<x<b
3b(x—2b)
X2 —4p? '
In(x—c), six>c

3b(x—2b)
(x+2b)(x—2b)
= lim [In(x—c) ] ==

X—cC

lim f(x)=1= lim f(x) =

x—b~ x—b*

lim f(x)

x—ct

=

B2 1) = sib<x<c

Actividad 25
_ x=3,
T x+3,

Actividad 26

jx>3
Six<3

x—3" x—3 x—3

f(x) =£l_>ms(x—3)=0:££/_)msf(x).

X’ +a,

f(x)=1-2x"+b,

X

e’ —a,

x—>=1

x—0" x—0

lim f(x)= lim (x* +a)

x——1

lim f(x) = lim (~2x* +b) = b = lim f(x)

six<-1

si0<x

x—-1"

x—0

=1+a= lim f(x)= lim

X—-

si—1<x<0. Posibles puntos de discontinuidad x = -1, x =0.

1(_2)(3+b)=2+b:>1+a=2+b;
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Actividad 27
x—4, six>4 cid 8
f(x)= . im f(x) = lim —— =—=—co= Alimf(x). lim f(x)=/lim(x—-4)=0.
(=1xrd oy mit=lim S =0 fimf(x). ~ lim f(x)=lim(x—4)
x—4
Actividad 28
4—(x+2) )
— 7 —X = - 4
fx) = SXEO iy < im = g X0 gy g
x—0 x—0 X x—0 X
k, six=0
Actividad 29
a) DEN =0 = x> —x—2=0= Posibles puntos de discontinuidad son x =—1,2.
b) f(-1)= %3 = discontinuidad inevitable de salto infinito. Iimr f(x)= _—f’ =—oo; Iim1+ f(x)= S—?’ =00

f(2)= %(ind)famzmo (x+2)(x=2) _x+2| — % _, discontinuidad evitable.

(x+1)(x-2)  x+1|,, 3
¢) Podemos afiadir al dominio el numero 2, redefiniendo la funcién o simplificando los factores, pero no el nimero —1.

Por lo tanto, a lo sumo, Dom f =R —{-1}.

Actividad 30
) X+2 ) . 3x*-2x . _
a) limf(x)=lim——=4= lim f(x)=lim =2=No es continuaen x = 2.
x—2" x—>2 x —1 x—2" x—=2 X+
X+2
by m= fim (XL o x| im =X g
ot X - 3xF—2x o= X+2 X X +2
lim — =3
o X° 42X

f tiene una asintota horizontal y,, =1 cuando x — —e y una asintota oblicua y,, =3x—8 cuando x — .
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UNIDAD 5. DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (n
Actividad 1
) 3y 1 . 3(3x%+1)-(3x—1)-6x  3(1+2x-3x*)
3x* +1 (3x* +1)2 (3x* +1)2
b) y:x2-Inx:>y'=2x-|nx+x2-1:2x-lnx+x:x(2lnx+1);
X
X+1 , X Hx=2—(x+1)(2x+1)  x*+2x+3
c) y= 2 = = 2 = 2"
X" +x-2 (x2+x—2) (x2+x—2)
Actividad 2
3 3 (x*+1)=x>2x  xX*(x*+3
Q) y=—0—=y'= ( )2 = ( 2); b) y=x*-3x=y'=3x"-3,
2 2
X*+1 (x*+1) (¥ +1)
C) y=(2X_1)2 =4X2+1—4X=1_ 4x :>y,=_4(4X2+1)—4x-8x= 16x% —4
4x* +1 4% +1 4% +1 (4x° +1)2 (4x° +1)2 '
Actividad 3
gyt o+ :>y.:_3X2(X2+X—6)_(_X3+1)(2X+1):—x4—2x3+18x2—2x—1_
22X +2x—12 2(x2+x—6) 2(x2+x—6)2 2(x2+x—6)2 ’
iy iy L i 3% —x (Bx-1)(x+2)=(3x*~x) 3¢ 4122
b) y=xe™ =y'=e™ +x(-2x¢" |=(1-2x*)e™; ¢) y= =y'= = .
N ! (e )=(1-2)e5 dy=S5 = (x+2) (x+2)
Actividad 4
15x% —12x 2x-5
=In(5x® —6x*+7 = b) y=vx*-5x+3 =
a) y=In(5x° -6x*+7) =y T ) y=vx?—-5x+3=y N
Actividad 5
1 ) 2 oo 2x(x*-4)-x*2x _g
)y=—m=y == b= —=y'= ( )2 =%
1+ (1+x%) x"—4 (x*-4) (¥ -4)
8(x-1)" (x* 2x 1 12 A, (1.4 3, 8(=X+4x=3)
0y =2 =8(7_7+7]:8(7_x_2+x_3):>y =8(7+7‘x—4):y T
Actividad 6
a) y=xe " =y'=e¥-3xe* =(1-3x)e™™; b) y=£:>y': 10 -
8-x (8-x)
_38x—100 , 38-0,4x—(38x-100)-0,4 100 _ 250
V="oa Y= (0,4x)° 04X’ X
Actividad 7
5 2% 4 VA A 26 3 . _ 1 . 3-2x
a) y=7e"" -3 " +hx=>y'=14e"" -12x°+5, b) y=5—-=2y'=—"T",;
X" =3x+2 (x2—3x+2)

x? Xt

2 2x-x—(x*+1) 2 _
o) (=25 (x)= 41 _ 1
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Actividad 8
“x— 2 2x—3)-x* —(x* =3x+2)-2x 2 _ _
a)y=(X 1)(2’( 2) _x 32x+2:>y.=( ) (4 ) :y.=3x 44X=3X34i
X X X X X
2 | 2x?*—4)=2x-2x —=2(x?+4 5x° ' 15x% (5x° =7)-5x> -15x> —105x2
R o . e NN VIO ) i
T e T e
Actividad 9

a) y =sen(x* +2x)=>y'=2(x+1)cos(x’ +2x);

) it '_(\/;+2\’;;)(x—1)—(x\/;—1)_32/;_3\2/;_)(\/;4_1 xx _3Vx
Y="= 7V T B

2 2 " xlx-3x+2
2 2 =>y - 2 - 2 '
(x-=1) (x=1) (x-1) 2(x-1)
Actividad 10
a) y=e""(3x+5)=y'=e""'(6x* +10x+3).
b) y—4x2+5:>y'—— 80x
4x* -5 (4x° —5)2 .
Actividad 11
Yo=y(0)=1f'(x)==(3x+2)e™ =f(0)=—2=r: y-1=-2x=r: y=1-2x.
Actividad 12

f'(X,)=2x,+3=2x,+3=1=x, =—1=y, = y(-1)=—-7=(-1,-7) es el punto de tangencia y la ecuacion
delarectaesr:y+7=x+1=r:y=x-6.

Actividad 13

)= — =)= =]

(a=x)’ (a=1)  (a-1)

=4=a-1=%

ra=a,=f()=-2=r:y+2=4(x-1)=r:y=4x-6
nia=a,=f()=2=r:y-2=4(x-1)=r:y=4x-2
Actividad 14

a) y escontinuaentodo R; y'=—-————=DEN =0=> x =—-5=7y'(-5) = y es derivable en R-{-5}.
33/(x+5)

—,8ix<0
b) f(x)= 4;2’( es continua en R porque Iirgff(x)= Iing+f(x)=0.
X ,8i x>0 ~ -
4+2x
Sin embargo, f'(0") = - 12 > :—§¢f‘(0+): 12 > =3, f esderivable en %R -{0}.
(4-2x) 4 (4+2x) 4
x=0 x=0
Actividad 15

, ) b ifn ey b 1 4
Xlﬁg_f(x)=a+1=xlﬁyg+f(x)=7;f (07)=a=f"(0 )=Z=>a=—§,b=—§.

257 R = 4 )




n] C 4p

Actividad 16
a) y=v2X’+5=y'= 2 . Como DEN # 0= es derivable en R.
2x° +5
_ 2 _ _ 2 _ 2 _q4_ _ 1 oo 1 1/
b) f(x)=In(4x* 1) = Domf ={xe K/4x’ ~1>0} = 4x’ ~1=0= x = £ :>Domf_( , A)U(é ):
f es continua en su dominio. f'(x) = 82X Vemos que f' (o0, =112) | (=112, = 1/2) | (1/2,00)
ax” 1 sgnide -1)|  + - +
puede ser calculada en todos los puntos del dominio de f, por
lo que podemos concluir que f es derivable en (o, —1/2)U(1/2, ).
. N -2x* six<0 _ »
¢) Escribimos la funcién usando la definicion de valor absoluto:y = 2y >0 El Unico punto problematico es x = 0.
X%, Six=

Continuidad: 7(0) = lim f(x) = lim f(x)=0= es continua.

x—0" x—0"

Derivabilidad: f'(07)=—4x|,_ =0;f'(0")=4x|_, =0=1'(0)=0= fes derivable en %.
Actividad 17

ax’*—b, six<-—1
f(x)=43+ax, si—1<x<1. Posibles puntos de discontinuidad x = -1, x =1.
bx+2a, six>1

Continuidad:
e X=-1=

lim f(x)= lim (ax’ —b)=a—b; lim f(x)= lim (3+ax)=3-a=a—-b=3-a.

x—>=1 x—=1 x—-1" x—-1

e X=1=

//’n17_f(x)=lim1(3+ax):3+a;I/’rr17+f(x)=/im1(bx+2a):b+2a:>3+a=b+2a.
—p=3— 2a—b=

S AT I W

3+a=b+2a |a+b=3

Para estos valores de a y de b la derivabilidad queda:
f'(-1)= 4x|x=_1 =—4; f'(-17)= 2|X=_1 =2=Af'(-1);
f'(17)= 2|X=1 =2; f'(1")= 1|X=1 =1= Af'(1). Por lo tanto, f es derivable en R —{-1,1}.

Actividad 18
T+x 0
L T E P2 S
= T|X| = 1—x . Posible punto de discontinuidad x = 0.

—=,8i x>0
1+ x

Continuidad: f(0) = /im f(x) =Iim1+—x=1= lim f(x) =Iim1_—X:> es continua.

x—0" x—01—X x—0" x—01+ X
Derivabilidad: f'(0°) = —2—|  =2:f'(0')=——2| =-2=2F'(0). fes derivable en R—{0}.
(1-x) (1+x)
x=0 x=0
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Actividad 19
2 _ iy <
f(x)= X —ax, ?I X<2 . Posible punto de discontinuidad x = 2.
5x+b, six>2

Continuidad: I/'nzvff(x)zlimz(xz—ax)=4—23; lim f(x)=lim (5x+b) =10+b=> 4-2a =10+b.

x—2"
Derivabilidad: f'(2")=2x—a| ,=4-a; f'2")=5 ,=4-a=5= {zafj: 0 am b=-4.
Actividad 20
2_ 30x —12)(5x° —6x% +7)—(15x2 —12x)(15x> =12x _7E 3 _ 70,2 _
g yo 902 ) )-( 2 ) ), o =T 41206 -T2 +2100-84.
5x” —6x°+7 (5x3—6x2+7) (5x3—6x2+7)
2Ux?=5x+3—(2x=5 _2x=5
b) ' = 2x -5 yre ( )2\/x2—5x+3:>y..= -13 _
23X —5x+3 2(X2—5X+3) 4(x2—5x+3)%
Actividad 21
L % L 21 ) 2220 23 1)
a)y=_ 22:>y=_ N = 5\
(1+x ) (1+x ) (1+x )
8(x*—4)-8x-2-2x 8(3x*+4 8(-x*+4x-3 16(x*-6x+6
b) yuz_ 28X 2:>y“:_ ( 2) : — (2 3), C) f|(X)=¥:>f"(X):¥.
(x —4) (x —4) (x —4) X X
Actividad 22
_ _ 10 20 250 500
a " 2_3X xe 3)(+1:> "_ 2_12X+9X2 e3x+1; b " = u:_—; c |=_:> u=__.
) y'=(2-3x) y"=( ) ) y = y T e
Actividad 23
a) y' =146 —12x° +5= y" = 286> ~36x; b) y'=—S X
(x2—3x+2)
2(x*=3x+2)—(3-2x)-2(2x=3) 2(3x*-9x+7 2 _
=y'= ( 2) ( 3) &9, (2 3); o fo)=XH=1-L =2
(x —3x+2) (x —3x+2) X X X
Actividad 24
_ 4 6(2—x —2(x*+4 —Ax(x*—4)+2(x*+4)-2-2x
P S DO S - L. ol R ( 2):>y..: (x-4) (3 )-2:2x
X X X X’ X X (x2—4) (x2—4)
4x(x*+16 0B y2 2x(5x3=7)—-x*-2-15x*>  210x(10x> +7x
8] 05 g 2HOXT) 2050 2106(10x° 4 7x)
(x2—4) (5x3—7) (5x3—7) (5x3—7)
Actividad 25
a) y'=(2x+2)-cos(x* +2x) = y" = 2c0s(x* + 2x) - (2x +2)" sen(x* + 2x);
1 1 2
b)y=x+—=y'=1-———=y"= .
P A T
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Actividad 26
2 1 (NUM=0=>x =1 (0 =1) | (1=1) | (1,o0)
f'(x)==——= =
X DEN >0en R-{0} sgn f' + - +
f Cr DL Ct
Actividad 27
y'= 6(2x —3)2 >0en %—{%}ﬁ y siempre es creciente. Carece de puntos criticos, pues aunque y'=0en x = g
es un punto de inflexion: y " =24(2x -3)= y(%) =0.
Actividad 28 (coor—5) | (=5.2) | (2.0)
y'=(x*+3x-10)¢* = y'=0=>x*+3x-10=0=>x=-5 y x=2 sgny’ N _ N
Actividad 29 y il by | Cr
N 5/ 5/ ’
f'(X)=(12X—5)94X_1:>f'(X)=0:>X=£:> ( 0 12) ( 12 00)
12 .
sgn f - +
Actividad 30 f DL C1
“2x(x+3)-2(1-x*) 2(1+3x) _|NUM =0:>x=—% (—o0, =3)|(=3, = 113)|(=1/3 , o0)
= 3 = 3
(x+3) (x+3)"  |DEN=0=x=-3(tiple) |sgnf| *=— | Foy | To_
Actividad 31 * M
f Dy Ct Dl
x,=-8-Y240 _ 45842
’ 2X2 +32X+5 NUM = 0 = 2 (_OO! x1) (X1! XZ)_{_B} (XZ! OO)
SRR x=-8+320 = 0158 [ sgny + - +
y Cr Dy Ct
DEN >0en R-{-8}
Actividad 32 (—o0, —4) | (=4, 1) | (=1, 1) | (1, 0)
Ruffini
y'=xX+4x* —x—-4d=y'=0=>x=-4x=-1y x=1= sgny' - + - +
=y'=(x+4)(x+1)(x-1) y Dy Cr Dy Cr
Actividad 33
16 (—00’ 2) (2’ 00)
a) y'=4x-x*=y"=4-2x=y"=0= x=2= Punto de inflexion (2, ?J sgn y" + -
y U
2 3 . (3 (o0, %) | (*fy, o)
b) y'=6(2x-3) = y"=24(2x-3)= y"=0= x =—= Punto de inflexion (—, 0)
2 2 sgny" - +
y U
Actividad 34
1 2 (NUM >0 . o (o0, 0) | (0, 0)
a) y'=1l-—5=y"=— .= No tiene puntos de inflexion.
X x* |DEN =0= x = 0(triple) sgn y" - +
y U
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b) 18x 54(x*+3)  [NUM >0 (~o0, =3) | (=3, 3) |(3, )
=- T2 == s sgny" + - +
(x*-9) (x*-9) DEN =0= x =+3(triple) gny
y U U
= No tiene puntos de inflexion.
Actividad 35
2
I =~ S . 23x —9x+:):>{NUM¢0,NUM>0 _ (=0, ) [ (1,2) (2, o0)
(x* -3x+2) (x* -3x+2) DEN=0=x=1y x=2 sgny" |+ S s
=5 No tiene puntos de inflexion. y U v
' —3X n =3x " 1
b) y =—(3X+2)e3 =y =3(3x+1)e3 =y =0=>X=—§=> (oo, — ) [(= T, o0)
o 1 2e sgny" - +
Punto de infl -, — |
unto emexmn( 3 3) y 5
Actividad 36
2) o2 123 .__ 246 _ [NUM>0 . (~o0, —8) | (-8, 0)
a (x+8)2 / _(x+8)3 DEN=0=x=-8 sgny" - +
U
No tiene punto de inflexion. y
b o203 L 12(x=1) | [NUM=0=x=1 (o0, 1) {3} | (1, o)
=E—QF = = = "
)y (x+3)3 y (x+3)4 - DEN >0en R—{-3} sgny - +
U
Punto de inflexion (1, 0). Y
Actividad 37
2x 2-2x* _ [NUM=0= x =11 (o0, 1) | (=1, 1) |(1, c0)
a y=a—y'=———= =
X°+1 (X2+1) DEN >0 sgn y" + - +
y U U

Puntos de inflexion (-1, In2);(1, In2).

b) y'=(x"+3x+1)e"" = y"=(X +5x+4)e" "= y"=0= X’ +5x+4=0=

_ B C o 12 sgny"| + - +
= x=-4 y x=-1. Puntos de inflexion (—4, e—sj, (-1, 0). y 5 a 5
Actividad 38
a) yl=—2X6_X2 :>yu=(4x2_2)e—x2 :}y"=0:>)(=ii=i£:> —oo _ﬂ _Q’ﬂ ﬁ,oo
2 2 2 22 2
Puntos de inflexion —ﬂ, i ; —2 1 . Sgny" " *
2 Je !l 27 e y N U
2x 2-6x° NUM=0=>x=+£ B[ VB BB
b) y'= ooy R o= ||| = ||| e
(X2+1) (X2+1) DEN >0 3 3 3 3
sgny" + -
Puntos de inflexién —ﬂ, 1 ; ﬁ 1 . y u N
3 4 3 4
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Actividad 39
2 2x(x* -6 - -
) y'= 2 ﬁy"=%ﬁ{’w 0= =040, [T, 5[5, 00, 6] /6. o
(¥*+2) (¥*+2) DEN >0 sy’ - ; - T
— y
Puntos de inflexion [—\/5, é](o 0);[\/5, ?]
1 X3 X2 " 2 n
b) y :?—?—ZX:W =X"—x-2=y"=0=x=-1yx=2= (=0, <1) | (=1, 2) (2, 0)
o 17 sgny* | ¥ - *
Puntos de inflexion (—1, Ij;(z' 1). y U
Actividad 40
2 f—
a) 1(2) =0 X 122280 o aog )= —22 5 £°(2) = >0 tiene un minimo
(x+2)" | (x+2) 2
en x =2 cuando a = 18.
b) AV: x =-2; No tiene AH; AOb: y,, =3x-9.
Actividad 41
a) £'(x)=12(x* —6x+8)=>f"(x)=0=x=2,4= (~o0, 2){(2,4) | (4, o)
= Puntos de inflexion (2,851); (4,229). sgny'| * - | ¥
y U ny| u

b) 1) la grafica que se adjunta.

2) Sélo puede anularse —x* —8x —15= x =3, —5.

-2x—-8,8i x <-3
3) f'(x)=40,si-3<x<1 = f esdecreciente en (—4,-3), constante en (-3,1) y creciente en (—eo,—4)U(1,c0).

1,six>1
X

No existen ni f'(=3) ni f'(1).
4) y(-6)=-3;f'(-6)=4=r:y=4x+21.

Actividad 42

a) y'=3x’-4=y"=6x=y"=0= x=0= punto de inflexion (0,2); recta tangente r : y = —4x +2.
b) Sino es punto critico es porque es un punto de inflexién: f(1)=1=a+b+c=0;f'(1)=0=2a+b=-3;
f')=0=>2a=-6=a=-3,b=3,c=0.
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UNIDAD 6. APLICACIONES DE LA DERIVADA

Actividad 1

a) y =|x~7|=> parabola con vértice en x, = —% =0,y, =y(0)=7=V(0,7). Cortaal eje OX en los puntos

y=0=x=+JT= (—xﬁ ,0) ;(ﬁ ,0). El valor absoluto convierte el trozo negativo (que va de —~/7 a ~/7) en positivo.

b) X2—7, six<—T
y=1-x*+17, si—\/?<x<\/7:>y‘(1):—2x|xz1=—2;y(1)=6:>r:y=—2x+8.

X =7, six=+7
c¢) De la grafica de la funcion obtenemos que sélo tiene un maximo en su vértice (0,7)
V(0,7) Usando la derivada:
2x, sixe (—oo, «ﬁ)U(\ﬁ °°)
y'= =y'=0=x=0.
—2X, SiXe (—ﬁ ﬁ)
-7 | V7 0c (7, V7)= y"=-2<0= méximo en (0, 7)
Actividad 2
Funcién a optimizar: V(x) = x (80— 2x ) (50 — 2x ) = 4x° — 260x* + 4000x = V' '(x) = 12x* — 520x + 4000; V'(x) =0 =
. 80-2x N
X, = @(absurda); X, =10; V"(x)=24x-520=V" @ =280>0
X 3 3
o $50'2X V"(10) = —280 < 0 = el volumen de la caja es maximo cortando un cuadrado
de lado 10 cm y vale V., 18000 cm®.
Actividad 3

f'(x)=3x"+a=f'()=3+a=0=a=-3; f()=1-3+b=1=b=3.

Actividad 4
R'(x)=-0,002x+3=R'(x)=0=x=1500; R"(1500) = —-0,002 = a) la rentabilidad maxima se obtiene invirtiendo
1500 euros; b) R, = 2252,5 euros.

Actividad 5
Funcion a optimizar : S(x,y)=(x+2)(y +4)

18 =>S(x)=26+4x+§:>S‘(x)=4—3—?:>S‘(x)=0:>
Relacion variables : xy =18 = y = — X X
X
2 " 72 " 8 .
=x =9=x=3 S"X)=—=S (3)=§>0:>el gasto de papel es minimo para x =3 ¢cm, y =6 cm.
X

Al resolver la ecuacion x> = 9 desechamos la solucion negativa por no tener sentido en el problema.
Actividad 6

V(x) o< x* = Funcion a optimizar V(x) = x* +(2-x)* =2x* —4x +4 = V'(x) =4x -4 = V'(x) = 0=
=x=1;, V"'"1)=4>0=minimoparax=1g.
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Actividad 7
2

B(x) =x(50—%)—(%x2 +35x+25j=—x7+15x—25=>8'(x) = X+15=B'(X)=0= x=15;B"(15) = —1< 0 =
El beneficio es méximo para una venta de 15 unidaddes diarias, siendo B,,, = 87,5 euros.

Actividad 8
a) f(x)=ax’+bx+c=f'(x)=2ax+b=f"(x)=2a=f"(1)=2a=4=a=2=('(-1)=0=>-4+b=0=
=b=4; f()=2+4+c=17=c=11.
b) Como es un polinomio de 2° grado con un minimo, es decreciente en (—oo, —1) y creciente en (-1, oo).

Actividad 9
nr?
. L _ r 10—(2
Funcion a optimizar : A(r, h) =2rh+ 7 loh= (2+ﬂ)r:>A=%[20r—(4+n)r2}
Relacion variables : P = 2h +2r + r =10
A'(r)=10—(4+7r)r=>A'(r):0:>r:£; A"(r)=—(4+7r)<0=>méximoparar:im; h=im
4+r 4+ d+m
Actividad 10
a(b-x? a(b—1 a=0(absurda)=y =0 ax -a 1
a) y'= (2 2):y'(—1)= (0=1) g, |2=0 (absurca) YEa— s y)=Tl =
(x*+b) (b+1) b=1 X2 +1 2 2
2x(x2—3) 1 . . 1
a=1,y"(x)=————=-=y"(-1)=-<0=ytiene un minimoen | —1,—~ | paraa=b=1.
(x*+1) 2 2
—0,=1) (1,1 | (1,
G X [NUM=0= x =1 oo =] 1) | e
= ' - -
)y (1) (DEN>0 sgny '
y Dy Cr Dy
Actividad 11
a) . : C,(5)=-12<0
C,=0,06x*-18x+75=C,=0=>x=525=C, =0,12x-1,8= f( ) - = la compafiia A
C,(25)=12>0

alcanza su maxima cotizacion al 5° dia y la minima el 25°. C, =0,2x-3=C, =0=>x=15=C,; =0,2>0=
la compafiia B alcanza su minima cotizacion el 15° dia.
Cuns =C,(8)=117,5.  C,,., =C,(25)=37,5. C,,,(15)=77,5.  C4(0)=100.  C;(31)=108,1.

Améx Amin

b) La compafiia A estuvo al alza del 1° al 5° dia; después a la baja hasta el 25° dia, y de nuevo al alza a partir del 26°.
La compafiia B estuvo a la baja hasta el 15° dia. Después estuvo al alza.

Actividad 12

2
15min=%h:>T(1J=2-l—(1J - T(to):2t0—t§=%=>t§—2to+ !

—=0=1=
16

Z = han de pasar 90 min
4 4 14 16 4

[ghj T't)=2-2t=>T'(t)=0=1t=1;T"(t) =—-2 < 0= la temperatura mé&xima se alcanza al cabo de 1 hora, valiendo

T = T(1)=1. Como no se obtiene ningiin minimo relativo, la temperatura minima debe encontrarse en alguno de los extre-

mos del intervalo: T(0)=T(2)=0=T

min

=0, dicha temperatura minima se produce alas 0 ¢ a las 2 horas.

A= 4p
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Actividad 13

Ga=1:a=1

f'(x)=3ax’ +2bx+c=f"(x)=6ax+2b=x-1= 1 ; f'4)=0=8-4+c=0=
2b=—1=>b:—5

:;C:_4;f(4)=_%:>%_8_16+d:_%:>d:13:>f(x):%x3—%x2—4x+13.

Actividad 14
a) f'es positiva en (—o0, 2) = f es creciente en (—o0, 2); f' es negativa en (2, «0) = f es decreciente en (2, «o); f' €s
ceroen x=2. |
g' es negativa en (—oo, 0)U(4, o) = g es decreciente  (0,2) F g'
en dichos intervalos; g' es positiva en (0,4), por lo que g |
es creciente en dicho intervalo; g' es cero en x =0, 4. |
| (2,0) |(o,0) (4,0)

b) ftiene un maximo en x = 2 (a su izquierda crece y a su
derecha decrece); g tiene un minimo en x = 0 (a su izquierda decrece y a su derecha crece) y un maximo en x = 4
(asu izquierda crece y a su derecha decrece)

Actividad 15
]
Funcion a optimizar : A(x,y) =Xy 3000x — 5 | 3000—10x |
o 3000~ 5x | = AX) = ——— = A1) =———— = A(X)=0=
Relacion variables : 5x +6y =3000= y = 5 6 6

=x=300; A"(x)= —g <0= tiene un maximo para x = 300 m, y = 250 m, siendo el area maxima cercada A,,, = 75000 m”.

Actividad 16
6()()=§+3+@:>5'(x)=%-2—020=0:>x2 =400:>x=20;5"(x)=4—030. 5"(20)=21—0>0:>minimo para x = 20 unidades,
X X X

con un coste minimo que vale Coin = 5(20) = 23. Desechamos la solucién negativa x =—20, por no tener sentido en el problema.

Actividad 17

Funcién a optimizar : C(x,y) = 5x +10y

. . 8 :>C(x):5x+@:>C'(x):5—8—9:>C‘(x):0:>x2:16:>x:4;
Relacion variables : x -y =8 =y = — X X
X
C"(x) =@:>C“(4) =g>0:>el coste esminimoparax=4m, y=2m, X Y
X

valiendo C,,,, = 40 euros. Desechamos la solucion negativa x = —4, por no tener sentido en el problema.
Actividad 18

f'ix)=2x+a; f'(2)=0=4+a=0=a=-4; f(2)=2=4-8+b=2=b=6=
=f(X)=x"-4x+6=f(-1)=11.
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1) Domy=%R;2) y(~x) = (~x)’ =3(~x)=—x* +3x = -y (x) = impar, simétrica respecto del origen de coordenadas;

3) FNOX=x(x*=3)=0=(-V3, 0);(0, 0);(~3, 0); fNOY=(0, 0)

4) (—o0, =/3)| (=3, 0)/(0, V3)| (V3 , )
sgny" - + - + (-12)
5) No tiene Asintotas Verticales (AA V) por ser un polinomio.

Asintota Horizontal (AH): im (x® =3x) =%ee=> No tiene AH

X—too

3 —
Asintota Oblicua (A Ob): m = fim X=X —co=5 No tiene A Ob -3
X—too X
6) y'=3x"-3=y'=0=x=1=1 (=00, 1) [ (<1, 1) |(1, 0)
sgny' + - +
7) Méximo en (-1, 2) y minimo en (1, -2). y Cr Dy Cr
, , o (—o0, 0) |(0, o0)
8) y' =6x= y" =0 =x=0 = Punto de inflexion (0, 0). o - "
y
Actividad 20
1) Dom y =R pues el denominador es positivo siempre.
2) y(—x)= 1 _ ] > = y(X) = par, simétrica respecto del eje OY.

1+(—x)2 1+x
3) fNOX =y =0=nocortaaleje OX;fNOY = y(0)=1=(0,1)

4) La funcion es siempre positiva, porque lo son su numerador y su denominador.

5) No tiene AAVV; AH: lim 1 0=y, =0;y>y, porque y es positiva.

7 =

x>t |4 X
(=00, 0) | (0, 0)
, —2x NUM=0=x=0
6 V== \pEn >0 = sgny' |+ -
(1+X ) > y CT Dy
2 L0 yos W3
7) Maximoen (0, 1) ;8) y* =2 o INM=0=X=257 pinios ge inﬂexi@n(_ﬁ,% -
(1+%*)" |pEN>0
o VB[ V3B(B (o7
"3 33 || 3
sgny" + - +
y U N U

A=

266

=

(1,-2)

4p



al C 4p

Actividad 21 ,
—X 2
1) Domy=R-{+2};2) y(-x)= (=) =X = y(x) = par, simétrica respecto al eje OY;
X

3) fNOX=y=0=x=0=(0,0)= lafuncion corta a los ejes en el origen de coordenadas;

DEN=0= x =2 sgny * - *

" {NUM>Oen%—{0} (-0, 2) |(-2,2) -{0}] (2, 0)

2 2
Iim ZX—=i+=°° Illm2x—:i_=—oo
x—-2" X —4 0 X X:2:> x-2" X —4 O
X4 ’ )
m 2_=_,=_ Ilm 2 =—+
x->-2tx =4 0 -2 x =4 0

5) AAW:x=-2=

No tiene A Ob por tener AH. sgn(y—yH)=sgn( 4 4)>O, cuando x —> teo =y >y,

X2

6 y'=

_8x {NUM —0=>x=0 (—o0, 0)-{-=2}/(0, o0) {2}
=

= |sgny' + -
2 _g\? DEN >0enR—{+2
(x 4) {£2} y cr DL

8(3x*+4)  [NUM>0
_ .
(x-4) {DEN =0=> x =2 (triple

7) Maximoen (0,0). 8) y"=

)=>

No tiene puntos de inflexion.
(o0, =2) | (-2,2) | (2, )

sgn y" + - +
y

Actividad 22

2
1) Domy=%R-{0}; 2)no es simétrica; 3) {fﬂOX:(x—1) = 0= x=1(doble) = (1,0)

f(NOY = By(0) = No corta al eje OY

lim ——; -
. (=00, 0) | (O, oo+)-{1} BAAVY: x=0= " X 2 0
gny - -
jim B _ 8
x—0* X 0"

4)

—1) 2
A i SO g 8

im

X—>eo X X—teo ¥ X—>too
san(y—y,) = sgn(§J:> {< 0.cuando x = o= y <y, o 1) | (1.3) [3.)
X >0,cuando x o=y >y, sgny' _ + _

y Dl Cr | DL

> | oo

=0=y, =0= No tiene A Ob por tener AH.

8(—x*+4x-3) [NUM=0=x=13
6) y=—m---y—-=> =
X DEN >0en R —{0}
. - 32
7) minimo en (1,0) y maximo en (3ﬁ) .
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2 _ _a_ . _
" y,,=16(x 56x+6):> NUM=0=>x =3-3;%,=3+3_ | L3
X DEN = 0= x =0(quintuple ) "7
puntos de inflexion con (x,, y,);(X,, ¥,) cony,=0,282; y, =1,052.
(—o0,0) | 0.x) | (X %) | (X 00) (1.0)
sgny'| T=— | Foy | Zoo | Eog
- + + +
y N U N U
Actividad 23
3
1) Dom y = R-{=1}; 2) y(—x):—1x > => impar, simétrica respecto del origen de coordenadas;
-X
3) fNOX=y=0=x=0=(0,0) es el punto de corte con ambos ejes;
(—o0, ) (1,0) | (0,1) | (1, 00)
2 NUM=0=x=0 _ _ + +
DEN=0=x=41_ sgny| ==+ | —=- | —=+ | ===
+ +
3 3
” - X 2=_—_1=0° ”m 2:i_'_zoo
5) AAW: x=—1= {77 12X 00 g e 0
p X 1 X 1
1 2——+——°° /Im—z—f——w
—-11=x* 0 -t 1=x7 0
X X
AH: lim = [im = = lim (—x) = —e> = No tiene AH:
X—tee | — xz X—>+oo —X2 X—>too
X X ) x° X
AOb: m= lim > = lim —=-1; n=lim > +X |= lim >=0=
X—keo ¥ — X X—teo ) x—teo| 1—x X—teo | — x
X >0,cuando x — —co=y >y,
=—X=sgn(y — ¥y, ) =SgN
Yoo My Vo) 9(1—X2J {<0,cuandox—>oo:>y<y0b
6 v X (3-x%)  [NUM =0=>x=0(doble), ++/3 (o0, V3 )~{~1} (3, V3)-{0.1| (V3 , 0)
= =
! (1—x2)2 DEN >0en R {1} sgn y' - * -
y Dl Cr Dy
7) Minimo en (—\/5 #] y maximo en [\/E _32—\/5) \)i |
8 6x(x*+1)  [NUM=0=x=0 Sunto de inflexién (0.0 ) \i i
DY) pEN =0 x= 1 (1 P e een ©:0) Sl
H P :\/§
(=0 <)| (1.0 | ©,1) | (1.00) NGV RN
: N
sgny"| =+ | Zo— | Toi | Eoo i L
- * * - ! A
y U N U N ' ;
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Actividad 24

1) Dom y = R; 2) par, simétrica respecto del eje OY: ¥(~x) = (-x)’ —5(—)() =X —ox =y(x)

3) fﬂOX:>y=0:>x2(x2—%)=0:>x=—1,x=0,yx=i§:>( % 0) (0, 0); (% }Iafuncién

corta al eje QY en el origen de coordenadas;

X—>too

sgny + - +
X4_§X2
No tiene AH; AOb:m=X’L”+L x2 XILTNX =teo=No tiene A Ob;
6) y'=4x3—3x=>y'=0:>x(4x2—3)=0=>x=—§, x=0y x=§=>
aR:
V3 3 V3 |3 "o | 2
—oo, =X 111 N2 010, X2 ] X2 e 2

) 2 2 ) ) 2 2 k)

sgny' - + - +

y ]} Cr DL Cr

G

iy 3 9 .. .
7) Minimos en (—T, TS 5 T7g [ Maximoen (0, 0);
1

L 1 5\(1 5
"—12x2 — " . 2L 2
8) y"=12x"-3=y"=0=>x _2:>Puntosde|aneX|on( 5 16)’(2’ 16}

(~o0, =) | (=", L) | (., o0)

<

sgn y" + - +
y U N U
Actividad 25

fNOX = (2,0);(3,0

1) Dom y =R—{0}. 2) No es simétrica. 3) N :>(_ )i )
No corta al eje OY

4) (—o0,2) —{0}| (2,3) |(3,0)

sgny + - +

5) AV:x=0:>Iinov_y lim y = eo;

x—0*

-5 >0, cuando x — —oo
AH:y, :1zsgn(y—yH)zsgn(—)={

X <0,cuando x — o
12
6) y|:5x_312$ NUM:O:>X:€ <_OO! 0) (0’ 12/5) (12/51 CXJ)
X DEN=0=x=0 | Sgny' | + - ¥
y Cr Dy Cr
. 12 1
7) Minimoen | —,—— |.
5 24
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\ ’ 18 18/ 18
36-10x |NUM=0=x=— (18 2 (—o0, ®l5)—{0}| (¥, o)
8 y'=—p—= 5 . Punto de inflexion 57| sgn g -
DEN >0en R —{0} y
Actividad 26
1) Dom y = R—{+2}.
2) Impar, simétrica respecto del eje OY.
3) Corta a los ejes en (0,0).
4 (0, -2 (2,00 | (0,2) | (2 )
sgny - + - +
lim y=—oo lim y = —oo
5 AAW x=—2={"" x=2= 1" ;
lim y =00 lim y =oo
x—-2% x—2"
0, d —oo
AH:limy=0=y, =O:>sgn(y—yH)zsgng:> = CURXT TS Y=
Xeo X >0,cuando x o=y >y,
No tiene AOb portener AH.
. -2(x*+4)  [NUM <0 <0 decrecient donini
) y'= W = DEN > 0.6n i~ {42} = y'< 0= y es decreciente en su omlnlol. |
7) No tiene puntos criticos. i i
4x(x2+12) NUM=0=x=0 S | l
8) y'=——7F .= Punto de inflexion (0,0). : |
(x2—4) DEN = 0= x =+2(triple) . x=2! :
i (X=2
(02 | (20 | 0.2 | @) i |
sgny" | - + - + i i
y n U U '
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UNIDAD 7. INTEGRALES
Actividad 1
3 2 4x>  7x? 2 9x?
a) J'(x +4x +7X)dX_T+T+T+k b) I(—x +9x+1)dx_—?+7+x+k
Actividad 2
1 2 X2 X3 4
a) j(s——x+4 ~0,05x° )dx=3x—?+ﬁ—0,0125x +k; b) [(5x* =3¢ +2x)dx =x*—x*+x* +k.
Actividad 3
7 _ X2, 3 2 3t 78
a) [(1-x )dx_x—§+k, b) [(3x-7x +8x—4)dx_T—T+4x —4x+k.
Actividad 4
2 _ 5x° x 9 9x°
a) _[(9x +5x+3)dx_3x +T+3X+k b) _[(Se —;+9x)dx 8e” —5Inx+7+k
Actividad 5
4 3 3
a) J‘(6x3—5x2+\/;)dx:3%—5%+2\éx—+k; b) '[( }dx 6/x +4Inx +k.
Actividad 6
6 4 3
a) _[(x3+1)(x2—1)dx=f(x5—x3+x2—1)dx=%—%+%—x+k.
u=4+3x
7x du _7du 7 2
)J.4+3x ol PRS- 7} bl vt i f =—In +k—gln(4+3x )+k.
Actividad 7
u=1-9x° 5(1-9x)"
31 _0v Ay 1 _ jA __5/ _ ( X) .
a) _[5x1 9x dx_{u'=—18x:>dx_ 18} I5X —18 _f Sdu 24 S+k= — +k;
u=4+3x
7X 7x du du _ 7
b) f4+3xzdx= TIPSR 7 il vt i j Inu+k—§ln(4+3x2)+k.
6x
Actividad 8
20y 3 cnme? 4 ke 4 1
a) j3xcosx dx = Zsenx” +k; b) f5+8xdx_2In(5+8x)+k.
Actividad 9
u=8x*+1 2, \%
J/— = (200 du— sJu /d“‘i Ak ) +k;
38x% +1 U—16X:>dX— 16
- g4y _ 3 e
b) _f3xe dx——Ee +K.
Actividad 10
a) | 7e3”4dx=§es“4+k; b) [3e~dx =3¢ +k.

271 A= 4 )




RQ <«Ap

Actividad 11
u=>5senx—8
3C0s X _ [3cosx du__ _3 _ ,
)-[5SGHX {u = 5cosx = dx = 24 }_ u 5cosx -[ = inu+k=gin(Ssenx—8)+k.
5cos x
_ 7
b) f3 £ 0 =—£In(3-5x)+k.
Actividad 12
U=x"+6x-4=u'=2x+6
a) dx =_|.5(X+3). du =§Inu+k=§ln(x2+6x—4)+k.
du = u o 2(x+3) 2 2
2X+6
u=7-3x*=u'=-6x 4 4
b xe' L= Zev k=2 g
AP] - [ =g g
—6x
Actividad 13
! -x,8ix<0 | e ! e !
x|+ x+1)dx=|x|=1 = [(IX[+x+1)dx = | (=x+x+1)dx+ | (x+x+1)dx = | dx+|(2x+1)dx =
Tl et == |17 50 (st oo e cean = foce 2
=x[" +(x* +x)x=0—1+2:3.
Actividad 14
0 2
f(x)=x3—4x=>f(x)=0:>x(x2—4)=0:>x=—2,x=0 y X=2=A= J.f(x)dx+.[f(x)dx:>
-2 0
\ F(-2)=-4
:>F(x)—XT—2x = (0)= = A=|F(0)—F(-2)|+|F(2)-F(0)| =4 +4 =8 u’.
F(2)=
Actividad 15
(2x=1)"  cax? 41-4x 4x 1 t(2x-1) 1 < Ing
dx = dx = || 1- dx=x—-=In(4x"+1)= dx=x—=In(4x*+1)| =1-=—.
J~4x2+1 4x% +1 J( 4x2+‘l) 2 ( ) -([4x +1 2 ( )X=0 2
Actividad 16
—-2x,8i x<0
f(x)=4x -1, 0<x <2= como los limites de integracion son x =1, x =3, integramos f,(x) = x=1,f,(x) =3x -5=
3x=5,8 x>2

=f(x)=0=x=1;f(x)= 0= x=2.<2. La funcion es continua en x = 2, pues /mf(x)_llm( 1)_Ilm f(x )_Iirr;(Bx—S):L

3 X—2 X—2

2

J(x-1)a

1

1 F,(2)=-4
2 —_ 2 2
= F(x ——x=>{F’(1) 2;’:2(X):3—‘5X:>{F 3:>A=1+§:3u2.

El areavale A=
2 2 — 2 2
F(2)= 9=

i3x 5dx
2

A= 4p
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Actividad 17
3 a
1 _ =3 s 1 _ x=a _ 3 3
a) [gdx=a=In(x+1)  =hé=a; b Imdx_3z>ln(x+1)|xzo_In(a+1)_3:>a+1_e —a=e'-1
3
c) J.de:5:>|n(x+a)|:z:In(3+a)—lna In3TTa—5:>3ﬁ:e5:>3+a:a-95:>3=a-es—a=a(e5—1)=>
0
3
—=a= :
e’ 1
Actividad 18
1
2 z ex2 F(O)=§ et 1
f(x) = xe* :>f(x):0:>x:0=>A:JxeX dx :F(x):T: 4:>A=T 2
e
0 =2
Actividad 19
a) h(x)=g(x)—f(x)=3x"—6x=h(x)=0=3x(x—-2)=0=>x=0 y x=2=la anchura del dibujo es de 2m
2 H(0)=0
ysuareavale A= J.h(x)dx =HX)=x-3x"= © =A=4m’.
J H(2) =4
b) Enlos23 mcaben 2+5+2+5+2+5+2, es decir, 4 figuras y 3 huecos. El coste sera C =4 fig - fg euros-SZeuros.
Actividad 20
2 5
hx) =) -g0) =X Ly g =02 x=0= A= [xax| = 2 2.
X X . 2
Actividad 21
2 2 2
=X——\/§=>h(x)=0:>x?=\/§:>x4—8x=0:>x(x3—8)=0=>x=0,2:>A=Ih(x)dx =
0
H(0)=0
X' \8x’ 4.,
= H(x)= 5 3 i[H(Z _i}:>A—3u
3
Actividad 22
0 Ja
h(x):x3—axzh(x):0:>x(x2—a):0:>x:— a, x=0 y x=Ja=A= Ih(x)dx+ Ih(x)dx:
—Ja 0
2
H(~Va)=-
_x'axd 3 &t &t _at ,  a
= H(x)= 7= =5-=1H(0)=0 2 SA=T =S =S =420 =8=a=8=2V2
-_a
H(Va)=-%
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Actividad 23
Ruffini -2 1
f(X)=X3+5X2+2X—8:>f(X)=0:>X=—4, X=-2 y X=1:>A=J.f(x)dx+.|.f(x)dx2
) 2
_16
F(-4)= 3
x5 o =32, 253 ¥
= F() =%+ 2kt 8= 1 F(-2)= 2 ‘ ‘ o %
__61
F(1)= o
Actividad 24
ﬁ 3 _2x _1 3e __3_6 _ﬁ 3 2x1_3_e
F(x)=27x- 4+Ze +k=F(1)=27 4+2+k 26,75 =k 2:>F() 27x 4+2e 5
Actividad 25
X, =1-/3<0 2 05x°  x2 F(0)=0 8
f(x)=—-05x +x+1=f(x)=0={"" =S=||f(x)d|== FX) = -2+ 4 x = =S=2m’.
) ™ {x2=1+\/§>2} 'o[ % % 32 F(2)=% 3
Actividad 26
2
h(x)=f(x)—g(x)=x3—x2—2x:>h(x)=0:>x(x2—x—2)=0:>x=—1, x=0yx=2 A= J.h(x)dx:>
0
H(-) =13
X X f2 13, 8_15
=HX)=F-F-x= H(0)=08 = A=[H(0)-H(-1)|+|H(2)-H(O)] =5 +3=7u"
H@)=—3
Actividad 27
4 L, 4 T4 0|10 0
Actividad 28
¢ x° & _*/5):#
h(x)=x* +1-3=x"=2= h(x)=0= x =2 = A=| [ h(x)dx|= H( )= 2= N
()4
_ _8J2
= A=[H(V2)-H(-2) == v
Actividad 29
a) IMdsz(senx)X:E:|n£_|n£_|n£_l|n§; e +92 e +e
7736” x=7 2 2 \/_ 2 2 ( 1) +2e* +1
/)
u=(e"+1) =e” +20" +1 ; s 1
e” +e u u
= =Inu==In(e* +1) =I +1
u'=2(e“+ex):>dx= Zdu .[ 2(e“+e*) .[ 2 ( ) ( )
2(e* +e")
fe e de=in(e* +1)] =in(e+1)-h2=n®",
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Actividad 30

f(x):xz+ax;g(x):—x:>h(x):x2+(a+1)x:>h(x):0:>x(x+a+1):0:>x:—(a+1) y x=0=

:H(X)=§+w:’ H(-(a+1)="—%— A=(az1) —36=(a+1) =6'=
H(0) =0

j. h(x)dx

—(a+1)

= A=

=a+1=6=a=>5.
Actividad 31

F(0)=0
F(n):—4|n(7r +1)

1
u=e'+ersu'=e | F(—1)=In(g+ej
b) du =f e =Inu=|n(e*+e*”):> — | =0.

a) F(x):3senx—4ln(x+1):>{ }:>I=—4In(7r+1).

X

X= o ¢ F(1):In(e+lj
e
Actividad 32
f"(—v3)=-643<0
a) f(X)=0=x=+/3=f"(x)=6x= (~/3)=-633 < = maximo en (—\/5,6\/5), minimo en
f'"(/3) =63 >0

(J§ —63 ); punto de inflexion (0,0).

F—ty=-1
0 1 X4 9X2 4 17
b) f(x)=0=x=-3,03= A= _[f(x)dx + jf(x)dx :F(x):T—T: F(0)=0 :A=?u2.
-1 0
Fy=1
Actividad 33
0 2
h(x)=x*-x*-2x=h(x)=0=>x=-10,2= A= fh(x)dx + Ih(x)dx =
-1 0

y=x®-4x% +4x

H-1)=—2
xt X 12 37
Hx)==—-"—-x*=1{H(0)=0 =A==
4 3 8 12
H@2)=—
(2) 3

/|

y =-3x% +6x
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Actividad 34
) . f"(—ﬁ)=%>0
a) f'(x)=—1+—2:>f'(x)=0:x=i\/§; f'x)=—== 12 = minimo en (—\/5,3+2ﬁ)
X X " __ 1
f'(v2)= 7 <0
y mé&ximo en (\/5,3—2\/5).
: v F)=> 3
b) (x)=0=>x =1,2=> A=|[F(x)dx| = F(x) = 3x -~ 2Inx = 2 —A="_2In2u? = 0,137 u2.
2 2
1 F(2)=4-2In2
Actividad 35
a) f(-2)=9(-2)="33=4-2a+b=-4+c=-3=c=1,f)=9()=0=1+a+b=-1+c=0=
—2a+b=-7 h_
{a+b:—1 =a=2;b=-3.
b) g'(-2)=-2x|,_,=4=r:y—(-3)=4(x—(-2))=r:y =4x+5.
1
c) h(x)=f(x)—g(x)=2x* +2x -4 =h(x)=0=>x=1-2= A= fh(x)dx =
-2
2x° H(1)=_%
Hix)="—+x*-4x= % = A=9u?
3 H-2=5

UNIDAD 8. PROBABILIDAD

Actividad 1

El espacio muestral es el total de entrevistados, 200. Es conveniente hacer un esquema como el del ejemplo 1: F, fumadores,
tiene 92 elementos, B, bebedores, 68 y F B tiene 45 elementos. Es evidente que F B tiene 92 — 45 = 47 elementos
y F B consta de 68 — 45 = 23. Por otra parte,

FuB=(Fn B)u (FN B)uU (F B), luego este suceso tiene 47 + 45 + 23 = 115 elementos y como F Bes el
complementario de F B, estara formado por 200 — 115 = 85 elementos.

Actividad 2
Si A={rstuyv}, Z:{w,x,y,z}.
Si B={t,v,x}, E:{r,s,u,w,y,z}.
AUB={rstuv,x}, mz{w,y,z}.
ANB={w,y,z}, Luego AUB=ANB.
ANB={tv}, W={r,s,u,w,x,y,z}.
AUB={r,s,uw,xy,z}, Luego ANB=AUB.

Actividad 3
SiP(A)=0,45, P(B)=0,6yPAUB)=0,8.Como PAUB)=PA)+P(B)- PAnB), PAnB)=P(A)+P(B) - P(AU B).
=0,45+0,6-0,8=0,25.

Actividad 4

SiP(A)=1,P(B)=1 y P(AUB)=

3 2 , entonces

N —
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A)=1—P(A)=1—1 = 2. B)=1_P(B)=1_1 3.
a) P(A)=1-P(A) =1 3=3 b) P(B)=1-P(B)=1 iyt
- _ S PO O O I B) = P(A)— 111
c) P(AnB)=P(A)+P(B) P(AuB)_3 R IRETL d) P(AnB)=P(A) P(AmB)_3 T
Actividad 5
SiP(AuB)zg, P(AmB)zéyP(E)zg,entoncesP(B)=1—P(I§)=‘I—§=%; P(A) = P(AUB)—P(B) + P(ANB) =
81134 - A 7 ~B)=P(B)— 112
=373 5= 5 Y como P(B)=P(AnB)+P(ANB), P(AnB)=P(B) P(AmB)—3 5= 15
Actividad 6
a) P6)=1-(0,1+0,2+0,3+0,1+0,15)=0,15; b) P({1,2,3})=0,1+0,3 +0,15=0,55.
Actividad 7
P(empateUganeUpierda) =1, P(empate) = 1 - P(ganeUpierda) =1-(0,5+0,2) = 0,3.
Actividad 8
a) P(A) = P(se obtiene al menos un 5) = 11/36.

= P(
b) P(B) = P(se obtiene un doble) = 6/36 = 1/6.
c) PAnB))=1/36.
d) P(AuUB=16/36.
Actividad 9
Divisibles por 2 ={2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20], P(divisible 2) = 10/20 = 1/2.
Divisibles por 3 =13, 6,9, 12, 15, 18}, P(divisible 3) = 6/20 = 3/10.
P(divisible 2 U divisible 3) = 13/20.
Divisible por 6 = {6, 12, 18}, P(divisible 6) = 3/20.
P(divisible 3 m no divisible 6)) = 3/20.
Actividad 10
3-4-1=12menls
Actividad 11

De Aa C hay 4+ 3 =12 caminos. El trayecto de ida y vuelta A—C—A, empleando recorridos distintos a laida y a la vuelta
es: ida, 4 - 3 =12 caminos; vuelta, (3 -1) - (4 -1) = 6; en total, 12 - 6 = 72 caminos.

Actividad 12
a) Si hay devolucion: P(NR) = 6/10 - 4/10, P(RN)=4/10 - 6/10, P(NR, RN)=2-6/10 - 4/10 = 42/100 = 0,42.
b) Si no hay devolucién: P(RR) = 6/10 - 5/9, P(NN)=4/10-3/9, P(RR, NN)=6/10-5/9 +4/10 - 3/9 = 7/15.
Actividad 13

a) Con devolucion de la primera carta: P(AA) = 4/40 - 4/40 = 1/100, P(A E) = 4/40 - 36/40 = 9/100.
b) Sin devolucién de la primera carta: P(AA) = 4/40 - 3/39 = 1/130, P(AA) = 4/40 - 36/39 = 6/65.

Actividad 14
a) P(A/B)=045/0,5=09:

b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB), P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,7+0,5-0,45=0,75.

Actividad 15
o +45 | -45 |totales
P(ANB)=1-0,75=0,25 hombres|23% | 7% | 30%
P(mujer) = 70%, P(+45) = 83%, mujeres |60% [10% | 70%
83% |17% |100%

P(mujer /+45) = P(mujer + 45) IP(+ 45) = 60% /83% = 0,72.
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Actividad 16

Sea A el suceso la alarma se activa e / el suceso se produce un incidente, los sucesos A y T; no se activa la alarmay
no se produce incidente.
1 1 1
50’ 500 ¥ P =1g5°
a) Se debe calcular P(/ n A), sabemos que | = (I nA)U(I N A), siendo [N A y | N A incompatibles. Luego:
1 1 1 1 1

P() =PI nA) DI NA) = PUNA)+PUNA). 155=z+PUNA) 3 PUNA) = 55—z = 2 = 0,008,

b) Para calcular P(A), sabemos que, A= (I "A)U(I NA), siendo /A y | N A sucesos incompatibles.

Por tanto: P(A) = P((| A A)U(T A A) = P A A+ P(T A A) = =+ - = T~ 0,008,

125 " 50 ~ 250
c) P(IA) = P(In A)/P(A) = 0,008/0,028 = 0,28.
Actividad 17
a) SiP(AnB)=P(A)-P(B) tenemos que probar que P(ANB) =P(A)-
=1-P(AUB)=1-P(A)-P(B)+P(ANB). Por otro lado, P(A)-P(B
+P(ANB). Dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si.
b) P(A)=P(AnB)+P(ANB), P(A)=P(A)-P(B) + P(AnB), P(A)—P(A)-P(B)=P(ANB),
P(A)-(1-P(B))=P(AnB), P(A)-P(B)= P(ANB), luego Ay B son independientes.
Actividad 18

a) 0,7=P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB), luego P(AnB) =1-0,7 =0,3. Como no se cumple que
P(AnB)=P(A)-P(B) no son independientes.
b) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB), P(AUB)=0,6+0,2-0,3=0,5.

Actividad 19
a) Con devolucion. Sea A= copa en la primera 'y B = copa en la segunda P(AnB) = P(A)- P(B) = 10/40- 10/40 = 1/16.
b) Sin devolucién. P(AnB) = P(A)- P(BIA) = 10/40-9/39 = 3/52.

Actividad 20
Recurriendo a la férmula de la probabilidad total obtendriamos:

P(negra) = P(12 urna)- P(negra/12 urna) +...+ P(42 urna)- P(negra/4? urna) = 1/4-3/8 + 1/4- 7/13 + 1/4- 2/6 + 1/4-6/6 = 0,56.

Actividad 21
P(falsa) = 1/3-2/8 + 1/3-1/6 + 1/3-3/11 = 91/396 = 0,23.
Actividad 22
P(soltero) = 0,7-0,2 + 0,3:0,4 = 0,26.
Actividad 23
Sea D = directivo y S = soltero, por el teorema de Bayes P(D/S) =

Actividad 24
a) Sea G = ganar un caso, haciendo un diagrama en arbol es facil ver que P(G)=0,3-0,6 +0,5-0,8 +0,2-0,7 =0,72.

b) P(AIG)=" (A)F’,’(D éf/ A 235802

Conocemos:P(AnT)=—, P(INA) =

P(B). Por un lado, P(ANB)=P(AUB) =
(1- ) =1-

B) = (1-P(A)-(1-P(B) P(A)-P(B)+

P(D)-P(S/D) _0,3-0,4
PS) 026

=0,46

Actividad 25

P(regar) = 1/3, P(noregar) = 2/3, P(mantenerse/regar) = 1/2, P(perderse/regar) = 1/2, P(mantenerse/no regar) =
0,25y P(perderse/no regar) = 0,75,
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P(noregar)-P(perderse/no regar) _ 2/3-0,75
P(perderse) ~1/3-1/2+2/3-0,75

P(noregar I perderse) = =0,75.

Actividad 26
a)5'=120; b)(9-2)!=71=5040; c)(10—4)!=6!=720.
Actividad 27
(10-8)1=21=2,
Actividad 28
12!
(12-4)!
Actividad 29
10!
61-41
Actividad 30
a) VR,,, =3"=4782969  b) VR, =3"=14384907.
Actividad 31
VR, = 10° = 100000000.
Actividad 32
Vo, =24 -23 = 552.
Actividad 33
P;=5!=120.
Actividad 34
Tomando las chicas como un bloque y luego permutando entre ellas, resulta 2: P, =2 -3!=12.
Actividad 35
a) Unrey, C, " Cy, = 235620.
b) Dos copas, Cyy, Csy, = 182700.
¢) Almenos un oro, Cyg4- Cay4 + Gz Capa + Cygur Cygq + Cyp5 = 515502.
Actividad 36
a) Ci3=560; b) Cg, Cypq =150.
Actividad 37
Casos posibles: C,, 5 = 1140, casos favorables: C; ;* Cy3, + C;,* Cy34 + C; 5= 854. Probabilidad = 854/1140 =0,75.
Actividad 38
Casos posibles: Cy,; = 1140, casos favorables Cy,* Cyy, + Cg,* Cras + G5 = 776, Probabilidad = 776/4440 = 0,68.
Actividad 39
a) Casos posibles: 10!, casos favorables: 9!. Probabilidad = 9!/10! = 0,1.

=11880.

=210, b) 4'_6' =210, si dan el mismo resultado.

b) Agrupando el 7 y el 2 como una Unica cifra puede adoptar 9 posiciones diferentes de las 10 posiciones para las 10
cartas, luego casos posibles: 10!, casos favorables: 9- 8!. Probabilidad = 9 - 8!/10! = 0,1.

279 A= 4 p



@ Q 4p

UNIDAD 9. INFERENCIA ESTADISTICA. DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Actividad 1
Se trata de una distribucion binomial de parametros n =6y p = 4 = 0,25; es decir, una B(6; 0,25). Tenemos que calcular

6 6
P[X =3]=P[X =3]+P[X =4]+P[X =5]+P[X=6]=(3]-0,253 .0,75° +...+(6}-0,256 = 0,1694.

Actividad 2
Es una B(4, 0,8). Puede fallar, puede acertar con uno o con dos.

4 4 4
P[X <2]=P[X =0]+P[X =1]+P[X =2] =(0}-0,2“ +(1 }-o,&o,z3 +(2)-o,82 :0,22 =0,9728.

Actividad 3
Es una B(5; 0,88). Calculamos

5 5
a) P[X:5]=(sj~0,885 =0,5277; b) P[X=3]=(37~0,883 012 =0,0981; ¢) P[X22]=P[X =2]+..+P[X =5]=0,8310.

Actividad 4
X-10_12-10

Es una N(10,2). Tenemos que calcular P[X >12] = P[ 5 >T} P[Z>1]=1-P[Z <1]=0,1586.

Actividad 5
a)P[|Z|<z]=P[-z<Z<2z]=0,9; luego P[Z<2Zz]=0,05+0,9=0,95. Entonces de las tablas de la N(0,1)
obtenemos z = 1,545.
b) P[|Z] <z]=0,99; luego P[Z<2]=0,995, z=2575.

Actividad 6

Es una N(5,8; 2) calculamos x tal que P[X >x]=0,2; P[m > X=58

2 2

}=0,2; P[Z=x]=0,2;

=0,841, x=0,841.2+5,8=7,482.

. P[Z<x—5,8}_ _02-08 X=58

2 2

Actividad 7
Es una N(127, 24).

a) P[X >179] = P[Z > 2,16] =1-P[Z < 2,16] = 0,0153, el 1,53%.
b) P[X < 71,2] = P|Z < —2,32] =1-P[Z < 2,32] = 0,0101, el 1,01%.

Actividad 8

N(10,2). Calculamos P[X > 13]=P[Z >1,5]=0,0668. El 6,68%.
Actividad 9

n,+n,+n,=100, 800 + 3500 + 1800 = 6100,

100 _ 800 Y 3500 3500 LY 1800 _ 1800

800 6100 =100- 5100 6100 =13 300~ 6100 =100- 6100 =, 300~ 6100 =100- 5700 6100 =30.
Actividad 10

Si N(1000,60), X es una normal N(1000, 60/@) 0 N(1000,4). Tenemos que calcular: P[X < 996] = P[Z < 1] =1-P[Z <1]=0,1586.
Actividad 11

X sigue una N(5,6; 0,44). Tenemos que calcular: P[X < 5] = P[Z < —1,36] = 0,0869.
Actividad 12

X sigue una N(12, 0,64). Tenemos que calcular:
P[10 <X <14]=P[—3,125$ Z<3/125]=P[Z <3125]-P[Z <-3,125]=0,9991-(1—P[Z < 3,125]) = 0,9982.
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Actividad 13 _
X sigue una N(95; 3,5). Tenemos que calcular: a) P[X <92]=P[Z<-0,85]=1- P[Z<0,85] =0,1976.
b) P[X>100]=P[Z>1,42]=1- P[Z<1,42]=0,0778.

Actividad 14
Sabemos que p,= 12000 horas y o,= 450 horas, y que u, = 11200 horasy &, =650 horas. Ademas, n, = 36

y n, =40 y queremos calcular la probabilidad siguiente: P[X, — X, > 500]

_ _ 2 2
Sabemos que X1 — X2 esuna N(u, —pu,, fa—’+6—2). En este caso es una N(800; 127,2). Por tanto,
n1 n2

X,~X,~800 _ 500-800
127,2 127,2

PIX, - X, >500] = p{ }: P[Z > ~2,36] = P[Z < 2,36] = 0,9909.

Actividad 15
Sabemos que p = 0,2, luego p sigue una distribucion normal N(0,2; 0,025). Tenemos que calcular:
P[015<p<0,25 |=P[-2<Z<2]=P[Z<2]-P[Z<~2]=0,9545.
Actividad 16
Sabemos que p = 0,95, luego p sigue una distribucién normal N(0,95; 0,027). Tenemos que calcular:

P[P <092]=P[Z<-111]=0,1335.

Actividad 17
En este caso p = 0,7 es la proporcion de los que hacen alguna vez botellén, luego p sigue una N(0,7; 0,032). Tenemos

que calcular:  P[ p>0,75 | =P[Z>156]=1-P[Z <1,56] = 0,0593,

Actividad 18
Sabemos que p, =3/12=0,25y p, =2/10=0,2; ademas, n,=40y n, = 40.

a) Queremos calcular la probabilidad siguiente: P[;A)1 - f)z >0,1]

Sabemos que /31 —f)z esuna N(p, —p,, \/ Py (1n_ 2 + \/ P, (1n_ 2) ). En este caso es una N(0,05; 0,093). Por tanto:
1 2

—p,—0,05 _04-0,05
0,093 0,093

Plp, —p, 20,1]=P{ P, }=P[2>ﬂ}=P[2>0,54]=1—P[Z<0,54]=0,2946.

0,093

b) Queremos calcular la probabilidad siguiente: P[f)2 - 51 >0,09]

~ . e P, —p;—(-0,05) _ 0,05-(-0,05)
Sabemos que p, —p, es una N(=0,05; 0,093). Por tanto: P[p, —p, >0,05]=P > =
que p, —p, ( ) (P, —py ] l: 0,093 0,093
0,1
=P Z>0093 =P[Z>1,07]=1—P[Z<1,07]=1—0,8577=0,1423.
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UNIDAD 10. INFERENCIA ESTADISTICA. INTERVALO DE CONFIANZA Y CONTRASTE DE HIPOTESIS

Actividad 1
Conocemos o =6, n = 100, X=100 y 1—a =95% =0,95. El intervalo de confianza para la media x viene dado por

NN/

_ za/2 O — Zo‘/2 O .o o
X - X+ . Unicamente falta z,,, como P[Z < za/zj =% +1-0=0,025+0,95=0,975, en las
tablas leemos que 0,975 esta en la fila 1,9 y en la columna 0,06, luego z, 2= 1,96. El intervalo de confianza sera:

1,96-6 .\ 1,966
100 -2 100+ =2 |= (100 —1,176, 100 + 1,176) = (98,824; 101,176).
( J100 \/100J ( )= )

Actividad 2 B
Conocemos o =10, n=50,X =35y 1—a = 0,99. El intervalo de confianza para la media u viene dado por

° ] Calculamos z,,,, como P[Z<z,, |=0,005+0,99=0,995, z,, = 2,57. El intervalo

)—(_Za/z'o' )—(+Za/2'
Jn Jn
, , 2,57-10 2,57-10
de confianza sera:| 35— = , 35+ = = (31,365; 38,634).
( 750 70 ] ( )
Actividad 3 3
Conocemos o =450, n=16, X =1650y 1-a =0,99. El intervalo de confianza para la media p viene dado por

S 2,00 5 Z,,°C .
X - X+ . Caleulamos z,,, como P[Z <z,, |=0,005+0,99=0,995, z,, = 2,57. Elintervalo

NN/

) , 2,57 -450 2,57-450
de confianza sera:| 1650 — = , 1650 + = =(1360,875; 1939,125).
( \16 V16 J ( )

Actividad 4
Conocemos o =2, n=10, X =6,5 y 1—a =0,95. El intervalo de confianza para la media u viene dado por

° j Calculamos z,,,, como P[Z<z,, |=0,025+0,95=0,975, z,,, = 1,96. El intervalo

{)—(_Za/z'o' ¥ 4 Zar2

Jn Jn

, , 1,96-2 1,96-2
de confianza sera:| 6,5 - -—, 6,5+ — [=(5,260; 7,739).

( N m) ( )
Actividad 5
2
Z .

Conocemos o = 0,05, E= 0,01,y 1—« =0,99. El tamafio de la muestra viene dado por n :{ "/lz:_ ° J :

2
2,57- 0,05) =165,122. El tamario minimo

0,01

DeP[Z<z,,|=0,005+0,99=0,995, z,,=2,57. Luego n =[
de la muestra debe ser mayor que 165,122, es decir, n =166.

Actividad 6
a) Conocemos o =6,n=225, X = 176,y 1—a = 0,99, luego Z,,= 2,57 por lo que el intervalo de confianza

2,57-6 2,57'6)= (174,969; 174,030).

edido es| 176 — , 176 +
P ( V225 225

2
b) Para1 —a =095, z,,=1,96. ComoE =1y o =6 tenemos n =(mj =138,29. El tamafio minimo de la

muestra debe ser n =139.

A= 4p
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Actividad 7
Conocemos 0=100,n=9, X= (255 + 85+ ... + 135)/9 = 178,88.
a) 1-a =0,98, luego de P[Z < za/z] =0,01+0,98=0,99 leemos en las tablas z, ,= 2,33. El intervalo de confianza

2,33-100 2,33-100
9 9

b) Para1 —a =0,99, Z," 2,57. Como E=50y o =100 tenemos n :(

pedido 68(178,88— , 178,88 + )=(101,213; 256,546).

2,57-100
50

2
j =26,41. El tamafio minimo de

muestra debe ser n = 27.

Actividad 8 -
Conocemos 0=0,6,n=30, X=74.

. , , 2,57-0,6 2,57-0,6
a) 1-a =099, luego z,,= 2,57. El intervalo de confianza pedido es| 7,4 —= —, 1,4+ —=— |= (7,118; 7,682

1,96-0,6
0,3

2
b) Para1 —a =0,95, Z,)= 1,96. Como E=0,3y o = 0,6 tenemos n :( ) =15,36. El tamafio minimo de la

muestra debe ser n =16.
Actividad 9
a) Conocemos o =2, n =64, pero desconocemos X y 1—a . El valor X es el punto medio del intervalo de confianza

_ Z .2
(7,26; 8,14), X = (7,26 + 8,14)2=17,7. Ahora, 7,7 —7,26 =2 _ z,,,=(0,44-8)/2 = 1,76. En las tablas leemos el

o4

valor que le corresponde a 1,7 en la columna 0,06 y obtenemos 0,9608. Como /2 + 1-«a =0,9608, o =0,0784 y
1—a =0,9216. El nivel de confianza es de 92,16%.

b) Conocemos 1—a =0,98y E = 0,75 horas. Como P| Z < z,,, |=0,01+0,98=0,99, z,,= 2,33. Entonces

2
n= (%) = 38,60. El tamafio minimo de la muestra debe ser n = 39.

Actividad 10
Como o es desconocida tomamos o = S =160, n =100, X =1080, 1—ar = 0,99, z,,, = 2,57. Elintervalo

2,57-160 2,57-160

——, 1080 + ————
7100 V100

de confianza pedido es:(1080 - J: (1038,8; 1121,1).

Actividad 11

) ) - = o 0 =200 ¥ —
Como n > 30, elintervalo de confianza es(x—E,x +E),conE—z% ﬁ z% =196,0 =9;n=200;x =85=

= E =1,25= Elintervalo es (83,75; 86,25).

Actividad 12
Conocemos £ = 0,04, 1-a =0,95, n1=30y p= 2/30y sera z,,=1,96. Sustituyendoen E=z, p(1n—p)
y despejando n, obtenemos n = 1,96 w =149,39. El tamafio minimo de la muestra debe ser n =150.
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Actividad 13 .
a) Conocemos n=60, 1-a =0,90 y p=1/3.De P[Z < za/z] =0,05+0,9=0,95, obtenemos en las tablas z,,, = 1,64.

Sustituyendo en el intervalo de confianza para la proporcién p { f) =2, \/@ f)+ Z, ,/@ } =
=(1/3—1,64, /% 1/3+1,64, /W ] — (0,233; 0,433).

b) Como E=0,01, 1—a =09y p=1/3, sustituimos y despejamos n en E = Z,

o _qea 30-1/3)
’ 0,07

@ obteniendo

=5976,88. El tamafio minimo de la muestra debe ser n =5977.

Actividad 14
a) Conocemos n=100,1-a =095y /3 =22/100, por tanto z, , =1,96. Sustituyendo en el intervalo de confianza para la propor-

cion p [ﬁ—za/z-\/@,;3+za/z-\/@]=(0,22—1,96-,/0’2%8'78, 0,22+1,96-,/0’2$68’78):(0,138; 0,301).

b) Como £=0,03,1-a =0,95,2,,=196y p =0,22, sustituimos y despejamosnen E =z, /2'1/@ obteniendo
n=196°- 0,22-0578

=1732,46. El tamafio minimo de la muestra debe ser n = 733.

Actividad 15
a) Como el intervalo de confianza al 95% es (0,58; 0,64), la mejor estimacion puntual de la proporcion p es el punto medio
del intervalo: (0,58 + 0,64)/2 = 0,61.
b) Como E=0,01, 1-a =0,95, Z,,= 1,96 y [): 0,61, sustituimos y despejamos n en E = 2, @ obteniendo

o —10g.061:0,39

007 =9139,16. El tamafio minimo de la muestra debe ser n = 9140.

Actividad 16

Paso 1. Establecemos H,: u=1,25, H,: u=+1.25.
Paso 2. Fijamos o =1%=0,01y1-a =0,99.

Paso 3. Determinamos de la region de aceptacion. Como z, =257

Z,pO Zypp O 2,57-0,08 2,57-0,08 |_ i
- NTAES =|125-=2 2 125+~ |=(1,215; 1,284).
(ﬂo Jn Ho Jn ) ( 36 36 J ( )

Paso 4. Como X = 1,17 no pertenece al intervalo (1,215; 1,284), rechazamos la hipétesis nula. El niimero de hijos
por mujer en esa comunidad no es 1,25.
Actividad 17
a) Paso 1. Establecemos H,: u =25, H,: u# 25.
Paso 2. Fijamos o =5% =0,05y 1 -a = 0,95.
b) Paso 3. Determinamos de la region de aceptacion. Como z,,,= 1,96

Z .- Z .- . .
(uo_ﬂ u +ﬂ]=(25—1’96 089 95,19 0'89} (24,825; 25,174).

o 7 J10o J100
A= 4p
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Paso 4. Como X =25,18 no pertenece al intervalo (24,825; 25,174), rechazamos la hipétesis nula.
Actividad 18

a) Paso 1. Establecemos H,: u =10, H,: u#10.
Paso 2. Fijamos o =5%=0,05y1-a =0,95.

) . s Zyp'O Zyp O
Paso 3. Determinamos de la region de aceptacion. Como z,, =196 = | 1, —T, U+ 7 =
n n

NS

intervalos (—eo; 9,02) y (10,98; o) y es complementaria de la region de aceptacion.
b) Paso4. Como X=(8+10+9 +8)/4 = 8,75 no pertenece al intervalo (9,02; 10,98), rechazamos la hipétesis nula.

=(10— 1,961 , 10+ 1'96'1j= (9,02, 10,98). La region critica del contraste esta formada por los

Actividad 19

Paso 1. Establecemos H,: u =65, H,: u #65.
Paso 2. Fijamosa =0,05y 1 -a =0,95.
Paso 3. Determinamos de la region de aceptacion. Como z,,, =1,96

Z .- Z - . .
[uo— w2 T g el G]=(65—M 65+Mj=(63,693; 66,306).

Jn Jn NCI V81
Paso 4. Como X = 63,5 hay evidencias razonables para rechazar la afirmacion del peso medio.

Actividad 20
Paso 1. Establecemos H,: u =29, H,: u<29.

Paso 2. Fijamosa =0,01y1-a =0,99.
Paso 3. Determinamos de la region de aceptacion. Como z, , =2,33

Zyp'O 2,33-3 .
— , o0 = 29——, o |= 28,301, ),
R NGl ey

Paso 4. Como X = 28,1 no pertenece a la region de aceptacion rechazamos la hipétesis nula; la edad media de
independencia ya no es 29 afios, ha disminuido.

Actividad 21
Paso 1. Establecemos H,: = 110, H,: u < 110.

Paso 2. Fijamos o =0,01y1-o =0,99.
Paso 3. Determinamos de la region de aceptacion. Como z,, = 2,33

2,0 23314 ) .
————, o [= 110— , ° |= 105,922, 0),
(”“ Jn } ( Jo4 ] ( !

Paso 4. Como X = 106 pertenece al intervalo (105,922; o) aceptamos la hipétesis nula. En este ejercicio no parece
muy claro el contraste unilateral, cuando tengamos duda planteamos el contraste bilateral.

Actividad 22
Paso 1. Establecemos H,: u <172, H,: u>172.

Paso 2. Fijamos a =0,01y 1 -a =0,99.
Paso 3. Determinamos de la region de aceptacién. Como z, ,= 2,33

[—oo, u0+2“/2"’j=(—oo, 12+2'33'8J=( —oo; 17433),

n Jod

Paso 4. Como X = 174 pertenece a la region de aceptacion, admitimos que la talla media sea 172 cm.
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Actividad 23
Paso 1. Establecemos H,: pu =70, H,: u>70.
Paso 2. Fijamos o = 0,05y 1 - = 0,95.

Paso 3.Determinamos de la region de aceptacion. Como z, =1,64

Z o 1,64-10
—oo, +—4— |=| —oo, 70+~ =(—o0; 72,05).
( Ho JHJ ( N ] ( )

Paso 4. Como X = 75, y no pertenece a la region de aceptacion, podemos admitir que los deportistas que practican
esa disciplina pesan en media mas que el resto de los deportistas de élite.

Actividad 24
Paso 1. Las hipotesis del contraste son: H,: p=0,35 y H,: p#0,5.

Paso 2. El nivel de significacion es a = 0,05y 1 - « = 0,95.

Paso 3. Determinamos la region de aceptacion: [ ,f p 0 Z,, ,IM] Como

a =5%=0,05 z, n= 1,96; en consecuencia, como n =100y p, = 0,35, la region de aceptacion

.. 4. 0,35:0,65 fO 35-0, 65
sera: (0,35—-1,96 100" 0,35+ 100 =(0,256; 0,443).

Paso 4. De la muestra p=32/100 = 0,32 y ademas cae dentro del intervalo (0,256; 0,443); por tanto, aceptamos
la afirmacion del dentista.

Actividad 25
Paso 1. Las hipotesis del contraste son: H,: p=0,4 y H,: p<04.

Paso 2. El nivel de significacién es o = 0,05y 1 — a = 0,95.

Paso 3. Determinamos la region de aceptacic’m{p0 -z, M oo}. DeP[Z>-z,|=P[Z<z,]=0,95,

concluimos que z_ = 1,64. Luego la region de aceptacion es (0,4 —1,64 -, /% o0) = (0,343; o)

Paso 4. De la muestra p = 76/200 = 0,38, y como vemos cae dentro del intervalo (0,343; o). Por tanto, admitimos la
estimacion del ayuntamiento.

Actividad 26
Paso 1. Las hipotesis del contraste son: H,: p=3/10=0,3 y H,;: p<0,3.

Paso 2. El nivel de significacion es a = 0,05y 1 — « = 0,95.

Paso 3.Como z, =1,64, determinamos la region de aceptacion:

p0(1 pO) _ _ . 013'017 o) = © oo
(po 2, PR o |=(0,3-1,64- 230 o) = (0,237 o)

Paso 4. De la muestra p= 32/144 = 0,222, y como vemos no cae dentro del intervalo (0,237; o). Por tanto, creemos
que la afirmacion del vendedor es exagerada.

A= 4p
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Actividad 27
Ho: pty =, 6 py-p, =0
Hy gy 2, 0 U=, 20
Sig,=5,=098,0,=5,=1,02,n, =100, n, = 100, 71 =496, 72 =4,77,a=0,05y z,,=1,96, calculamos:

Xi-Xa|  |a,96-4,77]
of o1 \/0,982+1,022
n n, V100 " 100

Al ser el valor de la fraccion menor que 1,96, se acepta la hipotesis nula. Las calificaciones medias son iguales.

=1,34 <1,96.

Actividad 28
Ho: iy =, 6 =, =0
Hy:pg # 0,0 -, #0
Sio,=S,=115,0,=S,=13,n, =140, n,= 140, X,=78, X,=86,a=0,05y z,,= 1,96, calculamos:

Xi-X _
1 2|= 7888 5455196,

ol 0
n, n, \ 140 140

Al ser el valor de la fraccion mayor que 1,96, se rechaza la hipétesis nula. Las puntuaciones medias son distintas.

Actividad 29
Hy:py=p, 6 pi=p,=0
Hy:py #p, 6 py=p, #0
Sip,=14/160 = 0,0875, p,=15/135=0,1111, n, =160, n,=135,a=0,05y z,,= 1,96, calculamos:

Pi-P, |0,0875—-0,1111 . . ,
— — = =0,6727 < 1,96. El porcetanje de averia es el mismo.
p,(1-p,)  p,(1-p,) \/0,0875(1—0,0875)+0,01111(1—0,1111)
noon, 160 135
Actividad 30

Hy:py=p, 6 pi=p, =0
Hy:py #p, 6 py=p, #0
Si p,=25/300 = 0,0833, p,=13/200 = 0,065, n, = 300, n, =200, a=0,05y z,, = 1,96, calculamos:

51 ';)2

S e — 00835 0,065 =0,7744 < 1,96.
pi1-p) , p,(1-p,) \/0,0833(1 ~0,0833) , 0,065(1-0,065)
n n, 300 200

El porcentaje de botellas defectuosas es el mismo.

287 A= : |




Algebra de derivadas. Conjunto de reglas para derivar las
operaciones de funciones

(f£g) =F'(x)£g'(x)
F-g) () =F(x)-g(x) +F(x)-g'(x)

£ f'(x)-g(x)=f(x)-g'(x)

)= > ., 9(x)#0
9) [9(x)]

K g KF0 o

fj(x> f €

Algebra de limites. Conjunto de reglas para el calculo de los
limites de las operaciones con funciones.

i/’ir;(f(x) +g(x))= i@if(x) + ilLTZ’ g(x) - el limite de una suma
o resta es la suma o resta de los limites.

lim (F-9)(x) = (/@ f(x)) (/@ g(x)) ¢l limite de un produc-
to es el producto de limites.

C(f limf(x) . _
i/_)nz(aj(x) = limg) ,£I_>nzg(x) # 0 ¢l limite de un cociente

X—a

es el cociente de limites.

X . fim g(x) P ‘s
Iim(f(x))g( )= (I/mf(x))“ag el limite de una funcion ele-

X—a X—a

vada a otra es igual al limite de la base elevada al limite del
exponente.

Aplicaciones de las operaciones con matrices. Las matrices
de informacion, al someterlas a las operaciones estudiadas,
permiten resolver muchos problemas en las ciencias sociales.

Asintota. La recta a la que se acerca la funcion cuando no
esta acotada en un punto (asintota vertical), o larectaala
que se acerca la funcion cuando x—=+oo (asintota horizontal
y asintota oblicua)

Combinaciones. Combinaciones de n elementos, tomados
de p en p, son los grupos de p elementos distintos, de modo
que dos combinaciones son diferentes si se diferencian en
algun elemento. Sin embargo, dos combinaciones son iguales
si tienen los mismos elementos a pesar del orden en que
aparezcan.

n!
C =V/7,P:(n_p)!_ n!

p-(n—p)t

288
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Creciente. Una funcién es mondtona creciente o simplemente
creciente enx=acuando f(a+h)=f(a) y f(a-h) < f(a), sih>0
< fescreciente en x=asif'(a) >0

Criterio para la comparacion de dos medias. Criterio para
decidir si debemos aceptar o rechazar la hipétesis nula en la
comparacion de medias.

i ‘Y1 —)_(2‘
|

2 2
(o) o

/71 +92
n1 n2

) ‘Y1 —)_(2‘
|

2 2
(o) o

/71 + 92
n1 n2

Criterio para la comparacion de dos proporciones. Criterio
para decidir si debemos aceptar o rechazar la hipétesis nula
en la comparacion de proporciones.

e S <z,,, se acepta la hipotesis nula.

e S >2,,, Se rechaza la hipotesis nula.

;)1 -12)2
J@m—@>+@m—ﬁ»

n, n,

o §i

<Z,,, se acepta la hipdtesis nula.

51 -;)2
J@m—@>+@m—@)

n, n,

o §i

>Z,, %€ rechaza la hipdtesis nula.

Cuasi desviacion tipica muestral. Se utiliza para estimar el

valor de la desviacién tipica poblacional, g, cuando esta se

desconoce. La cuasi desviacion tipica muestral viene dada por
n —

2 (X i X )2

=t Aveces, ala cuasi desviacion

n—1

tipica muestral se le llama simplemente desviacion tipica mues-

tral, y en algunas calculadoras se halla con la tecla g, ;.

laformula S =

Curvatura. fes N (convexa por arriba) en aquellos intervalos
enlos que f"(x) <0y es U (concava o convexa por abajo) en
aquellos intervalos en los que f*(x) > 0.

Derivada de una funcién en un punto.

f'(a) = lim fla+h)-f(a)

h—0 h

Diferencia de matrices. La diferencia de las matrices (a;) y
- (b;) se obtiene al restar los elementos que ocupan el mismo
lugar en una y otra matriz: (a;) - (b;) = (a; - by)

Diferencia de sucesos. La diferencia A-B es como el suceso
AN B, es decir, los elementos de A que no pertenecen a B.

R = >



Discontinuidad evitable (se evita redefiniendo la funcién en
ese punto). Existe el limite de la funcién en el punto (aparece
la indeterminacion % que resuelta da un limite finito), y de
ese modo se redefine la funcion.

Discontinuidad inevitable de salto finito. Suele darse en
funciones definidas a trozos. Los limites laterales son distintos,
pero ninguno de ellos es infinito. Es decir, la funcion toma
valores finitos distintos a izquierda y a derecha del punto.

Discontinuidad inevitable de salto infinito. La funcion tendra
asintotas verticales en los puntos en los que presenta este
tipo de discontinuidad. La funcion no esta acotada en el punto.

Distribucion de la diferencia de dos medias muestrales.
La variable aleatoria X, - X,, diferencia de dos medias
muestrales, se distribuye como una normal de media ;- u,

2 2
YT (o) O

y desviacion tipica [—-+—%,.
n1 n2

Distribucion de la diferencia de dos proporciones
muestrales. La variable p, - p,, diferencia de dos proporciones
muestrales, se distribuye como una
p,(1-p,) " P, (1—P2)

n1 n2

N| p,—p,,

Distribucion de las medias muestrales. Si la variable X
sigue una distribucién normal, N(u, 0), entonces la variable

aleatoria de la medias muestrales, X, sigue también una
distribucion normal N(M,%J . Si la variable X sigue una
n

distribucion desconocida o no es normal, y el tamafio de la
muestra n = 30, entonces sigue también una distribucion

normaIN(y,i .
Jn

Distribucion de las proporciones muestrales. La variable
aleatoria p, de las proporciones muestrales extraidas de una
poblacién, cuando el tamafio de la muestra es n = 30, se
aproxima a una distribucion normal de media ;= py desviacion
p(1-p)

tipica g, = -

Error maximo. Es la diferencia méxima entre la_media
poblacional, u, y la media de la muestra elegida, X; o la
diferencia maxima entre la proporcién muestral p y la
poblacional p. Sus férmulas son:

Z,, 0 A(1_;))
Eoler® g, . |PUZP)
\/E y “/? n

Estadistico. Se llama asi a un parametro de la muestra.

mQ <»

Estimacion. Procedimiento por el cual los resultados de la
muestra permiten deducir resultados relativos al total de la
poblacién.

Estrictamente decreciente. La funcion f es estrictamente
decreciente en x = a cuando f(a+h) < f(a) y f(a-h) > f(a), si
h>0 < fes decreciente si f'(a) < 0.

Extremos relativos. La funcion ftiene un punto critico en
X, cuando f'(x,)=0. Es un maximo relativo si f"(x,) <0y un
minimo relativo si "(x,)>0.

Frecuencia relativa. La frecuencia relativa del suceso A, f,
es el cociente que resulta al dividir el nimero de veces que
ocurre A, n,, entre el nimero de veces que realizamos el
experimento aleatorio, N,

f(A) numero de veces que ocurre A n,
i

" ndmero deveces que realizamos el experimento ~ N

Funcion derivada. f '(x) = fim flx+h hfz —f(x)
h—0

Funcién objetivo. Nombre de la funcion que se debe optimizar
en programacion lineal, y que esta sometida a una serie de
restricciones expresadas mediante sistemas de inecuaciones
lineales.

Funcion primitiva o primitiva. La funcién F es una funcion
primitiva o primitiva de fsi F'(x) = f(x).

Hipotesis alternativa. Es la hipétesis que contradice la
hipétesis nula. Se simboliza por H,.

Hipoétesis nula. Es la hipétesis que provisionalmente se
considera verdadera y se simboliza por H,.

Inecuaciones. Expresiones algebraicas separadas por los
signos de desigualdad.

Inecuaciones de segundo grado. Son desigualdades que
en forma reducida son de la forma ax? + bx + ¢ >0 o con
cualquiera de los otros signos de desigualdad (<; <; 2).

Inecuaciones equivalentes. Inecuaciones que tienen la
misma solucién general.

Inecuacion lineal con dos incognitas. Una desigualdad que
después de transformaciones equivalentes se expresa
simplificada bajo la forma: y > ax+ bcona #0. (2, <, <)

Inecuacion lineal con una incognita. Es toda desigualdad
que si se simplifica resulta equivale a la siguiente: ax + b > 0,
cona#0. (2%, <)

b
Integral definida. If(x)dx.

Integral indefinida. ff=F+k 0 J.f(x)dx=F(x)+k.

Intervalo de confianza para la media. Es el intervalo
centrado en la media muestral y viene dado por la expresion:

)_(_za/Z.G )—(+Za/2'0' 7
NN i k7
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es el valor de una abscisa de la N(0,1) que deja a su derecha
un &rea de probabilidad a/2. Los valores habituales de z, ,,
para los niveles de significacion del 90%, 95% y 99% son
1,645, 1,96 y 2,575, respectivamente.

Intervalo de confianza para la proporcion. Es el intervalo
centrado en la proporcién muestral que, cuando n es grande,
es aproximadamente:

- /5(1—5) - /5(1—5)
(p—za/z- TPtz T

Leyes de De Morgan. Son propiedades que relacionan la
union e interseccion con los complementarios de los conjuntos
y se enuncian asi: 12 AuB=ANB , el complementario de

la unién es igual a la interseccion de complementarios.
22 AnB=AuUB, el complementario de la interseccion es
igual a la unién de complementarios.

Matrices de informacion. Resumen informaciones muy
diversas.

Matrices regulares. Son las matrices cuadradas que tienen
inversa.

Matrices singulares. Son las matrices cuadradas que no
tienen inversa.

Matriz. Es una disposicién en tabla rectangular de mxn
numeros reales dispuestos en m filas y n columnas.

Matriz adjunta. Dada una matriz cuadrada A su adjunta se
representa por adj(A), y es la matriz que resulta de sustituir
cada elemento a; de la matriz A por su adjunto correspondiente
Al]'

Matriz cuadrada. Matriz en la que el nimero de filas y de
columnas coincide.

Matriz inversa. Dada una matriz cuadrada A de orden n, no
siempre existe matrizinversade A, talque A-B=B-A=1,1la
matriz inversa se designa asi: B= A™'. La inversa de una matriz
regular A es igual a la transpuesta de su adjunta dividida
por el determinante de A; es decir:

-1 (adj(‘ ‘))t
A=
A

Maximo relativo. Ver extremos relativos.

Método analitico. Otro de los métodos utilizados para resolver
problemas de programacion lineal de dos variables.

Método de Gauss para el calculo de la matriz inversa. Este
método para el calculo de la matriz inversa de A si existe, parte
de la matriz (A11,); y mediante las trasformaciones elementales
sobre la matriz de partida se llega a la matriz (I, 1 B); la matriz
B=A" eslainversa de A.

Método grafico. Uno de los métodos que existen para
encontrar la solucion o soluciones de problemas relativos a
programacion lineal de dos variables.
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Minimo relativo. Ver extremos relativos.

Monotonia. Consiste en el estudio del crecimiento y
decrecimiento de una funcién.

Muestra. Subconjunto de individuos de la poblacion elegido
para hacer un estudio estadistico.

Nivel de confianza. Es la probabilidad a priori de que el
intervalo de confianza que vamos a calcular contenga al
verdadero valor del pardametro. Se simboliza por 1-a 'y
habitualmente se expresa como un porcentaje. Los valores
que se suelen utilizar para el nivel de confianza son el 90%,
95% y 99%.

Nivel de significacion. Es la probabilidad de equivocarnos en
nuestra estimacion, esto es, la diferencia entre la certeza, 1,y
el nivel de confianza,1-a. Se simboliza por a. Los valores que
se suelen utilizar para nivel de confianza son el 10%, 5% y 1%.

n
Numero combinatorio. Se simboliza por (p) y corresponde

v _
aC,,.Luego " =C,, =—* = (n—-p)t __ n!
p ooop! p!

Numero e.

X p(x)
e=lim(1+1 | =fim(1+x)% = fim[ 1+ =]
X ) xs0 p(x)

X—>o0 X—>o0

Si p(X) — oo cuando x — oo

Optimizacion de funciones. Consiste en buscar los extremos
relativos de las funciones.

Parametro poblacional. Valor desconocido de una poblacién,
que estimamos a partir de una muestra.

Permutaciones. Las permutaciones n objetos son variaciones
simples de n objetos tomados de n en ny corresponden a todas
las posibles ordenaciones del conjunto de esos n objetos. Se
simbolizan por P, y hemos visto que su nimero es P, = n!.

Potencias de matrices. Como el producto de dos matrices
cuadradas es otra del mismo orden; esto hace que una matriz
se pueda repetir como factor cuantas veces se precise, dando
lugar a las potencias de matrices, esto es:

AA=ALAAA= A% L cAA-. nveces A= A"

Principio de la multiplicacion. Si un experimento aleatorio
esta constituido por p pruebas, teniendo cada una de ellas n;,
n,, ny,..., N, resultados, entonces el numero total de resultados
del experimento aleatorio es

NNy Ny ..o,
Probabilidad de B condicionada a A. La probabilidad de
B condicionada a A, nos indica la proporcion de veces que
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ocurre B entre todas las que ocurre A y esta probabilidad se
calcula por las férmulas:

pg/ A= PANE)

s © PAnB)

=P(A)-P(BIA)

Producto de matrices. El producto de la matrices A, y B,,,,
es otra matriz C,,,, de orden m x p con m filas (las del primer
factor A) y p columnas (las del segundo factor B). El elemento
¢; de la matriz producto C es el resultado de multiplicar la fila
i de la matriz A por la columna j de la matriz B consideradas
ambas como matrices fila y columna respectivamente:

k=n
Cy = (ayby +a,b,+...+a.b;) = aby
k=1

Producto de matrices cuadradas. Las matrices cuadradas
de orden n se multiplican entre si y el resultado es una matriz
de orden n.

Producto de un niimero por una matriz. El producto k(a;)
se obtiene al multiplicar por k cada elemento de A = (a;): k(a;)
= (k.ay)

Programacion lineal. Ciencia que trata de resolver
problemas, en los que se debe optimizar (calcular méximos
0 minimos) una funcion de varias variables.

Programacion lineal de dos variables. Es todo problema
que admite una traduccion algebraica formada por una funcién
objetivo con dos variables, sometida a unas restricciones que
se expresan mediante un sistema de inecuaciones lineales
con dos incdgnitas.

Propiedades de linealidad de la integral.

_[(f +9)= _[f + Ig = la integral de una suma es igual a la
suma de las integrales.

J.(Af) =/'LJ.f = laintegral del producto de una constante
por una funcién es igual a la constante por la integral de la funcion.

Proporcion poblacional. Porcentaje de una poblacion de
tamano N que tiene una determinada caracteristica.

Punto de inflexion. La funcion ftiene un punto de inflexién
en x, cuando f"(x,) = 0.

Puntos criticos. Ver extremos relativos.
Recta tangente. y-y, = F(Xo) (X =Xo)-
Regién de aceptacién La region de aceptacion para la media

/2 ‘O Za/z'O'

BV IS

v, )

esel intervalo[ Uy —

cion (

] y para la propor-
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Region factible. De un sistema lineal con dos incdgnitas, es
la solucion general del sistema; esta formada por el conjunto
de los puntos del plano A(x, ) que cumplan simultaneamente
todas las inecuaciones del sistema.

b
Regla de Barrow. _[f(X)dX =F(b)—F(a)=F(x)|, .
Regla de Laplace. Es la regla que empleamos para calcular
la probabilidad de un suceso en experimentos aleatorios con
sucesos elementales equiprobables y viene dada por la
férmula:

n°de sucesos elementales de A
n° de sucesos elementales de E

P(A) =

Regla de L’Hopital. Método para la resolucién de indetermi-

. 0 . .
naciones de las formas — 0-oo. Consiste en cambiar

oo
0 ’; y
en un cociente el numerador y el denominador por sus
respectivas derivadas, y calcular a continuacion el limite. Si
vuelve a salir una indeterminacion se procede de forma
analoga hasta que ésta desaparezca. Puede enunciarse como:

oo f(x f(x f'(x

Si IlmL _0ge o — entonces Ilmﬁ =lim LAC)
x—a g(X) 0 x—a g(X) x—a g ( )

Resolver una inecuacion de dos incognitas. Consiste en
encontrar los valores (x, y) que satisfacen la desigualdad;
estos valores se localizan con facilidad sobre un plano
cartesiano.

Sistema completo de sucesos. Un conjunto de sucesos
A, A,,..., A, constituye un sistema completo de sucesos si
cumple dos condiciones: 12) Son incompatibles dos a dos,
ANA=@  siempre que i#j;y 2%) launion de A;, A, ..., A,
es el suceso seguro A, WA, u...UA=E.

Sistemas de inecuaciones lineales con una incégnita.
Conjunto formado por dos o mas inecuaciones lineales con
una incognita.

Sistema de inecuaciones lineales con dos incégnitas.
Conjunto formado por dos 0 mas inecuaciones lineales con
dos incognitas.

Solucion de los problemas de programacion. Para encontrar
sus solucién se debe traducir el enunciado a lenguaje
algebraico y a continuacion resolver las expresiones
algebraicas encontradas, para encontrar la optimizacion
solicitada.

Solucion general. La solucidn general de una inecuacién lineal
con dos variables esta formada por los puntos de uno de los
semiplanos en los que la recta ax + by = ¢ divide al plano.

Solucion general del sistema de inecuaciones lineales
con una incognita. Es el conjunto de nimeros reales que
cumplen simultdneamente todas las inecuaciones que forman el
sistema.
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Soluciones 6ptimas. Son los valores (x,, ;) de la region factible
que optimizan (hacen méximo o minimo) el valor de funcion
objetivo; por tanto, serén las soluciones del problema de
programacion lineal que tratamos de resolver.

Sucesos independientes. Son aquellos en los que la
realizaciéon de uno no suministra informacion sobre la
realizacion del otro; se pueden encontrar en un juego
simple o en experimentos aleatorios compuestos de varias
pruebas. Si Ay B son independientes, se cumple que
P(AnB)=P(A)-P(B).

Suma de matrices. La suma de las matrices (a;) y (b;) se
obtiene al sumar los elementos que ocupan el mismo fugar
en una y otra matriz: (a;) + (b;) = (a; + by).

Tabla de integrales inmediatas.

Integrales inmediatas

Xn+1
n+1

Ix"dx: +k,n#-1

1dx= d—X:Inx+k
=15

Jcos xdx = senx +k

fsenxdx =—CcoSX+k

Iexdx =e"+k

L
ax _-[cosz X

f(1+tg2x)dx =f 1

5 =1gx +k
cos” X
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Teorema de Bayes. Permite calcular la probabilidad de que
un efecto B tenga una determinada causa A, y viene dado
por la férmula:

P(A)-P(BIA)
(A)-P(BIA)+P(A,)-PBIA)+..+ P(A)-P(BIA)

P(41B)=5

Teorema fundamental del calculo. _f f(t)dt =F(x)+k.

a

Variaciones con repeticion. Variaciones con repeticion de
n objetos tomados o elegidos de p en p son los grupos de
p objetos en los que puede haber objetos diferentes o
repetidos. VR,, = n®.

Variaciones simples. Variaciones simples de n objetos
tomados de p en p son todos los grupos de p objetos que
pueden formarse con los n disponibles. Ademéas dos
variaciones son distintas si tienen distintos objetos o, si tienen
los mismos, en orden diferente. Su formula es:

n!

v =n'(n—1)-(n—2)'---'(n—P+1)=(n_p)!'

np

Q= <



@ Q

ALAYO, F. (trad.). El lenguaje de las funciones y gréaficas, Shell Center for Matemathical Education.
Madrid, MEC, Centro de publicaciones, 1990.

ALONSO DELGADO C. y otros. Matematicas COU. Madrid, I. N. B. A. D. Ministerio de Educacion y
Ciencia, 1992.

ANTON, Howard. Calculus. New York, John Wiley & Sons, 2003.

AZCARATE, C. y DEULOFEU, J. Funciones y graficas. Madrid, Sintesis, 1990.
DODGE, Yadolah. Premiers pas en statistique. Paris, Springer-Verlag, 2003.

JANICH, Klaus. Linear Algebra. New York, Springer-Verlag, 1994.

GARCIA PEREZ A. Problemas resueltos de Estadistica Bésica. Madrid, UNED, 1998.
HORRA NAVARRO J. Estadistica Aplicada. Madrid, Diaz de Santos, 22 Edicion, 2001.
MURRAY R. Spiegel. Probabilidad y Estadistica. México, Mc Graw Hill, 1976.
NORTES CHECA, A. Encuestas y precios, Madrid, Sintesis, 1987.

PEREZ JUSTE R. Estadistica Descriptiva. Madrid, UNED, 22 Edicion, 1990.

POLYA, George. Cémo plantear y resolver problemas. México, Trillas, 1979.

RAMOS, Eduardo. Programacién Lineal y Métodos de Optimizacion. Madrid, UNED, 1993.

SPIVAK, Michael. Calculus. Barcelona, Reverté, 1992.

293 R =



QQ

Autores: Santiago Calvifio Castelo
Augusto Sanchez Hemandez
Lucio Vigara Hernéndez
Coordinacion editorial: Juan Antonio Olmedo Gonzélez
Revision técnica: José Luis Belmonte Berrocal
M? Victoria Veguin Casas
Tratamiento electronico: Félix Garcia Zarcero
M? Luisa Bermejo Lopez
Cristina Mufioz Ayuso

Maqueta: Julio Calderdn Grande
Disefio de cubierta: M?Luisa Bermejo Lopez

v B

= WIS

Ministerio de Educacion

Secretaria de Estado de Educacion y Formacion Profesional
Direccion General de Formacion Profesional

Subdireccién General de Aprendizaje a lo largo de la vida

Edita:
©Secretaria General Técnica
Subdireccién General de Informacion y Publicaciones

Todos los derechos reservados
NIPO: 820-10-177-8
Telf. 91 377 83 00

Impreso en Espania.



	Botón1: 
	Unidad 1: 
	Unidad 4: 
	Unidad 2: 
	Unidad 3: 
	Unidad 5: 
	Unidad6: 
	Unidad 7: 
	Unidad 8: 
	Unidad 9: 
	Unidad 10: 
	introduccion: 
	Solucionario: 
	Glosario: 
	Bibliografía: 
	Créditos: 
	Inicio: 
	Siguiente: 
	Ampliar: 
	Reducir: 
	Buscar: 
	Imprimir: 
	Anterior: 
	Índice: 
	índice33: 
	índice34: 
	índice41: 
	índice51: 
	índice52: 
	índice53: 
	índice61: 
	índice62: 
	índice63: 
	gg_01: 
	-gg_01: 
	gg_02: 
	-gg_02: 
	-gg_03: 
	gg_03: 
	-gg_04: 
	gg_04: 
	-gg_05: 
	gg_05: 
	-gg_06: 
	gg_06: 
	-gg_07: 
	gg_07: 
	gg_08: 
	-gg_08: 
	-gg_09: 
	gg_09: 
	gg_10: 
	gg_11: 
	-gg_10: 
	-gg_11: 
	gg_12: 
	-gg_12: 
	gg_13: 
	-gg13: Resumen informaciones muy diversas.
	gg_14: 
	-gg_14: Las matrices de información, al someterlas a las operaciones estudiadas, permiten resolver muchos problemas en las ciencias sociales.
	índice1: 
	índice2: 
	índice3: 
	índice31: 
	índice32: 
	índice4: 
	índice5: 
	índice6: 
	SG1: 
	-SG1: 
	-SG2: 
	SG2: 
	inecuaciones: 
	-inecuaciones: Expresiones algebraicas separadas por los signos de desigualdad.
	-SG3: 
	-SG4: 
	SG3: 
	SG4: 
	-SG5: 
	SG5: 
	inecuaciones_equivalentes: 
	-inecuaciones_equivalentes: Inecuaciones que tienen la misma solución general.
	inecuaciones_incog1: 
	-inecuaciones_incog1: 
	inecuaciones_incog2: 
	-inecuaciones_incog2: 
	solucion_general: 
	resolver: 
	-resolver: Consiste en encontrar los valores (x, y) que satisfacen la desigualdad; estos valores se localizan con facilidad sobre un plano cartesiano.
	-solucion_general: La solución general de una inecuación lineal con dos variables está formada por los puntos de uno de los semiplanos en los que la recta ax + by = c divide al plano.
	-SG6: 
	-SG7: 
	-SG8: 
	SG7: 
	SG8: 
	SG9: 
	SG10: 
	SG11: 
	SG12: 
	-SG12: 
	-SG10: 
	-SG11: 
	-SG9: 
	inecuaciones_de_segundo: 
	-inecuaciones_de_segundo: 
	-SG13: 
	-SG14: 
	SG13: 
	SG14: 
	sistema: 
	-sistema: Conjunto formado por dos o más inecuaciones lineales con una incógnita.
	solucion_general_del_sistema: 
	-solucion_general_del_sistema: Es el conjunto de números reales que cumplen simultáneamente todas las inecuaciones que forman el sistema.
	-SG16: 
	-SG15: 
	SG15: 
	SG16: 
	sistema_dos_incognitas: 
	-sistema_dos_incognitas: Conjunto formado por dos o más inecuaciones lineales con dos incógnitas.
	-SG18: 
	-SG17: 
	SG17: 
	SG18: 
	SG19: 
	-SG19: 
	-SG21: 
	-SG20: 
	SG20: 
	SG21: 
	-SG23: 
	SG23: 
	SG22: 
	-SG22: 
	programacion_lineal: 
	-programacion_lineal: Ciencia que trata de resolver problemas, en los que se debe optimizar (calcular máximos o mínimos) una función de varias variables.
	funcion_objetivo: 
	-funcion_objetivo: Nombre de la función que se debe optimizar en programación lineal, y que está sometida a una serie de restricciones expresadas mediante sistemas de inecuaciones lineales.
	region_factible: 
	-region_factible: De un sistema lineal con dos incógnitas, es la solución general del sistema; está formada por el conjunto de los puntos del plano A(x, y) que cumplan simultáneamente todas las inecuaciones del sistema.
	soluciones_optimas: 
	-soluciones_optimas: 
	metodo_grafico: 
	-metodo_grafico: Uno de los métodos que existen para encontrar la solución o soluciones de problemas relativos a programación lineal de dos variables.
	metodo_analitico: 
	-metodo_analitico: Otro de los métodos utilizados para resolver problemas de programación lineal de dos variables.
	SG6a: 
	-SG6a: 
	SG6b: 
	-SG6b: 
	SG5a: 
	-SG5a: 
	SG5b: 
	-SG5b: 
	solucion_problemas: 
	-solucion_problemas: Para encontrar sus solución se debe traducir el enunciado a lenguaje algebraico y a continuación resolver las expresiones algebraicas encontradas, para encontrar la optimización solicitada.
	SG13a: 
	-SG13a: 
	SG13b: 
	-SG13b: 
	algebra_limites: 
	-algebra_limites: 
	-regla_hopital: 
	regla_hopital: 
	numero_e: 
	-numero_e: 
	SG6: 
	discontinuidad_evitable: 
	-discontinuidad_evitable: 
	discontinuidad_finito: 
	-discontinuidad_finito: Suele darse en funciones definidas a trozos. Los límites laterales son distintos, pero ninguno de ellos es infinito. Es decir, la función toma valores finitos distintos a izquierda y a derecha del punto.
	discontinuidad_infinito: 
	-discontinuidad_infinito: La función tendrá asíntotas verticales en los puntos en los que presenta este tipo de discontinuidad. La función no está acotada en el punto.
	asintota_horizontal: 
	-asintota_horizontal: 
	asintota_vertical: 
	-asintota_vertical: La recta a la que se acerca la función cuando no está acotada en un punto.
	SG16a: 
	SG16b: 
	SG16c: 
	-SG16c: 
	-SG16b: 
	-SG16a: 
	SG24: 
	-SG24: 
	índice11: 
	índice12: 
	índice13: 
	índice14: 
	índice15: 
	índice16: 
	algebra_de_derivadas: 
	-algebra_de_derivadas: 
	recta_tangente: 
	-recta_tangente: 
	-SG25: 
	SG25: 
	creciente: 
	-creciente: 
	monotonia: 
	-monotonia: Consiste en el estudio del crecimiento y decrecimiento de una función.
	SG30: 
	-SG30: 
	SG29: 
	-SG29: 
	-SG28: 
	SG28: 
	-SG27: 
	SG27: 
	-SG26: 
	SG26: 
	extremos_relativos: 
	-extremos_relativos: 
	maximo_relativo: 
	-minimo_relativo: 
	-maximo_relativo: 
	minimo_relativo: 
	curvaturas: 
	-curvaturas: 
	puntos_inflexion: 
	-puntos_inflexion: 
	SG34a: 
	-SG34b: 
	SG34b: 
	-SG34a: 
	-SG42: 
	SG42: 
	-SG41: 
	SG41: 
	-SG40: 
	SG40: 
	-SG39: 
	SG39: 
	-SG38: 
	SG38: 
	-SG37: 
	SG37: 
	-SG36: 
	SG36: 
	optimizacion_de_funciones: 
	-optimizacion_de_funciones: Consiste en buscar los extremos relativos de las funciones.
	funcion_primitiva: 
	-funcion_primitiva: 
	integral_indefinida: 
	-integral_indefinida: 
	tabla_integrales_inmediatas: 
	-tabla_integrales_inmediatas: 
	propiedades_linealidad: 
	-propiedades_linealidad: 
	teorema_fundamental: 
	-teorema_fundamental: 
	regla_barrow: 
	-regla_barrow: 
	integral_definida: 
	-integral_definida: 
	SG32: 
	SG31: 
	-SG32: 
	-SG31: 
	SG35: 
	-SG35: 
	SG34: 
	-SG34: 
	SG33: 
	-SG33: 
	índice21: 
	índice22: 
	muestra: 
	-muestra: Subconjunto de individuos de la población elegido para hacer un estudio estadístico.
	estimacion: 
	-estimacion: Procedimiento por el cual los resultados de la muestra permiten deducir resultados relativos al total de la población.
	parametro_poblacional: 
	-parametro_poblacional: Valor desconocido de una población, que estimamos a partir de una muestra.
	estadístico: 
	-estadistico: Se llama así a un parámetro de la muestra.
	distribucion_medias_muestrales: 
	-distribucion_medias_muestrales: 
	distribucion_diferencia_dos_medias_muestrales: 
	-distribucion_diferencia_dos_medias_muestrales: 
	proporcion_poblacional: 
	-proporcion_poblacional: Porcentaje de una población de tamaño N que tiene una determinada característica.
	distribucion_proporciones_muestrales: 
	-distribucion_proporciones_muestrales: 
	-distribucion_diferencia_dos_proporciones: 
	distribucion_diferencia_dos_proporciones: 


