Aplicaciones de derivadas

1. Halle el rectangulo de mayor area inscrito en una circunferencia de radio 3.

SOLUCION

Sean x ey las dimensiones del rectangulo.

Area del rectangulo: A=x -y

El triangulo ABC es rectangulo, sus lados miden x, y y 6, por tanto,
se verifica que:

6°=x"+y - y=36-x
Luego, el area es A(X) = X/ 36— %°

Para que su area sea maxima su primera derivada tiene que ser cero:

A'(X)=\/36—x2+z\/_zxz 2 :jG_ZXi =0si36-2x=0 - x= +,/18 =3,/2
36 -x 36 -x

Descartada la solucién negativa por ser x una longitud.

Por tanto, el rectangulo de mayor area es el cuadrado de lado 3\/5 unidades.

2. Halle una funcién polindmica de tercer grado y = ax ®+bx®+cx+dtal gue tenga un minimo en el
punto (1,1) y un punto de inflexién en el punto (0,3).

SOLUCION
La curva pasa por el punto (1,1), por tanto, se verificaque y(1) =1:a+b+c+d=1(1)
La curva pasa por el punto (0,3), por tanto, se verifica que y(0) = 3: .
La funcion tiene un minimo en x = 1, por tanto, se verifica que y'(1) = 0:
y =3ax’+2bx+c - y(1l)=3a+2b+c=0 (2)
La funcién tiene un punto de inflexion en x = 0, por tanto, se verifica que y""(0) = O:
y =6ax+2b -y (0)=b=0 -

Sustituyendo los valores de d y b en las ecuaciones (1) y (2), obtenemos el siguiente sistema:

a+c+3=1 atc=-2
— —>2a:2—>a:1—>C:—3

3a+c=0 3a+c=0

Por tanto, la funcion es y = x—3x+3



1
1+x?

1. Se considera la curva: y =
a) Halle el punto de la curva en el que la recta tangente a su gréafica tiene pendiente maxima.
b) Calcule el valor de esa pendiente.

SOLUCION

a) La pendiente de la recta tangente a su grafica en un punto x = a viene dada por la derivada de la
funcién en x = a (f'(a)).

2X
(1)
Para determinar la pendiente maxima derivamos f'(x)
—2(1+x2)z +2x-2(M)-2x Bx? —2
(1+x)" ()
Estudiamos el signo de f para determinar el maximo:

NEE

f7’(x)>0 six<--—— yx>-— 3
3 3 qx=—£ es un maximo — Punto: | -
f7(x)<0 si \/7<x<\/7

. 1 .
S|f(x)=y=m LX) =-

f(x) = -~ f7(X)=0si 3x*=1=0 - x=#

@[5

5

Alw
N—

b) El valor de la pendiente es:

1. Calcule:
. 1 1
lim| —-—
x-1{ x =1 Inx

Nota: In x denota el logaritmo neperiano de x

SOLUCION

Iim[i—ij:oo—oo . lxim(xi_ij_“ Inx-x+1_0 Dﬁ)ﬁuﬁohlﬁpﬁl

x-1{ x=1 Inx ~1{x-1 Inx 1(x-1)Inx
1
=
= + = -_— -_—
m X=Xy X s X 2O 1 pplepnderiepisi, lim L ogm——t -
1 (x=L)nx 1 X1 xcixinx+x-1 0 Lnxex.Lag tinx+2

X X

[ =
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2. Seala funcion f: R — R definida por
4 six =0
f(x)= X _
M six 20

a) Calcule m para que la funcién sea continua en x = 0.

b) Para el valor de m calculado estudie, usando la definiciéon de derivada, si la funcion f es derivable
enx=0

SOLUCION

a) La funcién es continua en x = 0 si se verifica Iing f(x) =f(0):
o f(0)=4

0 lim f(x) =lim mle*-1) _0
x-0 x-0 X 0

Las funciones y = x ey = m(e* — 1) son funciones derivables en todo su dominio, con lo cual,
podemos aplicar la regla de L"Hépital:

m(e _1)=Iim me —m
x-0 1

iy 19 =1y

Por tanto, la funcién es continuaen x =0 sim = 4.

b) La funcién es derivable en x = 0 si se verifica que existe f'(0) = Iirr(l) 19 =10)
X— X
(e -1) _,
#(0) = lim 1 =TO) _ iy x = fim M D7 AX iy AT XD O ey,
x-0 X x-0 X x-0 X x-0 X 0
4le* -1 o x
|imu=9 0 e 1im 28 = 2.
x-0 2X 0 Xx-0

1. El perimetro de una cara lateral de un prisma recto de base cuadrada es de 60 centimetros.
Calcule sus dimensiones de forma que su volumen sea maximo.

SOLUCION

_ .-’—, Volumen = area base - altura - V=x%-y

Perimetro de una cara lateral =60 - 2x+2y=60 - x+y=30
Expresamos una de las variables en funcién de la otra: y = 30 — x
La funcién a maximizar es : V(x) = x* - (30 — x) = 30x° — X°

¥ V “(x) = 60x — 3%

V' (X)=0 - 20x—=x*=0 - x=0,x=20

V(X) =60 —6x — V (20)=60—120<0

Descartamos el valor x = 0 porque no se tendria prisma.

Aplicando el criterio de la segunda derivada, si V "' (20) < 0, la funcién presenta un maximo en x = 20.

Por tanto, las dimensiones del prisma son base cuadrada de 20 cm y altura 10 cm.



2. La derivada de una funcion f(x) es f (x) = (x + 2)(x 2—9)

a) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos de f(x).
SOLUCION
F)=(X+2)X*=9) - F ' (X)=(x+2)(Xx=3)(x+3)=0 - x=-2,x=3,x=-3

Estudiamos el signo de la primera derivada en toda la recta real.

-00 -3 -2 3 +00
X+ 3 - + + +
X+ 2 - — + +
X—3 — — — +
f'(x) — + — +

Creciente en (-3,-2) U (3, +o0)

Decreciente en (-o0, -3) U (-2,3)

Minimo relativo en x = -3, x = 3 (pasa de decreciente a creciente)

Méaximo relativo en x = -2 (pasa de creciente a decreciente)

3. Calcule a para que las siguientes funciones:

sen ax cos? x =1
gx) = ——

fx)=
tengan el mismo limite en el punto 0.
SOLUCION

Calculamos cada limite:

lim f(x) =tim 3808 _ 0 1 pplepndoHapiaiy, fjm SEN X _ i, BCOSAX _
X0 X0 X 0 X0 X X0 1

im g(x) =lim S5 X220 1 ppleppdoiHoptay, i 908 XL, T200SKSeNX _,, ~S€N2X
X0 X0 X 0 X0 X0 2X X0 2X

0 PRSP, fim 22X = g

-0

Para que los dos limites sean iguales debe verificarse que a = -1.



1. Se desea disefiar un libro de forma que cada pagina tenga 600 cm  * de area. Sabiendo que los
margenes superior e inferior son de 4cm cada uno y los laterales de 2cm, calcule las dimensiones de
cada pagina para que el area impresa se maxima.

SOLUCION
I 4 Alto de la pagina impresa: x — 8
Ancho de la pagina impresa: y — 4
% Area impresa: A = (x — 8)(y — 4)
‘ E Area pagina: x-y =600 - y= GLZO
:: 1 600 4800
¥ Area impresa: A(X) = (x — 8)[ . ]= 632 -4x - 3

Para determinar el valor maximo, imponemos que A’(x) = O:

_ 2
A= -4+3890 _o L A= 280 g 1200 ¥ =0 - x= 203
X
A7(x) = -2 4800<0 Ox>0 - A (20\/_)<0 - X = 20,/3 maximo, siendo y = Lt/o_-lof
2. Calcula:
tan(x)
lim (—2) Tan(x) = funcion tangente de x
x-0"\ X
SOLUCION

- 1 tan(x ) .
lim| — -
x-0"\ X

Tomando logaritmo obtenemos:

lim tan(x)-ln{izj - 0-00
x-0* X

lim tan(x)-ln(izj = lim tan(x)- €2 Inx)= lim--21X _ ®
x-0" X H(i)—dx_.o* x-0"  COSX 00
sen x
(1) In(iz] =In1-Inx*=-Inx*=-2In x
X

Aplicando L Hbpital:

- 2 AL .

_2Inx — lim 22/x — jim Zsenx_bg 0 EFRE im 4senx cos<=O
x-0" COSX x-0" —sen’X —cos X x-0" X 0 x-0* 1
sen x sen’x

tan(x )
Por tanto, lim (—Zj =e’=1
x-0"\ X



1. Una ventana rectangular tiene un perimetro de 12 metros. Calcule las dimensiones de los lados
del rectangulo para que el area de la ventana sea maxima.

SOLUCION

Area ventana: A = x - y, siendo x = base , y = altura

Perimetro rectangulo =12 - 2x+2y=12 - x+y=6 - y=6-X

Area ventana: A(X) =X - (6 —X) = 6x — X

Para determinar el area maxima, imponemos que A’(x) = O:

AKX)=6-2x=0 - x=3

Comprobamos que x = 3 es un maximo, para ello aplicamos el criterio de la segunda derivada:
A7(x)=-2<0 - x =3 es un maximo.

Las dimensiones del rectangulo son: x =3 - y=6 — 3 = 3, es decir, un cuadrado de lado 3 m.

3X —m senx

1. Sabiendo que el Iing 5 es finito, calcule el valor de m y halle el limite.
X X

SOLUCION

lim 3X"MSeNX 0y p O APl R, fim ST TMCOSX 37 M
x-0 X 0 x~0 2X 0

Para que el limite sea finito, imponemos que 3-m=0 - m=3

Resolvemos el limite sim = 3:

lim S 3C0X _ 0 1 ppliepsopHapigiy, jim 35€NX _ g
x-0  2X 0 x-0 2

2.Seaf: RO R lafuncién definida por:

3_u2 <
f(x) = X =X s!x_l
Xx-1 six >1

b) Halle los extremos de la funcion

SOLUCION

5-x? sixs< z_ ix< 6x—-2 six<1
F(x) = X® =X S.IX 1 L = 3x° —-2x s.|x 1 L = .
x-1 six>1 1 six>1 0 six>1

Para determinar los extremos imponemos que f "(x) = O: 3 —2x=0 - x=0,x= %

Para determinar si los extremos son maximos 0 minimos, aplicamos el criterio de la segunda derivada:
f7(0) =-2< 0 - fpresenta un maximo en x =0 - (0,0) maximo

f’ 2 =2>0 - fpresenta un minimo en x = 2 - E—i minimo
3 3 3 27



1. Dada la curva:
3x2

2

a) Obtenga sus maximos, minimos y puntos de inflexién.

+2X

f(x):%—

b) Encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

SOLUCION

a) Para determinar los extremos relativos imponemos que f'(x) = 0:
f'X)=x*=3x+2=0 - (x=2)(x—1)=0 - x=2,x=1
Aplicando el criterio de la segunda derivada, determinamos si son maximos 0 minimos:
f"x)=2x—-3 - f7(2) = 1> 0 - La funcion tiene un minimo en x = 2
- f77(1) = 1< 0 - Lafuncion tiene un maximoenx =1

Para determinar los puntos de inflexién imponemos que f " (x) = 0:

f7"(x)=2x—3=0 six= g - La funcion tiene un punto de inflexién en x = g yaquef '(x)=2 #0

b)f (X)) =x*—3x+2=0 - (Xx—2)(x—1)=0 - x=2,x=1
Estudiamos el signo de la derivada en los siguientes intervalos:
0 (-,1):f(x)>0yaque parax=0f"(0)>0 - fcreciente
o (1,2):f(x)<O0yaqueparax=1,5 f’(1,5) <0 - fdecreciente
0 (2+0):f’(x)>0yaque parax=3f"(3)>0 - fcreciente

2. Calcule:
_ - 1
a) lim 2798 =D b) lim(x* +e*)x
X =1 (Lnx) X =0

SOLUCION

im17COS&-1)_0 - ity Iirnl1—cos(><—1)=|im sen (><—1)=Iim x sen &-1)_0 - yigpiar

a)li
) im (Lnx)? 0 (Lnx)? Lyl et 2lnx 0
X

—_— —_— —_— 2 —_—
im sen(x —1) +xcos 1)=Iim xsen K —1)+x° cos 1)=1

X1 2& x-1 2 2

X

b) Ixirﬂ1g(x“+ex)é S

. . i [160-1-900)
Aplicamos lim f(x)*™ =lim e*-°
X-0 x-0

. _ vt 1 x'+e*-1_0 oot .
lim [f(x) = 1-g(x) —m(x +e 1);_1|EQT_6 0 Ere. lim

x*+e -1 . A +e*
=lim =
X x-0 1

1

1
Por tanto, Iim(x4 +ex)x —e
X-0



3. De todos los cilindros inscritos en una esfera de radio 1 metro, halle el volumen del que lo tenga
maximo.

SOLUCION

Volumen de un cilindro: V = - 1 - h, siendo
r = radio del circulo base h = altura del cilindro

El cilindro estéa inscrito en una esfera de radio 1, por tanto, segun
el dibujo, se verifica:

1°=r+ xz, siendo 2x = h.

Sir=41-x* y2x=h, el volumen del cilindro es:

V(x) = ﬂ-(\ll— Xz)2 c2x= T 2x(1 = X% = T (2x = 2X°0)

Derivando: V'(x) = Tt- (2 — 6x°)

J3
3

Para obtener el valor maximo imponemos que V'(x) =0: 2—-6x°=0 - X

3 3
V7(x) =-12x - V[g] <0 - x= £ maximo

3

23 / 6
Por tanto, el cilindro de mayor volumen tiene altura h = 2x = T‘/_ yradior = \/1-x* = 1—% = \/g :% .

2

. X
1. Se considera la curva: y =
1+x

b) Halle, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexion.

SOLUCION

Para determinar los extremos relativos imponemos que f'(x) = 0:

o2 QAX)=X® _ 2x+X°
(1+x)" (1+x)’

=0 - x=0,x=-2

o @+2x)-(1+x)? —(2x+x2)-2-a+x) 2(X)-(1+x)* —2(2x+x2)- (1+X%) 2
y = =

(1+ x)4 (1+ X)Ae (1+ x)3

y” (0)=2>0 - (0,0) minimo
Yy (-2)=-2<0 - (-2,-4) maximo

Para determinar los puntos de inflexién imponemos que f "(x) = 0, pero no se anula para ningan valor,
por tanto, no existen.



1. La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 10 cm. Halle las dimensiones de los catetos de
forma que el area del triAngulo sea maxima.

SOLUCION
Area del triangulo: A = %-x-y siendo x e y los catetos del triangulo rectangulo.
La hipotenusa mide 10 cm, por tanto, se verifica: 10° = x* + y* - y = /100 - x?

X/ 100 — X2

2

Para determinar el valor maximo, calculamos la primera derivada e igualamos a cero:

- 2 _ 2 2
A’(x):%- J100-x2 + 2x =1200-2¢ _ 907X .. 50-x2=0 - x=+/50=#5/2

ZJ100- | 2 J100-x 100-%2

X = Sﬁ (descartamos el valor negativo) - y = ,/100-50 = Sﬁ

Comprobamos que es un maximo de la funcién empleando el criterio de la segunda derivada:

oy 100=o - (50-x2). ZX
2x-/100- X* (50 X2) Z\/m__2)(_(100_x2)+(50x—x3)_ x® —150x

A (X) = =

100 - x? (100—x2)-\/100—x2 (100—x2)-\/100—x2

. _52-(50-150) _ 5J/2-(-100) _ _
A 5(2)= 5050  50-5/2 &

Por tanto, el triangulo de area maxima es un triangulo rectangulo isosceles de catetos 5,/ 2 cm.

La funcion area es A(x) =

0

2. Se considera la funcién:

xInx six >0
fx)=4 , .
ax‘+bx +c six D

Determine los valores de a, b y ¢ para que la funcién sea continua, tenga un maximoen x =-1y la
tangente en x = -2 sea paralela a la recta 'y = 2x.

SOLUCION

Imponemos que f sea continua en x = 0: Iirrg f(x) =f(0)

lim f(x) =lim (xInx) =0-c0 — lim (xlnx):lim—xzf O BPIPPEHPE.  lim 1]//x2 =lim (-x) =0
X0 X-0 X-0 X-0 00 X-0 — X X-0
f0)=c -

La funcion tiene un maximoenx =-1 - f(-1) =0

1+Inx six>0
f’(x):{ > f(-1)=-2a+b=0 - b=2a

2ax+b six<O0

Latangente en x = -2 es paralelaay =2x - f'(-2)=2 - -4a+b=2 - -2a=2 ~fa=-1 - p=-2



1. Dada la funcién y = 5xe**

a) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

b) Halle, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexion.

SOLUCION

Para estudiar el crecimiento de la funcién, determinamos f"(x):
f'x)=5e""'+5xe* ' =51 (1+x)=0 - x=-1

f'(x)>0six>-1 - fcreciente en (~1,+o)

f’(x) <0six<-1 - fdecreciente en (—,~1)

Segun el criterio de la primera derivada, la funcién tiene un minimo en [—1—%) !
e

Para determinar los puntos de inflexion de la funcion, calculamos f ~*(x):

f"x)=5e"*(1+x)+5e '=5e""1@2+x) =0 six=-2

Estudiando el signo de la segunda derivada:

Six>-2 - f7(x)>0 - fcoéncava

Six<-2 - f7(x) <0 - fconvexa

o . L 10
Por tanto, la funcién tiene un punto de inflexiéon en [—2,——3j
e

1. Se desea construir un prisma recto de base cuadrada cuya area total sea 96 mZ. Determine las
dimensiones del lado de la base y de la altura para que el volumen sea maximo.

SOLUCION

Sea x = lado de la base y = altura del prisma.

48- ¥

I

|

I
A:96:>96:2x2+4xy:>48:x2+2xy:>y: 5 X
X |
:

I

I

2 48-% _ 48x- X
2X 2 ST -

48-16 _
8

V:xz-y:> V =x

\A :0:>16:x2:>x:4m:>y: 4m

_ 48- 3%
2
6X

V= ey =-3x=V7'(4)=-12 <0 = x = 4 m&ximo

El volumen es maximo en un cubo de arista 4 m




x% =5x +7
-3 ’

a) Determina el dominio de definicion, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos,
minimos y puntos de inflexion.

2. Seaf(x) =

SOLUCION

a) Dom (f) = R-{3}
Intervalos de crecimiento y decrecimiento

y _(2x-5)(x-39-(* -5+ _x*- &+ €
(x-3)° (x-3)°

fX)=0=>x"—6x+8=0=(X-4)(x—2)=0=x=2,x=4

f(x)>0=x<2,x>4=fcreciente f'(x) <0 = 2<x<4=fdecreciente

X = 2 maximo relativo (pasa de creciente a decreciente) — f(2) =-1 - Punto (2, -1)
x = 4 minimo relativo (pasa de decreciente a creciente) - f(4) =3 - Punto(4,3)
(2x-6)(x-39" - (x*-6x+8)-2(x<3) 2

(x-3)*° (x-3)°

No hay puntos de inflexién ya que " (x) > 0 Ox ODom(f)

£ (x) =

x=1
X2

1. Se considera la funcién:  f(x) =

b) Estudie los intervalos de crecimiento, decrecimiento, concavidad y convexidad.

c) Halle los méaximos, minimos y puntos de inflexion.

SOLUCION

a) Dom (f) = R -{0}

b) f(x) =

x-1
X2

- fx) =2

2-(x-1-2x _x-2-(x-1)_ 2-x 2-x

= f'(x) =

X4

x3 x3 x3

f creciente sif "(x) > 0 y decreciente sif "(x) <0

- 0 + f creciente Ox J(0,2)
2—X + + -
N — + + f decreciente Ox 0 (-,0) 0 (2,+e)
Cociente — + —
. -x¥-(2-%)-3¢* -x-3(2-x) X-6
f (X) = ( 5 ) = 4( ) = 2
X X X

Six<3, x£0 - f7(x) <0 - fconvexa

Six>3 - f(x) >0 - fcoéncava

c) La funcién presenta un maximo en x = 2 (cambia de creciente a decreciente)

Punto de inflexién en x = 3 (pasa de convexa a céncava)



1. Se dispone de 200 m de tela metélica y se desea vallar un recinto formado por un rectangulo y dos
semicirculos como indica la figura.

/ N

I \
X | |

N /

¥ 1

Determina la funcién que determina el area de la figura en funcién del valor x.

SOLUCION

2
" . . . ] X
Area = area del rectangulo + area circulo = xy + T[T

Longitud de la valla: 200= 2y+TIX = Vy =100_n_2x

2 2
A=xy+ x(loo—%j - HXT ~100x- T

2
s, A'=1oo——3gx N A"=3—;<O

A =100x-

A=0 si100- -2 = 0= 200- Frx= 0= x =200 - y=100-1200_ 100 100_ 20
2 3n 2 3n 3 3

X

3. Se considera la funcion:  f(x) =—;
X“+1

Halle los maximos y minimos.

SOLUCION
Para determinar sus extremos relativos calculamos f'(x) e imponemos que sea cero.

x2+1—2x2= 1-x2
(x2+1)°  (x2+2)°

f'(x)= =f(x)=0six=1,x=-1

-1<x<1,f(x)>0= fcreciente

x<-1y x>1f(x)<0=fdecreciente

Luego, x =1 maximo , x = -1 minimo



1.- Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la region del plano determinada
por la pardbola y =-x*+4ylarecta y = 1.

b) Determine las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede obtener a partir de

dicha chapa con la condicién de que uno de sus lados esté en la recta y =1.
SOLUCION
Sea 2x = base del rectangulo (segun dibujo) 4oy
y=4-

h = altura del rectangulo

Area del rectangulo: A =2x - h

Segun el dibujo: h=4—-x*-1=3-x 1 h
A(X) = 2x(3 = x%) = 6x — 2X° v=1
i W
A(X)=6-6x=0=x=1 / | | \

A”(x) =- 6 <0 maximo.
Xx=1=>y=3-1=2

El rectangulo es un cuadrado de lado 2 x 2.

2.- Se considera la funcion  f(x) = 2—%
X“+1

a) Halle los maximos, minimos y puntos de inflexion.

SOLUCION
X 2x% —=x+2
a) f(x)=2- =
) 1) xZ+1 xZ+1
, X2 +1-x-2x -x2+1 x* -1 , x? -1 )
f'(x) =- T T T, T, qf(x):ﬁzo six=1,x=-1
(x?+1) (x2+1)"  (x*+1) (x2 +1)
f(x)>0six<-1,x>1 f(x)<0si -1<x<1

Luegox=-1 - [—ng méaximo ,x=1 - [lgj minimo

ox(x? +1)° —(x2—1)-2-()<2/-(1)-2x: 2+ A K —X+ K- K- P

f7(x) =

(x2 +2)"° (x? +1)° (x2+1)°  (x?+1)°
— 2_
f”(x):wzo six=0,x=+3
(x? +1)
f7(x)>0six< —/3, 0<x<+/3 f(x)<0six< —/3<x<0, x>+/3

Luego x =0, x =+3 son P.l.

Coordenadas: (0,0) , [\/5,8_\/5) y [—\/§,S+\/§J

4 4



2. Calcule:

. (1 1 )
lim| —=-—
x-0\x e -1

SOLUCION

b) Iim(l— 1 j:g
x-0\x e*-1) 0

e -x-1 . e’ -1 0 . e* . e®

. 1
Ilm(—— - ]=I|m - == = lm—— —=1im —=—
x-0\x €% =1/ x-0 X =X _popia*"0 € +X& =1 Oppopa*-0 €° +€*+xe* x-0(2+x)e 2

1.-Unrio describe lacurva vy = %xzcon x O[-3 3] . En el punto A(0,4) hay un pueblo:

a) Expresa la funcion distancia entre un punto A(0,4)
cualquiera del rio y el pueblo en funciéon de la !
abscisa x.

b) ¢ Cudles son los puntos de este tramo del rio que
estan mas alejados y mas cercanos al pueblo?

(Sugerencia: estudia los maximos y minimos del cuadrado (x.y)
de la funcién hallada en el apartado anterior)

c) ¢ Hay algun punto del rio que esté a una distancia

menor que 2 del pueblo? . . T
(-3.0) (3.0)

SOLUCION

a) Cualquier punto de la curva tiene coordenadas P =(x,%x2]
La distancia al punto A(0,4) y el punto P es:
2
D(A,P) = sz +(Ex2 —4)
4
1 ? 1 2 1 1
b) Defino f(x) = x* +(—x2 —4) =f(x)= 2x + 2(—x2 - 4)-—x: 2><+(—x2 - 4]x:—x3 - X
4 4 4 4 4
f(x)=0si %x3—2x=0:>x3—8x=0:>x(x2—8)=0:>x=0,x= X = +8 = 22
3
f'(x)=-x*-2
(x) 7
f” (0) = -2 < 0 maximo
f""(t\/g) =731-8— 2= 6- 2= 4> (minimos

El punto més lejano es (0,0) y los mas cercanos (\/5 2) y (—\/?3, 2)

¢) Uno de los puntos mas cercano es B(\/é, 2)
d(B.A) = V8+(2- 4’ =8+ 4=12= 2/ 3 :

No hay ningun punto cuya distancia al pueblo sea menor que 2.



1.- Dada la funcién f(x) = ax ® + bx? + cx + d determina las constantes a, b, ¢, d de manera que
simultaneamente:

e Su grafica pase por el origen de coordenadas y por el punto (2, 2).
¢ La funcion posea un punto de inflexién en x = 0.

¢ Lafuncion posea un minimo en x = 1.

SOLUCION

Pasa por el origen de coordenadas: f(0) =0 = f(0)=d =0

Pasa por el punto (2,2): f(2) =2 =f(2)=8a+4b+2c=2=4a+2b+c=1
Punto de inflexibn en x =0: f"(0) =0

f(x) = ax® + bx® + cx + d = f'(x) = 3ax” + 2bx + ¢ = " (x) = 6ax + 2b
f7(0)=2b=0=b=0

Posee minimoenx=1:f(1) =0

f(1)=3a+2b+c=0=3a+c=0

dJa+c=1
=a=1=c¢c=-3
3a+c=0

Luego, f(x) = x® — 3x

2.- Dada la funcién f(x) = x *e™*

a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.
b) Halla, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexion.
SOLUCION
aA)f()=ae —xte*=x’4-xe*
f(x)=0six=0,x=4
f'(x) >0six<0, x>4=fdecreciente
f'(x) <0si0<x<4=fcreciente
b) Maximo en x = 0, minimo en x = 4
F)=@C-x)e* = =12 -4) e - @ -x") e *=(x*-8x +12x°) e *
f'(x)=0six*'—8x°+12x*=0
xz(x2—8x+12):O:>x:0,x:2,x:6
f’(x)>0six<2,x>6
f'(x)<0si2<x<6

La funcién tiene dos P.l.enx =2, x = 6.



1.- El tridngulo is6sceles, descrito en la Figura, mide 10 cm de
base y 20 cm de altura.

a) ¢ Cual es la ecuacion de la recta r sefialada en la figura que
contiene el lado del triangulo?

b) Dado el rectangulo inscrito cuya base mide a, calcula las
coordenadas de los puntos B y C en funcion de a.

c¢) Halla el valor de a que hace maxima el area del rectangulo del
rectangulo.

SOLUCION

a) La rectar es la recta que pasa por (0,0) y (5,20):
Pendiente: 20/5 =4 = r:y = 4x

b) 5(5—3,0) - C(S—E,ZO— zaj
2 2
El punto C estéa sobre la recta r, por tanto:

Six=5-2 = y=4(5—3j= 20- &
2 2

c) Area del rectangulo:
A=a- (20 - 2a) = 20a- 2a”
A=20-4a=0sia=5=20-2a=20-10=10
A" =-4<0= a=5esun maximo

Las dimensiones del rectangulo son 10 X 5

1.- Calcula:

lim
x-0  sen
SOLUCION

X — —
a) IimLZCOSX -9 . Por L"Hopital:
x-0  sen‘x 0

. e*—=x-cosx ,. e*-1+senx . e*-1+senx
lim =lim =lim

e* =X —=cosXx

Imex+cosx
x-0 sen?x x-0 28@NXCOSX  x-0  SEN2X | popia*~? 2C0S 2X

"-\-\_\_I--II

r |II
(5,20)

i h

(10,0)

o) B 5.0)

:2:1
2

(10,0)



2.- Un campo tiene forma de trapecio rectangulo. La ‘\,
longitud de las bases son 24my 40 m, y la de su altura - 24—
40 m. Se divide en dos campos rectangularesC 1y C.,. [l
Situando el campo en el origen de coordenadas como
muestra la figura, calcula: c,

a) La ecuacion de la recta r que contiene el lado
inclinado del trapecio.

b) El &rea de los campos en funcién de la anchura x de
C,. c
1

c) Se quiere sembrar maiz en el campo C ; y trigo en el
campo C,. El beneficio del maiz es de 1,2 € por m 2 y el

del trigo 1 euro, ¢,cuales son las dimensiones de los v M 2 ——
campos que hacen el beneficio maximo? “10.0)

-5 40 =
SOLUCION

a) r: recta que pasa por (40,0) y (24,40)
y= —g(x—40) = —gx+100:> 5x+2y—-200=0

b) Punto de corte C; y larectar: P(x,—gx +100j

Area de C1: x-(—gx+100j = —gxz + 10

Area de C2: 24-(40+gx— 10(3 = ZA(gx— 6§= 60— 14<
c) Beneficio: f(x) = 1’2-(—2 x>+ 100() +(606k- 144D=- &+ 180~ 14«

f(x)=-6x+180=0=x=30=y= —g-30+ 100= - 75+ 106 2

f'X)=-6<0=x=30esméximo - y=25m

1.- Se dispone de una tela metdlica de 100 metros para vallar una regién como la de la figura.
¢, Cudles son los valores de x e y que hacen que el area encerrada sea maxima?

X

SOLUCION

100- 3 _ 50_%

La figura esta formada por un rectangulo, de dimensiones x e y, y un triangulo equilatero de lado x.

Perimetro: 100 =3x +2y = y =

2
Area del rectangulo: xy = [50—3—2)(jx = 5 —%



2 3

2
2 _,2_X _3 _
Altura del triangulo: h™=x 2~ 2" :>h——2x
Area del triangulo: e =—1x-£3x=£3x2
2 2" 2 4
Areatotal: A = 50x—§x2 +£x2 =50x +@3x2
2 4 4
A =50+ 3376, Lo 100+ (vV3- §x = = x=—20 - 10d -3 _ 100 6k
2 6-+/3 36-3 33
A= ¥3-6_
2
Luego X=100(6+f3) ~ y:50_§_1oo(6+f:«):50_ 54 64/ 3_ 556 300 §0 3 250 0
33 2 33 11 11 11
_250-50/3
y 11

100( 6+v/3 o y =250 50/ 3

El area encerrada es maxima si x =

33 11
2. Sea la funcion f(x) =ﬂ, calcula:
2-C0SX
a) Su dominio de definicién, sus maximos y minimos en el intervalo [0, 2]
SOLUCION
a) Dom(f) = R ya quelcosx| <1
senx . cosx(2-cosx)-senx(senx) 2cosx -1
f(X)=—— = f'(x) = > ( )= 5
2-CoSX (2-cosx) (2-cosx)

f'x)=0si 2cosx-1=0 = cosx=% = X = 60°, x = 300°
Estudiamos el signo de la primera derivada:

f'(x)>0si Zcosx—1>0_,cosx>% Ssi x<60° y x> 300°

F(x)>0'si x D(O,Ej 0 (5—", 2nj
3) 3

f'(x)<0si x D(E,5—nj
3 3

m . 5m . .
Luegox=§ maximo y x=? minimo

Una segunda forma: Estudiar el valor de estos puntos en la segunda derivada



1.- Se dispone de una tela metdlica de 100 metros de longitud para vallar una regién rectangular.
¢, Cudles son los valores de x e y, dimensiones del rectangulo, que hacen que el area del romboide,
formado por la unién de los puntos medios de los lados, sea maxima?

SOLUCION
Perimetro del rectdngulo = 100 m = 100 = 2x + 2y = y =50 — X
El area del romboide es la mitad que la del area del rectangulo. Por tanto:

X(50-x) _ 5k - x?
2 2

Area: A= XY = = A=25x—£x2
2 2

A=25-x=0=x=25
A7 =-1<0,, para ese valor hallado se tendra el maximo buscado. 0

Six=25=y=25

2.- Dada la funcion 'y = —; calcular su dominio de definicién, sus intervalos de crecimiento y
X —

decrecimiento, sus maximos y minimos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de
inflexién.

SOLUCION

a) Domf=R-{+2} (xOR/x*-4%#0)

L XP—4-x2x _ -xX*-4

b) y= =Vy= =
x* -4 (x? -4)° (x? -4)°
, X2 +4 . . . .. S
=--———— = fes siempre decreciente = No tiene maximo ni minimo
(x? -4)
soox(-a) (2 d) Ax?- 4 x . x(x-d-(x+ d2x £+ 24
y == ) 4 - 2 3 - 2 3
(x2-4) (x?-4) (x?-4)
3
"=2—X +24;(:o:>2x(x2+12)=03ix=0
(x* -4)

x<-2;»x2—4>0,x<0;»y”<0;»fconvexa
2<x<0=>x"-4<0,x<0=y >0= fcoéncava
0<x<2;»x2—4<0,x>0;sy”<0;»fconvexa

X>2=x*-4>0,x>0= Yy’ >0= fconcava

Por tanto, x =0 P.I.



1.- Dada la funcion: f(x) = 1_T1 , calcula su dominio de definicion, sus intervalos de crecimiento y
X

decrecimiento, sus maximos y minimos, sus intervalos de concavidad y convexidad y puntos de
inflexién.

SOLUCION

fx)=1-— =X
X+1 x+1

a) Dominio: R-{-1} (xOR/x+1#0)

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos
X+1-X 1

2 = 2 >0
(x+1)"  (x+1)
f siempre es creciente = No tiene maximos ni minimos

f(x) = XL+1 = f(x) =

¢) Intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexion

1 o B
ery TR Ay

No tiene puntos de inflexion

f'(x) =

-2 x<-1- f">0- cOncava
=
x>-1- f"<0 - convexa

2.- Dadas las funciones f(x) = (x+1) 2 g(x) =(x-1) 2 y h(x) = senx, calcula los siguientes limites:

- - + -
a) lim %)=L b) lim 1) =1 0) ”mw
#=0 h(x) #=0 g(x) -1 =0 [he))
SOLUCION
— 2 _ 2
a) lim f(x) 1= im (x+1) 1=|. X +2X =9
x-0 h(x) x-0  senx x-0 genx O
2 2
12 forma: (sen x 0x):  lim = *2X _jim X2 i (x+2)=2
x-0 senx x-0 X Xx-0
2
22 forma: L"Hopital: lim X" +2x =lim 2x+2 =2
x~0 senx x-0 COSX
A 2 _ 2
by fim )7L o g (XD 7L X 42X 0y X(X+2)
x-0g(x)-1 x-0(x-1)°-1 x-0x°=-2x 0 x-0x(x-2)
_ 2 _1\2 _ 2
0) lim 10*Q00=2 _ ) (HA T+ (XA =2 ) 2 0
X0 [h(x)] x=0 sen‘ x x-0 sen“x O
2 2
12 forma: (sen x 0x) :  lim 2X2 =lim 2X2 =2
x~0 sen“x x-0 X
2 . . .
22 forma: L"Hépital: lim 2X2 =lim 4x —lim — 2 =0 ppleppdorHepia,
x-0 genx x-0 2senxcosx x-0 sen2x O

4 4

lim =
x-0 2C0S2X 2



1.- Con 60 cm de alambre se construyen dos triangulos equilateros cuyos lados miden x e y. ¢ Qué
valores de x e y hacen que la suma de las areas de los tridngulos sea minima?

SOLUCION
2

La altura del triangulo de lado x es: h =, [x* _XI = %x
2

La altura del triangulo de lado y es: h =y’ _yI = %y

Perimetro: 3x +3y =60 = x+y=20=y=20-X

1XJ§ 1.3 _3
2

, e
Area: —x—x+=y-—y=-—(x*+y%) =—| x* +(20-x)’
: Yy =T 0 4y =Tl + (20-%)7]

Area: A =

RET
2

~20x+ 200 = A = §[2x—2cﬂ=\f3(x—10:o = x=10

A" =43>0, para ese valor de x = 10 se tiene el minimo buscado.

Por tanto, los lados serd x = 10 e y = 10,0 sea, dos triangulos equilateros iguales.

1.- Sealafuncion: y= 2‘/2—1
X

a) Indicar su dominio de definicidn, intervalos de crecimiento y decrecimiento y puntos de

inflexion.
SOLUCION
a)y=2/2-1=2/2"% ,  27X50 = x0(02 - Domf = (0,2
X X X
2—X + + -
X - + +
-00 0 2 + o0

Estudiamos el crecimiento:

2-X , 1 -X—=(2-X -2 X
y:2 _:>y :/Z. . (2 ):_2 -
X 2-X X X 2-X
Z X

y,_—_2_\/x ——2\/ X ——2\/ 1 ——2\/ 1 _-__Z2 y’-_—2
x>\ 2-x (2-x)x* (2-x)x® 23 =x* [ —x* [ox® —x*

) y'>0 sixO(-0,0)UJ(2,+) - f 1
Teniendo en cuenta que — <0= y' >0 -
X y'<0 six0(0,2) - f1

Luego la funcién es siempre decreciente = No tiene maximos ni minimos.



y =2 B2 -xt _ X2 — 4x° _ X2 (6- 4x) _ 6 - 4x
2¢-xt (2 -x) 20 -x* X (2x-x)xP(2x-x?)  x(2x-x?) 2x-x?
Y 6 - 4x 4x -6 —Osix—3
x(2x-x2)Jy 2x-x*  x*(x-2)yf 2x - x> 2
4X -6 - +
X—2 — -
0 3 2
2

En x :g hay cambio de signo de la segunda derivada, por tanto, tiene un punto de inflexién

1.- Dada la funcién f(x) = x $ _ 3x calcula:
a) Su dominio de definicion
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento

¢) Sus maximos, minimos y puntos de inflexion.
SOLUCION

a)Domf=R
b)f(x) =3x°-3=0 sixX*-1=0= x=#1

frsix<-1ly x>1

fxX)=3x=-1((x+1) =
) ( X ) flsi-1<x<1

= X=X =-1 maximo y x = 1 minimo
c)f"(x)=6x=0six=0

f"X)=6>0=x=0P.l.

2 12

Xx=-3 x?-

1.- Sea f(x) =

. Se pide:
9 p

a) Dominio de definicién, intervalos de crecimiento y decrecimiento.

SOLUCION

a) Domf=R-{+3}

2(x+3-12 X-6 2
f(x): (XZ) = =

> f'(x) = 2 > = f es siempre decreciente
-9 X-9 x+3 (x+3)






