JHe  Aplicaciones de la derivada MATEMATICAS II 1

CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION

Definiciones

# Se dice que unfuncion f es crecienten un punto xsi para cualquier punto x de un entorno gle x
(X — %, X + %) Se verifica:

e SiXx>x= f(x)>f(xo)
e Six<x= f(x)<f(xo)

#* Se dice que unfuncion f es decrecienten un punto xsi para cualquier punto x de un entorno gle x
(X — %o, X + %) se verifica:

e SiXx>x= f(X) <f(xo)

e SiXx<x= f(x)>f(xo)

o Unafuncién escreciente en unintervalo [a,b] si dados dos puntos cualesquiera del intervalo x, x
X1 < % se cumple que fgx < f(xo)

o Una funcion eslecrecienteen unintervalo [a,b] si dados dos puntos cualesquiera del interval®g; x
X1 < X% se cumple que f(x> f(x,)

Ejemplos

a) f(x) = creciente

f() F----

o) -4

1
1
X1 X2

X1 <X — f(X1) <f(xo) X1 <X - f(X1) > (%)

1.2. Criterios de crecimiento y decrecimiento de una funcion

Sea f una funcioén continua en [a,b] y derivable en (a,b):
* S f(x)>0 paratodo x erg(, b, entoncesf(x) es crecienten (a , b)
* Si f(x) <0 paratodo x era(, b, entoncesf(x) es decrecienten (a , b)

* Si f(x) =0 paratodo x era(, b, entoncesf(x) es constanten (a, b)
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1.3. Calculo de los intervalos de crecimiento y decrecimiento

Para determinar los intervalos de crecimiento de una funcion:
* Hallar los puntos donde f'(x) = 0 0 no esté definida la derivada primera.

» Estos puntos dividen el dominio de definicion de f en intervalos, en los cuales estudiaremos el signo de
la derivada primera.

1. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de f(x) = X2+ 1

f'x)=2x=f"(x)=0six=0

Estudiamos el signo de la derivada primera en los intervalos:

* Six>0=f"(x) >0 = fes creciente

* Six<0=1f"(x) <0 = fes decreciente

2. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de f(x) = x> — 3x
f'X)=3x*-3=3(x-1)(x+1) =f (x)=0six=-1,x=1 1

Estudiamos el signo de la derivada primera en los intervalos:

¢ XxX<-1=x+1<0,x-1<0=f"(x) >0=fes creciente

e -1<x<1l=x+1>0,x-1<0=f"(x)<0= fes decreciente 1

* x>1=x+1>0,x-1>0=f"(x) >0 = fes creciente

3. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de f(x) =

x* -4
P =2 () =0six=0
(x*-4)

Ademas f" no esta definida para x = 2, x=-2:

Estudiamos el signo de la derivada primera en los intervalos:

¢ x<-2=-2x>0, (xX*-4)*>0=f"(x) >0 = fes creciente
e -2<x<0=-2x>0, (x2—4)2>0;»f’(x)>0;»fescreciente

e 0<x<2=-2x<0, (X*—4)*>0= f"(x) <0 = fes decreciente

* X>2= -2x<0, (x2—4)2 >0 = f’(x) <0 = fes decreciente
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MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION

Definiciones

*

*

Se dice que la funcidn f tiene omaximo relativo en xsi para cualquier punto x de un entorno glsex
verifica que f(x) <f(Xq)

Se dice que la funcién f tiene orinimo relativo en ¥ si para cualquier punto x de un entorno glsex
verifica que f(x) >f(xo)

Si una funcién es continua en un intervalo cerrado [a,b] alcanza un maximo y un minimo en dich
intervalo.

Ejemplo:

Sea la funcién f(x) = x*

Para cualquier valor x real se verifica que x> > 0, por tanto, la funcién alcanza un minimo en x = 0

2.2. Condicion necesaria de extremo relativo

Sif es derivable enyy tiene un extremo relativo eg xentonces f " = 0.

Es decir la tangente a la curva y = f(x) en un extremo relativo es horizontal.

Demostracion

x,) = tim 100 =1
X = Xo X - XO

Si f tiene un maximo relativo en x,, se verifica:

f(x) = f(X,)
X=X

0

e Six>Xg= f(X) <f(xo) = <0=1'(x,)<0
- Por tanto, f "(xg) =0

¢ SiX<Xo:>f(X)Sf(XO):>M
X=X

0

20=1'(x,)=20

Del mismo modo, se demuestra si f tiene un minimo relativo en xq

Observaciones :

a)

b)

Sif (%) = 0 no tiene por qué seg xin extremo relativo de f.
Ejemplo:
f(x) = x° es una funcion estrictamente creciente con lo cual no tiene extremos relativos.

Sin embargo f "(x) = 3x* se anula parax =0

Puede existir extremo relativo en puntos donde no exista la derivada primera.
Ejemplo:

f(x) = |x| no es derivableenx =0 ( f'(0")=1;f'(0) =-1- No existe f'(0))

Sin embargo |x| > 0 para cualquier valor x real, por tanto, f tiene un minimoen x =0

Luizsa H.




S Aplicaciones de la derivada MATEMATICAS 11

2.3. Condiciones suficientes de extremo relativo

2.3.1. Criterio de variacién de la funcién

» f tiene un maximo relativo eny %i f(X) < f( X)) para cualquier valor x de un entorno ge x
» f tiene un minimo relativo enysi f(x) > f( X)) para cualquier valor x de un entorno ge x

Ejemplo:

f(x) = x* es una funcién que tiene un minimo en x = 0 ya que x* > 0 para cualquier valor x real.
f(x) = 1 — x* es una funcién que tiene un maximo en x = 0 ya que:

X*>0=-x<0=>1-x<1= f(x) <1 =1(0) para cualquier valor x real

2.3.2. Criterio de variacion de la primera derivada

Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b), excepto acaso para uplpafo)x

Sif’(x) >0 para x<xy f ' (x) <0 para x>x=f tiene un maximo relativo er.x

Sif'(x) <0 para x<xyf’(x) >0 para x>x=f tiene un minimo relativo en.x

Pl 36T b

(g, Txa)) MiMIMO 1

T T T T T T

2.3.3. Criterio de variacion de la derivada sequnda

Si f'(xo) = 0 para ¥ (a,b), donde f esta definida.

e Sif7(x) >0, entonces f(x) tiene un minimo relativo gn x

Si f7( %) < 0, entonces f(x) tiene un maximo relativo gn x

Demostracion

lim %)

X=Xy X =X

f'(x,) = lim

X = Xg

() = 1'(%,) - ,yaquef(xg) =0
X—X

0
six<x, - f'(x)>0

. Sif"(x0)<0:>M<O:> ) .
X =X six<x, - f'(x)<0

0
La funcion pasa de creciente a decreciente, entonces f(x) tiene un maximo relativo en Xq.
six<x, -» f(x)<0

six<x, - f(x)>0

. Sif”(xo)>0;>m>02{
X=X,

La funcion pasa de decreciente a creciente, entonces f(x) tiene un minimo relativo en x,.
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2.4. Calculo de los extremos relativos de una funcion

MATEMATICAS II

Los extremos relativos de una funcion f(x) sélo pueden encontrarse entre:

1. Los puntos singulares o criticos, es decir, los puntos donde la primera derivada es nula.

2. Los puntos donde f no es derivable.

1. Determinar los extremos relativos de f(x) = x> — 3x%
f(x)=3x*—6x=3x(X—-2)=0=x=0,x=2
*x<0=f(x) >0 = fcreciente
*0<x<2=f(x)<0 = fdecreciente

e x>2=f(x)>0 = fcreciente
En x = 0 tiene un maximo y en x = 2 un minimo.
f’(x)=6x—6

f7(0) =-6 <0 = falcanza un méximoenx =0

f7(2) =6 >0 = falcanza un minimo en x =0

2. Determinar los extremos relativos de f(x) = sen x

Para cualquier valor x, se verifica -1<x<1

Por tanto, la funcién tiene:

e Minimo en x=37n+2knkDR

¢ Maximo en x:T—2T+2chkDR

3. Determinar los extremos relativos de f(x) = | x — 1]
LR NSNS RN Ao
fno es derivableenx =1
Para cualquier valor de x, [ x-1|>0=|x—-1| >0
fxX)=0si|x-1=0=x=1

La funcién tiene un minimoen x =1

4. Determinar los extremos relativos de f(x) = (x — 1) e*
f(x)=e"+(x—-1)e*=xe
f(x)=0six=0
fx)=e"+xe=(x+1)e"

f7(0) = e® = 1 = f tiene un minimo en x = 0
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CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD. PUNTOS DE INFLEXION

Definiciones

+ Diremos que una funcion f derivable es convexa en un pyrsicexiste un arco de la curva por encirrja
de la recta tangente a la curva y = f(x) gn x

# Diremos que una funcién f derivable es cdncava en un pyrsicexiste un arco de la curva por debaj
de la recta tangente a la curva y = f(x) gn x

O

# Cuando en un punto (a,f(a)) la funcién cambia de concavidad se tiene un punto de inflexiénta
tangente en dicho punto, si existe, atraviesa la curva.

Un funcién f(x) es concava (convexa) en un intervalo [a,b] cuando lo es en cada uno de sus puntos, o bien,
cuando el segmento que une los puntos A(a,f(a)) y B(b,f(b)) queda por encima (por debajo) del arco de
curva correspondiente AB.

CONCAVA CONVEXA PUNTO DE INFLEXION

NOTA: Esta eleccion es totalmente arbitraria: algunos autores llaman concava a lo que nosotros llamaremos
convexa, y viceversa. Para evitar confusiones, se recomienda indicar, no los adjetivos, sino los simbolos
matematicos correspondientes, los cuales estan mas extendidos: [0; n

3.2. Criterios de concavidad y convexidad

Sea f una funcion derivable en (a,b) tal que existe la derivada segungda en x

a)f “(xo) <0, entonces f es conveka) en %

b)f “"(xo) > 0, entonces f es concafia) en %

c)f " (xo) =0y f (%) #0, entonces f tiene un punto de inflexién gn x

Si f es concavd) en % = Las pendientes de las rectas tangentes van crecierfdoes creciente en
Xo =T " (Xo) >0

Si f es convexfn) en % = Las pendientes de las rectas tangentes van crecienfl6 es decreciente
enx="71"(x) <0

Si f tiene un punto de inflexion e s f (o) = 0
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3.3. Calculo de los intervalos de concavidad y convexidad

- Hallar los puntos donde " (x) = 0 o no esté definida la derivada segunda.
- Estos puntos definen los intervalos en los que f tiene signo constante.

- Tomando un punto de cada intervalo determinamos el signo de f*~ en cada intervalo.

Ejemplo
1. Estudia la curvatura de la funcion f(x) = %3
X
— 2 —
Pz L =38 D
(x2+3) (x2+3) 4

f7(x)=0six=-1,x=1

« fes convexa(n) para-1<x<1(xX*~1<0)

« fes concava (O)para x<-1yx>1(x’~1>0)

3.4. Condicion necesaria de punto de inflexion

Sif es derivable enyy tiene un punto de inflexion eg »entonces ' = O.

Observaciones
1.- Sif (%) = 0 no garantiza que f tenga un punto de inflexioneen x

Ejemplo:

Sea la funcion f(x) = x* — f“"(x) =12x* nulaen x =0
Sin embargo, (0,0) no es un punto de inflexién ya que no hay cambio de concavidad (f "(x) > 0 para
cualquier valor de x).

2.- Una funcion puede presentar cambios de concavidad y no tener ningan punto de inflexion.

(x2-4
Por tanto, no tiene punto de inflexion.

Ejemplo
. x> +1 '
Sea la funcion f(x) = — |
X° =4
2 | 2
f7(x)= ?’OX—+430¢ 0 para cualquier valor de x. |
|
|

¢ Si-2<x<2,f7(x)<0 = fconvexa (n)

-2 4
« Six>26x<-2,f7(x)>0=fconcava (O)

|
|
|
|
|
|
Sin embargo, se tiene que: Nel o 7 4
| |
| |
| |
| |

3.- Para que exista punto de inflexion enes necesario que exista J(¥ que la funcion cambie de
concavidad eng
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3.5. Condicion suficiente de punto de inflexion

3.5.1. Criterio de variacion de la sequnda derivada

MATEMATICAS II

Estudiando el signo de la segunda derivada f""(x) a ambos lados dedDom(f):
* Sien x =y pasa de cOncava a convexax = X es P.l.
* Sien x =y pasa de convexa a concavax-= X, es P.I.

3.5.2. Criterio de la tercera derivada

rrs

Sea y ODom(f), sif"(x) = 0 yf"" (%) # 0, entonces f(X) tiene e un punto de inflexion..

Dominio (f) = R

y'=0si6x-6=0 =x=1
a) Estudiando el signo de la segunda derivada:

« y’>0parax>1=yconcava (O)para x> 1

* y’<Opara x<1=yconvexa (n)para x<1
Tiene un P.l. en (1, f(1)) = (1, 0)
b) Estudiando el signo de la tercera derivada en el punto:

y(1)=6 # 0= (1,0)P.l.

y=3x-6x+1 y =6x—6 Yy’ =6

1. Estudiar la concavidad, la convexidad y los puntos de inflexion de la funcion f(x) = =3 +x+1

-9

f)=4x-12x =f (xX)=0six=0,x= +3

* fcreciente para —v3<x<0y x >+/3

* f decreciente para x < -3 y 0<x< J3

* Maximo: (0,0)

* Minimos: (—\/5,—9);(\/?&—9

fr(x)=12x*—12=12(x - 1)(x + 1) = f "(x) =0 six = +1
e fesclOncavaparax<-lyx>1

» fesconvexapara -1<x<1

* Puntos de inflexion: (1,-5), (-1, -5)

2. Estudiar el crecimiento, extremos relativos, curvatura y los puntos de inflexién de f(x) = x* — 6x°

1Mai:-:|r.10

MiMING

MirIMo

Luizsa H.
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PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Los maximos y minimos se aplican no sélo en la resolucion de problemas puramente matematicos, sino
también en otras areas en los que se trata de optimizar una funcion, es decir, encontrar los valores de ciertas
variables para que una determinada magnitud tenga el valor éptimo (maximo o minimo).

Por ejemplo, una fabrica quiere enlatar conservas en botes de 1 litro de capacidad, de forma que las
dimensiones del bote resulte lo més barato posible.

Estos problemas de optimizacion se resuelven del siguiente modo:

1) Si M es la magnitud que se desea optimizar, se expresa M en funcién de las variables que la definen.
2) Estas variables se definen en funcidén de una de ellas (los datos del problema permiten hacerlo)

3) Una vez que la magnitud M queda expresada en términos de una sola variable, se hallan los maximos y
minimos por los métodos expuestos en los apartados anteriores.

Ejemplos

1. Hallar un nimero positivo cuya suma con su inverso sea minima.
. , . 1 1
Llamamos x a dicho ndmero, su inverso es — Yy la suma de ambos: X +—
X X
El problema quiere que minimicemos dicha suma.

1 x*+1
Definimos la funcion f(x) = x += =
X

de la que hallaremos un minimo.

C2xXx-1(¢+D)_ X¥-1
- x? X

f(x)

Imponemos que f'(X)=0 - x*—1=0 - x=1,x=-1

x-x2—2x-(x2—])=2<: 2

r0=* X oo W=2>0 y f7(D=-2<0

Por tanto, el minimo se alcanza en x =1 - El nimero pedido es el 1.

2. De todos los rectangulos de area 16m?, ¢qué dimensiones tiene el de menor perimetro?

Sea x = base e y = altura del rectangulo

Sea A el area de dicho rectangulo: A=xy =16 = y = 16
X

2 2
Perimetro del rectangulo: P = 2x + 2y =2x + 2-1—6 = 2x+32= A+ 32 - P= 2 +32
X X X X

4x-x—(2x2 + 32) _2x*-32 2(x2 —16)

Derivando: P* = 5

2 2

X X X

Imponemos que P" =0 = x* —16 = 0 = x = +4 (descartamos el valor negativo) - x = 4
P">0sixé&(-00,-4) U (4,+ ), P'<0sixe(-4,4)

El minimo se alcanzaenx=4m - y=4m

El rectangulo de menor perimetro es el cuadrado de lado 4 m.
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3. Dado un circulo de radio 4 dm, inscribir en él un rectangulo de area maxima.

Area =f(x) = x - y, siendo x la base e y la altura del rectangulo.

El triangulo ABC es rectangulo, por tanto, se verifica:

8 =x"+y = y=.64-x°

Por tanto, el area queda expresado en funcién de x:

f(x) = x-4/ 64— x* . Derivamos:

, - Zx 64— 2¢°
f'(x) =4/ 64—-x* + =
*) o 264-x* | 64-x2

Imponemos que f'(x)=0- 64 - 2x% = 2(32 - xz) =0 - x=432= M(descarto la raiz negativa)

f es creciente para 0<x < 42 y decreciente para x > a2

Por tanto, f tiene un maximo en x = 4\/5

4. Calcular las coordenadas de los puntos de la parabola y2 = 4x, tales que sus distancias al punto A(4,0)
sean minimas.

Cualquier punto de la curva tiene como coordenadas:
P(x 2vx) 6 Q(x-2vx) -

La distancia de estos puntos a A viene dada por: ]

D(P.A) = J(x—4) +(2/x - 0 =+/x? - &+ 16+ & =/x* - &+ 1€

D(QA) = (x—4)? +(-2/x - 07 =-/x? - &+ 16+ & =/x? - &+ 1

Definimos la funcion: f(x) =v/x* - 4x +16
2x—4 _ X=2
22X -4x+16 x> - &+ 16

f'(x) =

F)=0six=2=P(22/2) 6Q(2-2/2)

5. Un granjero dispone de 60 m de valla. Con ellay, aprovechando un muro de piedra que existe en su
propiedad, quiere construir un corral rectangular adosado al muro de la mayor superficie posible. Calcular
las dimensiones del corral.

Sea A el area del corral: A =x - y, siendo x el largo e y el ancho del corral.
Como se dispone de 60 m de valla: x + 2y = 60 = x = 60 — 2y

Por tanto A = (60 — 2y) - y =60 y — 2y
A'=60-4y=A"=0siy=15m=x=60-30=30m

A" =-4<0 = y=15maximo.

Las dimensiones de la parcela son 15 m x 30 m =450 m?
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6. Tomando una cuerda de longitud 100 cm. ¢,Cual es el tridngulo is6sceles de mayor area?

Perimetro =100 - 2x +2y =100 - y=50—-x
Area triangulo: A=x - h

Aplicando Pitagoras:
+hP=y* . h=y?-x?=,/(50-x)? -x? =/ 2500~ 10X
Por tanto el 4rea es: A = x,/ 2500- 10&

A’ = [ 2500- 10X + X =30050 _ 2500~ 10&- 58 _ 2508 150
ZJ2500- 106 | 2508 100 . 2500 1%

_2500_ 50
150 3

A'=0si 2500-150x=0 - 50-3x=0 -

A'>Osix<%) y A'>Osix<%) _>x=%)esunméximo.

Por tanto, Base: 2x = %ij 50— 530 120

7. Se quiere construir una piscina en forma de paralelepipedo recto de base cuadrada. La superficie total
gue hay que recubrir es de 192 m2. Calcula las dimensiones para que su volumen sea maximo.

La funcion que debemos maximizar es V = X2 - y depende de dos variables.
Se ha de encontrar una relacion entre ellas, utilizando el dato del area de la piscina:

192- x?
4x

A=x2+4xy - 192=x2+4xy_>y=

Sustituyendo en la expresion del volumen:

— 3 _ 3
V=xiy= [192- x? :192 X _>V(x):192 X
4x 4
Derivando e igualando a cero:
_ a2
V(X)) = % 5 192-3x°=0 - 64=x" - x = 8 (descartamos la solucién negativa)

Veamos que x = 8 es un maximo empleando el criterio de la segunda derivada:

V7 (x) = %ix = —gx — Parax=8,V’(x) =-12< 0 - x = 8 maximo.
Six=8_.y=192_82 192- 64_i28_4
4.8 32 32

La altura de la piscina debe ser de 4m y la base cuadrada debe medir 8 m.

11

Luizsa H.



S Aplicaciones de la derivada MATEMATICAS 11

12

8. Recortando convenientemente en cada esquina de una lamina de carton de dimensiones 80 cm x 50 cm

un cuadrado de lado x y doblando convenientemente (véase figura), se construye una caja. Calcular x para
que volumen de dicha caja sea maximo.

Las dimensiones de la caja son: X
Largo: 80 — 2x, Ancho: 50 — 2x, Alto: x

Por tanto, su volumen es: 50

V = (80 — 2x)- (50 — 2x) - x = 4X — 260 X* + 4000x

Derivando: V' =12 x* — 520 x + 4000 80

—

Imponemos que V'= 0 = 12x* =520 X + 4000 =0 - 3x*—130x +1000=0 - x = 130: 0 x=10

Calculamos la segunda derivada: V''= 24x — 520
V7(10) =24 - 10 -520 <0 - x =10 es un maximo

Luego x = 10 cm

9. Se desea envasar cierto producto en botes cilindricos de un litro de capacidad, construidos con chapa
metdlica. Con el fin de ahorrar chapa se quiere dar al cilindro las dimensiones necesarias para que su
superficie sea la menos posible. ¢ Qué dimensiones son éstas?

Se pretende que el area total del cilindro sea minima.

Area del cilindro: A = 2mrh + 2rr?

Como el cilindro debe tener un litro de volumen:

V=1mr*h=1= h:i2
s

Luego, el area quedaria expresado en funcion del radio: /—\
A(r)=2rrri2+2ﬂr2 = ]
s

=2iomis A(r)=2+21-[r2 o - 1) -
r r v
o 3
A()= -2 +am = 2040 |
r r |

Imponemos que A’(r) = 0:

Si —2+4T|r3=0:>r3=£=i:>r=3/i dm o
am  2n 2n - =~
A'(r)=—£2+4nr - A"(r)=i3+4n T L
A 3i :i+4r[:12r[>0 5 r:Si minimo
m) 1 \ 2n
2n
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REGLA DE L HOPITAL

13

Vamos a ver un método para el calculo de limites con ayuda de la derivada.

Regla de L"Hopital

Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables en urrviaie (a,b) y tal que g’(x) no se anula en (a,b)

a) Silimf(x)=0, I|mg(x) 0 yeX|steI|m Fix )-L entonces existbm ——~ f(x) y ademas:
wag(x) “ag(x)

||mm = ||mm =
x=ag'(x) x-ag(x)

b) Silimf(x) = e , I|mg(x)-+oo y existelim F(x )—L entonces existbm ——~= f(x) y ademas:
wag(x) w2 g(x)

im0 i 10
SR ag(x)

1) senx _9 | senx | COS X 1
X x-0 X x-0 1
X X . eX .
2) I|m =— = lim =lim =lim xe
x=e Inx 0 x=enx  xee 1 xee
X
3) I|me =~ == = lim =1
x-0 X-0
2
+ —
4) li X 24X 4:9:| 2(_4:0
X2 -4 0O x-2 2X
5) tim—> =9 —jim—L —jima+x)=1
x-0n(l+x) 0 x-o0 1 0
1+x

1-cosx O 1-cosx senx O cosx 1
1) lim —=—=1i > | =—=li ==
X0 0O x-o0 X x-0 2% 0 x-0 2 2
x—-senx O 1-cosx O senx
2) lim — > =—=lm — =—=li =0
x=0 X* 4+ 2X 0 x-03x“+4x 0 x-06x+4

. 1 1 . X —senx 0 . 1-cosx 0 senx 0
3) lim -=|=lim| ————|=| = |=lm—————=| = [ =1lim =—=0
x-0{senx X x-0{ xsenx 0/ x-0 senx+XCcosx 0/ x-0cosx+ cox—-xsenx 2
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Observacion
Sino existelim@, no se puede afirmar nada solimam
x-ag'(x) x=ag(x)

MATEMATICAS II

14

Sea f(x) = xzsen% y g(x) =x

x=0g(x) O
Iim@ =lim 2xsenl+xzcosé-(——12) =lim [szenl— cosi} = —Iimcosl, que no existe.
X*OQ(X) X0 X X X x-0 X X X0 X
x’sent
Sin embargo, lim ) =lim ——X = Iimxsen1 =0 ya que sen1 <1
X0 g(x) X0 X X-0 X X

5.1. Reduccioén de la indeterminaciéon 0-o
Silimf(x)=0, limg(x)=e = limf(x)-g(x) =0

f(x) _

Ixir;re\‘f(x)-g(x) = llm

olo

(valido si g no se anula en un entorno de a)

. ... 0
Pasamos a la indeterminacion —:

In(2+xj
. x )_0_ . In(2+x)-Inx
J(ITO 1 ‘o‘l'['l 1

X X

Aplicando L Hopital:

11
+y)— — 2
fim M2EX)=Inx e x42 % =
cn L e 1 a(xe))
X X2

2) Iin?) (1-cosx)-ctgx =0-

. (1-cosx) .. senx
lim =lim —=
x-0  tgX x-01+tg° X
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S Aplicaciones de la derivada MATEMATICAS 11

15

3) lim x-|n(1+—xj
X

X — 00
1+x X X-=-1-X -X
- +X ) _ In X x+1  x2 (x+D)x% _ X
lim x-In = lim = lim = lim —*—=|m ——~-=1
X - 00 X X - 00 1 X — 00 _i X — 00 _i X—»w(X+1)
X x2 NG
5.2. Reduccion de la indeterminacion 0°,1°,0°
Dado un limite del tipo lim f(x)*®, tomamos logaritmo:
X-—a
In £(x)®* =g(x)-In f(x) = lim In f(x)*® =1lim g(x)-In f(x)
X-a X-a
. lim g(x)-Inf(x)
Por tanto, lim f(x)®™ =e~*=
X-a
1
1) lim cosx =™
X-0
—-senx
. 0 . . —senx
lim Incosx=— = lim —€9SX_ = |im = =
x-0" Senx 0 x-0" CcOSX x-0" COS” X
1
lim cosx ™ =e° = 1
X-0
2) lim x*
X-0
1
. . Inx e - . .
lim x-Inx= lim—==—=lim—X—-=1lim(-x)=0 - limx*=e’=1
x - 0" x-0t 1 00 x 0" A 1 x - 0" x-0
X x?
3) lim x°"™
X-0
: . senx . CosX . e
lim senx-Inx = lim =lm——=-0 - Ilimx*®*™=e™ =0
X-0 x-0 1 X-0 —X x-0
Inx
1
. X |x-2
4) lim| = =1
X2\ 2
X 2(1
n(3) (2) 11 ez L
. . . . . X= -
lim ——In| = |=lim = lim X =lim=== 5 lim|= =e?
X=2X—2 2 X-2 X—=2 x-2 1 Xx-2X 2 x-2\ 2
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1.- Crecimiento y decrecimiento de una funcion

1.1. Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

a) f(x) = x> —6x + 9 b) f(x) = x (x* + 3x — 9) c) f(x)=§—gx2+6x—5
_4 I _x+1

d) 1) =-— e) f(x) v N f)=—

g) f(x) = e* h) f(x) = f(x) = In (x + 1) i) f(x) = x - &

Solucién: @) f 1t (3,+0);b) f 1 (~o0,=3)U(L+e);c) f 1 (~0,2)U(3,+00);d) f1 OxOR-{Y;e) f1(-11);0
f1OxOR={;0) f1 OxOR;h) f1 (=L+e);i) f 1 (=1,+0)

1.2. Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones en el intervalo [O,Zn] :
a) f(x) = cos x b) f(x) = sen x c) f(x) =sen x —x

Solucién: a) f 1 (TI;ZT[) ;b) f1 (0,1—2-[) D(%,ZT{) ;o) flL OXOR;

1.3. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = a*, seguin los valores de a

Solucién: a) f + sia>0

1.4. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones, segun los valores de a:
a) f(x) = loga x b) f(x) = x*

1.5. Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = sen x — cos x en el intervalo
[0,277].

Solucion: f 1 0,3—TT O 7—“,21‘[
4 4

1.6. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion linealy =a x + b, siendo a, bR .

1.7. Las funciones f y g son funciones estrictamente creciente en su dominio comun.
a) ¢Qué puede decirse de la monotonia de f + g?

b) Sik es un n°real no nulo, ¢qué puede decirse de f(x) + k? ¢Y de k - g(x)?

1.8. Razona cuales de las siguientes situaciones la funcion f(x) tendra algun extremo relativo
a) Dom (f) = R y f es estrictamente creciente.
b) Dom (f) = (a, b] y f es estrictamente creciente.

c¢) Dom (f) = R yfes creciente para x < a y decreciente para x > a.

d) Dom(f)=R —{a} y f es creciente para x < a y decreciente para x > a.
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2.- Extremos relativos de una funcion

2.1. Determinar los extremos relativos de las siguientes funciones:

a)f(x)=x>+x*+1

2

X
c) f(x) = 1

— X2
&) f(x) = ——
g) f(x) = €”

i) f(x) =In(x* +1)

Solucién: a) X=—§ M;x=0 m; b)x=0M;x=21m;c)x=0 M;x=2 m;d)x=0 M;e)x=0 M ;f)

X=—% M;i)x=0m;j)x=-1m

b) f(x) = x* — 2%

1

d) f(x) = -1
1-2x2

f) f(x) =

) f(x) (x+2)2

h) f(x) = In x

D) = Y x2+2x+3

MATEMATICAS II

2.2. Determinar los extremos relativos de las siguientes funciones trigopnométricas en el intervalo [O,2Tt] :

a) f(x) = sen x

d) f(x) = ctg x

b) f(x) = cos x

e) f(x) = g —arctg x

Solucién:a)x=g M;x=37n m;b) x=0 M;x=mtm;e) Xx=-1M;x=1m

2.3. a) Representar graficamente las siguientes funciones y estudiar su crecimiento:

1) f(x) =x* —=5x + 6
fx)=Ix+1]
5)f(x) = | x*— 1|

-X+3 Si
7) f(x) =
) 1) { X+6 si
3-x si
9) f(x) =< x-1 si
Xx+2 si

X<-2
X=-2

X<2
2<x<4
X>4

b) Indicar si alcanza algin maximo o minimo.

2.4. Si una funcién tiene un maximo relativo y un minimo relativo, ¢ puede ser el valor del minimo mayor que

el valor del maximo? Razona tu respuesta.

c) f(x) =tg x

2) f(x) = -x* + 6x — 10

4)f(x) = | 2x -3 |
6) f(x) = | 4 —x* |
8) f(x) = Xx=1 si
T X2 -1 si
3+Xx si
10) f(x) =< 1-x si
x?-1 si

f) f(x) = 2x + cos x

-1<x<1

2.5. Sea f una funcién continua y derivable en todo R. Si f tiene dos maximos relativos, demuestra que
existe un minimo ente dichos valores.

2.6. Hallar el valor que debe tomar c en la funcion f(x) = X2 —CX + 2 para que presente un minimo en x = -3.

Solucién: c=-6

2.7. Determinar p y q para que la funcién f(x) = x* + px + g tenga un minimo en x = -3y f(-2) = 1.

Solucién: p=6,9=9

Luizsa H.
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2.8. Dada la funcion f(x) = x - e* determinar k sabiendo que dicha funcion tiene un maximo en x = 1.
Solucién: k=-1

2.9. Sea la funcién parabolica y = f(x) = ax® + bx + ¢
a) Encontrar los puntos criticos.

b) ¢ Qué condicion debe cumplir a para que f tenga un maximo? ¢Y un minimo?

2.10. La funcién f(x) = ax’ +bx + 6 pasa por el punto (1,0) y tiene un minimo en el punto de abscisa x = 2.
Calcularay b.

Solucién: a=2,b=-8
m?x
2x% —5mx +2m?

2.11. Dada la funcion f(x) = . Hallar m para que e punto x = 2 tenga un maximo.
Solucién: m = £2

2

+1 . . .
tiene un extremo relativo en x = 1. Calcular el valor de a y razonar si el
+X

extremo es un maximo o un minimo. Para dicho valor de a, determinar el otro extremo.

2.12. La funcién f(x) =&
a

1
Solucién: a = E; x=-1

3. Problemas de optimizacion
3.1. Siendo la suma de los catetos de un triangulo rectangulo 12 cm, calcular la longitud de los que
corresponden al de area maxima.

Solucién: catetos: 6 cm

3.2. Dos nimeros suman 40. ¢ Cuél es el minimo valor que puede tomar la suma del cubo del primero mas
el triple del cuadrado del segundo? ¢ Cuales son los dos nimeros?

Solucién: Los numeros son 8 y 32.

3.3. Entre los rectangulos de 40 cm de perimetro calcular el que tiene la diagonal més corta.

Solucién: cuadrado de lado 10 cm

3.4. En una feria se quiere montar una barra rectangular con un perimetro de 20 m. Hallar las dimensiones
de dicho rectangulo para que el cilindro engendrado tenga volumen maximo.

Solucién: Las dimensiones son ?X E

3

3.5. Un jardinero desea construir un parterre con forma de sector circular, Si dispone de 20 m de alambre
para rodearlo, ¢qué radio debe tener el sector para que el parterre tenga la maxima superficie?

Solucién: r=5m

3.6. Un alambre de longitud d, se divide en dos partes x e y. Con cada una de ellas, se construye un
cuadrado. ¢ Para qué valores de x e y sera minima la suma de las areas de los 2 cuadrados?

d
Solucién: X =y =—
=0lucion y 2
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3.7. Los barriles que se utilizan para almacenar petroleo tienen formas cilindricas y una capacidad de 128 1t
litros. Hallar las dimensiones del cilindro para que la chapa empleada en su construccién sea minima.

(NOTA: Volumen: t-r* - h Superficie: 2m-r-h+ 2 1)

Solucién: El radio mide 4 cm y la altura es 8 m

3.8. La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 90 cm. Si gira alrededor de uno de sus catetos, ¢qué
medida han de tener estos para que el volumen del cono engendrado sea maximo?

(NOTA: V :%T[- r* - h)

Solucién: Altura: 30\/6 ; radio: 30\/5

3.9. Hallar el radio del cilindro de maximo volumen inscrito en un cono de radio 6 cm y altura 9 cm.

Solucion: El radio es 4 cm y la altura 3 cm.

3.10. Una hoja de papel debe contener 18 cm?® de texto impreso, los margenes superior e inferior han de
tener 2 cm cada uno, y los laterales 1 cm. ¢Con qué dimensiones de la hoja es minimo el gasto del
papel?

Solucién: 5 cm x 10 cm
3.11. De todos los tridngulos rectangulos de 8 cm de hipotenusa, ¢,cual es el que tiene mayor area y cuanto

mide?

Solucién: Catetos: 4./ 2 cm

3.12. Hallar el punto de la parabola y = x* — 1 que esta mas cerca del punto A(0,-3)

Solucién: (0,-1)

3.13. Un granjero desea vallar un terreno rectangular de pasto adyacente a un rio. El pastizal debe tener
180.000 m ¢ Qué dimensiones tendra el terreno rectangular para utilizar la minima cantidad de valla, si
el lado del rio no necesita ser vallado?

Solucién: 300 m x 600 m

3.14. Con una cuerda de 90 m de longitud se desea cercar dos jardines; uno cuadrado y otro circular, Hallar
qué longitud se debe dar a cada trozo para que la suma de las superficies sea minima.

(L = longitud de una circunferencia: 21t-r)

Solucién: lado del cuadrado y radio del circulo:

+4
3.15. Un rectangulo de perimetro 10 m gira alrededor de uno de sus lados. Hallar las dimensiones para el
cilindro engendrado tenga volumen maximo (Nota: V =11 - h)

Solucién: radio % m ; altura % m

3.16. De todos los prismas rectos de base cuadrada y de 24 cm? de area total, ¢cudl es el que tiene mayor
volumen?

Solucién: cubo de 2 cm de arista
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3.17. Se quiere vallar un campo rectangular que esta junto a un camino. Si la valla del lado del camino
cuesta 40 €/m y la de los otros 20€/m, hallar las dimensiones del campo de mayor area del campo que
puede cercarse con 19.200€

Solucién: 240 x 160

3.18. Una ventana esta formada por un rectangulo, cuyo lado superior se ha sustituido por un triangulo
isésceles cuya altura, h, vale tres octavos de su base. Sabiendo que el perimetro de la ventana es 90
cm, determinar las dimensiones para que el area sea maxima.

z

Solucién: x=24;z=15;y =18

3.19. La suma de todas las aristas de un prisma recto de base cuadrada es 48 cm. Calcular las dimensiones
del prisma para que el volumen sea maximo.

Solucién: 4 x 4

3.20. Se quiere limitar una parcela de 24 m? por una valla rectangular y ademas dividirla en dos partes
iguales por medio de otra valla paralela a uno de los lados. ¢ Qué dimensiones deben elegirse para que
la cantidad de valla sea minima?

Solucién: 4 x 6

3.21. Hallar las coordenadas de los puntos de la curva y2 = 9x tal que su distancia al punto A(9,0) sea
minima.

e

2 2 2

3.22. En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya area lateral es 50 cm®.
¢, Cuadl debe ser el radio del cilindro para que su volumen sea el mayor posible?

Solucién: r=5cm

3.23. Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volumen igual a 6,28 litros para
gue pueda construirse con la menor cantidad posible de hojalata.

Solucién: r=1 dm

3.24. Con una lamina cuadrada de 10 dm de lado se quiere construir una caja sin tapa. Para ello, se
recortan unos cuadrados de los vértices. Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la
caja sea maximo.

Solucién: El lado del cuadrado es g dm
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4. Intervalos de curvatura. Puntos de inflexion

4.1.. Dada la funcién f(x) = x> — 9x* + 24x — 18, calcular los maximos, minimos y puntos de inflexion,
comprobando que estan alineados.

Solucion: (4,-2) minimo ; (2,2) maximo y (3,0) inflexién.

4.2. Hallar los maximos, minimos y puntos de inflexion de la funcion:
f(x) = x* (1 —x)*
Solucién: x =0 minimo ; x = g maximo y x = 1 inflexién.

4.3. Estudiar los intervalos de convexidad y concavidad, asi como los puntos de inflexién de las siguientes
funciones:

a) f(x) =x* —6x° +9 b) f(x) = x> — 2x* + 4
¢) f(x) = 5x* d) f(x) = x* + 4
e) f(x) = 2 f) f(x) = x* = 3x
X
_ X3 11 2 _ 4 3 2
g)f(x)—?—?x +18x -6 h) f(x) = x" —6x" + 12x" = 5x + 1

Solucion: a) f 0 (—oe0,-1) 0 (1,+c0), b)f O (§,+00j,c)f O OxOR,dyf O OxOR,e)f O (0,+w),
fyf O [1—;',+oo),g)f 0 (—o0,1) O (2, +e0)

4.4. Hallar a, b, c y d en f(x) = ax’ + bx* + cx + d para que tenga un punto critico en (1,4) y un punto de
inflexion con tangente de ecuacion y = 3x + 2 en el origen.

Solucién: a=-1,b=0,c=3,d=2

45. La funcién f(x) = x> + ax® + bx + ¢ tiene un punto de derivada nula en el punto (1,1) que no es un
extremo relativo. Razénese el valor de a, b y c.

Solucién: a=-3,b=3,c=0

4.6. Dada la funcion f(x) = cos(x +Ej determinar los intervalos de concavidad y convexidad, asi como los
puntos de inflexion en el intervalo [0, 21]

Solucién: f 0O (0, T[)

2 2
a . -
. Determinar a y b para que se verifique:

4.7. Se considera la funcion f(x) =

a) Tiene un extremo relativo en x = 3.

b) Es convexaen (L+ow) yconcava en (-o,1).
Solucién: b=-1, a= i\/§

4.8. Sea f(x):x3 +ax’ + bx + 7. Hallar a y b de manera que la curva y=f(x) tenga para x=1 una inflexion con
tangente horizontal.

Solucién: a=-3,b =3
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5. Regla de L "Hopital

MATEMATICAS II

5.1. Calcular los siguientes limites, aplicando la regla de L"Hopital en caso necesario:

x>-1_5

1) lim
alx -1 3

2-x)e*-x-2

4y lim 5

x-0 X

=0

. XCOSX—senx 1
7 Iim————=-=
X-0 )(3 3

senx

10) I|m =1

><\r—\

) _Jox -0
13) I|m
x-0 X °°X—>O_

. X -arcsenx
16) lim 2250
x-0Senx-cosx

X > 00

3 2X
19) lim [1+—) =eb
X

22) lim x-|n(1+—xj=1
X — 00 X

31) I|m -

34) lim 1—cos(x2—1) :i
X-1 (In X) 2

X - 00

8 X
37) lim (1+5tg ) =e?

40) lim (cotgx)* =1

43) tim "X~ ¢
x-0 Ctg X

2) fim xIn(x +1) —
x-0 1-C0SX

(1-cosx)senx _

5) lim ;

x-0 X
8) ||mw
x-22x2 - 2x -4 2
X _
11) lim & —1-1
Xx-0 X

1
14) lim x(5X —1) =In5

X - 00

. 1 1
17) Iim| —=-=|=
)xﬂo(xz Xj *
1
20) lim xx =1

X — 00

x3 —3x% +9x-27

23) li =3
) xl_r.n3 X2—9
26) Ilm( E —lj Foo
e*-1 x

X _
29) lim x(e* -1)
x-0COSX —Senx +x -1

X
32) lim (22“3) - e?

X — 00

+ _ X
35) Iiml senx-—e 2_1

x=0 (arctgx)” 2

x-1l Inx sen(x-1) ) 2

1

senx 3

a1 lim| | 22X 262
x-0{ ¥ 1-2x

44) lim (1+senx) Vx=g

5.2. Determinar el valor de a para que se verifique:

1) lim ( x2+ax+1—x)=2

X — +oo

Solucién: 1) a=4 2)a=

I\)|H

x-L(1+X)
2) lim ———~+
x-0 ]1-cosax

=8

1
3) a=—
) 2

3
3) fim X _X"£=2
X-2 X -=4 4

X _ A~ X _
15) lim & —& ~2X_1
x-0 X-—senx 4

1
18) lim x'™ =e
x-0

1

21) Iimo(senx+cosx)§ =e
X

senx _
X0 2x2—x 4

27) lim x5"™ =1
x-0

3
— -6

30) lim (cos2x)x =e

X-0
33) lim xInx=0
X-0"

2y, _
36) lim &;1: -1
X-0 X
1

39) lim (2x)* =0
x-0*

42) lim (1+tgmx)™ 2 =€

45)I|m\/_ \/E+“X a \/_

3) lim | (x2+1)% ~x] =finito

X — +0o

22
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