Unidad 9.

Limites, continuidad y asintotas

1. Limite de una funcién en un punto

Piensa y calcula
Halla mentalmente y completa la tabla siguiente:

X 1,9 1,99 2,1 -
fC)=x+1 Y4 y 4 Y —

Solucion:
X 1,9 1,99 2,1 -
f(x)=x+1 2,9 2,99 3,1 -

Aplica la teoria

il Observando la grifica, halla el limite en cada caso; si

no existe, justificalo:

a) lim f(x) b) lim g(x)
x—3 x—3

AY AY

féa ()

VX
VX

Solucién:

a) limf(x) =4
x—3

b) )!l_rg g(x) no existe porque los limites laterales son dis-
tintos.

lim g(x) ==2; lim g(x) = |
x—3 x—3"

[E3ll Demuestra que el IimI (B3x+2)=5
X—>

Solucion:

Hay que demostrar que para todo € > 0, existe un & > 0
tal que

[3x + 2 — 5| < & siempre que 0 < [x— 1| < 3

Bloque IIl. Andlisis

— 2,001 2,01 2,1

«— 2,001 2,01 2,1
— 3,001 3,01 3,1

|3x +2-5|=[3x=3| = [3(x=I)| = 3|]x— 1]
Para cualquier € > 0, se puede tomar 3 = €/3 y se cumple
la condicién:

Siempre que 0 < |x — || < | = ¢&/3, se tiene

€
|2x-2-5]=3x- 1| <33 =¢

IEll Completa las tablas para estimar el limite en cada

Caso:

x 09 099 0999 — |
f)=x*-1 & & Y - y

X 1,1 1,0l 1,001 - |
f)=x*-1 &~ & Y4 — y

LY O

Solucion:

X 0,9 0,99 0,999 - |
fOy)=x*+1 -0,19 -0,0199 -0,001999 — 0

b¢ N [0l 1,001 — |
fOGo=x*+1 021 00201 0002 — 0

a) lim (¢~ 1)=0 b) lim (¢~ 1)=0



IEJ Calcula mentalmente los siguientes limites:

2x

im (¢ = 2x + | b i
) fim (=2 ) ) fm
) lim Vx*+ 4 d) lim 572

x—0 x—0

e) lim In (4x + 2) f) lim sen (2x + m)
x=1 x—=>7/2

Solucion:

a) lim (¢—2x+1)=8-4+1=5
x—2

) |imox/x2+4=\ﬁ=2
X—

d) lim 5°2=5= |
x—2

e) imIn(4x+2)=Iné6
x—2

f) lim sen (2x + ) =sen 2w =0
x—T/2

2. Limite de una funcidén en el infinito

Piensa y calcula

Halla mentalmente y completa la tabla siguiente:
b ¢ - —1000 -100 -10 -1
f0d) = 1ix ' ' d ' e '

Solucion:
X —c0o¢ —1000 -100 -10 —1
f(x)=lix 0 -0,001 -0,01 -0,1 -1

Aplica la teoria
Ell Usa la grifica para estimar el limite en cada caso; y si
no existe, justificalo:
x+ 1

a) lim f(x), Iirlw f(x) siendo f(x)=ﬁ

b) lim g(x), lim g(x) siendo g(x) = sen x
X—>—oco X—>+oo

AY AY
) = 2 \\ &) = sen x
X N X
N > "
Solucion:
a) Iin_1 fe) =1, IiT fe) =1

b) lim g(x) no existe porque la funcién sen x esta osci-
X—>—o0

lando continuamente entre — | y |

No se acerca a ninglin valor cuando la x tiende a —co

lim g(x) no existe porque la funcién sen x esta osci-
X—>+oo

lando continuamente entre —| y |

No se acerca a ninguin valor cuando la x tiende a +oo

o una indeterminacién:

a) XETDQ (* + 3x)

c) lim 27
X—>+too

log x
e) lim 2
x—>+oo X

) tim (2|
& .\ x5

i) lim x*- 27"
X—>+oo

Solucion:
a) oo + 0o = +oo

[ 10 100 1000 — +oo
rd rd rd rd rd
[ 10 100 1000 — +eo
| ol 00l 000l 0

[ 'ndica si los siguientes limites son infinitos, un nimero

b) lim (x*—3x)

X—>+oo

d) lim x7°
X—>+oo

X
f) lim ——
x=eo \[x2 4 |
x—5

SR S
h) ngoo In (x +5)

i) lim (\lx2+x—3x)

X—>—o0

X—>+oo

b) [ — o] = lim 2= +eo
X—>+oo
(Observa que: lim x*> lim 3x)
X—>+oo

|
) . =0

_5=

f) [g] Indeterminado.

d)
e) [g] =0 (Observa que: lim logx< lim X

X—>+oo

X—>+oo
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g) [1”] Indeterminado.

el

(Observa que: lim e °> lim In(x + 5))

X—>+oo X—>+oo

) XL'TJ [ ]

Observa que: lim x*< lim 2*
X—too X—too

l) o0+ o0 = +oo

3. Limites de funciones polindmicas y racionales

Piensa y calcula

Indica cual de las siguientes expresiones es determinada, y calcula el resultado, y cual indeterminada:

D) b 95

Solucion:

2) (-0’ = —0 b) oo* = <o

e) [%] Indeterminado.

Aplica la teoria

Calcula los limites siguientes:

a) lim (- +x*+3)
X—>+oo

b) lim (-x* + 5x—4)
X—>—o0

Solucion:
a) —o0 b) + co

K Calcula los limites siguientes:
2
X —X
a) lim ————
=1 X =x*+x—|
b) lim X+ -3
x—3 )(2 +x—-6

Solucion:
a) 1/2 b) 2

IEH Calcula los limites siguientes:

a) lim x*>
x—>-2 X+2

b) lim X2

x=>1 x5 —

Solucion:
, x+5 _ , x+5
a) lim = —oo
x—>-2 X+2 x—>-2" x+2

x+2 i x+2

b) Iim —5—=—co lim
x> x- = x> xt =1

Bloque IIl. Andlisis

9o §-> H=

c)%=oo d) =0

g) [E] Indeterminada.

K[} Calcula los limites siguientes:
X +3
a) lim
x>t x4 2x

332 +2

x—>+o<> X2+ |

b) |

Solucion:
a) 0 b) 3

Ll Calcula los limites siguientes:
X+
a) lim {55 —x
X—+oo X +2

5x—x_
x*+3

b) lim

X—>+too

g
-l
:

X—>Foo
X — 4x
2% —

d) lim

X—>+oo

Solucion:
a) 0

b) +oo

C) + o0

d) -2



4. Limites de funciones irracionales
y potenciales-exponenciales

Piensa y calcula

Indica cudl de las siguientes expresiones es determinada, calcula el resultado, y cual indeterminada:

a) \ + oo b) + 00 — 0 c)ooo
Solucién:
a) +oo b) Indeterminada.
d) +oo e) Indeterminada.

Aplica la teoria

[iEA Calcula, si existen, los siguientes limites:

b) lim Vx-5
x—5"

a) lim Vx-5
x—57

Solucién:
a) No existe. b) 0

EJ Calcula, si existen, los siguientes limites:

a) lim Vx-3 b) lim Vx-3

X—>—0co0 X—>+oo
Solucién:
a) No existe. b) +

ILH Calcula los limites siguientes:

a) lrpm (2 + 1 —x) b) I_|>n_1m (3x +V9x* + x)

Solucion:
a) 0 b) —1/6

5. Continuidad

Piensa y calcula

Indica en qué valores es discontinua la funcién parte entera:

AY
y = Ent(x)

Solucion:

d) 3= e) 0° f) 1

¢) Indeterminada.
f) Indeterminada.

El Calcula los limites siguientes:

. N4+x-2
a) lim ————
x—0 X

b) lim

x—3

V6 +x—3
x—3

Solucion:

a) 1/4 b) 1/6

L Calcula los limites siguientes:

o]
a) x%lrpoo x+2

Solucion:

a) e by e = I/e

En los valores enteros en los que tiene una discontinuidad de salto finito.

9. Limites, continuidad y asintotas



Aplica la teoria

A la vista de la grafica, clasifica las discontinuidades de

las siguientes funciones:

a) AY b) AY

v X
=
¥Xx

y = x + Ent(x)

/|

Solucion:

a) Tiene una discontinuidad evitable en x = 3, que se
evita haciendo f(3) = 6

b) Tiene una discontinuidad de |.* especie de salto infini-
toenx=—lyx=1

c) Tiene una discontinuidad de |.* especie de salto finito
en los valores enteros.

d) Tiene una discontinuidad de 2.* especie en los valores
x=—lyx=1

Ll Representa y estudia la continuidad de las siguientes

funciones:

—-2x six<2
xP—2x + | six>2

2X-2 six< |
b =
) &) {Inx six> |

a) () ={

Solucion:

A 23

La funcién esta definida a trozos con dos funciones po-
linébmicas que siempre son continuas en su dominio. El
Unico punto conflictivo puede ser para x = 2

a) f(2) =—4
b) Jim f(x) = Jlim. (-2x) =—4

lim f(x) = lim (X*-2x+1)=1
x—2" x—2"

Bloque IIl. Andlisis

Como los limites laterales no son iguales, no existe el
lim f(x)
x—2
Existe una discontinuidad de |.? especie de salto finito
enx =2

b)

La funcion esta definida a trozos con una funcién ex-
ponencial y una logaritmica que siempre son conti-
nuas en su dominio. El Gnico punto conflictivo puede
ser para x = |

a) g(1)=0

b) lim f(x) = lim (2°=2)=0 lim f(x) = lim Inx=0
x— 1~ x— 1~ x— 1" x— 1"

Como los limites laterales son iguales, el lim f(x) =0
x—1

La funcién es continua.

[LE] Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

2) )=

b) fx) = 2

o) f(x)=V16-x
Solucion:

a) Es una funcién racional que es continua en todo su
dominio.

Los valores donde no existe la funcién son x = —1 y
x=1
*Enx=-1
. X . —
lim ———=-o lim — = +too
x——1" x> — | x——1" x* — |

La funcion tiene una discontinuidad de |.* especie
de salto infinito.

*Enx=1
: X ’
lim ———=—o lim — =+oo
xo 1 xt— 1 x= 1" x"— |
La funciéon tiene una discontinuidad |.* especie de
salto infinito.

b) Es una funciéon racional que es continua en todo su
dominio.

El valor donde no existe la funcién es x = 2

La funcién tiene una discontinuidad evitable. Se evita
haciendo f(2) = 4



c) Es una funcién irracional que es continua en todo su La funcién tiene una discontinuidad de 2.* especie
dominio. Los puntos conflictivos se encuentran en los enx=4
valores de los extremos finitos del dominio x = —4y

x=4 [EQJ Halla el valor del parametro k para que la siguiente
*Enx=—-4 funcién sea continua en x = 2
f=4) =0 fx) = N2-x  six<2
lim N 16 — x* no existe. kx—1  six>2
x—>—4
’ 2 —
Jim N16-x"=0 Solucién:
La funcion tiene una discontinuidad de 2.* especie a) f) =0
en x =—4
*Enx=4 b)xli—>n;’f(X)=xli—>r2’ 2_X=0
f-4)=0 lim f(x) = lim (kx—1)=2k— |
x—2" x—2"
xirnr N16-x"=0 c) Para que sea continua, el limite debe existir cuando x
tiende a 2,y ser igual que f(2)
. _ 2 .
m, V16 = no existe. A-1=0=k= 172

6. Propiedades de la continuidad

Piensa y calcula

En la grifica se representa la funcion parte decimal. ;Es continua en el intervalo (I, 2)?
Y
f(x) = Dec(x)

X
Solucién:
Si, es continua en el intervalo abierto (I, 2)
Aplica la teoria
Al Estudia la continuidad de las siguientes funciones en f(5)=0
los intervalos cerrados correspondientes:
lim V25 -x* =0
a) f(x) = V25 - x* en [-5, 5] x5
_ La funcién es continua por la izquierda en x = 5
b) flx) = a4 en[-1.2] - . .
X = La funcién es continua en el intervalo cerrado [-5, 5]
_ X+ b) La funcion es racional, que es continua en su dominio.
o) f(x) =—; en [0,2] L | | la funcia . definid
X =1 os valores para los que la funcién no esta definida
sonx=—2yx=2
Solucién: v . .
o . ) ) Como 2 € [-1,2], la funcién no es continua en dicho
a) Es una funcioén irracional que es continua en su domi- intervalo porque x = 2 tiene una discontinuidad de
nio. Hay que estudiar los extremos. | .* especie de salto infinito.
Enx=-5 c) La funcién es racional, que es continua en su dominio.
q
f(-5=0 Los valores para los que la funcion no esta definida
. sonx=—1; x=|
lim V25-x= =0 ’
K==5 Como | € [0, 2], la funcién no es continua en el in-
La funcion es continua por la derecha en x = =5 tervalo porque en x = | tiene una discontinuidad de
Enx=5 |.* especie de salto infinito.

9. Limites, continuidad y asintotas



24 Halla los intervalos en los que las siguientes funciones

son continuas:
-x=2 Nx + |
X

a) o = 2% b) () =

X —

Solucion:
a) Es una funcién racional que es continua en su dominio.
Luego es continua en:
(=oo, 1) U (I, +<0)
b) Es un cociente de dos funciones continuas en sus do-
minios respectivos.

La funcién no existe para x = 0 y tampoco existe en
aquellos valores en que el radicando es negativo, es
decir, (oo, —I)

Luego la funcién es continua en [-1,0) U (0, +o0)

&) Halla los intervalos en los que las siguientes funciones
son continuas:

X
—+ | six<2
a) f(x) =3 2
—x+3 six>2
—x+1 six<|
b)gl) =1_x_ six> |
x—2

Solucion:

a) La funcion esta definida por dos funciones polinémi-
cas que son continuas en sus dominios.

Se estudia x = 2

f2)=2

X
i = lim (5 +1]=2
Jim 9= i, (3

lim f(x)= lim (—x+3)=1
x—=2" x—-2"

Como no existe el limite para x = 2, la funcién no es

continua en x = 2. Luego la funcién es continua en
(=o2,2) U (2, +)

7. Asintotas

Piensa y calcula
Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim —=
)X%Z_X_Z

b) xli[g* x—=2

I
c) lim —
x—+oo X

Solucion:

a) —oo b) +oo )0

Bloque IIl. Andlisis

b) La funcion esta definida por una funcion polinémica
y una funcién racional que son continuas en sus domi-

nios.
Se estudia x = |
g(l)=0

lim g(x) = lim (~x+1)=0
x= 1" x— 1"

, . X

lim g(x) = lim =-1

x> 1" x—>1" X—

Como no existe el limite para x = |, la funcién no es

continua en x = |

Como para x > | la funcién racional no esta definida
para x = 2, en ese valor no es continua. Luego la fun-
cion es continua en: (—oo, 1) U (1,2) U (2, +o0)

EZJ Demuestra que las siguientes funciones tienen un
cero en los intervalos correspondientes:

a) f(x) =x*+3x—2en[0, 1]
b) f(x) = x* =2 —sen x en [0, 7]
Solucién:

Se comprueban las hipotesis del teorema de Bolzano:

a) f(x) es continua en [0, I] por ser una funcién poli-

némica.
f(0)=-2<0
f()=2>0

Por el teorema de Bolzano, se tiene que existe al me-
nos un valor c € (0, |) tal que f(c) =0

b) f(x) es continua en [0, ©t] por ser la resta de un poli-
nomio y la funcién sen x, que son continuas.

f(0)=-2
fm)=m*-2>0

Por el teorema de Bolzano se tiene que existe al me-
nos un valor c € (0, ) tal que f(c) =0



Aplica la teoria

Calcula las asintotas y la posicion de la grifica respecto de
las asintotas de las siguientes funciones:

_
mf(x) - 42

Solucion:
Verticales:x = —2,x = 2

lim —— =
x—>-2 4 — x2

. | _

lim —2 = +oo
x—>2 4 —x

lim ———= ez
x—-2" 4 —x

lim ———==e
x—2" 4 — x

Horizontales:y = 0
. I _
lim ——=0
x——c0 4 — x?
La gréfica esta por debajo de la asintota.
I _

lim —2:0
x—too 4 — x

La grafica esta por debajo de la asintota.
Oblicuas: no tiene.

2

Eﬂﬂ0=7é3'

Solucion:

Verticales: x = —2
2 2

= 1

= —o0 lim
x—>-2" X+ 2

,

x—>-2 X+ 2

Horizontales: no tiene.
Oblicuas:y = x -2
=0

lim
x—>— X+ 2

La grafica estd debajo de la asintota.

-— +

lim
x>+ x + 2

La grafica esta encima de la asintota.

_Xx
X+ |

BAx) =

Solucion:
Verticales: no tiene.

Horizontales:y = 0

. X _
lim ———=0

x——oo x° + |

La gréfica esta debajo de la asintota.

. X
lim — =0"

x—teo x= + |

La grafica esta encima de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

2— |

Q — —X -
Bl () = 2

Solucion:

Verticales: x = 0

Horizontales:y = |

, = _
lim = =0
X—>—oo X

La grafica esta debajo de la asintota.

, =l _
lim —=0
X—>too X

La grafica esta debajo de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

B () =V —x

Solucion:
Verticales: no tiene.
Horizontales: no tiene.

Oblicuas:

gyeored

Vx? —x +x—%) =0

lim
X—>—o0

La grafica estd por debajo de la asintota.

My=x—%

R

lim
X—>too

2

La gréfica estd por debajo de la asintota.

x+ |

El () = E

Solucion:

Verticales: x = 2

| x+ | )
im ——— no existe.
x—2 \x_2
o ox+
lim —/—— =+

x—2" X — 2
Horizontales: no tiene.

Oblicuas: no tiene.

9. Limites, continuidad y asintotas



Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

2x
x+ |

B Sea f(x) =

Bl lim D(F(x+ 1) = f())] es:

]+
a0
2
a-2
A La funcién f(x) = (itz—__'_ll)z tiene:

(] Una asintota horizontal,y = 1/2
[ Dos asintotas verticales, x = +1/2
(X] Una asintota horizontal,y = |
(] Una asintota oblicua,y = x
£ Dada la ecuacion x} + x =5 =0, tiene en el intervalo
(1.2)
(1 Dos soluciones.
Al menos una solucién.
(1 Ninguna solucién.

(1 Ninguna de las anteriores es correcta.

\ 2_ —_—
PEN El lim X—52es:
x—3 x—3
a1
[+
J0
X132
I X
BEWE lim (I——Z) es:

e
X |
0
(/e

I Se sabe que el lim (Vx*+ax+ | +x) =2
X—>—c0

El valor de g es:

(d No se puede calcular. Queda una expresién del ti-
POy

J0

14

X —4

Bloque lIl. Anélisis

A La funcién
) =x+ e
[ Tiene una asintota vertical,x = 0

[ Tiene una asintota oblicua, y = x, y una horizontal,
y=0

[X] Tiene una asintota oblicua, y = x

(1 No tiene asintotas.

[l Dada la funcién

) = {"XZ y

e +2

six<?2
six=>2

el valor de a que hace que f(x) sea continua en x = 2 es:

Da=—3
Ra=—
973
Qa=—+
7%
Qa=-+
7

PN La siguiente funcidn:
__I
="

tiene:

(L] Una asintota vertical en x = 0

(1 Una asintota vertical, x = =2,y una asintota horizon-
tal,y =2

(1 Una asintota vertical, x = —2, una horizontal,y = —2

[X] Una asintota vertical, x = 2,y dos asintotas horizon-
tales,y = I,y =—1I

L[} Se tienen dos programas informaticos A y B. Para proce-
sar n datos, el programa A realiza un nimero de opera-

4
ciones elementales no superior a 12 + n\/?, mientras
que el programa B ejecuta n’> — 2n + |0 operaciones
elementales. Cuando el nimero n de datos es grande,
{qué programa procesa los n datos con menos opera-
ciones elementales?

X1A
1B
[ Los dos iguales.

[ Ninguna de las anteriores es correcta.



Ejercicios y problemas propuestos

1. Limite de una funcion en un punto

K1} Observando la grifica en cada caso, halla el limite, y si
no existe, justificalo:

2 —
a) lim f(x) siendo f(x) = X3 +2
x—2 -2
-1 six<0
b) lim g(x) siendo g(x) =10 six=0
x—0
I six>0
AY AY
fa) gk
X 'Y
/ > »

Solucion:
a) lim f(x) = |
x—2

b) lim f(x) no existe.
x—0

[EZ3 Completa la tabla para estimar el limite en cada caso:

X 29 299 299 — 3
I
f(x)=m e e e - e
X 3,1 30l 3,000 — 3
fe)=-_5 F A A G ¢
, |
a) lim
x—3 x—=2
b) lim !
x—3" x—=2
Solucion:
X 29 299 299 — 3
|
=—— LIIl 1,001 1,00l |
f(x) <=2 0 00 —
X 3,1 3,01 3,000 — 3
|
f(x)=ﬁ 0,909 0990 0,999 — |
, I _
a) lim =1
x—3 x—2
b) lim ! = |
x—3" x —

X
[EE] Demuestra que el lim (—+ 1| =3
x—4\2

Solucioén:
Hay que demostrar que para todo € > 0, existe un & > 0
tal que

[x/2 + | = 3| < & siempre que 0 < [x—4]| < 3
M2+ 1= 3] = hi2 -2 = o fx— 4

Para cualquier € > 0, se puede tomar § = 2¢ y se cumple
la condicién:

Siempre que 0 < |x — 4| < § = 2¢, se tiene

I I
[x/2 +1 —3|=3|X—4|<?28=8

K] Calcula mentalmente los siguientes limites:

, 2 + , x+4
) g - SN 1y 220
c) lim V2 -—x d) lim 2=~
x——6 X—>T
e) lim log,V4x -8 f) lim cos 2x
x—3 x—7/6
Solucion:
a)-2 b2 o222 d)12 el IR

2. Limite de una funcion en el infinito
[EJdl Copia y completa la tabla en cada caso:

x -0 —-100 -1000 —  —oo

X
=y & & & - &
X 10 100 1000 — +o0
=y & & & - &
a) lim
x——oo x + |
b) lim
x—+eo x + |
Solucion:
X —-10 —-100 -1000 — —oo
X
f(x)-m LIl 1,0l 1,001 — |
X 10 100 1000 — +oo
f(x)=x+l 0,9090 099 0999 — |

, X
a) lim =1
x—— x + |

- X _
b) lim = |
x—+oo x +

9. Limites, continuidad y asintotas



Kl Asocia cada grifica con una funcién ayudandote de los
limites a los que tiende la funcién cuando x tiende a

infinito.
__ X __ X
=75 800 = " ——
6 sen 4x ) X
he) =3y i(9=3+
a) AY b) AY
X X
<) AY d) AY
N~
X X
Solucion:
f(x) = Xz)i 5 es la grafica d)

3x
g(x) = ﬁ es la grifica b)
X

h(x) = w es la grifica a)
x“+ |

X2

1S la grafica c)

i(x) =3+

X4

Ordena de menor a mayor los érdenes de los siguien-

tes infinitos:
a) lim X, lim x, lim x*3
X—>+oo X—+oo X—>+too
b) lim 2% lim 1,5 lim e~
X—>+oo X—>+oo X—>too
¢ lim log,x, lim 3, lim x"
X—>+oo X—>+oo X—>+oo
d) lim x, lim Inx, lim 25
X—+oo X—>+oo X—>+oo
Solucion:
a) lim x?< lim x< lim X
X—>+oo X—>+oo X—>+oo

b) lim 1,5%< lim 2°< lim ¢
X—>too X—>too X—>+oo

c) lim log,x< lim x°< lim 3
X—>+oo X—>+oo X—>+oo

d) lim Inx< lim x*< lim 25"
X—>+oo X—>+oo X—>too

Bloque IIl. Andlisis

KL Indica si los siguientes limites son infinitos, un nimero
o una indeterminacion:

a) lim (x*+x%)

b) lim (x—Vx)

——o00
9l s 9 Jim 2N
2 3
e) lim 08¢+ gy, X *2
X—>+oo X2 X—>—00 W
Solucioén:
a) oo b) [ee—c] ) to d) 0 e) 0 f) —I

3. Limites de funciones polinédmicas
y racionales

K] Calcula los limites siguientes:

a) lim (x*+5x*—x+2)
X—>+oo

b) lim (=2 + 5x* —4x + |)
X—>—00

Solucion:

a) + oo b) + oo

E[J Calcula los limites siguientes:

X — A+ 4x X+ 2x -3
a) lim =—— = X T XTI
=2 ¥ —3x1+ 4 x>-3 x2+4x+3
3 2 2
¢) lim X —=2x" + x d x“+4x-5
x> X+ x=2 x—>-6 x3 + |10x® + 25x
Solucion:
a) 2/3 b) 2 c) 0 d) -7/6
IEil Calcula los limites siguientes:
. X ,
3) Jim b) i
Solucion:
a) lim — = lim S~
x—2 x*—2x x—2 x—2
lim 2;= lim =+
x—=2" x* —2x x—=2" x—2
i = 4+
b) xln—ql‘ X2 — |
lim ———=-
x——1" xz— |
[E3 Calcula los limites siguientes:
2 2
a) lim 2t x b) lim Ix—x+l
x>t x3 + 2 xo—o 2+ 3
3 3
x—=—e x* + 2x x>+ 43 + 3
Solucion:
a) 0 b) 7/2 C) —oo d) 1/2



EX] Calcula los limites siguientes:

3_
a) lim (X+ ! —x) b) lim (2): 4 —2x)
x—+oo | x + 2 x>+ | x* 4+ |

2
o lim [ -3 dy lim (XF L _x*8
x=0\ 2x X x->2\x-2 x*-4
Solucién:
a) —oo
b) 0

= 4+

~—————

o3
c)xi‘?)— 2x X

) (I 3
lim [=—— =
X

x—0"

d) 3/4

4. Limites de funciones irracionales
y potenciales-exponenciales

EL] Calcula los limites siguientes:

a) lim (2x-Va2-1) b) lim (x + Vx* = x)

Solucion:
a) 0 b) 1/2

X Calcula los limites siguientes:

5 +x-1\5 , x—2
a) lim ————— b) lim ——
x—0 2 x—2 “,X+7—3
Solucion:
V5
a) T b) 6

L Calcula los limites siguientes:

a) lim (X_I )ZX+5

x—+oo \ x + 3

23 +3x— | |*°°
2%+ |

c) lim (ZX_ I )x2—X2

Solucion:
a) e—8 b) e9/2 C) e4/3

5. Continuidad
Se considera la funcién

_ X+ x

Razona si es continuaen x =0

six>0
| six<0

|

Solucion:
f(0) =0

ILn?T f(x) = Ii%n?)? (e*=1)=0
i 0=l 62+ =0
Jim f(x) =0

f(0) = lim f(x) =0

f(x) es continua en x =0

[ELJ Representa y estudia la continuidad de la siguiente fun-

cion:
—x*+ 5x si0<x<5
f(x) = .
x—5 si5<x<10
Solucion:
AY
A

Como la funcién esta definida por dos funciones poliné-
micas que son continuas, el Unico punto conflictivo puede
ser para el valor x =5

f(5) =0
Iin} f(x) = Iin} (*+5x)=0
Il_)ng f(x) = I|_>ng x-5)=0

f(5) = I|'m5 f(x) =0 = f(x) es continuaen x =5

EL] Dada la funcién f(x):
x> — 4x
o) ==—,
el segundo miembro de la igualdad carece de sentido
cuando x = 4. ;Como elegir el valor de f(4) para que la
funcion f(x) sea continua en ese punto!?

Solucion:

L X —4x _ . x(x—4) _ _
M= I 5= T e T

{1 Estudia la continuidad de la funcién:

Vx-2

x—4

fx) =
Solucion:

La funcién esta definida para [0, 4) < (4, +o)
Se estudian los valores x =4y x=0

9. Limites, continuidad y asintotas



*Enx=4
f(4) no existe.

lim @= 1/4
x4 X—4

Tiene una discontinuidad evitable que se evita hacien-
dof(4) = 1/4
*Enx=0
f(0)=1/2
lim f(x) no existe.
x—0"
lim f(x) = 1/2
x—0"
Es continua por la derecha.
Hay una discontinuidad de 2.? especie en x = 0

51 Se considera la funcién:

_J2x+5 six< |
f(x)_{x2+k six> |

Determina el valor de k para que la funcién sea con-

tinua.

Solucion:

Como esta definida por funciones polinédmicas, el punto
que puede ser conflictivo se da para el valor x = |

f(y=7
lim f(x) = lim (2x+5)=7
x— - x— |-
lim f(x) = lim (*+k)=1+k
x—1* x—1*
Como para ser continua
f(1) = lim f(x)
x— |
se tiene:
l+k=7=k=6

6. Propiedades de la continuidad

B4 Estudia la continuidad de las siguientes funciones en los

intervalos cerrados correspondientes:
a) f(x) =Vx+ 3 en[-3,0]

2_3x+3

b g ="~ —en[l.2]

Solucion:

a) f(x) es una funcion irracional que es continua en su do-
minio [—3, +c0). Como el intervalo (-3, 0) esta incluido
en su dominio, la funcién es continua en él.

Se estudian los extremos:

Enx=-3
f(-3)=0

lim Vvx+3 =0
x—-3"

La funcién es continua por la derecha en x =—3

Bloque IIl. Andlisis

Enx=0

Como 0 € [-3, +0), la funcién es continua en x = 0 y,
por tanto, es continua por la izquierda en x = 0

La funcién es continua en el intervalo cerrado [-3, 0]

b) La funcién es racional y es continua en su dominio
R — {1}. Como el intervalo (I, 2) estd en el dominio, la
funcién es continua. Se estudian los extremos:

Enx=1
f(1) no existe.
La funcién no es continua por la derecha en x = |

La funcién no es continua en el intervalo cerrado [I, 2]

[EE] Halla los intervalos en los que las siguientes funciones

son continuas:

=2t e
a) f(x) =——— x) =
X XZ + |
Solucion:
a) Es una funcién racional que es continua en su dominio.
El tnico punto donde no existe la funcion es x = 0

Luego es continua en (—eo,0) U (0, +c0)

b) Es el cociente de un polinomio y una funcién irracional,
que son continuas en su dominio. Como Vx* + | #0ya
que x* + | >0 para todo x, la funcién cociente es conti-
nua en R = (—oo, +o0)

[ELJ Prueba que la funcién f(x) = 2 cos x — x tiene un cero

en el intervalo [0, 7]

Solucion:

Se prueban las hipotesis del teorema de Bolzano:

La funcién es continua en (0, )

f(0)=2>0

f(n)=-2-n<0

Por el teorema de Bolzano, existe al menos un valor
ce (0,m) tal que f(c) =0

[EHdl Dada la funcién

="~

Demuestra que existe un valor ¢ € (2, 5) tal que
f(c) = 20/3
Solucién:

Se prueban las hipétesis del teorema de los valores inter-
medios:

f(x) es continua en (2, 5)

Observa que el tnico valor de x en el que la funcién no es
continua no pertenece al intervalo.

f(2) =6

f(5) = 30/4 = 15/2

Como 6 <20/3 < 15/2, por el teorema de los valores inter-
medios existe un c € (2, 5) tal que f(c) = 20/3



7. Asintotas

K[ Calcula las asintotas de las siguientes funciones y estu-
dia la posicién de la curva respecto de ellas:

a) f(x) =

x—1
x+ |
b) =7 g
x*+3
A ) =~
2
d =
)0 =7 —
Solucion:
a) Verticales: x = |
2
lim = —c0
x—1- x— |
2
lim L +oo
x=1" X =

Horizontales: no tiene.
Oblicuas:y = 2x + 2

lim =0

Xx——c0 X — |

La gréfica esta por debajo de la asintota.
lim =0"

X—+oo X — |

La grifica esta por encima de la asintota.
b) Verticales: no tiene.
Horizontales:y = 0
lim —X2+ . 0-
x—-o x°+ 8
La gréfica esta por debajo de la asintota.
lim X1 =
x—+o X* + 8
La grafica estd por encima de la asintota.
Oblicuas: no tiene.

c) Verticales:x =—2,x =2

i X3
x—>-2 X*—4

. xX+3 _
xln—’]f x*—4 S
X +3
xlllg} X2—4 -
lim )(2;3=+oo
=2 x*—4

Horizontales: y = |
7

lim ———=0"

xo—w x> — 4

La gréfica esta por encima de la asintota.
, 7
lim ———=0"

X—>too X° —

La gréfica esta por encima de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

d) Verticales:x = —2,x = |
li LS
im —————=+o0
x—-2" X2 +x—2

2

|, X =
im ————=-—o
x—-2" X2+ x=2

|! x2 —

im —————=-c
x=1- X+ x—2

li L—
im —————— =+
=1t X+ x—2
Horizontales:y = |

i —x+2

lim =0

X—>—o0 X2 +x-2
La grafica estd por encima de la asintota.

, —x+2 4
lim —————=0
x>+ X+ x—12

La gréfica esta por debajo de la asintota.

Oblicuas: no tiene.

Calcula las asintotas, y la posicién de la curva respecto
de ellas de la funcion:

2
a) f(X) - \/m
b) fo) =\ +2

Solucion:

a) Verticales: no tiene.

Horizontales:y = 0
2

lim ———=0

X—>—oc0 \/XZ + 4
La gréfica esta por encima de la asintota.
2

im ——=0

x>+ \[x? + 4

La grafica esta por encima de la asintota.

+

an

Oblicuas: no tiene.

b) Verticales: no tiene.
Horizontales: no tiene.
Oblicuas:
y=—x

lim (V=1 +x)=0"
X—>—c0

La gréfica esta por encima de la asintota.

y=x
lim (Vx*—1-x)=0"
X—>+oo

La gréfica esta por encima de la asintota.

9. Limites, continuidad y asintotas



Para ampliar
K Calcula:

a) Iinjm [In(x + 1) = Inx]

b) IET x[In(x + 1) —Inx]

Solucion:
, , x+ |
a) lim [Inx(x+ 1)=Inx] = lim In =Inl=
X—>+oo0 x—>+co X

X
b) lim x[Inx(x+ 1) —Inx] = lim xIn
X—+oo x—+

oo

X
= lim In[l +—| =Ine
X

X—>+oo

] Calcula:

a) lim x%e™*
X—>too

b) |
) lim —
(X_I)X
c) lim
x—>teo | x + |

2
-9

d) lim —=

x—3 X—\/E

Solucion:

a) 0 b) 1/2
c) e d) 123
[ Estudia la continuidad de la funcién:
I —x* six<|
fO)=93x"-12x+9 sil<x<3

—2x*+ 16x—30 six>3

Solucion:

*Enx=1
f(1)=0
lim f(x) = lim (I -x})=0
x—= 1" x—= 1"
lim f(x) = lim 3x*-12x+9)=0
x—1" x—1"
IimI f(x) = f(1) = La funcioén es continua en x = |

*Enx=3
f3)=0
Iirr;f f(x) = Iirr;i BxX*-12x+9)=0

lim f(x) = lim (-2x*+ 16x—30) =0

x—3" x—3"

Iim3 f(x) = f(3) = La funcién es continua en x = 3
X—

La funcién es continua en R

Bloque IIl. Andlisis

I[J Estudia la continuidad de la funcién:

X2+ 2+ | six<—I
fxX) =92x+2 si—1 <x<2
—x* + 8x six>2
Solucion:
*Enx=-—1
f=1)=0

“Tr f(x) = "rPr (*+2x+1)=0

Iin_1|+ f(x) = Iier 2x+2)=0

""jl f(x) = f(-1) = La funcioén es continua en x = — |

*Enx=2

f2)=6

lim f(x) = lim 2x+2)=6
x—2 x—2
f =18 v =1

Iim2 f(x) # f(2) = La funcién no es continua en x = 2

Tiene una discontinuidad de |.* especie de salto finito.

[#3 Estudia la continuidad de f(x):

X +3 six<|
f(x) =14 sil <x<4
(x—4)2+2 six>4

Solucion:
*Enx=1
f(l)=4

lim f(x) = lim (¢+3)=4

x—= 1" x— 1"

lim f(x) = lim 4=4

x—1" x— 1"

I|'mI f(x) = f(l) = La funcioén es continua en x = |
xX—

*Enx=4
f4)=4
Iy = 2y 64
lim £0) = lim, ((x=4)*+2) =2
le f(x) = f(4) = La funcién no es continua en x = 4

Tiene una discontinuidad de |.* especie de salto finito.

(& Estudia la continuidad de la funcién:

f(x)_{\lax—Z six>2

- x(x —2) six<2



Solucion:
Enx=2
f(2=0

lim f(x) = lim x(x—2)=0

x—>2 x—2"

lim f(x) = lim Nx—2=0

x—2" x—2"

Iim2 f(x) = f(2) = La funcién es continua en x = 2 y por
x—

consiguiente es continua en R

L] Estudia la continuidad de f(x):

x+2 six<2
f=1"""
ﬂ SiX>2
x+2

Solucion:

La funcién esta definida mediante dos funciones racionales.
Ademas de estudiar el valor x = 2, hay que estudiar el valor

 Aafi Lo x
x = |, para el que no esta definida la funcién |

*Enx=1

f(1) no existe.

x+2
li = li = —oo
xl—)rnl’ f(X) XER’ x— |
x+2
li = |lim ——— = +o0
anT+ f(X) xl—>rr|]+ x— |
La funcién es discontinua en x = |, donde tiene una dis-
continuidad de |.* especie de salto infinito.
*Enx=2
f2)=4
x+2
li =i =4
an;’ f(X) an;’ x—1
3x2 — 2x
li = lim —=—=2
xL)n;+ f(X) an;" x+2

La funcién es discontinua en x = 2, donde tiene una dis-
continuidad de |.? especie de salto finito.

I[I Se considera la funcién:

x=25 sixz5
f)=1 x-35 *
0 six=5

a) Demuestra que f(x) no es continua en x =5

b) ¢{Existe una funcién continua que coincida con f(x)
para todos los valores x # 5? En caso afirmativo, da su

expresion.
Solucion:
a) f(5) =0 X
, s X225 L (e=D)(x +5) _
)!EPS f(x)_ll—>ms x=5 _JTS x=5 -
=lim (x+5)=10
x—5

En x = 5 hay una discontinuidad evitable. Se evita defi-
niendo f(5) = 10

50 =18 113

[l Sea f(x) una funcién continua en [-1, 5] de modo que
f(=1) < 0y f(5) = 7. Responde de forma razonada si
la funcién g(x) = f(x) — 5 tiene al menos un cero en

=1 3)

Solucion:

La funcién g(x) cumple con las hipétesis del teorema de
Bolzano:

g(x) es continua en [- I, 5] por ser continua f(x)
g =f(=1)-5<0
g(5)=f(5)-5=7-5=2>0

Luego existe al menos un c € (—1,5) tal que g(c) =0

Sea la funcién f(x) = 4x* — 4x + |. Utiliza el teorema de
Bolzano y justifica si existe un ¢ € (0, 1) que verifique
que f(c) = 0. En caso afirmativo calcula dicho valor.

Solucion:

f(x) es continua en [0, I]

fO=1>0

f(h=1>0

No se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano,
pero no podemos concluir que no exista un valor c € [0, |]

tal que f(c) = 0.Si se resuelve la ecuacion f(x) = 0 se obtie-
nen las raices x, = x, = 1/2 € (0, I)

[f Calcula las asintotas de la funcién y estudia la posicién
de la grifica respecto de ellas.

3x* — 3x
0 ="
Solucion:
Verticales: x = —2
lim 3x*-3x
x—>2 ———— = —o0
x+2
lim 3x*-3x
x—=2t — /= +too
x+2
Horizontales: no tiene.
Oblicuas:
3x% - 3x 18
P ——— — +
x+2 H= x+2
y=3x-9
. 18 _
xinjw x+2 v

La gréfica esta por debajo de la asintota.
18 _ o*

lim
x—+oo X+ 2

La gréfica esta por encima de la asintota.

9. Limites, continuidad y asintotas



Problemas

[t} Se considera la funcién:

X+ 3x+ |
X

feO=9 o,

x—|

six=>—1

six<-—I

a) Estudia la continuidad de f

b) Halla las asintotas de la grafica de f

Solucioén:

a) La funcién estd definida mediante dos funciones racio-
nales. Ademas de estudiar el valor x = —1, hay que estu-
diar el valor x = 0, para el que no esta definida la fun-

L X+ 3x+ |
cion ————
X
*Enx=-1
f=1)=3
2x
lim f(x) = lim =1
x—=—1- f( ) x——1- X—1
3
) i X+ 3x+ |
lim f(x)= lim ———=3
x——1* x——1* X
La funcién es discontinua en x = — |, donde tiene una

discontinuidad de |.* especie de salto finito.
*Enx=0
f(0) = no existe.

3
x +3x+ |
lim f(x) = lim ———=-—
x—0" f( ) x—0" X
34 3x + |
lim f(x) = lim >—>X"1 =+
x—0" x—0" X

La funcién es discontinua en x = 0, donde tiene una
discontinuidad de |.* especie de salto infinito.

b) La funcién tiene una asintota vertical en x = 0

Tiene una asintota horizontal en y = 2

(] Dada la siguiente funcién:

six<0
si0<x<2
six>2

—-2x—a
fo) =yx—1
bx—-5

Determina el valor de a y b para que la funcién f(x) sea
continua.

Solucion:
Hay que estudiar los valores x =0y x =2

f(0) =—a

lim f(x) = lim (-2x—a) =—a
x—0" x—0"

i = i -1)=-I
xIL)rT(T)+ f(X) xIL)n(])+ (X )
Se tiene que cumplir:

Jlim f(x) = lim f(x) = (0)

—l=—a=a=1I

Bloque IIl. Andlisis

Enx=2
f(2)=1

iz i) = it (o= )= L

lim f(x) = lim (bx—5)=2b-5
x—2" x—2"

Se tiene que cumplir:

lim f(x) = lim_f(x) =f(2)

x—2" x—2"

| =2b-5=2b=6=b=3

Determina el valor de a y b para que la funcién f(x) sea

continua.
_J5+ 2sen x
f) = {—XZ +ax+b

six<0
six>0

Solucion:
La funcién esta definida por dos funciones que son conti-
nuas. El punto que hay que estudiar es x = 0

f(0) =5

lim f(x) = lim (5+2senx)=5

x—0" x—0"

lim f(x) = lim (~x*+ax+b)=b

x—0" x—0"

Se tiene que cumplir: lim f(x) = lim_f(x) = f(0)
x—0" x—0"

b=5

La funcién sera continua para b = 5 y cualquier valor de a

[k£3 Se considera la funcién

_Ja*-6
o=~

six<2
si2<x< 10

Determina el valor de a sabiendo que f es continua y
quea>0

Solucién:

f(2)=3

lim f(x) = lim (@—6)=ada*-6
x—2 x—2

lim f(x) = lim |x—5]=3
x—2" x—2"

Se tiene que cumplir:

lim f(x) = lim f(x) = f(2)

x—2 x—2"
A*-6=3=d"=9=a=13

Comoa>0=a=3

Se considera la funcién

3x + 5a six<0
f(x) =1bx*+3 si0<x<?2
x*—4 si2<x

Estudia la continuidad de f(x) segin los valores de las
constantesay b



Solucion:
Enx=0

f(0) =3

X'L"?)f f(x) = Xliénsi (3x + 5a) = 5a
xli—>n‘(‘;+ f(X) - xILng+ (sz * 3) =3
Se tiene que cumplir:

lim () = lim £(3) = £(0)

S5a=3=a=3/5
Enx=2
f(2)=0

lim f(x) = lim (bx*+3)=4b+3
x—2 x—2
i = | 2 _ =
. 9 = iy, 62— 4) =0
Se tiene que cumplir:
lim f(x) = lim f(x) = f(2)
x—2" x—2"
4b+3=0=>b=-3/4

Estudia la continuidad de f(x):

0 = T o sixz0

0 six=0
Solucion:

La funcion esta definida por funciones continuas en sus
dominios. El valor que hay que estudiar es x = 0

f0)=0

xli_)n‘(l)ﬁ f(x) = lim

x—0 | + e”" I +0
lim f(x) = i ! l_o
m X) = lim ===
x—0* x—0" | +e'™ )

La funcién tiene una discontinuidad de |.? especie de salto
finito en x =0

[EEJ Estudia la continuidad de f(x):

X

e six<—1
x) = si—1 <x<|
00 =133
I +Inx six>|
Solucién:
La funcion esta definida por funciones continuas en sus
dominios. Los valores que se estudian son x = —1;x = |
*Enx=-1
f=1)=2
lim f(x)= lim e =l/e
x—=1" x—==1"

xirpl+ f(X) - meJP x+3 =2

La funcién tiene una discontinuidad de |.? especie de sal-
to finito en x = —|

*Enx=1
f()=1
x“%n}’ flx) = xlllT}’ x+3 =1

ILn'r f(x) = anT (I +Inx)=1

La funcién es continua en x = |

K(d Se considera la funcién:

_ P+ ax+a-1
f(X)_{In x-1

six<2
six>2

Estudia la continuidad seglin el valor del parametro a

Solucioén:

f2)=3a+3

lim f(x) = lim (x*+ax+a—1)=3a+3
x—2 x—2

lim f(x)= lim In(x—1)=0

x—2" x—2"

Se tiene que cumplir:

lim f(x) = lim f(x) =f(2)

x—2" x—2"

3a+3=0=>a=-1

Se considera la funcién:

ax*-2  six<-=-2
f(x) =9a si—2<x<2
X six>2

a) Calcula el valor de a para que f(x) sea continua en

x=-2
b) Para el valor de a hallado, jes continua la funcién en
x=2
Solucion:
a) Enx=-2
f(-2)=4a-2

lim f(x) = lim (ax*-2) =4a-2
x—-2 x—=2"

xln—qf f(X) - xlrI‘Z+ a=a
Se tiene que cumplir:

lim f(x) = lim f(x) = f(=2)
x—=2" x—=2"

4a-2=a=a=12/3
b) Para a = 2/3
f(2) =213
lim f(x) = lim 2/3=2/3
xX—2 x—>2

lim f(x) = lim x=2
x—2" x—2"

La funciéon tiene una discontinuidad de |.* especie de
salto finito.

9. Limites, continuidad y asintotas



KLJ Se ha estudiado la evolucién de la ganancia y en cénti-
mos de euro en cada instante desde un tiempo inicial,
hasta pasados 5 afios, por la fabricacién de un deter-
minado producto, y se ha modelizado funcionalmente
dicha evolucion asi:

* Durante el primer afo: y = 2t

* Durante el segundo y tercer afo: y = 4t — 2
* Durante el resto: y = e

Explica la continuidad de la funcion.

Solucion:
Se escribe la funcién:

2t sio<t< |
f(t) =14t-2 sil<t<3
et sit>3

Se estudian los valorest= 1yt =3
Ent=1

f(ly=2

lim f(x) = lim 26 =2

x— 1 x— 1"

lim f(x) = lim (4t—2)=2

x—1* x—1*

La funcién es continuaent = |
Ent=3

f3)=1

lim f(x) = lim (4t—-2)=10

x—3" x—3"

lim f(x) = lim e~ '=|
x—3" x—3"

La funcién no es continua en t = 3. Tiene una discontinui-
dad de |.* especie de salto finito.

L] Un comerciante vende un determinado producto. Por
cada unidad de producto cobra la cantidad de 5 €. No
obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, decide
disminuir el precio por unidad, y por cada x unidades
cobra la siguiente cantidad:

si0<x<10

six> 10

5x
C =
) {\/axz 500
a) Halla a para que el precio varie de forma continua al

variar el nimero de unidades que se compran.

b) ¢{A cuéanto tiende el precio de una unidad cuando se
compran «muchisimas» unidades?

Solucion:

a) Se estudiaen x = 10
f(10) =50
xl—l>n|10’ f(X) - xl—l>n|10’ >x =50

lim f() = lim_ Vax* + 500 = \'100a + 500
X—>

x—10"

Se tiene que cumplir:
Jim f() = lim f(x) = f(10)

V100a + 500 =50 = a = 20

Bloque IIl. Andlisis

b) El precio por unidad es:
<)
X

2
V20XX+ 500 _ m

Se calcula lim
X—>00

Para profundizar

K] Se considera la ecuacién:
X +mxt-2x=1
Utilizando el teorema de Bolzano:

a) Prueba que si m > 2 la ecuacién admite alguna solu-
cién menor que |

b) Prueba que si m < 2 la ecuacién admite alguna solu-
cién mayor que |

Solucién:
a) Se considera la funcion:
f(x) =x* + mx*—2x — |
Como la raiz debe ser menor que I, se toma:
f(h=1+m-2-1=m-2>0sim>2
Si se toma el intervalo [0, I], f(x) cumple las hipdtesis
del teorema de Bolzano.
f(x) es continua en [0, ]
f0)=-1<0
f(1)=m-2>0sim>2
Luego existe al menos un c € (0, |) tal que f(c) =0
b) Razonando de la misma forma en el intervalo [1, 2]:
f(x) es continua en [I,2]
f(l)=m-2<0sim<2
f2)=8+4m—-4—-1=-3+4m
3+4m>0=>m>-3/4
Siempre que —-3/4<m<2=(f(2)>0

Se cumplirian las hipotesis del teorema de Bolzano y se
puede garantizar que existe al menos un c € [I, 2] tal

que f(c) =0

K1l Si f(x) es una funcién continua para todo valor de x, y
se sabe que f(—1) =2—1y f(l) £ |, demuestra que existe
un punto a € [-1, I] con la propiedad de que f(a) = a

Solucion:

VX<




Se trata de ver si la funcién f(x) y la funciéon y = x tienen
alglin punto en comun.

Se construye la funcién g(x) = f(x) — x
g(x) es continua por serlo f(x)
g=)=fH+12-1+1=0
gh=f()-1<1-1=0

Luego por el teorema de Bolzano existe al menos un
a € [-1, I] tal que g(a) =0, es decir:

gl@=fl-a=f(a=a

K23 Se sabe que una funcién g(x) es continua en el intervalo
[0, 1Ty que para 0 < x < | es g(x) = @ donde
f(x) = |x¥* = x|. ¢Cuéanto vale g(0)?
Solucion:

Como g(x) es continua en [0, |], se tiene que:

g (0) - x"—>n(1J‘ ﬁXXl

Como f(x) = |’ = x|, x € (0, )
C<x=>f)=x-xX=g)=1-x

g(0)= lim (1 -x) = |

EXJ Supongamos que nos dan la funcién:

I .
—(x—4) si0<x<
f=1" |

—x2

e si=—<x<|

Esta funcion esta definida en el intervalo [0, 1],
f(0) =—1 <0y f(l) =e' >0, pero no existe ninglin
punto c € (0, ) tal que f(c) =0

iContradice el teorema de Bolzano? Razona la res-
puesta.

Solucion:

La funcion no cumple con la hipotesis de ser continua en
el intervalo [0, I]

En x = 1/2, se tiene:
f(1/2) =-7/8

lim f(x) = XE}nﬂ/T %(x— 4)=-7/8

x—> /2
lim f(x)= lim "
x— /2" f( ) x—=1/2"

La funcién tiene una discontinuidad de |.* especie de salto
finito en x = 1/2

No se contradice el teorema de Bolzano.

L] Estudia la continuidad de la funcién f(x) = Jfl- en el
intervalo [-1, |]

iSe cumple el teorema de Bolzano?

Solucion:

si—1 <x<0
si0<x< |

f(x)=J§|-={TI

f(x) es discontinua en x = 0 porque no existe f(0), luego no
se puede aplicar el teorema de Bolzano.

Kl Estudia la continuidad de la siguiente funcién:

'
fx) = I+ |x]
Solucion:

Es el cociente de dos funciones continuas, luego es conti-
nua; salvo cuando se anule el denominador, lo que nunca
sucede, ya que:

| +|x| > I

La funcién es continua en R

K[ Calcula, de forma razonada, dos funciones que no sean
continuas en un cierto valor x = a de su dominio y tales
que la funcién suma sea continua en dicho valor.

Solucion:

Cualquier funcién constante es continua en R. Se trata de
buscar dos funciones que se rompan en un punto y que al
sumarlas dé una constante. Por ejemplo:

_J0 six<0
f(x)_{| six>0
_Jl1 six<0
g(x)_{o six>0

La funcién f(x) + g(x) = | es continua en R

9. Limites, continuidad y asintotas



Windows/Linux

Practica

Halla los siguientes limites y representa la funcién co-
rrespondiente para comprobarlo graficamente.

EA lim (x° — 2x +

x—2

Solucién:

Ejercicio 92

1)

WiRIS

|f(x) =x3 = 2x+ 1 => xx3-2.x+1

limf(x) => 5
x—2

| dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})

Cuandox —+ 2, sevequey —=+5

tablerol

WiRLIS

&=

pelEeD |

o OEe e nmle@S

EEF lim 4+ 5

X—>+00 3x + 6x
Solucién:
[ Ejercicio 93
4% + 5X
‘ fix) = ——
3% + 6X
lim f{x) = 0

x—+ 00

4% +5%
-
3% +6%

| dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})
Cuando x —+ +00, sevequey —+ 0

——

tablerol

WiRIS

==

o g@e s nEo@sssBom |
10

Blogue lIl. Anal

isis

EY lim (e*—x%)

X—>+00
Solucién:

[ Ejercicio 94

X—+0d

| f(x) = eX - x2 => x—reX-x2
lim f(x) =» +cO

| dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})
Cuando x — +00, se ve que y — +00

tablerol

WiRIS

s

o DEe e um c@s s s Boo |

)

Ed lim 5x-2

x—2

Solucién:

Ejercicio 95

| f{x) =5%"2 => xs5X2

lim f(x) = 1.
x—2

| dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})
Cuandox — 2, sevequey - 1

tablerol

WiRIS

o DEe e um c@ss s Boo |

s




EJ lim (—x’ +x>+3x-1)

x—>—oco

Solucidn:

Ejercicio 96

[fix) =-x3 +x2+3x -1 = x> -x3+x2+3-x-1

lim f(x) =» +00

x—-c0

| dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})
Cuando x = -00, se ve que y — +00

WiRIS

OhEe e uE| ¢mlE s 2 FED@

EE tablerol E

|

10

Solucién:

[ Ejercicio 98

) =

lim f(x) =
x—3

x-3
- 3x

3

1
- X —

Ed lim (=’ + x>+ 3x-1)

X—>+00

Solucién:

Ejercicio 97

[f(x) == x3 +x2+3x =1 => x—-x3+x2+3 -x-1

lim f(x) =» -o0

X—+o0

| dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})
Cuando x = +00, se ve que y — -00

||E@ =) 11.]‘(E>|E E @‘@@

10,

| dibujar(f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})
1

Cuandox = 3,y = 3

(Huvent =]
WiR!IS
[BEEe cum o s s s Eo |

IQ lim 3x=5

=2 x—2
Solucién:
[ Ejercicio 99
3x-5 3-x-5
‘f(x)- x-2 X7 x=2

| lim f{x) =» 100
x—2

Como da mas y menos infinito, tenemos que hayar los dos limites laterales
| Iirn2+ f(x) =» +00
x—:

| lim_f(x) = -00

| dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})
Cuando x — 2%, se ve que 'y — +00

Cuandox = 27, sevequey — -0
?&abkml E

WiRIS
| DEs s umoEss 2B |

9. Limites, continuidad y asintotas



3
mxl—l’:?oo (x+ t- sz—9)

Solucién:

| Ejercicio 100
x3

x2-9

x2-9-x-9
x2-9

‘f(x)=x+1— e G

lim f(x) = 1
X—++00

| dibujar(f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})
Cuando x = +00, y = 1

mi,lm;l
WiR!IS
B HEe e umo@s s e Bos |

o

Bl lim (x+ Vx* + x)

Solucién:
[ Ejercicio 101
‘f(x) =x+AxZ + x = X xZHx+X

1
i —-— -
lim f(x) 3

x— -0
| dibujar(f(x), {color = rojo, anchura_linea = 2})

1
Cuando x = -00, y — )

T

I tablerol

WiRIS

DEes s umo@s s B0 |
10,

)

Bloque IIl. Andlisis

A lim
X

—2 x—2

Solucién:

[ Ejercicio 102

‘f(x) =

5
limf(x) = —
imf) > 5

Vox -6 -2
Xx-2

\Sx—6-2

5
Cuando x — +00, y =+ —

4

| dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})

(Busea

WiR!IS
|2 D@ e umlo@sss@en |

—-—ﬁ

[LH lim = (M

-

f(x)=( “2)ﬁ - xm

2x+ 1

x—1

Solucién:

Ejercicio 103

lim f(x) =>

x—1

%2

= 0.71653

-1

| dibujar(f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})

32

Cuandox —+ 1, sevequey — : =0.71653
B
WiRS

|2 DEe e umlo@sssBEea |




Representa las siguientes funciones y estudia sus
nuidades.

2
-1
B ) = =
x—1
Solucidn:
Ejercicio 104

x2 -1
‘f(x) = -1 - X=X+

\ dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})

Es discontinua en x = 1, donde tiene una discontinuidad evitable.

tablerol =
WiRS
0| DEe 2 1ojo@s s 8B

K () = Vx* — 1

Solucién:

Ejercicio 105

[fx) =4/x2 =1 = xy/x2-1

\ dibujar (f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})

Es discontinuaenx = - 1, y en x = 1, donde tiene una discontinuidad de 2* especie.

E S S

EJ tablerol @“
WiRIS
DHEe pumo@s s s B0 |

mf(x)= —2x si x<2

xr—2x+1 six>2

Solucién:

Ejercicio 106
| dibujar (- 2x, -00..2, {color = rojo, anchura_linea = 2}) =» tablero1
| dibujar(x2 - 2x + 1, 2., +c0, {color = rojo, anchura_linea = 2}) =* tablero1
Es discontinua en x = 2, donde tiene una discontinuidad de 1? especie de salto 5

' tablerol == )
WiRIS
5 DEs e umo@s sz B |

2-2 si x<1
| =
107 €9 In

si x>1

Solucién:

Ejercicio 107
| dibujar(2* - 2, -00,.1, {color = rojo, anchura_linea = 2})
| dibujar(In(x), 1..+00, {color = rojo, anchura_linea = 2})
Es continua en todalarectareal IR

.Iahleml =
WiRIS
D@ s um o@& s s ERE |

9. Limites, continuidad y asintotas



.7 2 .
08 = x* = 2x— :
[ Demuestra que la funcién f(x) = x* — 2x — 1 tiene —— =
un cero en el intervalo (2, 3). Representa la fun- WiR!IS
cién y comprueba que se cumplen las condiciones @ DEe o 1D <:>| sasBEeo |
del teorema de Bolzano.

Solucién:

Problema 108
[flx) =x2 —2x -1 = x—>x2-2-x-1
| dibujar(f(x), {color = rojo,anchura_linea = 2})
Tomamos el intervalo cerrado [2, 3] en el que f(x) es continua por ser polindmica.
[f(2) = -1
| f(3) = 2
f(x) toma valores de signo opuesto en los extremos.
Por el teorema de Bolzano tiene un cero en el intervalo abierto (2, 3)

tablerol (=)

WiRIS pZaanimEr

Bl =R RS = i

R /() = Vo? —
Solucién:

[ Ejercicio 110

|f(x) =4/x2 - x = x—/x2-x

2 | dibujar(f(x), {color = rojo, anchura_linea = 2})

fi
o E: 6 4 k] 2 4 g g 0 m1 = lim % = 1

\\/ X—+ 00 1
: b1 = lim (f(x) = m1-x) = -

2

1
La asintota oblicua por la derechaesy = x - 2

1
dibujar(y =x- 7 {color =verde, anchura_linea = 2})

ig f
m2 = lim LitA = -1
x—-o0 X
-10 1
b2 = lim (f(x) - m2-x) = —
x—-c0 2
1
La asintota oblicua por laizquierdaesy = - x + 2
Representa las siguientes funciones, halla sus asintotas 1
, dibujar(y = -x + —, {color =verde, anchura_linea = 2})
y represéntalas: 2
52
09 x) = EJ tablerol
ML /) = —— WiRIS
3 DEe o ublo@s s sEon |
Solucién: : A
a Wil
Ejercicio 109 = ya
2 7
‘ dibujar( , {color = rojo, anchura_linea = 2}) 4 //
x+2 )2
Asintota vertical : i /
| dibujar(x = - 2, {color = verde, anchura_linea = 2}) S . RO I 2Ll L[ LA
Asintota horizontal : no tiene
Asintota oblicua:
x2 |[x+2 => x2 |x+2 g
Xx-2
4
La asintota oblicuaesy =x- 2 &
| dibujar(x — 2, {color = verde, anchura_linea = 2}) g

Bloque IIl. Andlisis





