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Unidad 1 — Matrices
PAGINA7

1. Expresa en notacion matricial y resuelve por el método de Gauss los sis-
temas de ecuaciones siguientes:

ol Xx-3y+4z=9
=
{3 +2~ s b) {3x+5y-z=17
¢ E p

. _2x+6v+2z=18

2. Sisecumpleque PQ=P y QP=Q, pruebaque P* =P

3. El grafo siguiente nos muestra las relaciones que se establecen en un
grupo de ocho personas. Construye una tabla que indique las relacio-
nes anteriores, indicando con 1 la existencia de relacion entre dos per-
sonas y con 0 la no existencia de relacion.

,

S8 8
s g

SOLUCIONES

1. La resolucion de los sistemas puede expresarse de la forma siguiente:

a) (2 323) R (2 328)
32 3) 7 lo1378

La segunda matriz proporciona la solucién x=5,y=6.

by/ 1-3 4 9 1 -3 4 9
3 5-117| 3F-E=E [0 -14 13 10
26 118) 2h+E=FE 1o 0 9 36

La ultima matriz proporciona la solucion x=2, y=3, z=4.
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2. Veamos que P?*=P. Paraello,
P’=P-P=PQ-P=P-QP=PQ=P
(1) i2) (3) i4) i5)
Las igualdades anteriores son debidas a:

(1) la definicion de la potencia al cuadrado;
(2) la hipétesis PQ=P;

(3) la propiedad asociativa del producto;
(4) la hipétesis QP=Q;

(5) la hipétesis PQ=P.

3. Laque indica las relaciones existentes en el grafo es:

2
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M Con el fin de que te acostumbres a escribir los protocolos de resolucién de los problemas, escribe los protocolos de los si-
guientes problemas:

1. Las edades de la familia. Una madre de familia, que ronda la cuarentena, observa que, si escribe tres veces sequidas su edad,
obtiene un numero que es igual al producto de su edad multiplicada por la de su marido y las edades de sus cuatro hijos.
;Qué edad tiene cada uno de los miembros de la familia?

2. Dos numeros. Encuentra dos numeros tales que su suma, su producto y su cociente sean iguales.

SOLUCIONES

1. Supongamos que la edad de la madre es de 39 afos; imponiendo las condiciones del
problema, obtenemos:

393939=39-P-H, -H,-H, -H, = P-H, - H, - H, - H,=10101
P-H, -H, H, H,=37-13-7-3-1

Luego si la madre tiene 39 anos, el padre tiene 37 y los cuatro hijos tienen respectivamente,
18,7, 3y 1 anos.

Observamos que si partimos de que la madre tiene 38 afos obtenemos la misma respuesta,
e igual que para 37, 36, 35 anos. Es decir, independientemente de la edad de la madre, nos
salen las edades del padre, 37 afos, y las edades de los hijos: 13, 7, 3 y 1 afos.

En general la madre tendra xy afios xy=10x+ y afos.
Xyxyxy=xy-P-H, -H,-H,-H, = %:PH ‘H,-H,-H,
Ahora bien:

xyxyxy=100000x+10000y+1000x+100y+10xy _

Xy 10x+y
_101010x+10101y_10101(10x+y)_10101
10x+y 10x+y

Descomponemos 10 101 en factores y es: 10101=37-13-7-3-1
Luego las edades seran:

Q=387afos H, =3afios
H,=13arnos H, =1ano
H,=7afnos
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2. Llamamos x, y a los numeros. Se debe cumplir que:
X
X+y=Xx-y==—
Resolviendo:

X
= y=—-
x-1
Yy = xytex=y==+1

X . ..
Luego para y=+1 = —1=1 no tiene solucion.
X_

Para y=-1 :%:—1 = x:%
X_

La solucién valida es: x=%;y:—1
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

ab\ fa 7\ ([ 5 a+b
1. Calculaa, b, cyd para que se cumpla 2 =( + )
u ya paEd P (c d) -2 3d> (c+d 4

M 2. Dadas las matrices A=(] _1),B=( . 0) yC=(_1 2),calcula:

0 3 -1-2 -2 3
a)A+B b)A-B-C C) 3A+5B-6C d) AB-BC e) 2AB + 3AC-5BC
't 4 -1 2"
W 3. Paralas matrices A=|2 3 yB=( B ) calcula AB y BA.
053
0 4
12 3 1 oo
M 4. Calcula los productos posibles entre las matrices A=|1 1 1|, B=(2 yC=( )
01 -1 1 345

M 5. SiAvy B son dos matrices cuadradas de orden n, ;son ciertas, en general, las igualdades siguientes?:
a) (A+BF=A2+2AB+B? b) (A -B)=A?-248 + B o) (A+BA-B)=A'-B

M 6. Obtén las matrices X e Y que verifiquen los siguientes sistemas matriciales:

way=( 1 22 x+y=(2] way=(3]
210 30 0-2

a) b) o] .
x-3Y=<‘4‘3 ‘2) X—Y=(6 2) X+2Y=(1 0)
10 1 01 2 4

M 7. Encuentra todas |las matrices, del orden correspondiente, que conmuten, respectivamente, con |las matrices siguientes:
A 11 5 12
01 -10

M 8. Para las matrices A =< ‘1 _(: 2), B =( & 3) yC= (2 1 3), efecta las siguientes operaciones:

] -1-2
a) C-A b) A*- Bt g2-¢-C dB-A-C
W 9. Descompdén en suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica las matrices siguientes:
14 PO POt 11 (2) Z :
a)(zs) b)|{0 4 2 alo 1 o0 d)_3473
53 4 2 7 -2 5 2 6 -2
W 10. Dadas las matrices A = (? 1:) y B=<? ;) calcula As7y B9,
W 11. Calcula A», para n e N, siendo A las siguientes matrices:
101 111
a) (: 1) b) (“’5“ _Se""’> aglo1o dlo 11
sena  Coso 00 1 00 1
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SOLUCIONES

1. Realizando las operaciones indicadas y aplicando la igualdad de matrices, obtenemos:
2a=a+5
2a 2b a+5 a+b+7 2b=a+b+7
(2(? 2d)=(c+d—2 3d+4 )*’ 2c=c+d-2
) ' 2d=3d+4

Resolviendo el sistema, a=5,b=12, c=-6, d=—4.

2. La solucién en cada caso queda:
1 -1 4 0 5 -1}
a) A+B:(o 3)*(—1 —2):(—1 1)

ba-s-c=(o )4 o5

o 3A+5876C=(3 _3)+(20 0)76(_1 2):

0 9 -5 -10 -2 3
_(29 15
=\ 7—19)
1 =1 4 0 4 0N\/=1 +2
d) AB-BC=(, 3)(—1 —2)’(—1 —2)(—2 3):

(5 2 _(4 8 _(9—6
_(—3—6) ,5—8)‘,—8 2)
e) 2AB + 3AC - 5BC =
1 -1\/ 4 0 1 -1\/-1 42
‘2(0 3)(—1 —2)+3(0 3)(—2 3)_
o 4 0)—12)_(10 4)+( 3—3)_
(—1 ) (—23 =6 —12) T\ 18 27

(20 40 _( 33 -39
(2540)“49 55)

3. Los productos quedan:

1 -1\ 4
AB=|2 3 (3‘§§)= 8
0 4 0

1-1
4 -1 2 21
BA:( )2 3 :( )
0 53 (0 4) 10 27

-6 -1
313
012

1
2
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4. Los productos posibles son:

12 3\(1) /8 372
AB={11 1|2|=|4] A-A=|243
o1 -1 /{1 1 102

5. En general, las igualdades anteriores no son ciertas, ya que el producto de matrices no es
conmutativo.
a) (A+B)2:(A+B)(A+B):AA+AB+BA+BB:
=A’+AB+BA+ B’

b) (A- B =(A-B)(A-B)=AA—-AB—-BA+ BB =
=A’—-AB-BA + B?

c) A+B)(A-B =AA—-AB+ BA-BB =
= A~ AB + BA - B*

6. Llamamos A y B a las matrices numéricas que aparecen en cada uno de los sistemas.
Resolvemos éstos por el método de reduccion y obtenemos:

"szr Y=A {'2X+ Y=A
<~ <~
. X-3Y=8 7Y=A-2B

"X: 3/7A+1/7B
==
Y=1/7A-2/7B

-1/7 3/7 4/7)
e

9/7 8/7 6/7
Por tanto, X = ( -1 3/7 17 ( )

0 17 277

<~

b)

X+Y=A X=12A+12B
X-Y=B T |Y=12A- 128
. w4 32 (212
or tanto, —(3/2 1/2)6 _(3/2 —1/2)

2X+ Y=A {2X+Y=A
< =
 X+2Y=B Y=13A+2/3B

- {'X: 2/3A—-1/3B
Y =-1/3A + 2/3B

5/3 2/3 -1/3 -1/3
Por tanto, X = ( ) = ( )

2/3 -8/3 —4/3 10/3
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7. En cada uno de los casos queda:

9.

Operando en la igualdad

(ca)lor)=(o1)(¢a)

obtenemos el sistema

a=a+c
a+b=b+d

c=cC
c+d=d

La solucion del sistema es ¢=0, a=d y b cualquiera.
) 11 a b .
Por tanto, las matrices que conmutan con 0 1 son de la forma 0 a con ay b numeros
reales cualesquiera.
. : 1 2
De una forma analoga obtenemos que las matrices que conmutan con 10 son de la

(d—c —2CJ
forma

c d

Las operaciones quedan:

12 -9
a) C-At=(7 —1) b) A.B =| 0 1
-9 4
8 4 12
c) 2.C'.C=| 4 2 6 d) B’A'CI:[_E]
12 6 18
Toda matriz cuadrada A puede expresarse de la forma A= A-;At + A;At )

t t

En la suma anterior, el sumando es una matriz simétrica y el sumando ——

es una

matriz antisimétrica.

Las descomposiciones pedidas son:
C1 4y /11N 030

a (_2 5):(.‘1 5 J +(—3 0)

wo =
w = o

1
2
4

o
-~
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[To 1y [1 032\ [0 0-2)
€01 0]|=[0 1 72|+[0 0-72
\27-=2) \3pz2-=22) Viz72 0/
[ 123 4
106 7
d| 347 3|=
\ 526 -2/
/1 1/2 0 972 {0 32 3 1720
172 0 592 32 0 1 52
=lo 5 792" -3 -1 0 -32
\9/2 92 922 | \ 1/2-5232 0

10. En cada uno de los dos casos queda del siguiente modo:

Calculamos las potencias sucesivas de Ay B.
. [0 =1y JO -1\ /(=1 0} (1 0}
AT= (,,1 ol) ' (,,1 0 | :(,‘ 0 -1 j :‘(“o 1) =1
A=A A=—l. A=-A
At=A A=A A=A =)=
A=A A=].- A=A
A=A A=A. A=-];, etcétera.
Observamos que las potencias de la matriz A se repiten de cuatro en cuatro. Asi:
A97:A4'34+|:(A4)34_ A:!24' A:! A:A

. . 0 2
Calculando las sucesivas potencias de B:[1 OJ obtenemos que:

2 4
g -5 ° g _g.5-[°
0 2 2 0

4
B*=B®.B= 0 B°=B*.-B= 0 8
0 4 4 0

Podemos continuar y observar que las potencias pares siguen una recurrencia y las impares
otra. Es decir:

n n+1
. 220 , . 0 22
Sinespar B"= _|ysinesimpar B"=
0 22 22 0
30
Por tanto 859=[ 0 2
2® 0



11. Quedan del siguiente modo:

4 n=1 An=1}
a) SiA= (1 ”,entoncesﬂ”: (2 2 )

2.’1—1 2.’1—1

b) Si A= (cosa —sen o
sena cosa )’

; \

entonces A" = COs5 Na —sen Na
sen na  CoSs N

II'”I 01 I"I ll"] 0On I"I
ASiA=(010 ,entoncesA”=|010|
001 001
(111} [T n P+n2 )
d)SiA=|0'Il|,entonce5A”=|01 n
001 loo 0

£ EDITEX
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W 12. Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las siguientes matrices:

i L4
a)(34) Rtz &l3 =1 d) S F 33

/ 333 4.0 32 B
321 2

W 13. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

01 12 12 -11 2 2-10 2 3 4
a)(zo) b)(”) C)(ds) dl103] ef3 12| nlss 7
& 1 3 4 01 8 9 10
: 12 31
B 14, Dadas las matrices A = (o yB= 55 calcula (AB)Yy (AB)y".
W 15. Calcula la matriz B'A2B, siendo A:(_3 0) yB:(4 5)4
. 0 -3 34
M 16. Calcula el rango de las siguientes matrices:
9 24 25 2% 314
101 848180
3)210 by {1 0 -1 C)Z‘IZZ d|-12 3 4 5
0 4 2 0 00 1 131011 13
M 17. Calcula el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro a:
3 3 2001 221 1
a)("; ";) b2 131 oz a1
- Mk B P 2 1 &

M 18. a) Escribe tres matrices de dimension 3 x 4, que tengan, respectivamente, rango 2, 1y 4. Razona la respuesta.

b) Escribe cuatro matrices de orden 4, que tengan, respectivamente, rango 1, 2, 3 y 4. Razona tu respuesta.
M 19. SiA es una matriz cuadrada de orden n, tal que A% = A, e es la matriz unidad de orden nn, jqué matrizes B%, siB=2A-1?

M 20. Responde a las siguientes cuestiones:
a) Demuestraquesi4A -B=A y B - A' =Bentonces A7 = A,
b) Si A es una matriz gue conmuta con By C, jesciertoque(8 O A=A (B O)?

M 21. Contesta las siguientes preguntas:
a) Dada una matriz A, ;existe otra matriz 8 tal que el producto A2 sea una matriz de una sola fila?
b) Sea A una matriz cuadrada, demuestra que A + A es simétrica.

¢) Estudia las potencias sucesivas de una matriz antisimétrica.

W 22. Sean X, Y, Z tres matrices tales que es posible efectuar Zt — XY. ;Es posible efectuar (Y - Z}t + X*?

11
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SOLUCIONES

12. Las triangulares equivalentes son:

12" 3F-F—=F |1 2‘)
a (‘3 4_) — (0 2

-1 01 101
by| 122| A+h=F (023 R-2h—=h
21 1) 2R+R=R | 013
10 1
F2h~hl1 02 3
00 -3
/1 2 -1} 12 -1
0|3 -2 1) hi-h=h (08 4 |R2hTh
4 0 2/ #h-KE=K 108 -6
12 -1)
h-h—h 08—4)
00 2
1121, M1 -2 1)
o 20 13| . (0251 . . .
11 21| ez lo02 02—
32 12/ 3r-F-r\01-7 1

13. Las inversas quedan del siguiente modo:

‘(‘01310‘) (‘20501")
a) = =
20:0T1, 01:10;

2(‘1 0:0 12 ‘)=>A_.=(‘0 1/2')
01:1 0, 10,

b (‘12 510“) (‘12 i 0“)
) = =
34:01, 02 : 3 -1,

(“l 2: 1 0 ) (‘1 0: -2 1 )
= = =
01 : 32 -1/2, 01 : 32 <172,

) 1
-1 _
=52 )

12



C) (1 21 O)=>(1 2i1 O)Noexistematrizinversa
4 01

8 00 : 4 -1,
d (=112 100 1 -1-2:-100)
103 010):»0155110)::‘
' 411:001) 05 9: 401,
1 -1 =2 -10 0O
=|0 1 5 11 O):
0 016: 151
M-1-2:-1 0 0
=|0 1 51 1 1 0 =
_.0 0 1 : 1/16 5/16 —1/16',
103 : 0 1 0
=|01T0: 11/16 -9/16 5/16 |=
001 i 116 516 -1/16 |
100 : -3/16 1/16 3/16
=010 : 11/16 -9/16 5/16
001 ¢ 1/16 516 -1/16
(-1 1 2 [3/16 1/16 3/16 )
La matriz inversade| 1 0 3 es(lme -9/16 5/16
L4 1 1) | 1716 516 -1/16
-1 0\« [—1/3 =1/3  2/3)
e (3 1 2) — (=53 273 443
4 01) | 43 43 -53
2 3 4
f) |5 6 7 |notiene inversa.
8910,

14. Queda:

Lamatriz(AB')es(1 2)(3 1 ) =(

7
10/)\23)7\3

7 )
T,
La matriz traspuesta de la anterior (AB)' es ( ; i’ )

o DR £ VA T I VA
La matriz inversa de la anterior (AB) es( 314 —1/2 )

£ EDITEX
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15. Queda:

La matriz B es( 4 -5 )

-3 4,

La matriz A® es ( - 0‘) (‘—3 0') _ (9 0 )

. 0-3/\0-3 09,
26 aes( 1 3)(30) (364
La matriz B A" es (._3 4.‘) 0 9_) =27 36_‘)

. el a2 ‘36—45“(45"_(‘90"
La matriz B~ A Bes(_27 36‘) 3 4)— | )

16. Realizamos operaciones elementales en las filas de las matrices, obteniendo matrices
equivalentes.

101 10 1
a) Rangode(2 1 0)=Rangode(0 1 _2)=2

I"O 1
b) Rango de | 1 1
\0 2

2O Mo
B o O

1 | ,"1 |
-1 I:Rangode|0 |=
2] 10 /

10 -1}

=Rangode|IO 21 |=2
100 0

c) Rangode

1
0\ Rango de
2

1

o o oM
o © o

O = A =
—_— O = -

2 1
0 1
212
0 0
[ 2
d) Rangode | -1

L1

21
=Rangode |0 5
05

21
=Rangode |0 5 1
00

14



17. Queda del siguiente modo:

a-2 a+2 )

a Rangode( 1 2 =Rang0de( 1

a-2 a+2 )_
1 2
= Rango de (‘O 26 )

Sia=6elrangoes1ysia=6elrangoes 2.

200 1) 2 0 0 1
b) Rangode|2 1 3 1 |=Rango de(O -1-3 0
al132] 02 -6 a4
2 0 0 1
=Rangode |0 -1 -3 0
0 0 0a-4

Sia=4,elrangoes 2 ysia=4, el rango es 3.

2a 1 1) /2 a1)
c) Rangode| 2 a 1 |=Rangode| 2 1 a):
2 1 a 2a 11,
(2 a 1)
=Rangode |0 a-1 1-a ):
0 a*-1 a1
/2 a 1
=Rangode|0 a-1 1-a

0 0 —a—a+2/

* Sia=1,elrango es 1.
* Sia=-2, elrangoes 2.
* Sia=1ya=-2, elrangoes 3.

£ EDITEX
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18. Quedan:

a) La matrices de dimension 3 x 4,

1234
* con rango 2 es, por ejemplo, |2 4 6 8
2549
S I T N
e conrango 1 es, porejemplo,| 3 3 3 3)
|2 =2 -2 -2}

e con rango 4 no es posible construirla.

b) Como en el apartado anterior, admite multiples res-
puestas. Un ejemplo podria ser:

f1T -1 2 =3
2 2 4 -6
s conrango 1: = 5 _510 —15
10 -10 20 30,
-1 2 3
05 0 2
econrango2:= | 4 o5 _j
5 -5 10 -15
1 -1 2 -3}
_ 0 50 2
* conrango 3: = 1 13 a
2 55 3,
1 -1 2 -3}
0 50 2
econrango4 =14 13 4
0 55 3,

19. La solucién queda:

Se tiene que:
B’=B-B=(2A-0) - 2A-))=4A- A-2A-[-2A 1+
+P=4A" —2A-2A+1=4A-4A+ | =1

Por tanto la matriz B* es la matriz unidad. Las matri-
ces como B se denominan idempotentes.

£ EDITEX
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20. Quedan:

a) Se cumple la siguiente cadena de igualdades:
A’=A-A=(A-B)-A=A-(B-A")A=A-B-A"-A=AB=A
(1) 2) (3) 4y (5 (6)

ya que:

(1) Es la definicion de potencia cuadrado de una
matriz.

(2) Por la hipotesis A - B = A.

(3) Por la hipotesis BA™ = B.

(4) Por la propiedad asociativa del producto.

(5) Al ser A- A" =1,

(6) Por la hipétesis AB = A.

b) Se cumple:

(B-C)-A=B-(C-A)=B-(A-C)=(B-A)-C=(A-B)-C=A-1B-C
(1) (2] (3) (4) (5)

al ser:

(1); (3) y (5) Por la propiedad asociativa del produc-
to de matrices.

(2) Las matrices Ay C conmutan.
(3) Las matrices Ay B conmutan.

21. Las respuestas quedan:

a) En el caso de que la matriz A tenga una dimensibn mxn, con m=1, es imposible

encontrar la matriz B cumpliendo las condiciones pedidas. En el caso de que la matriz A
tenga dimensién 1xn, la matriz B tendra dimension nxm y la matriz resultante sera la

matriz fila 1xm.

b) (A+A") =A"+(A")'=A"+A por tanto la matriz (A+ A') es simétrica pues coincide con su
traspuesta.

¢) Una matriz A es antisimétricasi A'=—A.
Veamos cémo son las potencias sucesivas:
(A%) =(A-A)=A"-A'=(-A)-(-A)= A, luego A® es simétrica.
(A%) =(A%-A)=A"-(A%) =(-A)-A°=— A% luego A® es antisimétrica.

Por tanto, las potencias pares son matrices simétricas y las potencias impares son
antisimétricas.

17
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22. Sean X, Z, Y tres matrices de dimensiones mxn, pxq y rxs, respectivamente.
Si es posible calcular XZtiene que cumplirse que n=p y la dimensién del producto es mxq.

La dimension de Y', sxr, debe coincidir con la de XZ, es decir, con mxq ; lo que implica que
s=my q=r.

Con las condiciones anteriores, las dimensiones de las matrices anteriores son mxn para X,
gxm para Yy nxq para Z

Es posible calcular ZY - X' ya que se puede efectuar el producto ZY resultando de
dimensiéon nxm, dimensién que coincide con la de la matriz traspuesta de X.

18
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PAGINA 30

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 23. Halla las matrices simétricas de orden 2 tales que A2 = A,

0-1-2 100
M 24. Dadas las matrices A=|-1 0-2|/=|0 1 0 |, determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (A — ki)
sea la matriz nula. 11 3 00 1

12
W 25. Obtén la matriz inversa de A + At, siendo A=| 0 1
20

w o —

W 26. Dada la matriz A =<z ;) construye la matriz ¥ = 3A'A — 2/, y resuelve la ecuacién AX =(é ?)

01
M 27. Pruebaque A2-A-2/=0, siendo A=(1 0
11

100
.I=|10 1 0. Calcula A-' utilizando la igualdad anterior o de
cualquier otra forma. 001

1
1
0

01 00
a) Calcula M2y M3, -

b) Calcula M?, siendo n un namero natural.

M 28. Sean las matrices I=( ! 0) yJ= (0 1) Si M es una matriz de la forma M = al + bJ, siendo ay b numeros reales, se pide:

a

M 29. La matriz M :( s ) es distinta de la matriz nula. ;Es inversible? En caso afirmativo, halla M-'.
a

W 30. SiAvy B son dos matrices diagonales de orden 2, demuestra que A - B = B - A. Halla todas las matrices diagonales A ta-
lesque A- A=/

0
W31 Sealamatriz A=| 1
0

- O O
o O -

a) Comprueba que A-' = At.
b) Utilizando el resultado anterior calcula (A® - A)1%%,
1 1 2 0

M 32. Estudia segun los valores de m el rango de la matriz | 1 m 3 1
2 m+1 5 m+1

10 2 10 o
M 33. Considera las matrices A=|-2 1 x |,B=(0 1 yC:(O 1).
1T x 0 00

a) ;Para qué valores de x la matriz A posee inversa?
b) Encuentra la matriz inversa de A parax =-1.

c) ;Qué dimensiones debe tener una matriz X para que la ecuacién A - X = B - C tenga sentido? Halla esta matriz para
x=1

19



£ EDITEX

SOLUCIONES

23. La solucién es:

Sea la matriz A = (; JZ,J debe cumplirse:

oo a)-(ha)=(al i) -(ha)

Resolvemos el sistema:

a+b=a
bla+d=b
b +d=d

Los casos posibles son:
1. b=0, entonces a=0 6 a=1,y d=0 6 d=1. Las matrices solucidn son:

(00)(o0)o0)(o7)

2.a=1-d, entonces b=x,/d—d* con de[0,1]. Las matrices solucién son:

_ (4 2
(1 d_=vd d)condE[O,H

+\Vd -

24. Queda del siguiente modo:

,»“ —k -1 -2
LamatrizA—-kles A—kl= ' -1 -k -2
‘.l\ T 13-k
La matriz (A — kI)* es
,."—k -1 -2\ ,."—k -1 -2}
(A—kD(A—k)=|-1 -k =2 || -1 -k =2 | =
V11 3k 11 3k

[ K=1 2k-2  4k-4
=| 2k-2 kK-1 4k -4
| 2k+2 —2k+2 5-6k+k*)

El valor que hace que la ultima matriz sea la matriz nula es k=1.
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25. Queda:
La matriz A + A'es
12 1) 10 2) (2 2 3}
A+A'=|010|+|210]|=(220
;2 0 3.‘, x.‘1 0 3.‘, N.?’ 0 6!,
(273 213 1/3 )
La matriz (A + AV es | 2/3 =1/6 -1/3
L 1/3 =173 0

26. Queda del siguiente modo:
La matriz Y = 3A’A -2/ es

r=3(12)(52)2(01)=("5 15)-(02)-

_ (100 39"
‘(‘ 39 13,)

L (31 20"
Para resolver la ecuacion 5 9 ) X= 01 ), llamamos a

fap Ay

21 an ), operamos y resolvemos el sistema

X =
correspondiente.

3an+ay =2
5311 + 2331 =0
3ai+a»=0
5a;, 4+ 2a,» =1

El sistema es

Las soluciones son: a,; = 4, a,, = -10, a;, =1, a,, = 3
. v [ 4T
La matriz Xes: X= (‘_10 3).
27. Queda:

Calculamos A* — A - 21, y obtenemos

01 1vo11y /o171 100}
Tot1|{1o0o1|=|1T01T|-2(010]=

-.1 1 0, |_1 1 0 -.1 1 0, 00 1_'
211y /o11}y /200\ (00O}

=|121T|-(101T|-/020|=|000
112_ 110_ 002 000,

De la expresion A> — A — 21 = 0, operando se obtiene:
1 1

AP—A-2l=0<e — A - — A-|=0<
2 2
@lAE—lA=I©A(1—A—1—!)=!
2 2 2

£ EDITEX
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La matriz inversa de A es A™ = ;—A - % l.
Por tanto,
| | corTy 00 12 12 172
A= —A-—|=—|101|-—[010|=| 122 112 1/2)
22 20110/ 2loo01) L2 12-n,
28. La solucion es:
La matriz M = al + b/ adopta la expresic’mM:(g f),

a) La potencias cuadrada y ctibica de M son:

, {ab\fab' a’ 2ab’
M=(0 a‘)(‘o &)z(‘o 2 )

a Zab)(a b')_(a’ 3a2b)
0 a . o a

3 _ A2 _
M = M - M ( 0
b) Para encontrar la expresién de M" con n natural, cal-

culamos nuevas potencias.
Mo M- Mo (}f 3a’b ) (‘a b ) =(a‘ 4a’b )
.0 / ‘

a’ Oa/ \og g

;4 EYREN \ / .5 4y
s_ a4 aq_[a 4ab)fab _(a Sab)
M =M M_(o a* )(‘0 a)_ 0 a
Por tanto, M" con n natural tiene la expresion si-
guiente:
M = ( a” na™'b )
0 a"

La demostracion de esta Ultima proposicion puede
efectuarse por el método de induccion.

29. Calculamos la posible matriz inversa por el método de Gauss-Jordan, obteniendo:

‘a b 1 o |
a)(ab:10)©(a jbj:‘lO)@ 01 b1 aj
—bai:01 0a+b” :ba a+b at+ b
2 / a _b
r(’JOE d —ab 10: 2 7 53
a+b a+ b a+b a4 b
- o
01: b j d ~ 01: zb 7 2:’1 7
a+b a+ b a+b a+b
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La matriz M siempre es invertible, ya que a y b no pueden ser 0 simultaneamente entonces
a’+b*#0.
La matriz inversa de M es:

a -b
a+b a4+ b

M =
b a

a+ b A+ b

30. Queda:

a 0 ) ’B=(b' (I

Sean las matrices A = (0 a y 0 b, ) Los pro-

ductos de ambas son:

AB = (O da ) O bg ) N 0 dz bg ) -
_ ‘b| 0 ‘3| 0\ _
a (“O b, )(O dy ) = BA
Sea A = (g' (1) ) una matriz diagonal cualquiera. La

condicion A - A = [ nos conduce al sistema:

0 a)0a)lor)=(0a)(or)=

[ai =1 [a ==
Tlat=1 T ==«

Las matrices diagonales buscadas son:

o) (o) o 7) (0 4)

31. La solucién queda:

a) Calculamos A mediante el procedimiento de Gauss-Jordan. Para ello intercambiamos
las filas primera y segunda y, posteriormente la segunda y la tercera para obtener:

/o001 :100) [100:010) [(100:010)
l1T00:010|~l001:100|~|010:001
loto:o001/ loto:ioo1/ loot1:t100]/

b) Teniendo en cuenta que A'=A"'siguiendo la definicién de matriz inversa obtenemos la
siguiente expresion A" A=A A=/ y (AT AP =(AT- A)®® =[P =],
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32. La solucién queda:

1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0
Rango | 1 m 3 1 =rango |0 m-1 1 1 =rango |0 m-1 1 1
2 m+1 5 m+i1 0 m-1 1 m+1 0O 0 O m

Por tanto, si m=0 el rango es 2 y para todos los demas valores de m el rango es 3.

33. En cada uno de los casos queda:

1 0 2
a)|-2 1 x=4x-2-x°
1 x 0

La matriz A tiene inversa para todos los valores de x excepto aquellos que anulen el
determinante de A, es decir, 3A”"  Vx=-2+2

1 -2 -2
b) Al=| -1 -2 -3
1 1 1

c) La matriz X ha de ser de dimension 3x2. Despejando obtenemos: X=A"'-B-C

1 -2
Calculando la matriz A”'para x=1y sustituyendo obtenemos: le -1 2
3 1
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