Matematicas Examen resuelto de Funciones, derivadas, continuidad, limites

EXAMEN RESUELTO|

MATEMATICAS 1° BACH. C. N. Y S. 20 de Mayo de 2003
Analisis

1) Estudiar la continuidad de f(x), dando el valor de a para que sea continuaen x=1y
X*=2x . L

clasificando las discontinuidades: f(x)=q x_2 ' SIX< (1 punto)
x*+a, six>1

2) Dar la ecuacion de la recta tangente a f(x) = x>~x paralela a y = 3x-2 (1 punto)

X—4 _ 3
X2 42 )%t 4) Derivar: y = inX=2)" (1 punto)

3) Calcular lim J2x -1
o1 2x+1

j B (1 punto)

3

5) Estudiar y dibujar la grafica de y =-——, comprobando previamente que sus
(X - 1) Derivadas: 1 punto
) X3 —3X2 6X Dominio, Par/Impar, Int. Ejes: 0,5 puntos
derivadas son: y': — y": — Asintotas: 1 punto
(x-1) (x-1) Monotonia/Extr.relativos: 1 punto
Curvatura/P.Inflexion: 1 punto
Grafica (tras estudio anterior): 1,5 puntos

SOLUCIONES

1) Todas las funciones habituales, es decir, las algebraicas, que son las polinémicas,
racionales (cociente de polinomios) y las irracionales (raices de polinomios), y las
transcendentes, que son las exponenciales (base constante y exponente variable),
logaritmicas y trigonométricas, son continuas en su dominio. También, la suma,
resta, producto, cociente y combinaciones (composiciones) de funciones continuas
son, a su vez, continuas en el dominio resultante.

Las funciones definidas a trozos, como la del enunciado, no figura entre las que
hemos enumerado. Este tipo de funciones se define, normalmente, utilizando
funciones habituales, con las que coincide en diferentes intervalos. El estudio de
continuidad se hace estudiando la funcién con la que se define en cada intervalo,
excluyendo de dichos intervalos los puntos que separan uno de otro, que se estudian
por separado. Segun esto, el estudio de la continuidad de la funcién que nos dan es

como sigue:

X2 —2x

e Zona (-, 1): Aqui, nuestra funcién f coincide con y= que, al ser

racional, es continua en su dominio, es decir, en R—{2}. O sea, que en cualquier

valor de x es continua, salvo en x = 2. Pero 2 ¢ (—oo, 1), es decir, que cuando X
2

: X .
=2 f no tiene nada que ver con y = , por lo que f es continua en todos los

puntos de (-0, 1).

e Zona (1, +): (Observar que x =1 ha sido excluido de la zona, y se estudiara
aparte). Aqui, f coincide con y = x* + a, que, al ser polinémica, es continua en su
dominio, que es R, independientemente de lo que valga a. De modo que es
continua en (1, +0), que es s6lo una parte de R.

e x=1: Las tres condiciones que una funcién f debe cumplir para ser continua en
x=a son: 1) Que exista f(a); 2) Que exista leﬂ f(x); 3) Que ambos valores

coincidan. Comprobémoslas para x = 1.
En primer lugar, 3f(1)=1+a, ya que cuando x>1, f(x)=x*+a. Luego la
primera condicion se cumple, independientemente de lo que valga a.
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En segundo lugar, para estudiar Iirr} f (x) hemos de separar el analisis de dicho

limite por la derecha y por la izquierda, ya que segun por donde esté x, a la
derecha o a la izquierda de 1, la definicion de f es distinta. De modo que:

2
i . X5=2X . .
lim  (x) = lim =1; lim (x) = lim(x? +a)=1+a
x—1" -l X—2 x—1" x—1"
El limite completo existe si, y solo si los dos limites laterales existen y
coinciden. Luego para que exista Iirq f(x) debe cumplirse que 1=1+a <

a=0.
Entonces, si a=0, 3 Iirq f(x) =1. Y como f(1) = 1+a = 1+0 =1 coincide con

dicho resultado, se cumplira también la tercera condicién de continuidad, con lo
que f serd continuaen x = 1.
En resumen, si a = 0, f es continua en las tres zonas, es decir, en todo R.

2) Buscamos una recta tangente a f(x) =x°x paralela a y=3x-2, es decir, con
pendiente 3. La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a vale, segin la
interpretacion geométrica de la derivada, f '(a). Para saber el punto de tangencia (a,
f(a)), buscamos a/ f'(a)=3. Como f '(x) = 2x-1, lo anterior es: 2a—1=3 <
2a=4 < a=2.Como f(2) =4-2 =2, el punto de tangencia es (2, 2). Conocido
un punto de la recta tangente y su pendiente, usando la forma punto-pendiente, la
ecuacion de latangentees:y—-2=3(x-2) < y=3x-6+2 < y=3x-4.

x—4

2
. L[ XT42 )1 . . e e
3) Sien Ilm( ) sustituimos x por 1, obtenemos la indeterminacion 1. Por

o1l 2x+1
2,9 %11 |imﬂ[xz*24j X X 2-(2x4) X xe22x
tanto Iim(X + j - x-1x-1| 2x+1 @11 2x+1 = peoixl  2x4d =
ool 2x+1
nmﬁ.ﬂ lim*=4 (x-1)? fim (=901
exalx—l 2x+1 — exalx—l 2x+1 = ex%i 2X+1 - eO - 1
(x=2)° 3 1
4) Como yzlnﬁ = In(x-2)°-Iny2x-1 = 3In(x—2)—EIn(2x—1),
~/ X_
1 1 2 _ 3 1 _ 6x-3-x+2_  5x-1

derivando: y'=3 —-= = - = =
X—2 22x-1 x-2 2x-1 (x-2)(2x-1) (x-2)(2x-1)

3
5) Paradibujar la graficade y = X—12 , comenzaremos hallando sus derivadas.

3 (x=1)7 - x*2(x-1) _ (x—l)[3x2(x—1)—2x3] _ 3% -3x*—2x°

(x-1)° (x-1* (x=1)°
_x¥-3x?
(x-1)°
(3 —6)(x=1)° - (* =3x*)3(x—1)? _ (x=1)?[(3x* =6x)(x 1) —3(x* —3x)] _
g (x-D° i (x-D° ]
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_ 3 -3x*—6x° +6x-3x>+9x* _ 6X
) (x-0)° C(x-D°
a) Dominio. R-{1}, ya que x = 1 anula el denominador.
_(=x)? —x® x* . .
b) Par/Impar. f(—x) = = = = Ni par ni impar.

(x=D" [De+Df (D)
3
(x-1)°*
valido porque no anula al denominador = (0, 0).

OY:x=0 = y=0 = (0,0

c) Intersecciones con los ejes. OX:y=0 = 0= = x*=0 = x=0, que es

3
] . : . X .
d) Asintotas. Asintotas Horizontales: |Imﬁ=oo = No tiene.
X—>00 X_
Asintotas Verticales: Como sélo las hay en puntos de discontinuidad asintética,

y el Unico punto de discontinuidad es x = 1 (ver dominio), éste es el Unico que
3

hay que investigar: Iirrl(x—l)2 =o = Larectade ec. x =1 es asintota vertical.
X—>. X_
X3
2 3 2
Asintotas Oblicuas: m = fim T _ jim D" _jjmy X _ lim-———=1
x—0 X X—>o0 X X—>0 X(X—1)2 X—>00 (X_l)
3 3 2
n = lim(f () —mx) = lim| —— —1x | = Iim% =
X—>00 X—>x (X—l) X—>0 (X—l)
O X3 ex(xP=2x+D) L X3 2xi-x . 2P -x
= lim 5 = lim > =lim— =
x>0 (x-1) X (x-1) x>0 X° —2X+1

Por tanto, y = x + 2 es asintota oblicua.
e) Monotonia / Extremos relativos. Dividimos en intervalos Dom(f) = R-{1} por:

a) Puntos de discontinuidad de f": x=1
x® —3x?
(x=1)°

b) Puntos criticos: f'(x) =0 < =0 < X*-3x=0 < xX*(x-3)=0 <

2 _ _
X“=0<x=0 (—0,0) | 0 ©0,1)(1/(1,3]| 3 (3, +o0)
x—3=0 x=3 1+ [o| + - [0 ¢

=S}

Como f(3)=27/4, las | f 2 20 A2 | 3| N | min 2

coordenadas del minimo
relativo son (3, 27/4)

f) Curvatura / Puntos de Inflexion. Dividimos en intervalos Dom(f) = R— {1} por:
a) Puntos de disc. def" x=1

b) Puntos de disc. de f": x=1 |20 0 [(0.1) 1] (1, +o0)
c) Ptosqueanulanf"™ 6x=0 < f — 0 + E +
x=0 f Nn |PLl U |3] U
Las coordenadas del punto de inflexion son (0, 0). T L
g) Gréfica. T .
N
6 a7 | 52 4 6
. . . L — . . .
. . . l g . . .
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