IES Fernando de Herrera Curso 2014 /15
Segundo trimestre — Primer Examen — 2° Bach CCSS

NOMBRE:

Instrucciones: 1) Todos los folios deben tener el nombre y estar numerados en la parte superior. 2) To-
das las respuestas deben estar justificadas y simplificadas. 3) No se puede usar corrector ni lapiz. Se acon-
seja no usar borrador. 4) Se puede alterar el orden de las respuestas, pero no se puede intercalar la res-
puesta a una pregunta con las de otras. 5) En el problema 1 hay que obtener un minimo de 0,6 puntos; de
lo contrario, la nota maxima en el examen es de 4,4.

1) Derivar y simplificar: (1 punto)
3x° +1
Q) y=—1—— b) y=2"2In(x" +1
) Y= ooy )y (x* +1)
x> +8x+9 si —-3<x<-1
2) Consideremos la funcién: f(x) = < —x* +4x+7 si —-1<x<l1
—x*+11 si 1<x<3
a) Calcular sus derivadas primera y segunda. (1,5 puntos)
b) Estudiar su monotonia y calcular sus extremos relativos. (1,5 puntos)
c) Estudiar su curvatura y calcular sus puntos de inflexion. (1,5 puntos)
d) Calcular las coordenadas de sus extremos absolutos. (1,5 puntos)
e) Calcular la recta tangente en x =-2. (1,5 puntos)
2x% -3

3) Calcular las asintotas de y = (1,5 puntos)

x> -4
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SOLUCIONES
1) Derivar y simplificar: (1 punto)
3x*+1 ‘-
2y = 6x(2x° —3)® — (3x* +1)2(2x® -3)6x> _
(2x* -3)*
_(2x® =3)[6x(2x* —3) - (3x* +D12x*] _ 12x* —18x —36x* —12x* _
(2x* -3)* (2x® -3)°
_|-24x* —12x* —-18x
(2x%-3)°
3 4-X3

b)y'=7-2""2In2In(x" +1) + 2™~

4

3
:27X3(7In2In(x4+1)+ 4x J
X" +1

x* +1

x> +8x+9 si —-3<x<-1

2) Consideremos la funcion: f(x) = {—x?>+4x+7 si —-1<x<l1
-x*+11 si 1<x<3
a) Calcular sus derivadas primera y segunda. (1,5 puntos)

Antes de proceder a derivar una funcién definida a trozos, hay que estudiar su
continuidad, porque si detectamos algun punto donde no sea continua, especial-
mente los puntos de conexiodn, en dicho punto no puede ser derivable.

Continuidad

e [-3,-1)u (-1, 1)U (L, 3]: f escontinua, porque esta definida por funcio-
nes polindmicas, que siempre son continuas.

e X =-1: Los puntos de conexién de zonas de definicién de una funcién defi-
nida a trozos siempre deben estudiarse por separado.
1) (1) = —(-1)2 +4(-1) +7=2
2) xllnl f(x) = Xﬁrr}(x2 +8x+9) =2

lim f(x) = Iirrb(—x2 +4X+7) =2

X—>—1
f es continuaen x =-1 por coincidir estos resultados.
o x=1:
1) 3f(1) =-1°+11=10
2) lim f(x) = Iirl](—xz +4x+7) =10

lim f(x) = Iirrll(—x2 +11) =10

f escontinuaen x =1 por coincidir estos resultados.
En definitiva, }f es continua en [-3, 3]\. Recordar que una funcion continua en
un intervalo cerrado significa que lo es en todos los puntos del abierto y late-
ralmente en los extremos del cerrado desde dentro, es decir, continua por la de-
recha en el extremo inferior del intervalo y por la izquierda en el superior.
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Derivada primera

La funcion no tiene, en principio, ningin punto de su dominio a descartar porque
no sea continua en él. Aplicamos las férmulas de la tabla de derivadas, lo que
puede hacerse en intervalos abiertos, obteniendo:

2X+8 si —3<x<-1
f'X)=<-2x+4 si —-1l<x<l
—2X si 1<x<3

Y nos falta estudiar si la derivada existe en los puntos de conexién. Para ello,
hemos de estudiar las derivadas laterales, porque la definicién de f no coincide
a cada lado de los mismos. Dichas derivadas laterales las obtendremos aplicando
el limite lateral correspondiente a la definicion de derivada, pero las formulas de
las tablas de derivadas nos dan los resultados de dichos limites, por lo que:

f'(-1)=2(-1)+8=6

f'(-1")=-2(-1)+4=6

f'l)=—-21+4=2
frl7)=—-21=-2

De modo que hemos de cambiar el resultado que habiamos obtenido para f', pa-
ra recoger estos resultados:

} = 3f'(-1) =6, por coincidir las laterales.

}:> 4 f'(1) por no coincidir las laterales.

2X+8 si —3<x<-1
f'(X)=<-2x+4 si -1<x<1
—2X si 1<x<3

Hemos puesto el igual en el mismo sitio que estaba en la funcién f, por coheren-
cia con la misma. Pero la misma informacion la tendriamos escribiéndolo en el
lado contrario.

Derivada segunda
De forma similar, dado que f ' presenta discontinuidad en x = 1, puesto que no
tiene imagen, en dicho punto no es derivable. Asi:

2 si —3<x<-1
f"X)=4-2 si —l<x<l1
-2 si 1<x<3

f*"(-1)=2
f'"(-1")=-2
En x =1 no existe, porque la funcion que estamos derivando: f', no es conti-

nua. Notese que sin esta informacion obtendriamos falsamente que existiria
f"(1):

} = 7 f"(-1) por no coincidir las laterales.

f'"@)=-2
f'"@1")=-2
De modo que, finalmente:

} = 3f" (@) =-2, por coincidir las laterales (falso).

2 si —3<x<-1
f'"x)=<-2 si —-1l<x<l
-2 si 1<x<3
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b)

d)

€)

Incluimos la gréfica de la funcion, obtenida mediante el programa
gratuito Geogebra (www.geogebra.org) escribiendo:

f(X) =Si(-3<=x<-1, x2+8x+9,Si(-l <=x<1, -x2+4x +7,
Si(1<=x<=3,-x2+11)))

Estudiar su monotonia y calcular sus extremos relativos. (1,5 puntos)
e Discontinuidadesde f 6 f': x =1 es discontinuidad de f', como hemos vis-
to antes.
e f'(x) =0: Vemos si alguna de las tres formulas que componen f' se anula:
o 2x+8=0 = x=-4, que no nos vale, porque no esta en la zona en la
que f' coincide con y = 2x + 8, que es (-3, —1).
o -2Xx+4=0 = x=2 ¢ [-1, 1], por lo que tampoco sirve.
o -2x=0 = x=0 ¢ (1, 3), por lo que lo descartamos igualmente.
De esta forma:

31 [ 1] w3
f' + 3 -
f 2 Mx N
Las coordenadas del maximo relativo son (1, 10), pues f(1) = 10. Asi:

If es creciente en (=3, 1), decreciente en (1, 3) con un maximo relativo en (1, 10)

Estudiar su curvatura y calcular sus puntos de inflexion. (1,5 puntos)
e Discontinuidadesde f, f' 6 f": x=-1de f"y x=1,def"'y f"
e f"(x) =0: Nunca (las ecuaciones 2=0 6 —2 =0 no tienen solucion).

fr + il - il —
f N P.l. A nada N
convexa concava concava

Tenemos dos puntos de inflexidn, porque, aunque f " no exista, si que lo hace f
y cambia la curvatura al pasar por ellos. Sus coordenadas las obtenemos de f.
De manera que, concluyendo:

f es convexa en (-3, —1) y concava en (-1, 1) y (1, 3). P. de I.: (-1, 2)

Calcular las coordenadas de sus extremos absolutos. (1,5 puntos)

e Extremos del intervalo:
x=-3: f(-3)=-6
x=2: f(3)=2

e Extremos relativos:
x=1: f(1) =10

Asi:

El méximo absoluto vale 10 y se alcanza en x = 1.
El minimo absoluto vale —6 y se alcanza en x =-3.

Calcular la recta tangente en x = -2. (1,5 puntos)
e Punto de tangencia: f(-2) =-3: (-2, -3).
e Pendiente de la tangente: m=1f'(-2) = 4.

e Rectatangente: y+3=4(x+2) = y=4x+8-3 = Es: - °
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2x% -3
x?—4
e Verticales: Las discontinuidades de esta funcion las encontramos cuando el de-
nominador se anula: x =-2 0 x = 2. Si hay asintotas verticales, sera en ellas:
. 2x*-3  -16-3
lim = =

3) Calcular las asintotas de y = (1,5 puntos)

© = k=-2esuna AV,

2 x> -4 0
3
Iimzx2 3 _ 16 3:oo:>\x:2esunaA.V.|
X2 X -4 0
. o 2x3-3  (w S .
e Horizontales: lim = =|—|= I|m—2 = lim2x =« = [Notiene A.H.
X—o0 X — o0 X—00 X X—00
2x% -3
N 3 3
e Oblicuas: m= IimM = limX=% = |im 2;( 3 (fj = Iimzi3 =2
x> Y X—>00 X X—=0 ¥ —4X o0 x>0 X

3_ 3_ _ 3 _
n=|im(f(x)—mx)=|im(2x 3—2x]zlimzx 3=27 48X _ iy 8X =3

X—>00 X—>0l X2 -4 X—>0 X2 -4 X—>00 X2 -4

= (fj = ||m8_)2( = ||m§ = [E] =0
0 X=X x—0 X 0

De modo que y = 2x_es asintota oblicud,.
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NOMBRE:

Instrucciones: 1) Todos los folios deben tener el nombre y estar numerados en la parte superior. 2) To-
das las respuestas deben estar justificadas y simplificadas. 3) No se puede usar corrector ni lapiz. Se acon-
seja no usar borrador. 4) Se puede alterar el orden de las respuestas, pero no se puede intercalar la res-
puesta a una pregunta con las de otras. 5) En el problema 1 hay que obtener un minimo de 0,6 puntos; de
lo contrario, la nota maxima en el examen es de 4,4.

1) Derivar y simplificar: (1 punto)

2
X" +1 b) y =372 In(x* +1)

VY ey

—x>—8x-9 si —-3<x<-1
2) Consideremos la funcién: f(x) = <x* —4x-7 si —-1<x<l1

x* —11 si 1<x<3
a) Calcular sus derivadas primera y segunda. (1,5 puntos)
b) Estudiar su monotonia y calcular sus extremos relativos. (1,5 puntos)
c) Estudiar su curvatura y calcular sus puntos de inflexion. (1,5 puntos)
d) Calcular las coordenadas de sus extremos absolutos. (1,5 puntos)
e) Calcular la recta tangente en x =-2. (1,5 puntos)
3) Calcular lim 3-Vx+12 (1,5 puntos)

x>-36x% +19x% + x— 6
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SOLUCIONES
1) Derivar y simplificar: (1 punto)
5x? +1 ‘-
a) y:m b) y=3"7In(x*+1)
2y = 10x(2x% —3)* — (5x* +1)2(2x® —3)6x* _
(2x* -3)*
_(2x® =3)[10x(2x* —3) — (5x* +1)12x*] _ 20x* —30x —60x* —12x> _
(2x* -3)* (2x® -3)°
_|-40x* —12x* —30x
(2x® -3)°
3 4-X3

b)y'=7-3""2In3In(x" +1) + 3™~

3
=372 (7 In3In(x* +1) + X J

4 x* +1

X" +1

—x*-8x-9 si -3<x<-1
2) Consideremos la funcion: f(x) = <x* —4x—-7 si —-1<x<l1
x* —11 si 1<x<3

a) Calcular sus derivadas primera y segunda. (1,5 puntos)
Antes de proceder a derivar una funcién definida a trozos, hay que estudiar su
continuidad, porque si detectamos algun punto donde no sea continua, especial-
mente los puntos de conexidn, en dicho punto no puede ser derivable.

Continuidad

e [3,-1)u(-1,1)u (1, 3]: f escontinua, porque estd definida por funcio-
nes polindmicas, que siempre son continuas.

e x =-1: Los puntos de conexion de zonas de definicion de una funcién defi-
nida a trozos siempre deben estudiarse por separado.
1) If(-1) = (-1)° - 4(-1) -7 =-2
2) lim f(x) = Iin}(—xz —8x—-9) =-2

lim f(x) = Iirrb(x2 —4x—-7) =2

x——1"
f es continuaen x =-1 por coincidir estos resultados.
e Xx=1:
1) 3f(1) =12~ 11=-10
2) Iirrl] f(x) = Iinlq(x2 —4x-7) =-10

lim f(x) = IirP(X2 -11) =-10
x—1* x—1"

f es continuaen x =1 por coincidir estos resultados.
En definitiva,  es continua en [-3, 3]. Recordar que una funcién continua en
un intervalo cerrado significa que lo es en todos los puntos del abierto y late-
ralmente en los extremos del cerrado desde dentro, es decir, continua por la de-
recha en el extremo inferior del intervalo y por la izquierda en el superior.
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Derivada primera

La funcion no tiene, en principio, ningin punto de su dominio a descartar porque
no sea continua en él. Aplicamos las formulas de la tabla de derivadas, lo que
puede hacerse en intervalos abiertos, obteniendo:

—2X—-8 si —-3<x<-1
f'X)=<2x-4 si —-1l<x<l
2X si 1<x<3

Y nos falta estudiar si la derivada existe en los puntos de conexién. Para ello,
hemos de estudiar las derivadas laterales, porque la definicién de f no coincide
a cada lado de los mismos. Dichas derivadas laterales las obtendremos aplicando
el limite lateral correspondiente a la definicion de derivada, pero las formulas de
las tablas de derivadas nos dan los resultados de dichos limites, por lo que:

f'(-1")=-2(-)-8=-6
f'(-1")=2(-)-4=-6
f')=21-4=-2
f'@’)=21=2
De modo que hemos de cambiar el resultado que habiamos obtenido para f', pa-
ra recoger estos resultados:

} = 3f'(-1) = -6, por coincidir las laterales.

}:> 7 1'(1) por no coincidir las laterales.

—2Xx—-8 si —-3<x<-1
f'(xX)=42x-4 si -1<x<1
2X si 1<x<3

Hemos puesto el igual en el mismo sitio que estaba en la funcién f, por coheren-
cia con la misma. Pero la misma informacion la tendriamos escribiéndolo en el
lado contrario.

Derivada segunda
De forma similar, dado que f ' presenta discontinuidad en x = 1, puesto que no
tiene imagen, en dicho punto no es derivable. Asi:

-2 si -3<x<-1
f"xX)=42 si —l<x<l1
2 si 1<x<3

f*'(-1)=-2
f"(-1")=2
En x =1 no existe, porque la funcion que estamos derivando: f', no es conti-

nua. Notese que sin esta informacion obtendriamos falsamente que existiria
f"(1):

} = 7 f"(-1) por no coincidir las laterales.

f"@)=2
f"@) =2
De modo que, finalmente:

} = 3f"(1) = 2, por coincidir las laterales (falso).

-2 si -3<x<-1
f"(x)=<2 si —-1<x<1
2 si 1<x<3
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b)

d)

€)

Incluimos la grafica de la funcion, obtenida mediante el pro-
grama gratuito Geogebra (www.geogebra.org) escribiendo:

f(xX) =Si(-3<=x<-1,-x2-8x-9,Si(-1<=x<1,x2-4x -7,
Si(1<=x<=3,x2-11))) L

Estudiar su monotonia y calcular sus extremos relativos. (1,5 puntos)
e Discontinuidadesde f 6 f': x =1 es discontinuidad de f', como hemos vis-
to antes.
e f'(x) =0: Vemos si alguna de las tres formulas que componen f' se anula:
o —-2Xx-8=0 = x=-4, que no nos vale, porque no esta en la zona en la
que f' coincide con y=-2x -8, que es (-3, -1).
o 2x-4=0 = x=2 ¢ [-1, 1], por lo que tampoco sirve.
o 2x=0 = x=0 ¢ (1, 3), por lo que lo descartamos igualmente.
De esta forma:

31 [ 1 (1,3)
f — i +
f A min 72
Las coordenadas del maximo relativo son (1, —10), pues f(1) =-10. Asi:

f es decreciente en (=3, 1), creciente en (1, 3) con un minimo relativo en (1, —10)

Estudiar su curvatura y calcular sus puntos de inflexion. (1,5 puntos)
e Discontinuidadesde f, f' 6 f": x=-1de f"y x=1,def"'y f"
e f"(x) =0: Nunca (las ecuaciones 2=0 6 —2 =0 no tienen solucion).

fr + il - il —
f N P.l. N nada N
concava convexa convexa

Tenemos dos puntos de inflexidn, porque, aunque f " no exista, si que lo hace f
y cambia la curvatura al pasar por ellos. Sus coordenadas las obtenemos de f.
De manera que, concluyendo:

f es concava en (-3, —1) y convexaen (-1, 1) y (1, 3). P. de I.: (-1, -2)|

Calcular las coordenadas de sus extremos absolutos. (1,5 puntos)

e Extremos del intervalo:
x=-3: f(-3)=6
x=3: f(3)=-2

e Extremos relativos:
x=1: f(1) =-10

Asi:

El minimo absoluto vale —10 y se alcanzaen x = 1.
El méaximo absoluto vale 6 y se alcanzaen x =-3.

Calcular la recta tangente en x = -2. (1,5 puntos)

e Punto de tangencia: f(-2) =3: (-2, 3).

e Pendiente de la tangente: m=f'(-2) = 4.

e Rectatangente: y—3=-4(x+2) = y=-4x-8+3

= Es:
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3—-+x+12

3) Calcular lim 1,5 puntos
) >-36x° +19x° + X — 6 (1,5 puntos)

Para eliminar una indeterminacion 0/0, que es la que se obtiene, cuando tenemos
una raiz cuadrada en una resta, multiplicamos numerador y denominador por el con-
jugado de dicha resta:

. 3-/x+12 o 3-Vx+12  3+4/x+12 _

lim — 5 = lim —; 5 =

>86X° +19X° +X—6  *>36X° +19X° +X—6 3+~/x+12
N 32 - (Vx+12f - 9 (x+12)
>3 (6X° +19%° + X — 6)(3+ VX +12) >3 (6X? +19%% + X — 6)(3+ VX +12)
. 9-x-12 o -X-3 _
lim = lim =
x>-3(6x% +19x% 4+ X — 6)(3+ VX +12) x>-3(6x°% +19x% + X — 6)(3+ VX +12)
Descomponemos factorialmente los polinomios que aparecen en el numerador y en
el denominador, para eliminar la indeterminacién, que persiste:

‘ 6 19 1 -6
-3 -18 -3 6
| 6 1 =2 0
= fim —(x+3) = lim —1 =
x>=3 (X +3)(6X* + X — 2)(3 +/X +12) >3 (6X% + X — 2)(3 +4/X +12)
B -1 |1
(54-3-2)(3+3) 294
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NOMBRE:
12 EVALUACION: o APROBADA o SUSPENDIDA (Marcar lo correcto)

Instrucciones: 1) Todas las hojas deben tener el nombre y estar numerados en la parte superior. 2)
Todas las respuestas deben estar justificadas y simplificadas. 3) No se puede usar corrector ni lapiz. Se
aconseja no usar borrador. 4) Se puede alterar el orden de las respuestas, pero no se puede intercalar la
respuesta a una pregunta con las de otras. 5) En el problema 1 hay que obtener un minimo de 0,6 puntos;
de lo contrario, la nota maxima en el examen es de 4,4.

1) Derivar y simplificar: (1 punto)
25X 3
a) fX)= —— b) g(x) =4x" In(3x + 1
) fx) o _1)? ) 9(%) ( )
2) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién g(x) = x* In x en
el punto de abscisa 1. (1,5 ptos)

3) Los beneficios esperados de una empresa en los préximos 5 afios, en millones de
euros, vienen dados por la funcién B(t) = t — 9t + 24t (¢t indica el tiempo, en
afios, 0 <t <5). ¢;Cudles seran el beneficio esperado maximo y el minimo en el pe-
riodo, y cuando se obtienen? (1,5 puntos)

~(x-1)*+b si x<2

4) Sea la funcion f(x) = . Halle a y b para que la funcién

a(x-3)° +3 si Xx>2
X

sea derivable en todo R, si es posible, y calcule dicha derivada. (2 puntos)

5) (S6lo para alumnos con la 12 evaluacién aprobada) Sea la funcién f(x) = 2x° + ax’

—12x +b. Halle a y b paraque lafuncion se anule en x =1 ytenga un punto de

inflexion en x =-1/2. (2 puntos)
6) (Solo para alumnos con la 12 evaluacion aprobada) Hallar a y b paraque x=1
e y = 2 sean asintotas de la funcion f(x) = ;X—_tl) (2 puntos)

X —_

Alumnos con la 12 evaluacion suspendida
Sustituir los problemas 5y 6 por:

1 -1
-2 -11
5) Sean las matrices A:( L 0 J y B=| 2 0]. Halle lamatriz X que veri-
-2 1
. 4) . .
fique: A-B-X = (ZJ sin recurrir a ecuaciones. (1,5 puntos)

6) Una pasteleria elabora dos tipos de trufas, dulces y amargas. Cada trufa dulce lleva
20 g de caco, 20 g de nata y 30 g de azticar y se vende a 1€ la unidad. Cada trufa
amarga lleva 100 g de cacao, 20 g de nata y 15 g de azucar y se vende a 1.3€ la uni-
dad. En un dia, la pasteleria solo dispone de 30 kg de cacao, 8 kg de nata y 10.5 kg
de azlcar. Sabiendo que vende todo lo que elabora, calcule cuéntas trufas de cada
tipo deben elaborarse ese dia, para maximizar los ingresos, y determine dichos in-
gresos. (2,5 puntos)
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1)

2)

3)

SOLUCIONES
Derivar y simplificar: (1 punto)
5x
S ()(Zj b) 909 = 4x” In(3x + 1)
a) f(X) = L = f.(x) - 5-25X (In 2)(X3 _1)2 _ 25X2(X3 _1)3X2 _
(X3 _1)2 (X3 _1)4
= (x* =1)2*[5(In 2)(x* —1) - 6x°] _ 25[(5x° —=5)In 2 - 6x?]
(X3 —1)4 (X3 _1)3
3
b) g(x) =4 In(Bx+1) = g'(x) =12x* In(3x + 1) + 4x°3 _
3x+1
3
=12¢ In@x + 1) + 2
3x+1

Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién g(x) = x* In x en
el punto de abscisa 1. (1,5 puntos)
e Punto de tangencia: g(1) =1*In1=1.0=0 = (1, 0).

e Pendiente de la tangente: g'(x) =2xInx + x23 =x+2xInx => m=g'(1) =
X

=1+0=1.

e Ecuacion de larecta tangente: y—0=1(x—1) = y=x—-1

Los beneficios esperados de una empresa en los proximos 5 afios, en millones de
euros, vienen dados por la funcién B(t) = t2 — 9t + 24t (¢t indica el tiempo, en
afios, 0 <t <5). ¢Cuéles seran el beneficio esperado maximo y el minimo en el pe-
riodo, y cuando se obtienen? (1,5 puntos)
Como estamos ante una funcién derivable en todo R, puesto que es polindmica, v,
por tanto, en su dominio, que es [0, 5], los extremos relativos los ’
buscaremos comparando el comportamiento de B(t) en los extre-

mos del dominio (0 y 5) y en los extremos relativos, que pasamos 201
a calcular.

Dado que B es derivable, como hemos sefialado, los posibles ex-
tremos relativos estaran donde se anule su derivada: 15
B'(t) = 3t? — 18t + 24 = B'(t) = O equivalea 3t*—18t+24=0 =
t?—6t+8=0:

104

4
_ 6:436-32 _ 612_<:§:2
2 2 =§=4 54
2
B(0)=0
B(5) =125 - 9:25 + 24-5 =20 s :

B(2)=8-9-4+24-2=20
B(4) =64—-9-16 + 24-4 =16

De este modo, el maximo beneficio sera de 20 millones de euros, alcanzados en los
afios 2 y 5, y el minimo, de 0, al comienzo, es decir, en el afio 0.
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4)

5)

~(x=-1)*+b si x<2

Sea la funcién f(x) = Halle a y b para que la funcion

a(x-3)° +§ si x>2°
X

sea derivable en todo R, si es posible, y calcule dicha derivada. (2 puntos)
Para ser derivable en R, tiene que ser continua en R. Exijamos la continuidad:
e En (-0, 2) es continua, por estar definida mediante una funcion polindmica.

e ENn(2, +x) lafuncién y = a(x - 3)? +§ tiene una Unica discontinuidad en x =0
X

(anula el denominador). Pero como 0 ¢ (2, +), no es discontinuidad de f. Lue-
go f escontinua.

e En x=2: f(2)=—1+b; Iir?[—(x—l)2 +b] =-1+b; lim (a(x—:%)2 +§j =
X—>2~ x—2" X

= a + 3/2. Para ser continua en este punto y, segun lo ya visto, en todo R, se re-
quiere:
—1+b=a+32 = 2+2b=2a+3 = 2a-2b=-5 (1)

-2(x-1) si x<2
f("):{Za(x—e;)—xi si x> 2

2

Derivando:

No es problema el denominador cuando x > 2, porque se anula para x = 0 que no
estd en la zona donde f' vale eso. Lo Unico que se necesita es que sea derivable en
2:

f'(2)=-2; f'(2")=—2a—3/4. Luego: -2=-2a-3/4 = -8=-8a-3 =

= 8a=5 :>

Sustituyendoen (1): ——-2b=-5 = 2b= % +5= % = b =25/8

5
4
-2(x-1) si x<2
109 = _5(x—3)_12 si x>2
4 X

La derivada es:

(S6lo para alumnos con la 12 evaluacién aprobada) Sea la funcién f(x) = 2x® + ax®

—12x +b. Halle a y b paraque lafuncion se anule en x =1 ytenga un punto de
inflexion en x =-1/2. (2 puntos)
e Seanulaen x=1 = f(1)=0 => R+a-12+b=0 (1)
e Tiene un punto de inflexion en x =-1/2 = como la funcion es dos veces deri-
vable en R (es polindmica), lo es en —1/2, por lo que: f"(-1/2) = 0.
f'(x) = 6x>+2ax—12; f"(x)=12x+2a = f"(-1/2) =0 se traduce en que:
6+2a=0 = [a=3
Dado que f™(x) =12 = f™(-1/2) =12 =0, lo que garantiza que haya, en efec-
to, un punto de inflexién en x =-1/2.
Sustituyendoen (1): 2+3-12+b=0 = -7+b=0 = .
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6) (Sélo para alumnos con la 12 evaluacion aprobada) Hallar a y b paraque x=1

. ., ax-1
e y =2 sean asintotas de la funcion f(x) = > —b (2 puntos)
X —
e X =1 es recta vertical, luego tiene que ser asintota vertical, lo que ocurre si:
. ax—1 . .
Iqu 5 = oo, para lo que es preciso que el denominador se anule en este valor:
X—>. X —

2-b=0 = p=2 Asi:

.ax-1 _(a-1) _
lim = =
x>l 2X — 2 0

Evidentemente, se requiere que pues, de lo contrario, este resultado no se
daria, al obtener la indeterminacion 0/0.
e y =2 esrecta horizontal, luego tiene que ser asintota horizontal:

.oax—-1 0 . ax a
lim = —|=lim— ==
x>0 X — 2 o0 x—o 2 X 2

Como deber dar 2: % =2 = . Como a = 1, es valido el estudio que

hemos realizado para la asintota vertical.

Alumnos con la 12 evaluacion suspendida
Sustituir los problemas 5y 6 por:

1 -1
-2 -11
5) Sean las matrices A:( 1 0 J y B=| 2 0].Hallelamatriz X que veri-
-2 1
. 4) : .
fique: A-B-X = [2} sin recurrir a ecuaciones. (1,5 puntos)

> 1l Pt 6 3
A-B= 2 0| =
-1 01 -3 2
-2 1
Llamamos D a esta matriz. Calculemos su inversa.
ID|=-12 +9=-3.

Como es no nulo, tiene inversa.
-3 -2/3 1
] - D-lziAdj(D‘):[ j

pt=[7° 73 — Adj(D") = 2
3 2 27713 s D] -1 2

Y como:
4 4 a 1 (4
A-B-X = = D-X= = D -D-X=D =
2 2 2
. (4 -2/3 1)\(4 -2/3
= X=D = =
2 -1 2/)\2 0

6) Una pasteleria elabora dos tipos de trufas, dulces y amargas. Cada trufa dulce lleva
20 g de caco, 20 g de nata y 30 g de azlcar y se vende a 1€ la unidad. Cada trufa
amarga lleva 100 g de cacao, 20 g de nata y 15 g de azucar y se vende a 1.3€ la uni-
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dad. En un dia, la pasteleria s6lo dispone de 30 kg de cacao, 8 kg de nata y 10.5 kg
de azucar. Sabiendo que vende todo lo que elabora, calcule cuéntas trufas de cada
tipo deben elaborarse ese dia, para maximizar los ingresos, y determine dichos in-
gresos. (2,5 puntos)
Lo que nos piden es el niumero de trufas a elaborar de cada tipo. Pues ésas seran, en-
tonces, las incdgnitas. Llevamos los datos a una tabla (trabajamos en gramos):

. N° de trufas a .

Tipos de trufas elaborar Cacao (9) Nata (g) Azucar (Q) PVP
Dulces X 20x 20x 30x X
Amargas y 100y 20y 15y 1.3y

. ) . 20x + 100y < | 20x+20y | 30x+15y <
Restricciones: x>0; y=>0 30000 < 8000 10500 X+ 1.3y

Funcion objetivo (maximizar): F(x, y) = x + 1.3y. Restricciones (simplificadas):
x>0; y=0; x+5y<1500; x+y<400; 2x+y <700

Pasemos a dibujar la region factible. Cambiando en cada una de las inecuaciones de

las restricciones el signo de desigualdad por un igual, se obtiene la ecuacion de una

recta, que dibujamos mediante una tabla de valores. Despejando y en la inecuacion

correspondiente, tendremos que Yy < (ecuacion de la recta) o que y > (ec. de la rec-

ta), con lo que los puntos que resuelven la inecuacion seran los que quedan debajo o

encima (respectivamente) de la recta. Dibujaremos la recta y sefialaremos con fle-

chitas el semiplano que nos interesa. La excepcién es x >0, que es la zona que que-

da a la derecha del eje OY, ya que x =0 es la ecuacion de la recta vertical que, pre-

cisamente, coincide con OY. Asi:

e x>0: Aladerechadel eje OY.

e y>0: Porencima del eje OX.

e x+5y=1500; X O [1500 .o 1500 = y <300 x/5 Semipla-
o y | 300 | 0
no inferior
— 0. XL 0 140 - - i lano inferi
o X+y=400: 05 o X+Y<400 = y<400-x Semiplano inferior
e 2x+y=700: x| 0 |30 2x+y<700 = y<700-2x Semiplano infe-
rior y | 700] 0 a0

Los puntos que se obtienen en las tablas
de valores nos dan una pista de las di-
mensiones que debemos tomar para los
ejes de coordenadas.
Resulta asi el recinto del gréfico.
Hemos de calcular los vértices del mis-
mo (ya figuran sus coordenadas en el
gréfico, pero han sido calculadas antes
de llevarlas al mismo).
e A0, 0), B(0, 300) y E(350, 0) las
hemos obtenido de las tablas usadas T:g

rcie

2004
¥+ Gy = 1500

D= (300, 100)

{E\:QSD, 0 .

1004

para trazar las rectas. [ga=(0,0) " 200 TN N
X+5y =1500
e C: X+Yy=400 =X+275=400 = x=125
4y =1100= y =275
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Por tanto: [C(125, 275).

2Xx+y =700
_2x+y=1700

e D: :>x+y:400}:,>300+y:400:> y =100
X+y =400 —
X =300

Por tanto: [D(300, 100)

Finalmente, evaluamos la funcién objetivo en cada vertice:
F(A)=F(0,0)=0

F(B) = F(0, 300) =0 + 1.3-300 = 390

F(C) =F(125, 275) =125 + 1.3-275 =612.5

F(D) = F(300, 100) = 300 + 1.3-100 = 430

F(E) = F(350, 0) =350 + 1.3-:0 = 350

Concluimos, pues, que el mayor ingreso posible es de 612,5€, que se obtienen fabri-
cando 125 trufas dulces y 275 amargas.
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NOMBRE:
12 EVALUACION: o APROBADA o SUSPENDIDA (Marcar lo correcto)

Instrucciones: 1) Todas las hojas deben tener el nombre y estar numerados en la parte superior. 2)
Todas las respuestas deben estar justificadas y simplificadas. 3) No se puede usar corrector ni lapiz. Se
aconseja no usar borrador. 4) Se puede alterar el orden de las respuestas, pero no se puede intercalar la
respuesta a una pregunta con las de otras. 5) En el problema 1 hay que obtener un minimo de 0,6 puntos;
de lo contrario, la nota maxima en el examen es de 4,4.

1) Derivar y simplificar: (1 punto)
5x
a) f(x)=1In b) gX) = —
) f0)=In_ ) 00 =
2) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion g(x) =xInx en el
punto de abscisa 1. (1,5 puntos)

3) El numero medio de clientes que visitan un hipermercado entre las 11 y las 20
horas est4 dado por f(x) = x* — 42x* + 576x — 2296, en funcion de la hora x, siendo
11 <x < 20. Halle los valores maximos y minimos del nimero medio de clientes que

visitan el hipermercado entre las 11 ylas 20 horas, y la hora correspondiente. (1,5 ptos)

—4x-3 si x<-1
4) Sea la funcion f(x) = {2x* -1 si —1<x<1. Estudie si hay algin valor de k

E si x>1
X

para el que la funcién sea continua en R, y calcule la derivada para k =-1. (2 puntos)
5) (Solo para alumnos con la 12 evaluacion aprobada) Sea la funcion f(x) = 2, bx?.
X

Calcule los valores de los parametros a y b para que f tenga un extremo relativo

en el punto (1, 3). (2 puntos)
6) (Solo para alumnos con la 12 evaluacion aprobada) Hallar ay b paraque x=1 e
y = 3 sean asintotas de la funcion f(x) = dax—1 (2 ptos)
3x—2b
Alumnos con la 12 evaluacion suspendida
Sustituir los problemas 5y 6 por:
2 -1 1 vt
5) Sean las matrices A= ( 1 0 J y B=| 2 0].Hallelamatriz X que veri-
-2 1
. 4) . .
fique: A-B-X = [2} sin recurrir a ecuaciones. (1,5 puntos)

6) Una pasteleria elabora dos tipos de trufas, dulces y amargas. Cada trufa dulce lleva
20 g de caco, 20 g de nata y 30 g de azticar y se vende a 1€ la unidad. Cada trufa
amarga lleva 100 g de cacao, 20 g de nata y 15 g de azucar y se vende a 1.3€ la uni-
dad. En un dia, la pasteleria solo dispone de 30 kg de cacao, 8 kg de nata y 10.5 kg
de azlcar. Sabiendo que vende todo lo que elabora, calcule cuéntas trufas de cada
tipo deben elaborarse ese dia, para maximizar los ingresos, y determine dichos in-
gresos. (2,5 puntos)
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1)

2)

3)

SOLUCIONES
Derivar y simplificar: (1 punto)
X 5x
a) f(x)=1In b) g(X) = —
) =g ) 00 = o
a) Simplificamos antes de derivar: f(x) = In —; 1 =Inx—In (2x® + 1). Ahora de-
X +
. o 1oext 23 +1-6x° _|-4x*+1
rivamos: f'(X) = ———— = = .
x 2x°+1 2x* +x 2x" + X
2% 52%(In2)(x* —1)* —2>2(x* —-1)4x®
b) gX)= ——— = g'(x) = =
) 9(x) X' 1) g'(x) X' 1)
_ 2% (x* =D)[5(In 2)(x* —1) —24x°] _ |27 [(5x" ~5)In2—-8x’]
(x* -1)* (x* -1)°

Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion g(x) = x Inx enel
punto de abscisa 1. (1,5 puntos)
e Punto de tangencia: g(1)=1-In1=1.0=0 = (1, 0).

e Pendiente de la tangente: g'(x) =Inx+ xl =1+Inx > m=¢g'(1)=1+0=1.
X
e Ecuacion de larecta tangente: y—0=1(x—1) = y=x—-1

El nimero medio de clientes que visitan un hipermercado entre las 11 y las 20
horas esta dado por f(x) = x* — 42x? + 576x — 2296, en funcion de la hora x, siendo
11 <x < 20. Halle los valores maximos y minimos del nimero medio de clientes que
visitan el hipermercado entre las 11 y las 20 horas, y la hora correspondiente. (1,5 ptos)
Como estamos ante una funcién derivable en todo R, puesto que es polindmica, v,
por tanto, en su dominio, que es [11, 20], los extremos relativos los buscaremos
comparando el comportamiento de f(x) en los extremos del dominio (11 y 20) y
en los extremos relativos, que pasamos a calcular.
Dado que f es derivable, como hemos sefialado, los posibles extremos relativos es-
tardn donde se anule su derivada:

f'(x) = 3x? — 84x + 576 = f'(x) = 0 significa: 3x*—84x+576=0 =

24
=22212
+ — +
28y 419250 — x= 28+/784-768 _ 28_4:< 2
2 2 32
=5 =1

Y como:

o f(11)=11°—4-11? + 576-11 — 2296 = 289

e (20) = 20° — 4-20% + 576-20 — 2296 = 424

o f(12) =12°—4-12? + 576-12 — 2296 = 296

o f(16) = 16> —4-16° + 576-16 — 2296 = 264

INGmero maximo de clientes: 424, a las 20h. Nimero minimo: 264 a las 16h|.
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4)

5)

—-4x-3 si x<-1
Sea la funcion f(x) = {2x* -1 si —1<x<1. Estudie si hay algin valor de k
k+2 .
T si x>1
X
para el que la funcion sea continua en R, y calcule la derivada para k =-1. (2 puntos)
Estudiamos la continuidad
e En(—o,-1) yen (-1,1), f escontinua por estar definida mediante funciones
polindmicas, que son continuas en todos los nimeros reales.
e En(1, +0) y=(k+ 3)/x tiene una discontinuidad en x =0 (anula el denomina-
dor). Pero 0 ¢ (1, +), por lo que es continua en todo el intervalo.

e x=-1:1)f(-1)=1; 2) lim(-4x-3)=1y Iirrl (2x* —1) = 1. Es continua.
X—>-1" Xx——1"
e x=1; )f(1)=k+2; 2) lim2x*-1) =1y Iimu =k + 2. Para que sea
x—1" x-1" X

continua, debeser k+2=1 = k=-1.

En definitiva, si k = —1 serd continua en R. Para otros valores de k, tendra otra dis-
continuidad de salto finitoen x = 1.

Derivamos para k =-1:

-4  si x<-1
f'(x) = <4x si —l<x<l

= si x>1
X

o x=-1:f'(-1)=-4;, f'(1N)=4(-1)=-4 = 3IF'(-1)=-4
e x=1: f'(1)=41=4; f'(1")=—1 = Noexiste f'(1).
Asi, la expresion final de la derivada es:

-4 si x<-1
f'(X) = <4x si —l<x<l1

-— si x>1
X

. - . a
(Sélo para alumnos con la 12 evaluacion aprobada) Sea la funcion f(x) = = +bx>.
X

Calcule los valores de los parametros a y b para que f tenga un extremo relativo
en el punto (1, 3). (2 puntos)

F1(x) = -+ 2bx fr0 = 22 4 2
X X

e f tiene un extremo relativo en x =1. Como f es derivable en dicho punto (por-
que existe f '(1)), para que ello sea asi, basta exigir que f'(1) = 0. Ademas, debe
cumplirse que f"(1) # 0, para que no sea punto de inflexion en lugar de extremo
relativo, pero hasta no tener los valores de a y b no podemos verificar esto
ultimo. De modo que, de momento, sélo exigimos que:

—a+2b=0 (1)

e Por otro lado, el extremo relativo tiene de coordenadas (1, 3). Es decir, que f

pasa por dicho punto, por lo que (1) =3:
a+b=3 (2
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Las dos condiciones (1) y (2) forman un sistema de ecuaciones que nos llevara a la
solucion. Despejamos en (2): b=3-a y sustituimos en (1):

—a+2(3-a)=0 > —at+6-2a=0 = 3a=6 = a=2
Sustituyendoen (2): b=3-a=3-2=1
De modo que, finalmente: f=2 y b=1]
Para dichos valores: f"(1) =4+ 2 =6 # 0, por lo que son solucién (como dijimos
antes, si fuese f"(1) = 0 estariamos ante un punto de inflexion si, ademas, fuese

f™(1) £ 0).

6) (Solo para alumnos con la 12 evaluacion aprobada) Hallar ay b paraque x=1 e
dax -1

y = 3 sean asintotas de la funcion f(x) = (2 ptos)
3x—2b
e Xx =1 es recta vertical, luego tiene que ser asintota vertical. Lo que ocurrira si
) ?A:ax _2t1) =0, Para ello, el denominador debe anularse al sustituir x por 1:
X—>. X J—

3-2b=0 = p=23/2 Asi:

. dax-1 (4a-1) _

lim = = ©

x>1 3x—3 0
Es claro que existe una limitacion, por cuanto si el numerador se anulase, tam-
bién, para x = 1, el limite no valdria oo porque apareceria la indeterminacion 0/0.
Por tanto, esto es valido si, y solo si:

421-1#0 < 4az1 < [z 1/4

e y =23 esrecta horizontal, luego tiene que ser asintota horizontal:
4ax -1 _ (ooj - lim 4ax _ 4a

x—o 33X 3

lim
x—o X —3 0
Como deber dar 3: %a =3 = 4a=9 = [a=9/4 Dado que este valor es dis-
tinto de 1/4, es valido el resultado obtenido en el estudio anterior de la asintota
vertical.

Alumnos con la 12 evaluacidon suspendida
Sustituir los problemas 5y 6 por:

1 -1
-2 -11
5) Sean las matrices A:( 1 0 1] y B=| 2 0]. Halle lamatriz X que veri-
-2 1
: 4) : .
fique: A-B-X = (ZJ sin recurrir a ecuaciones. (1,5 puntos)

1 -1
-2 -11 -6 3
A-B= 2 0=
-1 01 -3 2
-2 1
Llamamos D a esta matriz. Calculemos su inversa.
ID|=-12+9=-3.
Como es no nulo, tiene inversa.

t__6_3 -t_2_3 —1_1-t_
D_£ ; 2):>Adj(D)—[3 _6] =D —l—DlAdJ(D)-[

-2/3 1
-1 2
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Y como:

o8] = ox=(¢] = o2ox-0°(¥] =
w34

6) Una pasteleria elabora dos tipos de trufas, dulces y amargas. Cada trufa dulce lleva

20 g de caco, 20 g de nata y 30 g de azucar y se vende a 1€ la unidad. Cada trufa
amarga lleva 100 g de cacao, 20 g de nata 'y 15 g de azUcar y se vende a 1.3€ la uni-
dad. En un dia, la pasteleria solo dispone de 30 kg de cacao, 8 kg de nata y 10.5 kg
de azucar. Sabiendo que vende todo lo que elabora, calcule cuantas trufas de cada
tipo deben elaborarse ese dia, para maximizar los ingresos, y determine dichos in-
gresos. (2,5 puntos)
Lo que nos piden es el niumero de trufas a elaborar de cada tipo. Pues ésas seran, en-
tonces, las incdgnitas. Llevamos los datos a una tabla (trabajamos en gramos):

. N° de trufas a .

Tipos de trufas elaborar Cacao (g) Nata (g) Azucar () PVP
Dulces X 20x 20x 30x X
Amargas y 100y 20y 15y 1.3y

. ) . 20x + 100y < | 20x+20y | 30x+ 15y <
Restricciones: x>0; y>0 30000 <8000 10500 X+ 1.3y

IES Fernando de Herrera — Prof. R. Mohigefer

Funcion objetivo (maximizar): F(x, y) = x + 1.3y. Restricciones (simplificadas):
x>0; y>0; x+5y<1500; x+y<400; 2x+y <700

Pasemos a dibujar la region factible. Cambiando en cada una de las inecuaciones de

las restricciones el signo de desigualdad por un igual, se obtiene la ecuacion de una

recta, que dibujamos mediante una tabla de valores. Despejando y en la inecuacion

correspondiente, tendremos que y < (ecuacion de la recta) o que y > (ec. de la rec-

ta), con lo que los puntos que resuelven la inecuacion seran los que quedan debajo o

encima (respectivamente) de la recta. Dibujaremos la recta y sefialaremos con fle-

chitas el semiplano que nos interesa. La excepcion es x > 0, que es la zona que que-

da a la derecha del eje OY, ya que x =0 es la ecuacion de la recta vertical que, pre-

cisamente, coincide con OY. Asi:

e x>0: Aladerechadel eje OY.

e y>0: Porencima del eje OX.

e X+ 5y = 1500: | - | 1500 x+ 5y <1500 = y <300 - x/5 Semipla-

no inferior y | |

4 . . .
e X+ Yy =400: X 480 80 X+y <400 = y <400 - x Semiplano inferior
y
x| 0 | 350

e 2x+y=700: y[700] 0 2x+y<700 = y<700-2x Semiplano infe-

rior

Los puntos que se obtienen en las tablas de valores nos dan una pista de las
dimensiones que debemos tomar para los ejes de coordenadas.
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Resulta asi el recinto del grafico. Hemos de calcular los vértices del mismo (ya figu-
ran sus coordenadas en el grafico, pero han sido calculadas antes de llevarlas al

mismo).

e |A(0, 0), B(0, 300) y E(350, 0)
las hemos obtenido de las ta-
blas usadas para trazar las rec-
tas.

=0

X+5y =1500
e C: X+Yy =400

4y =1100= y =275

=X+275=400= x=125 100]

Por tanto: [C(125, 275).

\2x +y=700

W+ Sy =1500

D=(300, 100)

‘I;Q\SD, 0) 4

2x+y =700 y=0
e D: = 40
X+y =400

2Xx+y =700

x+y=400}:>300+y=400:> y =100

X =300

Por tanto: D(300, 100).

—RAz (D. D) 1‘00

200 BT N N

Finalmente, evaluamos la funcién objetivo en cada vértice:

F(A) = F(0,0)=0
F(B) = F(0, 300) = 0 + 1.3-300 = 390

F(C) =F(125, 275) = 125 + 1.3-275 = 612.5
F(D) = F(300, 100) = 300 + 1.3-100 = 430
F(E) = F(350, 0) = 350 + 1.3-0 = 350

Concluimos, pues, que el mayor ingreso posible es de 612,5€, que se obtienen fabri-

cando 125 trufas dulces y 275 amargas.
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NOMBRE:

Instrucciones: 1) Todas las hojas deben tener el nombre y estar numerados en la parte superior. 2)
Todas las respuestas deben estar justificadas y simplificadas. 3) No se puede usar corrector ni lapiz. Se
aconseja no usar borrador. 4) Se puede alterar el orden de las respuestas, pero no se puede intercalar la
respuesta a una pregunta con las de otras. 5) En el problema 1 hay que obtener un minimo de 0,6 puntos;
de lo contrario, la nota maxima en el examen es de 4,4.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Derivar y simplificar: (1 punto)
32><+l 3 )
a) fX)= — b) g(x) = (4x° —6x)"In x
) fx) 2x_1)° ) 9(x) = ( )
Considerar el siguiente sistema:
4 3 2\x 4
-3 5 5|yl=|2
7 -2 -3)\z 2
a) ¢Tiene inversa la matriz de los coeficientes? (0,5 puntos)
b) Clasifique y resuelva el sistema. (1 punto)
c) Determine, si es posible, una solucion en la que z = 3. (0,5 puntos)
2
Sean las matrices A = ( c 4} y B=(1 -1).
a) ¢Que dimension debe tener la matriz X para que tenga sentido la ecuacion ma-
tricial X-A+2B=(1 0)? (0,5 puntos)
b) Resolver dicha ecuacion. (1 punto)
a) Calcular el méaximo, y dénde se alcanza, para la funcion F(x, y) = x + 2y -10
con las condiciones de que: 2x —y <6, 5x +2y > 15, x +2y <8. (1 punto)
b) ¢Se alcanzaen (3, 2.5) dicho maximo? (0,5 puntos)
Determinar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion g(x) =
1 +In(2x - 1) en el punto cuya abscisa es 1. (1 punto)
x> —bx+5 si 0<x<1
Sea f(x) = a-ax Ly
X+1

a) Calcular a y b paraque f sea derivable en su dominio, si es posible. (1 punto)
b) Para a=8 y b =6, estudiar su monotonia, extremos relativos y extremos abso-

lutos. (0,8+0,7 puntos)
c) Paralos mismos valores de a y b, halle sus asintotas. (0,5 puntos)
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SOLUCIONES
1) Derivar y simplificar: (1 punto)
i 32x+1 B 3 )
a) f(x)= W b) g(x) = (4x° —6x)"In X
2) f'(x) = 2-37(In3)(2x —1)? —432X*12(2x -2 _ 37 (2x =D[2-(In 32(2x -)-4]_
(2x-1) (2x-1)
37 [(4x-2)In3-4]
- (2x-1)°

b) g'(x) = 2(4x° —6X)(12X7 - 6) In X + (4x° —6x)2% =

3 j—
= (4% —6x)(2(12x2 —6)In X+MJ =[(ax* —6x)((24x* —12)Inx + 4x* —6)
2) Considerar el siguiente sistema:
4 3 2)\x 4
-3 5 5|yl=|2
7 -2 -3z 2
a) ¢Tiene inversa la matriz de los coeficientes? (0,5 puntos)
La tendra si, y sélo si, su determinante no es nulo. Como:
4 3 2
-3 5 =-60+105+12-70-27+40=157-157=0 =
7 -2 -3
= |No tiene inversa,
b) Clasifique y resuelva el sistema. (1 punto)
Reconstruimos el sistema. Para ello, realizamos las operaciones matriciales:
4X +3y + 22 4 4X+3y+22=4
-3X+5y+52 |=|2| & —-3x+5y+5z=2
7X—2y—-3z 2 TX—-2y—-32=2
4 3 2 4 4 3 2 4
4F, +3F
-3 5 52 0 29 26 20| R+F,
AF, -7F, —
7 -2 -3 2) ——= |0 -29 -26 -20
4 3 2 4
0 29 26 20
0O 0 0 O

Es un ssistema compatible indeterminado], en el que puede eliminarse la fila 3.
Reconstruimos el sistema y resolvemos. Para ello, llamamos z =t (podriamos
también haber elegido y =t, pero nos conviene dejar las soluciones en funcion
de z porque nos piden una con un valor determinado de z):

AX+3y=4-2t }

29y = 20— 26t
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2ec: y = 20— 26t
29
loec dx + 320200 _ 4ot ax= 4—2t—60;978t =
_ 116-58t-60+78t _ 56+ 20t = 14 + 5t
29 29 29
., 14 +5t 20— 26t
Solucion general: ( , ,tj
29 29

16-26t 29t-14 6 16—5tt 20- 29t
26 26

Otras posibilidades son: (t, :
5 5

c) Determineg, si es posible, una solucién en la que z = 3. (0,5 puntos)

Si t=3:{(1,-2,3)

: 2 2
3) Sean las matrices A = ( c 4} y B=(1 -1).

a) ¢Que dimension debe tener la matriz X para que tenga sentido la ecuacion ma-
tricial X-A+2B=(1 0)? (0,5 puntos)
2B es 1 x 2. Para que pueda ser sumada con X-A, ésta también tiene que ser
1x2.

Como A es 2x 2, paraello se requiere que dim(X) =1x 2,
b) Resolver dicha ecuacion. (1 punto)

X-A+2B=(10) = X-A+2B-2B=(1 0)-2B = X-A=(1 0)-2B =
= X-AA'=[(1 0)-2B] A =|X=[(1 0)—2B] -A]
Podré resolverse si existe la inversa de A. Calculémosla, si es posible:

2 2 1
=—-8+10=2%#0 = 3JA
-5 -4

(2 -5 (-4 -2
A—(z _4]:Adj(A)—(5 2}:

-4 -2 -2 -1
= Al= iAdj(At) -1 =
|A| 2 5 2) (572 1

(10)-2B=(1 0)-2(1 -1)=(1 0)—(2 -2)=(-1 2)

Al =

Por tanto:

-2 -1
X=(-1 2)( J

5/2 1

4) a) Calcular el maximo, y donde se alcanza, para la funcion F(x, y) = x + 2y -10
con las condiciones de que: 2x —y <6, 5x + 2y > 15, x + 2y <8. (1 punto)
Dibujamos las rectas que resultan de cambiar los signos de desigualdad por
iguales en cada inecuacidn. Elegimos el semiplano resultante de la misma, que
sera el superior si, al despejar, queda y > (recta), y al revés:

o 2x-y=6: x| 0 |3 2x-y<6 = y>2x—6 Semiplano superior
y| 610
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e 5x+2y=15: ; 705 g 5x +2y > 15 = y > (15 — 5x)/2 Semiplano
superior '

e X+2y=8 X 0 | 8 X+ 2y <8 = y<(8-x)/2 Semiplano infe-
rior y | 4

Llevamos los resultados al grafico, \
resultando el recinto que en él se re-
coge. Hemos de calcular los vértices
de la region factible, si bien, ya apa-
recen indicados en el gréafico:

X+2y=8 }

. A 5x+2y =15

4x =7T=>x=—=1.75

N
;o DI

7
= —+2y=8=2y= — =
4 y y 4

= y=25/8 =3.125

C=(30
T

Por tanto: |A(7/4, 25/8),. o b

T
4 &

X+2y=8
o B:2x-y=6 N
-5y=-10=>y=2
X+4=8 = x=4 -4

Por tanto: [B(4, 2)..
e [C(3, 0), segun las tablas de valo-
res usadas para crear el gréfico.

7
Evaluamos la funcion objetivo en los vértices:
F(A) = F(7/4,25/8) = 7/4 + 2:25/8 — 10 = -2
F(B)=F(4,2)=4+22-10=-2
F(C)=F(3,0)=3+2.0-10=-7

Luego el maximo vale -2 y se alcanza en todos los puntos del segmento que une
A(7/4, 25/8) con B(4, 2).

b) ¢Se alcanzaen (3, 2.5) dicho maximo? (0,5 puntos)
Lo haréa si es uno de los puntos de dicho segmento. Tenemos la ecuacién de la
recta que une A con B, que es: x + 2y = 8 (ver grafico). La solucion son los
puntos de dicha recta comprendidos desde x = 1.75 (valor correspondiente a A,
donde comienza el segmento) hasta x = 4 (valor de x en B, donde finaliza el
segmento).

Nuestro punto contiene x = 3, que esté entre los valores solucion. Y, ademas,
verifica la ecuacion de la recta: 3 +2-2.5 = 8. Por tanto, s solucién]
Otra forma seria comprobando que dicho punto esta en la region factible y pro-
porciona el valor minimo (-2) de la funcién objetivo. Y, en efecto:
F(3,25=3+225-10=-2
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siendo:

o 2Xx-y<6: 2:3-25=-4<6,porloque laverifica.

e bLx+2y>15: 5.:3+2:2.5=202> 15, luego también la verifica.

e X+2y<8: 3+2:25=8<8, también.

Asi que, al alcanzar el minimo en la funcién objetivo y estar dentro de la region

factible, les solucion|.

5) Determinar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién g(x) =
1 +1In(2x— 1) en el punto cuya abscisa es 1. (1 punto)

e Punto de tangencia: g(1)=1+In1=1+0=1: [(1, 1)
1 => m=¢g')=2

e Rectatangente: y—1=2(x-1) = y=2x-2+1 = .

e Pendiente de la tangente: g'(x) =0 + 5 2

{xz —bx+5 si 0<x<1
6) Sea f(x) = a—ax
X+1
a) Calcular a y b paraque f sea derivable en su dominio, si es posible. (1 punto)
Para ser derivable tiene, primeramente, que ser continua. \Veamos si es asi:
e ENJ[O0,1): f escontinua, al estar definida por una funcion polinémica.
e En (1, +0): f tendria una discontinuidad en x = -1, donde se anula el de-
nominador. Pero dicho punto no esta en el intervalo estudiado, de modo que
f es continua en él.

e Enx=1 1)f(1)=1-b+5=6-Db; lim f(x) = IirP(xz—bx+5) =6—b;
x—1" x—>1"

Si Xx>1

i . a—ax
lim f(x) = lim
x—1* x-1" X+1

Para ser continua, estos tres resultados deben ser idénticos, por lo que 6 —b

=0 = .
Derivamos la funcion, donde ya sustituimos b = 6:

2X—6 si O<x<1
f'(x)={-a@x—-a-a+ax _ —2a
(x+1)° (x+1)?

pues sélo podemos derivar en intervalos abiertos. Veamos qué sucede en x = 1:
f'@)=2-6=-4
f'(1)y=-2a/4
Para que sea derivable, estos valores deben coincidir: —a/2=-4 = [a=§|

Luego f sera derivable en sudominiosi @=8 y b =6,

b) Para a=8 y b =6, estudiar su monotonia, extremos relativos y extremos abso-

=0.

si x>1

lutos. (0,8+0,7 puntos)
Segun el estudio anterior, para estos valores tenemos que:
x? —6x+5 si 0<x<1 2x—6 si O<x<1
=1 8-8x . f'(x) = —162 si x>1
Xx+1 (x+1)

Observar que hemos afiadido que f'(1) = —4.
e Discontinuidades de f ¢ f": No hay, segun lo estudiado antes.
e f'(x) = 0: Podria serlo para cada una de los dos férmulas. Veamos si es asi:
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o 2x—6=0 = x =3, pero no nos sirve, porque esta formula solo actla

cuando 0<x<1.
-16

(x+1)?

Por tanto, ningun punto anula la derivada.

Entonces, la monotonia es asi:

=0 = -16 =0, que no es posible.

(0, +o0)

f '

f

N

Es decir, siempre es decreciente y no tiene extremos relativos|.

Lo que ocurre con los extremos absolutos lo deduciremos del comportamiento
en los extremos del dominio: 0 y +oo.

e f(0)=5.
e lim f(x)= lim 228X :(
X—>+00 Xx—>+0 X 4+ 1

= lim — =-8

X—>+00

Asi, el maximo absoluto vale 5 y se alcanza en x = 0. No tiene minimo absoluto,
sino infimo, que vale -8 cuando X — +oo.

c) Paralos mismos valores de a y b, halle sus asintotas.
e Asintotas verticales: [No tiene|, porque es continua.

(0,5 puntos)

e Asintotas horizontales: Solo puede estudiarse lo que sucede cuando x —
+o0, ya que el dominio es [0, +o):

X—>+00 X—>+0 X +1

lim f(x)= lim S=°X :(

= lim — =-8

Por tanto |y = —8 es asintota horizontal cuando x — +od,

e Asintotas oblicuas: En —o no existe la funcion, y en +o ya tiene asintota

horizontal. Luego o tiene oblicuas|.
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NOMBRE:

Instrucciones: 1) Todos los folios deben tener el nombre y estar numerados en la parte superior. 2) To-
das las respuestas deben estar justificadas y simplificadas. 3) No se puede usar corrector ni lapiz. Se acon-
seja no usar borrador. 4) Se puede alterar el orden de las respuestas, pero no se puede intercalar la res-
puesta a una pregunta con las de otras. 5) En el problema 1 hay que obtener un minimo de 0,6 puntos; de
lo contrario, la nota maxima en el examen es de 4,4.

1) Derivar y simplificar: (1 punto)

_ X B 32)(
9= In(4x3—2) 0= 23

. . 1l a 1/2 0) . ,
2) Se consideran las matrices A = y B= , siendo a un namero
01 3/4 0

real cualquiera.
a) Obtenga la matriz A%, (1 punto)
b) Para a =2, resuelva la ecuacién matricial A%-X—4B = 0. (1.5 puntos)

3) Dadas las inecuaciones:
y<x+5 2x+y>-4, 4x<10-y, y>0
a) Represente el recinto que limitan y calcule sus vértices. (1 punto)

b) Obtenga el maximo y el minimo de la funcion f(x, y) = x + %y en el recinto an-

terior, asi como los puntos en los que se alcanzan. (1 punto)
c) ¢Se alcanza el minimo en el punto (2.5, 1)? (0.5 puntos)
4x -1 .
., —_— <

4) Dada la funcion f(x) = ox —2 ST x<2

x* —12x* +45x-50 si x>?2
a) Estudiar la continuidad, clasificando las discontinuidades (0.5 puntos)
b) Calcular las asintotas (0.5 puntos)
c) Estudiar la monotonia y calcular los extremos relativos (1 punto)
d) Estudiar la curvatura y calcular los puntos de inflexion (1 punto)

5) La funcion de beneficios f, en miles de euros, de una empresa depende de la canti-
dad invertida X, en miles de euros, en un determinado proyecto de innovacion y
viene dada por f(x) = —2x* + 36x + 138, x > 0. Determine la inversién que maximi-
za el beneficio de la empresa y calcule dicho beneficio 6ptimo. (1 punto)
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SOLUCIONES

1) Derivar y simplificar: (1 punto)
X 32X
f(x) = In X) =
) ( yr 2) 9(x)

2x%* -3
Simplificamos la primera funcién antes de derivarla:

X 3 , 1 12x° 4x3 —2-12x3
f(xX) = In =Inx-In(4x°-2) = f'X)= =- = =
) (4 3 2) ( ) ) X 4x®-2 4x* —2x
_-8xP-2 _ 2(-4xP-1) _|-4x*-1

C4xt-2x 202x*—x) [ 2x*—x

3% - g = 237 (In3)(2x® —3) —3%6x> _ |3”*[(4x® —6)In3-6x°]
2x* -3

969 = (2x° ~3)? (2x° -3)?

1 a
2) Se consideran las matrices A = (O j y B= (

1/2 oj . .
1 , siendo a un ndamero

3/4 0

real cualquiera.
a) Obtenga la matriz A%, (1 punto)

AZ_1a 1 a) (1+0 a+a) (1 2a
o 1)lo 1) lo+0 o0+1) lo 1

A3 A2 A= 1 2a\(1 a) (1+0 a+2a) (1 3a
0 1){0 1 0+0 0+1 0 1

Por tanto, parece que la férmula general va a ser:

An_1na
0 1

1 20l14a
Particularizando para n = 2014: A% = (0 J
b) Para a =2, resuelva la ecuacién matricial A®-X —4B = 0. (1.5 puntos)

Despejamos X en la ecuacién matricial, supuesto que existe (A%)™:
A X-4B=0 = A*-X-4B+4B=0+4B = A*- X +0=4B =
= AP X=4B = (AN LA X= (A1 4B = IX=4(AY'B =

= X=4(A% "B
1 3a 16
Sabemos que A®= (0 J = (0 1), donde hemos sustituido a = 2. De aqui:

16
det(A%) =‘o ]J =120 = J(AY™

a1 0 sy _ (16 an1_1(1 —6)_(1 -6
(A)—(6 J:Adj[(A)]—(o 1J:>(A) —1(0 1}“(0 J

1 -6)\(1/2 0 1 -6)(2 O -16 0
Luego: X =4 = =
0 1)13/4 0 0 1)\3 0 30
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3) Dadas las inecuaciones:
y<x+5 2x+y>-4, 4x<10-y, y>0
a) Represente el recinto que limitan y calcule sus vértices. (1 punto)
Representamos cada una de las rectas que resultan de cambiar el signo de des-
igualdad por un igual en cada una de las cuatro inecuaciones que definen el re-
cinto.
_ x | 0 |5 |
2 - T B R
Como la inecuacion es y < x + 5, es decir, los puntos cuyo y sea menor o
igual que el correspondiente al punto que esté en la recta, el semiplano que
nos interesa, de los dos en que ésta divide al plano, es el inferior a la recta.

e 2X+Yy= X 21 _02 4 La inecuacion es y > -2x 4 =
y Semiplano superior.
X 0 5/2

e 4x=10- y 10 0 y Inecuacion: y < -4x + 10: inferior

e y > 0: Semiplano superior al eje
OX.

Con ello el gréfico del recinto es el ad-
junto.

Hay dos Vvértices que tenemos proce-
dentes de las tablas de valores anterio-
res:

C= (25,04
0 1 2 3

IC(5/2,0) y D(=2, 0)|
El resto, hemos de calcularlos teniendo
en cuenta que son intersecciones de rectas (el dibujo nos sirve para identificar-

las):
2x+y=—4 Sust.en la 22:
A: X—y=—5} y=x+5=-3+5=2 = A(3,2)
3X =-9=x=-3
—4x-y=-10 Sust.en la 22:
B: —x+y=5 } y=x+5=1+5=6= B(L, 6).
-5 =-5=x=1

b) Obtenga el maximo y el minimo de la funcion f(x,y) =x + %y en el recinto an-

terior, asi como los puntos en los que se alcanzan. (1 punto)
Sustituimos f en cada vértice:
f3,2)=-3+ %2 -2

f(1,6)=1+%6=4
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f(5/2, 0) = 5/2 + 0 = 5/2
f(-2,0)=2+0=-2

Asi, el maximo valor de f es 4y se alcanza en (1, 6). EI minimo es -2 y se al-
canzaen (-3, 2), (-2, 0) y los infinitos puntos del segmento que los une.

c) ¢Sealcanza el minimo en el punto (2.5, 1)? (0.5 puntos)
La ecuacion de la recta que une (-3, 2) con (-2, 0) es (en forma continua):
X+2 'y

== =>y=2(Xx+2) => y=-2x—-4
-3+2 2 y ( ) y

Desde x = -3 hasta x = -2, en todos los puntos de esta recta se alcanza el
minimo. Dado que si x =-2.5, se tiene: y=-2-(-25)-4=5-4=1, el punto
dado esté en la recta y entre —3 y —2. Por tanto, si que es un punto donde se al-
canza el minimo).
Otra forma de verlo es ver si el punto (-2.5, 1) verifica todas las restricciones, en
cuyo caso estaré en la region factible, y que, ademas, la funcion objetivo toma
en él el valor minimo:

o y<x+5 1<-25+5 & 1<2.5: laverifica.
2X+y>-4: 2(-25)+1>-4 < 5+1>-4 < —4>-4: laverifica.
4x<10-y: 4(-25)< 10-1 < -10<9: la verifica.
y>0: 1> 0: laverifica.

Ademas: f(-2.5,1)=-25+ % 1 =-2: alcanza el valor minimo.

Por tanto, si que es un punto donde se alcanza el minimo).

4x -1 .
4) Dada la funcion f(x) = o2 St xs<2
x® —12x* +45x-50 si x>2
a) Estudiar la continuidad, clasificando las discontinuidades (0.5 puntos)

e (—0,2):f coincide con y = % que es una funcion elemental y, por tan-

to, continua en su dominio. Luego su Unica discontinuidad es x = 1, que anu-
la el denominador. Y como:

. 4x-1 . 4x-1
lim =— lim =+
x>l 2X — 2 x>1" 2X — 2
en x =1 hay una discontinuidad asintética de salto infinito. Es continua en
(=00, 1) U (1, 2).
o (2, +): f tiene una expresion polinomica = es continua en (2, +x).
e x=2:12)= Z; lim X =1 =Z; lim (x* —12x* + 45x —50) =0 = Dis-
2 x=22"2X—-2 2 x—2"

continuidad de salto finito en x = 2.

Luego es continua en R — {1, 2} con discontinuidad asintética de salto infinito
de x =1 yde salto finitoen x =2.

b) Calcular las asintotas (0.5 puntos)

. . . 4x-1
e Asintotas verticales: Ya sabemos que: Iquﬁ =0 = Xx=1lesA\V.
X! X —_
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e Asintototas horizontales: Los polinomios no tienen asintotas, por lo que no
hay cuando x — +o0. Por otro lado:
. 4x-1 00 . 4x 4 -
lim =|— :Ilm—:—:2:>}y:2esA.H.S|x—>—oo|
x—>-0 2 — 2 00 x—-0 2X 2
e Asintotas oblicuas: Si x — —oo ya tiene horizontal, por lo que, de intentar
calcular la oblicua, saldria la misma. Y si x— +o0, es un polinomio, por lo
que tampoco tendra. No tiene asintotas oblicuas,

c) Estudiar la monotonia y calcular los extremos relativos (1 punto)
Derivamos:
4(2x—2)-2(4x-1) 8x—-8-8x+2 -6 .
, = = S Xx<2
f'(x) = (2x —2)? (2x —2)? (2x —2)?
3x* —24x+45 si x>2

Y Af'(2) porque f noescontinuaen x=2.
e Discontinuidades de f:x=1, x=2.
e Discontinuidadesde f "x=1, x=2.

e f'(X)=0:
o Si x <2, deberia ser _—62 =0 = -6 =0, que no es posible para
(2x-2)
ningun valor de x.
+./64—
o Six>2 3 24x+45=0 = x2-8x+15=0 = x= wz
_8+2 _<=3
2 =5
(o) 1 [ @2 2 [@3)] 3 [35 ] 5 | 5+
frl - A - A + 0 - 0 +
Disc
f N a N de 2 Max N min 2
salto

Tiene un méximo relativo en (3, 4) y un minimo relativo en (5, 0).

d) Estudiar la curvatura y calcular los puntos de inflexion (1 punto)
62(2x-2)2 24
f") =9 (2x-2)* (2x-2)°
6Xx —24 si x>2
Y #f"(2) porque f'no escontinuaen x = 2.
e Discontinuidadesde f, f' 6 f":x=1, x=2.
o f"(x)=0:

o Si x <2, deberia ser (22—42)3 =0 = 24 =0, que no es posible para
X —

si x<?2

ningun valor de X.
o Six>2:6x-24=0 = x=4

Por tanto:
(< 1) 1] @2 2 2.4) | 4 | (4 +x)
f" - i + A — 0 +
f N A v Disc ) P.l1. v
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concava convexa | de | céncava convexa
salto

Punto de inflexion en (4, 2).

Aunque no se pide, adjuntamos la grafica de la funcién, en la que se han inclui-
do las asintotas en rojo discontinuo:

54

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
t
|
|
|
|
|
|
|

T T
-2 -1 U\

5) La funcion de beneficios f, en miles de euros, de una empresa depende de la canti-
dad invertida X, en miles de euros, en un determinado proyecto de innovacion y
viene dada por f(x) = —2x* + 36x + 138, x > 0. Determine la inversién que maximi-
za el beneficio de la empresa y calcule dicho beneficio 6ptimo. (1 punto)
Nos piden, evidentemente el maximo absoluto de la funcion. Al tratarse de una
parabola, dicho valor coincidira con el maximo relativo, caso de tenerlo. Calculé-
moslo.

f'X)=—4x+36 f"X)=-4

Yaque f"(x) <0 VX, es una parabola concava. Como f y f' son continuas, al ser
polinémicas, el extremo relativo, que sera un maximo, porque la parabola es conca-
va, tiene que coincidir con el punto donde se anule la derivada primera:

—4x+36=0 = 36=4x = x=9
que esta en el dominio, al ser mayor o igual que 0. Y como f(9) = -2-81 + 36-9 +
138 = 300, se concluye que:
El maximo beneficio se alcanza para x = 9 (9.000€) y asciende a 300.000 €.
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