10.-

11.--

12.-

Si Z esladistribucion normal tipificada, hallese:
a) P(2>0,63) b) P(-0’65<Z<0,65) c) P(1<Z1,32)

Sol: @) 0,2643; b) 0,5156; ¢) 0,0653

Si Z eslanormal tipificada, hallese k en los siguientes casos:
a) P(Z<k) = 0,7823; b) P(Z>k) = 0,0838; c) P(Z<K) = 0,9948; d) P(Z<K) = 0,2206.

Sol: &) k=0,78; b) k=1,38; c) k=2,56; d) k=-0,77

En unafinca agricola dedicada a la produccion de manzanas se ha comprobado que
el peso de las manzanas sigue una distribucion normal con media 100 g y
desviacion 10. A la hora de comercidizarlas se toman para la clase A las
comprendidas entre 80 y 120 gr. Hallar la probabilidad de que escogida una
manzana a azar:

a) corresponda alaclase A

b) pese menosde 70 g

C) pesemasde 120 g

Sol: &) 0'9544; b) 0'0013; ¢) 00228

Una patrullade tréfico realiza un control de alcoholemia en unacarreteray llegan a

la conclusion de que € nivel de alcohol en sangre de los conductores sigue una

digtribucién N(025,01). Si d nivel de acoholemia permitido es de 05 para los

conductores expertos y 0'3 paralos conductores novatos.

F2) ¢Cud eslaprobabilidad de que un conductor a azar tenga més de 0'5?

b) ¢Cud eslaprobabilidad de que tengamas de 0'3?

C) ¢Cud es la probabilidad de que un conductor diese positivo en la de 0'3
pero no en lade 0'5?

Sol: &) 00062; b) 0'3085; ¢) 0'3023

Una empresa lleva a cabo una prueba para seleccionar nuevos empleados. Por la
experiencia de pruebas anteriores, se sabe que las puntuaciones siguen una
distribucion normal de media 80 y desviacion tipica 25.

¢Qué porcentaje de candidatos obtendra entre 75 y 100 puntos?

(Sol. 36,74%)

Un profesor de matematicas ha observado que las notas obtenidas por sus
alumnos en los examenes de Estadistica siguen unadistribucién N(6; 2,5).

Se han presentado a ultimo examen 32 aumnos, ¢cuantos sacaron a menos un
7?.

(Sol. 11)



13.--

14.-

15.-

16.-

17.-

La nota media de un examen tipo test fue de 40'3 y su desviacion tipica33. S las

calificaciones siguen una distribucién norma y se considera aprobado a los que

superen 37 puntos.

F2) ¢Cud es el porcentaje de aprobados?

b) Si aese examen se presentaron 400 personas ¢cuantas aprobaron?

C) Si quisiésemos que slo aprobasen 50 personas ¢cud tendria que ser la nota
de corte?

Sol: a) 84'13%; b) 336; c) 44'1

Las dturas de 200 estudiantes se distribuyen normalmente, con una media de 175
cm y una desviacion tipica de 10 cm. ¢Cuantos de estos estudiantes tienen altura:

a) mayor de 180 cm. b) menor de 165 cm.

b) c) entre160 cmy 180 cm. d) igual a182 cm.

Sol: a) 61,7; b) 31,74; ¢) 124,94, d) O

La cantidad de azUcar depositada en cada bolsa por una maguina envasadora

automatica sigue una distribucién normal con media uy=1050 grs y desviacién

tipica0=50 grs.

a) Calcula el porcentaje de bolsas con un peso mayor al Kg

b) Caculaé tanto por ciento de paquetes con un contenido que tiene un
peso comprendido entre 900 y 1000 grs.

Sol: a) 84'13%; b) 15'74%

Se ha elegido una muestra de 500 tornillos fabricados por una méaquina. La

media de los diametros de dichos tornillos es de 2,9 mm y la desviacion tipica,

de 1 mm. Un cliente considera que un tornillo es inservible si su diametro es

inferior a2,85 mm o superior a 3,1 mm.

a) Sabiendo que los didmetros se distribuyen normalmente, héllese qué
porcentaje de tornillos son defectuosos.

b) Si para otro cliente son vaidos desde 2,75 hasta 3,15, ¢qué porcentgje
son inservibles?

Sol: a) 90%; b) 84,17%

El coeficiente de inteligencia de una poblacion es una v.a. cuya distribucion

sigue una ley norma del tipo N(100,10). Calculese, segin esos datos, qué

porcentaje de personas cabe esperar que tengan coeficiente de inteligencia:

a) superioral20 b)entre90y 120 c) inferior a 80;

d) Si se escogen 5000 personas a azar, ¢cuantas tendran un coeficiente de
inteligencia mayor de 125?

Sol: a) 2,28%; b) 81,85%; c) 2,28%; d) 31



18.-

19.-

20.-

Los gastos diarios de una familia siguen una distribucion normal, con media de 50

euros y desviacion tipicade 5 euros.

a) Calcular € porcentaje de dias en los que |os gastos son inferiores a 55 euros.

b) Calcular € porcentaje de dias en que |os gastos superan 0s 60 euros.

) Calcular @ porcentgie de dias en los gastos son superiores a 50 euros e
inferiores a 60 euros.

Sol: @) 84,13%; b) 2,28%; c) 47,72%

Una empresa de transporte de vigjeros afirma que € tiempo de retraso de sus
vigies sigue una distribucion normal, con un retraso medio de 5 minutos y
desviacion tipicade 2 minutos. Calcular:

a) Probabilidad de que un vigie no tenga retraso

b) Probabilidad de que e proximo llegue con méas de 5 minutos de retraso.

C) Probabilidad de que € proximo Ilegue con mas de 10 minutos de retraso.

Sol: &) 0,0062; b) 0,5; ¢) 0,0062.

Una de las pruebas de acceso a la Universidad para mayores de 25 afios consiste
en un test con 100 preguntas, cada una de las cuales tiene 4 posibles respuestas y
s0lo una correcta. Para superar esta prueba deben obtenerse, al menos, 30
respuestas correctas.

Si una persona contesta al azar, ¢Qué probabilidad tendra de superar la prueba?

(Sol. Utilizando la aproximacion a través de la normal: p= 0,1492)
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TEMA 3.- TEORIA DE MUESTRAS

1- POBLACION Y MUESTRA

Entendemos por poblacion un conjunto de elementos que poseen una caracteristica o
propiedad comin, y que constituyen la totalidad de los individuos de interés para
nuestro estudio.

En particular, nos interesa obtener informacion acerca de algun valor que caracteriza a
la poblacién, como una media, una varianza, una mediana, etc. A estos valores que se
refieren a la totalidad de la poblacion se les denomina pardmetros poblacionales y en
su notacién es comun utilizar el afabeto griego: p (media poblacional), o (varianza
poblacional), o (desviacion tipica poblaciond), etc.

Como las poblaciones en las que se pretende estudiar una determinada variable aeatoria
son grandes, es muy caro o imposible estudiar a todos sus individuos; 10 que se hace, es
estudiar una muestra (una parte) de la poblacion:

Una muestra es cualquier subconjunto de la poblacién sobre € que se realizan estudios
para obtener conclusiones acerca de las caracteristicas de la poblacion. Cualquier vaor
obtenido a partir de los datos de la muestra se denomina estadistico muestral. Ejemplos
de estadisticos muestrales son: X (media muestral), S® (varianza muestral), S
(desviacion tipica muestral), etc.

Lateoria del muestreo tiene por objetivo, € estudio de las relaciones existentes entre la
distribucion de un carécter en dicha poblacion y las distribuciones de dicho caracter en
todas sus muestras.

Las ventgjas de estudiar una poblacion a partir de sus muestras son principa mente:
@ Costereducido:

Si los datos que buscamos |os podemos obtener a partir de una pequefia parte del
total de la poblacién, los gastos de recogida y tratamiento de los datos seran
menores. Por g emplo, cuando se realizan encuestas previas a un referéndum, es
més barato preguntar a 4.000 personas su intencién de voto, que a 30.000.000;

@ Mayor rapidez:

Estamos acostumbrados a ver como con los resultados del escrutinio de las
primeras mesas electorales, se obtiene una aproximacion bastante buena del
resultado final de unas elecciones, muchas horas antes de que e recuento final
de votos haya finalizado;

@ Mas posibilidades:

Para hacer cierto tipo de estudios, por geemplo e de duracion de cierto tipo de
bombillas, no es posible en la practica destruirlas todas para conocer su vida
media, ya que no quedaria nada que vender. Es mejor destruir solo una pequefia
parte de ellas y sacar conclusiones sobre las demas.

De este modo se ve que a hacer estadistica inferencial debemos enfrentarnos con dos
problemas:
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o Eleccidn de la muestra (muestreo), que es a lo que nos dedicaremos en este
capitulo.

o Extrapolacion de las conclusiones obtenidas sobre la muestra, a resto de la
poblacion (inferencia).

Es decir, € principal objetivo de la mayoria de los estudios, andlisis o investigaciones,
es hacer generalizaciones ““acertadas” con base en muestras de poblaciones de las que
se derivan tales muestras. Obsérvese la palabra “acertadas” porque no es facil
responder cuando y en que condiciones |as muestras permiten tales generalizaciones.

Por ggemplo si queremos calcular la cantidad de dinero que se gasta una persona en
vacaciones, ¢tomariamos como muestra 1o que gastan los vigeros que lo hacen en
primera clase? Es obvio que no, pero saber a que tipo de personas debemos incluir en
nuestra muestra no es algo intuitivo ni evidente.

Sobre las muestras hay dos aspectos que resultan fundamentales: e tamafio (n° de
elementos de la muestra) y la forma en que se realizala seleccion de los individuos que
laforman.

La eleccion de la muestra influird de manera determinante en los resultados, por 10 que
hay que evitar muestras ““sesgadas™ (parciales y subjetivas) que produzcan errores
incontrolables (aparte de los errores propios de sustituir € estudio de una poblacién por
el de unamuestra).

El tipo de muestreo méas importante es e muestreo aleatorio, en € gue todos los
elementos de la poblacion tienen la misma probabilidad de ser extraidos, Aunque
dependiendo del problema y con el objetivo de reducir los costes 0 aumentar la
precision, otros tipos de muestreo pueden ser considerados como veremos a
continuacion.

2.- TIPOSDE MUESTREO

1- Muestreo Aleatorio Simple

Consiste en seleccionar n elementos sin reemplazamiento de entre los N que
componen la poblacién, de ta modo que todas las muestras tengan la misma
probabilidad de ser elegidas.

En la préctica, se enumeran los individuos y se sortean cudes de ellos se
elegirdn. Si los individuos son, por g emplo, tornillos que se encuentran en una caja, se
eligen a azar por simple extraccion.

2.- Muestreo Aleatorio Sistematico

Seeligeunindividuo a azar y apartir de él, ainterval os constantes, se eligen los
demés hasta compl etar |la muestra.

Por g emplo s tenemos una poblaciéon formada por 100 elementos y queremos
extraer una muestra de 25 elementos, en primer lugar debemos establecer el intervalo de
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seleccidn que seraigua a 100/25=4. A continuacion elegimos e elemento de arranque,
tomando aleatoriamente un nimero entre e 1y e 4, y a partir de é obtenemos los
restantes elementos de la muestra:

2,6,10,14,...,98

3.- Muestreo Aleatorio Estratificado

Si conocemos que la poblacién puede dividirse en partes o estratos, en relacion
con variables que pueden ser de interés en nuestro estudio, de modo gque en cada uno de
los estratos los elementos posean una gran homogeneidad respecto a carécter que se
estudia (sexo, grupos de edad, nivel de estudios,...), se puede aumentar la precision si
muestreamos los estratos por separado. La forma de repartir los elementos de la
muestra, determinando cuantos deben corresponder a cada estrato se denomina
afijacion, y puede ser de varios tipos:

e Afijacion uniforme: Si setoma el mismo nimero de elementos en cada estrato.

e Afijacion Proporcional: s € nimero de elementos que se toma en cada estrato es
proporciona a tamafio del estrato. Se utiliza cuando las varianzas de |os estratos no
difieren mucho entre si.

L os elementos de cada estrato se toman mediante muestreo aleatorio simple.

Ejemplo:

En una ciudad se quiere hacer un estudio para conocer qué tipo de actividades se
realizan en € tiempo dedicado a ocio. Para ello van a ser encuestadas 300 personas
elegidas a azar mediante muestreo aleatorio estratificado con afijacion proporcional.
Teniendo en cuenta que de un total de 15.000 habitantes, 7.500 son adultos, 3.000
ancianos y 4.500 nifios, definir los estratos y € tamafio muestral correspondiente a cada
estrato.

Solucion:
Basta con hacer una simple regla de 3 para determinar e tamafio muestral de
cada estrato:
Nifios: 15.000 -------- 4.500
300  -------- X
*
X = M =90 nifios
15.000
*
Adultos: X= 75007 300 =150 adultos
15.000
*
Ancianos: = 30007 300 =60 ancianos
15.000
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4.- Muestreo Por Conglomerados

En este tipo de muestreo, llamado muestreo por conglomerados, se divide la
poblacion total en un nimero determinado de subdivisiones relativamente pequefias y se
seleccionan al azar algunas de estas subdivisiones 0 conglomerados, para incluirlos en
la muestra total. Si estos conglomerados coinciden con éareas geogréficas, este
muestreo se llama también muestreo por areas.

Por gemplo, supongamos gque una gran empresa quiere estudiar los patrones variables
de los gastos familiares de una ciudad como Granada. Al intentar elaborar los
programas de gastos de una muestra de 1200 familias, nos encontramos con la
dificultad de redlizar un muestreo aleatorio simple, (es complicado tener una lista
actualizada de todos | os habitantes de una ciudad). Una manera de tomar una muestra en
esta situacion es dividir € éreatotal (Granada en este caso) en areas mas pequefias que
no se solapen (Por eemplo Distritos postales, manzanas etc..) En este caso
seleccionariamos algunas areas a azar y todas las familias (0 muestras de éstas) que
residen en estos distritos postales 0 manzanas, constituirian la muestra definitiva.

Aungue las estimaciones basadas en e muestreo por conglomerados, por o general no
son tan fiables como las obtenidas por muestreos aleatorios simples del mismo tamario,
son més baratas. Volviendo a eemplo anterior, es mucho més econémico visitar a
familias que viven en & mismo vecindario, que ir visitando a familias que viven en un
areamuy extensa.

En la préctica se pueden combinar e uso de varios de los métodos de muestreo que
hemos analizados para un mismo estudio.

Ejercicios:
1- Consideremos la poblacion formada por 5 bolas contenidas en una urna y

numeradas del 1 al 5. Obtener todas |as muestras de tamafno 2 extraidas mediante
muestreo aleatorio ssimple.

2.- En un ingtituto de ensefianza secundaria en que se ofertan |os siguientes tipos de
ensefanza:

. Ciclos de grado superior: 110 aumnos.

. Bachillerato: 162 alumnos.

. Ciclos de grado medio : 210 alumnos

. 2° ciclo de ensefianza secundaria obligatoria: 338 alumnos.

Se pretende valorar las faltas de ortografia que cometen los alumnos del centro
mediante una prueba-dictado de un texto de 20 lineas; la prueba se pasara a una
muestra de 50 alumnos, para minimizar €l costo en tiempo y medios.

¢COmMo se obtiene una muestra adecuada a esta poblacion?
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3.- DISTRIBUCION DE LASMEDIASMUESTRALES

Laideade distribucion muestral eslasiguiente:

Partimos de una poblacién de tamafio N. Obtenemos k muestras (todas las posibles de
tamafio n) y de cada una de €ellas se calcula una medida (media, mediana, varianza,
desviacion tipica,..) obteniendo k valores: g, e,,€;,...6,.

Estos valores pueden representarse mediante un histograma para observar su
distribucion:

Distribuciones muestrales. Histograma con los valores ei

B [
I Ay _—|
! - a2 —4

[ O3
| O a
o

Poblacien

Muestra k ‘ = o

Se puede observar que este histograma va adquiriendo forma de campana de Gauss, y a
medida que k aumenta, se va pareciendo cada vez mas a la forma de una distribucion
Normal.

Lo vemos con un gemplo:

Elaboraremos la distribucion muestral de la media de una muestra aleatoria de tamafio
n = 2 tomada sin reemplazo de la poblacion finita de tamafio N = 5, cuyos elementos
son: 3,5,7,9,11.

3+5+ 7+9+11_ .

Lamediade estapoblaciones: u = =

y su desviacion tipicaes:

2 2 2 2 2
0_2:3 +5 +75+9 +11 _72-8 —o-48

Ahora si tomamos una muestra aleatoria de tamafio n = 2 de esta poblacion hay 20
posibilidades:
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n° Muestras X
muestra (media de la muestra)
1 3 5 4
2 3 7 5
3 3 9 6
4 3 11 7
5 5 3 4
6 5 7 6
7 5 9 7
8 5 11 8
9 7 3 5
10 7 5 6
11 7 9 8
12 7 11 9
13 9 3 4
14 9 5 7
15 9 7 8
16 9 11 10
17 11 3 7
18 11 5 8
19 11 7 9
20 11 9 10

Si hacemos la funcién de probabilidad delavariable X delas medias muestrales:

Media Probabilidad
4 2/120
2/20
4/20
4/20
4/20
2/120
10 2/20

O(o[N|O|O1

Cuyo histograma seria: Distribucion de Probabilidad
Medias muestrales

03
0,25 rmrmrmrsrmssssnrmse s s s m s

o
N

o

Probabilidad
_O
~ o

Medias
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Si calculamos lamediay la desviacion tipica de la distribucién de |as medias obtenemos

quee ux =7 y oX = \/é luego lamedia i, coincide con lamedia de la poblacion
y ladesviacién tipica ha disminuido.

Este ggemplo puede generalizarse para cualquier distribucion segun el siguiente teorema:

Teorema Central del Limite

S una poblacién tiene media p y desviacion tipica g, y tomamos muestras de tamafio n
(n>30, 6 cualquier tamarfio si la poblacion es "normal™), las medias de estas muestras
siguen aproximadamente la distribucién:

ofoy

Destacar que s la poblacién de la que se obtienen las muestras es normal, las medias
muestrales también se distribuyen segln una distribucién normal, independientemente
del tamario de la muestra.

Al saber cémo funcionan las medias muestrales, podemos obtener probabilidades
relacionadas con €llas.

Ejemplo 1:

Se sabe que las bolsas de azlicar producidas por una maguina tiene una media de

500 g. y una desviacion tipica de 35 g. Dichas bol sas se empaquetan en cajas de

100 unidades.

a) ¢Como se distribuyen las medias de |os pesos de | as bol sas de cada cgja?

b) Cadcular la probabilidad de que la media de los pesos de las bolsas de un
paguete sea inferior a495 g.

Solucion:

a) Tenemos ¢ =500 , 0 =35, n=100
Por el Teorema Central del Limite (aunque lavariable peso no sea

normal, tenemos n > 30), lavariable X = “media de los pesos
de la muestra” se distribuye segun una normal:

35

X - N(y,%] = N(SOO,W] = N(500,35)

o P(X < 495)=tipificando — p| X =% . 495500
) 35 35

= P(Z >143)=1- P(Z <143) = 00764

j =P(Z <-143)=

Lo que vendria a significar que en el 7°6 % de las cajas el peso medio de
las bolsas es inferior a495 g.
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Ejemplo 2:

Las estaturas, en centimetros, de un grupo de soldados se distribuyen

normal mente con media 173y desviacién tipica 6.

a) Elegido un soldado al azar, ¢cud es la probabilidad de que mida menos
de 175 cm.?

b) Si setoma una muestra de 12 soldados, ¢cudl es la probabilidad de que su
estatura media supere el 1°76?

Solucion:

a) Cuidado, en este apartado no hay muestra, ni por tanto medias
muestrales, sino un simple gercicio de lanormal.
Si X =*altura”, sabemos que sigue una N(173,6)
Luego
P(X <175) = tipificando = P

= P(Z < 0'33) = 0'6293

X -173 < 175—173) 4
6 6

b) Aqui s tenemos una muestraconn = 12
Aunque sean < 30, como la poblacién de partida es normal, podemos
también aplicar el Teorema Central del Limite:

= o 6

X > N| y,— |=N|173,— | = N(173173
(1) ) - weream

Luego:

P(X > 176) = tipificando)P| 2—=/> 5, 176173
173 173

=1-P(Z <173) =1-09582 = 00418

J =P(Z>173)=

Ejercicios:

1.-

Se supone que la distribucion de la temperatura del cuerpo humano en la
poblacion tiene de media 37° y de desviacion tipica 0’85°. Se elige una muestra
de 105 personas. Hallar las probabilidades de que:

a) La media sea menor que 36°9°

b) La media esté comprendida entre 36’5°y 37°2°

Las notas de cierto examen se distribuyen segiin una norma de media 5,8 y
desviacion tipica 2,4. Hallar la probabilidad de que la media de una muestra
tomada a azar de 16 estudiantes esté comprendidaentre5y 7

Consideremos la poblacion formada por los cuatro elementos 0, 3, 4, 6. Hallar:

a) Todas las muestras posibles de tamafio 2 extraidas mediante muestreo
aleatorio simple

b) Lamediay ladesviacion tipica poblacionales

C) Lamediay la desviacion tipica de las medias muestrales
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4.- DISTRIBUCION DE LAS PROPORCIONES MUESTRALES

En lugar de calcular medias de las muestras, ahora vamos a trabajar con proporciones.

En una poblacién, la proporcion de individuos que poseen una determinada
caracteristicaesp. (Llamaremosq= 1-p)

Extraemos todas las posibles muestras de tamafio n que podemos extraer de esa
poblacion. La proporcién de individuos de cada una de esas muestras con esa
caracteristicaser p.

Llanaremos P a la variable aeatoria gue toma los distintos valores de esas
proporciones muestral es.

Si n eslo suficientemente grande (n > 30), se puede demostrar que la variable P sigue
unadistribucién normal de pardmetros:

ol

(Esta férmula proviene de la aproximacién de una binomial por una normal)

Ejemplo 1:
Una nueva droga ha curado a 85% de los enfermos a los que se les ha aplicado.
S se toman muestras de 30 personas, ¢Cud es la distribucion de las
proporciones muestrales? ¢Y s las muestras son de 100 personas? ¢Y s son de
10007

Solucion:
Tenemosp = 0’85, por loqueq =015

Sin=30:

P N[p,,/m) = P- N(O'ss,,/%] = P— N(0'85,0065)
n

Si n= 100:

PN p. /P | = PN 0'85,,/M = P— N(0'85,0036)
n 100

Si n= 1000:

PN p 2| = PN 0'85,,/M = P— N(085,0011)
n 1000

Como yavimos con las medias muestrales, al aumentar el tamafio de las
muestras disminuye la varianza de |as distribuciones muestral es.
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Ejemplo 2:

Se sabe que €l 15 % de los jévenes entre 18 y 25 afios son miopes.

a) ¢Como se distribuye la proporcion de jovenes miopes en muestras de 40
individuos?

b) ¢Cudl eslaprobabilidad de que en dicha muestrala proporcion de miopes
estéentred 8y & 22 %?

Solucion:
a) Tenemos p = 0’15, por lo que q = 0’85. Ademés n = 40. Por tanto:

R N P
n
b) Usando € apartado anterior:
P(008 < B < 022) = tipificando = P( <P<
) " 0565 00565
= Pl-124 < P <124)= P(P < 124)- P(P < -124) = (*)

0'08—-015 p 022 - O'15j

Calculamos
P(P < —124)= P(P > 124) = 1- P(P < 124) = 1- 08925 = 011075

Y por tanto:
(*)=0’8925-071075=0’785

Esto significaria que en el 78’5 % de las muestras que extrajésemos de
tamarnio 40, la proporcion de individuos miopes estariaentre el 8 'y el 22%.

Ejercicios:

1.-

Una maguina fabrica piezas de precision y en su produccién habitual tiene un
3% de piezas defectuosas. Se empaguetan en cgas de 200, ¢cud es la
probabilidad de encontrar entre 5y 7 piezas defectuosas en una cagja?

Si tiramos una moneda no trucada 100 veces, ¢cudl es |la probabilidad de que
obtengamos més de 55 caras?

Se ha realizado una encuesta a 20.000 universitarios sobre su actitud ante el

botellén. De elos, 13.200 son partidarios y € resto no. Se toman 100 muestras

de 30 universitarios cada una. Hallar:

a) Ladistribucion de la proporcion muestral de partidarios del botellon

b) La probabilidad de que en una de estas muestras se manifiesten
favorables al botellon méas de 21 alumnos

C) ¢En cuantas muestras cabe esperar que mas de 15 y menos de 19
estudiantes se muestren partidarios del botellon?
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EJERCICIOS

1.-

En € ingtituto de cierta localidad se imparten 4 niveles diferentes. 1°, 20, 3°y 4°
ESO, estando matriculados un total de 800 alumnos. En 1° hay 160 alumnos, en
2° hay 240 y en 3° hay 208. Explica como obtener una muestra de 50 alumnos
mediante;

a) Muestreo aleatorio sistematico

b) Muestreo aeatorio estratificado con afijacion proporcional

En un barrio hay 4000 habitantes, distribuidos en cuatro urbanizaciones. el 12%
vivenen A, € 20% en B, € 36% en Cy e 32% en D. Ademas, |os porcentajes
de mujeres en cada urbanizacion son: 50, 60, 66 y 75 % respectivamente. Se
desea obtener una muestra de 50 habitantes que sea representativa en cuanto a
sexo y a las urbanizaciones mediante muestreo aeatorio estratificado
proporcional. ¢Cuantas personas (hombres y mujeres) de cada urbanizacion
habré que seleccionar?

Dadalapoblacién {2, 4, 6, 8}:

a) Escribir todas las muestras posibles de tamafio 2 mediante muestreo
aleatorio simple

b) Cdcular lamediay lavarianza de las medias muestrales

C) Hacer 10 mismo con todas |as muestras posibles de tamario 3

La media de edad de los lectores de una determinada revista es de 17’2 afios y la

desviacion tipica de 2’3 afios. Si elegimos muestras de 100 lectores:

a) ¢Cud esladistribucién de las medias muestral es?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que la media de edad de la muestra esté
comprendida entre 16’7 y 17’5 afios?

En una determinada poblacién, los pesos se distribuyen segin una normal de
media 65 kg. y varianza 49. Si extraemos muestras de tamafno 64, ¢cud es la
probabilidad de que la media de los pesos de una de esas muestras sea mayor
que 66°5 kg?

La edad de los miembros de una determinada asociacion se distribuye

normalmente con media 52 afios y desviacion tipica 3 afos.

a) ¢Cudl eslaprobabilidad de que un miembro elegido a azar sea mayor de
60 anos?

b) Si se toman muestras de tamafio 36, ¢Cudl es la probabilidad de que la
edad media de dichas muestras sea superior alos 60 afios?

La edad de los alumnos de 2° Bachillerato de cierto instituto sigue una
distribucion N(17°6 , 0°5). Los agrupamos al azar de 10 en 10 para una
competicion. ¢Cud es la probabilidad de que en uno de esos grupos la edad
media esté comprendidaen € intervalo (17,18)?
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8.-

10.-

11.--

12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

La duracién (en horas) de un determinado tipo de pilas sigue una distribucién
normal con =50 y o =5. Empaguetamos las pilas en cgas de 16. ¢(Cud esla

probabilidad de que la duracién media de las pilas de una de las cgas sea
inferior a 48 horas?

En uninstituto A |as pruebas de acceso ala Universidad han obtenido una media
de 5’8 con una desviacion tipica de 1’25, mientras que en otro instituto B la
media ha sido de 5’6 con una desviacion tipica de 1°5. Si se toman al azar
muestras de 100 personas de cada ingtituto, ¢en cud de ellos es mas probable
que la nota media sea superior al 5°7?

El peso de las truchas de una piscifactoria sigue una ley N(200,50). Se toman
muestras de 60 truchas y se calcula su peso medio. Hallar 1as probabilidades de
gue lamedia muestral:

a) Sea mayor que 2109

b) Sea menor que 1859

) Esté entre 210 y 2259

Una maguina produce el 5% de tornillos defectuosos. Si se empaquetan en cajas

de 400 tornillos:

a) ¢Cud es la distribucién de la proporcién de tornillos defectuosos en las
cgas?

b) ¢Cud eslaprobabilidad de que dicha proporcién supere el 3%?

C) ¢Y dequeestéentred 3y e 6%?

En una poblacion e 35% son fumadores. Se toman muestras de 60, 100 y 200
personas. ¢Cudl serala distribucion de la proporcion de fumadores en cada una
de esas muestras?

En e 77% de los hogares espafioles hay teléfono movil. S se extrae una
muestra de 500 viviendas, ¢Cua es la probabilidad de que en mas del 80% haya
teléfono movil? &Y s lamuestra se toma de 1000 viviendas?

Tras unas elecciones, se sabe que € candidato elegido obtuvo & 42% de los
votos. Hallar la probabilidad de que de 1000 individuos elegidos al azar de entre
los votantes hubiese obtenido dicho candidato méas de 450 votos

El 17% de familias de una determinada poblacion tienen 3 o méas hijos.
Encuestadas 150 familias, ¢Cud es la probabilidad de que mas de 25 de €elas
tengan 3 0 més hijos?

La duracion de las baterias de determinados coches eléctricos se distribuye
norma mente con media 225 y desviacion tipica 24 minutos. Si se eligen al azar
10 baterias, ¢Cud es la probabilidad de que su duracion media esté entre 220 y
235 minutos?

-12- Teoria de Muestras



Departamento de Matematicas
Colegio Inmaculada Nifia de Granada

17.-

18.-

19.-

20.-

Se ha determinado que 60% de los estudiantes de una universidad grande fuman
cigarrillos. Se toma una muestra aleatoria de 800 estudiantes. Calcule la
probabilidad de que la proporcion de la muestra de la gente que fuma cigarrillos
sea menor que 0.55.

Se sabe que la verdadera proporcién de |os componentes defectuosos fabricados
por una firma es de 4%, y encuentre la probabilidad de que una muestra aleatoria
de tamafio 60 tenga:

a) Menos del 3% de |os componentes defectuosos.

b) Mas del 1% pero menos del 5% de partes defectuosas.

Las estaturas de 1000 estudiantes estan distribuidas aproximadamente en forma
normal con una media de 174.5 centimetros y una desviacion estdndar de 6.9
centimetros. Si se extraen 200 muestras aleatorias de tamafio 25 sin reemplazo
de esta poblacién, determine:

a) El nmero de medias muestrales que caen entre 172’5y 175’8 cm.

b) El nimero de medias muestrales que caen por debajo de 172 cm.

Un medicamento para malestar estomacal tiene la advertencia de que algunos
usuarios pueden presentar una reaccion adversa a €, més alin, se piensa que
arededor del 3% de los usuarios tienen tal reaccion. Si una muestra a eatoria de
150 personas con malestar estomacal usa e medicamento, encuentre la
probabilidad de que la proporcién de la muestra de los usuarios que realmente
presentan una reaccion adversa exceda el 4%.
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TEMA 4.- INTERVALOS DE CONFIANZA

1.- INTRODUCCION

En una poblacién cuya distribucion es conocida pero desconocemos algin parametro,
podemos estimar dicho parametro a partir de una muestra representativa.

Un estimador es un valor que puede calcularse a partir de los datos muestrales y que
proporciona informacion sobre € valor del parametro. Por gemplo la media muestral es
un estimador de la media poblacional, |a proporcién observada en la muestra es un
estimador de la proporcion en la poblacion,...

Una estimaciéon es puntual cuando se obtiene un solo valor para € parametro. Los
estimadores méas probables en este caso son los estadisticos obtenidos en la muestra,
aunque es necesario cuantificar el riesgo que se asume al considerarlos. Por giemplo, es
obviamente indtil concluir que si €l sueldo medio de una muestra de una ciudad es de
1.240 € entonces el sueldo medio de los habitantes de dicha ciudad también serd ése.
L 6gicamente la posibilidad de equivocarnos es demasiado grande.

Mas Util esla estimacion mediante intervalos de confianza, que consiste en determinar
un posible rango de vaores o intervalo, en los que pueda precisarse, con una
determinada probabilidad, que € vaor de un parametro de la poblacién se encuentra
dentro de esos limites. Este parametro ser& habitualmente una proporcién en el caso de
variables dicotomicas, y la media para distribuciones normales.

Evidentemente esta técnica no tiene porqué dar un resultado correcto. A |la probabilidad
de que hayamos acertado al decir que el parametro estaba contenido en dicho intervalo
se ladenominanivel de confianza:

Nivel de confianza esla"probabilidad” de que € intervalo calculado contenga a
verdadero valor del pardmetro. Se indica por 1- « y habituamente se da en
porcentgje (1-« )100% (Hablaremos de un nivel de confianza del 90%, del
95%, del 99%,...). Hablamos de nivel de confianzay no de probabilidad ya que
una vez extraida la muestra, €l intervalo de confianza contendra a verdadero
valor del pardmetro o no, lo que sabemos es que si repitiésemos el proceso con
muchas muestras podriamos afirmar que € (1-« )% de los intervalos asi
construidos contendria a verdadero valor del parametro.

A la probabilidad de equivocarnos se le denomina nivel de significacion, y lo
representamos por « .

Logicamente, cuanto mas pequefio sea o (es decir, cuanto mas grande sea
nivel de confianza), la probabilidad de equivocarnos serd menor, pero €
intervalo que calcularemos serd més grande y por tanto la precision de la
estimacion sera menor.
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Se trata pues de encontrar un equilibrio entre que la probabilidad de
equivocarnos no sea muy grande y que € intervalo tampoco para obtener mayor
precision. Se suelen para ello prefijar niveles de confianza superiores a 90%.

Dado un nivel de confianza, 1- « , sellamavalor critico zoy al valor que en unaN(0,1)
2

cumple que: (/sz<z/) l-«a

Es decir:
1-a
al2 af
. 0 z
“al2 al2

Para calcular € valor critico tenemos en cuenta que si P( / <Z<z /j
2
o o &
entonces P(Z > ZO/) — (Ver dibujo) y por tanto P(Z < z%) :1—5 yesolo
2
podemos buscar en Iatabla delaN(0,1).
Vemos un g emplo practico de como calcular € valor critico:

Ejemplo: Cadcular € valor critico correspondiente a un nivel de confianza del 99%.

Comol-g=099 = =001 = % — 0005 = 1—% — 0'995

Y buscamos ahoraen latablael valor de zque dgjaalaizquierdauna
probabilidad de 07995, obteniendo:
257 =2575
2

Ejercicio: Cadcular los valores criticos para niveles de confianza del 90, 92, 95,
98 y 99°5%.

-2- Intervalos de Confianza



Departamento de Matematicas
Colegio Inmaculada Nifia de Granada

2.- INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA POBLACIONAL

Supongamos que la poblacion de partida es N(,u, a), y queremos estimar mediante un
intervalo la media de la poblacion, 2, que es desconocida. Para ello escogemos una
muestra aleatoria de tamafio n y calculamos la media muestral, X .

Como vimos en € tema anterior, la media muestral tiene una distribucién conocida:
= o
X > N| y,—
[ Jn j
L _ X—u
Y por tanto, tipificando: Z="7" > N(0,2)
7

Fijado un nivel de confianza, 1- « , queremos dos valores tales que la probabilidad de
gue lamediade la poblacion, u, se encuentre entre ellos sea precisamente 1- « .

Si nos fijamos en la definicion de valor critico:

( /2<Z<Z/):1—a

De donde Pl -z sx_'ugz =1-a
% 7 %
Jn

Despejando: P(_Z%'V\/ﬁg X_’USZ%.V\/HJZJ'_O{

Y . Pl X-z,.6/ <u<X .o =1-
por tanto ( 2, /Jﬁ n<X+z, /\/ﬁj o

Es decir:

El intervalo de confianza para e parametro x de una poblacion N(u,a) al nivel de
confianza 1- « viene dado por:

(K- 7 2 i)

S o esdesconocida, se sustituye por la desviacion tipica de la muestra, s.
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Nota: tenemos que tener en cuentaque, o bien n> 30, o bien ladistribucién de partida
es normal, pues sblo asi conocemos la distribucion de las medias muestrales que
es en lo que nos basamos para calcular € intervalo de confianza.

Ejemplo 1:

Se sabe que la desviacion tipica de las tallas de los aumnos de una universidad
es de 5cm. Se desea estimar la talla media de dichos alumnos, para lo que se
escoge una muestra de 100 estudiantes y se obtiene que la media muestral es de
172cm. Hallar € intervalo de confianza para la talla media de la universidad
paralos niveles de confianza del 90 y del 95%.

Solucion:
Tenemos o0 =5,n=100y X =172

Calculamos € valor critico para el nivel de confianza del 90%:
1-¢=090 = a=01 = %:005 = 1—%:0‘95

Y buscamos ahora en la tabla € valor de z que dga a la izquierda una
probabilidad de 0795, obteniendo (aprox.):

=164
2,

Sustituyendo en laférmuladel interval o de confianza:
X — .o/ X .o
( 2y T X+ % /ﬁj

172-164- o =172-082=17118

/100

172 +164- o =172+082=172'82

4100

Luego el intervalo de confianza parael 90% ser& 1C,, = (17118,17282)

Hacemos o mismo para el nivel de confianza del 90%:

1-¢=099 = =001 = %:0005 - 1—%:0'995

Y buscamos ahora en la tabla € vaor de z que dga a la izquierda una
probabilidad de 0795, obteniendo (aprox.):
267 =258
2

Sustituyendo en laférmula del intervalo de confianza:

(f—z%-yﬁ,)?+z%-7ﬁ)
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172 - 2'58- > =172-129=17071

~/100

172+ 258- o =172+129=17329

+/100

Luego € intervalo de confianza parael 99% ser& 1C,, = (17071,17329)

Obsérvese que a mayor nivel de confianza mayor es € intervalo, con lo que la precision
de la estimacion es menor.

Ejemplo 2:

Un psicdlogo escolar quiere estimar la media de tiempo de reaccién a un
determinado estimulo de los alumnos de 1° de Primaria. Para ello ha elegido una
muestra de 35 nifios obteniendo un tiempo medio de 1’12 minutos y una
desviacion tipica de 0’21 minutos. Hallar el intervalo de confianza para €l
tiempo medio de reaccion con un nivel de significacion del 8%.

Solucion:
Como n es grande, podemos usar laférmula del intervalo de confianza usando la
desviacion tipica muestral pues desconocemos la de la poblacién:

X-7 .- X .S
(K2 9 Koz, 9]
Tenemos s=021,n=35y X =112

Calculamos €l valor critico para e nivel de confianza del 92% (pues « = 0'08):
1-0=092 = «=008 = %: 004 = 1—%: 096

Y buscamos ahora en la tabla € vaor de z que dga a la izquierda una
probabilidad de 0’96, obteniendo (aprox.):
257 =175
2

Luego:

112 -175- 021 =112-006 =106

V35

112 +1'75- 021 =112+ 006 =118

V35

Y por tanto el intervalo de confianzaserd  1C,, = (106,118)
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Error Maximo Admisible y Tamarno de la Muestra

Si observamos la férmula obtenida para €l intervalo de confianza:
X — .o X .0
(X2, T X2y )
la media muestral siempre serd € centro de dicho intervalo, mientras que su amplitud

depende del valor E=z,, -7\/5.

Con un nivel de confianza del (1-« )100% admitimos que la diferencia entre la
estimacion para la media de la poblacion a partir de lamuestray su valor real es menor
gue E, que llamaremos error maximo admisible.

El tamafio de la muestra depende del nivel de confianza que se desee para los
resultados y de la amplitud de intervalo de confianza, es decir, del error méximo que se
esté dispuesto a admitir.

Fijados 1- « y E, podemos calcular € tamafio minimo de la muestra que emplearemos
despejando de la expresion de E:

ZO/'O' ZO/'O' ?
_ .O _ 2 _ 2
E_Z% K/ﬁ = \/ﬁ— E = n[—E

Notas:
- A mayor tamafio de la muestra, menor es el error
- A mayor nivel de confianza, mayor es el error
- A mayor nivel de confianza, mayor tamafio de la muestra (con un error fijo)

Ejemplo:

Se quiere estimar € peso medio de las truchas de una piscifactoria. Por estudios
previos, se sabe que la desviacion tipica del peso de las truchas es de 45 gramos.
Se quiere construir un intervalo de confianza a 99% sin que € error de la
estimacion supere los 4’1 gramos. ;Como debera ser de grande la muestra?

Solucioén:
L os datos son:
E=41, 0=45,1-a =099
Cadculando € valor critico correspondiente (hacerl 0): Zo% =258
2

Sustituyendo en la formula del error (no merece la pena aprenderse la férmula
del tamafio ya despejado):

Z ‘U 1
w 2'58. 45 , ,
E=z,.0/— = Jn= = Jn= =28317 = n=80185
% /«/n E 41

Por lo que debemos tomar una muestra de 802 truchas (si toméasemos 801, €

error seria superior a permitido. Esta aproximacion siempre se hace por encima,
aunque hubiera dado 801°01).
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Ejercicios:

1- La media de las estaturas de una muestra aeatoria de 400 personas de una
ciudad es 1,75 m. Se sabe que la estatura de las personas de esa ciudad es una
variable aleatoria que sigue una distribucién normal con varianza o = 0,16 m?.
a) Construye un intervalo, de un 95% de confianza, para la media de las
estaturas de la poblacién.

b) ¢Cudl seria e minimo tamafio muestral necesario para que pueda decirse
gue laverdadera media de | as estaturas esta a menos de 2 cm de la media
muestral, con un nivel de confianza del 90%?

2.- Un soci6logo esta estudiando la duracién del noviazgo en una extensa érearural.
Se tomo6 una muestra aleatoria formada por 56 familias y se obtuvo que la
duracion media de su noviazgo fue 3’4 afios, con una desviacion tipica de 1’2
anos.

a) Hallar un intervalo de confianza para la duracion media del noviazgo
parala poblacion de familias en dicha arearural al nivel de confianza del
85%.

b) Repetir e apartado anterior para nivelesdel 95y del 99% y comparar los
interval os obtenidos.

C) ¢Cud deberia ser € tamafio de la muestra para estar seguro a nivel del
90% de que error maximo cometido es de 0’05?

3.- Las ventas mensuales de una tienda de electrodomeésticos se distribuyen segin
una ley normal, con desviacion tipica 900 €. En un estudio estadistico de las
ventas realizadas en los Ultimos nueve meses, se ha encontrado un intervalo de
confianza para la media mensual de las ventas, cuyos extremos son 4.663 € y
5.839 €.

a) ¢Cudl hasido lamediade |as ventas en estos nueve meses?
b) ¢Cud es e nivel de confianza para este interval 0?

3.- INTERVAL O DE CONFIANZA PARA LA PROPORCION

Deseamos ahora estimar la proporcion p con la que una determinada caracteristica se da
en una poblacion. Para ello extraemos una muestra de tamafio n y obtenemos la
proporcion muestral, es decir,

. numer o deindividuos quecumplenlacaracteristica

tamario dela muestra

Como vimos en € tema anterior, ladistribucién de las proporciones muestrales es:
N N[ b /m]
n

donde g=1-p
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Dado un nivel de confianza, 1- « , y haciendo o mismo que en € caso de la media, se
obtiene & siguiente interval o de confianza para la proporcion de la poblacién:

Ejemplo:
Tomando a azar una muestra de 300 personas mayores de 15 afios en una gran
ciudad, se encuentra que 104 de dllas leian & periodico habitualmente. Hallar,
con un nivel de confianza del 90%, un intervalo para estimar la proporcién de
lectores de periddico entre los habitantes de esa ciudad mayores de 15 afios.

Solucion:

Laproporcion muestral es:.  p = % = 0347

El vaor critico paraun nivel de confianza del 90%:
1-¢=090 = a=01 = %: 005 = 1—%:0‘95
Luego z,, =164

2

n ' n

0347 -164- /M =0347-0045= 0302
300
0347 +164-, /% = 0347+ 0045 = 0392

Luego € intervalo pedido es 1C,, = (0'302,0'392)

Luego sustituyendo en laformula: [ﬁ—zy- ] [3+ZC%. mj
2 2

Error Maximo Admisible y Tamano de la Muestra

Los conceptos y notas ha tener en cuenta son los mismos que en los intervalos de
confianza parala media, con los cambios obvios en las férmulas correspondientes.

En cuanto al error:

_, .|
E_Z% n
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Y en cuanto al tamafio de la muestra
R R P B
2 Z Z
% %

2
~n z,
n:—pq - = n= @CI[_A]
E
E

Za,

Ejemplo:

Una empresa dedicada a la venta de palomitas compra €l maiz directamente alos
agricultores. Antes de efectuar la compra, un agente de la compafiia quiere
estimar la probabilidad de que € grano de maiz se abra a freirlo. Ha realizado
un estudio sobre una pequefia muestra de 60 granos, de los que 48 sea abrian.
¢Cuantos granos debera examinar para estar seguro a nivel del 90% de que €
error que cometa no superara el 1%°7?

Solucion:

Sabemos que p = 8 _ 08
60

Ademés 2[7 =164 (hecho en el g emplo anterior)
2

Delaféormuladd error:

E-z, /P = oor-res- (2292 — goos1- [O1°
% \ ' n n n
0'000037 = % 016 = 4324'32

= N=———
n 0'000037

Luego para que € error no supere € 1% deberia tomar una muestra de 4.325
granos de maiz (siempre por exceso).

Ejercicio:
¢De qué tamafio habria que elegir una muestra para estimar la proporcion de
alumnos del instituto que le gusta e fatbol con un nivel de confianza del 95% y
un error inferior a 0.05, s en una muestra de 10 aumnos, 6 de ellos
respondieron que les gustaba el futbol ?
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EJERCICIOS

1.-

En una poblacion una variable aleatoria sigue una ley norma de media

desconociday desviacion tipica 2.

a) Observada una muestra de tamarfio 400, tomada a azar, se ha obtenido
una media muestra a igual a 50. Calcule un intervalo, con € 97 % de
confianza, parala media de la poblacion.

b) Con e mismo nivel de confianza, ¢qué tamafio minimo debe tener la
muestra para qué la amplitud del intervalo que se obtenga sea, como
maximo, 1?

El nimero de horas que duermen los estudiantes de bachillerato de la comunidad

auténoma de Andal ucia sigue una distribucién normal con varianza 9.

a) A partir de una muestra de tamario 30, se ha obtenido una media muestral
igual a7 horas. Halla un intervalo de confianza al 96% para la media de
horas de suefio de dicha poblacion.

b) ¢Qué tamafio de muestra seria necesario si € error de estimacion
deseamos que sea menor de 30 minutos con un nivel de significacion de
0.05?

Tomada a azar una muestra de 120 estudiantes de una Universidad, se encontro
gue 54 de ellos hablaban inglés. Halle, con un nivel de confianza del 90%, un
intervalo para estimar la proporcion de estudiantes de esa Universidad que
hablan inglés.

Se sabe que € contenido de fructosa de cierto alimento sigue una distribucién
normal, cuya varianza es conocida, teniendo un valor de 0,25. Se desea estimar
el valor de la media poblacional mediante € valor de la media de una muestra,
admitiéndose un error maximo de 0,2 con una confianza degl 95%. ¢Cud ha de
ser e tamario de la muestra?

Los pesos en una determinada poblacion siguen una distribucion normal de

media desconocida y desviacion tipicaigual a5 kg. Pesando al0 individuos de

dicha poblacion, se obtuvieron los siguientes resultados medidos en kilogramos:
62 65 63 58 64 60 57 62 60 58

Halla un intervalo de confianza a 90% para el peso medio de la poblacion

En un determinado barrio se seleccion6 al azar una muestra de 100 personas

cuya media de ingresos mensuales resultaba igual a 1.060 € con una desviacion

tipicade 200 €.

a) Si se toma un nivel de confianza del 95%, ¢cud es e intervalo de
confianza parala media de los ingresos mensual es de toda |a poblaci6n?

b) Si se toma un nivel de significacion igua a 0,01, ¢cud es € tamafio
muestral necesario para estimar la media de ingresos mensuales con un
error menor de 30 €?
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7.-

10.-

11.--

Para estimar la estatura media de los jOvenes entre 15 y 25 afios de una localidad
se hamedido a 40 de ellos, obteniendo los siguientes resultados:

=Tanma {om) | [1d2, 153 | [153, 154) | [158, 163)
NE JOVENES 2 4 11

=Tanma {om) | [163, 168 | [168, 173) | [173, 174)
N° IOVENES 14 5 4

Estima, con un nivel de confianza del 99%, € valor de la estatura media de los
jovenes entre 15 y 25 afios de dicha localidad

Se desea estimar la proporcion p de individuos daltonicos de una poblacién a
través del porcentaje observado en una muestra aeatoria de individuos de
tamario n.

a) Si e porcentaje de individuos dalténicos en la muestra es igual a 30%,
calculael valor de n para que, con un nivel de confianza de 0,95, € error
cometido en la estimacion seainferior a 3,1%.

b) S el tamafio de la muestra es de 64 individuos y € porcentge de
individuos dalténicos en la muestra es del 35%, determina, usando un
nivel de significacion del 1%, e correspondiente intervalo de confianza
para la proporcion de dalténicos de la poblacién. ¢Qué error maximo
cometeremos con esta estimacion?

A partir de la informacion suministrada por una muestra aeatoria de 100

familias de cierta ciudad se ha determinado el intervalo de confianza a 99%

para el gasto medio mensua por familia (en euros) en electricidad, obteniéndose

el intervalo (42,58). Determinar, justificando las respuestas.

a) La media de gasto en la muestra y en error cometido en la estimacion
realizada.

b) ¢Qué numero de familias tendriamos que seleccionar a azar como
minimo para garantizarnos, con una confianza del 99%, una estimacion
de dicho gasto medio con un error maximo no superior a 3 euros?

Una muestra de 100 votantes, elegidos a azar entre todos los de un distrito,
indico que & 55% de ellos estaba a favor de un candidato determinado. Halla el
intervalo de confianza al 99°73% para la proporcion de todos los votantes del
distrito que estaban afavor del candidato.

Laedad de los alumnos que se presentan a las pruebas de acceso ala universidad
sigue una distribucién normal con varianza 0’36. Deseamos estimar la edad
media de dichos estudiantes con un error menor de 0’2 afios y con una confianza
del 99°5%. ¢De qué tamafio, como minimo, debemos seleccionar la muestra? ;Y
si no queremos que el error supere los 0’1 afios? ¢ Cudl seria el error cometido si
la muestra tuviera 40 individuos?
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12.-

13.--

14.-

15.-

16.-

17.-

18.-

Sea X una poblacion normal. Se sabe que, a partir de una muestra de 40
unidades, se saca un media muestral igual a 100 y una varianza muestral igual a
4. Calcular € intervalo de confianza para la media al 95% y 99%, sabiendo que
lavarianza de la poblacion esigual a 36.

¢Que pasaria en € calculo precedente s no se supiera nada cerca de la
distribucién de X?

En una muestra de 300 universitarios 240 de ellos respondieron que asisten
semanamente a cine. Entre qué valores se encuentra, con un nivel de confianza
del 95%, la proporcion de universitarios que acude semanalmente al cine.
¢Cudles son esosvalores s € nivel de confianza es del 98%?

El tiempo, en minutos, que esperan los clientes de un determinado banco hasta
que son atendidos sigue una distribucién normal de media desconocida y
varianza 9. Los tiempos que esperaron 10 clientes elegidos al azar fueron:
1’5,2,25,3,1,5,55,45,3,3

Determinar €l intervalo de confianza al 95% para el tiempo medio de espera.

En una poblacién una variable aleatoria sigue una ley normal de media
desconociday desviacion tipica 2. Observada una muestra de 400 tomada al azar,
el intervalo de confianza obtenido fue (49°78 , 50°22)

Obtenga cud fue la media muestral y € nivel de confianza a que se redizé €
intervalo.

De 1500 personas encuestadas en un sondeo preelectoral, 800 manifiestan su
intencion de votar. ¢Entre qué valores puede estimarse, con un 95% de confianza,
gue se encontrara el nivel de abstencion del conjunto del censo?

La duracion de un determinado proceso industrial es una variable aeatoria con
distribucion desconocida. Examinando dicho proceso en 200 ocasiones el egidas
a azar, se observé una duracion media muestral de 1’25 horas y una desviacion
tipica muestral de 1’3 horas. Determinar el intervalo de confianza al 92% parala
duracién media de dicho proceso. ¢Cud es € error maximo cometido? ¢Cud
tendria que ser €l tamafio de la muestra para reducir ese error alamitad?

A través de una encuesta realizada a 800 personas sobre la eleccion de alcalde de
una ciudad, se estimé que la proporcién de votantes al candidato A estaba entre
el 54%y e 59%. ¢Con qué nivel de confianza se realizo la estimacion?
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19.- Sepasaun test de aritmética a una muestra de 250 mujeres entre 21 y 25 afios,
obteniendo una puntuacion media de 275 puntos. Se sabe que la desviacion
tipicade la puntuacion del test es de 60 puntos.

a) Cdculalosintervalos de confianza a 90, 95 y 99% para la media de los
resultados en €l test de toda la poblacion de mujeres entre 21 y 25 afios.
¢Coémo afecta el nivel de confianzaa error de estimacion del interval 0?

b) Supongamos que ahora la muestra es de 4000 mujeres, con la misma
puntuacion media. Construya un intervalo a 95% de nivel de confianza.
¢Como afecta e tamario muestral al error de estimacion del interval0?

20.- Mediante una muestra aleatoria de tamafio 400 se estima la proporcion de
residentes en Sevilla que tienen intencion de asistir a un partido de futbol entre
el Betisy € C.F. Sevilla. Si para un nivel de confianza del 95% resulta un error
maximo en la estimacion del 3%, ¢Cud ha sido la proporcién muestral de
encuestados que tienen intencion de asistir a partido?
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TEMA 5.- TEST DE HIPOTESIS

1.- INTRODUCCION

En e tema anterior vimos como, a partir de los datos de una muestra, podiamos
estimar un parametro de la poblacion (media o proporcién) mediante un intervalo.

En este tema abordaremos e importante aspecto de la toma de decisiones, es
decir, plantearemos determinadas hipoétesis sobre los parametros de una poblacion y a
partir de los datos de una muestra decidiremos si podemos 0 no aceptar la hipétesis
inicial.

Las hipétesis en estadistica inferencial son afirmaciones que involucran a total
de lapoblacion. Su verdad o falsedad podria establecerse con exactitud si dispusiéramos
de la oportunidad de evaluar a todos los individuos que la componen. Como esto no es
posible 0 no se lleva a cabo, € criterio para aceptar o rechazar una hipotesis estadistica
se basa en un razonamiento de tipo probabilistico: a través del estudio de una o varias
muestras se determina la probabilidad de que los resultados obtenidos sean compatibles
con lahip6tesis establecida. Si es altamente improbable que, de ser ciertala hipétesis, se
hayan producido dichos resultados la rechazaremos. Si no es asi, |lo més que podemos
decir es que no existen razones para pensar que tal hipétesis no sea cierta.

a0

\—/

. " Creoque la edad Creo que la edad
/ZL\ media es 40 afios..
\—/ Q -

)

= LOIOYN
- = B o diferencia!
Muestra Rechazo la
aleatoria hipotesis
-3

X =20 afios

iGran

-
N/
N

Ejemplos:

a) Hace algunos anos, la media de estatura de los espanoles adultos
varones era de 170 cm y su desviacion tipica 9 cm. Pasado €
tiempo, un muestreo realizado a 36 adultos da una medida de 172
cm. ¢Puede afirmarse que esa diferencia de 2 cm es debida a azar
0 realmente la estatura media ha aumentado?.

b) Supongamos que, respecto a una determinada ley, € 52 % de los
ciudadanos estd en contra. Pasado € tiempo, una encuesta
realizada a 400 personas indica que los ciudadanos en contra han
descendido hasta € 49 %.;Ha cambiado realmente la opinidon
publica o tal resultado es debido al azar?.
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2.- ELEMENTOS DE UN TEST DE HIPOTESIS

21 Hipbtesis

Trataremos de utilizar los datos obtenidos en una muestra para tomar
decisiones sobre la poblacion. Para ello, debemos redizar ciertos supuestos o
conjeturas sobre las poblaciones. Estos supuestos, que pueden ser o no ciertos, se
[laman hipotesis estadisticas.

Podemos, entonces, definir € test de hipotesis o contraste de hipotesis
como € procedimiento estadistico mediante € cua se investiga la verdad o
falsedad de una hipotesis acerca de una poblacion o poblaciones.

Dichas hipotesis se formularan normalmente sobre |la media poblacional p o
la proporcion poblacional p.

Llamaremos hipétesis nula, Hy, alahipétesis gue se formulay por tanto que se
guiere contrastar o rechazar, es decir, la que mantendremos salvo que los datos muestres
de forma evidente su fal sedad.

Llamaremos hipétesis alternativa, H;, a cualquier otra hipltesis que sea
diferente de la ya formulada y que sea contrariaa Ho, de forma que la aceptacion de la
hip6tesis nula Hpimplica el rechazo de la alternativa H; y viceversa, e rechazo de Hy
implicalaaceptacion de Hj.

Ejemplos:

1- Decidir lainocencia o culpabilidad de una persona en un pais en € que se sigue
el principio de presuncion de inocencia:

Como se quiere evitar condenar a una persona inocente, sblo se hara cuando
haya una fuerte evidencia de su culpabilidad, cuando esté demostrada ésta. En
caso de duda, se primara la inocencia frente a la culpabilidad. Por tanto, en la
terminologia propuesta seria:

H, :Inocente
H, :Culpable

2.- Decidir s un alumno sabe 0 no la asignatura de Estadistica, y por tanto aprueba
0 suspende la asignatura:

Desde e punto de vista del profesorado, un estudiante no sabe la asignatura
mientras no demuestre |o contrario; es decir, el examen ha de presentar pruebas
suficientes de que conoce la asignatura. En general, en caso de duda o de faltade
datos, se primara e suspenso frente al aprobado. Por tanto, en la terminologia
propuesta seria:

H , : El estudiante NO sabelaasignatura (suspenso)
H, :El estudianteS sabelaasignatura(aprobado)
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Observaciones:

Sobre la metodologia de |os test de hipotesis hay que tener en cuenta que:

1. No sirve parademostrar H,,
2. Sirve para decidir que, a partir de los datos de la muestra, 0 no puede
rechazarse H,, 0 es aceptable suponer que H, escierta

3. Sirve para demostrar H, en el sentido de que, a partir de los datos de la
muestra, hay una fuerte evidencia de que H, es cierta en comparacion con
H 0

2.2 Errores

Cuando trabajamos con el método del contraste de hipotesis podemos cometer dos tipos
deerores:

Rechazar H, No rechazar H,
H,cierta Error detipo |l Decision correcta
H, cierta Decision correcta Error detipoll

En los g emplos anteriores:

1- Decidir la inocencia o culpabilidad de una persona en un estado en € que se

sigue € principio de presuncién de inocencia:

Rechazar Ho No rechazar Ho
SEerror(;jetlpol: Se absuelve auna
H, cierta condenaadtina persona que es
Ho: Inocente personaque s inocente
inocente
H,: Culpable - :
Se condenaauna g;%r de?tlpoll.
H, cierta persona que es sueveatna
culpable persona que es
culpable
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2.- Decidir s un alumno sabe 0 no la asignatura de Estadistica, y por tanto ap'rueba

0 suspende la asignatura:

Rechazar HQ No rechazar HQ

Error detipol: Se Se suspende a un

HQ cierta &etsgir;ne'?eaqignN o estudiante que no
Ho :Nosabelaasignatura sabe |a asignatura sabe |a asignatura
H,: S sabelaasignatura Error detino |1
. Sgapruebaaun Sesu ends auﬁ
H1 cierta estudiante que si sabe o diszgn te que Si

laasignatura sabe laasignatura

2.3  Nive de Significacion y Potencia

Llamaremos nivel de significacion, « , ala probabilidad de cometer un error de
tipo |, esdecir, « = P(Rechazar H,/H, es cierta) .

Llamaremos potencia del contraste a valor de 1- £, siendo £ la probabilidad
de cometer un error detipo I, es decir, = P(NO Rechazar H,/H, es falsa)

Lo ideal seriaminimizar o y £, pero esto no puede hacerse simultaneamente
pues si disminuye uno aumenta el otro y viceversa.

Asi, sl un examen es muy exigente se disminuye « , es decir, la probabilidad de
aprobar a un estudiante que no sabe; sin embargo, se aumenta £, la probabilidad de
suspender a un estudiante que si sabe. Pero si e examen es poco exigente disminuye la
probabilidad de suspender a un alumno que si sabe la asignatura ( £ ), pero aumenta la

de aprobar a uno que no sabelo suficiente («a ).

La tnica manera de disminuir los dos tipos de errores a la vez es aumentando €l
tamafio de la muestra (preguntar muchas cosas, para tener mas datos sobre [o que sabe 0
no el estudiante)

En general, se fija de antemano un nivel de confianza (1-« ), que asegure un
error de tipo | admisible (haciendo minima la probabilidad de “condenar a un inocente”)
y de entre todos los contrastes con dicho nivel de confianza se elige € de mayor
potencia. (El estudio de la potencia de un test se escapa a nivel de este curso, asi que
daremos por hecho que | os contrastes de este tema cumplen esa condicién)
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24  Region de Aceptacion y Region Critica

Sabemos ya formular la hipétesis nula y la hipotesis dternativa. Lo que
necesitamos ahora es un criterio para saber si debemos aceptar una u otra, es decir, ¢con
cud de las dos hipétesis nos quedamos?.

Al tener ya formulada la hipétesis nula, es necesario que las evidencias sean muy
fuertes para rechazarla; es decir, puede que haya cambios debidos al azar, en cuyo caso
el cambio no es significativo, y no cambiamos , pero puede que los cambios sean
debidos a otras causas. En este Ultimo caso es cuando € cambio es significativo y
rechazaremos.

Por |o tanto, lo primero que debemos hacer es fijar un cierto intervalo dentro del
cual esnormal que haya cambios, es decir, unaregion tal que si €l pardametro (en nuestro
caso media o proporcién) se mantiene en dicho intervalo, nos seguimos quedando con
Ho, pues esas pequefias variaciones son debidas a azar. Ese intervalo o regién se
denomina region de aceptacion, y serd mayor o menor dependiendo del nivel de
confianza que precisemos, 1- « .

La region que quede fuera de la regién de aceptacion indica que en este caso los
cambios no se pueden atribuir a azar, y por tanto hemos de rechazar Hp y aceptar Hj.
Tal region sellamaregion critica o de rechazo.

Ho p =40

Asi, gréficamente, si nuestro test de hipotesis viene planteado por:
H, :u # 40

y fijamos un nivel de confianzadel 95 %:

o=5%

Reg. Crit. Reg. Crit.

No recheizc:- HO
T T——_ _Hgous40 T

Llegados a este punto, hemos de distinguir entre dos tipos de contraste o test, que
determinan laregion de aceptacion y laregion de rechazo.
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a) Contraste Bilateral (o de dos colas):
En este caso la region de rechazo o region critica estéa formada por 1os
dos extremos fuera del intervalo. Dicho caso se pr@enta cuando la
hipétesis nula es del tipo Ho : u = k (0 bien Ho : p = K) y la hipétesis
alternativa, por tanto, esdel tipoH; : u =k (o bien Hl p=k).

b) Contraste Unilateral (o de unacola):
En este caso la regién de rechazo o region critica esta formada por solo
uno de los extremos fuera del intervalo Dicho caso se presenta cuando la
hipétesis nula es del tipo Hp : p > k (0 bien Ho : p > K) y la hipbtesis
aternativa, por tanto, es del tlpo Hl cu<k (obienH;: p<k ). (El
sentido de las desigual dades pueden cambiar).

Gréficamente;

Bilateral H;: u=40

1\
NN

Hy: <40 Hy: 140

f.-{

En € caso de distribuciones normales (que son las que vemos en este tema), y para un
contraste bilateral, 1a region de aceptacion sera:

£
2

Is Is
2 2

Donde z, eséel vaor critico cuyo céculo ya se estudio en el tema anterior de intervalos
2
de confianza, y laregién de aceptacion no es mas gque dicho intervalo.
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En el caso unilateral cambia un poco:

Unilateral por laderecha: (H, : x> k)

Donde z, serad valor que en unaN(0,1) deje por laizquierda una probabilidad de 1- «

3.- METODOL OGIA GENERAL DE UN TEST DE HIPOTESIS

Los procedimientos seguidos en las pruebas de hipotesis correspondientes a las
situaciones de decisi’on estadistica se encuentran totalmente prefijados y se llevan a
cabo en una serie de etapas que facilitan su comprensién, y que son:

1. Enunciar lahipétesisnulaHo y laaternativaHs.
Dichas hip6tesis deben ser excluyentes y tener en cuenta en su formulacion
todo lo explicado en laintroduccién del tema.
Una vez enunciadas, se andlizard si € contraste es hilateral (la hipotesis
alternativa es del tipo #) o s se trata de un contraste unilateral (la hipotesis
aternativaes del tipo > 0 <).

2. Se dige un estadistico cuya distribucién muestral es conocida. En nuestro
caso sera la media o la proporcion muestral. Este estadistico se llama
estadistico de contraste.

3. Determinar, a partir del nivel de confianza, 1-«, o del de significacion, « ,
el vaor de z, para contrastes bilaterales o € de z, para contrastes
2

unilaterales, y con dichos valores se construyen las regiones de aceptacion
correspondientes (y por tanto también |as regiones de rechazo):
[— z,,z, } para contrastes bilaterales
2 2
(~e0,z,) paracontrastes unilaterales aladerecha
(- z, ,+ ) paracontrastes unilaterales alaizquierda
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4. Calcular € valor concreto del estadistico de contraste a partir de la muestra.

5. Aplicar @ test, es decir, dependiendo de s e estadistico de contraste cae en
la region de aceptacion o de rechazo, tomar la decision de rechazar Hp o0 de
indicar que no existen evidencias estadisticas significativas como para
rechazarla.

Estudiaremos ahora tres de los tipos de test de hipotesis méas habituales: test para la
media de una poblacion, test para la proporcion de una poblacion y test de comparacion
de medias de dos poblaciones:

4.- TEST DE HIPOTESISPARA LA MEDIA DE UNA POBLACION

El planteamiento para este tipo de test serd del tipo:

Hyiu=
{ o #=Ho  paracontrastes bilaterales
Hytw# p,

0 ddl tipo:
H, u<
{ o-#=Ho (Unilateral por laderecha)
Hytp=

0
H, u>
{ o-H7Ho (Unilateral por laizquierda)
Hytp< pg

Recordemos que si la poblacion de partidaes N(u, o), lamediamuestral se distribuye:
O

KN

Si la hipotesis nula fuese cierta, se tendria que:

ol

Y tipificando obtendremos el estadistico de contraste:

j , donde n es & tamarfio de la muestra.

=5 gue sigue una N(0,1)
YA
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Nota: En todos los casos, si desconocemos la desviacion tipica de la poblacion, o,
usaremos la desviacion tipica de la muestra, s, siempre y cuando e tamafio
muestral sea suficientemente grande (n > 30)

Ejemplo 1:

Se cree que € tiempo medio de ocio que dedican a dia los estudiantes de
Bachillerato sigue una distribucion norma de media 350 minutos y desviacion
tipica 60 minutos. Para contrastar esta hipétesis, se toma una muestra aleatoria
formada por 100 alumnos, y se observa que € tiempo medio de ocio es de 320
minutos. Con un nivel de significacion del 10%, ¢se contradice la afirmacion
inicial?

Solucién:

Paso 1: Formular las hipétesis

H,:u =350 .
En este caso es un test bilateral .

H, 1 = 350

Paso 2: Elegir el estadistico de contraste

Como se trata de un contraste sobre la media muestral, € estadistico de contraste
sera

X— Ho
7

Paso 3: Calcular, a partir del nivel de significacion, la regidn de aceptacion

7=

gue sigue una N(0,1)

Como se tratade un test bilateral, laregion de aceptacion sera:

2 2

Calculamos z,
2

Como ¢ =01 = %:005 - 1—%:0'95

Y buscamos ahoraen latablael valor de zque dgjaalaizquierdauna
probabilidad de 0’95, obteniendo:

zo/ =1645
2
Laregion de aceptacion serg, en este caso: (-1'645 , 17645)
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Paso 4: Calcular el valor concreto del estadistico de contraste a partir de la muestra
X—pu, 320-350

‘= /"8 -
/ Jn / 100

Paso 5: Toma de decision

-5

Como Z = -5 no pertenece al intervalo (-1°645 , 1°645), rechazaremos la
hipétesis nula, 1o que indica que hay evidencias estadisticas significativas para
suponer que el tiempo medio diario de ocio de los alumnos de Bachillerato no es
de 350 minutos.

Ejemplo 2:

Una encuesta, realizada a 64 empleados de una fabrica, concluyé que e tiempo
medio de duracién de un empleo en la misma era de 6’5 afios con una desviacion
tipicade 4. ¢Sirve esta afirmacion para aceptar, con un nivel de significacién del
1%, que & tiempo medio de empleo en esa fabrica es menor o igua que 6?

Solucion:
Paso 1. Formular las hipétesis

Como se deduce claramente del enunciado:
Ho:u<6 )
En este caso es un test unilateral por laderecha.

H :u>6

Paso 2: Elegir €l estadistico de contraste

Como se trata de un contraste sobre la media muestral, € estadistico de contraste
sera

Z= X_/’IO
(o)
7

Paso 3: Calcular, a partir del nivel de significacion, la regién de aceptacion

gue sigue una N(0,1)

Como setratade un test unilateral por laderecha, laregion de aceptacion sera:
(~».2,)

Calculamos z,

Como =01 = 1-a=09

Y buscamos ahoraen latablael valor de zque dgaalaizquierdauna

probabilidad de 0’9, obteniendo:

z, =128
Laregion de aceptaciOn serd, en este caso: (— 0 ,1'28)
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Paso 4: Calcular el valor concreto del estadistico de contraste a partir de la muestra

5 _X—py _ 65-6 _

Y Ve

1

Paso 5: Toma de decision

Como Z :1e(—oo,1'28) , No podemos rechazar la hipétesis nula, es decir, no
hay evidencias estadisticas significativas que indiquen que € tiempo medio de
empleo en dicha fabrica no seainferior a6 afos.

Consideraciones a tener en cuenta;

En la practica, la muestra se toma después de haber formulado las hipétesis, con
el fin de que € resultado de la muestra no influya en e planteamiento de éstas.

Al disminuir €l nivel de significacién, « , aumentalaregién de aceptacion y por
tanto es posible que una hipétesis que se rechace con un nivel de significacion
del 10% no se pueda rechazar aun nivel de significacion del 5%.

Cuanto més “fuera” de laregién de aceptacion se encuentre nuestro estadistico
de contraste, con mayor confianza podremos rechazar |a hipétesis nula y por
tanto mayor seguridad tendremos en que nuestra decision es la correcta. De la
misma manera, cuanto més “dentro” de la region de aceptacion se encuentre,
mayor seguridad tendremos a la hora de no rechazar la hipétesis nula.

Ejercicios:

1-

Las estaturas de las aumnas de COU eran, en 1990, de media 167 cm. y
desviacion tipica 7 cm. Se toma una muestra de 60 alumnas actuales de 2° de
Bachillerato y se obtiene una estatura media de 168’72 cm.

¢Es posible afirmar, con un nivel de confianza del 90 %, que la estatura media
de las alumnas actuales de 2° de Bachillerato es la misma? ¢Y con un nivel de
confianzadel 95 %?

Sol: en e primer caso serechaza la hipétesis nulay en el segundo no

Pablo y Virginia quieren contrastar si e consumo medio en teléfono movil entre
los estudiantes es, como maximo, de 10 euros mensuales.

Pablo, en una muestra de 36 estudiantes, obtuvo una media de 10’41 euros y una
desviacion tipicade 2 euros.

Virginia, en una muestra de 49 estudiantes, , obtuvo una media de 10’39 eurosy
unadesviacion tipica de 2 euros.

Si acuerdan tomar un nivel de significacion del 10 %, ¢qué decisiéon tomara cada
uno?

Sol: Pablo acepta la hipotesisnula y Virginia la rechaza

-11- Test de Hip6tesis



Departamento de Matematicas
Colegio Inmaculada Nifia de Granada

3.- Gracias a trabgjos realizados por expertos, se sabe que la velocidad lectora
media de los nifios de 6 afios es de 40 palabras por minuto, con una desviacion
tipica de 12. Hemos tomado una muestra aleatoria de 49 nifios y les hemos
medido su velocidad lectora, resultando una media de 42 paabras por minuto.
¢Podemos afirmar que nuestra media es compatible con la de los expertos a un
nivel de confianza del 95 %?

Sol: s

S.- TEST DE HIPOTESISPARA LA PROPORCION

Si llamamos p a la proporcion de individuos de una poblacion que tienen una
determinada caracteristica, € planteamiento para este tipo de test sera del tipo:

Hy,:p=
{ o-P=Po para contrastes bilaterales
Hyip#p,

0 del tipo:
H,:
{ 0 P<Po (Unilateral por laderecha)
Hl: pZ pO

0
H,:
{ 0-P>Po (Unilateral por laizquierda)
Hl: pS pO

Como vimos en temas anteriores, la distribucion de las proporciones muestrales es:
N N[ b /m]
n

donde g=1-p

Si la hipotesis nula fuera cierta, se tendriaque P—> N[ Po> ‘/ Po% J
n

Y tipificando obtendremos el estadistico de contraste para este test:

P- P,

L=—F———= que sigue unaN(0,1)
po(l_ po)
\ n

Salvo los pequerios cambios |6gicos, estos test son muy parecidos a los test de
hipétesis para la media, y las consideraciones realizadas anteriormente siguen siendo
vélidas en este caso.
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Ejemplo 1:
El ayuntamiento de una ciudad afirma que el 65 % de |os accidentes juveniles de
los fines de semana son debidos al alcohol. Un investigador decide contrastar
dicha hipétesis, para lo cual toma una muestra formada por 35 accidentes y
observa que 24 de ellos han sido debidos a alcohol. Con un nivel de confianza
del 99 %, ¢qué podemos decir sobre la afirmacion del ayuntamiento?

Solucion:

Paso 1: Formular las hipdtesis

H,:p=065
{ o-P En este caso es un test bilateral.

H,: p=0065
Paso 2: Elegir €l estadistico de contraste

Como se trata de un contraste sobre la proporcién muestral, € estadistico de

contraste ser&
7-— PP quesigueunaN(0,1)
Po(1- o)
n

Paso 3: Calcular, a partir del nivel de significacion, la region de aceptacion

Como setratade un test bilateral, laregion de aceptacion sera:

2 2

Calculamos zg/2

Como ¢ =001 = %:0%5:»1—%:0%5

Y buscamos ahoraen latablael valor de zque dgjaalaizquierdauna
probabilidad de 07995, obteniendo:

zo/ =2'575
2
Laregion de aceptacion serg, en este caso: (-2°575 , 2’575)

Paso 4: Calcular €l valor concreto del estadistico de contraste a partir de la muestra

Como p= % =0'686
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p-p, _ 0686-065 0036

\/po 1- p) \/0'65-0'35 ~ 008
n 35

045

Paso 5: Toma de decision

Como Z=045¢(-2575,2575), no podemos rechazar la hipétesis nula, es
decir, no hay evidencias estadisticas significativas que indiquen que la
afirmacion del ayuntamiento no sea correcta

Ejemplo 2:

Un investigador, utilizando informacién de anteriores comicios, sostiene gque, en
una determinada zona, el nivel de abstencién en las préximas elecciones es del
40% como minimo. Se elige una muestra aeatoria de 200 individuos para los
gue se concluye que 75 estarian dispuestos avotar.

Determinar, con un nivel de significacion del 1%, s se puede admitir como
ciertalaafirmacion del investigador.

Solucion:
Paso 1. Formular las hipbtesis

Si p es laproporcion de abstencion:

H,:p>04 . o
En este caso es un test unilateral hacialaizquierda

H,: p<04
Paso 2: Elegir € estadistico de contraste

Como se trata de un contraste sobre la proporcién muestral, € estadistico de
contraste ser&

7-— PP quesigueunaN(0,1)

[ Po(L— Po)
n
Paso 3: Calcular, a partir del nivel de significacion, la region de aceptacion
Como se trata de un test unilateral hacia la izquierda, |a region de aceptacion
sera
(_ Za '+ OO)

Calculamos z,

Como =001 = 1-a=099
Y buscamos ahoraen latablael valor de zque dgjaalaizquierdauna
probabilidad de 0799, obteniendo:
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z, =233
Laregion de aceptacion serd, en este caso: (—2'33,+ )

Paso 4: Calcular el valor concreto del estadistico de contraste a partir de la muestra

Como p= 125 _ 0625
200

p-p,  0625-04 0225

= =643
\/po(l— B,) \/0‘4~0‘6 0035

n 200

Paso 5: Toma de decision

Como Z = 6°43 pertenece a intervalo (—2133,+ ), no podemos rechazar la
hipétesis nula, es decir, no hay evidencias estadisticas significativas que
indiquen que el investigador no tiene razon.

Ejercicios:

1.-

Un entrenador asegura que sus jugadores en |os entrenamientos encestan mas del
92 % de los tiros libres. Con € fin de contrastar esta afirmacién se ha elegido
aleatoriamente una muestra de 60 lanzamientos de los que 42 han entrado en la
canasta. Estos datos, ¢ponen en duda al entrenador o no?

Sol: con o = 01 serechazala afirmacion del entrenador

Se lanza una moneda 100 veces y se obtienen 60 caras. ¢Podemos asegurar que
la moneda esta trucada? ¢Y s en 1000 lanzamientos se obtienen 600 caras?
(a=001)

Sol: en e segundo caso la moneda esta trucada.

Se cree gue uno de cada 10 varones manifiesta algun tipo de daltonismo. Se

eligen 400 varones, de los que 50 son daltonicos.

a) Con un nivel de significacion del 10 %, ¢se puede aceptar la hipétesis de
partida?

b) ¢Se obtendriala misma conclusion con a = 0'02?

Sol:  a) serechaza que uno de cada 10 varones sea daltonico
b) se acepta que uno de cada 10 varones sea dalténico
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6.- TEST DE HIPOTESIS PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS EN
DISTRIBUCIONES NORMALES

Consideramos ahora dos distribuciones normales, N(g,,o,),N(u,,0,), Y
queremos contrastar la hipétesis de que sus medias son iguales, es decir, que p, = y,,
lo que significa que €l test de hipétesis que plantearemos en este caso seré&:

{Ho y— 1, =0
Hyty—p, 20

Se trata por tanto de un test bilateral, en € que la region de aceptacion sera, como

sempre, € intervalo (— z, ,zaj
2 2

Tomamos para e test una muestra de tamafio n, paralaprimerapoblaciony n, parala
segunda poblacion

Se puede demostrar que, s las poblaciones de partida son normales, la variable
“diferencia de medias”, X, — X, sigue una distribucién normal del tipo:

2 2
o S O (o}
X=X, > N[ﬂl_ﬂz’ _l+_2J
n n

Si lahip6tesis nulafuese cierta, se tendria que:

2 2
— NG o o
X,-X, > N[O, [+ 22

nl nZ

Y tipificando obtendremos €l estadistico de contraste:

que sigue unaN(0,1)

Al igual que pasa con € test de una media, en caso de desconocer las
desviaciones tipicas de las poblaciones, y s las muestras son suficientemente grandes,
se pueden sustituir por las desviaciones tipicas muestrales.
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Ejemplo 1:

A los 100 alumnos de una clase se les separa en dos grupos:. aquellos que
practican habitualmente un deporte y los que no practican ninguno, formando
cada grupo 60 y 40 alumnos, respectivamente. Les medimos la altura,
obteniendo para el primer grupo una media de 1’80 m. y una desviacién tipica
0’08 m., y para el segundo grupo una media de 1’76 m. y una desviacion tipica
de 0’1 m. Suponiendo que la variable aeatoria atura sigue una distribucion
normal en los dos grupos, ¢es posible afirmar, con un nivel de confianza del
95%, que hay diferencia de altura entre los alumnos que practican algiin deporte
y los que no?

Solucion:
Paso 1: Formular las hipétesis

Se trata obviamente de un test de comparacién de medias, y por tanto su
planteamiento ser&

Hy:iu, — 1, =0
{ 0T = ilateral)
Hy i —p, #0

Paso 2: Elegir el estadistico de contraste

Como hemos visto anteriormente, al desconocer las desviaciones tipicas
poblacionales las sustituimos por las muestrales y € estadistico de contraste sera:

z-_%"% que sigue unaN(0,1)
2 2
S5
nl n2

Paso 3: Calcular, a partir del nivel de significacion, la regién de aceptacion

a e
2 2

Al ser bilateral, laregion de aceptacion seré&: (—z ,Z J

Calculamos z
%

Como « =005 = % 0025 = 1—% — 0975

Y buscamos ahoraen latablael valor de zque dgjaalaizquierdauna
probabilidad de 0’975, obteniendo:

267 =196
2
Laregion de aceptacion serd, en este caso: (-1’96, 1°96)
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Paso 4: Calcular € valor concreto del estadistico de contraste a partir dela muestra

5 xlz—xz __ 18—2176 : :googzz,l%
s, s’ J008+01
n n, 60 40

Paso 5: Toma de decision

Como Z=2105¢(-196,196), rechazamos la hipétesis nula, es decir, existen
diferencias estadisticamente significativas entre la altura media de los chicos que
practican deporte y la de los que no.

Ejemplo 2:
A fin de determinan si existen diferencias significativas entre dos grupos de

estudiantes, realizamos e mismo examen a 30 estudiantes del primer grupo y a
35 del segundo, obteniendo lainformacién contenida en latabla:

Nota Media | Desv. Tipica
Primer Grupo 5’5 0’5
Segundo Grupo 52 1

¢Qué conclusién se obtiene con un nivel de significacion del 1 %7?

Paso 1. Formular las hipbtesis
Se trata obviamente de un test de comparacion de medias, y por tanto su
planteamiento ser&

Hyipy, — 1, =0
{ 0T ilateral)
Hypyy —p, #0

Paso 2: Elegir el estadistico de contraste

Como hemos visto anteriormente, al desconocer las desviaciones tipicas
poblacionales las sustituimos por las muestrales y € estadistico de contraste sera:

Z= % que sigue unaN(0,1)
S .S
nl n2

Paso 3: Calcular, a partir del nivel de significacion, la regién de aceptacion

Al ser bilateral, laregion de aceptacion seré& (— z, ,zaJ
2 2

Calculamos z
%2
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Como ¢ =001 = % - 0005 = 1—% — 0995

Y buscamos ahoraen latablael valor de zque dgaalaizquierdauna
probabilidad de 07995, obteniendo:

2
Laregion de aceptacion serg, en este caso: (-2’58, 2’58)

Paso 4: Calcular el valor concreto del estadistico de contraste a partir de la muestra

7 xlz—xzzz 552—522 _ 156
s' .S J05+1
n n, 30 35

Paso 5: Toma de decision

Como Z =156 (- 2'58,258), no podemos rechazar la hipétesis nula, es decir,
no existen diferencias estadisticamente significativas entre ambos cursos.

Ejercicios:

1-

El estudio de un test de satisfaccion de usuario que rellenan los demandantes de
servicios de una gran empresa revela que la nota media que otorgan es de 5°7
puntos y una desviacion tipica de 0’5. Posteriormente se ha realizado un
muestreo a 100 usuarios de una determinada zona A y a 49 usuarios de otra zona
B, obteniendo una media de 5’6 y 5’85 puntos, respectivamente. Con una
confianza del 95 %, ¢se puede afirmar que existen diferencias entre las
puntuaciones medias de cada zona?

Sol: Z = -0°28, se acepta la hipotesis nula

En un estudio de mercado se necesita comparar las ventas en los meses de
diciembre de dos afios consecutivos para decidir s existen diferencias
significativas entre ambos. Se dispone de datos de ventas del primer afio en 52
tiendas que proporcionan una media muestral de 942’3 euros y desviacion tipica
de 49 euros. En @ segundo afio se han observado las ventas en 64 tiendas
obteniendo una venta media de 981,2 euros y una desviacion tipica de 74 euros.
Plantea un contraste de hipotesis para decidir si existen diferencias entre las
ventas de ambos afios en diciembre con un nivel de confianza del 95 %.

Sol: Z = -3’36, se rechaza Hg
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1.- RESUMEN DE FORMULAS

Test paralaMedia

. Hipétesis - Hipétesis Tipo. . ‘Es‘ta ey Regién
~nula alternativa | de TS R de
L H H, contraste | aceptacion
=M TR TP bilateral (—z,,2)
"2 2 Z: 0 Zy
— 2 2
st Tl
o
B < TSI unilateral ﬁ (—o0, 2,) 1-a a
0 Z
sigue una N(O, 1)
(TR VA B < Mo unilateral (—Zy +00)
Test para una Proporcion:
Hipotesis Hipotesis Tipo Eatdistice Region
nula alternativa de de
H, HAW contraste del cogacts aceptacion
o a
p =P, N bilateral (—z,,2) | _2df <
E E —Zy 0 Zy
7=_P—P
) p,(1—n,)
p < Po P> Py unilateral E (—o0, 24) 1-o a
0 Z
sigue una N(O, 1)
p =P p < Po unilateral (—Za, +0) o 1o
= .

Test de Comparaciéon de Medias

Hipotesis Hlpotes_ls Tipo Estadistico Region
nula alternativa de del cortiuste de
H, H, contraste aceptacion
. X, — X,

B— =0 |p — =0 bilateral Z=-—F2 (—z,,2,)
G, % E
n1 I'I2

sigue una N(0, 1)
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EJERCICIOS

1.-

Se sabe que la renta anua de los individuos de una localidad sigue una
distribucién normal de media desconocida y desviacion tipica 2400 euros. Se ha
observado la renta anual de 16 individuos de esa localidad escogidos al azar, y
se ha obtenido un valor medio de 16000 euros. Contrasta, a un nivel de
significacion del 5%, si |lamedia de la distribucién es de 14500 euros.

El Ayuntamiento mangja € dato de que la edad a la que los hijos se

independizan de sus padres es una variable normal con media 29 anos y
desviacion tipica 3 afos. Aungue la desviacion tipica no plantea dudas, si se
sospecha que la media ha descendido, sobre todo por la politica de ayuda al
empleo que hallevado a cabo € Ayuntamiento. Asi, de un estudio reciente sobre

100 jovenes gue se acaban de independizar, se ha obtenido una media de 28’1
anos de edad.

a) Con un nivel de significacion del 1 %, ¢puede defenderse que la edad media
no ha disminuido frente a que si 10 ha hecho como parecen indicar |os datos?

b) Explica, en e contexto del problema, en qué consisten cada uno de los
erroresdetipo | y detipo Il

Hace 10 afos, € 52% de los ciudadanos estaban en contra de una ley.
Recientemente, se ha elaborado una encuesta a 400 personas y 184 se mostraron

contrarios a la ley. Con estos datos y con un nivel de significacion de 001,
¢podemos afirmar que la proporcién de contrarios alaley ha disminuido?

El propietario de una pizzeria sospecha que su repartidor esta utilizando la moto
del reparto para uso propio. Sabe, por experiencias anteriores, que € recorrido
diario de la moto sigue una distribucién normal de media 14 km. y desviacién
tipica 2 km. Decide comprobar sus sospechas, y para ello contabiliza los
kilémetros recorridos por lamoto durante 10 dias y obtiene:

14’5, 17, 16, 15, 12’5, 19, 14, 16’5, 15’5, 17 (km.)
Con una confianza del 95%, ¢debe despedir al repartidor?.

Se quiere probar la eficacia de un nuevo antibidtico para ver s influye en la
duracién de una determinada enfermedad que sigue una ley normal de varianza
16. Observamos a 36 enfermos a los que no se les ha aplicado € antibidtico, y la
duracién media de laenfermedad hasido de 15 dias, y a 35 enfermos alos que si
se les ha aplicado y que han permanecido enfermos 12 dias. Con un nivel de
significacion de 0’01, ¢se puede afirmar que el antibidtico influye en la duracion
de dicha enfermedad?
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6.-

10.-

El ayuntamiento de una ciudad hace un estudio y afirma gue en fin de semana €l
60 % de los jOvenes asiste a discotecas. Una plataforma juvenil afirma que dicho
porcentaje es menor. Para verlo se hace una encuesta a 600 jovenes y se obtiene
que 330 van a discotecas. ¢Se puede aceptar la afirmacion del ayuntamiento si se
toma un nivel de confianza del 95 %?

El nimero de reclamaciones presentadas durante la campafia de Navidad en 9
tiendas de una empresa han sido:

25, 31, 28, 30, 32, 20, 22, 34, 30
Suponiendo que el nimero de reclamaciones se distribuye seguiin unaley normal,
¢es posible aceptar que e nimero medio de reclamaciones para las tiendas de
esa empresa durante la campafia de Navidad es de 26? (« = 0'05)

Un laboratorio farmacéutico fabrica dos tipos de somniferos, A y B. Se toman
dos grupos anadogos de enfermos de insomnio formados por 80 y 100
individuos, respectivamente, y se suministra alos del primer grupo € somnifero
Ay alosdel segundo grupo € B.

El nimero medio de horas de suefio para los enfermos del primer grupo es de
7’84 con una desviacion tipica de 0’9, y para los del segundo grupo es de 6’9 y
1°3, respectivamente.

¢Se puede decir que la diferencia entre los nimeros medios de horas de suefio es
significativa?

Cierta marca de bebidas refrescantes pone en sus envases una etiqueta que dice:
“Contenido: 33 cl.” En un departamento de defensa del consumidor han tomado
una muestra aeatoria formada por 40 envases y han obtenido un contenido
medio muestral de 31 cl. Con una desviacion tipica de 2 cl. ¢Se puede afirmar
gue se esta engafiando al publico al nivel de significacion del 10 %7?

Se sabe que la edad (en afios) de los aspirantes a un puesto de trabajo en un

determinado organismo oficial es unavariable normal con desviacion tipica 5.

Se toma una muestra de 125 aspirantes y se obtiene una edad media de 22’3

afios.

a) Obtener un intervalo de confianza a 95 % para la edad media de los
aspirantes a dicho puesto de trabgjo.

b) Plantear un test de hipétesis adecuado e indicar si se puede afirmar, con un
nivel de significacion del 5 %, que la edad media de los aspirantes a dicho
puesto es de 21 afios.

c) Explicas existe dgunarelacion entre e intervalo de confianza obtenido y la
decision que setomaen €l test.
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11.--

12.-

13.--

14.-

En un informe presentado por un reportero a una revista feminista se afirma que
el nimero medio de horas semanales de conexién a Internet es el mismo para
hombres que para mujeres. Sin embargo no parece prudente publicar estos datos
sin contrastarlos estadisticamente. Se selecciona para ello una muestra de 75
hombres y 50 mujeres. Los resultados muestrales se recogen en la siguiente
tabla:

Hombres Mujeres
Tamaiio muestral 75 50
N° medio hor as/semana 7’42 5’34
Varianza 9’08 7°24

a) Formular e contraste a realizar y calcular la region critica para un nivel de
significacion del 5 %

b) Calcular € estadistico de contraste

c) ¢Existen evidencias pararechazar la hipétesis nula?

d) Explica, paraeste gercicio, € significado de los distintos tipos de errores

El nimero de averias de un determinado tipo de avion se considera una variable
aeatoria con distribucion Normal de media 2 averias a mesy desviacion tipica
1. El equipo de mantenimiento intenta reducir esta media incorporando agunas
mejoras. Para comprobar si con estas medidas se reduce € nimero medio de
averias se decide observar € nimero de averias en los 25 meses siguientes a la
introduccion de las mejoras.

Si el nimero medio de averias es esos 25 meses fue de 1,9. ¢Qué decision debe
adoptar €l servicio técnico aun nivel de significacion del 5%.

El consumo de carne de pollo parece haberse visto afectada por la alarma creada
con la gripe aviar. En cierta carniceria, las ventas diarias de carne de pollo
seguian hasta entonces una normal de media 21 kilos'y desviacion tipica 3 kilos.
En una muestra tomada durante 35 dias después de la alarma de gripe aviar, se
obtuvo una media de 19 kilos de carne de pollo vendidos al dia.

¢Podemos afirmar, con un nivel de confianza del 95 %, que la gripe aviar ha
influido en la ventade carne de pollo? ¢Y a 99 % de confianza?

En € afio 2005, un estudio indicaba que un 15% de los conductores utilizaban €l
movil con e vehiculo en marcha.

Con € fin de investigar la efectividad de las campafias que se han realizado
desde entonces para reducir esos habitos, se ha hecho una encuesta a 120
conductores de los cuales 12 hacian un uso indebido del movil.

¢A qué conclusién sellega con un nivel de significacion del 4%7?
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Se ha comprobado que € tiempo de espera (en minutos) hasta ser atendido, en

cierto servicio de urgencias, sigue un modelo normal de probabilidad. A partir

de una muestra de 100 personas gue fueron atendidas en dicho servicio, se ha
calculado un tiempo medio de espera de 14,25 minutos y una desviacion tipica
de 2,5 minutos.

a) ¢Podriamos afirmar, con un nivel de significacion del 5% (a = 0,05), que
el tiempo medio de espera, en ese servicio de urgencias, no es de 15
minutos?

b) Cdcule un intervalo de confianza con € mismo nivel de significacion
anterior para €l tiempo medio de espera en ese servicio de urgencias y
relacione e resultado con la decision del test del apartado anterior.

Se desea contrastar si |os alumnos de los municipios rurales obtienen resultados
semegjantes a los nifios urbanos en un test de percepcion sensorial. Para ello se
seleccionan 40 nifios rurales y 100 nifios urbanos del mismo curso. La media
obtenida por los nifios rurales es de 95 y el grupo de nifios urbanos obtiene 98°5.
Si sabemos que la desviacion tipica de los nifios rurales es de 15 y de los
urbanos de 20, ¢existen diferencias entre dichos grupos de nifios ante €l test de
percepcion sensoriad a un nivel de confianza del 95 %? Se supone que las
pobl aciones se distribuyen norma mente.

La duracién de las bombillas de 100 w que fabrica una empresa sigue una
distribucion normal, con desviacion tipica 120 h. Su vida media esta garantizada
durante un minimo de 800 h. Se escoge a azar una muestra de 50 bombillas de
un lote y después de comprobarlas se obtiene una media de 750 horas. Con un
nivel de significacion de 0’03, ;habria que rechazar el lote por no cumplir lo
garantizado?

Un dentista afirma que € 40 % de los nifios de 10 afios presentan indicios de
caries dental. Tomada un muestra de 100 nifios, se observé que 30 presentaban
indicios de caries. Comprueba; a nivel de significacion del 5 %, si € resultado
proporciona evidencia que permita rechazar la afirmacion del dentista.

Una empresa asegura que unas determinadas pastillas de jabon duran mas de 11
dias. Para comprobarlo se realiza un encuesta en 100 casos. Estas son las
respuestas:

Duracion (dias) | 5a9 | 10al4 | 15a19| 20a24
Respuestas | 24 46 19 11

¢Se puede dar como vdida la afirmacion de la empresa, para un nivel de
significacion del 5 %?
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Contrasta las siguientes hipétesis:

a) Ho: 4 =19,4 (o =2,6) Nive designificacion: « = 0,10
MUESTRA: n=114; X=18,6

b) Ho: # > 500 (o =31) Nivel de significacion: « = 0,05
MUESTRA: n=300; X =495

C) Ho: p=0,2 Nivel designificacion: a = 0,02
MUESTRA: n=65; p =0,17

d) Ho: p 1 0,68 Nivel de significacion: a = 0,02
MUESTRA: n=200; p =0,703

Una fébrica de muebles se encargaba también del transporte y montgje de los
pedidos a sus clientes. Sin embargo, recibia a menos un 16% de reclamaciones
por dicho servicio.

En los Ultimos meses, ha contratado una empresa especidizada. De 250
servicios realizados por la empresa contratada, 30 han tenido reclamacion.
Plantea un test para contrastar |a hip6tesis de que con la empresa contratada la
situacion sigueigual, frente a que, como parece, hamejorado. ¢A qué conclusion
sellegaparaun nivel de significacion del 5%?

Una compafiia aérea sostiene que sus precios no han variado con respecto a los
del afo anterior.

Para una muestra de 100 vigjeros con un tipo determinado de billetes, se observo
el afo pasado que € precio medio era de 120 euros con una desviacion tipica de
40 euros.

Se realiza este afio otra encuesta a otros 100 vigjeros y € precio medio resulta
ser de 128 euros con una desviacion tipica de 50 euros.

¢Se puede admitir la afirmacion de la compariia aérea a un nivel de significacion
del 1%7?
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