Matematicas Aplicadas 1I. Curso 2009-2010.
Examenes

1. Matrices y determinantes

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

2 -1 -3 0
3 5 -2 1
-1 3 -1 -1
4 0o -1 3
Solucion:
2 -1 =3 0 2 -1 -3 0
3 5 -2 1] |13 0 -17 1
-1 3 -1 -1 |5 0 =10 -1
4 0o -1 3 4 0 -1 3

(hemos sumado a la Fy, 5F; y a F3, 3F)

Desarrollando por la segunda columna:

13 -17 1
=—(-1)|5 -10 -1|=-45
4 -1 3

Ejercicio 2. Resolver la ecuacion:

-1 2 2

—x 3 —-1]=0

—z2 1 3
Solucion:

Desarrollando el determinante:

(=1)-3-3+2- (=) - 14+2-(=1)(=2*) —=2-3-(—2%) — (=1)(=1) -1 = 2(—x) - 3
=—-9—22x+22%+62°> —1+6x
=8z2 442 —10

Resolvemos la ecuacién:

L A+ VIC 320 4+ V336

2
4‘—1 =
8z* 4 4x 0=0 = 6 16
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Ejercicio 3. Dada la matriz:

1 0 m
A=|m 1 1
1 1 -1

Hallar los valores de m para los que la matriz no tiene inversa. Hallar su inversa para m = 1.
Solucién:

Calculamos el determinante de la matriz:

1 0 m
[Al=lm 1 1|=m?>-m-2
1 1 -1

El determinante es cero para:

14148
- ==

m 1;:717;17:2

por consiguiente, existe la matriz inversa para m # —1 y m # 2.

Para m = 1, por la férmula obtenida |A| = —2. Ademas:
1 0 1 -2 2 0 -2 1 -1
A=1(1 1 1 = adjA=|1 -2 -1 = adjA'=|2 -2 0
11 -1 -1 0 1 0 -1 1
Y la matriz inversa es:
(=2 1 -1
ATl = - |2 20
0 -1 1

Ejercicio 4. Calcula AB — BA siendo:

2 10 3 1 -2
A=|1 1 2|; B=|3 -2 4
-1 2 1 -3 5 -1

Solucion:

1 o0][3 1 -2 3 1 —-2][2 10
AB—BA=|1 1 2| |3 —2 4|—-|3 -2 4||1 1 2
-1 2 1] |-3 5 -1 |3 5 -1 [-1 21
9 0 0] [9 0 0
=10 9 o]0 9 0
009 009
[0 0 0]
=10 0 0
0 0 0

Ejercicio 5. Calcular el rango de la matriz:

1 2 3 0 -1 4

N B~ W
—
w w o
N ==
—_ O =
o O N
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Solucion:
1 2 30 -1 4
3 .10 1 1 2| Fy — Fy+ F)
TREO 1 31 0 6| Fy,—F+F
7 0 3 2 1 8
1 230 -1 4
_ 4131 0 6 Fy = Fy
Ao Y 1 31 0 6 Fy =25
8 2 6 2 0 12
B 1 230 -1 4
SISO 14 1 3 1 0 6
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2. Segundo examen de matrices y determinantes

Ejercicio 1. Dadas las matrices:

-2 3 1 2 -

—_

11
A:OIO2;B:1102,C:12631131
0 0 -1 3 0 3 0 —4
calcular (A + B)C".
Solucion:
2 3 1 2][-1 11 2 t
(A+B)C*=]0 1 0 2{|1 1 0 2 *12 *03 ‘11 _21
|0 0 -1 3]0 3 0 —4
(-3 4 2 4 :g (1)
=1 2 0 4 41
L0003 =1 -1 |,
(10 -5
=0 -3
-15 0

Ejercicio 2. Hallar los valores de k para los cuales la matriz

1 k 2
A=1|k—-1 1 1
k-2 -2 -1

no posee inversa. Calcular A~! para k = 0.
Solucién:

La matriz no tiene inversa cuando su determinante sea cero. Asi pues, calculamos:

1 )
k=1 1 1|=-1-2-(k—1)-2+k(k—2)—2(k—2)+2—k(k—1)(—1) =2k* =9k +9
k-2 -2 -1

Igualando a cero resulta:

2%k2 _9k+9=0 =— ]g:?,’]g:g

Para estos valores de k no existe la matriz inversa.

Calculemos la inversa para k = O:

1 0 2 1 -3 4
A=1]-1 1 1 — adjA=|-4 3 2
—2 -2 -1 -2 -3 1

Puesto que el determinante para k = 0 vale 9 tenemos que:

1 -3 4 1 -4 -2
A‘1:§—4 3 2| = -3 3 -3

2 —3 1] Y04 2 1
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Ejercicio 3. Calcular el rango de la matriz:

2 -1 1 5 4
3 2 -1 1 2
A= 1 3 -2 —4 -2
7 0 1 11 8
Solucion:
2 -1 1 5 4
3 2 -1 1 2 . a
rango A = rango 1 3 —92 —4 _9 poniendo ceros en la 3* columna
7 0 1 11 8
2 -1 1 5 4]
5 1 0 6 6
15 1 06 6 Fy =13
5 1 0 6 4]
2 1 1 5 4]
=15 1 0 6 6 intercambiamos C; y Cj

=(0 1 5 6 6 F3 — F3 — F,

Ejercicio 4. Calcula el valor del determinante:

-1 3 3
-2 1 1
2
1

O =~ O

3 -3
1 -1 =5

Solucién: Poniendo ceros en la primera fila:

-1 3 3 0 -1 0 0 0
-2 1 1 4 -2 -5 -5 4 a
5 2 -3 ol=1l3 1 6 0 desarrollamos por la 1
1 1 -1 -5 1 4 2 -5
-5 -5 4
=(-1)|11 6 0
4 2 =5

=133
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Ejercicio 5. Dada la matriz:
2 —1
A=l 7]
calcular:

1. La matriz inversa de A.

2. La matriz X que verifica la ecuacién:

1 -2
AX{—:% 4}

Solucion:

El determinante de A es igual a 1, de modo que la inversa de A es:
|11
=5

Entonces
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3. Examen de sistemas de ecuaciones

Ejercicio 1. Estudia la compatibilidad del sistema y resuelve si es posible:

2r+3y —z =3
—x—5y+z =20
3xr4+ y—z =6

Solucion:

Calculamos el rango de las matrices:

(2 3 -1
rango A =rango |—1 -5 1 Fs - Fy+ Fy, F35 — F35— I

| 3 1 -1
2 3 -1

=rango |1 -2 O
1 -2 0

=2
[ 2 3 -1 3

rango A* =rango |-1 -5 1 0 solo 2 de las 3 primeras columnas son independientes

| 3 1 -1 6
[2 -1 3

= rango -1 1 0 FQHF2+F1, F3*>F37F1
|3 -1 6
[2 -1 3

=rango |1 0 3
r 0 3

=2

El sistema es por tanto, compatible, puesto que el rango de las dos matrices es el mismo, e indeterminado
puesto que el rango es menor que el niimero de incégnitas.

Puesto que el rango es 2, solamente hay 2 ecuaciones independientes. Elegimos por ejemplo las dos
primeras:

20 4+3y—z = 3
—x—by+z =20
Llamando z =t y pasando esta incégnita al segundo miembre resulta:

204+ 3y = 341
—r —5y = —t

Resolviendo este sistema por la regla de Cramer se obtiene finalmente:

2t + 15 t—3
T = ; =—: z=t

7 ) y 7 )

Ejercicio 2. En una tienda de ropa se liquidan los pantalones que han quedado sin vender en la temporada.
Los hay de tres tipos:

o Sin defecto, todos al precio de 20 euros.

o Con defecto no apreciable, con una rebaja del 20 % sobre el precio de los anteriores.
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o Con defecto apreciable, con una rebaja del 60 % sobre el precio de los que no tienen defecto.

Hay 70 pantalones para vender. El precio total de todos ellos es de 1280 euros y los que tienen defecto
suponen el 40 % de los que no lo tienen. ;Cudntos pantalones hay de cada clase?

Solucion:

Llamemos = al nimero de pantalones de la primera clase, y al niimero de pantalones de la segunda clase
y z al niimero de pantalones de la tercera.

Los pantalones de la primera clase valen 20 euros, los de la segunda 20 — %20 = 16 euros y los de la
tercera 20 — %20 = 8 euros.

Con los datos planteamos el sistema:

z+ y+ 2z =170
20z + 16y + 8z = 1280
y+ z = 04x

Resolviendo el sistema resulta x = 50, y = 15, z = 5.

Ejercicio 3. Discute el siguiente sistema de ecuaciones sequn los valores del pardmetro a y resuélvelo en
el caso a = 2:

ar +2y+6z =0
2 +ay + 4z = 2
2c +ay + 62z = a—2

Solucion:

Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes:

Al =

NN
SN
=)
|
SN

donde hemos hecho la transformacién Fy — F5 — Fy. El determinante es cero cuando a? — 4 es cero, esto
es, para a = —2 y a = 2. Pueden darse los siguientes casos:

© a# —2, a# 2. En este caso rango A = rango A* = 3 y el sistema es compatible determinado.

¢ a = —2. El rango de la matriz ampliada es:
[—2 2 6 0
rango A* =rango | 2 -2 4 2 suprimiendo una columna de la matriz A

|2 -2 6 4
[—2 6 0

=rango | 2 4 2 sumando la primera fila a las otras dos
|2 6 —4
[—2 6 0

=rango | 0 10 2
|0 12 —4

=3

y, por consiguiente, el sistema es incompatible.
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¢ a = 2. El rango de la matriz ampliada es:

2 2 6 0
rango A* =rango (2 2 4 2| =2
2 2 6 0

El sistema es compatible indeterminado puesto que el rango de las dos matrices es 2.

Vamos a resolver el sistema para a = 2. Puesto que el rango de las dos matrices es 2 solamente hay 2
ecuaciones independientes. El sistema se reduce a:

20+ 2y + 6z =0
20 + 2y + 4z = 2

No podemos tomar z como pardmetro puesto que quedaria el determinante de la matiz de coeficientes
igual a cero. Tomemos y = t como parametro:

20+ 62z = —2t
20 +4z = 2 —2t

Resolviendo por la regla de Cramer resulta:

r=3—-t y=t; z=-1

Ejercicio 4. Discute y resuelve el siguiente sistema homogéneo segun los valores de a:
r+y+ z =
ax +2z =0
2c —y+az = 0
Solucion:

El determinante de la matriz de coeficientes es:

1 1 1 11 1

a 0 2/=la 0 2 |[=—[ala+1)—6=—-a*-a+6

2 -1 a 3 0 a+1
Para calcular el determinante se le ha sumado la primera fila a la tercera. El determinante es cero cuando
—a? —a+6 =0 es decir para a = 2 vy a = —3. Asi, pueden presentarse los siguientes casos:

© a # 2, a# —3. El rango de la matriz de coeficientes es 3 y el sistema es compatible determinado.
El sistema tiene una solucion tinica que es la solucién trivial z =y = z = 0.

o a = 2. El rango de la matriz de coeficientes es 2. Solamente hay 2 ecuaciones independientes de
modo que el sistema se reduce a:

z+y+ 2z =20
2x +2z =0

que tiene como solucién x = —t,y =0,z = t.
¢ a = —3. El rango de la matriz también es 2. Como en el caso anterior solamente hay 2 ecuaciones
independientes:

z+y+ 2 =0
—3z +2z =0

Haciendo z = t de la segunda ecuacién se deduce facilmente que = = %t y sustituyendo en la
primera da y = —gt. Puesto que en sistema homogéneo si se multiplica una solucién por un
nimero se obtiene otra solucién, multiplicando por 3, la solucién general puede expresarse de una
manera mas simple como x = 2t, y = —5¢, z = 3t.
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4. Segundo examen de sistemas de ecuaciones

Ejercicio 1. Estudiar y resolver el siguiente sistema:

3 —2y+ 2z = 2
20 + 5y — 3z = 15
1l — y = 21

Solucion:
El determinante de la matriz de coeficientes vale:

3 -2 1 3 -2 1
2 5 —3/=[11 -1 0[=0 (Fy — Fy + 3Fy)
11 -1 o| [11 -1 0

De aqui deducimos que el rango de la matriz de coeficientes es 2.
Calculamos ahora el rango de la matriz ampliada:

3 -2 1 2
rango A =rango |2 5 -3 15 (suprimimos la segunda columna)
1 -1 0 21

3 1 2
=rango |2 -3 15 (Fy — Fy + 3F))
11 0 21
(3 1
=rango |11 0 21
11 0 21

=2

Asi pues, las dos matrices tienen el mismo rango menor que el nimero de incdgnitas: el sistema es
compatible indeterminado.

Solamente tenemos dos ecuaciones independientes. Escogemos las dos primeras y tomamos z = ¢ como
parametro de modo que el sistema queda:

3r —2y+ z = 2 N 3 —2y = 2—1t
2z + 5y — 3z = 15 204+ 5y = 15+ 3t
Resolviendo por la regla de Cramer:
2—t =2 3 2—t
. 1543t 5| 40+t |2 15+3t) 41411t R
T3 2 10 YT D T 19 -
2 5 2 5

Ejercicio 2. Discutir la compatibilidad del siguiente sistema

ar +2y+6z =0
2z +ay+4z = 2
2c +ay + 62 = a—2

sequn los valores de a y resolverlo para a = 2.
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Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

a 2 6
2 a 4| =6a"+12a+ 16 — 12a — 4a® — 24 = 2a* — 8
2 a 6

El determinante se anula para a = -2y a = 2.

Pueden presentarse los siguientes casos:

© a# —2y a#2. En este caso rango A* = rango A = 3. El sistema es compatible determinado.

¢ a = —2. El rango de la matriz de coeficientes es 2. El rango de la matriz ampliada es:
-2 2 6 0
rango A* =rango | 2 -2 4 2 (Cy = —CY)

|2 -2 6 4
[—2 6 0

=rango | 2 4 2 (Fo — Fo+ F1; F5 — F5+ Fy)
|2 6 —4
-2 6 0

=rango | 0 10 2
| 0 12 4

=3

En este caso, el sistema es incompatible.

o a = 2. El rango de la matriz de coeficientes es 2 y el rango de la matriz ampliada:

2 2 6 0
rango A* =rango (2 2 4 2 (Fy = F3)
2 2 6 0
B 2 2 6 0
=Tango |5 5 4 o

El sistema es, en esta ocasion, compatible indeterminado.

Resolvamos para a = 2. Solamente hay dos ecuaciones independientes. Tomemos las dos primeras, no
podemos escoger como parametro la incgognita z pues nos quedaria un sistema com matriz de coeficientes
con determinante cero. Tomemos como parametro x = t. El sistema queda:

20+ 2y + 6z =0 20+ 62 = =2t y+3z = —t
e ——s
20 + 2y + 4z = 2 2044z = 2 -2t y+2z =1—t

Resolviendo resulta:

r=t y=3—-1t z=-1

Ejercicio 3. Discute y resuelve segun los valores del parametro el siguiente sistema:

3r+3y— z =20
4o + 2y — az 0
3z +4y+ 6z =0
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Solucién:
Se trata de un sistema homogéneo que serd, por tanto, compatible.

El determinante de la matriz de coeficientes vale:

3 3 -1
4 2 —a|=3a—46
3 4 6

El determinante se anula para a = %. Pueden darse los siguientes casos:
o a# %. El rango de la matriz de coeficientes es 3 igual al nimero de incégnitas. El sistema es
compatible determinado y su tnica solucién es la solucién trivial x =y = 2z = 0.

o a = %. El rango de la matriz de coeficientes es 2 y el sistema es compatible indeterminado.
Solamente hay dos ecuaciones independientes (por ejemplo, la primera y la tercera) de modo que
el sistema es equivalente a:

3x4+3y— 2z =0
3z +4y+62 =0

Tomando z =t como pardmetro:

3z + 3y = t
3z 4+ 4y = —61

resolviendo por la regla de Cramer resulta:

t 3 3
—6t 4 22t 3 —6t —21t
rT= = —); Yy = = = —Tt; z=1
3 3 3 3 3 3
3 4 3 4

Ejercicio 4. Por un helado, dos horchatas y cuatro batidos nos cobraron en una heladeria 17 euros un
dia. Otro dia por cuatro helados y cuatro horchatas nos cobraron 22 euros. Un tercer dia tuvimos que
pagar 13 euros por una horchata y cuatro batidos. Razonar si hay o no motivos para pensar que alguno
de los dias nos presentaron una factura incorrecta.

Solucion:

Llamemos z al precio del helado, y al precio de la horchata y z al precio del batido. De los datos resulta
el siguiente sistema:

T+ 2y+4z = 17
4o + 4y = 22
y+4z = 13

El determinante de la matriz de coeficientes es:

=0 (hemos restado Fy a F3)

O = =

— N

= O
I

S > =

1
4
1

- O O

Quiere esto decir que el rango de la matriz de coeficientes es 2 puesto que el determinante de orden 3 es
cero y hay menores de orden 2 en la matriz que tienen determinante distinto de cero.
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El rango de la matriz ampliada es:

1 2

rango A* =rango |4 4
0 1

1 4

=rango |4 O

0 4

1 0

=rango |4 O

0 4

=3

4
0
4

17]

22
13

13

4
22

17

22
13

(suprimiendo una columna dependiente)

Fy —F —F3

Asi pues, los rangos de las matrices son diferentes y el sistema es incompatible. No puede valores de los
precios que satisfagan las ecuaciones y, por consiguiente, alguna de las facturas era incorrecta.
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5. Examen de recuperacion

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

1 -1
4 -1
3 2
0 0

N O~ W
N U s W

Solucion:

Restando la primera columna a la tdltima resulta:

31 -1 0
|A] = L ;L ;1 g desarrollando por la 4* fila:
20 0 O
1 -1 0
=-2|14 -1 3 y puesto que C5 = C; + Cy:
3 2 5

=0

Ejercicio 2. Calcular las inversas de las siguientes matrices:

1 4 4 -1 0
9 7| 0 2 1
1 5 3
Solucién:
¢ La primera matriz tiene determinante —1. Asi pues:
1 417" 17 4] [-7 4
2 7 To1-2 1|2 -1

¢ Para la segunda matriz:

4 -1 0
0 2 1/=24-1-20=3
1 5 3
ademas
1 1 —2
AdjA=1|3 12 =21
-1 -4 8

De forma que, trasponiendo y dividiendo por el determinante resulta:

e 3 -1
Al=211 12 -4
-2 —-21 8
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Ejercicio 3. Resolver el siguiente sistema:

T— y+3z =1

3r — y+2z =3

—2y+T72 =0
Solucién:

El determinante de la matriz de coeficientes es:

1 -1 3
3 -1 2|=-7-1844+21=0
0 -2 7

de forma que el rango de la matriz es menor que 3. Puesto que, por ejemplo, las dos primeras columnas
son independientes, el rango de la matriz de coeficientes es 2.

Calculemos el rango de la matriz ampliada:

1 -1 3 1 1 -1
rango (3 —1 2 3| =rango |3 —-1| =2
0 -2 70 0 -2

En el célculo anterior, hemos suprimido la tercera columna puesto que el rango de la matriz de coeficientes
es 2 y la cuarta porque es igual a la primera. Puesto que las dos matrices tienen rango 2 el sistema es
compatible indeterminado.

Resolvamos el sistema. Puesto que el rango de las matrices es 2, sélo hay dos ecuaciones independientes.
Nos quedamos con la segunda y la tercera:

3r — y+2z =3
—2y+T72 =0

Tomamos como pardmetro z = t. Pasando z al segundo miembro resulta:

3r— y = 3—2z2
-2y = 0-—-"Tz

Resolviendo el sistema resulta:

a:zl—&—lt
2
7
V=3
z=t

Ejercicio 4. Discutir el siguiente sistema segun los valores del pardmetro m:

z+ y+ z=m-1
20+ y+ mz
r+my+ =z =1

m

Solucion:

El determinante de la matriz de coeficientes vale:

— N =

1 1
1 ml=-m?>+3m-—2
m 1
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El determinante se hace cero para:

m=1

—m?>+3m-2=0 = m?’-3m+2=0 — {
m=2

Para estos valores de m el rango de la matriz de coeficientes es menor que 3. Es facil ver que el rango es
2. Pueden distinguirse los siguientes casos:

o m # 1,m # 2 En este caso rango A = rango A* = 3. El sistema es compatible determinado.

o m = 1. El rango de la matriz ampliada es:

1110 1 10
rango A* =rango |2 1 1 1| =rango |2 1 1
11 11 1 11

Restando la primera fila de la tercera resulta:

1 1
rango A* =rango |2 1
0 0

y, por consiguiente, el sistema es incompatible.

o m = 2. El rango de la matriz ampliada es:
1111 111
rango A* =rango |2 1 2 2| =rango |2 1 2| =2
1 2 1 1 1 2 1

(hemos suprimido una columna de la matriz A puesto que solamente hay dos independientes) y el
sistema es compatible indeterminado.

Ejercicio 5. Discutir en funcion del pardmetro a el siguiente sistema:

r+ty+ z =
ax + 2z =0
2c —y+az = 0

Resolverlo para a = 1.
Solucioén:
Se trata de un sistema homogéneo y, por tanto, es compatible. Para decidir si es determinado o indeter-
minado calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:
1 1 1
a 0 2/=—-a’—a—6
2 -1 a
El determinante se hace cero para:

a=-3

-a’-a-6=0 = d®+a-6=0 — { 5
a =

Por consiguiente, puede ocurrir que:

© a# —3,a # 2. En este caso rango A = 3 y el sistema es compatible determinado.
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o a = —3. El rango de la matriz es 2 y el sistema es compatible indeterminado.
¢ a = 2. Como en el cao anterior el sistema es compatible indeterminado

Resolvamos el sistema para a = 1. Segtun la discusién anterior, en este caso el sistema es compatible
determinado. El sistema admite una tnica solucién que serd la solucién trivial x =y = 2z = 0.
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6. Programacion lineal

Ejercicio 1. Construye el recinto de soluciones del siguiente sistema:

3zr+3y < 120
3x+6y < 180
x > 0
y =2 0

Solucion:

18
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Ejercicio 2. Hallar el mdximo y el minimo de la funcion z = x + vy, en la region determinada por:

r+2y < 3
r—y < 1
z > -1
y =2 -1
Solucion:

x-y=1

-0.54

B(-1,-1) D(0,-1) y==I

-1.54

En la figura aparece representada la region factible. El valor de la funcién objetivo en cada uno de los
vértices de la regién es:

z(A)

( 2(-1,2)=-1+2=1
z(B)
(

2(-1,-1)=—-1-1=-2

(32 5,2 T
3’3/ 3 3 3

z2(D)=2(0,-1)=0—-1=-1

z

C)

El valor maximo se produce en el punto C' y el valor minimo en el punto D.
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Ejercicio 3. Unos grandes almacenes desean liquidar 200 camisas y 100 pantalones de la temporada
anterior. Para ello, lanzan dos ofertas A y B. La oferta A consiste en un lote de una camisa y un
pantalon que se venden a 30 euros; la oferta B consiste en un lote de tres camisas y un pantalon, que se
vende a 50 euros. No se desea ofrecer menos de 20 lotes de la oferta A ni menos de 10 de la oferta B.

¢ Cudntos lotes han de vender de cada tipo para maximizar los ingresos?
Solucién:
¢ Sea z el nimero de lotes de tipo A e y el niimero de lotes de tipo B que se venden. Los ingresos
que se obtienen por la venta de estos lotes (la funcién objetivo) son:

F(z,y) = 30x + 50y

¢ Se tienen las siguientes restricciones:

x + 3y <200
z+y <100
x> 20
y=>10

¢ Con estas restricciones resulta la siguiente region factible:

103\

80

\

60

B(50,50)

40

X+ 3y=200

20

C€(90,10)

y=10 D(20,10)

20 0 20 4o 60 80

¢ Los valores de la funcién objetivo en los vértices de la region:

F(20,60) = 3600
F(50,50) = 4000
F(90,10) = 3200
F(20,10) = 1100

Los maximos ingresos se producen con la venta de 50 lotes de tipo A y otros 50 de tipo B.
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Ejercicio 4. Disponemos de 210000 euros para invertir en bolsa. Nos recomiendan dos tipos de acciones.
Las del tipo A que rinden el 10% vy las del tipo B que rinden el 8 %. Decidimos invertir un mdzimo de
130000 euros en las de tipo A y, como minimo, 60000 euros en las de tipo B. Ademds, queremos que la
inversion en las de tipo A sea menor o igual que el doble de la inversion en B.

¢ Cudl tiene que ser la distribucion de la inversion para obtener el maximo beneficio anual?

Solucion:

¢ Llamamos x a la cantidad invertida en acciones del tipo A e y a la cantidad invertida en acciones
de tipo B. La funcién objetio es el beneficio que se obtiene de la inversién que seré:

F(z,y) = 0,10x + 0,08y
o Tenemos las siguientes restricciones:

z 4+ y < 210000
x < 130000

y > 60000

< 2y

o Con las restricciones anteriores resulta la siguiente regién factible (las cantidades se han expresado
en millares):

240

°1 D(0,210)
200
160, x=130
160 x+y=210
140+
1204
100+

C|(130,80)
80+
609
E(0,60) A(12 y=60

40
20+

0

-20 o 20 40 60 8 100 120 | 140 160 180 200 \< 240 260 280

¢ Los valores de la funcién objetivo en los vértices son los siguientes:

F(120000, 60000) = 16800
F(130000, 65000) = 18200
F(130000, 80000) = 19400
F(0,210000) = 16800
F(0,60000) = 4800

de forma que el maximo beneficio se obtiene invirtiendo 130000 euros en acciones de tipo A y
80000 euros en acciones de tipo B.
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7. Segundo examen de programacioén lineal

Ejercicio 1. Mazimiza la funcion F(x,y) = = +y + 1 sujeta a las siguientes restricciones:

y=>0
0<2<10
<y
y—2xr<6
3r+4y > 24

Solucion:

La regién factible es:

(10,10)

(0,6

:4/7'2 ' ' : i
3x+4y=24

El méximo de la funcién F(x,y) =+ y + 1 se produce en el punto (10, 26).
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Ejercicio 2. Calcula los puntos del recinto

2r +y > 20
2z —y <20
0<y<20

23

que hacen minima o mdxima la funcién F(x,y) = 4x + 2y. sCudntas soluciones hay para cada caso?

Solucion:

La region factible es:

254

(0,20)

y=20

154

104

(10,20)

2x-y=0

(5,10)

Los valores de la funcién objetivo en los vértices son:

F(0,20) =4-0+2-20 = 40
F(10,20) =4-10+2-20 = 80
F(5,10) =4-5+2-10 = 40

T T
14 16

La funcién toma el valor mdximo en el punto (10,20). Puesto que en los otros dos vértices la funcién
toma valores iguales, la funcién toma los valores méas pequenos en los puntos del segmento de extremos

(0,20) v (5, 10).
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Ejercicio 3. Una empresa fabrica ldminas de aluminio de dos grosores, finas y gruesas y dispone cada
mes de 400 Kg de aluminio y 450 horas de trabajo para fabricarlos. Cada m? de ldmina fina necesita 5 kg
de aluminio y 10 horas de trabajo, y deja una ganancia de 45 euros. Cada m? de ldmina gruesa necesita
20 kg de aluminio y 16 horas de trabajo, y deja una ganancia de 80 euros. ;Cudntos m? de cada tipo de
lamina debe fabricar la empresa al mes para que la ganancia sea mdxima y a cudanto asciende ésta?

Solucion:

o Sea:

z: nimero de metros cuadrados de lamina fina
y: nimero de metros cuadrados de lamina gruesa.

La funcién objetivo es:

F(z,y) = 452 + 80y

¢ Las restricciones son:

5z + 20y <400 x4+ 4y <80

10z + 16y < 450 o 5z + 8y < 225
o simplificando

x>0 x>0

y=>0 y>0

o Con estas restricciones, la regién factible resulta ser:

25 5x+8y=225

¢ Calculamos la funcién objetivo en los vértices de la region:

F(0,20) =45-0+ 80 - 20 = 1600
65 175 65 175
Fl—,— ) =45-— — ~ 2141
(3,12> 5 3+80 12 ,67
F(45,0) =45-45480-0 = 2025
De forma que los maximos ingresos se producen fabricando 65/3 m? de ldmina fina y 175/12 m?
de ldmina gruesa. Los ingresos so aproximadamente de 2141,67 euros.
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Ejercicio 4. Un producto se compone de la mezcla de otros dos A y B. Se tienen 500 kg de A y 500 kg de
B. En la mezcla, el peso de B debe ser mayor o igual que 1,5 veces el de A. Para satisfacer la demanda,
la produccidn debe ser mayor o igual que 600 kg. Sabiendo que cada kg de A cuesta 5 euros y cada kg de
B cuesta 4 euros, calcular los kg de A y B que deben emplearse para obtener una mezcla de coste minimo
que cumpla los requisitos anteriores. Obtener dicho coste minimo.

Solucion:

o Sea:

2: nimero de kilos del producto A
y: nimero de kilos del producto B.

La funcién objetivo es:

F(z,y) =5z +4y

¢ Las restricciones son:
y > 1,52
z +y > 600
z < 500
y < 500

¢ La region factible es:

(100,500)

5. P

1000 y=>500
-3 500

400

(240,360)
300

x=500

200

100

0 100 200 300 400 spo e&x\\\ 700 800

¢ Calculando los valores de la funcién objetivo en los vértices de la region factible:

F(100,500) = 5-100 + 4 - 500 = 2500

1

F (O?)OO, 500) = y + 2000 ~ 3666,67
F(240,360) = 5 - 240 + 4 - 360 = 2640

de forma que el minimo de la funcién se obtiene mezclando 100 kilos del producto A y 500 kilos

del producto B.



Matematicas Aplicadas 1I. Curso 2009-2010.
Examenes

1. Probabilidad

Ejercicio 1

o Se lanza un dado dos veces. Calcular la probabilidad de que en la sequnda tirada se obtenga un
niumero mayor que en la primera.

o Se extraen tres cartas de una baraja de 40 cartas. Calcular la probabilidad de que las tres cartas
tengan numeros distintos.

Solucién:
Los resultados posibles del experimento son:

11,12,13,14,15,16, 21,22, 23, 24, 25, 26, 31, 32, 33, 34, 35, 36
41,42, 43,44, 45, 46,51, 52, 53,54, 55, 56, 61, 62, 63, 64, 65, 66

Hay 15 de los 36 resultados en los que el segundo nimero es mayor que el primero. La probabilidad es
15
por tanto s¢.

Sacamos una carta. Al hacer la segunda extraccién, la probabilidad de que la segunda carta sea distinta
de la primera es %. Sacamos una tercera carta, la probabilidad de que sea distinta de las dos primeras
3

es 3%. La probabilidad que nos piden es

36 32
=222 0773
P=739 38 ="

Ejercicio 2. De los sucesos A y B se sabe que p(A) = 0,4, p(B) = 0,5 y p(AN B) = 0,3. Hallar la
probabilidad p(AU B), p(ANB) yp(AN B).

Solucion:

p(ANB)=03 = pAUB)=03 = p(AUB)=0,7

p(ANB) = p(A) +p(B) — p(AUB) = 0,4+ 0,5 — 0,7 = 0,2
p(ANB)=p(A—B)=p(A) —p(ANB)=0,4—0,2=0,2

Ejercicio 3. Se consideran dos sucesos A y B asociados a un experimento aleatorio con p(A) = 0,7,
p(B)=0,6 y p(AU B) = 0,58. ;Son independientes A y B?

Solucion:

p(AUB) =058 = p(ANB)=058 = p(ANB)=1-058=0,42
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Puesto que:
p(A)-p(B)=0,6-0,7=0,42 =p(AN B)

los sucesos son independientes.

Ejercicio 4. Una encuesta revela que el 35 % de los habitantes de una ciudad escucha la emisora A, el
28 % la emisora B y el 10% oye ambas emisoras. Se elige al azar uno de esos ciudadanos. Calcular la
probabilidad de que escuche:

o Alguna de esas emisoras.
o Ninguna de ellas.
o La emisora A sabiendo que no escucha la B.
o Solo una de las dos.
Solucién:

Llamando:

A = “la persona elegida escucha la emisora A”

B = “la persona elegida escucha la emisora B”
tenemos que P(A) = 0,35, p(B) = 0,28 y P(AN B) = 0,10. Entonces tenemos:
o p(“escucha alguna de estas emisoras”) = p(4A U B) = 0,35+ 0,28 — 0,10 = 0,53

¢ p(“no escucha ninguna de ellas”) = p(AU B) =1 — 0,53 = 0,47

o p(“escucha A sabiendo que no escucha B”) = p(A/B) = p(p‘?%)g) = 0’38_73’10 =0,3472

o p(“escucha solo una de las dos”) = p(A — B) + p(B — A) = 0,35 — 0,10 + 0,28 — 0,10 = 0,43

Ejercicio 5. En una casa hay tres llaveros A B y C, el primero con 5 llaves, el sequndo con 7y el tercero
con 8, de las que solo una abre la puerta del trastero. Se escoge al azar un llavero y, de él, una llave para
intentar abrir el trastero.

o ;Cudl serd la probabilidad de que se acierte con la llave?
o 4 Cudl serd la probabilidad de que el llavero elegido sea el tercero y la llave no abra?
o Si la llave escogida es la correcta, ;cudl serd la probabilidad de que pertenezca al llavero A?

Solucion:
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El problema responde al siguiente esquema:

donde hemos llamado:

= “escoger el llavero A”
B = “escoger el llavero B”
C = “escoger el llavero C”

T = “la llave abre el trastero”

Entonces:
11 11 11 131
T:—of [ — —_—— = —
P =35+37%v3°37 310
17 71
pHent)=3-5=5
1 1
1.1 g5
PA/T) = Bt = 22

el
=
o
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2. Segundo examen de probabilidad

Ejercicio 1. En un experimento se sabe que p(A) = 0,5, p(B) = 0,7 y p(AN B) = 0,15. Calcula:

o p(ANB)

o p(ANB)

o p(A/B)
Solucién:
Si p(ANB) = p(AU B) = 0,15, entonces:

p(AUB)=1-015=085 = p(ANB)=p(A)+p(B)—p(AUB)=05+0,7 0,85 = 0,35

A partir de aqui:

p(ANB) =p(A—B) =p(A) —p(ANB) =0,5-0,35=0,15

p(ANB) 0,35

=0,50

Ejercicio 2. Una ezperiencia aleatoria consiste en lanzar tres monedas al aire. Calcular la probabilidad
de los siguientes sucesos:

o “obtener tres caras”
o “obtener dos caras y una cruz”
o “obtener al menos una cara”
Solucién:
Llamando C al resultado cara y X al resultado cruz, el espacio muestral es:
E={CCC,CCX,CXC,XCC,CXX, XCX,XXC, XXX}

Entonces:
p(“obtener tres caras”) =
p(“obtener dos caras y una cruz") =

p(“obtener al menos una cara”) =

| ~J ool w ool

Ejercicio 3. En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultdneamente tres dados equilibrados
se pide calcular la probabilidad de obtener:

o Tres unos.
o Al menos un dos.
o Tres numeros distintos.

o Una suma de diez.
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Solucion:

La probabilidad de sacar tres unos es por la regla del producto:

(“t 77)_111_ 1
p(“tres unos”) = ¢ = & = 5o
La probabilidad de no sacar ningin dos es:
(“ningtin dos™) 555 125
ningin dos”) = = = — = —
P 666 216
de forma que la probabilidad de sacar algiun dos es:
125 91

“alatin dos”) =1 — — = ——
p(“algin dos”) 216 216

Al tirar el segundo dado, la probabilidad de obtener un numero diferente que en el primer lanzamiento

es %. Si lanzamos el tercer dado, la probabilidad de obtener un niimero diferente que en los dos primeros

lanzamientos es %. Entonces:

36 9

54 20 5
p(“tres nimeros diferentes”) = 66

Una suma de 10 puede obtenerse de las siguientes maneras:

145 154 415 451 514 541
136 163 316 361 613 631

226 262 622
235 253 325 352 523 532
244 424 442
334 343 433

En total, 27 resultados favorables de los 216 posibles. La probabilidad de obtener suma 10 es

27
p( “suma diez”) = 216

Ejercicio 4. De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen al azar, sucesivamente y sin reeem-
plazamiento, dos bolas.

o 3 Cudl es la probabilidad de que las dos sean blancas?
o Si la seqgunda bola es negra, ;cudl es la probabilidad de que la primera también lo sea?
Solucién:

El problema puede representarse mediante el siguiente esquema:

3
B——=1B
2
5
4 N
3 B

EIIS

S
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La probabilidad de que las dos sean blancas es:

43 2
BiBy)=--=2
BB =55 =3

Si la segunda es negra:

_ p(N1N N) 33 1

p(N1/N2) =
p(Nz) 42,21 5

Ejercicio 5. En una empresa se producen dos tipos de bombillas, halégenas y de bajo consumo en una
proporcion de 3 a 4 respectivamente. La probabilidad de que una bombilla haldgena sea defectuosa es de
0,02, y las de que lo sea una de bajo consumo es de 0,09. Se escoge una bombilla al azar:

o Calcular la probabilidad de que no sea defectuosa.
o Si la bombilla escogida resulta no defectuosa, scudl es la probabilidad de que sea haldgena?
Solucién:

En este caso el esquema es el siguiente:

2
100

H——D

B——>D
0

La probabilidad de que la bombilla no sea defectuosa es:

398 491 658

D)== 220 200
P(D) = 2106+ 7700 = 700

En cuanto a la segunda cuestion:
p(HND) 2% 204

WD =5y e s
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3. Recuperaciéon de probabilidad

Ejercicio 1. Sean A y B dos sucesos tales que:

3

rB)=2 panB) =

57
Hallar p(B), p(A) y p(AN B).
Solucién:

La probabilidad de B se calcula facilmente puesto que se conoce la de su contrario:

— 2 1
p(B)=1-pB)=1-3=3
De p(AU B) = p(A) 4+ p(B) — p(AN B) resulta que:
TPt = pA)=:

y finalmente

p(AN B) = p(B — A) = p(B) — p(AN B) =

Ejercicio 2. Sean A y B dos sucesos de un espacio de probabilidad, de manera que p(A) = 0,4, p(B) = 0,3
y P(AN B) =0,1. Calcular:

p(AUB), p(AUB), p(A/B), p(ANB).
Solucion:

p(AUB) = 04+03-0,1=06

p(AUB)=p(ANB)=1-p(ANB)=1-0,1=0,9
AnB) 01 1

parm) = DD 2o

p(ANB)=p(AUB)=1-p(AUB)=1-0,6=0,4

p(B) 03 3

Ejercicio 3. En una cierta ciudad, el 40 % de la poblacidn tiene cabellos castanos, el 25 % tiene los ojos
castanos y el 15 % tiene cabellos y ojos castanos. Se escoge una persona al azar:

o Si tiene cabellos castanos, scudl es la probabilidad de que también tenga ojos castarios?
o Si tiene ojos castanos, ;cudl es la probabilidad de que tenga cabellos castarios?
o Cudl es la probabilidad de que no tenga ojos ni cabellos castanos?

Solucién:

Llamemos O = “tener ojos castanos” y C' = “tener cabellos castanos”:

p(ONC) 015 3
p(C) 040 8
_plOnC) 015 3
p(C/0) = pO) ~ 025 5
p(ONC)=p(OUC)=1-p(OU

p(0/C) =

C)=1-(0,40+0,25 — 0,15) = 0,50
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Ejercicio 4. Una caja A contiene dos bolas blancas y dos rojas, y otra caja B contiene tres blancas y
dos rojas. Se pasa una bola de A a B y después se extrae una bola de B.

o Calcula la probabilidad de que la bola extraida sea blanca.

o Si la bola extraida ha sido blanca, calcular la probabilidad de que la bola trasladada haya sido
también blanca.

Solucion:

Del esquema anterior se deduce que:

4 14 13 7
—_— B:—— —_—_— = —
B B °rB)=55%535" 12
2 14 4
3 _ 26 _ 2
1 R <>17(31/32)*1772*7
3 B
3
6
R——R

Ejercicio 5. Para la construccion de un luminoso de feria se dispone de un contenedor con 200 bombillas
blancas, 120 bombillas azules y 50 bombillas rojas. La probabilidad de que una bombilla del contenedor no
funcione es igual a 0,01 si la bombilla es blanca, es igual a 0,02 si la bombilla es azul e igual a 0,03 si la
bombilla es roja. Se elige al azar una bombilla del contenedor.

o Calculese la probabilidad de que la bombilla elegida no funcione.

o Sabiendo que la bombilla elegida no funciona, calcilese la probabilidad de que dicha bombilla sea
azul.

Solucion:

En este caso resulta:

o o p(Fy= 2001 1202 50 3 _ 59
B\lF P = 370100 T 370100 T 370100 3700
100
120 2
oz gy
o p(A/F) = 370100 _ 2%
200 3 p( / ) % 59
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4. Estadistica

Ejercicio 1.
o En la distribucidn normal N(0,1) calcula un intervalo caracteristico del 82 %.
o Calcula un intervalo caracteristico del 75% en la distribucion N(200,43).
Solucién:
op(—2p<2<2)=082 = pz<z)=091 = z,=134
¢ Calculamos en primer lugar el intervalo caracteristico en N(0,1):
pl—2p <2<2,) =075 = p(z<z)=08" = z,=115
Los extremos del intervalo en N (200, 43) son
200 — 1,15 - 43 = 150,55; 200 4 1,15 - 43 = 249,45
El intervalo caracteristico es (150,55;249,45).

Ejercicio 2. La cantidad de café depositada en cada bolsa por una mdquina envasadora sigue una dis-
tribucion normal con media p = 1040 gramos y desviacion tipica 50 gramos:

o Calcula la probabilidad de que un paquete escogido al azar pese mds de un kilo.
¢ Calcula xg sabiendo que el 97,5% de los paquetes pesan menos de xo gramos.

o Calcula el tanto por ciento de paquetes cuyo contenido tiene un peso comprendido entre 950 y 1050
gramos.

Solucion:

o 1000 — 1040
50

o p(z<20)=097 = 2z =196 = x¢=1040+ 1,96-50= 1138

o p(950 < x < 1050) = p(—1,8 < 2 < 0,2) = p(z < 0,2) — p(z < —1,8) = 0,5434

o p(x > 1000) = p(z ) =p(z > —-0,8) = p(z < 0,8) =0,7881

Ejercicio 3. El tiempo en minutos dedicado cada dia a escuchar musica por los estudiantes de secundaria
de una cierta ciudad se supone que es una variable aleatoria con distribucion normal de desviacion tipica
igual a 15 minutos. Se toma una muestra aleatoria simple de 10 estudiantes y se obtienen los siguientes

tiempos (en minutos):
91; 68; 39; 82; 55; 70; 72; 62; 54; 67

¢ Determinese un intervalo de confianza al 90% para el tiempo medio diario dedicado a escuchar
maisica por un estudiante.

o Calculese el tamano muestral minimo necesario para conseguir una estimacion de la media del
tiempo diario dedicado a escuchar misica con un error menor que 5 minutos, con un nivel de

confianza del 95 %.

Solucion:

La media muestral es T = 66. Para el nivel de confianza ¢ = 0,90, z. = 1,645. El intervalo de confianza
tiene como extremos:

1,645 - 1
66— 20215 oo o
V10
1,645 - 15
66 + ——— = 73,80

V10
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El intervalo es (58,20; 73,80).

Para ¢ = 0,95, z. = 1,96. Si el error debe ser menor de 5 se cumple que:

2
1,96 -15 1,96 - 15
o < 5 — n > A — = 34757
o 5

y el tamano muestral minimo es N, = 35

Ejercicio 4. La edad a la que contraen matrimonio los hombres de la Isla Barataria es una variable
aleatoria que se puede aproximar por una distribucion normal de media 35 anos y desviacion tipica 5
anios. Se elige aleatoriamente una muestra de 100 hombres de dicha isla. Sea X la media muestral de la
edad de casamiento.

o 4Cudles son la media y la varianza de X ?

o 5 Cudl es la probabilidad de que la edad media de casamiento de la muestra esté comprendida entre
36 y 37 anos?
Solucién:
La distribucién de medias muestrales tiene el mismo valor medio que la poblacién, es decir, 35 y desviacion
tipica:
o 5
§=—==—==0,5
Vo /100

Por tanto, la varianza es s2 = 0,25.

La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 36 y 37 la calculamos a partir de la
distribucién N(35;0,5):

36-35 _ 3735
0,5 0,5

p(36<x<37)—p< >—p(2<z<4)—0,0228

Ejercicio 5. El rendimiento por hectdrea de las plantaciones de trigo en una cierta region, se supone que
es una variable aleatoria con distribucion normal de desviacion tipica igual a 1 tonelada por hectdrea. Se
ha tomado una muestra aleatoria simple de 64 parcelas con una superficie igual a 1 hectdrea cada una,
obteniéndose un rendimiento medio de 6 toneladas.

¢ sPuede asequrarse que el error de estimacion del rendimiento medio por hectdrea es menor que
0,5 toneladas, con un nivel de confianza del 98 % ¢ Razdnese.

o ;Qué tamano muestral minimo ha de tomarse para que el error en la estimacion sea menor que
0,5 toneladas con un nivel de confianza del 95 % ¢

Solucion:

Con un nivel de confianza ¢ = 0,98 resulta z, = 2,33. El error en la estimacion es:
2.0 2,33-1
Voo 8

que es menor que 0,5.

E= = 0,291

Si el nivel de confianza es ¢ = 0,95 resulta que z, = 1,96 y el tamano de la muestra debe cumplir que:

2
1,96 -1 1,961
901 o5 o s (1 = 15,37
Jn 0,5

con lo que el tamano minimo de la muestra debe ser n,,;, = 16
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5. Segundo examen de estadistica

Ejercicio 1.
o En una distribucion normal N(0,1) calcula p(—1,25 < z < 2,4).
o En la distribucidn N(32,5) calcula un intervalo caracteristico del 84 %.
Solucién:
p(—1,25 < 2 < 24) =p(z < 2,4)—p(z < —1,25) = p(z < 2,4)—p(z > 1,25) = 0,9918—-0,4013 = 0,5905
El intervalo caracteristico tiene la forma (p — 2,0, t + 2,0). Calculamos el valor de zp:
pl—2zp <2<2p) =084 = p(2<2)=092 = z,=141

Los extremos del intervalo son 32 £+ 1,41 - 5. El intervalo caracteristico resulta ser (24,95;39,05).

Ejercicio 2. En una muestra aleatoria de 256 individuos se ha obtenido una edad media de 17,4 anos.
Se sabe que la desviacion tipica de la poblacion de la que procede esa muestra es de 2 anos.

¢ Obtenga un intervalo de confianza al 95% para la edad media de la poblacidn.

o 5 Cudl debe ser el tamano minimo de la muestra para que el correspondiente intervalo de confianza,
al 90 %, tenga de amplitud a lo sumo 0,52

Solucion:

¢ Para un nivel de confianza ¢ = 0,95, z. = 1,96. Los extremos del intervalo de confianza son:

1,96 - 2
16
y el intervlo es (17,16; 17, 65).

17,4+

o Sic=0,90, z. = 1,645. Si la amplitud del intervalo de confianza es a lo sumo de 0,5, el error en
la estimacién debe ser menor que 0,25. Por consiguiente:

1,645 - 2
NG

1,645 - 2

<025 — n>
" ( 0.25

2
> = 173,19 = g = 174

Ejercicio 3. El precio de ciertos electrodomésticos puede considerarse una variable aleatoria con distribu-
cion normal de desviacion tipica 100 euros.Los precios en euros correspondientes a una muestra de 9 de
estos electrodomésticos son:

255, 85, 120, 290, 80, 80, 275, 290, 135

¢ Construir un intervalo de confianza al 98 % para la media poblacional.

¢ Hallar el tamano minimo que debe tener la muestra, para que con un nivel de confianza del 99 %,
el error de estimacion del precio medio no supere los 50 euros.

Solucion:
¢ Para un nivel de confianza ¢ = 0,98:
Pl—2.<2<2:)=098 = plz<2)=099 = 2.=2,33

El intervalo de confianza tiene por extremos:

178,89 & 2,33 100

y el intervalo resulta ser (101,22;256,56).
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o Sic=0,99, z. = 2,575. Si queremos que el error en la estimacién sea menor que 50, debe verificarse
que:

2,575 - 100 <50 —
NG

"> 2,575 - 100
50

2
> =2652 =  Nnin =27

Ejercicio 4. Se ha medido la talla de 100 personas elegidas al azar, mediante muestreo aleatorio simple,
de entre los estudiantes varones de bachillerato de una gran ciudad, obteniéndose una talla media de 1,75
m. Se sabe que la desviacion tipica de la poblacion es 0,2 m.

¢ Halle un intervalo de confianza, al 90 %, para la media poblacional de la talla de los estudiantes.
o ¢Con qué nivel de confianza se ha construido el intervalo (1,73;1,77) para la media poblacional?
Solucion:

o En este caso ¢ = 0,90 y z. = 1,645, con lo que los extremos del intervalo son:
1,645-0,2

10
y el intervalo es (1,72;1,78).

1,75 +

o El error en la estimacion es la mitad de la longitud del intervalo de confianza:

1,77 -1
E = u = 0,02
2
Entonces:
.- 0,2
0,02 = 292 =1

v 100

Y el nivel de confianza es:

c=p(-1<z<1)=p(z<1)—p(z < —1) = 0,8413 — 0,1587 = 0,6826 = 68,26 %

Ejercicio 5. Se sabe que los estudiantes de una provincia duermen un ndmero de horas diarias que se
distribuye segun una ley Normal de media p horas y desviacion tipica o = 2 horas.

o A partir de una muestra de 64 alumnos se ha obtenido el siguiente intervalo de confianza (7,26;8,14)
para la media de la poblacion. Determine el nivel de confianza con que se ha construido dicho in-
tervalo.

o Determine el tamano muestral minimo necesario para que el error que se cometa al estimar la
media de la poblacion por un intervalo de confianza sea, como mdximo, de 0,75 horas, con un nivel

de confianza del 98 %.
Solucién:

¢ Como en el problema anterior, el error en la estimacion es la mitad de la longitud del intervalo de

confianza:
B 8,14 — 7,26 — 044
2
Entonces:
c’ 2
0,44 = z = z.=1716 = c¢=p(-1,76<z<1,76) =0,9216 = 92,16 %

© Sic=0,98, z. = 2,33. Si el error en la estimaciéon debe ser menor de 0,75, debe cumplirse que:
2,332
vn

2,332
0,75

2
<0,7%% = n>( >=38,61 =  TNypin = 39




6 DERIVADAS 13

6. Derivadas

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones:

1. y=42% -3z +2 . y_3x4+23:—1
C YT 2 _
2. y=(3x+1)2 ot =1
3. y= (322 — 2z +5)? 8. y= 312
x
4. y=+3x+1
1
5. y=Bz+1)- (22 —6x+3) 9-y=;
32
6~y:T 10. y = Va2
Solucién:
y=422 -3z +2 y =8z —3
y = (3z +1)? y=2-(3x+1)-3
y = (32?2 — 2z + 5)? Yy =2 (322 -2z +5) - (6 —2)
3
=3z +1 =
Y Yot
y=Br+1) (22 -6z +3) y' =3 (22 —6x+3)+ (2r —6)- 3z +1)
_ 3’ ,_ Oz
Y= Y=
3zt 42z -1 , (122% +2)(322 — 1) — 62 - (3a* + 22 — 1)
T 321 V= (322 — 1)2
1 f_ 2 s
V= y=-3
_1 r_ L
Y= y=2
Yy = \3/552 y/ = gx_%
Ejercicio 2. Calcular los puntos de interseccion de la pardbola y = 22% — 5z + 1 y la recta y = —x — 1.

Representar graficamente la pardbola.
Solucién:

Las coordenadas de los puntos de interseccién son las soluciones del sistema

=922 — 1
{y o = 22°-br+l=-2-1 = 22" 4r+2=0 = 2°-22+1=0

y=-z—1

Esta ecuacién tiene una tnic soluciéon z = 1 a la que corresponde el valor y = 2. Asi pues el punto de
interseccién de la pardbola y la recta es (1, —2).

Ejercicio 3. Hallar los puntos de tangente horizontal de la curva y = x® — 322 — 9z — 1.
Solucién:

En los puntos de tangente horizontal la derivada es cero. Igualando a cero la derivada resulta:

Y =322 —62-9=0 = 2?2-22-3=0 = a1=-1, z2=3
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Calculamos la ordenada sustituyendo estos valores en la ecuacién de la curva y obtenemos los puntos
(_174) y (37 _28)

Ejercicio 4. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x? — 5z + 6 en el punto de abscisa
T =2.

Solucién:

Calculamos en primer lugar la ordenada del punto de tangencia:
Yo=y(2)=2"-5-24+6=0

Asf pues la tangente pasa por el punto (2,0).

La pendiente de la tangente es la derivada en el punto de abscisa 2, es decir:
y=2r—-5 = m=y(2)=-1

La ecuacién de la tangente es:

y=-1-(z-2)

Ejercicio 5. Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = 4 — 22 en los puntos de corte
con el eje de abscisas.

Solucion:

Los puntos de corte con el eje de abscisas son las soluciones del sistema:

y:4—:1:2
y=0

que son los puntos A(—2,0) y B(2,0).

Teniendo en cuenta que ¢y’ = —2z, la pendiente de las tangentes en estos puntos es:

my =9y'(-2) =4
me =1y'(2) =4

Las ecuaciones de las tangentes son:

y=4-(r+2); y=-4-(r-2)

Ejercicio 6. ;En qué puntos la recta tangente a y = x> — 4z tiene la pendiente igual a 87

Solucién: Calcular los puntos de interseccién de la parabola y = 222 — 52 + 1 y la recta y = —z — 1.
Representar gréaficamente la pardbola. Igualamos la derivada a 8 y resulta:

Y =322 —4=8 = 3?=12 = 1;=-2, x5=2

Las ordenadas de la curva para estos valores son:

y(=2)=-8+8=0
y(2)=8-8=0

Los puntos son A(—2,0) y B(2,0).



6 DERIVADAS 15

Ejercicio 7. Representar grdficamente la curva y = x> — 922 +24x —20 calculando sus mdzimos minimos
y puntos de inflexion.

Solucion:

Ejercicio 8. Se considera la funcion:

x
YT o s +4
Calcular:
o (1 punto) Intersecciones con los ejes y asintotas.
o (0,75 puntos)Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

o (0,75 puntos) Representacion grifica.

Solucion:
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7. Integrales

Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:

1. /(5x2—6x—2) dx 3. /(4x+1)3dx

2 [ o Ty ——

Solucion:

52% 622 513
© /(5x2—6x—2)dx:i—i—2x+ :%—3952—2%—1—0

3 2
2 /3
o/\/:fdx:/x%dx— xa +C:23x C
2
4
<>/(4x+1)3d :(43;1_1) i—l—C

dx=3/(x—5)—% dx=3~@+cz6\/x—5+c

2

Ejercicio 2. Calcular las siguientes integrales definidas:

2 3
1./ (z% — 22 +3) dx 2./ Vr+1ldx
-1

—1

Solucion:
2 3 2 2
T 2x 8 1
o (x221:+3)da:[+3:1:] (4+6>(13>9
[1 3 2 . 3 3
3 2/ (z+1)3 T
-1
-1

Ejercicio 3. Representar grificamente la pardbola y = 322 — x + 1 y calcular el drea comprendida entre
esa curva, el eje X y las rectas t =0 y x = 4.

Solucion:

La parabola tiene como vértice el punto:

1 3 1, 11 ,(ln
To = —: == _Z S il
0=% T3 6 12 6712

No tiene puntos de corte con el eje X pues el sistema
y=3z2—z+1
y=0

no tiene solucién. La interseccién con el eje Y es (0, 1).

La representacion grafica aparece en la figura 1. Puesto que la curva no corta al eje X, el drea puede
calcularse mediante la integral:
3z 22

4 4
S:/ (32% — x4+ 1) dax = {——i—x} =(64—8+4)—0=60
0 3 2 0
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15

Figura 1: Ejercicio 3

Ejercicio 4. Se considera el recinto limitado por la pardbola y = 2 +x —2, el eje X vy las rectas = —1
y x = 4. Representarlo grdficamente y calcular su drea.

Solucion:

La parabola tiene como vértice el puntos

,*1. 71 1 2779
27 N T T TeT Ty

y corta al eje X en los puntos

{y:x2—|—x—2

1'1:—2, 1'2:1
y=0

La representacién grafica puede verse en la figura 2. Puesto que la curva corta al eje de abscisas, para
calcular el area de la zona sombreada es preciso calcular dos integrales:

! 3 g2 ! 11 11 10
2 —Nde= | LT o —(24+Z_9) (24 Z49)=—
/_1(:c+x ) dx: 3+2 x71 3+2 3+2+ 3

4 3 2 4
64 1 1 45
2 -9 ) (2 4+8—-8)—-(Z24+=—-2]) =
/1(:c+sc ) dx 3+2 $1 3+ 3+2 5

de modo que el area total es:

10 45 155

S
3 + 2 6
Ejercicio 5. Calcular el drea comprendida entre las curvas y = z2 e y = —x? + 2x.
Solucién:

Calculamos en primer lugar los puntos de interseccion de las curvas, es decir, resolvemos el sistema

y =2’
y=—x2+2z
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20

154

10

N

Figura 2: Ejercicio 4

Las soluciones de este sistema (para la incégnita ) son ¢ =0y x = 1.

Calculamos la integral de la diferencia de las dos funciones:

; 1
/1(21:2—2:1:)d:1:— E—% :g—lz—1
0 3 2], 3 3

y, por consiguiente, la superficie es igual a %

Ejercicio 6. Calcula el drea limitada por la curva y = x> — 222 +x y la recta tangente a ella en el origen
de coordenadas.

Solucién:

Calculamos la ecuacién de la recta tangente. La derivada de la funcion es
Yy =32 —dx+1

La pendiente de la recta tangente es la derivada en el punto de abscisa O:
m=y(0)=1

La ecuacién de la tangente es y — 0 =1- (x — 0), es decir, y = x.

Ahora debemos calcular el drea comprendida entre la curva y su tangente, es decir, entre y = 23 — 222 + 2
y la recta y = z. Como en el ejercicio anterior, calculamos los puntos de interseccién:

y=a%-222+x
y=2x

- xle,x2:2

Como las dos gréficas se cortan solamente en dos puntos, para calcular el area comprendida entre las dos,
basta calcular la integral de la diferencia, o sea,
2 2 4 372
2 16 4
/(x3—2x2+x—x)dx:/(ac3—2x2)dm: oo -

. . 4
y la superficie encerrada por la curva y la tangente es igual a 3.
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8. Examen final

Ejercicio 1. Hallar los valores de k para los cuales la matriz

1 k 2
A=1|k—-1 1 1
k—2 -2 -1

no posee inversa. Calcular A~ para k = 0.
Solucién:
La matriz no tiene inversa cuando su determinante sea cero. Asi pues, calculamos:

1 k2
k=1 1 1|=-1-2-(k=1)-2+k(k—2)—2(k—2)+2—k(k—1)(=1) =2k*> — 9k +9
k-2 —2 -1

Igualando a cero resulta:

U2 —Ok4+9=0 — k=3, k:g

Para estos valores de k no existe la matriz inversa.

Calculemos la inversa para k = O:

1 0 2 1 -3 4
A=1]-1 1 1 — adjA=|-4 3 2
—2 -2 -1 -2 -3 1

Puesto que el determinante para k = 0 vale 9 tenemos que:

t

TR [ -4 -2
A*lzg -4 3 2 =3 -3 3 -3
-2 -3 1 4 2 1

Ejercicio 2. Discute el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del pardmetro a y resuélvelo en
el caso a = 2:

ar + 2y 4+ 6z = 0
2r +ay + 4z = 2
2c+ay + 62 = a—2

Solucion:

Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1Al =

NN
SN
)
I
SN e

donde hemos hecho la transformacién Fy — 3 — F,. El determinante es cero cuando a® — 4 es cero, esto
es, para a = —2 y a = 2. Pueden darse los siguientes casos:

© a# —2, a # 2. En este caso rango A = rango A* = 3 y el sistema es compatible determinado.
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o a = —2. El rango de la matriz ampliada es:
[—2 2 6 0
rango A* =rango | 2 -2 4 2 suprimiendo una columna de la matriz A

|2 -2 6 —4
[—2 6 0

=rango | 2 4 2 sumando la primera fila a las otras dos
|2 6 —4
[—2 6 0

=rango | 0 10 2
|0 12 —4

=3

y, por consiguiente, el sistema es incompatible.

o a = 2. El rango de la matriz ampliada es:
2 2 6 0
rango A* =rango |2 2 4 2| =2
2 2 6 0

El sistema es compatible indeterminado puesto que el rango de las dos matrices es 2.

Vamos a resolver el sistema para a = 2. Puesto que el rango de las dos matrices es 2 solamente hay 2
ecuaciones independientes. El sistema se reduce a:

2x + 2y + 62
20 + 2y + 4z = 2

No podemos tomar z como pardmetro puesto que quedaria el determinante de la matiz de coeficientes
igual a cero. Tomemos y = t como parametro:

20 + 62z = —2t
20 +4z = 2 -2t

Resolviendo por la regla de Cramer resulta:

r=3—-t y=t;, z=-1

Ejercicio 3. Hallar el mdzimo y el minimo de la funcion z = x + y, en la region determinada por:

r+2y < 3
r—y < 1
zr > -1
y > -1

Solucion:
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x-y=1

-0.54

B(-1,-1) D(0,-1) y=-1

-1.54

En la figura aparece representada la region factible. El valor de la funcién objetivo en cada uno de los
vértices de la region es:
2(A)=2(-1,2)=-1+42=1
2(B)=z2(-1,-1)=—-1—-1= -2
5 2 5 2 7
C = -, - = — - = —
2(0) Z<33> 37373
z2(D)=2(0,-1)=0—-1=-1

El valor maximo se produce en el punto C' y el valor minimo en el punto D.

Ejercicio 4. Unos grandes almacenes desean liquidar 200 camisas y 100 pantalones de la temporada
anterior. Para ello, lanzan dos ofertas A y B. La oferta A consiste en un lote de una camisa y un
pantalon que se venden a 30 euros; la oferta B consiste en un lote de tres camisas y un pantalon, que se
vende a 50 euros. No se desea ofrecer menos de 20 lotes de la oferta A ni menos de 10 de la oferta B.
¢ Cudntos lotes han de vender de cada tipo para maximizar los ingresos?

Solucion:

o Sea z el numero de lotes de tipo A e y el niimero de lotes de tipo B que se venden. Los ingresos
que se obtienen por la venta de estos lotes (la funcién objetivo) son:

F(z,y) = 30z + 50y

¢ Se tienen las siguientes restricciones:

z + 3y < 200
z+y <100
x> 20
y>10
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¢ Con estas restricciones resulta la siguiente region factible:
100\

804

\

60+

40

x+3y=200

20

C(90,10)

y=10 D(20,10) \
0

20 0 2o 40 60 80 10

120

x+y=100

-204

¢ Los valores de la funcién objetivo en los vértices de la region:

F(20,60) = 3600
F(50,50) = 4000
F(90,10) = 3200
F(20,10) = 1100

Los maximos ingresos se producen con la venta de 50 lotes de tipo A y otros 50 de tipo B.

Ejercicio 5. De los sucesos A y B se sabe que p(A) = 0,4, p(B) = 0,5 y p(AN B) = 0,3. Hallar la
probabilidad p(AU B), p(ANB) y p(AN B).

Solucion:

p(ANnB)=03 = pAUB)=03 = p(AUB)=0,7
Entonces:

p(ANB) = p(A) +p(B) —p(AUB) = 0,4+ 0,5—0,7=0,2
P(ANB) =p(A—B) =p(4) —p(ANB) =04-02=02

Ejercicio 6. Para la construccion de un luminoso de feria se dispone de un contenedor con 200 bombillas
blancas, 120 bombillas azules y 50 bombillas rojas. La probabilidad de que una bombilla del contenedor no
funcione es igual a 0,01 si la bombilla es blanca, es igual a 0,02 si la bombilla es azul e igual a 0,03 si la
bombilla es roja. Se elige al azar una bombilla del contenedor.

o Calculese la probabilidad de que la bombilla elegida no funcione.
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o Sabiendo que la bombilla elegida no funciona, calcilese la probabilidad de que dicha bombilla sea

azul.
Solucion:
En este caso resulta:
29 — 200 1 120 2 50 3 59
B2, opF)=c0—t——F—— = ——
\1 370100 370100 370100 3700
100
120 2
— —= 24
- o p(A/F) = 370100 _ =2
%% F A/r) 5700 59
98
100
120
370 2
100
50 _
370 F
100
R——F
\lgj
F

Ejercicio 7. La edad a la que contraen matrimonio los hombres de la Isla Barataria es una variable
aleatoria que se puede aprorimar por una distribucion normal de media 35 anos y desviacion tipica 5
anios. Se elige aleatoriamente una muestra de 100 hombres de dicha isla. Sea X la media muestral de la
edad de casamiento.

o 4Cudles son la media y la varianza de X ?

o ;Cudl es la probabilidad de que la edad media de casamiento de la muestra esté comprendida entre
36 y 37 anos?

Solucion:

La distribucién de medias muestrales tiene el mismo valor medio que la poblacion, es decir, 35 y desviacién
tipica:

Por tanto, la varianza es s2 = 0,25.

La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 36 y 37 la calculamos a partir de la
distribucién N (35;0,5):

36-35 __37-35
0,5 0,5

p@6<x<3np< >p@<z<4)QM%

Ejercicio 8. El precio de ciertos electrodomésticos puede considerarse una variable aleatoria con distribu-
cion normal de desviacion tipica 100 euros.Los precios en euros correspondientes a una muestra de 9 de
estos electrodomésticos son:

255, 85, 120, 290, 80, 80, 275, 290, 135

¢ Construir un intervalo de confianza al 98 % para la media poblacional.
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¢ Hallar el tamano minimo que debe tener la muestra, para que con un nivel de confianza del 99 %,
el error de estimacion del precio medio no supere los 50 euros.

Solucion:
¢ Para un nivel de confianza ¢ = 0,98:
pl—2.<2<2:)=098 = p(z<2)=099 = 2z.=2,33

El intervalo de confianza tiene por extremos:

2,331
178,80 & 2,33 100

y el intervalo resulta ser (101,22;256,56).

© Sic=0,99, z. = 2,575. Si queremos que el error en la estimacién sea menor que 50, debe verificarse
que:

2,575 - 100
NG

2,575 - 100
<30 = > (7

2
= 26,52 min = 27
)~z —

Ejercicio 9. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = x? — 5z + 6 en el punto de abscisa
T =2.

Solucién:

Calculamos en primer lugar la ordenada del punto de tangencia:
Yo=y(2)=22-5-24+6=0

Asi pues la tangente pasa por el punto (2,0).

La pendiente de la tangente es la derivada en el punto de abscisa 2, es decir:
Y =2r-5 = m=y'(2)=-1

La ecuacién de la tangente es:

y=-1-(z-2)

Ejercicio 10. Calcular el drea comprendida entre las curvas y = x° e y = —x% + 2z.
Solucién:

Calculamos en primer lugar los puntos de interseccion de las curvas, es decir, resolvemos el sistema

y=a?
y=—x2+2z

Las soluciones de este sistema (para la incégnita z) son ¢ =0y x = 1.

Calculamos la integral de la diferencia de las dos funciones:

1 3 21
223 2 2 1
2% o) dr= |- — 2| =2 _1=_=
/O(x z) d {3 2]0 3 3

P . . 1
¥y, por consiguiente, la superficie es igual a 3.
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