ACTIVIDADES DE REFUERZO

/

m

1 ‘ Matrices

2 — (HVD 1 o)

N : 0 ]4-5]0
a) Determina si son iguales o no las matrices: | 7 ;

- -4 6 3,5 —\16 —
2 5
2 _
b) Calcula los valores de las incégnitas para que se verifique: (X 1 9x g) = (1(1) )2 ): 1)

2
1
0 210

A? — 3B + 2], siendo I la matriz unidad de orden 3.

10 00 8
Dadas las matrices A = (O 3 ) y B = (1 0 3), calcula: A + B; A — B; AB; BA;
50

Una empresa textil posee cuatro almacenes. El inventario del almacén Al esta dado por:
Marca X Marca Y Marca Z

Pantalones 100 50 40
Cazadoras 80 20 50
Camisas 200 60 20

El almacén A2 tiene tres veces el nimero de prendas que Al; A3, la mitad que A2; A4 tiene el doble que Al
y A3 juntos. Encuentra la matriz que nos da el inventario total de prendas de la empresa.

Si el precio de los pantalones de cada marca viene dado por la matriz columna: (45 36 50)%, calcula los ingresos
si se venden todos los pantalones del almacén A4.

1
Halla la matriz X que verifique la ecuacién: 4X — EA = B, siendo

Y e

Averigua si son regulares las siguientes matrices:

1 0 2
a-(29) ( )
1 -6 4

Una fabrica de electrodomésticos produce lavadoras, congeladores y hornos. Cada uno de ellos necesita las can-
tidades de material, personal, impuestos y transporte que se reflejan en la matriz A, expresadas en unidades
adecuadas. La matriz P indica la produccion semanal, y la matriz V, el valor de una unidad de cada concepto.

Obtén las matrices que representan:
a) Las unidades semanales necesarias de cada concepto.
b) Los costes unitarios de cada electrodoméstico.

¢) El coste total de la produccion semanal.

M P I T
7 10 5 2\ lavadora | c h M P I T
A = 8 9 3 3 |congelador; P = (60 40 90);, V= (5 15 7 2)
5 7 2 1/ horno
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SOLUCIONES

1. a) Las dos matrices son iguales, ya que:

7
|4—5|=1;2—(+\/Z>:o;5=3,5;
30
—\/16 =6
5
x? — 9x = 10 10
= —+
b){yz_lzoix {_1,y 1

—
o b~ O
\_/

>

|

W

Il
P RS
—

0 —6
-1 3 =2/,
3 -1 0

42 8 40 0 O
AB=<51 9) BA (1 02)
0 0 40 235

13 0 —22
A2—35+ZI=<211 —6)
-1 -3 12

3. La matriz que proporciona el inventario total es:
Marca X Marca Y Marca Z

Pantalones 1050 525 420
Cazadoras 840 210 525
Camisas 2100 630 210

Los ingresos obtenidos al vender los pantalones del
almacén A4 son:

45
(500 250 200) | 36

50

41 500 euros.

1
4. 4X = SA=B=

Actividades de refuerzo

5. Se calcula A™' por el método directo:

X = 1
10 xy\ _ 10 - y = O(:}
2 1/\zt 01 z = =2
t 1
10
= -1 =
A (—21>
Se calcula B™* por el método de Gauss:
>-i-t
4 2 4
1 02[100 100 | S 7 )
—1 31101 0]— 010 EE?
1 —6 41001 001 l 1 1
8 4 8
ER
4 2 4
B*l_ii__l
24 12 8
111
8 4 8
7 10 5 2
6. 2 PA=(60 4090 (8 93 3]=
5 721
= (1190 1590 600 330)
5
71052 15 224
b) AV =138 933 - 202
5 721 146
2
71052 15
c) PAV=(60 40 90)8 933 =34 660
7
5 721 5

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. IT — 2.° Bachillerato




m

ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

4 2 ‘ Determinantes

Calcula los siguientes determinantes:

4 O‘ ,a#0,b#0 d)

3 =2

D=

oN W
|
w o »

b)’ 13‘

-2 1

N |- >

a)‘

SN

Calcula los siguientes determinantes de orden 4:

a) b)

roOoN
o - Wwo
o b O
0 o+
w N oo
NN O
= o Ul o
w o hN

En los siguientes casos, establece, sin hacer calculos, por qué la igualdad es cierta:

1002
o[22 2 Jo13s
2100
0001
-1 2 —4 —1 2 —4 4 -5 8
b) 0 —3 1= — 8 2 4 dl2 64|=0
8 2 4 0 —3 1 1 32
Justifica, sin realizar calculos:
X y z 1 11
x? y? 22| =xyz| x y z
X3y323 X2y222
Resuelve las ecuaciones:
201
a>X212XX3’:2 b1 x2|=1
4 x 0

Demuestra que:

az23a
2 aa 3| _ 4
3aa2_25 4a
as3?2a

Halla el rango de las matrices:

5 =5 —6
) B=|-5 3 -1
0o 2 7

>
Il
—
EE )
N+
o W
o O
N -

01
Calcula el valor de la constante a para que el rango de la matriz A = (2 2
11
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4 o _ -3 41
a |, _,| =78 d| 2 —6 1| =140
6 84
13| 5 40
byl 5,177 o3 —61|=-118
2 03
ab
ol|llj=0
b a
201 7
030 -1 .
514 o =G G6t3 G
406 8
e
= =—1-(-1°/5 1 4|=358
> 140 4 24 6
4246 8
01 0 -2
|00 > 4 + 2
22 0 of =L " G
32 -1 3
TN
= =1-(-1)?%|2 0 4|=18
22 04 3\ 7
32-17
13 1 3 .
3. a ‘4 ol = 2 o 3| la fila (4 6) se ob-

b)

c)

d)

tiene al multiplicar por (=2) la fila (=2 —3).

-1 2 —4 -1 2 -4
0 -3 1|=—-| 8 2 4, las filas se-
8 2 4 0 —3 1

gunda y tercera se intercambian.

1002

g 1 8 g = gércl,i. tercera columna son todo
0001

4 —5 8

2 6 4| =0; f, = 2f,. Luego hay dos filas
1 32 proporcionales.

Actividades de refuerzo

z
72
z

X y z
2,2 2

1 1 1
Xy z
Xy

<

1
X
X2

= Xy = Xxyz

3 3 2 3

N
N
N

x? y? z
x>y z z

<

5.

a) (x — Dx —22x — 3) =2 <

=>x2—5x+4=0=>x={j
1
b) x —4x —4x =1 < X=-3
az2?s3a 023 a
2aas3i _ -1 aa3s3
3aa? =6 767G =1 145432
as33 ?2a 032 a
0 2 3 a
-1 a a 3
=M>= 0 2a 2a 5 =
0 3 2 a
2 3 a
= —1-(—1)|2a 2a 5| = 25 — 4&°
3 2 a

Rango A = 2, ya que la primera columna es no
nula, se verifica: 1 < Rango A < 2. Se afade a
esta primera columna, de forma sucesiva, las res-
tantes, excepto la cuarta, que es nula, con objeto de
lograr matrices de orden dos, y se calcula sus de-
terminantes obteniendo que todos valen cero; por
tanto, Rango A = 1.

Rango B = 2, ya que f, = —(f, + f,), siendo las
dos primeras filas linealmente independientes.

2 < Rango A < 3; las dos primeras filas son li-

nealmente independientes y en ellas no se encuentra

el pardmetro a. Ademas, |A| = 3 — 2a por con-
3

0 < a=—.

3 2

Por tanto, si a = > entonces el rango de A es igual

a 2.

siguiente: |A| =
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 3 ‘ Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

1. Indica, justificando la respuesta, si los siguientes pares de sistemas de ecuaciones son o no equivalentes:

xXt+y —z= 5 Xty —z=5 X+ 5y — 3z = 13

=+ — =
a) X+ y =7,‘{i+y Z_? h) 4 x +y =7,yx+ y— z= 5
2X + 2y — 7z = 12 Y X—y =1 2y + z= 4

2. Resuelve, si es posible, por el método de Cramer el siguiente sistema de ecuaciones:
X+ y+2z= 1
2x + by + 9z = —3
—5x + 7y —8z= 4

3. Discute y resuelve por el método de Gauss los siguientes sistemas de ecuaciones:

X + +z=0
Y . 3x—y+ z=1
a 12x— y+z= b) _
X+ y—5z=2
X —2y—z=

4. Encuentra los valores de m que hacen que el siguiente sistema sea de Cramer:

X+y+mz=0
- Xx—y+ z=0
my + 3z=0

2x — 2y +z= 1
XxX+y—z= -2

3x —y= -1

X+ 2y —z= -1

5. Resuelve el sistema:

6. Un centro comercial tiene una oferta de detergente, café y gel de ducha. Un consumidor compra dos ecobolsas de
detergente, cuatro paquetes de café y un bote de gel, y gasta 12 euros; otro compra cuatro ecobolsas de detergente,
un paquete de café y dos botes de gel, gastando 18 euros; y un tercero compra una ecobolsa de detergente, dos
paquetes de café y cuatro botes de gel, gastando 10 euros. Plantea un sistema de ecuaciones que permita determinar
el precio de los tres productos y resuélvelo.
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SOLUCIONES

1. a) Se elimina la tercera ecuacién del primer sistema
ya que es igual a la suma de las dos primeras, y
ambos sistemas son equivalentes.

b) Las posibles transformaciones no son evidentes; por
tanto, para ver si son o no equivalentes se resuelven
ambos sistemas.

Primer sistema: x = 4, y = 3; z = 2.
Segundo sistema: x = 3; y = 2; z = 0.

Los sistemas no son equivalentes porque no tienen
las mismas soluciones.

2. El nimero de ecuaciones coincide con el nimero de
incognitas.

11 2
Determinantede lamatriz:| 2 5 9|=—54%#0,
-5 7 —8

el sistema es de Cramer; por tanto, el sistema es com-
patible determinado.

Solucion:
11 2 1 1 2
-3 5 9 2 —3 9
4 7 —8 173 -5 4 -8 55
—54 54 —54 54
11 1
25 —3
-5 7 4 —87
Z = =
—54 54

3. a) Sistema homogéneo; por tanto, compatible.

X+ y+z=20
2x — y+ 2z 0
X—2y—z=20

e, — & — 26 X+ y+ z=0

e, — e — e 3y - z2=0
3y —2z=0
x+ y+z=0
& — &6~ & 3y —z=0
z=0

El sistema es determinado; al ser homogéneo, tie-
ne como Unica solucion la trivial: x = 0; y = 0;
z=0.
b) 3Ix—y+ z=1
X+ y—5z2=2
—4y + 16z = —5
X+y— 5z= 2

e, — 6 —3-6 {

La ecuacién mas reducida depende de dos incdg-
nitas; por tanto, el sistema es compatible inde-
terminado.

Actividades de refuerzo

La solucion es:

3 + 4N 5 4+ 16A
X = Y= ;Zz=ANER
4 4
4. X+y+mz=20 1 1 m
-Xx—-y+ z=0— M=|-1-11]|—
my + 3z=0 0 m 3
— |M|=-m-m
=0 = {mZ 9

El sistema es de Cramer para m # 0y m # —1.

.
5., |ax—2y+z= 1
] x+ y—z=-2
3Xx — y = -1
L x+t2y—z=-1
-
X+ y—z= -2 e e — o
] x+t2y—z=-1 62 62_21‘6
2x — 2y +z= 1 eB 63_3‘61
L 3x —y=-1 =2 2 L
-
ty—z=2
Xty )Z/=1 X+y—z=2
4 . — + =
—4y + 3z=5" 4 322‘;’
| —4y+3z=>5 Y

El sistema es compatible determinado, y su solucién
essx=0,y=1 z= 3.

6. Si x, y, z representan el precio en euros de la eco-
bolsa de detergente, del paquete de café y del bote
de gel, respectivamente:

2x + 3y + z=12
4x + y + 2z =18
X+ 2y + 4z =10

231
4 1 2| = —35# 0; el sistema es de Cramer, y su
124
solucion es:
12 31
181 2
10 2 4
x=——"""—=23,/71
—35
2121 2 312
4 18 2 4 1 18
1 10 4 1210
y = = 1,20 z = = 0,97
—35 —35 _/
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

a ‘ Programacion lineal

Representa el conjunto de puntos del plano que dan solucién a la inecuacién siguiente:

X
XL
2 3

Representa graficamente el conjunto de puntos del plano que verifican cada uno de los siguientes sistemas:

4x + y= 4
2x +y=2 6x + 10y = 30
a) —Xxt+y=sl b) XxX=0

Se considera el recinto de la figura, incluyendo lados y vértices:
Y

A

fe)

1
€T

20| 1 X

a) Escribe el sistema de inecuaciones que lo definen.

b) Calcula el valor maximo de la funcién z = x + 2y en dicho recinto.

Calcula el valor maximo de la funcion z = 22x + 40y sujeta a las restricciones siguientes:

9x + lby = 612
y

N

(AR ARY

X
X 0
y 0
Un hipermercado necesita como minimo 6 cajas de nisperos, 8 cajas de peras y 10 de naranjas. Dos mayoristas,
Ay B, se ofrecen al hipermercado para satisfacer sus necesidades, pero solo venden dicha fruta en contenedores
completos. EI mayorista A envia en cada contenedor una caja de nisperos, dos de peras y una de naranjas. Por
su parte, B envia en cada contenedor una caja de nisperos, una de peras y cinco de naranjas. Cada contenedor

suministrado por A cuesta 60 euros, mientras que los de B cuestan 75 euros. (Cuantos contenedores debe pedir
el hipermercado a cada mayorista para satisfacer sus necesidades minimas, con el menor coste posible?
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X y
Se representa la recta — + = =1
2 3
Y
S 5 +%21
1
0] 1 2 X

La recta divide al plano en dos semiplanos ca-

. . . X y
racterizados por las inecuaciones: > + 3 = 1;
X Y . .

— + = =< 1. Para saber qué semiplano corres-

2 3
ponde a cada inecuacién, se toma un punto, por
ejemplo (0, 0), y se sustituye en una de las ine-

0 0
cuaciones (E + 5 =0 =< 1>. Si se verifica la

inecuacion, todo el semiplano al que pertenece
dicho punto corresponde a la inecuacién utiliza-
da; en caso contrario, sera el otro semiplano. La
inecuacion dada tiene por solucién el semiplano
rayado.

Y
2x +y=2 Kiay
ay xty=sl1
2x —ys=2 1 PXFy[=%
O] A\2x+y=2 | X
4x + y =4 T Ax+y=4
b) 6x + 10y = 30
x=0 \ \61-0—30
y=0 1 Y
o 1 5 N\X

3x —2y+6=0

. +2y+2=0
a) Las restricciones son: X Y

4.

Se representa la regién factible:

Y
ROX F 16y =1612
Lz N Xt+2y=2
La regién es acotada: < (36, 18)
B(68,0
20 | 40 | 60 [™8Q | X
A(0, 0) ™~

Se calcula el valor de z = 22x + 40y en A, By C:

2,=0 7, = 1496 z. = 1512

El valor maximo lo alcanza en el punto C(36, 18).

—-1lsy=<3
X <2

Y| -~
Zy = 0 C _é -
7 = 8 K=Y +6=0/|YT>|B "~
B x=2 "\X\+2y=8

b) Zs = 6 D 1 | ) R

=2 2oy =L X
ZE = -2 X2y T24=Y £ A

z = x + 2y alcanza su maximo en el vértice B(2, 3).

Actividades de refuerzo

Mayorista Mayorista Necesidades

A B
C. nisperos 1 1 6
C. peras 2 1 8
C. naranjas 1 5 10

X = nUmero de cajas del mayorista A.
¥y = nUmero de cajas del mayorista B.

Minimizar la funcion de coste: C(x, y) = 60x + 75y,

xX+ty=6
2x + y=138
X + 5y =10
x=0,y=0

sujeta a las restricciones:

Se representa la region factible:

A(O, 8)
X+y=6 2X+y=8
. s 4 B(2, 4
La region es no acotada: S X+5y=10
ST )
< ~—D(10, 0
Ofy: 2 QX
60x+75y=0 * +y=6

La funcion C toma en los vértices los valores:

C(, 8)

600 euros; C(2, 4) = 420 euros;

C(5, 1) = 375 euros; C(10, 0) = 600 euros

El coste minimo es de 375 euros y se logra encar-
gando cinco contenedores al mayorista A y uno al B.
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 5 ‘ Limites y continuidad

Estudia la continuidad de f(x) = |x — 3.

-2 -1
Dada la funcién f(x) = u:
X — 2
a) Halla sus puntos de discontinuidad.

b) Clasifica estas discontinuidades y completa, si es posible, el dominio de f para que sea continua en toda la
recta real.

x? =1
(x — 1)2°

a) Halla los puntos donde f es discontinua.

Se considera la funcion f(x) =

b) Halla los limites laterales en dichos puntos.

¢) Indica si se puede completar el dominio de f para que sea continua en toda la recta real.

2Xx six <1
Sea la funcién f(x) = { x + 1 sil< x< 2. Estudia su continuidad y clasifica sus discontinuidades.
x>+ 3 six=2

Vx + 1 — 2
Y Six# 3
Sea f(x) = { x—3 . 5 Halla el valor de a para que sea continua en todo su dominio de defi-
a si x =

nicion. ¢Cudl es este dominio?

X2 six<0
2 six>0"
dichas discontinuidades.

Sea f(x) = { Halla los limites laterales en los puntos de discontinuidad, si existen, y clasifica

Lx sio< x=<1
ax? + b six>1
halla los valores de a y b.

Sea la funcién f(x) = { , sabiendo que f(2) = 3 y que es continua en todo su dominio,

X4+ m sio< x<2

. cumple las siguientes condiciones:
nx +4 si2<x<24 P 9

Se sabe que la funcién f(x) = {

a) f(1) = f(3)

b) Es continua en el intervalo (0, 4)

Con esta informacion, halla los valores de my n.
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SOLUCIONES

Si X < 3

3 —x
f(X)_{ si x> 3

X —3
f es continua en todo R, puesto que es polinémica
en cada uno de los intervalos abiertos de su defini-
cion:
lim 3 — x) = Iim+ (x —3) =13 =0

X—3- x—3

\

En cada intervalo del dominio f es continua, pues
en (=, 0) es polindmica y en (0, ©) es exponencial.
El posible problema esta en x = 0, donde la dis-
continuidad es no evitable con un salto finito de 1
unidad, ya que:

a) No es continua en x = 2 porgue no esta definida
en ese punto.

b) La discontinuidad es evitable definiendo f(2) = 2,
ya que:

. oxP=2x
[im f(x) = lim ——— = lim x = 2

[im f(x) =1lim x> = 0 # lim f(x) = lim2*=1
x—0" x—0 x—0% x—0
1. #0=3 = 4a+b=73
f continua en R = £ continua en 1:
lim f(x) = Iim fix) > L1=0=a+ b

x—1- x—1+

Entonces a = 1, b = —1.

X—2 x—2 X — X—2

a) No es continua en x = 1, porque no esta definida
en ese punto.

b) lim f(x) = —o;

xX—1-

[im f(x) = +oo
x—1t

c) No se puede, puesto que la funcién tiene en x = 1
una discontinuidad no evitable con salto infinito.

f es continua en cada intervalo de definicién, pues
esta formada por funciones polindmicas.

Los problemas estan en x = 1, donde f tiene una
discontinuidad evitable si se define f(1) = 2, ya que:

im 2x) = lim (x+ 1) =2
x—1*

x—1-
Y en x = 2, donde la discontinuidad es no evitable
con un salto finito de 4 unidades, ya que:

lim (x + 1) =3 # lim (x> + 3) =7
x—2F

X—2-

1
Es continua para el valor a = 7 ya que:

Wx+1-20x+1+2

lim f(x) = i =
= = S (Xt 1 + 2
= lim X2 -1
=3 (x—3) (x+1+2 4
Df = [—1, =)

Actividades de refuerzo

f(1) =f3) > 1+ m=3n+4

f continua en (0, 4) = f continua en 2:

lim f(x) = Iim fix) > 4 + m=2n+ 4
x—2" x—27F
Entonces m = —6, n = —3.
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

11.

12.

4 6 ‘ Derivadas

Calcula la tasa de variacion de la funcion f(x)

Calcula la tasa de variacion de la funcion f(x)

Considera la funcion f(x) = 6 — 2x2

1
— en el intervalo [2, 5].
X

a (Cudl es su tasa de variacién media en el intervalo [1, 31?7

3x — x*en el intervalo [x, x + Al.

b) ¢Cual es el valor de la pendiente de la recta que une los puntos A(0, f(0)) y B(2, f(2))?

Sea f(x) =

x— 2

a) Aplicando la definicién de derivada, calcula f'(3).

b) ¢Se puede hallar f'(2)? Razénalo.

Sea f(x) = \/} Aplicando la definicién de derivada, calcula f'(1).

Halla la funcién derivada de f(x) = x* + 2x — 5 aplicando la definicion.

2
Halla la funcién derivada de f(x) = — aplicando la definicién.
X

Halla la funcién derivada de f(x) = 5x — x* aplicando la definicién.

Deriva las siguientes funciones aplicando las reglas de derivacion:

X — 2
a) f(x)=\/
X+ 2

Deriva las siguientes funciones:
a) f(x) = sen (x + 1)?
b) f(x) = (x — 1) tg x d) f(x)

Deriva las siguientes funciones:
a) f(x) = (senx) - x b) f(x)

b) f(x) = LG/X)

c) f(x) = sen” (x?)

c) f(x) = sen (Lx)

sen (sen x)

\/;(-Lx

e) f(x)
) f(x)

¢En qué puntos la funcidon f(x) = x*(2x — 4)? tiene derivada nula?
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SOLUCIONES

X—2
xX+2
a) f'(x) = —
x“—4
1
b) f'(x) = —
2X

c) f'(x) = 4x sen x? cos x?

a) f'(x) =2 (x+ 1) -cos (x + 1)
b) f'(x) =tgx + (x — 1) - sec® x
c) fi(x) = 1 cos (Lx)

X
d) f'(x) = cos x - cos (sen x)
e) f'(x) = e - sec’® ¢

f) f(x) = 2x [cos (x* + 1) + sec? x*]
a) f'(x) = (cos x) - x + sen x
L(x)+2

b) f'(x) =

24/x

1 1
l. v, s1=f5) - ) == - 2= -2 9.
5 2 10
2. TV x+ h = fix+ b — fix) =
=3(x+ h — x+ hH2— Bx — x») =
= —h + 3h — 2xh
f(3) — (1) —12 — 4
3. @ TVMIL, 31 = = - -8
3 -1 2
f(2) — f -2 -
oy m = (@ = fO) 6_ _, 10.
2—0 2
f3 + h — 3
4. 2 £3) = fim 2P 1)
h—0 h
1 _ 1
.34+ h-—-2 3 -2 . —h
=lim =lim =-1
h—0 h h—oh(1l + h)
f'(3) = —1
e B 11.
b) No, porque f no estd definida en x = 2.
fa+ h — f(1 1+h-1
5. r@=lim DB g VRS L
h h—o0 h
~ tim WI+h-DGIT+h+D _ 12.
~ h1 + h+ 1)
. h 1
=lim——==
h—o h(\/1 + h + 1) 2
fx + h — f
6. ) = lim XM T 00
h—0 h
_ i (x+h?+2(x+h)—5—(x*+2x—5)
= hm h =
. 2xh+hH+2h
= |lim——=2x + 2
h—0 h
2 2
f(x+ h) — f(x) +h
7. f'(x) = lim X=X im XX
h—0 h h—o0 h
i =20 _ 2
h—o xh(x+ h) x?
fx+h—f
8. g0 = lim XEPZI0O
h—o0 h
. B(x+h—(x+h>*—(Bx—x?
= lim =
h—0 h
. Bh—2xh—H
= |lim ——— =5 — 2x
h—0 h

Actividades de refuerzo

f'ix) = 4x*(x — 2) 5x — 6); f'(x) =0 =
6

> x=0,x=2,x=~=
5
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 7 ‘ Funciones derivabhles

Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva f(x) = 1 — x® en el punto (1, 0).

Halla la ecuacidon de la recta tangente a la curva f(x) \/)7 en el punto de abscisa x = 4.

1+ x
1 — x

Halla los puntos en los que la recta tangente a la curva y = en el punto de abscisa x = 2 corta a los

ejes coordenados.

Dada la funcién f(x) = ax® + bx, halla el valor de ay b para que la recta tangente a esta curva en el punto
(1, 1) sea paralela a la recta 4x — y + 7 = 0.

¢Existe algin punto en el que la curva f(x) = e*~ ' tenga una recta tangente paralela al eje 0X? Razé6nalo.

Razona por qué la curva f(x) = | x — 3| no tiene recta tangente en x = 3.
1 .
six=0
Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcién f(x) = } X — 1 y escribe su funcién deri-
x> =1 six>0

vada.

x>+ n six<1

mx 4+ 2 six=1 sea continua y derivable en todo R.

Determina m y n para que la funcion f(x) = {

x? six <0

. escribe su funcion derivada.
—1 six=0 y

Estudia la derivabilidad de la funcién f(x) = {e*

Estudia el dominio de definicion, la continuidad y la derivabilidad de la funcién:
—x>six < —1
—3x si—1<x=0

fx) = .
3x sio<x=1
x>six>1
Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. IT — 2.° Bachillerato Actividades de refuerzo



SOLUCIONES

f'(x) = —2x; la recta tangente en (1, 0) tiene de
ecuacion:

y—-0=Ff1x—-1 > 2x+y—2=0

1
f'(x) = —=; la recta tangente cuando x = 4 es:
2\/x

y—f4 =f@Kx-—-4 =2 x—4y+4=0

’ .

Y T a1 -

y—f2 =f@2)(x -2 = 2x—y— 7 =0; por
tanto, el punto de corte de esta recta con el eje 0X

la recta tangente, cuando x = 2, es

7
es (E’ 0) y con el eje OY es (0, —7).

Si (1, 1) pertenece a la curva: 1 = a + b
ademas, la pendiente de la recta es 4.

Como f'(x) = 2ax + b = f'(1) = 2a + b = 4
por tanto, a = 3, b = —2.

x—1

No, puesto que f'(x) = e no se anula para nin-
gln nimero real (e~ ' > 0, Vx € R).

No puede tener recta tangente en x = 3, porque la
funcién no es derivable en este punto.

f no tiene problemas de continuidad, pues en cada
trozo f es continua y, ademas:

Iin;n f(x) = Iin[lf(x) = f(0) = —1.

En relacién con la derivabilidad, f es derivable en
cada trozo, pero no es derivable en x = 0, puesto
que f'(07) = —1 # f'(0") = 0.

— six<O0
La funcion derivada es f'(x) = { (x—1)?

2x six>0

Los problemas de continuidad y derivabilidad de la
funcion estan, si existen, en x = 1, puesto que el
enunciado dice que es continua y derivable en todo
R; se tiene que:

lim fix) =14+ n=1Im f(x) =m+ 2 =
x—1- x—1*t

> m-n=
ffA?) =2

—1.

= f'(17) = m; por tanto, m = 2, n = 3.

Actividades de refuerzo

9.

\

f es siempre continua, puesto que en cada trozo
es continua por ser polindmica y exponencial, y
ademas el posible problema en x = 0 no existe,
ya que ””Q, f(x) = Iirr()]+ f(x) = f(0) = 0.

Respecto a la derivabilidad, también es derivable
en cada trozo pero no es derivable en 0, puesto que
f/(07) = 0 # f(0") = 1.

2x si x<0

La funciéon derivada es f'(x) = { & s x>0

10.

Df =R

f es continua en cada intervalo de definicion, pues
esta formada por funciones polinémicas, ahora, en
x = —1, ftiene una discontinuidad inevitable con
un salto finito de 2 unidades, ya que:

(=) =1%# 3= 1lim (=3x)

x——1%

[im

X——=1-

En x = 0, fes continua, ya que:

[im (=3x) = 0 = lim 3x
x—0~ x—07*
En x = 1, f tiene una discontinuidad inevitable

con un salto finito de 2 unidades, ya que:
lim 3x) =3 #1= lim X

x—1- x—1*

En cuanto a la derivabilidad, f es derivable en
cada trozo, pero no es derivable en x = —1 ni en
X = 1 por no ser continua en estos puntos, ni
tampoco en x = 0, ya que:

f'(07) = =3 # 3 = f(0").
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

4 8 ‘ Monotonia y curvatura

Calcula los maximos y los minimos de las siguientes funciones:

X 1— x
a) fx) = — o) f(x) = xe* e) flx) =
X+ 4 1+ x
X2 ex
b) f(x) = d) f(x) = L(x* + 2x) f fx) =—
x—1 X

Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

Q) 0 = x* — 2x? 0 0 = &) fx) = (x + De*
1

b) f(x) = x* — x° d) f(x) = Lix + 2) f) flx) = ER—
Calcula los puntos de inflexion de las siguientes funciones:

-2
a) fix) = x> — 6x? b) flx) = L(x* — 1) c) f(lx) = X e d) f(x) = x%*
Estudia la curvatura de las siguientes funciones:

— +1
a) f(x) = (x — 1)? b) f(x) = x> + x* — x — 2 o fl) =1/x—1 d) f(x)=§_1

Considera la funcidén f(x) = . Calcula:

x? —
a) Su dominio.

b) Sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) Sus maximos y sus minimos.

d) Sus puntos de inflexion.

e) La ecuacién de la recta tangente en su punto de inflexién.

Halla el valor de a para que la funcién f(x) = x> + ax + 1 tenga un extremo en x = 1. Halla dicho extremo
y determina si es maximo o minimo.

1
Considera la funcion f(x) = x> + ax® + bx — 1. Se sabe que tiene dos extremos en x = 1 y en x = 3
respectivamente.

a) Halla el valor de ay b.
oo . . 1
b) Clasifica el tipo de extremos que tiene en x = 1y en x = 3

¢) Halla los puntos de la curva donde la pendiente de la recta tangente es 5.
Considera la funcién f(x) = ax® + bx. Sabiendo que tiene un extremo en (1, —4), halla el valor de ay b.

Encuentra dos nimeros sabiendo que su producto es maximo y que la suma del primero con el cuadrado del
segundo es 48.
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SOLUCIONES

4 — x*?
1. arm = ———— > Maximo en x = 2,
(x* + 4)
minimo en x = —2.
(x — 2)
b) f'(x) = LZ = Maximo en x = 0,
(x — 1)
minimo en x = 2.
c) f'(x) = (x + 1)e* = Minimo en x = —1.
2(x + 1)
d) f'(x) = :(4 = No tiene extremos, pues
X + 2x
el punto que anula la primera derivada (x = —1)
no pertenece al dominio de f£.
' 2 .
e) f'(x) = — RIS — No tiene extremos, pues
nunca se anula la primera derivada.
(x — 2
) f'ix) = M = Minimo en x = 2.
x>
2. 2 FO =4 — 4x = 4xtx + 1) (x — 1) = f

b)

c)

d)

e)

decrece en (=, —1) y en (0, 1); crece en (—1, 0)
y en (1, o).

f'(x) = 4x> — 3x® = x*(4x — 3) = fdecrece
( 3) (3 )
en [—o, =]y crece en |=, .
4 4

f'ix) = — < 0 —> f decrece en todo

(x — 1)?
su dominio, Df = (—o0, 1) U (1, »).

1
f'(x) = —— = f crece en todo su dominio
X+ 2

Df = (=2, ).

f'(x) = eX(x + 2) = fdecrece en (—», —2)y

crece en (—2, ).
2x

(x? — 4)?

n (=2, 0); decrece en (0, 2) y en (2, ).

f'ix) = — = fcrece en (—o, —2)y

3. a)

b)

c)

d)

f"(x) = 6x — 12 = x = 2 es un punto de
inflexién, pues f"'(2) # 0.
, 2(x* + 1) ,
f'(x) = — =12 = f no tiene puntos de
inflexién, pues nunca se anula f"(x).

2(x — 6)
f"(x) = ———— = x = 6 es un punto de

inflexién, pues f"'(6) # 0.

') = eXx* + 4x + 2) > x =2 — 2,
X = —\/5 — 2 son puntos de inflexidn, pues en
ellos f"'(x) # 0.

Actividades de refuerzo

a (x) =
b)

2 — fes convexa en todo R.

=
z
[

6x + 2 — fes concava en

)y omeaen (3.2
— =] yconvexaen|— —, ©f
3 3

1

c) (x) = — o= < 0 = fes concava en
todo su dominio (1, ).
4
d) '(x) = = f es concava en (—w, 1)

(x — 1)
y convexa en (1, ).

a) Df = (=, —=2) U (=2, 2) U (2, »)
x>+ 4
(x? — 4)?

su dominio.

b) f'(x) = — < 0 = f decrece en todo

c) No tiene, pues f'(x) # 0 siempre.
2x(x? + 12)
(x* — 4)°
inflexién, pues f"'(0) # 0.

d) (x) = = x = 0 es un punto de

) X
e y=——
Y 4

f'(x) = 3x* + a, puesto que x = 1 es extremo =
= f(1) =0 > a= -3

Al ser f'(x) = 6x — ftiene un minimo en (1, —1).

f'(x) = 3x?> + 2ax + b

1
a) (1) = 0:>3+2a+b—0f'5 0>
1 2a
S+ =+b=0 =-2,b=1
;33 3 - a

1
b) /(1) > 0y f”(;) < 0 = en x = 1 tiene un

- 1. .
minimo y en x = g tiene un maximo.

¢) fl(x)=3x>"—4x+1=5= x=2,x= —

w N

f'(x) = 3ax? + b, si x = 1 es un extremo —
> 3a+b=0

Puesto que (1, —4) pertenece a la curva =
> a+b=-4= a=2b= -6

Si los nimeros son x e y, se verifica que y + x* = 48;
entonces, la funcion producto es:

P(x) = x(48 — x*) => P'(x) =48 —3x*=0 =
= x = *4. Puesto que y = 48 — x*> =
> y=32y x=4
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 9 ‘ Representacion de funciones

1. Considera la funcién f(x) = x> — 3x% — 9x. Determina:
a) Su dominio.
b) Sus puntos de corte con los ejes coordenados.
¢) El signo de la funcién en cada region.
d) Sus extremos.
e) Sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
f) Sus puntos de inflexion.
g) Su curvatura.

h) Dibuja su grafica.
2. Halla los puntos de corte con los ejes coordenados y las regiones de signo de la funcién f(x) = e*(x* — 4).

3. Halla, cuando existan, las asintotas horizontales, verticales y oblicuas de las siguientes funciones:

-1 2+ 1
a) ) = b ) = — 0 fx) = =
x—1 x°+ 1
X sixs1
4. Considera la funcién f(x) = X2+ 1
si x >1

a) Estudia su continuidad y su derivabilidad.

b) Represéntala graficamente.

5. Considera la funcién f(x) = | x* — 2x — 3|:
a) Represéntala graficamente.
b) Razona en qué puntos no es derivable.
¢) Estudia sus extremos.

d) Estudia sus intervalos de monotonia.

XZ
6. Representa la funcién f(x) = — I
X

1
7. A partir de la grafica de f(x) = 2 dibuja las graficas de:

4 1
a) gx) = — b) hix) =—+ 3 o) ix) =
X X X
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1.

SOLUCIONES

f(x) = x(x* — 3x — 9)
a) Df = (—o, )

3 4+ 3\/5 3 — 31/5
b) anX:m,oL<——7;M;,O>,( Ve , 0

eje 0Y: (0, 0)

)
ofo, 2227

: 3-3\/5
¢) Negativa en | —, T ye
3—34/5 3+3

Positiva en <T\/—, O) y en ( \/7 00>.
d) f'(x) =3x>—6x—9 =3x+ 1x—-3) =

= f tiene un maximo en (=1, 5) y un minimo

en (3, —27).
e) Crece en (—, —1) y en (3, »); decrece en

(-1, 3).

f) f(x) = 6x — 6 = ftiene un punto de inflexion
en (1, —11).

g) Es concava en (=, 1) y es convexa en (1, ).
h)

Y

— —
= —

P

Puesto que f(0) =

flx) =0 = x =
y (2, 0).

Puesto que e* > 0, x € R, f tendra el signo que
tenga el polinomio; es decir, es positiva en (—o, —2)
y en (2, «), y es negativa en (=2, 2).

—4, corta al eje OY en (0, —4).
*2, corta al eje OX en (—2, 0)

a) Six— 1, flx) — *oo = x = 1 es una asin-
tota vertical por abajo y por arriba. Si x — oo,
f(x) — 0 = y = 0 (eje 0X) es asintota hori-
zontal por la izquierda y por la derecha.

b) Es siempre continua, por lo que no tiene asin-
totas verticales. Si x — *w, f(x) — 0 = f
tiene una asintota horizontal en y = 0 (eje 0X)
por la izquierda y por la derecha.

¢) Six— 0, f(x) — =*oo = ftiene una asintota

vertical en x = 0 (eje OY) por abajo y por arriba.
f(x)

[im—=1,
X

X— 0

lim(f(x) — x) = 0 = ftiene una

X— 00

asintota oblicua en y = x.

Actividades de refuerzo

4. a) Es continua y derivable en los intervalos (—o, 1)

y (1, %) por ser polinémica en ambos. En x = 1
es continua, pues lim f(x) = lim f(x) = (1) = 1;
x—1" x—1+

y es derivable, pues f'(17) = (1) = 1.

\

b)
v/
f(x)
1 X
5. a)
Wyl
A\
\
0| 2 X
f(x) = [x3 - 2x = 3|
b) En x = —1, x = 3, porque, en ambos:

f'(x7) # f'(x").
c) Tiene un maximo relativo en (1, 4) y dos minimos
absolutos en (=1, 0) y en (3, 0).

d) Decrece en (=, —1) y en (1, 3);
(=1, 1) y en (3, o).

crece en

Y 2
03 X A+ 1
— 3~
0| 1 X

Yk )
i
1 f(x) h(x)
=0 . ‘
A {5\"
—— T
— 2 X
'
'
i
1
\
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

/

1.

10 ‘ Integral indefinida

Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a) J(éx2 + 2e* — cos x) dx b) JZX cos x? dx c) J ax
e

Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a) J(sen 2x + 2 sen x cos x) dx b) J\"/x3 dx c) Je“” dx

Calcula las siguientes integrales inmediatas:
1 5 1 2x — 5
a) J(—z + = - 2) dx b) J— dx ) Jiz dx
X \/)7 5x X —5x + 6
Realizando las operaciones, las siguientes integrales se convierten en inmediatas; calculalas:

2
a) J(X + l) dx b) JX\/;( dx 0) J4x2(x3 — 2x%) dx
X

Realizando las operaciones, las siguientes integrales se convierten en inmediatas; calcllalas:

Jsx“ —3x2 + 1
a) |[————

adx b) J((sz + 1) + 1) dx c) ijz(x — 2)% dx
X

Con una pequefa manipulacién, las siguientes integrales se convierten en inmediatas; calculalas:

)JLW 0 J&dx o f57d
YT axe X2+ 4x + 1 Vx> + 5

Las siguientes integrales se pueden resolver por el cambio de variable que se indica; calculalas:

2% L
a) Jsen X cos® x dx b) J dx c) jw dx
1+ 2 X

(sen x = t) 2 =1 (Lx = )

Las siguientes integrales se resuelven por el método de integracion por partes; calctlalas:

a) J(B — X) cos x dx b) Jx sen 3x dx c) J(x2 — 1De*dx

Las siguientes integrales se resuelven por el método de integracién por partes; calcilalas:
Lx X

a) J—Z dx b) sz Lx dx c) j—x dx
X e

Halla una funcién F tal que F(2) = 0 y tal que F'(x) = 3x* — 5.

Halla una funcidon F cuya grafica pasa por el punto (0, 4) y tal que F'(x) = xe*.
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b)

c)

SOLUCIONES

2x°> — sen x + 2e* + C
sen x2 + C

Le*+ 4) + C

b)

c)

—cos2x + C
4x \/x®
7
e+ 3
5

+ C

+ C

a) 3 —x)senx —cosx + C

X CO0S 3x sen 3x
— +
3 9
0 ex* —2x+ 1)+ C

b) + C

b)

c)

— 1
—2x+10yx— =+ ¢C
X
L
i
5

L(x? — 5x + 6) + C

b)

c)

3

X 1
—+t2x——+¢C
3 X

.
2X\/X+C

b) —

c)

b)

3
s L(1 + 4x) + C
2Lx2 + 4x+ 1) + C

10 ———
—\x’*+5+C
3

1.

cos® x

a) — + C

1
b) — LA +20 + C
L2

¢) —cos(Lx) + C

Actividades de refuerzo

9. a -2--+¢
X X
xX’Lx  x°
b) - —+C
3 9
+ 1
c) _ - ) C
e
10. Foo = J(sz — 5)dx = x> — 5x + C, puesto que
F2)=0=> C=2 = Flx) = x> —5x + 2
11 F(x) = Jxe* dx = (x — 1)e* + C, puesto que

F(0O)=4 = C=5= Fx) =(x—1e*+5

_/

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. IT — 2.° Bachillerato



ACTIVIDADES DE REFUERZO
4 11 ‘ Integral definida

1. Calcula el area de los trapecios curvilineos limitados por las siguientes funciones entre las abscisas que se
indican:

a) flx) = x> —4x+ 2entrea=4 y b= 5.
b) f(x) = x’¢*entrea=1y b= 2.
2x + 1

0 flx) =—F————entrea=2y b=05.
X+ x+ 2

2. Calcula las siguientes integrales definidas:

3 1 1
a) J (x* + 3x + 2) dx b) J e 1 dx c) J 2x cosx? dx

1 0

3. Calcula las siguientes integrales definidas:

° 4 ¢ 2x—5 1
a) J _ZdX b) j indx C) _—dX
» X s X° — 5x + 6 1 \/X
4. Calcula:
2 1 2 1
a) J (x + —) dx b) j 2x°(x? 4+ 3x) dx
1 X 0
5. Calcula:
B 1
a) J cos x sen” x dx b) J xe* dx
H 0
6. Calcula:
3 X 2
a) J 5 ax b) J X sen x dx
o X+ 9 o
7. Calcula:
a) J tg? x dx b) J Lx dx
0 1
8. Calcula:
1 e
a) J xe* dx b) J xLx dx
0 1
9. Calcula:
3 6 A
a) J 5 al dx b) tg x dx
. x°+ 1 o

10 Halla a para que la integral de la funciéon f(x) = 3x*> + 2x + a en el intervalo [1, 4] sea igual a 6.

11 f(x) = ax — ax? encierra con el eje 0X y las abscisas x = 0y x = 1 un area de 2 unidades cuadradas. Halla
el valor de a.

0 0

b b
\12 Se sabe que 4J xdx = J x? dx. Halla el valor de b.
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SOLUCIONES

f(5) + £(4) 7+ 2 8. 2 ex—Dlt=0+1=1
1. a S=—-——6B -4 = = o
2 2 x*@Lx — D |°  e* +1
= 4,5 unidades cuadradas. b) 4 - 4
1
f(2) + (1) 4e? + e
b)) S=——-—"—-@2-1) = ———=
2 2 9. 2 3L + 1|2 = 3L10 — 3L2 = 3L5
= 16,14 unidades cuadradas. i L2
b) —L(cosx)| = —+ L1 = —
n,s :
f(5) + f(2) 32 8
0 S=—"—"""(5-2) = 3 = \ \
2 2 10 Bx2+2x+adx=x>+ x>+ ax| =
= 1,45 unidades cuadradas. A .
=@80+4a —@2+a=78+3a=6—>
3 3x2 ’ 23 74 = —24
2. d 4+ Xy =222 —
3 2 . 6 3
41 |1 2 ! ax? ax’|' a a
€ _eee 1 11. (ax —ax)dx = ———| =-—-=2 =
b) 2 3 2 3
2 o 2 0 0
. —> a=12
c) senx*| =senl
0 b
4Jxo’x=2b2 .
, . . 12. S 2B =— > b=0,b=6
3.9 -S| =-24+2=2 X% dx=— ’
X |, 5 5 . 3
6
b) L(x* — 5x + 6)| = L12 — L2 = L6
4
_4
Q0 2yx| =4-2=2
1
x> 2 37 4 29
4, 9 = v ox—-| =+ -2=2
3 x|, 6 3 6
x°  e6x® |t 23
b = + ==
3 5 |, 15
sen® x |7 1 1
5. a A - YA
3 = 3 3
e’ e—1
by —| =
2 |, 2
1 | 1
6. 2L +9| ==(18-L9 == L2
2 . 2 2
b) senx — xcosx| =1—-—0=1
0
7. a) tgx — x =1—I
g
o 4
b x(x — D [$=0+1=1

Actividades de refuerzo
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ACTIVIDADES DE REFUERZO
4 12 ‘ Aplicaciones de la integral definida

Calcula el area comprendida entre la curva f(x) = x> + 2x + 5, el eje OX y las rectas x = 0 y x = 3.

Calcula el area del recinto encerrado por la grafica de la funcién f(x) = 4 — x* y el eje 0X.

Calcula el area limitada por la grafica de la funcién f(x) = x>, el eje OX y las rectas x = —1y x = 1.

Halla el area de la region encerrada entre la pardbola f(x) = x> + 1y larectay = x + 7.

Halla el area limitada por la grafica de la funcién f(x) = 6 + 5x — x* y la recta y = 6.

Halla el area limitada por la grafica de la funcién f(x) xe*, el eje OX y las rectas x = 0y x = 1.

Halla el area determinada por la curva f(x) = x>y la recta y = 4x.

Calcula el area encerrada por la curva f(x) =

e 1y|asrectasx=1yx=3.

O 0 N o U~ WN

Calcula el area encerrada por las parabolas f(x) = x* — 2xy g(x) = 4x — x°

3

-
o

Halla el area encerrada por la grafica de la funcidon f(x) = x> — x®> + 2x y su recta tangente en el origen.

—
=

Halla el area de la region encerrada por la funcion f(x) = 3x — x> y el eje 0X.
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SOLUCIONES

La parabola no corta al eje OX; por tanto:

3 3

, x>
Area(R)=J (x*+ 2x+ 5) dx=?+xz+5x

0
= 33 unidades cuadradas.

0

La parabola corta al eje OXen x = =2y x = 2.
Entre ambos valores es positiva y simétrica respecto
al eje OY; por tanto, el area es:

)

0

2 3

Area (R) = ZJ (4 — x» dx = 2<4x Yy

0

8 32
= 2(8 - 3) = ? unidades cuadradas.

Las regiones delimitadas por la curva y las rectas
son simétricas respecto al eje OY; por tanto:

)-4)-

1 4

Area (R) = 2J X* dx = 2<XZ

0

1
= E unidades cuadradas.

Para saber los puntos de corte de la recta y la para-
bola hay que resolver la ecuacion x> + 1 = x + 7,
cuyas soluciones son x = —2 y x = 3.

El area de la regidén pedida es:
3

3
Area(R)=J (x+7)dx—J (x2 + 1) dx =
-2

-2
3 2 3|3
X X
=J(6+x—x2)dx=6x+———
, 2 3

-2

125
= e unidades cuadradas.

La recta y la parabola se cortan en los puntos x = 0
y x = 5. El area pedida es:
5

Area (R) = J (6 + 5x — x2) — 6) dx =

0

° 125
= J (5x — x?) dx = e unidades cuadradas.
0

Entre x = 0y x = 1 f(x) es positiva; por tanto:
1 1

Area (R) = J xe*dx = eXx — 1) | =
0 0

= 1 unidad cuadrada.

Actividades de refuerzo

La recta y la curva se cortan en x = —2, x = 0,
x = 2. Las regiones que delimitan encierran la
misma area; por tanto:

)

0

2 4

(4x — x°) dx = 2(2)(2—%

Area R) = 2f
0

= 2(8 — 4) = 8 unidades cuadradas.

Entre x = 1 y x = 3, la curva es positiva; por
tanto:

, Y Lix2+1) P
Area (R) = p x = =
, Xx°+1 2 1
L10 L2 L5
= — — — = — unidades cuadradas.
2 2 2

Ambas parabolas se cortan en x = 0y x = 3;
por tanto:

3 3

(4x — x?) dx—J (x* — 2x) dx =

0

Area (R) = j
0
3

3 3
2Xx
=J (bx — 2x%) dx = 3x? — —
0 3
= 9 unidades cuadradas.

0

10.

La recta tangente en el origen es y = 2x, que
corta a la curva en x = 0y x = 1. Por tanto, el
area pedida es:

1 1

Area (R) =I 2xdx—J (x> — x* + 2x) dx =
0 0

1

1 X3 X4
=J x* = X)) dx = — — —
o 3 4

0

1
= — unidades cuadradas.
12

11.

La curva es simétrica respecto al origen y corta al
eje OXen x = 0, x = *\/3. El 4rea pedida es:

3
/

Bx — xX*) dx =

-da-)
=2[— — —| =
o 2 4

9
= E unidades cuadradas.

Area (R) = 2J

0
(3)(2 x*
2 4
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

10.

11.

4 13 ‘ Combinatoria

Calcula n sabiendo que:
a V,, =V, b) V,, =4V, ., o V,,= 20V, d) Vy,, = 7920

Escribe los tres primeros y los tres Ultimos factores del desarrollo de las siguientes expresiones:
a) Vm+1,n b) Vm+1,n+1 C) Vx+3,y—1 d) V2>(+1,x—2

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) P, =T72P,_, b) P,., = 132P,_,

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 5C,; = 8C,_ 1, b) 2C,, = 2C,, — C,,

¢Cuantos nimeros de cinco cifras se pueden escribir con los digitos 1, 2, 3, 4 y 5 sin que se repita ninguno?
¢Cuantos empiezan por 3? (Cudntos empiezan por 3 y terminan en 5?

El nimero de variaciones de cierto nimero de elementos, tomados de cinco en cinco, es igual que el de las
variaciones de los mismos elementos, tomados de cuatro en cuatro. Halla el nimero de elementos.

¢De cuantas maneras se pueden sentar siete personas en un banco? ¢Y en una mesa redonda?
¢Cuantos nimeros mayores que un millén pueden formarse con los digitos 0, 2, 2, 3, 3, 3 y 47

Una bolsa contiene 8 bolas blancas y seis negras. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden extraer siete bolas,
de forma que haya 5 blancas y 2 negras?

En un concurso literario hay asignados tres premios distintos para los tres mejores trabajos presentados. Si
participan doce concursantes, ¢de cuantas maneras puede hacerse la distribucién de premios?

Desarrolla las siguientes potencias:
a) 3 — x)° b) (x + 1)°

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. IT — 2.° Bachillerato Actividades de refuerzo



SOLUCIONES

l.av,=v,
nn — 1)(n—2) = nln — 1)n — 2)(n — 3) <
< n—-3=1 < n=4
b) Vn,4 = 4\/1‘771,3
nin — 1)(n — 2)(n — 3) =
=4n—1Dn—2)n—3) < n=4
o V,, =20V,
n(n — 1)(n — 2)(n — 3) = 20n(n — 1) <
< (n—2)n—3)=20 < n=7
(n = —2, no tiene sentido)
d) V,,,=7920=11-10-9-8 = V,,, <
— n=4
2. 2 V., =m+D-m-(m—1..(m—n+4)-

b)

c)

-m—-—n+3)-m—n+ 2

Vosiper=m+1 -m-(m—1) ..
. m—n+3)-m—-—n+2-(m—n-+1)

Viisy 1= X+ 3) - x+2) - x+1) ...
x—y+7) - x—y+6)-(x—y-+5)

d) Vi =0@x+ 1 -2x-@2x—1 ..
. X+ 6) - (x+5)-(x+ 4)
3. a) x(x — 1) =72 < x =9 (x = —8 no es
valida).
b) (x + D)x = 132 <= x =11 (x = —12 no es

valida).

a)

b)

5C; = 8C,_ 1,4
x(x — Dx — 2)
3-2-1
_ o = D - 2 — 3)x — 4
4-3-2-1

< 5x=2(x —3) (x — 4) <=
S 2x2 - 19x+24=0 & x=8;

3
(x = > no es valida).

20)(,4: 20)(,3 - CX,Z
5 x(x — Dx — 2)(x — 3)
4-3.2-1
x(x — (x — 2) x(x — 1)
=2 . — =
3-2-1 2-1

= x— 2K —3)=4k—2) — 6 <
S x> =-9x+20=0 & x=5 x=4.

Actividades de refuerzo

P,=5-4-3-2-1=120

Que empiecen por 3:

P,=4-3-2-1=24 03----)
Que empiecen por 3 y terminen en 5:
P,=3-2-1=6;,3---5)

6' Vn,5=Vn,4 Ad

< nn— 1)n— 2)n— 3)n — 4) =
=nn—1Dn—-2)(n—3) < n—4=1 <
< n=5

En un banco: P, = 7! = 5040
En una mesa redonda: PC, = P, = 6! = 720

PRY#31 = = 420, son los nimeros distin-
2! - 31
tos que podemos formar con las siete cifras dadas.
6!
PR = = 60, son los menores de un
2! - 3!

millén, es decir, los que tienen el cero a la izquierda.
Por tanto, mayores que un millén: 420 — 60 = 360.

Grupos de 5 bolas blancas: Cs; = (2) = 56

6-5
Grupos de 2 bolas negras: C,, = (2) =51 15
Como cada grupo de bolas blancas se combina con
cada grupo de bolas negras, se obtienen:

Cs,s :

Ce = (8) . (6) = 56 - 15 = 840 maneras
diferentes.

5 2

10.

Se trata de variaciones ordinarias: importa el or-
den de concesion de los premios; sin repeticion, y
una misma persona no puede recibir mas que un
premio.

Vi,, = 12 - 11 - 10 = 1320

11.

a) (3—x)5=(g)35—(5 30 x4+ (2

o)

= 243 — 405x + 270x* — 90x®> + 15x* — x°

b) (x + 1)& = (3) x® + (?) x'1l + (2) x°1% +

8 593 8 494 8 315 8 276
+(3)X1 +<4)X1+5 )(1~I—6 Xx“1°+

8\ 147 8 8 _
+<7)X1 +<8>1

+ 56x° + 70x* + 56x> + 28x% + 8x + i/

x® + 8x” + 28x° +
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

14 ‘ Calculo de probabilidades

En el experimento aleatorio consistente en el lanzamiento de una moneda tres veces, encuentra:
a) El espacio muestral.

b) Los sucesos: A: «Aparece cara al menos dos veces».
B: «Aparece cara dos veces seguidas».
C: «No se obtiene dos veces seguidas el mismo resultado».

Las fichas de respuesta de una encuesta recogen los siguientes datos: el sexo, la edad (mayor o igual a 35 o
menor de 35) y la respuesta a la pregunta planteada (Si o No).

a) Describe las posibles tarjetas.
b) Enumera los elementos de cada uno de los siguientes sucesos:
e S1: «Es un hombre menor de 35 afos».
e S§2: «Es una mujer».
* S3: «Es una persona con 35 o mas anos que ha respondido Si».

* S3: «Es una persona que ha respondido No o que tiene menos de 35 anos».

Consideremos el experimento consistente en el lanzamiento de un dado, anotando la puntuacién de la cara superior
y los sucesos A: «Se obtiene un ndimero mayor que 2» y B: «Se obtiene un nlimero par»:

a) Describe el espacio de sucesos del experimento en cuestion.

b) Expresa por extension los sucesos Ay B.

¢) Expresa: AU B, ANB AUB, A B, AN B, AN B.

Se tienen cinco cartas numeradas del uno al cinco; si se escogen al azar dos de ellas, icual es la probabilidad
de que el nimero mayor sea 37

¢Qué probabilidad hay de que al levantar una ficha de domind se obtenga un ndmero de puntos mayor que 9 o
un multiplo de 47

A un simposio asisten 100 congresistas, de los cuales 80 hablan inglés y 40 francés. (Qué probabilidad existe
de que dos congresistas, escogidos al azar, se entiendan sin intérprete?

Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio para los que se tiene:

3 —
p(AUB)=Z,‘ p(A) = —; p(AN B) =

S Wi
H=

Calcula: p(A); p(B); (AN B); p(A N B)

Un dado esta cargado de manera que los nimeros pares tienen doble probabilidad de salir que los impares.
Determina la probabilidad de los sucesos:

A: « Se obtiene un nimero par».
B: «Aparece un nimero primo».

C: «Se obtiene un nlimero primo e impar».
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SOLUCIONES

1. 2 £ = {ccc, cex, cxc, xcc, cxx, Xcx, Xxc,

XXX}
A = {CCC, CCX, CXC, XCC}
B = {CCX, XCC}
C = {CXC, XCX}

Pongamos H y M para indicar el sexo (hombre
0 mujer); my p para indicar la edad (igual o
mayor de 35 y menor de 35); Sy N para indicar
St o No.

Segun lo anteriormente expuesto, hay ocho tar-
jetas o resultados posibles:
E = {HmS, HmN, HpS, HpN, MmS, MmN,
MpS, MpN}
b) S1 = {HpS, HpN},
S2 = {MmS, MmN, MpS, MpN},
S3 = {HmS, MmS};
S4 = {HmN, HpS, HpN, MmN, MpS, MpN}

a) El espacio de sucesos esta formado por todos los
subconjuntos del espacio muestral £ = {1, 2, 3,
4, 5, 6}, es decir:
S =A{d, {1}, {2}, ..., {6}, {1, 2}, {1, 3}, ...,
{11 6}/ {2/ 3}/ S {2/ 6}/ {3/ 4}/ A4 {51 6}/
{11 2/ 3}/ A4 E}
En total hay 2° = 64 sucesos relativos al expe-
rimento considerado.
Observacién:
ndm. de elementos de S = 2 nim deelementosde £

b) A: «Se obtiene un nimero mayor que 2» =
= {31 4/ 5/ 6}

B: «Se obtiene un nimero par» = {2, 4, 6}
0 AUB=1{2 3,45 6}, AN B = {4, 6},

AU B= {1}, A=1{1,2}, B=1{1, 3, 5},

ANB=1{1}, AN B=1{1,2 3,5}

Suceso B: «Numero de puntos multiplo de 4» =
= {(0, 8, (1, 3), (2, 2), (2, 6), (3, 5), (4, ),
(6, 6), (0, 0)}

Suceso A N B: «NUmero de puntos mayor que 9 y
multiplo de 4» = {(6, 6)}. Los sucesos Ay B son
compatibles; por tanto:

p(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B) =
4 8 1 E

+ =
28 28 28 28

Sea el suceso I. «Entenderse en inglés», y F. «En-
tenderse en francés». Se pide calcular la probabili-
dad del suceso I U F; ahora bien, por los datos del
enunciado se deduce que hay congresistas bilingles,
exactamente 20 = 80 + 40 — 100, lo que nos dice
que los sucesos Iy F son compatibles.

pIU F) = p) + p(F) — pdN F) =

5 2 @

BEGEGE

(A)—l—(Z)—1—3—1
p p 373
p(B) = p(AU B — plA) + p(AN B) =

p(A N B) = p(A) — p(AN B)

wWIin W

p(A N B)

p(B) — p(AN B) =

D= D

Puesto que no se dice nada en contra, se supone que
los sucesos elementales son equiprobables.

Los casos posibles son C,, = 10.

El suceso A: «El nimero mayor sea 3» = {(1, 3),
(2, 3)}; por tanto, casos favorables: 2.

(A)_i_OZ
p 10 /

Hay 28 sucesos elementales, puesto que 28 son las
fichas del domind.

Consideramos:

Suceso A: «NUmero de puntos mayor que 9» =
= {(4, 6), (5, 5), (5, 6), (6, 6)}

Actividades de refuerzo

Las probabilidades de los sucesos elementales:

p(1) = p3) = p(5) = x; p(2) + p(4) + p(6) = 2x

Como p(E) = 1 = p(1) + p(2) + p(3) + p(4) +
1

+ p(B) + p6) = 9x > x = —

9
(A = p{2, 4 6})—6x—é—E
P P2, 4, 5~ 3
5
p(B) = p({1, 2, 3, 5}):5X=5
1
p0) = p({1, 3, 5})=3x=§
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 15 ‘ Probabhilidad condicionada

Se lanzan un par de dados cubicos. Sabiendo que la suma de los puntos es 6, calcula la probabilidad de que
solo en uno de los dados aparezca un 2.

Un operario tiene una probabilidad de 0,7 de ser cambiado de seccién, y la probabilidad de ser ascendido y
cambiado es de 0,6. Calcula:

a) La probabilidad de ser ascendido, en el supuesto de que haya sido cambiado de seccion.

b) La probabilidad de que no sea ascendido, en el supuesto de que haya sido cambiado.

Se lanza al aire un dado clbico y se anota la puntuacién de la cara superior en reposo. Se consideran los sucesos
A: «Se obtiene un nimero mayor que 4»; B: «Aparece un multiplo de 3»; C: «Se obtiene un nimero impar»;
D: «Aparece un nimero mayor o igual que 5».

a) Comprueba que los sucesos A y B son dependientes.

b) Comprueba que los sucesos Cy D son independientes.

Una urna contiene 8 bolas rojas, 3 blancas y 9 azules; si se extraen 3 bolas aleatoriamente sin reemplazamiento,
calcula la probabilidad de que:

a) Las 3 bolas sean rojas.

b) Las 3 bolas sean blancas.

En cierta facultad el 25 % de los estudiantes suspende las matematicas, el 15 % suspende la quimica y el 10 %
suspende las dos asignaturas. Se selecciona un alumno al azar; determina la probabilidad de que:

a) Suspenda las matematicas, en el supuesto de que haya suspendido la quimica.
b) Apruebe la quimica, en el supuesto de que haya suspendido las matematicas.

c) Suspenda las matematicas o la quimica.

Se tienen dos urnas, Ay B. En A hay 6 bolas blancas y 4 negras; y en B, 5 blancas y 8 negras. Tomamos una
urna al azar y de ella extraemos dos bolas; calcula la probabilidad de que sean:

a) Las dos negras.

b) Una de cada color.
Las probabilidades de que un articulo proceda de una fabrica A o de una B son 0,6 y 0,4, respectivamente. La

fabrica A produce articulos defectuosos con probabilidad 0,01, y la B, con probabilidad 0,05. Se observa un
articulo y resulta defectuoso. Calcula la probabilidad de que provenga de la fabrica A.
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SOLUCIONES

A: «La suma es 6» = {(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2),

5
(5, 1) (A) = —
F=op 6
B: «Aparece 2 en uno de los dados» = {(2, 1),
(2, 3), (2, 4, (2, 5), (2, 6), (1, 2), (3, 2), (4, 2),
(5, 2), (6, 2)}

Aplicando las expresiones de la probabilidad condi-
cionada: A N B = {(2, 4), (4, 2)}

2
p(AN B 36

B/a) =TT o2 S
pis/ p(d 5
36

a) C: «Ser cambiado» y A: «Ser ascendido»

p(ANC 0,6

A/C) = — 0,857
paso) 2(0) 0,7
_ (AN o
b pAds0 =2 0 pas0 =
p(0)

=1 - 0,857 = 0,143

El espacio muestral es E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
1
a) A= {5 6} = pA =3
1
B=1{3,6} > pB) =,

1
BN A={6} = p(Ar‘IB)=g
1 1
P(AN B) =—% P(A) - P(B) = =
6 3
Por tanto, son dependientes.

b) ¢ ={1,3, 5 = p

1
E;

D= {5 6} = pD = —;
1
DNC={5}= pDNO =<
1
P(D N C)=g= P(A) - P(B)

Asi pues, son independientes.

Actividades de refuerzo

\

a) R;: «La i-ésima bola es roja», R: «3 bolas rojas»
p(R) = p(R, N R, N R, =
= p(R) - p(R,/R) - p(R, /R, N R,) =

_ 8 7 6 _ 14
20 19 18 285

b) p(B) = p(B, N B, N B,) =
p(B,) - p(B,/ By - p(B,/ B, N B, =
3 2 1 1

T 20 19 18 1140

p(M) = 0,25; p(Q) = 0,15;
p(M N Q =0,10; p(Q N M) = 0,25 — 0,10 = 0,15

(MNQ 010 2
a pM/Q =" @ _ =<

p(Q 0,15 3

A p(@ N M) 0,15 3

b M) = = = —
) p@ /M) (W) 025 5

) pP(MU Q = p(M) + p(@ — p(MN Q = 0,3

«Obtener dos bolas negras»

«Elegir la urna A»

«Elegir la urna B»

«Obtener una bola blanca y otra negra»

O D>D> =
I

a) p(N) = p(A) - p(N/A) + p(A) - p(N/A) =

4 8

2 2
+— + 0,5 — = 0,246

5 &)

b) p(C) = p(A) - p(C/A) + p(A) - p(C/A) =

= 0,5

64 5-8
=05-2-——+0,5-2 - —— = 0,523
10 13

2 2

A = «E| articulo observado procede de la fabrica A»
B = «El articulo observado procede de la fabrica B»
D = «El articulo observado es defectuoso»

pA) - p(D/A) B
p(A) - p(D/A) + p(B) - p(D/B)
0,6 - 0,01 3
= =~ =0,23
0,6 - 0,01 +0,4-0,05 13

p(A/D) =
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 16 ‘ Teoria de muestras

1. Halla la media, la cuasivarianza y la desviacién tipica muestral de las series estadisticas:
a l34638911 13 16
b)

Variable 4 7 10 15 20

Frec. abs. 2 5 8 6 1

2. Utilizando las tablas de la distribucién normal tipificada, calcula las siguientes areas:
a) Entre 0y 0,75 b) Entre —2 y 1,35 c) A la derecha de —1

3. Si Z es una variable aleatoria continua con distribucién N(0, 1), calcula:
a) p(Z= —1,13) c) p(Z = 1,98) e) p(—0,79 < Z = 3,02)
b) p(Z=1,13) d) p(Z < —1,98)

4. Sea X una variable aleatoria continua con distribucion N(10, 2), calcula:
a) p(X =12) b) p(9,5 < X =< 10,5) c) p(le < X < 30)

5. Supongamos una poblacion formada por los elementos 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. Averigua cuantas muestras
distintas se pueden formar...

a) de tamano 2 b) de tamano 3 ¢) de tamano 5

6. Un Ayuntamiento va a realizar una encuesta para saber la opinién de los ciudadanos sobre las medidas tomadas
en materia de medio ambiente.

El Ayuntamiento pretende que la muestra contenga informacién de distintas zonas de la ciudad. Si se tiene la
siguiente distribucion de habitantes:

Zona A B C

N.° habitantes 25063 40 291 87 646

y si el tamano de la muestra es de 200 personas, determina el tamano muestral, redondeando si es preciso, de
cada estrato.

7. Cinco de cada cien bombillas producidas por una fabrica son defectuosas. Se toman muestras aleatorias de 200
unidades.

a) ¢Cudl es la distribucidn que sigue la proporcidon de bombillas defectuosas en la muestra?

b) Halla la probabilidad de que en la muestra haya menos de 12 piezas defectuosas.
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SOLUCIONES

1. a) Serie estadistica con datos no agrupados:

Z(x,- - X)?

b) Serie estadistica con datos agrupados:

in -

X = —— =

n
_ 4-2+7-5+10:8+15-6+20-1 _

10,59

3 2 - 0 1 2 3

Area entre 0 y 0,75 = Area a la izq. de 0,75 —

— Area a la izq. de cero = 0,7734 — 0,5 =
= 0,2734.
b)

=SSN T 0 11,352 3

Area entre —2y 1,35 = Area a la izg. de 1,35 —
— Area a laizg. de —2 = Area a laizg. de 1,35 —

—[1— Areaalaizg. de 21 = 0,9115 —
—[1 - 0,9772]1 = 0,8887.
c)

-3 -2 -1 0 1 2 3

Area a la dcha. de —1 = Area a la izq. de

1 = 0,8413.

Actividades de refuerzo

a) p(Z= —1,13) = p(Z < 1,13) = 0,8708.

b) p(Z=1,13) =1 — p(Z < 1,13) = 0,1292.
0 p(Z < 1,98 = 0,9761.

d) p(Z=< -1,98 =1 — p(Z < 1,98) = 0,0239.

e) p(—0,79 < Z < 3,02) =
= p(Z < 3,02) — p(Z < —0,79) =
= 10,9987 — [1 — p(Z =< 0,791 =
= 0,9987 — [1 — 0,7852]1 = 0,7839.

12—10
a)p(X>12)=p<Z> > >=p(Z>1)=

=1-p(Z<1 =1-0,8413 = 0,1587.
b) p(9,5 < X < 10,5) =
<9,5—1o 1o,5—1o>
=pl——<Zzs =
2 2
=p(—0,25<7=<0,25)=2-[(p=<0,25) —0,5] =
= 2 -[0,5987 — 0,51 = 0,1974.
0 p(le < X < 30) =

(16—10 18—10
<

7< 5 )=p(3<2s4)=

= p(Z=4) — p(Z= 3) = 0,0013.

Como la poblacién es finita con pocos elementos, el
muestreo se realiza con reemplazamiento; por tanto:
a) n=2 = VRy, = 64 muestras.

b) n =3 = VRs, = 512 muestras.

¢) n=5 = VR,. = 32768 muestras.

6.

El nimero de habitantes susceptible de ser encues-
tado es: 25063 + 40291 + 87 646 = 153 000.
El nimero de integrantes de la muestra de cada
zona es:

5063

Zona A: ————— X 200 = 32,76 = 33 personas.
153000
40291

Zona B: ———— X 200 = 52,66 = 53 personas.
153000
7 646

Zona C X 200 = 114,56 =~ 114 personas.

' 153 000

7.

La proporcion de bombillas defectuosas es p = 0,05.
a) La variable aleatoria «proporcion de bombillas
defectuosas» tiene:

Media: o = p = 0,05.

o p ! p(1—p)
Desviacion tipica: o = \|—— =
0,05-0,95 n
= \/—F-——=20,015

200

La distribucion en el muestreo que sigue dicha
proporcion es N(0,05; 0,015).

12
b) plp<—=] = p(p < 0,06) =
p(" 200) PP

0,06—0,05
= p|Z<———L1"| = p(Z < 0,66) = 0,745.
0,015 _/
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

/

1.

m

17 ‘ Intervalos de confianza

Se ha tomado, al azar, una muestra de 15 pymes (pequenas y medianas empresas) y se les ha preguntado por
el nimero de trabajadores. Los resultados han sido: 8, 5, 2, 6, 14, 4, 5, 9, 20, 7, 10, 12, 14, 6, 3.

a) Calcula la media aritmética y la varianza muestrales.
b) Calcula la cuasivarianza muestral.

c) ¢Qué relacion existe entre la varianza y la cuasivarianza muestrales?

Utiliza las tablas de la distribucion normal tipificada y halla los valores criticos tales que el area rayada tome
los valores:

a) Area rayada = 0,8624.
b) Area rayada = 0,98.

¢) Area rayada

Il
\O
~
b

La media de los pesos de 500 estudiantes de un determinado centro es 68 kg y la desviacion tipica 6 kg. Su-
poniendo que los pesos se distribuyen normalmente, halla:

a) El nimero de estudiantes que pesan entre 65y 71 kg.

b) El nimero de estudiantes que pesan menos de 60 kg.

La media de los diametros interiores de tubos de acero es 12,75 cm, con una desviacion tipica de 0,75 cm. El
proposito para el que se destinan estos tubos permite una tolerancia maxima en el diametro entre 11,75 y
13,75 cm, suponiendo que los diametros se distribuyen normalmente.

a) Determina el porcentaje de tubos defectuosos.
b) ¢Qué intervalo centrado en 12,75 contiene al 50 % de la poblacién de tubos?

c) Si la produccion es de 5000 unidades, ¢cuantos se espera que tengan un didmetro superior a 14 cm?

Una muestra de 100 votantes elegidos al azar, entre todos los de un distrito determinado, indicé que el 55 % de
ellos estaba a favor de un determinado candidato A. Halla un intervalo de confianza para el pardmetro «pro-
porcion de votantes favorables al candidato A» al nivel del:

a) 95 %
b) 99,73 %

A dos grupos de enfermos A y B, formados por 50 y 100 individuos, respectivamente, se les ha suministrado, al
primero, un somnifero nuevo, y al segundo, uno convencional. Para los pacientes del grupo A, el nimero medio
de horas de suefo ha sido 7,82 horas, con una desviacidn tipica igual a 0,24 horas. Para los del grupo B: 6,75
horas y 0,30 horas. Calcula el intervalo de confianza para la diferencia del nimero medio de horas de suefio
inducidas por los dos somniferos para un nivel del:

a) 95 %

b) 99 %

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. IT — 2.° Bachillerato Actividades de refuerzo



SOLUCIONES

1. a) Media aritmética muestral: X = 8,33
Varianza muestral:
Z(x — 8,33)°
52 = = 22,62
15

b) Cuasivarianza muestral:
2 Z(x 8,33)?

s = 24,24
15 -1
n s ~, 15 - 22,62
c) = 5% en efecto: ———— = 24,24
n—1 14

Zg

p(Z < Z) = 0,8624 + 0,0688; Z. = 1,49
b)

plZ< Z) = 0,98 + 0,01 = 0,99, Za=233

c)

p(Z< Z)=0,75 + 0,125 = 0,875; Z. = 1,15

3. La variable peso, X, se distribuye segiin una N(68, 6).
65— 68 71—68
p =

a) pl65 < X<71) = <7<
=p(—0,5<7=<0,5)=2-[p(Z=<0,5 —0,5] =
= 2 -[0,6915 — 0,51 = 0,383.

El nimero de estudiantes con el peso entre 65y
71 kg es: 500 - 0,3830 = 191,5 = 191 ¢ 192.
60— 68

b) p(X< 60)=p<Z< >=p(Z<—1,33)=
=1-p(Z=<133)=1-0,9082 = 0,0918

El nimero de estudiantes con el peso menor de
60 kg es: 500 - 0,0918 = 45,9 = 46.

4, a) p(defectuoso) = la suma de las areas a la iz-
11,75—12,75
quierda de T y a la derecha de
13,75—12,75 T
——————, es decir:

0,75

Actividades de refuerzo

1 - p(—1,33 < Z<1,33) =
= 0,1836.

Porcentaje de tubos defectuosos: 18,36 %.

1 — 0,8164 =

b)

i 050

z

(S0

P(Z < Z) =

Intervalo: (12,75 —

= (12,075, 13,425)
c) Si la produccién es de 5000 unidades, el nimero

de tubos con didmetro superior a 14 cm es igual a:

14— 12,75) _

0,75
=5000-[1— p(Z=<167]=
6 238 tubos.

0,5 + 0,25 = 0,75; Z. = 0,675.
0,675, 12,75 + 0,675) =

5000 - p<Z>
237,5 = 237

n=100; p = 0,55 —

Z$Zg‘§>:

= 0,975 = Zo = 1,96

- 095+ %
~ p(1—p)
Ic: <pizg.w/f7nf9):

= (0,55 + 1,96 - 0,0497) = (0,453; 0,647)

= Zo,0027> =
2

= 0,99865 = Zow = 3

a)1—a:o,95©p(

b 1—a=09973 = p(z

0,0027
= 0,9973 + ———

~ P (1—p
IC: <pizﬁ. %):

= (0,55 = 3 - 0,0497 = (0,4009; 0,6991)

N

6.

El intervalo de confianza para la diferencia de me-
dias:

2 2

0% o
IC = (xA—xB A —A—l——3>
Na - Ng

a) Para un nivel del 95 %, Zos = 1,96.
0,24° 0,302>
—+—

IC = (7,82 — 6,75 + 1,96 -
50 100

0,45299
——=="") = (0,981; 1,159)

= (1,07 + 1,96 -

b) Para un nivel del 99 %, Zoon = 2,58

0,4529
IC: (1,07 * 2,58 - ~——~
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

18 ‘ Contraste de hipotesis

Formula la hipdtesis nula y una hipdtesis alternativa en los siguientes casos:
a) Decidir si una moneda esta cargada.
b) El fabricante de un medicamento dice que el mismo tiene un 90 % de efectividad en el alivio de una dolencia.

¢) Se sabe que los cables producidos por una determinada empresa tienen una resistencia media a la rotura de
1800 kg y una desviacion tipica de 100 kg. Mediante una nueva técnica en el proceso de fabricacién se aspira
a que esta resistencia media pueda ser incrementada.

Determina los valores criticos a los niveles de significacion del 0,5 %; 0,2 %; 1 %; y 5 %, si la distribucion es

N(0, 1), para contrastes bilaterales y unilaterales.

La probabilidad de obtener entre 80 y 120 caras inclusive, en 200 lanzamientos de una moneda es 0,9962.

Para ensayar la hipdtesis de que la moneda esta bien construida, se toma la siguiente regla de decision: se acepta
la hipétesis si el nimero de caras, en una serie de 200 lanzamientos, se encuentra entre 80 y 120, ambos
inclusive; de otro modo, se rechaza.

a) Halla la probabilidad de rechazar la hipétesis cuando en realidad es cierta.
b) Interpretacion grafica.

¢) ¢Qué conclusion sacarias si en la muestra de 200 lanzamientos se obtuvieran 120 caras?

Una urna contiene bolas negras y blancas. Para contrastar la hipdtesis «proporciones iguales de bolas blancas y
negras», se toma una muestra mediante la extraccion de 100 bolas con reemplazamiento, anotando los colores
de las bolas extraidas, y se adopta la regla de decision: se acepta la hipdtesis si se obtienen entre 45 y 55 bolas
negras, ambos valores incluidos; se rechaza en caso contrario.

a) Halla la probabilidad de rechazar la hipdtesis cuando en realidad es correcta.

b) Interpretacion grafica de la regla de decision.

Un laboratorio expide un preparado farmaceltico envasado. El departamento de control afirma que los pesos de
los envases se distribuyen normalmente con media 20 g y desviacidon tipica 3 g.

Para contrastar esta afirmacion se toma una muestra aleatoria de 25 envases y observamos que el peso medio
es de 19,5 9. (Qué se puede decir al respecto si el nivel de significacion ha de ser del 5 %?

El porcentaje de notas iguales o superiores a 8 puntos en un curso de matematicas aplicadas de una universidad

durante la Gltima década ha sido del 10 %. En el Gltimo afio hubo 40 de estas notas en un grupo de 300
estudiantes. Contrasta la significacién de este resultado al nivel 0,1.
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SOLUCIONES

H,: p = 0,5; donde p es la probabilidad de cara.
H,:p## 0,5 0bien, H,: p>0,5 H,: p<0,5
Hy:p= 20,9

H, : p < 0,9 (pes la probabilidad de alivio).
H
H

o ¢ L = 1800 kg (no cambia la resistencia).
11> 1800 kg (hay cambio en la resistencia).

Valores criticos
Contraste unilateral

Valores criticos

Nivel de significacion
9 Contraste bilateral

5% = 0,05 +1,96 +1,645
1% = 0,01 +2,58 +2,33
0,5% = 0,005 +2,81 +2,58
0,2% = 0,002| +3,08 +2,88

3. p(80 < n.° de caras < 120) = 0,9962

a) 1 — 0,9962 = 0,0038 es la probabilidad de ob-
tener menos de 80 o mas de 120 caras, si la
moneda esta bien construida, por lo que la pro-
babilidad de rechazar la hipétesis cuando es co-
rrecta es 0,0038.

b)

Region Redgei}tin Region
de R de
re}:hazo aceptacion recha\zo

z=2,9 z=2,9
(79,5 caras) (120,5 caras)

Si en 200 lanzamientos se obtienen valores tales
que la normal tipificada Z € (—2,9, 2,9), se
acepta la hipdtesis; en caso contrario, se rechaza
y se decide que la moneda estd mal construida.

c) Hy:p = 0,5= p, (p probabilidad de cara, mo-
neda bien construida); H, : p # 0,5

La proporcién p sigue una distribucion

1 - 0,5-05
wu \BE2) 05, 1/2202) -
n 200

= N(0,5, 0,035)

0 bien, la variable «nimero de caras»:

100 - 100 —
——————| = N(100, 5\/2)

200
120 — 100
nimero de caras es 120 > ——
54/2

/v<1oo,

= 2,82,

que esta dentro de la region de aceptacion.

Actividades de refuerzo

4. La variable aleatoria discreta X: nimero de bolas
negras, sigue una B(100, 0,5) que aproximamos por
la normal, con lo que X’ sigue una N(50, 5).
p(45 < X < 55) = p(44,5 < X’ =< 55,5) =
(44,5 - 50 55,5 — 50) _

5
=p(-1,1<2Z2<1,1) =2pl(Z<1,1) — 0,5] =
= 20,3643 = 0,7286.

a) La probabilidad de rechazar la hipétesis «pro-
porciones iguales», cuando sea correcta, es:
1 — 0,7286 = 0,2714.

< Z=

b)

Region Region Region
de de de
rechazo aceptacion rechazo

-1,1 1,1
(44,5 bolas negras) (55,5 bolas negras)

Nivel de significacion: a = 0,2714.

\

5. Hy i =209 =y Hy: #2049

Contraste bilateral, ya que w > 20, o bien, p < 20.
= Estadistico del contraste: la media muestral

= g

X:— N(M, W> N(20; 0,6);

x — 20
Z=——"—— N(QO, 1)
0,6

= Nivel de significaciéon « = 0,05; z = 1,96

2,025 =

1,96 7)_(_20$* 20— 196-> = 18,824
Cop — %= 20 — 3
/ 0,6 / 5 /
X +20 3
1,96 = = ¥ =20+1,96->=21,176
0,6 5

Como 19,5 € (18,824; 21,176), se acepta la
hipdtesis nula, al nivel de significacién del 5 %.

6. Formulacién de las hipotesis:
Ho o p= 0,1 =p,
H,:p#0,1
La proporcién p sigue una distribucion:

es un contraste bilateral.

1 — py
N(/oo, %): N(0,1; 0,017)

p—p _p—01

« [Pl — po) 0,017
n

Para a = 0,1 la regién de aceptacion es:

(—1,645; 1,645)
0,133 — 0,1
- 0,017

Se rechaza H, y hemos de aceptar que el porcentaje
de notas iguales o superiores a 8 no es del 10 %.

— N0, 1)

= 1,94 ¢ (—1,645; 1,645)

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. IT — 2.° Bachillerato




	unidad1
	unidad2
	unidad3
	unidad4
	unidad5
	unidad6
	unidad7
	unidad8
	unidad9
	unidad10
	unidad11
	unidad12
	unidad13
	unidad14
	unidad15
	unidad16
	unidad17
	unidad18



