PROBLEMAS RESUELTOS DE DETERMINANTES
e Determinantes de la selectividad de Andalucia.
e Determinantes de 6rdenes 3,4y 5.
e Determinantes de orden n.

ENUNCIADOS
Determinantes de selectividad

Antes del 2000.

1. Sesabe que|‘f::1 g| = 5. Calcula el valor de

3a—b 6a+2b
3c—d 6c+2d

2x—1 3x x-2
2x+1 x 2x+1(=0

2x—1 3x 3x-—2
3. Sin desarrollar el determinante, demuestra que

2. Resuelve la ecuaciéon

a+2b a a+b
a+b a+2b a
a a+b a+2b

= 9b%(a+b)

2 a 5
4. Eldeterminante |4 a? 13| vale ceroparaa= 3.
8 a* 35

Comprueba esta afirmacién sin desarrollarlo. Determina todos los valores de
a para los que las tres columnas del determinante anterior representan
vectores linealmente dependientes.

Ao 2000
a b c
5. Sabiendoque |[d e f| =2, calculalos siguientes determinantes:
g h i
3a 3b 15c a+2b c b
@ |d e 5f| (b) |[d+2e f e
g h 5i g+2h i h
1 0 -2
6. ConsideralamatrizA=(1 1 1
1 1 0
Calcula el determinante de las matrices: 24, A31y (A31) -1,

Ano 2002

2 t 0
7. ConsideralamatrizA= [t 2 1

3 01
Calcula los valores de t para los que el determinante de A es positivo y halla el

mayor valor que alcanza dicho determinante.



8. Sin desarrollarlo, calcula el valor del determinante de la matriz

k x 1+4ax
<2k y 2+ ay) y enuncia las propiedades que hayas utilizado.
3k z 3+az
Afio 2003

9. Sean C1, C2 y C3 las columnas primera, segunda y tercera,
respectivamente, de una matriz cuadrada A de orden 3 cuyo determinante
vale 5. Calcula, indicando las propiedades que utilices:

a) El determinante de A3.

b) El determinante de AL

c) El determinante de 2 A.

d) El determinante de una matriz cuadrada cuyas columnas primera, segunda

y tercera son, respectivamente, 3C1-C3; 2C3 y C2.

Ao 2004
X y Z
10. Sabiendo que [t u V| = —6, calcula, indicando las propiedades que utilices,
a b c
los siguientes determinantes:
—-3x -y -z -2y X z X y Z
@ |3t u v |-2u t v|[(0) t u '
33z. b ¢ —2b a c 2x—a 2y—-b 2z-—c

11. Denotamos por Mt a la matriz transpuesta de una matriz M.

Sabiendo que A = (2 3) y que det(A) = 4, calcula los siguientes determinantes:

" 2b  2a
(a) det Ay | 5 _3C|

(b) Sea I la matriz identidad de orden 3 y sea B una matriz cuadrada tal que B3 = 1.
Calcula det(B).

(c) Sea C una matriz cuadrada tal que C -1= Ct. ;Puede ser det(C) = 3? Razona la
respuesta.

a11 a1z 413
dz1 dpz 43
dz; 4dzz aszs

12. Sabiendo que =-2, Calcula:

3311 3312 15313 3321 3322 3323
(@) a1 az Saz | (b)|a;r A  agp ‘
agy az;  Sass azg; a3 as3
g djp 13
(c) @21 —as1 apxp —aszy azz —ass
a3y aszp a33

Afo 2005



a b c
13.Sabiendo que A=|d e f[=2, calcula:
g h i
(a) |-3A]y A7
c b a a b a-c
M |f e d|yld e d-f
2i 2h 2gl lg h g-—i

14. Sean Fy, F2, F3, las filas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una
matriz B de orden 3, cuyo determinante vale -2. Calcula, indicando las
propiedades que utilices:

(@) Eldeterminante de B -1.

(b)  Eldeterminante de (B t)* (Bt es la matriz traspuesta de B).

(©) El determinante de 2B.

(d) Eldeterminante de una matriz cuadrada cuyas filas primera, segunda
y tercera son, respectivamente, 5F1 - F3, 3F3, Fa.

Afio 2011

15. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3 cuyos determinantes son |A| =
1/2y |B| =-2.
Halla:
(a) |ABY|, siendo Btla matriz traspuesta de B.
(b) El rango de B.

Determinantes de orden 3,4 y 5.

16. Calcular
0 1—i 1-2i
(a) 1+i 0 2+ 3i
14+2i 2-3i 0

1 sena cosa
(b) 1 senb cosb
1 senc cosc

1 CoSX co0S3x
(0 cos3x cos5x cos7x
cosbX cos7x co0s9x

17. Resolver aplicando las propiedades de los determinantes:

a b c

(a) a x c[=0
a b x
a b c

(b) 2 x 2c[=0
a’ ab x
a b C

(0 2a x 2c|=0
X —-b —c




1 a* a%| |bc a a?
18. Demostrar, sin desarrollar, laigualdad |1 b? b3|=|ac b b?
1 c¢2 3l lab ¢ c?

19. Comprueba, utilizando las propiedades de los determinantes, que

a+b b+c c+a a b c
Xx+y y+z z+x|=2x y z
r+s s+t t+4r r s t
Xy z+t
20. Demuestra sin desarrollar que (X z y + t|=0.
X t y+z
a—b-c 2a 2a
21. Demuestra sin desarrollar que 2b b—c—a 2b =(a+b+c)3
2c 2c c—b-a

22.Sabiendo que los numeros de tres cifras “abc”, “def” y “ghi” son multiplos de 6,
demostrar que el determinante

a b c
d e f|también es multiplo de 6.
g h i
23. Calcular:
X+y X X X
X x+y X X
(@) X X X+y X
X X X X+y

ab b%? a? ab

ab a? b? ab
(b) a’ ab ab Db?
b? ab ab a?
1 a 5 c+b+d
2 2b 6 2a+2c+2d
3 3c 7 3a+3b+3d
4 4d 8 4a+4b+4c
12 22 32 42

52 6> 772 8?2
(@ 92 10% 11%> 122
13?2 14%> 15% 1672

(©)

1 1 1 1
a b ¢ d : .
(e) 2 b2 2 2 (Este determinante se conoce como determinante
ad b & 4
de Vandermonde, de orden 4)
1 1 1 1 1
X y z t r
® X2 y2 72 2 2
X3 y3 Z3 8l
xt oyt ozt ¢
1 1 1 1
X y z t
(8 X2 y2 72 ¢2
xt oyt gt ot
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Determinantes de orden n.

24. Calcular:

(@)

(b)

(©)

(d)

1

R e

Sg -
Sg -

S
S

S3
S3

primeros i nimeros naturales.

n n e n
2 n - n
n 3 e n

n n soe n

[ G

Siendo Sila suma de los



0 1 1 1
101 - 1
(e) 11 0 - 1
111 - 0
a b 0 0 - 0
0 a b 0 0
0 0 a b 0
® 0 0 0 a 0
b 0 0 O a
® |li—jlli=1.n
j=l..n
2 1 0 0 O 0 0
1 2 1 00 0 0
01 .2 10 0 0
0 01 21 0 0
() 0 0 01 2 0 0
00000 - 21
00000 - 1 2
1 1 1 1 1 - 1 1
-1 2 0 0 O 0 O
0 -1 2 0 O 0 0
) o o0 -1 2 0 0 O
0 0 0 -1 2 0 0
o 0 0 0 O 2 0
0 0 0 0 O -1 2

25. Demostrar que el determinante de una matriz de orden mayor que 1, con todos
sus elementos iguales a +1, es siempre un nimero par.

26. ;Cuanto vale el determinante de una matriz antisimétrica de orden impar?

;Cuanto vale el determinante de una matriz idempotente?
;Cuanto vale el determinante de una matriz nilpotente?

(Cuanto vale el determinante de una matriz ortogonal?

SOLUCIONES

1.

3a—b 6a+2b

3c—d 6c+2d 3c 6¢c+2d
b 6a+2b

d 6c42dl7 (abro ambos determinantes por la 22 columna)

3a 6a| 3a 2b| |b 6a| b 2b

3c 6cl ' 13¢ 2dl'ld 6cl'ld 2d
determinantes son nulos por tener las columnas

=(abro porla 12 columna) |3a 6a+ 2b|

|= (el primero y el ultimo de los



proporcionales) |:352 ;2 — 2 22

determinante) 22 33 + 22 g

3-2-|i1 3|+6|2 3=30+30=60.

| = (permuto las columnas del segundo

| =(saco factor comun en las columnas)

3a—b 6a+2b| _

También se puede resolver de otra forma: 3c—d 6c42dl =

, 6a 6a+2b| _ . 6a 2b| _ ,
(C1=C1+C2/2) |6c 6c+ 2dl = (C2=C2-Cy) |6c 2d| = (saco factor comun
de las columnas) 6-2-|a b|=60.

c d
2.
2x—1 3x x-—2
Sihago F'3=F3-Fi,queda |2x+1 x 2x+ 1| =0, que desarrollando por
0 0 2X
los adjuntos de la tercera fila da 2x 2x—1 3X| = 0; saco factor comun x
) 1 2?3( +1 x
2 |&4X— — () 72 —1—6x —13) =
de la segunda columna 2x |2x+ 1 1= 0; 2x*(2x—1—6x—3)
0; 2x?(—4x — 4) = 0, que tiene por soluciones 0y -1.
3.

a+2b a a+b
a+b a+2b a

a a+b a+2b
3a+ 3b a a+b

3a+3b a+2b a

3a3+3b a+b a+2b
1 a a+b

1 a+2b a
1 a+b a+2b

= (A la primera columna le sumo las otras dos)

= (saco factor comun 3a+3b, de la primera

columna) =(3a + 3b) =(alas 22y 32 filas les resto la

1 a a+b
18) (3a+3b) [0 2b —b |= (saco factor comun b, de la 22 y 32 filas)=
0 b b
1 a a+b
(3a+3b)b%2 [0 2 —1 |=(ala 22 columna le resto la 32)
0 1 1
1 -b a+b
0 3 —1 [= (el determinante es triangular: su valor sera 3, que es el
0 O 1

producto de los elementos de la diagonal) (3a+3b)b?3 = 9b%(a + b)

4.
2 3 5
Cambioapor3:|4 9 13|y observo que la tercera columna es suma de la
8 27 35

primera y la segunda. Si una linea es combinacion lineal de otras paralelas el



determinante vale 0, y este es el caso.

Que las tres columnas sean linealmente dependientes equivale a que el

2 a 5 2 1 5
determinante valga cero: [4 a? 13|=al|4 a 13|=a(70a+ 104+
8 a’ 35 8 a 35

20a — 40a — 140 — 26a) = a(4a—36) = 4a(a—9) = 0,sia=0 0a=9.

(a) El determinante (a) se obtiene del original multiplicando, primero, la
12 fila por 3 y, luego, 1a 32 columna por 5. En consecuencia, su valor es
2-3-5=30.

(b) El determinante (b) se obtiene afiadiendo a la 12 columna el doble de
la segunda (lo que no altera su valor) y, luego, intercambiando la 22 y
32 columnas (que le cambia el signo), en consecuencia vale -2.

6.
Como
Al = —1,124] = 2°[a] = =8, |A%| = AP! = (-D* = -1,|(&D) 7| =
1 1
eI
7.
|A| = —t? + 3t + 4, que es una funcién cuadratica con coeficiente lider

negativo. Deducimos que el determinante sera positivo para los valores
comprendidos entre los valores de t que determinan el corte de su grafica con
el eje x. Resolviendo la ecuaciéon 0 = —t2 4 3t + 4, obtenemos t=-1 y t=4. El
mayor valor se corresponde con el vértice de la pardbola, cuya abcisa es t=1.5,

siendo este valor - (1.5)% + 3 - 1.5 + 4 = 6.25.

8.

k x 1+ax|] |k x 1 k x ax 1 x 1 k x x
2k 'y 2+4ay|=|2k y 2|+ |2k y ay|=k|2 y 2|+al|2k y y|[=
3k z 3+4+azl 13k z 3 3k z az 3 z 3 3k z z

0, por tener cada uno de los determinantes columnas iguales.

9.
a) |A3 =|A]® =125.

b) |A71 =A™t =¢

c) |2A| = 23|A|=40.
d) Det (3C1-C3; 2C3; C2) = Det (3C1; 2C3; C2) - Det (-C3; 2C3; C2) = (el
segundo determinante es 0, por tener proporcionales las dos primeras



columnas) Det (3C1; 2C3; C2) = 3-2 Det (C1; C3; C2) =-3-2 Det (C1;

C2; C3)="-30.
10.
-3x -y -z -X -y -z X y z
@3 u v|=3|t u v|=3-(-1)]|3t u v[=18
32z. b ¢ a b ¢ 32 b c

(b) Se obtiene multiplicando la 22 columna del determinate original por -2, y luego
cambiando la segunda y la primera columnas. Asi, el nuevo determinante es

2-(-6)=-12.
X y Z X y z X y z
() t u v |=(t u Vv|—[t u v|,Elprimer
2x—a 2y—b 2z-c 2x 2y 2z a b c

determinante es nulo, por ser proporcionales las filas 12 y 32]. El resultado es -(-
6)=6,

11.
(a) 13°] = 321 = 37| = 36. | 2

(=3) - (=1) |2 g| = 24.

2a

Bl-zeoly 1-2

(b) 1 = |I| = |B3| = |B|3. Luego |B| = 1.

(C)I(li_l = |C!| = |Ct| = |C|. Luego |C|?> = 1, conlo que |C| + 1.

12.

a) El determinante se obtiene multiplicando la 12 fila por 3y, luego, la 32
columna por 5, asi el determinante original queda multiplicado por 15,
valiendo -30.

b) Se obtiene multiplicando po3 3 la 12 fila, y cambiandola con la segunda,
asi el determinante original queda multiplicado por -3, valiendo 6.

d11 a2 a13

C) |21 —Aas1 azy —azy az3 —asz

asy a3z d33

= (abro por la segunda fila)

di1 a1z a3| [411 A1z A13
dz1 Azz Az3(-[a31 a3z aA33
dz; azz 4azzllaz; azy ass
nulo por tener iguales la 22 y 32 filas).

= —2 (el segundo determinante es

13.

— _ 1
a) |-3A] = (-3)°|Al = —54. |A7"| = |AI7 =



c b a c b a
b) |f e d|=(sacofactor comin 2 dela32fila) 2|f e df=
2i 2h 2g i h g
a b c
(intercambio la 12 y 32 columnas)-2|d e f|=-4.
g 2h i
a b a-—c a b aJja b c
d e d-—f|=(abroporla32columna)|d e d|-|d e f|=-2,ya
g h g-—i g h gllg h i
que el primer determinante es nulo por tener dos columnas iguales.
14.

(@) |B7!| =Bt = -

(b)|Bt|* = (el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta)|B|* =
16.

(c) |2B| = 23|B| — 16.
(d) Det(5F1 - F3, 3F3, F2) = Det(5Fy, 3F3, F2) + Det( - F3, 3F3, F2) =
= 5.3 Det(Fy, F3, F2) + 0 =-15. Det(Fy, F2, F3)=30.

15.

Los tres primeros apartados son similares a otros ya vistos.
a) |AB'| = |A||B'| = |A||B|=-1.
b) Vale 3, por tener el determinante no nulo.

16.
0 1—-i 1-2i
1+i 0 2+ 3i
1+2i 2-3i 0
0 1-i 1-2i
1 0 2+ 3i
1 2-3i 0
0 1-i 1-2i
1 0 2+ 3i
2 2-3i 0
primer determinante, y F'3=F3-2F; en el segundo)
0 1-i 1-2i 0 1-i 1-2i
1 0 2+ 3i 1 0 2+3i
0 2-3i —-2-3i 0 2—-3i —4-6i
laprimeracolumna:—|1_i 1_2i|—i.|1_i 1_Zi|=
2—-3i —-2-3i 2—-3i —4-6i
-1 -1)(-2-31) -1 -20)(2-30)]—i[(1 —i)(—4 — 61) —
1-2)(2-3)]=—-[-2—-3i+2i—3-(2—-3i—4i—6)] —

= (abro por la primera columna)

0 1-1 1-12i
1 0 2+ 3i
21 2-—3i 0

0 1—-i 1-2i
1 0 2+ 31
1 2-3i 0

+

+ i = (hago ceros mediante F'3=F3-F2 en el

+ 1. Ahora desarrollo por

10



11

17.

i[-4—6i+4i—6—(2—3i—4i—6)]=—1+6i—i[—6 + 5i] =
—1+6i+6i+5=4+12i

1 sena cosa
1 senb cosb
1 senc cosc
senb cos a — sena cosc — senc cosb =(transformo productos en
sumas) %[sen(b +c) +sen(b——c) +sen(a+b) +sen(a—Db) +
sen(c + a) + sen(c —a) —sen(b+ a) —sen(b—a) —sen(a+c) —
sen(a—c) —sen(c+b) —sen(c — b)]=% [sen(b —c) + sen(a—Db) +
sen(c —a) —sen(b —a) —sen(a—c) —sen(c — b)] =

(teniendo en cuenta que senx = —sen(—x), sera — sen(b —a) =
sen(a —b), etc.) %[ZSen(b —c¢) + 2sen(a — b) + 2sen(c —

a)]=sen(b — ¢) + sen(a — b) + sen(c — a)
1 cosX cos3x
cos3x cos5x cos7x| = cos5xcos9x + cosxcos5xcos7x +
cos5x cos7x cos9x
c0s?3xc0s7xX — c0s3xcos?5x — cosxcos3xcos9xX — cos’7x =

cosx(cos5xcos7x — cos3xcos9x) + cos3x(cos3xcos7x — cos?5x) +
c0s5xc0s9x — cos?7x= (Ahora transformo los productos en sumas)

= senb cosc + sena cosb + senc cosa —

= % [cosx(cos12x + cos2x — cos12x — cos6x) + cos3x(cos10x +

cos4x — cos10x — cos0x) + cos14x + cos4x — cos14x — cos0]=
(elimino los términos opuestos y considero que cos0 = 1)

%[cosx(cost — cos6x) + cos3x(cosd4x — 1) + cosdx — 1] =

1
5 [cosxcos2x — cosxcos6x + cos3xcosdx — cos3x + cosdx — 1] =

1 [cos 3x+cosx cos 7x+cos 5x
(Volvemosa proceder como antes) B [ > - > +
cos 7x+cosx 1 cosx cos 3x cos 4x cos 5x
Y — c0os3X 4x — 1] == - -
> cos3x + cos > + . Z . .

a b c
a x c¢|=0.Sicambio x por b, resultan iguales la 12 y 22 filas, luego
a b x

su valor es cero. Si cambio x por ¢, seran iguales la 12 y 32. Como el
determinante es un polinomio de grado 2, no puede haber méas
soluciones que las citadas x=b y x=c.

a b c a b ¢
2a x 2c|=0.Sihagox=2b,queda |[2a 2b 2c|= (saco a factor
a’ ab x a’? ab 2b
1 1 c
comun de la 12 columnay b dela 22) ab.{2 2 2c¢|=0, por tener
a a x




12

18.

19.

iguales las dos primeras columnas. Si hago x=ac, queda

a b c 1 b 1
2a ac 2c|=ac.[2 x 2| =0.Soluciones: x=2by x=ac.
a’> ab ac a ab a
a b C
c. |2a x 2c|=0.Sihago x=2b, quedan proporcionales la primera y
Xx —b -—c

segunda filas, resultando nulo el valor del determinante. Si hago x=-
a, seran proporcionales las filas 12 y 32, Soluciones: x=2b y x=-a.

1 a%¢ a
1 b? b3|= (multiplico por abc la primera columna y compenso
1 ¢ ¢3
. |abe a? ad
dividiendo fuera) - abc b? b3|= (saco factor comun, a,byc, dela 12,
abc ¢ ¢3
22y 32 fijlas, respectivamente)
bc a a?| |bc a a?
abc 2| 2
—Jlac b b?|=lac b b
abc 2 2
ab ¢ c ab ¢ ¢

a+b b+4+c c+a
X+y y+z z+X
r+s s+t t+r
a b+c c+a
X y+z z+x|+
r s+t t+r

= (comienzo abriendo por la primera columna)

b b+c c+a
y y+z zZ+X
S s+t t+r

=(abro por las segundas columnas)

a b c+al |a ¢ c+a] |[b b c+a] |b ¢ c+a
X y z+x|+[x z z+x[+|y yv z+x[+|y z z+x|=eltercer
r s t+4r r t t4r s s t+r s t t+4r

determinante es nulo, por tener dos columnas iguales, los demas los abro
por la tercera columna:

a b c a b a a ¢ c a c a b ¢ c b ¢ a
Xy zZl*+[x y x{+[X Z Z[+|X Z X[+|y z z|+t|y z Xx|=
r s t r s r r t t r tr s t ¢t s tr
(EI 29, 39, 42 y 52 determinantes son nulos por repetir columnas)
a b c b c a
x y z|+|y z x|enelultimodeterminante hago dos cambios conla
r s t s tr

a b c
tercera columna y, al permanecer igual el signo, quedara: [x y z|+

r s t
a b c a b c
X y z|=2x y z|
r s t r s t




20.

a b c
Otra forma de resolver el ejercicioes: |x 'y z|= (Cll =Cy +Cy; C'Z =
r s t

a+b b+4+c c
X+y y+z z
r+s s+t t
a+b b+c c+a
X+y y+z z+X
r+s s+t t+r

C, +C3) =(C3 =2C3+C; —Cy)=

a b c
por2, también queda multiplicado el determinante) 2 [x y z
r s t
Xy z+t
X Z y+t| =(sumo alaprimera columna las demas)
X t y+z

x+y+z+t y z+t

x+y+z+t z y+t|=(sacofactor comun de la primera columna)

X+y+z+t t y+z
1 v z+t
x+y+z+t)|1 z y+t|=(Alaterceracolumna le sumo la segunda) =
1 t y+z
1 y y+z+t
x+y+z+t)|1 z y+z+t|=(sacofactor comun de la tercera
1 t y+z+t
1 y 1
columna) (x+y+z+t)(y+z+t)|1 z 1|=0portenerdoscolumnas
1 t 1
iguales el determinante.
21.
a—b-c 2a 2a
2b b—c—a 2b |= (alaprimera fila le sumo las otras)
2c 2c c—b—a
a+b+c a+b+c a+b+c
2b b—c—a 2b  |= (saco factor comun a+b+c de la 12 fila)=
2c 2c c—b-—a
1 1 1

(atb+c)|2b b—c—a 2b

= (alas columnas 22 y 32 les quito la 12) =

2C 2C c—b—a

1 0 0
(a+b+c)|2b —a—b-c 0 = (el determinante es triangular superior)
2c 0 —a—b-c

(a+b+c)(-a-b-c)(-a-b-c)=(a + b + ¢)3.

22.

13

a b "abc"
Si hacemos C’3=C3+10C2+100C, el determinante queda como |[d e "def"
g h llghi"

y, al ser la ultima columna multiplo de tres, también lo sera el determinante.

= (teniendo en cuenta que, si multiplico una columna




23.

Xx+y X X X
+
a. X Ty X X =(Sumo el resto de columnas a la
X X X+y X
X X X X+y
4x +y X X X
_ 4x+y x+y X X | _ ,
primera) 4x +y X x4y < |= (saco factor comun de la
4x+y X X X+y
1 X X X
_ Xx+y X _
primera columna) (4x +y) 1 x x+y x |7 (lerestola
1 X X Xty

primera fila a las demas)
1 x x X

0 0 0
(4x+y) 0 ?)’ y 0 =(el determinante es triangular) (4x + y)y?
0 0 0 vy
ab b? a® ab
2 K2
b. 2? :b :b la)kz) = (ala primera columna le sumo las demas)
b? ab ab a?

2ab+a?+b? b? a® ab
2ab +a? +b? a? b? ab
2ab+a?+b? ab ab

2ab+a?+b? ab ab a2

=(saco factor comun de la 12 columna)

1 b? a%? ab
2 12
(a+b)?. 1 :b :b %lz) = (a cada fila le quito la primera)

1 ab ab a?

1 b? a’ ab

0 a’-—b? b?-a? 0

(a+b)? 0 ab—b? ab—a2 b2—abl” (desarrollo por C1) =

0 ab—b? ab—a? a’—ab

a’ —b? Db?-—-a? 0
(@a+b)? [ab—b? ab—a? bZ-—ab
ab—b? ab—a%? a%?-ab

= (F3=F3-F2) (a+

a’? —b%? b?-a? 0
b)? [ab—b? ab —a bz—ab = (desarrollo por la fila3)
0 0 a _b2
2 2 a —b Z—a _ ) _
(a+b)? (@ —b?)]| b v D T h| ==ty @by @
25 |a —b2 |: 5 o o B L,
b)|ab b? —a2—b2+2ab (a+b)? (@* —b*)(a? —b*)(—a’ —b* +

2ab) = —(a + b)? (a—b)?(a? — b?)(a? —b?) =—(a—b)*

14



1 a 5 c+b+d
2 2b 6 2a+2c+2d
3 3c 7 3a+3b+3d
4 4d 8 4a+4b+4c
saco factor comun)

1 a 5 a+c+b+d
2 2b 6 2@a+c+b+d)
3 3¢ 7 3(a+c+b+d)
4 4d 8 4(a+c+b+ad)

= (ala cuarta columna le sumo la segunda, y

= saco fuera el factor a+b+c+d de la

1 a
2 2b
3 3c
4 4d

cuarta columna (a+c+b + d) =0, por tener dos

(e IR M W&, 1
B wWw N -

columnas iguales.
12 22 32 42
52 6¢ 7¢2 g2
92 10% 112 122
132 14> 152 167
12 22 32 42
52 — 12 6% — 22 72 — 32 82 — 42
92 52  10%2-6% 112-7%? 12?2 -—8?
132 —9%2 14%2 —10% 152 -11% 16% — 122
12 22 32 42
64 84 104 12.4
144 164 184 204
224 244 264 284
12 22 32 42 12 22 32 42

= (a cada fila le resto la anterior)

= (hago suma por

diferencia) = (saco el 4 factor comun)

6 8 10 12 ) ) 6 8 10 12
43 = (F'3=F3-F2 yF'4=F4-F3) 43 =
14 16 18 20| CeTRYFSREIS S g g g
22 24 26 28 8 8 8 8

0, por tener dos filas iguales.

1 1 1 1

;2 lfz CCZ 42 (a cada fila se le resta la anterior multiplicada por a)
a> b3 3 a3

1 1 1 1

0 b—a c—a d—a

0 b’—ba c*—ca d?—da

0 b3—b*a c®—c?a d*®-d?a

columna y extraigo factor comun)
b—a c—a d—a

—|bb—a) cc-a) d@d-a)|=(b-a)(c-a)(d-a)

b?(b—a) c*(c—a) d*(d-—a)

(desarrollo por la primera

1 1 1
b ¢ d|=
b* % d?
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(le resto a cada fila la anterior multiplicada porb) = (b — a)(c —

a)(d —a)
1 1 1
0 c—»b d—b |=b—-a)(c—a){d—a)
0 c(c—b) b(d-Db)
c—b d—b

ety ad—p|= G-OC-a@-a)C=n-b [ =

(b—a)(c—a)(d—a)(c—Db)(d—-b)(d—c)
1 1 1 1 1
X vy z t r
f. |x° Yy z 2 t* r?|También es, como el anterior, un determinante
X3y 3 43 3
x* oyt ozttt or
de Vandermonde. Procediendo de manera similar, obtenemos el

2 2
3 3 7z
4 4 4

resultado
r—x)t-)z-)@-)T-t-y)z-y)T-2)E-2)T-1)
(1 1 1 1
x ¥y . .
8 |2 y2 72 2 =(Como el determinante es parecido al de
xt oyt gt et
Vandermonde, procederemos de manera similar: F'2=F;-xF1; F'3=F3-xF3;
1 1 1 1
0 y—Xx Z—X t—x
Fa=FaxF3) = |, y2—yx  z2—zx @ t?—tx
0 y*—y2x? 24— 7222 ¢t — 2x2
1 1 1 1
0 y—Xx Z—X t—x
0 y(y —x) z(z — x) t(t—x)
0 yZ(yZ _a XZ) ZZ(ZZ _ XZ) tZ(tZ _ xZ)
y—Xx zZ—Xx t—x
y( - %) 2(z - %) tt-x |= y-0-
iy +x)(y—x) z2(z+x)(z—x) t*(t+x)(t—x)
1 1 1
x)(t —x) y z t =-0z-00-
yi(y+x) z%(z+x) t2(t+x)
1 1 1
X) y z t = (abro en suma de dos
y3+yix z3+z%x 3 +t%x
determinantes, por la tercera fila) =
1 1 1 1 1 1
b—-x)z-—x)(t—-x)||y 2z ¢t|+|Yy z t]|=
y3 22 3 |yix z%x tx
1 1 1 1 1 1
G—x)z—x)(t—-x)||Yy 2z t|+x|y 2z t]|]|=
y3 z3 y2 7% ¢2




Si en el primer determinante del paréntesis, hago F'2=F-yF1, F'3=F3-y2F»,

1 1 1

O - - = Z_y t_y =
] A PR e nG-n t@rni-»
C-NE- |04 ety = @ DE=DEC+) =2+ )

EL segundo determinante del paréntesis es de tipo Vandermonde, su valor
serd x[(z — y)(t — y)(t — 2)]

G=-2)z-x)(t-x)z-y{(z-yE-P[tt+y) —zz+y)]+
x(z-yt-nt-2)}=@-2)z-0)t—x)z-y)(z-y)(t—-
NtE+y) —z@+y) +xt—-2)]=Q@-x)z—-x)({t—-x)(z-y)(z-
NE=N[t*+ty—z2—zy+x(t —2)]= -z -t -x)(z-y)(z-
NE=N[t* =22 +yt—-2)+x(t-2)]= @ -x)(z-x)({t—-x)(z -
Nez=yt-N[Et+2)t-2)+ -2 +x)]=Q@-—0)(z—-x)(t -
x)z=-y)z-y)t-—y)t—-2)+x+y+z+1)

Demostracion: (Z) — (n - 1) =

)
o
(o)
© G
(o)

5
1
6
1
7
1

9
1

3 ()
) @
(3) ()

)

) (
) (
) (

&) G G

)
)
)
)

5
2
6
2
7
2
8
2

) @) G 6

Como es obvio, para resolver el

determinante, conviene conocer las propiedades de los nimeros
combinatorios. En particular, utilizaremos la propiedad siguiente:

()= (" =G0

n!

(n-1)!

k K-l kln—1-k)l
_ (=D'(n—k)_(@-Dln-(n—k)] _ (=D _ (n—1)! _(n - 1)
kl(n—k)! kKitn—k)! — kin—k)!  kl(n—k)!  (k—Dln-1—-(k-1)) \k — 1

Si en el determinante restamos a cada columna la anterior, consideramos la

propiedad anterior, y que (8) = 1, quedara:

=
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(el primer determinante
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© o = n o o
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© = NMmoOmnmNmbod ond m @
ﬂ = O — N Il o
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S = e N N e N n ow o o
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S g o o
~ o~~~ o~~~ _—
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] =] m((((( 222222 3
— g 5 ~— ~— — e
=) = — [} =
= [} [=) = I
S + (&) o Ve N N [7;)
4] <] s = O N <)
7] o (4] — — — =
1% 2 m %] —
) (5] = o Il
1%} ot = /N N N
Il [} =] n oOw oS o
) ] m — —r OO O R
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3333333333 o > 00 Il
— — — — I 5} —
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333333333 = N NWOWMNMO M
TN TN TN N N N m S— N N
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N N N N P < ))))a
52627282m 22222222
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AN N N N N N N N N — — — — 1
N—wInocoo~Nohoo g g co o=
— T T = |
N N N N = o] /N N N /N
00000000000000000
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dz3 d2 a1 Qo
-1 x 0 O
0O -1 x 0
0 0 -1 x
si procedo de manera analoga, obtendré un resultado igual a

azx* + Este determinante es semejante al primero,

dz a1 Qo
asx* +as;x3+[-1 x 0/ Reiterando el proceso, se obtiene que
0 -1 x

dy ds dy d; Qdp
-1 x 0 0 O
0 -1 x 0 O0f=asx*+a3x3+2x?+a;x+agquenos
0 0 -1 x O
0 0 0 -1 x
permite interpretar un polinomio como un determinante.

24,

1 1 1 1 1
1 1—x 1 1 1
1 1 2—x 1 1 |_ .
a | 1 1 3_ 5 1 =(a cada filale resto la
1 1 1 1 o Mm—X
1 1 1 1 1
0 —x 0 0 0
. 0 0 1-—x 0 0 _ _ _
primera) 0 0 0 9 0 =—x(1-x)(2
0 O 0 0 n—1—x
x)B3—-%x)...(n—1—x)
n 1 1 1 1
n 2 1 1 1
n 1 3 1 1| _ . .
b. no1 1 4 1= (a cada fila le resto la primera)
n 1 1 1 n
n 1 1 1 1
0 1 0 O 0
0 0 2 O 0 (_.,
n!
0 0 0 3 0
0O 0 0 O n—1




St S¢S S 0§ St Sq
St S S, S, S, S, S,
St S, S3 S3 S5 Ss S3
St S, S3 S; S, Sy Se | _
St S, S3 S Sg St Se |
S1 S S3 S4 Ss Sn-1 Spaa
S1 S S3 S4 Ss Sn1 Sy
1 1 1 1 1 1 1
1 3 3 3 3 3 3
1 3 6 6 6 6 6
1 3 6 10 10 10 10
1 3 6 10 15 15 15 |= (A cada filale quito la
1 3 6 10 15 (“‘21)“ —(“‘21)“
1 3 6 10 15 (n—n n(n+1)
2 2
1 1 1 1 1 1 1
0 2 2 2 2 2 2
0 0 3 3 3 3 3
. 0 0 0 4 4 4 4 |_. .
anterior) 000 0 5 . s |© iTambién
0 0 0 0 O n—1 n—1
0 0 0 0 O 0 n
obtenemos n!!
1 n n -+ nj
n 2 n - n
n n 3 - n|=(acadacolumnalerestola ultima)
n nn - n
1—n 0 0 0 n
0 2—n 0 0 n
? 0 3 N n 0 n = (desarrollo por los
0 0 0 - n—1—n n
0 0 0 0 n

adjuntos de la dltima fila) n(1-n)(2-n)(3-n)....(-2)(-1) = (si cambio
de signo a todos los factores, menos el primero, y compenso los n-1
cambios, me queda, jcomo no!:) (—1)".n(n—1(n—2)...2.1 =
(- .n!
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[u
(@]

1
1 10

1 1 1

n—

n—1
demas) [n—1

n—1

columna) (n-1).

triangulares) = a |,

(=)L, b.

S Q

1
1
1

[ R

N

SO

= (A la primera columna le sumo todas las

a
0
0

0

S -

RO R

- O O O O

a

[E

0
0
0
0

b

0 a
primera columna, porque nos quedan dos determinantes

(=)

b
a
0

0

. O

1
1
1

0

[ R

=(saco factor comun de la primera

1
1
1| = (A cada fila le resto la primera)

0

0|=D"L(n-1)

-1

= (La mejor opcion es desarrollar por la

0
b
a

0

o
o

o

PR

0 0
0 0
0 0
a b
0 a

(=]

=a" + (~1)"*L.p"
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||l_]||l 1.n=
]

fila le resto la anterior)

(F, =F —F_y;i=3...n)

=(desarrollo por los adjuntos de C1)

ultima columna) - (—1)" (n — 1)

1
2
0

0
0

2
0
2

0
0

1)2n—2

S OO RN

OO R NO O -

0
0

SO R NPE

O R N RO O

0
0

SRR, N RFEk O

RN R OO O -

0
0

3
0
0

0
0

_ N = O O

NN - I-E-T

0
0

N = O OO

OO e

n—2
0
0

0
2

oo oo

2
1

SO O OO

S OO0 O OR N

1
2

S O O OO

U

e OO O

0
0

N

o

(e}

1 2
0 1
1 0
2 1
n—1 n—-2 n—-3 n—4
0 1 2 3
1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1
1 1 1 -1
1 1 1 1
0 1 2
1 -1 -1
0 2 0
0 O 2
0 O 0
0 O 0
n—1
0
0
0
0

0
0

n—1
n—2
n—3|
n_4—(acada
.. 0
n—1
-1
_1 _
-1
-1
- n—2 n—1
-1 -1
0 0
0 0
0 0
2 0

= (desarrollo por los adjuntos de la

== (n -

0
2

= (desarrollo por la primera fila) 2.

C O R N R

0
0

RN RO

0
0

e Nk O O

0
0

2
1

. El primero de

los determinantes que me han quedado, es similar al determinante

original, pero de un orden menor, los denominaremos
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respectivamente como D,y Dy-1. Si vuelvo a desarrollar el segundo

110 0 - 0 O
0 210 - 00
01 2 1 0 0
determinante por la primera fila, queda: [0 0 1 2 0 0=
0 0 0 O 2 1
0 0 0 O 1 2
210 - 00010 - 00
121 - 0 Of0 2 1 - 0 O
012 - 0001 2 - 0 O] .. .
... .. e Yy .. .| siendo el primero Dno,
oo o0 - 2 1/j0 0 0 - 2 1
oo o0 - 1 2lo00 - 1 2

y el segundo 0, por tener la primera columna de ceros. Obtenemos
asi la siguiente ley de recurrencia: Dn=2 Dy.1- Dn-2. Si observamos los
primeros determinantes, vemos que

5 1 2 10
D1=|2|=2,Dz=|1 2|=3.D3= 1 2 1|=4=2D,Dy Lasucesion
0 1 2
de determinantes es,por lo tanto: 2, 3, 4, 5, ........ siendo Dn = n+1
1 1 1 1 1 - 1 1
-1 2 0 o o0 - 0 O
o -1 2 0 o 0 o
j. Dn= 8 8 _01 _21 g 8 gz(desarrolloporlos
0 0 0 o o0 - 2 0
0 0 0 o o0 - -1 2
adjuntos de C1)
2 0 o o0 - 0 O 1 1 1 1 1 1
-1 2 o o0 - 0O o |-1 2 0 o (R
o -1 2 0 0 O o -1 2 0 (R
0 o -1 2 0 O0]+|0 0o -1 2 0 o0
0 0 o o - 2 0 0 0 o o - 2 0
0 0 o o0 - -1 2 0 0 o 0 - -1 2

El primer determinante es triangular superior, y vale 271, el segundo es
semejante a Dy, pero de un orden menor. Tenemos asi la ley de recurrencia
Dn=2"14 Dy.1.
Como D=1, sera:
D;=214 D1 =2141;
D3=224 Dp= 22421+1
D4=23+4 D3 =23+42242141
En general, Dy=1+ 214224234 ...42m1 que es la suma de los n primeros
términos de la progresién geométrica de primer término 1 y razén 2. En
consecuencia Dp=20-1.

25.
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Si a todas las filas les sumo la primera, en éstas s6lo habra 0, 2 o -2, luego

desarrollo por los adjuntos de la primera fila y obtengo un resultado par.
-1 -1 1 -1} |-1 -1 1 -1

-2 2 0
. J1r -1 1 1|0 =2 2 O0]__
Ejemplo: 1 1 1 170 0o 2 olF 1. _02 % 8 +
-1 -1 1 1 -2 =2 2 0

0 2 0 0 -2 0 0 -2 2
1.0 2 0|+1.]0 0 of+1.]0 0 2|=suma de pares = par.

-2 2 0 -2 =2 0 -2 =2 2

26.
Una matriz es antisimétrica si es igual a la opuesta de su traspuesta. Como
A = —A", tenemos que |A| = |—-Af|=(—1)"|-A"| = (—1)"|A| = —|A|.En

consecuencia, el determinante vale 0.

Una matriz es idempotente si es igual a su cuadrado. Como A%*=A, sera

|A%| = |A|. De otro lado |A?| = |A|?, quedando |A| = |A|?, luego |A| = +1.

Una matriz A se dice que es nilpotente si existe k € Ntal que A¥ = 0.
Tendremos que |A¥| = |A|*¥ = |0] = 0: Su determinante sera nulo.

Una matriz A es ortogonal si su inversa coincide con su traspuesta.

Tomando determinantes, se tiene que |A|~! = |A™!| = |A¢| = |A|. De ahi que su
determinante sea 1.


http://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_(matem%C3%A1tica)
http://es.wikipedia.org/wiki/Nilpotente



