RESUMEN DE GEOMETRIA MATEMATICAS I

A. VECTORES

Un vector fijo de origen Ay extremo B, siendo A y B puntos del espacio, es un segmento orientado
caracterizado por:
- Mddulo o longitud del segmento orientado. B

- Direccion, que es la recta que contiene al vector. V

- Sentido u orientacion de la recta, en este caso de A hacia B.
La flecha indica el sentido y el médulo es la distancia entre Ay B.

Llamaremos vector libre al conjunto de todos los vectores fijos que tienen igual médulo, direcciény

—

sentido (vectores fijos equipolentes) que uno dado. Se suelen representar por u,v, ..

e

Si U es el vector libre formado por todos los vectores fijos equipolentes al vector fijo AB también

—_

se puede representar por [ AB ].

SUMA
v
_—
u v
o/ UV
v

Propiedades

-+ = —- == =

o
- Asociativa: u+(v+w)=(u+v)+w

—* -+ —

- Elemento neutro: El vector nulo 0w+ = -
— o — o —
- Elemento opuesto: El vector opuesto de u es —u ut (—u) =10

) e
- Conmutativa: u+v=v+u
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PRODUCTO DE UN NUMERO REAL POR UN VECTOR

—

- Tiene la misma direccion que u

- 51 k=0 tiene el mismo sentido que u, vy s1 k<0 tiene sentido opuesto a u N

= [if

- Elmédulode kues igual la valor absoluto de & por el modulo de u> |ku u / u

Propiedades

-+

- Dustributiva del producto respecto de la suma de vectores: I-:{u+ vJ =ku+kv

— — —
Distributiva de la suma de nimeros reales por un vector: (k+ plu =ku+ pu

- Asociatividad mixta: (k-p)u = f-:{ FEJ

- Elemento neutro: lu=wu

« ¥ es combinacion lineal de 4y, 4, ..., 4, < Ja,a,, ..., cR/v=au +ap,+..+au

Diremos que v dependiente linealmente de i, #,, ..., #

n

« Diremos que los vectores - #,> -~ - #, son linealmente dependientes s1 al menos uno de ellos

puede expresarse como combinacion lineal de los restantes.
En caso contrario, se dira que son linealmente independientes.

N° de vectores Posicion
Alineados

(Dependencia lineal?

g -
v=hu

Lin. dependientes
2 e

No alineados

/Ap" / Lin. Independientes
v

Coplanarios

Lin. Dependientes

coplanarios
-

x -
L, AT Lin. Independientes

=i
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® Un conjunto de vectores es una base si:
- son linealmente independientes, y
- sicualquier otro vector se puede poner como combinacion lineal de ellos.

® En el espacio, tres vectores de distinta dimensién forman una base.
La base mas utilizada es la base ortonormal:
B={7,7 i}: 7] = 7|=

kl=1y iLljiLlky jLk

Una base es ortogonal si los vectores son perpendiculares dos a dos.

- = —

«{u, v,w} forman una base de \V’— cualquier X se puede expresar como combinacion lineal
de los vectores de la base, es decir,

— —

Ell,u,ne"'}tf X=AU+uv+mw »

YYD

«Se dice entonces que A,lLym son las coordenadas de x en la base {u,v,w}»

-
En la figura, podemos expresar v como combinacion lineal de

— — —3

la base canonica en V> {i,j ,k}:

V=(2i+4])+3k =[(20,0)+(0,4,0)]+(0,0,3) = (2.4.3)

las coordenadas de un vector coinciden con las del punto
extremo

SiA=(aj;, ayas) y B=(by, by,bs) > AB=(b;—a;, b,—a,, bs—as)

A - Suma de vectores

u=(abc)yv=(def) —= utv=(a+db+ec+f)

B.- Producto de un numero real por un vector

Dado un n° real k y un vector i =(a,b,c) —= ku=(ka kb kc)

El vector nulo 0 =(0,0,0) El vector opuesto de u = (a,b,c) es —u = (-a.—b.—¢)
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Definicion:

- = - - -
> ||V cosa si uyv #0
u v

u-v =
LO si

Expresion analitica:

-

u :(ux,uy,uz)

— =
U'V = UV, UV +U,V,

-
V= (ervyvvz)

-

respecto de B= {i, J. k }ORTONORMAL

Propiedades: Aplicaciones:

= — =3 = o -
uv=0=ulyv u=(xy,2) |Jul=vyx*+y?+2°
- = — — -

u-v=v-u z V= (Vy,Vy,V;)

- = - = = o N _u-v
A(u-v)=(u)v=u-(Av) o_w U=(uouyu,) |95 N
e e e Y
u-(V+w)=u-v+u-w X
® |nterpretacion geométrica del producto escalar:

= >
T positiva
proyu- = posit
7 ™~ 331
- a-
X TR
proy w» = K] negativa e
3
proy u-y
cos & = (1)
@
é
pl'oyw;_:»
cos § = (=)
k2

9
proy w-
¥

+
proy u»

® CAmo halla un vector unitario de la misma direcciéon y sentido que uno dado:

—
es unitario, Y con la misma direccion y sentido que u

e
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Definicidn:

5
Tuxv El producto vectorial de dos vectores Uy V €s un vector:
denominado ux v , que tiene:

- - —

/ ZV %/ MODULO: luxv|=|u|-|v|-sena
= u - o — oo =
uxv .l u uxv L v

DIRECCION: y
— —
SENTIDO: El del avance de un sacacorchos al llevar u a v

El producto vectorial es 0 si: Exp. analitica: Propiedades:
- Uno de los dos vectores es el vector 5> o o - = - =
i j ok UXv=-vxu
cero. -
. . . uxv=yu, u, u, -7 2 o2
- Si los dos vectores tienen la misma y ux @xw)=((Uuxv)xw
. . v, VvV, V
direccion. x Yy Yz SN S N
AMUXV)=AUXV=UXAV

e e T T T T |

5
UX(V+W)=UXV+UXW

«El modulo del producto vectorial de dos vectores es igual al area del
paralelogramo que determinany.

R
v
- =
area= |uxv| /h /
g
u

Consecuencia: Area del triangulo

— e
AB s — —
A — c

AC

Expresién analitica:

Definicion:

- - -
Se define el producto mixto de tres vectores, u, v y w, 'y u u u
se designa como [u,v,w], al ndmero que resulta de la [u, v,w] = det(u, v,w) = |v, v, v,
siguiente operacion: S o o - We W. W
[u,v,w]=u-(vxw) * y z
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) - = = .
El producto mixto [u, v,w] valdra cero si :

5
1) al menos uno de los vectores sea el vector 0
2) al menos dos vectores son iguales o proporcionales
3) si los tres vectores son linealmente dependientes -

U, u, u,

- = - . . - = =

u, vywcoplanarios(lindep.) < [u,v,w]=|v, v, v,|=0
W, wyow,

Las propiedades del producto mixto se deducen de las propiedades de los determinantes

- =

5
Volumen del paralelepipedo = | u-(vXxw) |

Volumen del tetraedro

1,, 2 = =
VABCD :E | [ABvAC: AD]l

B. PLANOS Y RECTAS EN EL ESPACIO

Un sistema de referencia en el espacio esta formado
por un punto (origen de coordenadas) y por una base,

Normalmente se trabaja con un sistema de referencia
ortonormal, cuya base es ortonormal.

En un sistema de referencia cualquier punto del
espacio P tiene tres coordenadas que son las
coordenadas del vector de posicién del punto.

P o a‘g vector de posicion de P

Coordenadas de P <> Coordenadas de 5P5=(p1,p2,p3)

e (Coordenadas de un vector:
A:(al,az,a3) y B:(bl,bz,b3) AB:(bl —-ap, b2 —daj , b3 —613)

e Coordenadas del punto medio de un segmento:
ap+by ar+b, az+b
A=(ayayaz)y B=(bpbyby) M =(=——, == ==
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z Recrar

A=(a1 ! az’as)

=

Sea r la recta que pasa por el punto A y tiene la direccion del vector d

-

determinada por d y por A

-~

-

Ecuacion vectorial:

-

OX = 0A+ AAX
X=(xy72)

(x)y;Z):(alyaZ)

Ecuaciones paramétricas:

pasa riamos a este

determinacion, cualquiera de los dos puntos y por el vector
director el vector AB o el BA

Ecuacion en forma continua:

x=a1+/1d1
y=ay +ﬂd2
Z=dajz +ﬂd3

Nota: son las ecuaciones de dos planos

Si la recta r estuviese determinada por dos puntos Ay B,

as )+ﬂ(d1,d2,d3 )

caso tomando por el punto de la

Ecuaciones implicitas:

dy dy Ax+By+Cz+D=0
=
X—a; _zZ—aj A'x+B y+C'z+D'=0
d d3

X—ay _y—ap

-
Y

s
JU . plane determinade por los vectores I{ )

y por el punto A:(azfazya_?)

Sea 7 el plano determinado por el punto Ay por los vectores directores # y V'

- Ecuacidén vectorial

- -

&=&+ﬁﬁ=&+ﬂﬁ+ﬂ;

(x,y,2)=(ay,a,,

Si el plano 1 estuviese determinado por tres puntos
A, B y C, pasariamos al caso anterior tomando por el
punto de la determinacion, cualquiera de los tres

puntos y por los vectores directores los vectores AB

y AC (u otros).

az )+ Aluy,uy usz )+ 1(vy,vy,v3 )

Ecuaciones paramétricas:

x=a;+Au + uv
y=a,+Auy + 1vy
z=az+Auz+ vy

Ecuacion implicita:

uy Vi X—ay
uy vy y-—as|=0<Ax+By+Cz+D=0;
Lt3 V3 Z —a3

Se demuestra que (A,B,C) son las
coordenadas de un vector normal al plano.

Ecuacion normal:

Si m: Ax+By+Cz+D=0
A(x—ay )+B(y—a, )+C(z—az)=0

siendo (A,B,C) = vector normal al plano
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Ecuaciones de los ejes de coordenadas:
Ecs. Paramétricas Ec. en forma continua Ecs. Implicitas
Eje X:
A =(0,0,0) x=4 xX_y_z {y—O
- y=0 1 0 O z=0
d = (11010) Z =0
Eje Y:
A=(0,0,0) x=0 X_y_z {x—O
- y=4 0 1 0 z=0
d = (01110) z= 0
Eje Z: o -0
A=(0,0,0) x= X_y_z {x-
- y=0 0 0 1 y=0
d =(0,01) i=2
Ecuaciones de los planos coordenados
Ecs. Paramétricas Ec. Implicita
Plano XY:
_ z=0

A =(0,0,0) x=4
_:. —
u =(1,0,0) y=u
—=
v =(0,1,0) z=0
Plano XZ:

e _ - 0
A=(0,0,0) x=4 Y
_:. —
U =(1,0,0) y=0
—=
v=(0,0,1) Z=U
Plano YZ: Xx=0
A=(0,0,0) x=0
u =1
U =(0,1,0) 1Y =
—
v=(0,0,1) =M

A. RECTA - RECTA:

Coincidentes Paralelas Secantes Se cruzan

o
Mni/

=
dr

rango (d,,d_s',_S')zl rango (Z,Z,FS)=2 rango (Z,Z,ﬁ)=2 -~

rango (Z,d_;)=1 rango (d_;,d_;)=2

rango (Z,Z,FS)=3
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B. RECTA - PLANO:
Ax+By+Cz=D

1

Ax+ B,y+Coz=D,
Llamaremos A a la matriz del sistema formado por esas tres ecuaciones, y A’ a la ampliada.

| Sealarectar:{ yelplano 7:Ax+By+C.z=D,

AI B] C] AI B] C'I D]
A=|4, B, C,|y A=|4 B, C, D,
4 B, C 4 B, C D
Recta contenida en el plano Recta secante al plano Recta paralela al plano
rang(A) = 2, rang(A)=2. rang(A) =3, rang(A)=3 rang(A) = 2, rang(A’)=3
» - r
e |
El punto de corte es la solucién del sistema /:/r
Sistema Compatible Indeterminado . . .
Sistema Compatible Determinado Sistema Incompatible
X=a + /’ldl
B Sea r:{y=a,+A4d, y T:Ax+By+Cz+D=0.
Z=ajz + ld3

Al hacer A(a;+Ad;)+B(a;+Ad,)+C(as+Ad;)+D=0,seobtiene una ecuacion de grado 1 cuya
incégnita es A.

Recta contenida en el plano Recta secante al plano Recta paralela al plano

y

La ecuacion NO tiene solucidn (0=5)

La ecuacidn tiene infinitas soluciones (0=0) S L .
La ecuacidn tiene una solucién (l = numero)

X=a +/1d1

| Sea r. y=a2+ﬂd2 y TC:AX+By+CZ+D=O. A:(al,az,a3),dr:(dl,dz,d3)y I’lﬂ':(A,B,C)
Z=ajz +ﬂ«d3

Recta contenida en el plano Recta secante al plano Recta paralela al plano

A
-'—'0_| =

y

dyng=0 y Aerx
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C. PLANO - PLANO:

Sean My :A;x+B;y+Cyz+D; =0y M:A;x+B,y+C,z+D, =0 los dos planos. Se considera el sistema
de tres incdégnitas formado por las dos ecuaciones de los dos planos. Sea A la matriz de coeficientes de ese
sistema y A’ la matriz ampliada de ese sistema.

Los planos son coincidentes Los planos son paralelos Los planos son secantes (se cortan en una recta)

' /
rango(A)=1 rango(A')=1 o

rango(A) =1 mngD(A’) =7 rango(A)=2 =rango(A")

Sistema Compatible Indeterminado Sistema Compatible Indeterminado

(solucién: dos parametros) Sistema Incompatible (solucidn: un parémetro)

D. PLANO - PLANO - PLANO:

Sean T : A;x+B1y+Ciz+D; =0, M :A;x+Byy+C,z+D; =0 y M3:A3x+Bs3y+Ciz+D3; =0 lostres
planos. Se considera el sistema de tres incégnitas formado por las tres ecuaciones de los tres planos. Sea A la
matriz de coeficientes de ese sistema y A’ la matriz ampliada de ese sistema.

Los planos son coincidentes Los planos son paralelos Los planos se cortan en un punto
(forman un triedro)

7l mll 5 /

T,
Rango A=1=rango A’ E
Sistema Compatible Indeterminado Rango A = 1< 2= rango A’ Rango A = 3 = rango A’
(Solucién: dos pardmetros) . . . X .
Sistema Incompatible Sistema Compatible Determinado
(No hay Solucién) (Solucién: Un punto)
Los planos se cortan en una recta Los planos se cortan dos a dos en una recta o

hay dos planos paralelos y el otro los corta

o

Rango A=2=rango A’

R A=2<3= A
Sistema Compatible Indeterminado  (Solucién: un parametro) ango 3 =rango

Sistema Incompatible (No hay Solucién al sistema)

Se llama haz de planos a los infinitos planos que pasan por una recta r. Si r viene dada

oor :{ﬁ:Ax+By+Cz+D=0
Z:AX+By+Cz+D'=0

Ax+By+Cz+D+A(A'x+B y+C'z+D' )=0 VYAieR maselplano®

el haz de planos esta formado por los planos
recta cowin
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[P

A. Proyeccion de un punto sobre un plano

Calculamos la recta perpendicular al plano n que pasa por el punto P.

Cortamos la recta obtenida con el plano (ya sabes, sustituir la
paramétrica de la recta en la implicita del plano).

y

/ El punto de corte obtenido, es |la proyecciéon P' del punto P sobre
el plano .

L

Calculamos el plano perpendicular a la recta r que pasa por P

Cortamos recta y plano.

El punto obtenido P', es la proyeccion del punto P sobre la recta r

B. Proyeccion de un punto sobre una recta

b

shines

C. Proyeccién de una recta sobre un plano
Podemos hacerlo de dos formas:

Forma 1: Cogemos dos puntos de la recta P y Q y hacemos la proyeccion
de estos sobre el plano, obteniendo asi dos puntos en el plano P' y Q'. La
recta que une estos puntos es la proyeccién de la recta r sobre el plano n.

Forma 2:
Calculamos el plano n' perpendicular a n v gue contiene ar

La recta s que se obtiene al cortar los planos n y n', es la proyeccion de r
sobre n.
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A. Simétrico de un punto respecto a otro punto

El simétrico de un punto P respecto de otro punto () es otro punto F* de manera que el punto {J es el

punto medio del segmento PP.
o

e ® g P(pl,pz,pl) ¥ Q{q] ,qz,qg), y representamos a P' por P’ (x,y,z):

Despejamos x Despejamos ¥ Despejamos z

B. Simétrico de un punto respecto a una recta

Para hallar el simétrico de un punto respecto de una recta
debemos seguir los siguientes pasos:

1. Hallamos la ecuacidon de un planoc @ que pase por P y cuyo
vector normal es el directorde r

2. Hallamos el punto Q (interseccion dery «)
3. Obligamos a que Q sea el punto medio de PP'
Pq¥x

(nombramos P'(x,y,z) v 2

=dy . analogocony y z)

—= —=
(2PQ =PP")

C. Simétrico de un punto con respecto a un plano

Para hallar el simétrico del punto P con respecto al plano
seguimos los siguientes pasos:

I < 1. Hallamos la ecuacién de r {determinada por fn yP).
" 2. Hallamos el punto M (haciendo r interseccion T )
3. Obligamos a que M sea el punto medio de PP' (nombramos P' = (x,y,z) )
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A. Angulo de dos vectores

%
— v
u \//’)
oL
cL
%
u

%
v
7. v 5. 7]
cosc = L= arccos .
riikd i

B. Angulo de dos rectas (que se cortan o que se cruzan)

Sean 7 y 5 losvectoresdedosrectas r y s

|7 5|

|7 115

cosa=cos(r,s)=cos(7,5)=

C. Angulo de rectay plano

Sea n, el vector normal del plano . Sea 7 el vector director del la recta
r

n=Ax+By+Cz+D=0
ny, %G / cos B = cos (i, ,F) = |j1;;‘r|ﬂ
P / |n,,|‘|r|

El dngulo pedido es o
a= 90-B

D. Angulo de dos planos

Sean n_ y n_ losvectores normales de dos planos © =’

El angulo |

de dos planos es
igual al angulo de
sus vectores
normales
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A. Distancia entre dos puntos
Q
. —3
- dP,Q = PQ|

\

B. Distancia de un punto a una recta

d (P,r) = altura del paralelogramo formado por el vector ﬁ y el vector ;ldirector de la recta)

Otra forma de hallar |a distancia de un punto P a unarectar es:

1.- Hallamos el plano 7T, r LT talque m > P
2.- Hallamos el punto P'=m[1r.

3.- Tendremos que d(P,r)=d(P,P') ‘ppl

C. Distancia de un punto a un plano.

P(Xy.¥0.2,) Y m:Ax+By+Cz+D=0 P{
'd

J(P ﬂ)=‘AxU+Byu+CzU+D‘

' JA? +B? +C? L

Otra forma de hallar la distancia de un punto P a un planu T es.

—
1.- Hallamos larecta r, r L1 talque P pertenecear. (d =n )
2.- Hallamos el punto P'=m\r.

3.- Tendremos que d(P,m)=d(P,P") = |ﬁ|

D. Distancia entre dos rectas paralelas. E. Distancia de una recta a un plano paralelo a ella.

/
d(r,s) = d(R,s), i

siendo R un punto cualquiera de r

d(r, =) = d(R,n ) siendo R un punto cualquiera de r
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E. Distancia entre dos rectas que se cruzan

moa

V, XV,

d(r,s)=

d = altura del paralelepipedo

Otra forma de hallar la distancia entre dos rectas r y s que se cruzan es:

1.- Hallamos el plano 1 que contiene a una de ellas y es paralelo a la otra, por ejemplo, el
plano || r talque mos.

2.- Tendremos que d(r,s)=d(r,m)=d(R.,m).

F. Distancia entre dos planos paralelos.

También:
A i D-D'
i d(mm)= l ——|
Id 'JA +B“+C
/""/)l[//’
siendo m:Ax+By+Cz+D=0
m': Ax+By+Cz+D'=0
d(m, n’)=d(P,n’ ), siendo P un punto cualquiera de

A. Plano mediador

Es el lugar geomeétnico de los puntos del espacio
equidistantes de & v de B

d(AX) = d(B.X)

2
\/ (x—alfl2 + (y-az“l 2 (z—ag]l2 =\1 {a—blj + (y—b2}2+ (3—1::-3“]2

Podemos calcular, st reconocemos el lugar
geomeétrics pedide, directamente el plano
perpendicular a AR que pasa por M (punto
medio de AB)
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B. Planos bisectores de dos planos dados que se cortan en una recta

Si los planos dados son:
T, ax+o,y+cz+d, =0y, a,x+b,y+c,z+d, =0,y
el punto P(x, ¥, =) pertenece al plano bisector m, se cumple que

d(P,m,)=d(P,n 2) e |ax+b1y+cl‘+d| |a2x+b2y+c2_+d2| =

Ja, +b +c] \/az +b +c2

\/.ar‘.!‘?+b;+c22 (a1x+bly+clz+d1):-|-1,’a]2+b]2+c12(a2x+bgy+cz-'+d2)
2 2 2

\/az +b," +c, (ax+by+cz+d )= _,/a]2+b]2+C]2(a2x+bzy+c2:+d2)

Dos soluciones, dos planos bisectores

C. Esfera

La superficie esférica (la esfera) es el conjunto de puntos del espacio que equidistan de otro

punto fijo, llamado centro.
Si el centro es el punto O(a, b, c) y el radio vale r, un punto P(x, y, z) es de la esfcra si su

distanciaa O mide r: » =d(O, P).
Por tanto, su ecuacion sera:

d(0,P) = (x-a)* +(y—b)’ +(z—c)* =
o x-a)+(-b) +(z-¢) =

Haciendo los cuadrados y agrupando se obtiene la ecuacion
implicita:
x?+y?+22 +Ex+ Fy+Gz+ H=0

Propiedad del plano tangente a la superficie esférica: El plano tangente a una esfera en
cualquiera de sus puntos es perpendicular al radio correspondiente al punto de tangencia.
Por tanto, el vector normal del plano tangente a la esfera en el punto Q es el vector OQ.
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La recta es exterior La recta es tangernte La recta es secante
a la esfera: a la esfera: a la esfera:

d(Gs) >R d(Cs) =R d(Cs) <R

s

5

(T s
D &

El plano es exterior a la El plano es tangente a El plano es secante a la
esfera: d(C, ™ )>R la esfera: d(C,w) =R esfera: d(C, ™ )<R

T
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