ey Soluciones de ejercicios de integrales definidas. Cdlculo de dreas 2°Bachillerato
i
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Aplicacionesdelaintegral definida. Calculo de areas.

1. Cdcular €l dreade recinto limitado por la gréficade lafuncion f(x):—x2+4x, d gede
abscisasy lasrectas x=1y x=3. Sal: 22/3.

a) Buscamos los puntos de cortes con el ge OX: —x2+4x=0
Obtenemos x=0y x=4

b) Seleccionamos aquellas que estan comprendidas entre 1y 3. En este caso no hay
ninguna

¢) Buscamoslauna primitivade
3

f (X):—X2+4X<:> F(x):j(—x2+4x)dx:—%+2x2

3 X3 Xx=3
d) Az‘jl (—x2 + 4x)dx‘ = [—§+ ZXZ}
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Soluciones de ejercicios de integrales definidas. Cdlculo de dreas 2°Bachillerato

2. Calcular e areadd recinto limitado por la gréfica de lafuncién f(x)= x? —4x, el gede
abscisasy lasrectas x=1y x=3. Sal: 22/3.

a) Buscamos los puntos de cortes con € gje OX: x2-4x=0.
Obtenemos x=0y x=4

b) Seleccionamos aguellas que estan comprendidas entre 1y 3. En este caso no hay
ninguna

X3

¢) Buscamosunaprimitivade f (X)=x*-4x< F (x):J.(x2—4x)dx:——2x2

R
3 3] 3

x=1

d A—324d—XS22X:3
oo

El area calculadaeslade lafiguray observa que esla mismaque lacalculadaen €l g emplo
anterior.

3. Cdcular € éreadel recinto limitado por lagréfica de lafuncién f(x):senx y el gje OX entre

X:Byx:i. Sol: 2

2 2

Los cortescon OX son senx=0= x=kp Entre x=% y x:% solo hay uno x=p
Luego
P 2 x=p x=2 P 3 2
A= J'p senx dx| + j 2 senxdx| =|-cosxX p +|-cosx| 7 =[700Sp +COS| +|-COS=+ COSP| = 2u
E p X—E X=|

La grifica del recinto es la zona sombreada:

paNy

por tanto el drea pedida es:
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Soluciones de ejercicios de integrales definidas. Calculo de dreas 2°Bachillerato

4. Calcular ¢ &readel recinto limitado por |as gréficas de las funciones f(x)=2x*+x-3y
g(x)=x*+3 entrex=-1y x=1, Sol: 34/3.
Hay que estudiar el signo de la funcién diferencia: dfx) = fix) — g(x)
dix)=2x2+x-3-(2+3)=2+x-6

dix)=0 = P2 +x-6=0 = x=-3yx=2.Luegod(x)<0 si xe ]-3,2[ ycomo [-I, 1] = ]-3.2[ se verifica
qued(x)<0Oen[-1, 1]

Por tanto el drea pedida es:

3 2 t
A =_-j_|] dfx) dx = —J‘j] (x% + x — 6)dx =—{" diE 6‘1—} I:

=— (l+~l——6J—[—-l+l+6I|=i‘-l-u.a.
3 2 3 2 3

Observa que el drea calculada es la suma del drea que estd por

1 ;
encima de OX: J—1 (x> + 3)dx, masla que estd por debajo que es

I i 1 2 1 -
[ @+ x = Bdx. Ast: [ (P + 3dx - [ @27+ x -

= J-_ll (-x* = x + 6)dx = —J_ll (x? + x - 6)dx que es la integral

definida calculada anteriormente.

5. Calcular e &readel recinto limitado por las gréficas delas funciones f(x)=x*+3x> y
g(x)= x+3 entrex=-2 y x=0. Sol: 7/2.

—1 3 2 {) £ -
A= j_j (x" + 3x" — x— 3)dx - J‘[ (x”+ 3x" = x - Jdx =

A 2 A TA . 2 ?
N (P O S N
[4 2 } [4 YT 3‘] ]

]

1 1 1 1 7
=(Z— L E+3]—(4—8—2+6)—[0—-(1— 1 - 5+ 3)]: ua
El drea calculada es la de la figura.
YA
¥
i ¢
5 =2 4 o 1 X
y=x+3
y=x'+3

Si se hubiera hecho con una sola integral. hubiera resultado drea cero, imposible después de haber observado la
figura.
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6. Calcular e &eadel recinto limitado por las gréficas de las funciones f(x)=x*+1y

g(x)=2x+1. Sol: 4/3.

Se calculan las abscisas de los puntos de corte de las graficas resolviendo la ecuacién x?+ 1 =2x+1 =

= x-2x=0 =x=0yx=2.

Se calcula el signo de d(x) =x? + | — (x + 1) = x* — 2x en [0, 2] que es negativo en todo el intervalo. Por tanto:

N
s 3 o F 8 4

A=—[ G - 20dx ==| X = 2| = —[— = 4) = —ua
! 3 o .

El drea calculada es la de la figura

Sal: 1/2.

Se calculan las abscisas de los puntos de corte de las grificas
P=x= P-x=0 = x(*-1)=0 = x=0,x=1yx=-1,

Se estudia el signo de d(x) = x* —x en el intervalo [-1. 1] que es:

YA

signox® —x =x(x+ 1) (x— 1) - :

El drea pedida es:

Calcular € dreade recinto limitado por las gréficas delas funciones f(x)=x*y g(x)= x.

ol 5
0.3 s L, 3 pogee | 4 I
A—_[_l(,r—x)da-IO(.\ —,l)d.\_|:4- z]lﬁ[T_?

)69
=—|—-==|=-|—-"= - |= = Ua.
4 2 4 2 2

=Y
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8.  Calcular @ arealimitada por la pardbola f(x)=x2—x—2 y el ge OX. Sol: 9/2.

Este ejercicio se resuelve hallando el drea encerrada por la pardbola y = x> -x-2ylarectay=0.
Se resuelve la ecuacién x* — x — 2 = 0, que tiene por soluciones x =-1y x=2.
El signo de fix) — g(x) = x2—x—2en[-1, 2] es negativo, por tanto:

2 ©oox ,3 8 -1 1 2
A=—J_,l<x2—x—z)d-w—{?‘7‘2-‘}_1*((3“2“‘)‘(3 w-l)

El drea obtenida es la de la figura

(]

YA

9. Cdcular el deadel recinto limitado por lagréficadelafuncion y=x°+2x*—x—2, e gede
abscisas y lasrectas x=-3 y x=0. Sol: 55/12.

1 Buscamos | os ceros de la funcion
XC+2x% —x-2=0=> x=-2 x=-1 x=1.

XF1

Nos fijamos que entre x=-3 y Xx=0 solo estan x=-2 y x=1.
Asi @ &rea buscadaes:
=U2(x3+2x2 —x—2)dxH.[l
-3

(x3+2x2—x—2)dx +

+ _[i(x3+2x2—x—2)dx‘ = _—+————2x

X 2x¢ X2 T 2 % 0
n —+————2 (AR ANN 1% -
2 4 3 2

E_§ 13 2 13 37+5+13 25
12 12 12 12 12

x=-2

2

123
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utnsiiog Soluciones de ejercicios de integrales definidas. Cdlculo de dreas 2°Bachillerato

un A

10. Calcular e dreade recinto limitado por lagréficadelafuncion y=2x3+7x*+2x—-3, e ge
de abscisas. Sol: 55/12.

5

Buscamos | os puntos de corte con OX
|

|28+ T7X+2Xx-3=0=x=-3, x=-1, X=%

El dreabuscadaes:

E(ZX?’ +7X% 4+ 2x— 3) dx

' A= U_l(ZX3 +7X2 +2X— 3) dx‘ +
‘#_ -3

4 3 x=-1
X eI e _ax
2 3 )

=-3

1
4 3 x=5
A XX e _ax S 2
2 3 12

x=—1

| l
11. Calcular & reade trapecio mixtilineo que determinala gréficadelafuncion f(x)= sen2x

en €l intervalo {O%} Saol: Ya.

Buscamos | os puntos de corte:

sen2x=0 = 2x=kp :>x:k7p kel

: End intervalo[o, %} no hay ninguno.
; 1 <51
= 4
El &reaes. A= I“seandx =|| —=cos2x == u?
0 2 wol| 2

12. Calcular & dreadelaregion del plano encerrado por lagréficadelafuncion f(x)=Inx, d

gje de abscisas y larecta de ecuacion x=2. Sol: 2In2 -1
__ Puntosdecortecon OX Inx=0=>x=1
N El &reaes. A:Ulzlnxdx‘=‘[xlnx—x]:2 =2In2-1u?
05 : [ 05 ? 15 ?_Frs—
o/ o Hallamos la primitiva por partes
1 ¢ Ilnxdx = xInx—J'x%: xInx—x+C
X

u=Inx dv=dx
du:% V=X
X
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Soluciones de ejercicios de integrales definidas. Calculo de dreas 2°Bachillerato

13. Calcular € areadel recinto limitado por las gréficas de las funciones f(x)= X2 42Xy
g(x)=x+2 Sol: 9/2.

En primer lugar averiguamos sus puntos de interseccién. Para ello
resolvemos la ecuacién f(x) = g(x):

C+lx=x+2 = +x—-2=0 = x=1 x=-1

Sus representaciones gréficas se muestran en la figura 7.24.

Y b 7
.'/
\f{x} =¥’ + 2x /

\ :

—3,/2 aly |3 %
—1

glx) =x+ 2

Ficura 7.24.

El 4rea buscada sera:

A= If (f(x) — g(x)) dx| = If (x* + x — 2)dx| =

x & ! 11 -8 .
|+ =—u| =[x+ -2)-(+2+4) | =4
5 w'-1(3+779) (F+2ee) =450

14. Cacular e dreadel recinto limitado por las gréficas delas funciones f(x)=¢€*y g(x)=Inx

y lasrectas x=1y x=e. Sol: 11,43.
Y A
Las dos curvas no tienen ningin 15
punto de interseccién, como se o
puede observar en la figura 7.25.
El drea buscada serd: 1
_ 101
A= |J' (e* — In x) dx| =
1
;|[e‘—-x(1nx— 1)] |=
! 1 5
= | [c —e(lne - 1)}—
y=inx
S
:[ — = = L >
-le' = 1(In1 1)]| STA T3 >
=|ef—e— 1|=“vl].43 u
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Soluciones de ejercicios de integrales definidas. Cdlculo de dreas 2°Bachillerato

15. Calcular el dreadel recinto limitado por las gréficas delas funciones f(x)=xy g(x)=3%/x

Sol: 1/2.

En primer lugar se calculan sus puntos de interseccion:
3 - . 3 .
f(x) =g(x) = x=Vx = Y=y =2x—x=0=x(x—1)=0

Se resuelve la ecuacion y se obtiene: x = —1;x = 0; x = 1

. 1‘ fx)=x /

2 1 : (6] 1 2 ;(
7
FiGURA 7.26.
El drea buscada es:
5 | . 2 3 \‘/F
A=l (X—\/x)dx|+|[(,\—\f:{)dl|-_~| —_ : l |
-] o 2 4 :
3 1
1

¢ 3Ve |, 1, 1,
|——~ —E+| 4|—2u

16. Calcular e dreadel recinto limitado por las gréficas delas funciones f(x)=x* y g(x)=+/x
Sol: /3.

Buscamos | os puntos de corte de ambas funciones:
X =x=x' =x=x=0 x=1

El dreaes:

A:Uol(\/;—xz)dx‘ =% u?
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17. Cadcular e areade recinto limitado por las gréficas de lasfunciones y=x*+2x* e

y=X+2 Sol: 44/15.

- |
=2+ 2 \F,ﬁw 38 //

1,3)

/ Buscamos | os puntos de cortes de las dos funciones:
X'+2X =X +2=> X' +x°-2=0=>x=1 x=-1

El dreabuscada sera:

18. Cadcular €l valor ddl coeficiente b sabiendo que € area delimitada por la parabola

y=x*+bx y larecta x+y=0 es36 U°.

y = Xx* +bx

Buscamos | os puntos de corte
X+y=0

El &reapedidaes A= “’O_b_l(x2 +(b+1))dx‘ =36

Resolvemos laintegral: ‘J'Obl(x2 +(b+1)x) dx‘ = ‘{

Como €l &reaes 36

=X +bx=-x= x2+(b+1)x:0:>{

X X2 x=—b-1
3t (b+1) 7}

Sol: b=-7 0 b=5

x=0
x=-b-1

x=0

—
O
+
N
S B

3
(b+1) O*Y a5y (b+1) =6 = b+1-6=b=5
CAL TSN
6 3
@:—36:@4)3 —(-6)'=b+1=-6=b=-7

19. Cacular e dreadelimitadapor las funciones f(x)=senx y g(x)=cosx en [0,2p]. Sol: 5,66

5p
jg“ (senx—cosx) dx
4

P
A= jo“(senx—cosx) dx| +

ol
= ‘[—cosx— senx] 4

Buscamos | os puntos donde se cortan:

senx=cosx < tg(x) =1= x:pz+kp kel

" En [0,2p] hay dos valores:

P. =Y

X="; X="
4 4

El dreabuscadaes:

X5p

[~ cosx—senx] ig

X

+ =5,66 U°
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St Soluciones de ejercicios de integrales definidas. Cdlculo de dreas 2°Bachillerato

CASOSALGO ESPECIALES:

20. Calcular el areadelaregion del plano limitada por y=Inx, su rectatangente en x=ey €l ge

oX. Sol: &%
2

En primer lugar calculamos la ecuacion de larecta tangente ala gréfica de lafuncion
f (x)=Inx en el punto de abscisa x=e.

Su pendiente serd m= f '(e)=1§ 1 y f(e =lne=1
X e

La ecuacién de latangente: y—lzl-(x—e) =>y= X,
e e

El recinto del cual debemos obtener el areaes:

Buscamos |os puntos de corte de las funciones con

> . X
losgess —=0=x=0 Inx=0= x=1.
e
Buscamos |os puntos donde se cortan las dos
1l funciones, que en este caso es el punto de tangencia
T (el).
El &rea buscada ser&
A= Zdx+ J‘e(ﬁ—lnxjdx _e-2
°8 18 2

6 también A:joegdx—flnx olx:e;z2

Pero lamanera mas sencillaesrestar € areadel tridngulo determinando por (0,0), (€,0) y (e,1)
y el areaque determinay=Inx entre 1 y e, es decir:

A:E—jeln xdx=E—[xIn x—X] :E—lze;2 u?
2 1 2 12 2
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Soluciones de ejercicios de integrales definidas. Cdlculo de dreas 2°Bachillerato

21. Cacular el dreadelaregion del plano limitada por lacurva y* = x y larecta x—y—2=0.
Sol.: 9/2

Buscamos |os puntos donde se cortan las dos curvas ( y* = x no es unafuncion) y obtenemos
como soluciones (1,-1) y (4,2).

El areabuscada

-0.5

:E;»iv———————————————

3 x=1 3 x=4

A:Z‘J:&dx‘+‘I14(\/;—(x_2))dx‘=2 2—;2 + 2—XZ—X—+2x :gu2

-11/11 - A.G.Onandia



