VECTORES EN EL ESPACIO

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL, COMBINACION LINEAL, BASE

EJERCICIO1:  Dadodosvectores(a 1,28, 601,1),€10,9 vy d(-11 3):
a) ¢Forman una base de R 3
[Bxpresa, si es posible, el vector d como combinacion lineal de a, b y C.

Solucién:

a) No forman una base, pues cuatro vectores en R3 siempre son linealmente dependientes.
b) Debemos encontrar tres nimeros, x, y, z, tales que: d=xa+y b+z¢

(-1,1,3)=x(1,2,3)+y(1,1,1) +2(1,0,5) (-1,1,3)=(x+y+z 2x+y, 3x+y+52)
X+y+z:—1

2X +y =1 ; Resolvemos el sistema por Gauss y obtenemos : x =2,y =-3,z=0 —d=2a-3b+0¢
3Xx+y+5z=3
EJERCICIO 2:

a) Se sabe que u, vy W son linealment e dependient es. ,Podemos asegurar que U es
combinacia lineal de v’y w? Justifica turespuesta.

b) Halla las coordenadas del vector 5(4, 3, 7) respecto de la base B ={(2, 1, 0), (1,0,-2),(0, 0, 3)}.

Solucién:

a) No.Por ejemplo, sitomamos (1, 0,0), v(0,1,0) y w(0, 2 0)
- Son linealment e dependient es, pues w = 2v.

- Sin embargo, U no es combinaciénlinealde v y w.

b) Llamamos (  b)270, ¢1)0, (2, d § 0,3 alosectoredeldase B.Tenemosjue encontrar tres

nimeros, X, y, z, tales que: a=xb+yc+zd

(4,3,7) =x(2,1,0) +y(1,0, -2) + z(0, 0, 3) 4,3, 7)=(2x+Yy, X, -2y +32)
2x+y =4 Xx=3
X=3 y=4-2x=-2

—2y+3z=7] 3z=7+2y - 7=1*2 4

Laspordenadide arespectdeldbase B soff 3 2,1, eslecir a= - 2+d

EJERCICIO 3 Dadosiosvectores*l( 2,-1 O) y V(S, 2, —1):

a) ¢Son linealmente independientes? b) ¢Forman una base de R 37

_<l

c) Halla un vector, w, tal que 2u +3w :%

Solucioén:
a) Si son linealmente independientes, puesto que si escribimos:
x(2,-1, 0), +y(3, 2, -1) = (0, 0, 0), es decir:
2x+3y =0
- x +2y =0; Este sistema solo tiene la solucion trivial: x =y =0
b) No forman una base de R3, pues para obtener una base de R3 necesitamos tres vectores (linealmente
independientes).

C) 2043W =2V - 3W=LV-20 - W=-v-20
2 6 3

= \Tv=%(3, 2,-1) - %(2,-10){%5,1%1]



EJERCICIO 4 :

a) Halla los valores de x, y, ztalesquex U+yV+zW =0, siendo U (2,0,-3), V (1,-2,0) y W (3,2,-6)

b) ¢Son linealmente independientes los tres vectores anteriores? ¢ Forman una base de R 37

Solucién:
a)x(2,0,-3)+y(1,-2,0)+2@3,2,-6)=(0,0,0) = (2x +y + 3z, -2y +2z,-3x-62)=(0, 0, 0)
2x+y+3z=0
-2y+2z=0 Resolviendo el sistema por Gauss = Soluciones: x=-2\, Y=A, z=A
- 3x -6z=0
b) Segun los resultados obtenidos en el apartado a), deducimos que los vectores son linealmente
dependientes. Por tanto, no son base.

EJERCICIO 5 : Consideraos la base de R Sformada por los vectores : a(2,-1,3), b (0,2,-1), ¢ (3,0,1)
a) Hallalascoordenada sa”e(u 4 1, 1)4 respectalelabaseanterior.

Bxpresa, si es posible, el vector ¢ como combinacion lineal de a, b y u.

Solucién:
a) Tenemos que encontrar tres nimeros X, y, z, tales que: u=xa+y b+z¢, esdecir:
4, -7,14)=x(2,-1,3) +y(0,2,-1) +z(3,0,1) = (4, -7, 14) = (2x + 3z, -x + 2y, 3x-y+2)
2X +3z=4
-X+2y =-7¢ Resolviendo el sistema por Gauss = Soluciébn x=5 y=-1 z=-2
3Xx -y +z=14

Por tanto, las coordenadas de u respecto de la base dada son (5, -1 - 2), esdecir: i=5a-b-2c
b) De la igualdad obtenida en a), tenemos

que:"® Ta b 2 -~ 2=%-b-U - €=
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PRODUCTO ESCALAR Y APLICACIONES (Modulo de un vector, angulo que forman dos vectores,
proyeccién ortogonal,...)

EJERCICIO 6 Dadosiosvetore§lﬁ 2- 1, C) ”\,( 4,2, - 2) y \7\/(1, 2, x):
a) Halla u|*|,v| ”)}' el angulo que forman U y v.

b) Obtén el valor de  yara que uy w_ formen un angulo de 60°.

Solucién:

a) U=y Z+(- )2+ F =V14=374 | Y=y £+ Z+(- 3% =/ 24= 490

Sillamamos a al &ngulo que forman U y v, tenemos que:
u-v _8-2-6_

———=—"—"—=0 - Uy Vv sonperpendiculares, es decir, a =90°.
jal[v[ - |a]-|v]

b) Ha de cumplirse que: cos 60° = u-w edlecir. 1__2724% 1
ol - |w| 2 14 -+5+x2 2 J70+14x2

V70 +14x% =6x  T70+14x2=36x2 _ 70=22x°

X = —1/§ (no vale,pues U - v =3x>0)
70 35 11



EJERCICIO7: Dadodosvectoresy(1, 0,0 y V(1, 1, 0):
a) Halla la proyecciéonde U sobre v, asi cono el anguo que forman u y V.

b) Encuentra un vector (x, Y, z)¢ (),0,0), gue sea combinacion lineal de u y v,y que sea
perpendicular a (1, 0, 0).

Solucion:
. ., u- \7 11
Proyeccion de u sobre v: U'= (1,1,0) (z,=.0
\7‘ 2'2
Sillamamos a al angulo que forman U y Vv,tenemos que: cosa —U—I\C—L—i—ﬁ
[uf-[v] 142 V2 2

b) Un vector que sea combinacidnlinealde U y v esdelaforma au+bv, esdecir:

ali+bv =a(1,0,0)+b(1,1,0)=(a+b, b,0)

Para que sea perpendicular a (1, 0, 0), su producto escalar ha de ser cero:
(a+b,b,0-(1,0,00=0 = a+b=0 = b=-a

Por tanto, cualquier vector de la forma: (0, b, 0), con b #0 cumple las condiciones exigidas.

EJERCICIOSean u y v dos vectores que forman un angulo de 45 °y que tienen ,
el mismo médulo |d|=|v|=2
a) ¢Cuél es el médulo de u w?¢Yelde u-v?

b) Demuestraque u + y U -V son perpendicu lares.

Solucién:

a) [G+V[ =(0+V) (@+v)=0 -u+0 v+ |’ =

— - - -2 —4 =3 -
u+v-v=|u| +2-u-v+|v
Lag=8raf2 o | =48 4/2=370
|~ o= (v w| - 2u v| {F= 4 2|7 | cos 48+ 4=8-4/2
|G-v|=v8- 4\/_ ~153

f

= 4 2[4V cos( \)+4 4+8 -

D)y (Y= U w v v =] o] VP = 4-420= (U+v) O (@-)

EJERCICIO9: Dadodosvectoresé 1- 1,Q, b(0,1,-1) y ¢=ma-b:
a) Halla el valor de mpara que a y ¢ sean perpendicu lares.

b) Para m2Z halla el angulo que forman b y C.

Solucion:
a) c=ma-b=m(1-10)-(0,1 -1)=(m, -m-11)

alé -~a-¢=(1-10)-(m-m-11)=m+m+1=2m+1=0 - m= %
b) Para m =2, queda c(2 -3 1) Sillamamos a al &ngulo que forman b y ¢
tenemos que: cos a = b - ¢ —4 —4 =076 - oa=139 2751

ERE V212 28



- - - - - - -

EJERCICIO 10 : Dados los vectores a=21i-j; b =i +2j-K;hallaxeydeformaque C=x1i+y ]

sea perpendicular a b y tenga el mismo mddulo que Q.

Solucion: “A2- 10  H12-1  (x v, 0)
¢Ob - ¢-b=0 - x+2y=0 X =-2y

= _1 - X = 2
2 _ 2 _
€|=|a] ~ YxP+y?=4B6 - xP+y?=5|gyreyz=gY =3 - YIEL - {y =1 o x=-2
Hay dos soluciones:
e X =2, y =-1 que corresponde a 6(2, -1 0).
e Xx=-2, y =1 que corresponde a 6(— 2,1 O).
PRODUCTO VECTORIAL
EJERCICIO 11: Dadodosvectoresy(1, 3,0 y v(2 1, 1):
a) Halla un vector, w, demodulo 1,queseeperpendicular a U ya V.
b) ¢Cualeselareadel paralelogramodeterminadopor Uy v?
Solucién:
a) Un vector perpendiculara i ya v es: GixV =(13,0)x(2,1,1)=(3, -1 -5)
Dividimos por su médulo para conseguir que tenga médulo 1: w = Yo (3 1 -5
- |uxv| (V35" 435" V35
Hay dos soluciones: ( 3 BE J y ( ~3 2 J
- W35 357 /35 J35° 35" /35
b) Area=|lixV|=+35=592 u?
EJERCICIO 12
a) Demuestreque,si U y V sordos vectorescualesquiea, setiene que:
(0-v)x(u+v)=2(uxv)
b) Hallaunvectorperpendicu lara{ 2- 1,) ya(3 0 -1)
Solucién:
a) (a—v)x(a+v):axa+ax\7—\7xa—va(§)6+ax\7+ax\7—6:z(ax\7)
() Tenemos encuentaque Gixi=0 yque UxV =-V xQ.
b) uxv=(2 -11)x(3 0, -1)=(1 5, 3)
EJERCICIO 13 : Halla el valor de m para que el area del paralelogramo determinado por u(e.0,1)y

V (0,m,1) sea 2.

Solucién:
 Eléarea del paralelogramo determinadopor U y V esigual a |U><\7|.

« Calculamos Ui xV y hallamos sumédulo: i xV = (2, 0, 1)x (0, m, 1) = (-m, -2, 2m)

|U><\7|=\/(—m)2+(-2)2+(2m)2 =\/m2+4+4m2 =\/5m2+4

Igualamos a 2: Area:\/5m2+4:2 ~ 5m?2+4=4 - 5m?=0 - m=0



EJERCICIO 14 :

a) Halla un vector unitario que sea perpendicular a (3, -1, 1) ya(1,-2,0)
b) ¢Es cierto que u("w )w” @ %( w9 Pon un ejemplo.

Solucioén:
a) Un vector perpendicular a los dos dados es: (3,-1, 1) x (1, -2, 0) = (2, 1, -5)

- 2 1 -5
Dividiendo por su médulo, tendrd modulo 1: (— —_, —j
J J30 ' /30

-2 -1 5
También cumple las condiciones su opuesto: | ——, —, —
30’ 30 V30
b) En general, no es cierto. Por ejemplo: ~ l , O) = 1 0, () w= (0, 1 O)

(Uxv)xw=0xw=0

St T 00)=(10,9<(0,09=(0-10)

} Por tanto(Ux V) x W# U (v x W),

- - - -

EJERCICIO 15 : Halla el area de un paralelogramo determinado por los vectores uxvyuxw,
siendo: U €.-1.1) v0.1,-1) y w(t,0,1)

Solucion:

« Calculamos GixV y ixWw: a=ixv=(0,22) b=ixw=(-1-11)

El area del paralelogramo determinado por a y b es igual al médulo del producto vectorial:
axb=(0,2 2)x(-1-11)=(4, -2 2)

Area =14 +(-2)? +2%2 =16 + 4 + 4 =+/24 = 490 u?

PRODUCTO MIXTO

EJERCICIO 16 :
a) Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores u(2,-1,1), v (3,0.-2), W (2,-3,0)
b) ¢Cuanto valen cada uno de los siguientes productos mixtos?: [ZU, v, wW|; [U, v, u+Vv
Solucién:
a) Elvolumen del paralelepipedo determinadopor u, v y w esigual al valor absoluto
2 -1 1
de su producto mixto:[U, v, \Tv] =3 0 -2/=-17 - Volumen=17u3
2 -3 0

b) Utilizando las propiedades de los determinantes, tenemos que: [ZD, v, W] = 2[0, v, \Tv] =2 0(-17)=-34
[ﬁ, v,u+ \7] =0 (eltercer vector depende linealmente de los dos primeros).

EJERCICIO 17 :

a) Halla los valores de m para que los vectores u(0,1,1), vV (-2,0,1) y W (m,m-1,1) sean linealmente
independientes.

bEstudia si el vector @ 1, O) depende linealmene de u, v'y w para el caso m =3.

Solucién:

a) Para que sean linealmente independientes, su producto mixto debe ser distinto de cero:
0 1 1

[U,V,\Tv]=—2 0 1|=4-m=0 - m=4 = Hadeser mz4.
m m-11

b) Para m =3, losvectores u, v y w sonlinealmente independie ntes, y forman una base de R3.

Por tanto, cualquier vector de R3, en particular (2, 1, 0), depende linealmente de ellos.



EJERCICIO 18 : Dados los vectores U (1,2,3), V (1,1,1) y W (1,A,5), halla el valor de A para que:

a) determinen un paralelepipedo de volumen 10. b) sean linealmente dependientes.
Solucion:
a) Elvolumen del paralelepipedo determinadopor u, v y w esigual al valor absoluto
12 3
de su producto mixto: [U, v, \Tv]= 11 1/=2\-6
1 A5
2A-6=10 - 2A=16 - A=8
Volumen =| 2\ - 6| =10 =
2A\-6=-10 - 2A=-4 L A=-2

Hay dos soluciones: A1 =8, Ay =-2
b) Su producto mixto ha de ser cero: [U, v, W] =2A-6=0 - A=3

EJERCICIO19:  Dadodosvectore§u 1,8, )17 (v 0,2 11 yv{ 2~ 2 J,sepide:
a) El volumen del paralelepipedo determinado por ellos.
b) Halla, si existe, el valor de para que el vector a”(or, a, 6 )se pueda expresar como

combinacié n lineal de u y V.

Solucion:
1 0 -1
a) Esigual al valor absoluto de su producto mixto: [U, v, \Tv]: 0 2 -1l=4 _ Volumen=4u3
2 -2 1
b) Losvectores U, V y a han de ser linealmente dependientes (U y vV sonlinealmente independientes);
1 0 -1
por tanto, su producto mixto ha de ser cero:[ﬁ, v, é]= 0 2 -1/=3a-12=0 - a=4
a a -6
EJERCICIO 20:

a) Demuestrgue los vectores ual(, 3,2 ) v*&, 3,2 )y w (1 0, O) son linealment e independientes,

cualquiera que sea el valor de k.
b) ¢Cual es el volumen del paralelepi pedo determinado por u, v.y w?

Solucién:
a) Tenemos que probar que su producto mixto es distinto de cero, sea cual sea el valor de k.
k -3 2
[l], v, W]: k 3 2|=-12#0 paratodo k.
1 0 O

b) Elvolumen es igual al valor absoluto de su producto mixto. Por tanto: Volumen =12 u3

REPASO

EJERCICIO 21 Dados los vectores U @,-1,1) v, -1,0)y w(m,2 -m):
a) Halla el valor de mpara que Uy w sean perpendicu lares.
b) Calcula el angulo que forman U y V. c) Halla el area del triangulo que determinan U y V.

Solucién:
a) Paraque U y w sean perpendiculares, su producto escalar ha de ser cero:

i-w=(2-211)-(m2-m)=2m-2-m=m-2=0 - m=2
b) Sillamamos o al angulo que forman U y v, tenemos que:
u-v| 7 7

[G-1V] 6410 60

=0904 - a=25°21'6"




c) Area =

N |

|ax\7|:%|(1 3,1)|:%\/1+9+ :%\/ﬁzlee u?

EJERCICIO 22 : Consideramos los vectores a"i 12 ) b*(() 21 )y c”(s 2 ,1) Calcula:

a) El area del triangulo que determinan a y b.

b) El volumen del paralelepi pedo determinado por a, b y c.

Solucion:
a) Area :% \a x 6‘ :%|(l 1,2)x(0,-2,1)| :%|(5, -1 -2)| :%\/25 +1+4 = :%@z 2,74 12
b) Elvolumen es igual al valor absoluto del producto mixto de los tres vectores:
1 1 2
[é, b, E]: 0 -2 1|=11 - Volumen =11u°
3 2 1

EJERCICIO 23: Dadosiosvectore§t(— 11 :) ,”\/( 2,0 - 3) y W (k, 1, k):

a) Halla el valor de k para que el volumen del paralelepipedo determinado por u, vy w valga 11 us.
b) Calcula el angulo que forman U y V.

Solucién:
a) El volumen del paralelepipedo es igual al valor absoluto del producto mixto de los tres vectores:
S _sk-1=11 - k=_12
[i, v, w]=| 2 0 -3|=-5k-1= Volumen=|-5k-1|=11 - 5

k 1 Kk -bk-1=-11 - k=2
b) Sillamamos o aléangulo que forman U y v, tenemos que:
cosa=—4 VLo 1581 - 5 _gg0 . o=36° 48" 31"

lul- V] 43-413 439

EJERCICIO 24 : Dados los puntos  A(-2,0,1), B (1,-3,2), C(-1,4,5) y D (3, 1, -2), calcula:
a) El area del triangulo de vértices A, B y C.
b) El volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D.

Solucion:
a) AB(3,-3,1); AC(L 4, 4)

Area :%‘ﬁ x E‘ :%|(—16, ~11,15)| :% JE16) +(-11)7 +152 = :% J602 =1227 u?

b) AB(3,-3,1); AC(1,4,4); AD(5,1, -3)
1

3 -3
AB,AC,AD|=|1 4 4 |=-136 - Volumen =136 u®
5 1 -3

EJERCICIO 25 : Sean los puntos A (2, -1, 3), B(-1,5m), C(m, 2,-2) y D (0, 1,-3). Calcula el valor de
m sabiendo que el paralelepi pedo determinad por los vectores ﬁ AC y AD tiene un

volumen de 40 u®.

Solucion:
AB(~-3,6,m-3); AC(m-2,3,-5); AD(-2 2, -6)

-3 6 m-3
AB, AC, AD|=|m-2 3 =5 |= [54+2(m -2)(m -3) +60] — [- 6(m -3) + 30 - 36(m -2)] = 2m?2 + 32m + 6
2 2 -6



Volumen: V = |2m2 + 32m + 6| = 40. Dos posibilidades:

e 2m2+32m+6=40 = 2m2+32m-34=0 = m2+16m-17=0
. ~16+4/256+68 _-16%+/324 -16+18 [m=1
2 2 2 m=-17
e 2m2+32m+6=-40 = 2m2+32m+46=0 = m2+16m+23=0
-16+ - -16 + -16 +
o 16 + /256 — 92 16_2\/164: 16 +2/41 _ g+ Va1

2 2
Hay cuatro soluciones: mq =-17; my =1; mg =-8 + Ja1; my =-8 - Va1

REPRESENTAR PUNTOS EN EL ESPACIO

EJERCICIO 26 : Representa los puntos siguientes:
a)A(2,3,-4), B(5,3,0) y C(0,0, 4) b) A(0, 5, 2), B(1, 3,
c) A(0,0,2), B(3,2,4) y C(4,-1,3) d) A0, 3, 1), B(O, 3,

Solucién:

APLICACIONES DE LOS VECTORES

EJERCICIO 27 : Los puntos  A(3,0, 2), B(5,-1,1) y C(-2, 3, 1) son vértices consecutivos de un
paralelogramo. Obtén el cuarto vértice y el centro del paralelogramo.

Solucién:

Comaeratadeun paralelogr amoseiengjue AB= DC. Si D=(x, y, 2):

(2,-1,-1)=(-2-x,3-y,1-z) dedonde: x=-4, y=4, z=2 = D(-4,4,2)
El centro del paralelogramo es el punto medio de una de las dos diagonales, asi:

we(1.29)
2 2 2

EJERCICIO 28 : Halla las coordenadas de los puntos P y Q que dividen al segmento de extremos
A(3,-1,2) y B(-2, 2, 4) en tres partes iguales.

Solucioén:
7 8 8
AB = 3AP = (-1,3,2) = 3(x-3, y+1, z-2) = P(X,y,2) = (5 ,0,?3)
¢ 8 8
f | 3 % 0+23% (2. 10
Q = Pto_medio PB = , , =—=-1—
2 2 2 3 3



EJERCICIO 29 : Dos de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(3,0,-1) y B(2,-2, 3). EI
centro del paralelogramo esta en el punto M(1, 2, -1). Halla los otros dos vértices.

Solucién:

Llamemos C=(xq,¥1,27) Y D=(X9, Y5, Z9).

+
X L x=-
2
o . O+yy o
C es el simétrico de A respecto de M, por tanto: T: 2 - y =4 C= (— 1 4, —1)
-1+
ﬂ:_:I. — Zl :_1
2
2+X
2 =1 - X5 =0
2
D es el simétrico de B respecto de M. ASI':_Z%: 2 - Yy,=6 D=(O, 6, —5)
3+z
2=-1 - z,=-5
2

EJERCICIO 30 : Calcula el valor de a para el cual los siguientes puntos estan alineados:
A(2,a,0), B(6,5,2), C8,7,3)

Solucioén:
Lospuntos A, B y C estanalineados siempre que los vectores AB y BC tengan
la misma direccién. Esto ocurre cuando sus coordenadas son proporcionales:

6—2=5—a=2—0 : 5—a= 5 . B a4 - a=1
8-6 7-5 3-2 2

EJERCICIO 31 : Halla el simétrico, P ', del punto P(2, 1,-3) respectode Q(3,5, 1).

Solucién:
2% _3 | =4
2
Llamamos P '(a,B,y),de manera que: % =5 - pB=9 P(4, 9, 5)
P2, 1,-3)
=1 - =5
5 Y






