Examen de Evaluacion. Andlisis, Matemdticas IL. Curso 2009-2010

| I.E.S. ATENEA. SAN SEBASTIAN DE LOS REYES
f]g‘— EXAMEN. PRIMERA EVALUACION. ANALISIS.

Curso 2009-2010

22-I-2010

MATERIA: MATEMATICAS IT

INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION

El alumno contestard a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le ofrecen.
Nunca deberd contestar a unos ejercicios de una opcién y a otros ejercicios de la otra opcidn. En
cualquier caso, la calificacién se hard sobre lo respondido a una de las opciones. No se permite el uso
de calculadoras grdficas.

Calificacion total maxima: 10 puntos

Tiempo: Hora y media.

OPCION A

Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 3 puntos
Dada la funcién:
f(x) =x3 - x,,

se pide:

a) (1 punto). Hallar la ecuacidn de la recta tangente a la grdfica de f en el punto (—1, f(—l)).

b) (1 punto). Determinar los puntos de interseccion de la recta hallada en el apartado anterior
con la grdfica de f.

c) (1 punto). Calcular el drea de la regién acotada que estd comprendida entre la grdfica de f y
la recta obtenida en el apartado a).

Ejercicio 2.- Calificacion maxima: 3 puntos

Si la derivada de la funcién f(x) es f'(x) = (x -1)° [{x +5) obtener:

a) (1 punto). Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) (1 punto). Los valores de x en los cuales f tiene mdximos relativos, minimos relativos o
puntos de inflexion.

c) (1 punto). La funcidn f sabiendo que f(0)=0.

Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 2 puntos

(x+1)
Estudiar el siguiente limite lim (1 + %) segun los valores del pardmetro a.
X Foo ax® +4x+8

Ejercicio 4.-. Calificacion maxima: 2 puntos
X

Dibujar la grdfica de la funcién f(x) =2|—| indicando su dominio, intervalos de crecimiento y
-X

decrecimiento y asintotas.
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OPCION B

Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 3 puntos
Se considera la funcidn
f(x) =In (1+x%)
donde In significa Logaritmo Neperiano.
a) (1 punto). Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los intervalos de
concavidad y convexidad.
b) (1 punto). Dibujar la gréfica de f.
¢) (1 punto). Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes en sus puntos de inflexion.

Ejercicio 2- Calificacion maxima: 2 puntos
Calcular la siguiente integral indefinida
J' X2 +4
x> -bx+6

Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 2 puntos
a) (1 punto). Dibujar la grdfica de la funcion % calculando su dominio, sus intervalos de

crecimiento y de decrecimiento y sus asintotas.
b) (1 punto). Calcular lim x* ({f(x +1) - f(x)).

Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 3 puntos
ax’ +b si |x|<2
Se considera la funcién f(x) =4 1
= si [x|=2

x2

a) (1,5 puntos). Calcular ay b para que f sea continua y derivable en todo IR.
b) (1,5 puntos). Para los valores de a'y b obtenidos en el apartado anterior, calcular el drea de
la regién acotada limitada por la grdfica de f, el eje horizontal y las rectas x =1 y x=3.

. Se pide:
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SOLUCIONES
OPCION A,
Ejercicio A. 1

Dada la funcién f(x) =x3 - x , se pide:

a) (1 punto). Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de f en el punto
(-1 f(-1)).

b) (1 punto). Determinar los puntos de interseccién de la recta hallada en el apartado
anterior con la grdfica de f.

¢) (1 punto). Calcular el drea de la region acotada que estda comprendida entre la grdfica
de f y la recta obtenida en el apartado a).

a) Recta tangente en el punto (-1,f(-1)).

La ecuacidn de la recta tangente es de la forma:

r=y-y, =mix-x,), donde m=f/(x,).
La segunda coordenada del punto: y, = f(-1) =(-1)’ = (-1)=-1+1=0
Calculamos la pendiente que coincide con el valor de la derivada en x =-1:
m=f(x)=3x*-1=>m=f(-1)=3-1)*-1=2.
La recta tangente tendrd por ecuacién: r, =y -0=2[x+1)=r, =y =2x+2. (1 punto)

b) Puntos de interseccion entre la recta tangente ry y la grdfica de la funcion f.
Son las soluciones del sistema de formado por las ecuaciones de ry y de f:

{ y= x3 —-x Igualacién Regla de Ruffini

= X oXx=x+25x0-3x-220 (><+1)2m1><—2)=0:»{"="1

y=2x+ x=2
Calculamos sus segundas coordenadas:

0o Six=-1>y=2[-1)+2=0.

0 Six=2=y=2[R2+2=6.
Por lo tanto, los puntos de interseccidon son: B(-1,0) y P,(2,6). (1 punto)
c) Area de la regién acotada.

2 2 3x? x+ T

A= j_l[(Zx +2)-(xX° —x)} dx = J'_l(3x +2-x%)dx = {T+2x —T} =
-1

3 1 3 3_27
= - - ==-2-=|= | === - 2 _ 2. 1
(6-4+4) [2 4] (6) ( 4] 6 bl 6,75 . (1 punto)

La regidn acotada es la de la figura:

-3 -2 /1
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Ejercicio A.2

Si la derivada de la funcién f(x) es f/(x) =(x -1)® {{x +5) obtener:

a) (1 punto). Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) (1 punto). Los valores de x en los cuales f tiene mdximos relativos, minimos relativos o
puntos de inflexidn.

¢) (1 punto). La funcién f sabiendo que f(0)=0.

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Esta informacién nos la ofrece el signo de la derivada. Calculamos, en primer lugar, los
valores que la anulan:

F(x)=0=(x-1P®x+5)= {z :1_5 . Los representamos en la recta real R y analizamos

el signo de la derivada en cada uno de los intervalos en que se divide la recta:

f/| + ‘Méx| - |Min‘ +
f | / | 5 | N 1| 7
f(-10)=-G-=+; f(0)=-G=-; fU0)=+3=+

Por lo tanto:

f es CRECIENTE si x (-,-5)U(1,+w) y f es DECRECIENTE si x J(-5,1). (1 punto)

b) Mdximos y minimos relativos.
Seglin el estudio realizado en el apartado anterior, f tiene un MAXIMO RELATIVO en
x =-5 y un MINIMO RELATIVO en x =1. (0,5 puntos)

Puntos de inflexion.

Esta informacién nos la ofrece la segunda derivada:

7(x) =3 0x =1 Mx +5) +(x ~1)* = (x =1 3 {x +5) +(x ~1) ] = (x ~1)* [(4x +14) =

=2[(x -1 [(2x +7)

f”(x)=0:x=1,x=—%.

En x =1 no puede haber un punto de inflexién pues ya hemos visto que se trata de un

mdximo relativo.

Comprobemos si en x = —% lo hay:

f// PU’“’O de .
Inflexion
7
f \ . \ -7 \ 0
f7(-10)=+3F=-; f7/(0)=+0=+

Al haber cambio de curvatura de convexa a concava, se deduce que la funcion tiene un
punto de inflexion en x = —%. (0.5 puntos)

c) Cdlculo de la funcion.

Calculamos la expresién polindmica de f/(x) y luego integramos:

f/(x) = (x -1} (x +5) = (x? —2x +1)(x —1)(x +5) = (x> -2x2 +x - xZ +2x -1)(x +5) =

=(x3 -3x2 +3x - 1)(x +5) = x* -3x3 +3x% - x +5x3 ~15x% +15x -5 =

=x* +2x* -12x% +14x - 5.
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_ / _ 4 3 2 _><5 x* 3 2
f(x)—jf (x)dx—j(x +2x° -12x +14x—5)dx—?+7—4x +7x° -Bx +Kk

b 4

Como f(0)=0=k =0 = f(x) =%+%—4x3 +7x% -5x . (1 punto)
Esta es la grdfica de f:
|
’
r”“\ ’
| {
=
|
Ejercicio A.3
1 (x+1)
Estudiar el siguiente limite lim (1 +2—j segn los valores del pardmetro o .
X~ +oo ax® +4x+8

Es una indeterminacién del tipo 1° . Para resolverlo, lo mds sencillo es aplicar la propiedad:

(x+1) P 1 ~ . xf.{.] 0 _ .
lim (1+— 1 j = e"l”lrr*‘m(1+orx2+4x+8 IJ(XH) = exljmwﬂax2+4x+8j = el bosiox# O.
x-+o\ ax? +4x+8 et si x=0
(2 puntos)
Ejercicio A.4
X
Dibujar la grdfica de la funcién f(x) =L indicando su dominio, intervalos de
-x

crecimiento y decrecimiento y asintotas.

si x<0

si x=0

2-x
Dominio de definicion.
Dom f ={x0IR/2-x # 0} = IR-{2}. (0,25 puntos)

Crecimiento y decrecimiento.
Debemos estudiar el signo de la derivada:

" (x )/ZIE(Z—X)—XE(—I)_Z—x+x_ 2

2-x @-x2  (2-x)? (2-x)
-2 .
———— si x<0
> .
£ (x) = (2 - x) - fes decr"eaem‘e Ox < O. (0.5 puntos)
2 si x>0 |fescreciente 0x>0
2-x)°
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Asintotas,
o Verticales: x =2.

0 Horizontales: y = lim f(x).

X - *oo

o y= lim f(x)= lim sz-l - rama asintética por la derecha.

X - +00 X - +00

X —» —00 X —» —00

0o y= lim f(x)= lim %:1 - rama asintética por la izquierda.

0 Oblicuas: No puede tener pues tiene asintotas horizontales. (0,5 puntos)

Gf'tifica. 120

.bw'-no‘x
—
~
nN

-10

(0,75 puntos)

-1

SOLUCIONES
OPCION B,
Ejercicio B.1

Se considera la funcién
f(x) =In (1 +x%)
donde In significa Logaritmo Neperiano.
a) (1 punto). Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los intervalos de
concavidad y convexidad.
b) (1 punto). Dibujar la gréfica de f.
c) (1 punto). Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes en sus puntos de inflexién.

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Debemos estudiar el signo de la derivada:
/ 2x f/(x)<0 Ox<O f(x) es decreciente [x <O
f(x) = == 1, = ,
f'(x)>0 Ox>0 f(x) es creciente [x>0

(0,5 puntos)
1+x

Intervalos de concavidad y convexidad.
Esta informacién nos la ofrece el signo de la segunda derivada:

£/ (x) = 2[(1+x%)-2x[Bx _2+2x* -4x* _ 2-2x* _2[{1-x%) .
(1+x?%)? (1+x?)? (1+x%)?  (1+x?)?

Analizamos cuando se anula:

f/(x)=0=1-x2 =0 = x = +1
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Estudiamos el signo de la segunda derivada en la recta real IR:

f//| - ‘ Pto. Infl. ‘ + |P'to. Infl. | -
f | n ‘ -1 ‘ 0 | 1 | n
10 40y = — — . gy = T — . gl _ T __
f (10)—+— o f (O)—+—+,f (10)—+-

Por lo tanto,

o fescéncava Ox O(-11)
o fesconvexa Ox O(-,~1)U(1,+«). (0,5 puntos)

b) érdfica de la funcion f.

0| O .
'1 In 2 2
1 |In2 .

(1 punto) B

c) Puntos de inflexion.
Segln lo estudiado en el primer apartado del ejercicio, los puntos de inflexion son: (-1,In2)

y (LIn2).
Recta tangente en (-1,In2).

m = f/(-1) -2 2 -1=>r =y-In2=~x+1).(0,5 puntos)

1+(-1)% 2
Recta tangente en (1,In2).
m f’(l)—z—[llzzgzlj rn=y-In2=x+1. (0,5 puntos)

Ejercicio B.2

2
Calcular la siguiente integral indefinida _[2x—+4 dx.
x°=-5x+6

Al tratarse de una funcién racional con el mismo grado en el numerador que en el
denominador, es necesario hacer la divisién y expresar la funcién como:
D(x r(x
() _ ¢+ 70
d(x) d(x)
Entonces queda:

x% +4 ( 5x -2 j Bx —2
—— dx=||1+—/—— |dx=|1dx+| —=—"———dx =
J'x2—5x+6 I x2 -5x +6 I J'x2—5x+6

I
= x-810n|x-2|+130n|x -3| +k.

Calculamos la integral I para comprobar que, efectivamente, es éste el resultado:
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x?-Bx+6=0= x

=51\/25—24:511: x:2:>
2 2 Xx=3
bx -2 A B A(x-3) B(x -2)
I=|—/ — dx=|| ——+——|dx = + d
=T= [ o6 I(x—z x—3) X I[(x—Z)(x—3) (x—3)(x—2)j x=
Para x =3 obtenemos B =13
Para x =2 obtenemos A=-8

:>5x—2=A(x—3)+B(x—2):{ . Luego:

5x -2 -8 13
:I:J‘mdx:j(x_z+x_3jdx:—8EIh|x—2|+13El]n|x—3|+k. (2 puntos)

Ejercicio B.3
a) (1 punto). Dibujar la grdfica de la funcion % calculando su dominio, sus intervalos

de crecimiento y de decrecimiento y sus asintotas.
b) (1 punto). Calcular lim x? Eﬂf(x +1) —f(x)).
a) Dominio de definicion.
Dom f ={xOIR/x+1# 0} = IR-{-1}. (0,25 puntos)
Crecimiento y decrecimiento.

Debemos estudiar el signo de la derivada:
2(x+1)-2x01 _2x+2-2x _ 2

f/(x) = 1) o o0 OxOIR =
= f es siempre creciente. (0,25 puntos)
Asintotas.
0 Verticales: x=-1.
0 Horizontales: y= lim f(x) = lim 2—x=2.
X koo xoto X +1

0 Oblicuas: No puede tener pues tiene asintota horizontal. (0,25 puntos)

Grdfica.

rd

-5
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b) Cdlculo del limite.

(2 _ e e 2x+1) 2x ) _ ., [2x+2  2x | _
lim x [{f(x+1) f(X))—XI[r[\wx rD)+1 x+l = lim x 12 xill-

= lim x?

X - +00

= Jim 5 (2x+2)(x+1)—2x(x+2)]

2x% +2x +2x +2 -2x% —4x _
X4 (x+2)(x+1)

x? +3x+2
2x?

= lim —————=2. (1 punto
xove X2 4 3x +2 (1 punto)

Ejercicio B.4

ax’+b si |x|<2

Se considera la funcion f(x) =1 1
— si [x]22
X

a) (1,5 puntos). Calcular ay b para que f sea continua y derivable en todo IR.

b) (1,5 puntos). Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular el
drea de la regién acotada limitada por la grdfica de f, el eje horizontal y las rectas
x=1yx=3.

. Se pide:

1 si x<-2 =2 si x<-2
ax’ +b  si |x|<2 X2 x°
f(x)=1 1 =lax’+b si -2<sx<2 = f/(x)={2ax si -2<x<2
— si |22 1 5
X — Si X=>2 — si X>2
X X
a) Continuidad.
0 x=-2
1 1
lim f(x) = lim = ==
X2 (x) x-2x2 4 :>4a+b=1:>160+4b=1(m’
lim f(x) = lim (ax* +b) = 4a +b 4
x--2" X =
0ox=2
|fmﬁf(x)=lfrr;(ax2+b)=4a+b :
e NN = 4a+b=, = 16a+4b=1
Jim 0 =lim = =2
Derivabilidad.
0 x=-2:
f(-2)=12 1 1
T4 :>—4a:z:a:—E
f/(-2*)=-4a
0x=2
f(27)=4a
:>4c1:—1:>c1:—i
f/(z+)=-% 4 16
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1

¢ 16c1+4b:lzlétﬁ—%]+4b:1:>4b:2:>b:§.

Por lo tanto la funcién es continua y derivable en todo IR cuando a = 16 y b= %

(1,5 puntos)
b) Area de la region acotada.

I e[ %2 1 31,017 125,
A—L f(X)dX—J.1 [F+Ejdx+12?dx_4_8+g_4_8u . (115 puntOS)

L

o [t L)
SO

Graficamente, esta es la superficie estudiada:

L}

0.6

x"2/16+1/2

-0.4
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