INTEGRALES MATEMATICAS 11 2013-2014

Ejercicios de integrales 2008:
1.2A Ejercicio 2.- [2'5 puntos] Dadas las funciones f : [0;+0) — Ry g : [0;+x) — R definidas por

foo=vx vy gw=3x
Calcula el area del recinto limitado por las graficas de fy g.
Solucion: — u?
12
1.2B Ejercicio 2.- Sea g : (0;+x) — R la funcidn dada por g(x) = In x (In denota logaritmo neperiano).
(a) [0'75 puntos] Justifica que la recta de ecuacion y = lx es la recta tangente a la grafica de g en el punto de abscisa x
e

=e.
(b) [1'75 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la grafica de g, el eje de abscisas y la recta tangente del
apartado anterior.

Solucion: b) %—1 unidades de area.

2.2A Dada la funcion g: R — R, definida por g(x)=2x +‘X2 —]4

2
(@) [1punto] Esboza la grafica de g. (b) [1,5 puntos] Calcula J‘ g(x)dx
0

Solucién:

b) 6

2.2B Seanf: R - Ry g: R — R las funciones definidas por
f(x)=x>-1y g(x)=2x+2
(a) [0,5 puntos] Eshoza las graficas de f y g.

(b) [2 puntos] Calcula el area del recinto limitado por dichas graficas.
Solucién:

32 ,
a b) —u
) )3

-1
dx . 1
3.2A 2,5 puntos] Calcula Solucién: Ln3—-2Ln2+=
[25 punta] Jzixz—xix—l) 6

3.2B Seaf: R — R la funcion definida por f(x)=e >
(a) [1 punto] Justifica que la recta de ecuacion y = —2ex es la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa

1
X=-=.

2
(b) [1,5 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de ordenadas y la recta tangente del
apartado anterior.

Solucién: a) En efecto  b) %uz
4.2A Seanf: R - Ry g: R — R las funciones definidas mediante
f(x)=x3—4x y g(x)=3x-6
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(@) [0,75 puntos] Determina los puntos de corte de las graficas de fy g.

(b) [1,75 puntos] Calcula el &rea del recinto limitado por dichas graficas.

Solucion: a) (1, - 3), (2, 0) y (- 3, - 15) b) %uz
1

4.2B [2,5 puntos] Calcula: J. xln(x +1)dx (In denota la funcién logaritmo neperiano)
0

Solucion: L
4
5.2A [2,5 puntos] Seanf: R - Ry g: R — R las funciones dadas por
f(x)=x> y g(x)=a (cona>0)

Se sabe que el area del recinto limitado por las graficas de las funciones f y g es 4/3. Calcula el valor de la constante a.
Solucién:a=1
5.2B [2,5 puntos] Calcula

e
I x?In(x)dx  (In denota la funcién logaritmo neperiano)
1

. 1+2e8
Solucion:

6.2A Considera las funciones f : [0%) — R y g: (0, +) — R definidas por

senx
cos® x

f(x)= y g(x)=x’Inx (Indenota la funcién logaritmo neperiano)

(@) [1,25 puntos] Halla la primitiva de f que toma el valor 1 cuando x =% (se puede hacer el cambio de variable t

=CO0S X)
(b) [1,25 puntos] Calcula J-g(x)dx .
4 4

Solucion: a) -1 b) 2 Inx->_+cC
4 16

2cos? x
6.2B Sea g : R — R la funcion definida por g(x):%x3 - X% +X.

(a) (0,5 puntos) Eshoza la gréfica de g.
(b) (0,75 puntos) Determina la ecuacién de la recta tangente de g en el punto de abscisa x = 2.

(c) (1,25 puntos) Calcula el &rea del recinto limitado por la grafica de g y el eje de abscisas
Solucién:

a) b)y=0 c)%uz

Ejercicios de integrales 2009
1.2A Considera las funciones f, g : R — R definidas por f(x)= |x| . g(x)=6-x2.

(@) (1 punto) Esboza el recinto limitado por sus graficas.
(b) (1,5 puntos) Calcula el area de dicho recinto.
Solucién: a) b) A= 22/3 u?



INTEGRALES MATEMATICAS 11 2013-2014

n

oo &

1.2B La recta tangente a la grafica de la funcién f: R — R, definida por f(x) = mx? +nx — 3, en el punto (1, -6), es

paralela a la recta de ecuacién y = -x.

(a) (1,25 puntos Determina las constantes m y n. Halla la ecuacion de dicha tangente.

(b) (1,25 puntos) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcion, la recta tangente anterior y el eje de
ordenadas.

Solucién: aym=2n=-5 b) a=2/3 u?

2.2A Lacurva y :%x2 divide al rectangulo de vértices A = (0, 0), B=(2,0),C=(2,1) y D = (0, 1) en dos recintos.

(a) (0,75 puntos) Dibuja dichos recintos.
(b) 1,75 puntos) Halla el area de cada uno de ellos
Solucion: a) b) A= ¥ A= 2 _¥

¥

A A

Eis

X
Va—-9x*

Halla la primitiva F de f que cumple F (0) = 3. (Sugerencias: utiliza el cambio de variable t = g x2)

2.2B (2,5 puntos) Sea f la funcion definida por: f(x)=

Solucion: : F(x) = F(x):%arcsen(gx2)+3

3.2A (Sea f:R — R lafuncion definida por f(x)=xx—1.

(@) (0,5 puntos) Eshoza la grafica de f .

(b) 0,75 puntos) Comprueba que la recta de ecuacion y = x es la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisas
x=0.

(c) (1,25 puntos) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f y la de dicha tangente.

Solucién: a)

2-

1-

by y=f'(0)(x-0)+ f(0) y=x c) A=2/3°
3.2B Considera la curva de ecuacion y = x* —3x

(a) (0,5 puntos) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la curva en el punto de abscisas x = -1
(b) (2 puntos) Calcula el area del recinto limitado por la curva dada y la recta y = 2.
Solucién:

a)y=2 b) A=27/4

4.2A Seaf:[0, +od — R la funcion definida por f(x)=1+In(x), siendo In la funcién logaritmo neperiano.
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(@) (1 punto) Comprueba que la recta de ecuacion y = 1+1 x es la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
e

X=e

(b) (1,5 puntos) Calcula el &rea del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y la recta tangente del apartado.

Solucion:

2 fe)=2 f(e)=2 b) A= e-1le
€
4.2B Se consideran las funciones f:[0, +od — R y g: R — R definidas por

(=3, g(x)=3x"

(a) (0,5 puntos) Eshoza sus graficas.
(b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de ambas funciones.

N & @

e » & ©

Solucion: a) | by A=3u?
5.2A (a) (1,25 puntos) Calcula J-xsenxdx. (b) (1,25 puntos) Sean las funciones f, g : R — R, definidas por
f(x)=—x2+1, g(x)=x-1

Calcula el area del recinto limitado por sus graficas.
Solucién: a) — xcos X + senx +C b) A = 9/2 u?

5.2B Las dos gréficas del dibujo corresponden a la funcién f: (0, +o0) —» R
definida por f(x)=g+ln(x)
X

y a la de su derivada f’: (0, +0) — R (In denota logaritmo neperiano) 1 O}

1 3
(a) 0,5 puntos) Indica, razonando la respuesta, cual es la grafica de f y cual la de . | [
(b) (2 puntos) Calcula el area de la regién sombreada.
Solucion: La gréfica esta mal representada

6.2A Sean f:R— Ryg:R— R las funciones definidas por f(x)=x*+[x, g(x)=2

(a) (1 punto) Determina los puntos de corte de las graficas de fy g. Esboza dichas gréaficas.
(b) (1,5 puntos) Calcula el area del recinto limitado por dichas graficas.

3

-1
-2

3
Solucion: a) A(-1,2) B(1,2) b) A=T7/3°
6.2B (2,5 puntos) Calcula un nimero positivo a, menor que 4, para que el recinto limitado por la parabola de ecuacién

y = x°y las dos rectas de ecuacionesy =4 e y = a, tenga un area de ? unidades cuadradas.

Solucion: a=1

Ejercicios de integrales 2010

1.2A [2°5 puntos] Sea f: (—2,+%) — R la funcion definida por f(x) = In(x + 2). Halla una primitiva F de f que verifique
F(0) = 0. (In denota el logaritmo neperiano).
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Solucién: F(x) = (x+2) In(x+2) - x - 2In(2)
1.2B [2’5 puntos] Calcula el valor de a > 0 sabiendo que el 4rea del recinto comprendido entre la parabolay = x* + ax y
larecta y +x =0 vale 36 unidades cuadradas.

Soluciéon: a=5
2.2A (Junio) [2°5 puntos] Calcula

2

T
senly x dx
fy snbick
Sugerencia: Efectla el cambio Jx =t
Solucién: 2x

2.2B (Junio) Considera la funcion f dada por f(x) = 5—x y la funcion g definida como g(x) = 4 parax #0.
X

(@) [1 punto] Esboza el recinto limitado por las gréficas de f y g indicando sus puntos de corte.
(b) [1°5 puntos] Calcula el area de dicho recinto.

Solucién: a) ;\ b) %—SLn(Z) u2

3.2A[2’5 puntos] Dada la funcién f definida por f(x)= % parax#1y
X< —5X+

X#4.
Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de f, el eje de abscisas, y las rectas x =2, x=3.

l ' Area=2Ln(2) u?

1 -
a

(R

)
Solucién: :J

3.2B Considera la funcion f : R — R definida por f(x) = x|2 — x|.
(@) [1 punto] Esboza su gréfica.
(b) [1°5 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de f, el eje de abscisas y la recta de ecuacién x = 3.

Solucion: a) b) % u?

4.2A Considera las funciones f, g : R — R definidas por f(x) =2 — x*y g(x) = |x|.
(a) [1 punto] Esboza sus graficas en unos mismos ejes coordenados.
(b) [1°5 puntos] Calcula el area del recinto limitado por las graficas de fy g.

i
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Solucién:a) ) % u2

4.2B Dada la funcién f : (0,+%) — R definida por f(x) = In x, donde In es la funcién logaritmo neperiano, se pide:

(a) [0°75 puntos] Comprueba que la recta de ecuacion y = —ex + 1 + e es la recta normal a la grafica de f en el punto de
abscisa x = e.

(b) [1°75 puntos] Calcula el &rea de la region limitada por la grafica de f, el eje de abscisas y la recta normal del
apartado (a).

Solucion: a) Recta normal y =—ex + 1 + e’ b) 1+2i u?
e
5.2A (Septiembre) Sea | :J > dx
1++ye”*

(a) [1 punto] Expresa | haciendo el cambio de variable t? =e™*.

(b) [1°5 puntos] Determina I.
10 >
Solucién: a) J_—dt b) 10Ln[1+ e2 J
[t +1]t
5.2B (Septiembre) Considera la funcion f : R — R dada por f(x) = x* + 4.
(a) [0°75 puntos] Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

(b) [1°75 puntos] Esboza el recinto limitado por la gréfica de f, el eje de ordenadas y la recta de ecuaciony = 2x + 3.
Calcula su area.

Solucién: a)y = 2x + 3 b) % u2

6.2A [2’5 puntos] Sea la funcién f dada por f(X) =

5 parax#—1yx#0.
X +X

Determina la primitiva F de f tal que F(1) = 1.
Solucién: F(x) = Ln|x| - Ln|x+1+1+Ln2

6.2B Seanf, g : R — R las funciones definidas por f(x) = x> — 2x + 3 y g(x) :%x2+ 1

(@) [1 punto] Esboza las graficas de fy g, y halla su punto de corte.
(b) [1°5 puntos] Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de ambas funciones y el eje de ordenadas.
Solucién:

Punto de corte (2, 3) b) % u?

Ejercicios de integrales 2011

1.2A [2'5 puntos] Calcula el valor de b > 0, sabiendo que el area de la regién comprendida entre la curvay =
+/xy larectay = bx es de 4/3 unidades cuadradas.

Solucién: b = %.

1.2B [2'5 puntos] Sea f{0. +=] — R f : la funcion definida por f(x) = x(1 - In(x)), donde In denota la funcién
logaritmo neperiano. Determina la primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto P(1; 1).

2.2A Considera las funciones f; g : R — R definidas por f(x) = 6x — x* y g(x) = X* - 2x

(a) [0'75 puntos] Esboza sus gréficas en unos mismos ejes coordenados y calcula sus puntos de corte.
(b) [1'75 puntos] Calcula el &rea del recinto limitado por las gréaficas de fy g.

Solucién: a) (0.0) (4,8) b) 64/3 u?
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)
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X
-1 123456\7

Solucién: F(x) = %{3 ~ 2inx) +1
2.2B Sean f; g : R — R las funciones definidas por f(x) :_if +4ygl) =27 -1

(a) [0'75 puntos] Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = -2.
(b) [1'75 puntos] Esboza el recinto limitado por las graficas de ambas funciones y la recta y = x+5. Calcula el
area de este recinto.

Solucion: a)y =x+5 Db)

3.2A Seanf: R — Ry g:R — R las funciones definidas por:

fl) =4-3lxly glx) = =7
(@) [1 punto] Esboza las gréficas de f y g. Determina sus puntos de corte.
(b) [1'5 puntos] Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de fy g.
Solucion: a) b) 13/3 u?

3.2B Calcula: _I"Excos[x]dx

Solucion: T — 1

4.2A [2'5 puntos] Calcula un nimero positivo a, menor que 2, para que el recinto limitado por la parabola de
ecuacion y = %f y las dos rectas horizontales de ecuacionesy =ae y = 2, tenga un area de % unidades
cuadradas. )

Solucién: a=1/2.

4.2B Dada la funcion f : R — R definida por f(x) = -2x* + 3x - 1

(@) [0'5 puntos] Prueba que las rectas y = -x + 1 e y = 3x-1 son tangentes a su gréfica.

(b) [2 puntos] Halla el area del recinto limitado por la grafica de f y las rectas mencionadas en el apartado
anterior.

Solucién: a) y = -x+ 1 es tangente en el punto (1,0). Y = 3x- 1 es tangente en el punto (0,1). b) _:L_ u?

5.2A [2'5 puntos] Determina la funcion f : (0;+1) — R tal que f’(x) = J—ty su gréfica tiene tangente horizontal

en el punto P(1; 1).
Solucion: fix} = xinx —x + 2
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5.2B [2'5 puntos] Calcula: [E2 ax

x4+ x—2
Solucion: = + - inl(x + 2)2(x = 1)*] + €
6.2A Sea f: (-1;+o0) — R la funcidn definida por f(x) = In(x + 1), donde In denota la funcién logaritmo
neperiano.
(a) [0'75 puntos] Esboza el recinto limitado por la gréafica de f, el eje OY y la rectay = 1. Calcula los puntos
de corte de las graficas.
(b) [1'75 puntos] Halla el &rea del recinto anterior.
Solucién: a) b)ye-2

-1

6.2B [2'5 puntos] Halla:

S A
| =™
Sugerencia: efectlia el cambio de variable t = e,

Solucion: = in(e* — 1) — % Ine* + 1) + +C

2e¥+1]
Ejercicios de integrales 2012

1.2A- Sean f; g : R — R las funciones definidas por f(x) = sen(x) y g(x) = cos(x) respectivamente.
(a) [0'75 puntos] Realiza un esbozo de las graficas de fy g en el intervalo [03]

(b) [1'75 puntos] Calcula el area total de los recintos limitados por ambas graficas y las rectas
x=0yx==<

-
=

1.5t

sen X

0.5¢

-1/4 n/4 2 3n/4

-0.5+

Solucion: a) | b) (2v2-2) o

1.2B [2'5 puntos] Sea la funcion f : R — R definida por f(x) = x? cos(x). Determina la
primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (x; 0).

Solucion: x?senx + 2xcosx — senx + 2w

2.2A Sea f: R — R la funcion definida por f(x) = x*- 4x

(a) [0'75 puntos] Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x=1.

(b) [0'75 puntos] Esboza el recinto limitado por la graficade fy larectay = -x - 2,
determinando los puntos de corte de ambas gréaficas.

(¢) [1 punto] Calcula el area del recinto anterior.
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(-2/0)

-4 \ 4
4l (1.3)

Solucién:a)y=-x-2 b) c)
27 3
4
2.2B Sean f; g : R ! R las funciones definidas por f(x) = x*- 2x y g(x) = -X* + 4x
respectivamente.

(a) [0'75 puntos] Halla los puntos de corte de sus graficas y realiza un esbozo del recinto que

limitan.
(b) [1'75 puntos] Calcula el area de dicho recinto.

4

2

(-2.0)
4 -2 2 '

2

4| (1,3)
Solucion: a) Puntos de corte (0, 0) y (3, 3) b) 9 u?
32ASeal = [} —~—dsx

(a) [1'75 puntos] Expresa la integral | aplicando el cambio de variable t =1 — x
(b) [0"75 puntos] Calcula el valor de I.

Solucién: a) [ (2t — 2t?)dt b) 1=

g—x*

3.2B Sea f: R — R la funcion definida por f(x) = :

(a) [0'75 puntos] Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 1.

(b) [1'75 puntos] Esboza el recinto limitado por la gréfica de f, la recta x+2y =5 y el eje de
abscisas. Calcula el area de dicho recinto.
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2 2 4

Solucién: a) y = — 2 b) Area =

X+

k2|t
| en

4.2A Sea f una funcién continua en el intervalo [2; 3] y F una funcion primitiva de f tal que
F(2) =1y F(3) = 2. Calcula:
(a) [0'75 puntos] _If f(x)dx

(b) [0'75 puntos] f; (5f(x) — 7)dx
(c) [1 punto] F(F)) fx)dx
Solucién: a) 1 b) -2 c)

.
s

4.28 Sea la funcion f definida por f(x) =——

(@) [1'25 puntos] Halla una primitiva de f.

(b) [1'25 puntos] Calcula el valor de k para que el area del recinto limitado por el eje de
abscisas y la gréfica de f en el intervalo [2; k] sea In(2), donde In denota el logaritmo
neperiano.

Solucion: a) F(x) = In|*|  b) k=5

5.2A Se considera el recinto del plano situado en el primer cuadrante limitado por las rectas
y=4x,y=8-4xylacurvay=2x—x°

(a) [0'5 puntos] Realiza un esbozo de dicho recinto.

(b) [2 puntos] Calcula su area.

parax#—1yx# 1.

Solucién: a) | b) ; u?

5.2B [2'5 puntos] Calcula los valores de a y b sabiendo que la funcion f : (0;+1) — R definida
por f(x) = ax* + b In(x), donde In denota la funcién logaritmo neperiano, tiene un extremo
relativo en x =1y que ff f(x)dx=27-8In(4)

Solucion: a = 1 b=-2

6.2A [2'5 puntos] Sea la funcién f : R — R definida por f(x) = (1 — x¥*)e™. Determina la
primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (-1; 0).

10



INTEGRALES MATEMATICAS 11 2013-2014

Solucion: F(x) = (1—x%*)e* + 2xe* — 2&* —|-§

6.2B Sean las funcionesf: R - Ry g: [0;+1) — R definidas por f(x) :§ y g(X) = 24/x

respectivamente.

(a) [0"75 puntos] Halla los puntos de corte de las graficas de f y g. Realiza un esbozo del
recinto que limitan.

(b) [1'75 puntos] Calcula el area de dicho recinto.

y

Solucién: a) (0, 0) y (4, 4) b) % u?
Ejercicios de integrales 2013

1.2A Sean fy g las funciones definidas por f(x) =2 — xy g(x) = m parax #—1.

a) [0°5 puntos] Calcula los puntos de corte entre las graficas de fy g.

b) [0’5 puntos] Esboza las graficas de f y g sobre los mismos ejes.

c) [1’5 puntos] Halla el &rea del recinto limitado por las gréficas de fy g.
Solucién; a) (0,2)y (1,1)

b)

P
y

1 2 3
¢) (3 - 2m2)
1.2B [2’5 puntos] Calcula _I’f 1:;. dx. Sugerencia: se puede hacer el cambio de variable t = 4/e*.
W ar
Solucioén: 2 (99 —e+1In 1+f))
1+e?

2.2A

a) [2 puntos] Determina la funcion f: R — R tal que f (x) = (2x + 1)ey su gréfica pasa por el
origen de coordenadas.

b) [0°5 puntos] Calcula la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x = 0.

Solucién: a) f(x) =(—2x —3)e™*+ 3 b) y=x

2.2BSeag: R — R lafuncion definida por g(x) = —x*+ 6x — 5.

a) [0°75 puntos] Halla la ecuacién de la recta normal a la grafica de g en el punto de abscisa x = 4.
b) [1°75 puntos] Esboza el recinto limitado por la grafica de g y la recta x-2y+2 = 0. Calcula el area
de este recinto.

., 1 , 383
Solucién:a) y =-x+1 b)area=

‘L{:
1e

11
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Dl il LB

]

1] 2 3 4 6 17
-2+

3.2A [27’75 puntos] Sea g : (0,+°°) — R la funcion definida por g(x) =

1
x+x
Determina la primitiva de g cuya gréfica pasa por el punto P(1, 0). Sugerencia: se puede hacer el
cambio de variable t = J x.

Solucién: G(x) = 6in(vx + 1) — 6In2
3.2B [2’5 puntos] Calcula [ x sen(2x)d:x.
Solucién: =

=

4.2A [2°5 puntos] Halla _['f:_l_ dx. Sugerencia: se puede hacer el cambio de variable t =  x.
Solucién: 2 ("sz -2+ w&) +C

4.2B Sea g: (0,+c°) — R la funcién definida por g(x) = | In(x)| (donde In denota el logaritmo
neperiano).

a) [1°25 puntos] Esboza el recinto limitado por la grafica de gy la recta'y = 1. Calcula los
puntos de corte entre ellas.
b) [1°25 puntos] Calcula el &rea del recinto anterior.

Solucién: a) Puntos de corte Gji) y (e 1)

5
4
3
2

. 2 3 4 5 b) 2e—2 '1,{2

5.2A [2’5 puntos] De la funcion f: R — R definida por f(x) = ax® + bx? + cx + d se sabe que

alcanza un maximo relativo en x = 1, que la gréafica tiene un punto de inflexion en (0, 0) y que
1 5

Iy Flx)dx = < Calculaa, b,cyd.

Solucién: a=-1 b=d=0 c=3

, 4 5
5.2B[2’5 puntoﬂ Calcula J, S dx
Solucion: 2 — —In3
6.2ASeanf: R — Ryg: R — Rlas funciones definidas mediante

f(x) = [x(x— 2)| yg(x)=x+4.

a) [1°25 puntos] Esboza las graficas de fy g sobre los mismos ejes. Calcula los puntos de
corte entre ambas gréficas.
b) [1°25 puntos] Calcula el &rea del recinto limitado por las graficas de fy g.
Solucion: a)

12
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(-13) (4,8) b) %uﬂ
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