GEOMETRIA

LA RECTA'Y EL PLANO
EN EL
ESPACIO



Puntos en el espacio
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ECUACIONES DE LA RECTA

Dado que una recta es un conjunto de puntos que mantienen la misma direccion, y un punto queda determinado por
por las tres coordenadas del vector que lo une con el origen, una recta queda determinada por la ecuacion cuyas
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a) Ecuacion vectorial de la recta:
Una recta queda determinada si conocemos un punto £, (X, ¥,,Z,) de la misma, y un vectoj

v = ai + bj + ck, que marca la direccion de los puntos de la recta

P Si P , y,z )es un punto cualquiera de la recta, se cumple:

OP =0OP,+ PP =0P,+Av 0 lo que es lo mismo

(x.y.2) =(x0¥020)+4(a.b.¢)

Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2,-1 ,3) y tiene la direccién del
vector director w =2/ +2/ —k

(x,y,2)=(2,-13)+ 1(2,2,-1)
¢, Como podemos encontrar puntos de la recta anterior? Dando valores al parametro 4

Encontrar el punto de la recta anterior en que se anula la coordenada " x
[y =—1+ 2(-1)=-3

|z=3-1(-1)=4 =(Ecr)

(0,y,2)=(2-13)+A(22-1) =0=2+21= 4 =-1=
¢, Pertenece el punto (1,-3,2) a la recta anterior?
(1=2+22
No < (1-3,2)#(2,-1,3)+ 4(2,2,—1) pues el sistema {-3 =-1+21 es incompatible
2=3-41




b) Ecuacion paramétrica de la recta

La forma paramétrica de la ecuacion de la recta la obtenemos separando las tres coordenadas en la
ecuacion vectorial r

L g
(x,¥,2)=(Xx,,¥0,2,)+A(a,b,c) =]y = ¥y + bA
-

La ecuacién paramétrica de la recta cuyo vector director es w = [2,2,—1] y pasa por (2,-1,3) , es

X=2+21
r:yy=-1+21
z=3-41

c) Ecuacion continua de la recta
La forma continua de la ecuacidn de la recta la obtenemos eliminando el parametro en la ecuacidn

paramétrica
X =X,+al
Y=y, +bA :[

| Z=2,+CA

Y Vo _Z£-4
1) c

Escribir la ecuacién continua de la recta que pasa por los puntos A(2,-1,1) y B(0,-2 ,5)

Vector director AB =|(0,-2,5)—(2,-11) | =[-2,-14]

X y+2 z-95 6 r_x—2_y+1_z—‘|
-2 -1 4 =2 ~1 4

ecuacion continua: r:



d) Ecuacion implicita de la recta
La forma implicita de la ecuacidon de la recta la podemos obtener a partir de la ecuacion continua

X=X V=V _<£-% ) a b
a b c Y=Y, Z-2,

L b c

(X=X, _ Y~ Yo E

Ax+By+Cz=D, dond B.C.D e
A B () onde A, 5,0, €

Escontrar la ecuacion implicita de la recta: r: X2 = =Z+2
(x-3 3-y
2

X—_3=z+2:>x—3:22+4:>)(—22:7

=3x-9=6-2y =3x+2y =15 3x+2y =15
=TI
{x—22=7

2x—-y+z=1
X—y-2z=2

Escribir en forma paramétrica y en forma continua la recta s :{ e indicar cual

es su vector director
x=-1-341
{2x—y+z:1 {ZX—y:1—z {x:—1—32
=

S:iy=-3-54
)(—)/—22=2<:> X—-y=2+2z y=—3—SZ:> v

zZ=A1
Despejando el parametro en la ecuacion paramétrica:
(ﬂ, o x+1
-3 y el vector director es (-3/ -5/ + k)
-5 =3 =5
A=z

\



ECUACIONES DEL PLANO Para desplazar un punto por un plano necesitamos dos direcciones:

a) Ecuacion vectorial del plano

Un plano aueda determinado siconocemos un punto P,\\I(X,\\,.JV,\.’.ZQI) y dos direcciones
indicadas por dos vectores v=af + b/ +cfk Yy W=agy +byj +ck

Sea P(x,y,z) un punto genérico del plano, se cumple:

OP =OP, +P,P = OP, + AV + uw o lo que es lo mismo:

((X,y,z) =(x0Y020)+A(@bycr)+ u(asbycy) )

* .
o _o*
g
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Encontrar la ecuacién del plano que pasa por el punto (2,0,5) y contiene los
vectores 2/ — f+3k y 2/—Kk
(x.¥,.2)=(2,05)+(2,-1,3)A+(0,2,—1) u
Determinar silos puntos A (-7,5,1) y B(-3,0,2) estan en el plano
(x,y,2)=(1,4—-)+ (1, —2,4) + u(-2,0,2)

El punto A esta en el plano porque 7=1+1-3u
(-7,5)=(11,-1)+21(1,-21)+ x(-3,02) = 15=1-24 es compatible determinado
1=—1+1+2u

El punto no B esta en el plano porque
3=1+1-3u
(11,-1)+21(1-21)+x(-3,0,2) = 1-3=1-214  es incompatible
2=-1+1+2u

(3,-3.2)



b) Ecuacidon paramétrica del plano
La ecuacidon paramétrica del plano la obtenemos separando las tres coordenadas de la ecuacidon vectorial

(v v & 4
A —AOTa1/u-ra2/,t
(X, ¥,2)=(Xg, Vo, Zo)+ A(@n by, ¢, )+ 11(8,0,,C,) S Y = Vo + A+ Do
- e o

La ecuacién paramética del plano 7z que contiene los puntos A(1,1,3) , B(0,-2,1) y el vector

a=i-j+2k es: xX=1+a-p X=a-f
El vector AB =(-1,-3,-2) esta en el plano, luego : 73y =1-a-38 O7z:iy=-2-a-3p
zZ=3+2a-2p Z=1+2a-2p

c) Ecuacion general o implicita del plano
La ecuacion general del plano la obtenemos eliminando los pardmetros en la ecuacion paramétrica

Ecuacion general del plano

i G - DESARROLLANDO [
Rango| b, b, |=2=}[¥-¥, b Bl o =L DETERVIRANTE l/4)( +By+Cz+D=0 ]
c1 €2 2 0 g

Encontrar la ecuacion general del plano que pasa el punto (1,2,-1) y contiene a los vectores
2(—j—k y 3i+25-2k

x-1 2 3 Ecuacion general
y-2 -1 2|=0 =4x+y+7z+1=0
z+1 -1 -2

Ecuacion implicita



d) Ecuacidon normal del plano

Mientras que para las formas anteriores de la ecuacion del plano hemos empleado puntos y vectores
del plano, para encontrar la ecuacion normal necesitamos un vector normal al plano y un punto de este

Z . Sea A, (X4, ¥,,2,) un punto conocido del plano

y tomamos el vector n = Ai + Bj + Ck perpendicular al plano

Para cualquier punto P(XyZ) delplano se cumple

x > 4 n-RP=0 & A(x-x)+B(y-y,)+C(z-2)=0

g —
que aldesarrolarnos queda en la form a AX+B}/+CZ+D=O

Encontrar la ecuacion del plano que pasa por el punto (1,1,-3) y es perpendicular a la
xX-2 y+1 2-~z
2

RECTA DELIMITADA POR DOS PLANOS:
Dos planos no paralelos delimitan una recta

recta r: 3(x-1)+2(y-1)-5(z+3)=0 =3x+2y-52-20=0

VW+Bw+C¢+E‘
Aox +Boy+Coaz + D=0

Encontrar la ecuacion del plano que es perpendicular a la recta
{x +2y-z+3=0
r

2x—y+z-1=0
ecta r es perpendicular a los vectores normales de los planos que la definen

y pasa por el punto (1,1,-2)

Vector de larectar Ecuacidn del plano
. k t Debe;pfsar
/ veetor iy 3y -5z+p=-0—=02 ,p__g

1 2 -11=/-3/-5k {normal 1}
2 -1 1 al plano




POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS  En el espacio, dos rectas pueden situarse como:

—

coincidentes secantes

paralelas cruzarse

Para estudiar la posmon relativa de dos rectas manejamos tres vectores: uno de una recta, u,
otro de la otra, v y un tercer vector, w ,uniendo puntos de cada recta.

coincidentes paralelas secantes se cruzan

Rangg(g,i)): 1| Rango(u.v)=1 || Rango(u.v)=2 Rangolﬁ,@ -

—_— - L

Rango(u,v,w - Rango(D,V,W):Z Rango(u,v,w)=2 Ranga(u,?,w):B

xX=2+31 X=3-u
Estudiar la posicion relativade lasrectas r:s y=1-14 'y s:iy=u
z=1+1 Z=2+u

Tomamos los vectores 7 =[3,-1.1] , s=[-111] y w=[(3,0,2)-(211)]=[1-11]

3 -1 3 -1 1
Rango(?,g)zRango 1 1|=2, Rango(?,E,W)=Rango -1 1 -1|=3
1 1 1 1 1

Las dos rectas se cruzan en el espacio



POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS (ejemplo)

Estudiar la posicion relativa de las rctas r :{

3X+2y—-z=5
X-y+z=3

{3X+7y—52:1
y S:

2X—-y+2z2=2

a' Buscamos el vector director de cada recta y otro vector que una dos puntos de la recta

e

I/ Kk
r=3 2 -1=[1-4-5]
1 -1 1
r.
y=0
P.=1(3x-2z=5;=(2,01)
k X+z=3
1 2 1 1 2
Rang| -4 -13 1|=2=Rang|-4 -13|=2
-5 17 2 -5 17

i j ok
s=[3 7 -5=[2-13,-17]
2 -1 1
3
z=-1
P.=<(3x+Ty=-4,=(1-1-1)
2x -y =3

los tres vectores estan en el mismo plano

y
las dos rectas se cortan en un punto

b ' Otra forma de plantear el problema podria ser el estudiar la compatibilidad del sistema:

(3x+2y-z=5
X—-y+z=3
<3x+7y—52:1
2x-y+z=2

Rang

3 2
1 -1
3 7
2 -1

-1 5
1 3
-5 1
1 2

= 3 = compatible y determinado

luego las dos rectas se cortan en un punto



POSICION RELATIVA DE DOS PLANOS
En el espacio, dos planos pueden ser:

coincidentes

Sean los planos 77;:

Ax+By+Cz+D, =o

paralelos

secantes

y Ty AX+By+Cz+D, =0

Ve

Estudiar la posicion relativa de los siguientes pares de planos

p. —6x+9y+18z=-15

qg: 2x-3y-6z=5

-6 9 18

2 -3
U

planos coincidentes

Rang [

15
— 1
6 5}

m: 2x-3y+2z=28
n: 4x-6y+4z=10

Sistema incompatible

U

planos paralelos

}41 £31
si Rang
| s ... :
ey ey B o
é . - . - B
Si Rang( ! L 2y Rang 1 ! ; 1} =2 = Planos secantes
A2 B2 C2 A2 B C2 D2

J

h: 3x-2y+z=5

kK: 5x-y—-z=1

(3 -2 1 5] (3
Rang = Rang

2 1
-2
5 -1 -1 1 5 —1 —J
U

Planos secantes que se cortan en una recta



Posicion relativa de dos planos (ejemplos) X=1+2a+p X=-1-2+2u
Estudiar la posicion relativa de los planos 71:1y =1-« y 7mo: {y =3+A—-u

Buscamos los vectores normales a ambos planos: '™

i j ok i j Kk
;{: 2 —1 —1 :[1,1,1] 7}2: —1 1 0 :[—1,—1,—1]
1 0 —1 2 —1 —1

ego seran paralelos o coincidentes

ambos planos tienen el mismo vector norm al lu
—1=1+2a+[f —2 2 1

como el punto (—1,3,1) de 72'2, esta en 72'1 pues 33 =1 —C
1=1—a—-pf o -1 —1
X=2+4+31-2u

ambos planos son coincidentes

Estudiar la posicion relativa de los planos 0:2X+3 )Y —-—Z2+1=0 y (@: y=1—/1—,u
X —2 3 —2

= X=2+4+31-2u Z=Atp
]q: V=1-A-u <S|y-1 -1 =

tz:i+y z 1 1

=0 = )yYt+tZ—1=0

Estudiar la posicion relativa del plano P que contiene los puntos (1,1,1),(—2,1,4) y (—1,—1,5) Y
el plano O,que contiene los puntos (0,2,—1),(3,1,—3) y (1,1,—1)

X 3 —1
O:y—z —1 1|1=0 X+ )+Z2—1=0

X—1 —3 —2
P.ly—1 o =—2(=0&X++)y+2-3 =0
Z+1 —2 0

se trata de dos planos paralelosl

Z —1 3 4




POSICION RELATIVA DE TRES PLANOS
Para analizar la situacion relativa de tres planos resulta conveniente escribir sus ecuaciones generales

D 1)

7 = may o om om

AW |

7  Ax+Byv+C z+D . =0
M | r VvV ~ =~

9 Ax+Boy+Coaz+Do=0
7z3:Ay(+B3y+C3Z+D3=O

(A

By C1)

A1

B1

C1

:55g:5Eg:gag:gaazaaacaeecewe:
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e,
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planos se cortan dos
dos son paralelos y el otro corta

a dos; o




POSICION RELATIVA DE UNA RECTA Y UN PLANO

Una recta y una plano pueden coincidir, ser paralelos o bien cortarse
Si escribimos la ecuacion de la recta en forma paramétrica y el plano en forma general obtenemos

(x = X, +Aa | una ecuacion cuya incognita es el parametro; del analisis de la posibie
Y=y, +Ab solucion deducimos la situacion de la recta y el plano
° r > A(Xg+4a)+B(yy+Ab)+C(zy+Ac)+D =0

Z=2Z,+Ac
Ax+By +Cz+D =o |

SEm-o O q

coincidentes

ol y Il =cualguier nimero

Si m=oy n+o

la recta es paralela alplano

la recta corta al plano

X—1 2=y
Estudiar la posicion relativa de la recta [ : = =Z yelplano P: X+2 ) —3Z2+2 =0
& 2

= =z=] SNl (1 43)+2(2-24)—3(A)+2 =0 >4 d=7

La recta y el plano son secantes

X=1+uUu
Estudiar la psoicion relativa de la recta S: 3}/ =—U y elplano X+ ) +Z—5 =0

Z =4

(1 +,u)+(—,u)+(4)—5 =0 =ouU=0

La recta esta en el plano






