Teoria y ejercicios de Matematicas Il. Analisis Derivadas

9 . DERIVADAS

9.1. VARIACION DE UNA VARIABLE

Las propiedades estudiadas en los temas anteriores, limites, continuidad, etc., nos aportan informacion
puntual sobre las funciones; pero no nos dicen nada sobre los cambios que experimenta la funcion al
variar la variable independiente.
En este tema abordamos el estudio de la velocidad de cambio de una funcién, como relacién entre el
cambio de la funcién y el cambio de la variable.
Para determinar una medida de la velocidad de cambio de la funcién en un punto, debemos definir
previamente algunos conceptos:
Se llama variaciéon o incremento de una variable x, cuando pasa de x=x, a X=Xy, al valor h dado por

h =X1— X1

En incremento también se puede expresar por Ax

Ejemplo 1.- Determina el incremento de la variable x , cuando pasade x=-2ax=-5
h=-5-(-2)=-3

9.2 VARIACION DE UNA FUNCION

De forma similar definimos la variacion, o incremento, de una funcion como la diferencia entre los
valores de la funcién en los puntos dados; es decir:

Se llama variacion de la funcion f(x), cuando x pasa de x = Xo a X = X, al valor Af dado por
Af=1(x1) —f( %)
0 bien si conocemos el incremento de la variable independiente h
A =X, +h)=1f(X,)

Ejemplo 2.- Determina la variacion de la funcion f (X) = ,cuando xpasadex=1a x=3

Af:f(3)—f(1):%—0:§

O también, dadoque h=3-1=2
2(x+h)—2_2x—2_ 2(1+2)_2-l—2
+h X 1+2 1

Af = (%, +h) = f(x) = _%

9.3 TASA DE VARIACION MEDIA

En los dos puntos anteriores hemos estudiado como varian las variables dependiente e independiente;
pero en muchas situaciones interesa estudiar cémo varia un variable con respecto de la variacion de la
otra. Podriamos considerar esta relacion como una medida de la velocidad de variacion.
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El valor que nos mide esta relacion entre el incremento de la funcion y el incremento de la variable le
llamamos tasa de variacion media de la funcion , es decir:

T.\/.M.:gz f(x+h)— f(x)
AX h

Geomeétricamente, la T.V.M. nos da la pendiente de la recta que une los dos puntos extremos entre los
que estudiamos el incremento de la funcion

fiin+h

e

yd
7

¥

ya que tana:f(x_'_hr)]_f(x)

La tasa de variacién media nos da informacién aproximada sobre el incremento de la funcién en
el intervalo (x, x+h)

9.4 TASA DE VARIACION INSTANTANEA

Observamos que si el incremento de la variable independiente h es muy pequefio, la TVM no
da una informacion mas precisa sobre la variacién de la funcién; de ahi que definamos la TVI como el
limite de la TVM cuando el incremento de la variable independiente tiende a cero; es decir:

VI de f(x) = Lim2" = Lim f(X+hz— f(x)

h—0 AX h—0

9.5 DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Se llama derivada de la funcion f(x) en el punto x, al valor de la tasa de variacion instantanea

en dicho punto, es decir:
A (%) _ o T+ )= £ (%)

Derivadade f(x)en x, = Iﬁlry

AXo h—0 h
Para designar la derivada en x, de f(x) se emplean diversas anotaciones:
, , df (x,)
yX) ., f(x) , Df(x) ,
dx
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Ejemplo 3.- Encuentra la derivada de la funcion f (x) = JX =1, enel punto de abscisa x=3
h-0 h h—0 h n

(V3xh-\3Jy3h+43)

h(\/3+ h +\/§)

h—0

. 1 1
= Lim =
0 \B+h+43 243

= Lim
h—0

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

En el apartado 3.3 hemos visto que la Tasa de Variacibon Media la podemos interpretar
geométricamente como la tangente trigonométrica del angulo que forma la cuerda que une los
extremos de variacién con el eje de abscisas.

Si el incremento de la variable independiente “h” va disminuyendo vemos que la cuerda se va
acercando a la tangente, con la que coincidira en el limite si “h—0", como vemos en la figura

9.6

f+h

fxd

>y

7

de aqui que la derivada sea la tange
la curva en el punto X,

x+h

2 |foocoocoooss

nte trigonométrica del angulo que forma la tangente geométrica a

Ejemplo 14. Encuentra la ecuacion de la tangente a la curva y = x> —3x+1 enel punto de abscisa x

=2

En el punto de abscisa x = 2 la ordenada es y = -1, luego la tangente debe tener la forma:

y+l=m(x-2)
siendo m la pendiente de la tangente, que sabemos que es la derivada de la funcién anterior en el

punto en que x=2, luego:

L feen-f@ | [@+h)? 3@+ h)+a]-? -32+41]
h—0 h h—0 h
2
= Lim =Liml+h=1
h—0 h—0

De donde la ecuacion de la tangente

buscadaes: y+1=1(Xx-2)=>y=x-3
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9.7 DERIVADAS LATERALES

Dado que la derivada de una funcién en el punto x, viene dada por el limite de la tasa de variacién
cuando h—0, podemos acercarnos a “0” por la izquierda o por la derecha; de aqui surge de forma
natural el concepto de derivada lateral:

La derivada lateral por la izquierda de una funcién f en el punto x, , es:

f(xo +h)_ f(xo)
h

) =Lip

y de la misma forma
La derivada lateral por la derecha de una funcién f en el punto x, , es:

f(x) = Lim f(x, +hr)]— f(x,)

h—0*

Ejemplo 5. Encuentra, en el punto x = 0, las derivadas laterales de la funcion:
2 -
x“+1 si x<0
f(x)= .
1-2x si x>0
La derivada lateral por la izquierda en x = 0 seréa:

J— 2 —
t )= LimOEM =10 _ g +D=1, ch o

h—0" h h—0" h h—0"

Y la derivada lateral por la derecha en x = 0 sera
f0)=Lim =10\, @=2M=1, 0 5,
h—0* h h—0* h h—0*

Vemos que ambas derivadas no coinciden, por lo tanto no podemos trazar un tangente a la grafica en
elpuntox=0

9.8. CONDICION DE DERIVABILIDAD

Por todo lo visto anteriormente, para que una funcién sea derivable en un punto deben existir la
derivadas laterales y éstas ser iguales.

Asi en el ejemplo 16 , la funcién no es derivable en el punto x = 0, ya que las derivadas laterales en
dicho punto son distintas.

9.9 DERIVACION Y CONTINUIDAD
Si f(x) tiene derivada en X, , entonces f(x) es continua en dicho punto

En efecto: Siexiste f'(X,)

f(xo +h)— f(x)

f(X0+h)—f(X0)= h

h , y tomando limites cuando h—0

f (%, +h) -
h

, o F(%) | e v g r
'gLTf(X()*h)_f(Xo)—'gLT h_f(xo)lﬁLrg)wh_O




Teoria y ejercicios de Matematicas Il. Analisis Derivadas

luego Iﬁlr‘(r; f(x,+h)= %IT f(x,) = f(X,) ;de donde la funcién es continua en xo
- -

Por lo tanto para que una funcion sea derivable en un punto tiene que ser continua en dicho punto.
Ahora bien, una funcién puede ser continua y no ser derivable

De esta forma, y la vista de los puntos 3.8 y 3.9, para que una funcién sea derivable en un punto deben
cumplirse las dos condiciones siguientes:

1°.-La funcién debe ser continua en ese punto
2°.-Las derivadas laterales en ese punto deben coincidir.

Ejercicio 6.- Estudia, en x =3, la derivabilidad de la funcién f(x) =|x—3

—X+3 si x<3
F(x) = + _ <
X-3 si x=>3

Enel punto x=3

Lim(-x+3)=0
Lim f(x) =47 = Lim f(x) =0 = f(3) , luego la funcién es continua en x= 3
x—3 |_|m(x _3) =0 x—3
x—3*
- —(3+h)+3|-(-3+3
h“mf(3+hr: f(3)=hum[ (3+h) h] (8+3)
f'(3)= —0 —0
_ 3+h)-3|-(3-3
Limf@m -0 o [B+h)-3]-(3-3) |
h—0* h h—0~ h

luego al ser las derivadas laterales distintas, la funcién no es derivableen x =3

. . o xP-1 siox<1
Ejemplo 7. Calcula derivada de la funcion . enx=1
2X st x2>1

Enx=1

Lim f(x) =

x—1

el = Limf(x)=2=f(1
Lim 2x=2 x—1 ) @

x—1"

{Um(ﬁ+D:2

Por lo tanto la funcion es continua en x = 1. Pasamos a calcular su derivada en ese punto
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[(x+h)2+1J—[x2+1}

Lim =2
f'(1) =4 "° h = f'1)=2
2(x+h)]-[2
20
h—0* h

9.10 FUNCION DERIVADA

La derivada de una funcién hace corresponder a cada valor x, de la variable independiente un valor
f'(Xo), por tanto podemos definir la funcién f'(x) que haga corresponder a cada X, el valor de la derivada
en dicho punto.

Ejemplo 8. Encuentra la funcion derivada de la funcion f (X) = x* +2x -3

2X+2

TR L e G B o e T AL

h—0 h h—0

A la funcion derivada de una funcién le llamaremos simplemente derivada de la funcion

9.11 REGLAS DE DERIVACION

Aungue el procedimiento seguido en el punto anterior es valido para encontrar la derivada, el
conocimiento de las reglas de derivacidn nos permite agilizar el calculo.

9.11.1 Derivada de la funcién obtenida al operar con funciones:
a) Derivada de la suma de funciones

Sif y g son dos funciones derivables, la derivada de la funcién suma se obtiene sumando las
derivadas de las funciones:

[F0)+9(0] = F'()+9'(0)

En efecto:

fOEn) +gx+h) - F00-g09 _ - fx+h) = ()
h

h h—0

[£(0+9(9] =Lim

+ Lim
h—0

D909 _ 1109+ ')

b) Derivada de una constante por una funcion

La derivada de una constante por una funcién derivable es igual a la constante por la derivada de la
funcion:

[k f()] =k-f'(x)  En efecto:
[k-f ()] = LimKECHM KOO )

h—0 h h—0

f(x+h;— f(x)k-f’(x)
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c) Derivada del producto de dos funciones

La derivada del producto de dos funciones derivables es igual a la derivada de la primera por la
segunda sin derivar, mas la primera sin derivar por la derivada de la segunda:

[F()-0(0] = £'(x)-9() + f (x)-9'(x)

En efecto

[f ()-900] = Lim T *FNOC+N = F)9() _

h—0 h
_Lim f(x+h)g(x+h) - f(x)-9(x)+ f(x)g(x+h) - F(x)g(x+h)
h—0 h
_ Iﬁlrg\ f(x+h)-g(x+hh)— f(x)g(x+h) N %”g‘ f(x)-g(x+hh)— F(x)g(x) _

= F'()g(x) + F(x)g'(x)
d)Derivada del cociente de dos funciones

La derivada del cociente de dos funciones derivables es igual a la derivada del numerador por
el denominar sin derivar, menos el numerador sin derivar por la derivada del denominador, y todo ello
dividido por el cuadrado del denominador:

!

{f(x)} _ F00-900 - F(0-9'(%)
9(x) LTE5)5

En efecto:
, f(x+h) f(x)

{m} L 90 g0 _ o FE)g(0 - f(X)-g(x+h)
g ] o h = h-g(x+h)-g(x)

_ Lim S 0)-g(x) = F(x)-g(x + 1) - T(x)-g(x) + T(x)-9(X) _

e h-g(x+h)-g(x)
_ Lim—[Lim gOlf (x+h) = f(9] | FOlg(x+h)~ g(x)]} _
h-0 g(x+h)-g(x)| h-o h h—0 h
_ ()90 - f(x)-9'(x)
[g(0)]

e)Derivada de la funcién compuesta de dos funciones

La derivada de una funcion compuesta de dos funciones derivables es igual a la derivada de la
primera por la derivada de la segunda, cada una con su correspondiente variable:
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(o)) =(FlaDe'®)

Ya que:
(f[g00]) =Lim floem]-Floeo] _ . Flax+m]-f[9(] gix+h)-g00 _
h0 h h0 h g(x+h)-g(x)
e L9 F[g)] g+ =g(0) _ copoa
g T L

A la regla para derivar funciones compuestas se le llama también Regla de la cadena.

9.11.2 Derivadas de las funciones elementales
a) Derivadade la funcion constante f(x) =k
La derivada de la funcién constante es cero.
f(x)=k < f'(x)=0
f(x+h)—f(x) k-k
h

=0

Demostracion:  f'(x) = Lim
h—0

b) Derivada de la funcion identidad f (X) = X

La derivada de la funcién identidad es uno.
f(X)=x < f'(x)=1

1

Demostracion: f'(x) = Lim f(x+h)—f(x) — Lim X+h-—Xx _
h—0 h h—0 h
c) Derivadade lafuncion potencial f(x)=x"

La derivada de la funcion potencial es igual al exponente por la base elevada al exponente menos
uno

f(x)=x" < f'(x)=nx""
Demostracion:

n
X" + nx”‘1h+£2jx”‘2h2 ++h" = X"

£1(x) = Lim O =X =
h—0 h h—0 h

=nX

d) Derivada de la funcion logaritmica f(X)=Lnx
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1
La derivada de la funcién logaritmica es igual a —
X

f(x)=Lnx < f'(x):%

Demostracion:

"
1
£/(x) = Lim Ln(x+ ? —LNX | im Ln(XLth —LnLi

h—0 X

1
h—0 X

h
e) Derivada de la funcion seno  f(x) =sen x

La derivada de la funcion seno es la funciéon coseno

f(x)=senx < f(x)=cosx
En efecto:

. sen(x+h)—sen x . Sen x-cosh+senhcos x-sen x
f'(x) =Lim ( ) = Lim =
h—0 h h—0 h

Lim sen x(cos h-1)-senhcos x

= COS X , para lo cual hemos tenidos en cuenta
h—0 h
. senh . cosh-1
que Lim——=1 yque Lim———=0
h>0 h h—0 h

e) Derivadade lafuncion coseno f(X) =cos X

La derivada de la funcién coseno es la funcién seno, con signo menos
f(x)=cosx < f(x)=-senx

Como puede comprobar el lector realizando una demostracién similar a la del punto anterior

Ejemplo 9. Calcula de derivada de la funcién f (x) = x* —cos x + Ln x

Por tratarse de una suma de funciones, aplicamos la derivada de la funciéon suma

f'(x)= [xs]' Jeos x] +[Lnx]

Y derivando a ahora las funciones sumandos:

f'(x) = [xs]' ~[cos x] +[Lnx] =3x? +cos x+%
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X+1
Ejemplo 10. Calcula la derivada de la funcién f (X) = x®sen X + ——
X

Se trata de una suma de funciones

!

£/(x) = [x?sen x], + {XTH} = [xz]' sen x -+ x[sen x] +

[x +1]' X — (X + 1)[x]' _

2

X
= 2X sen X + x°cos X+L2+1)=2xsen x+xzcosx-i2
X X

. , L X+2

Ejemplo 11. Calcula la derivada de la funcion f (X) = Lh——
Se trata de una funcion de funcién, luego:
£ ={Ln,x+2}{x+2} _ 1 (x—2)—(x2+2) _ —4x-2) _ 2—4
X—2 ] x=2 X+2 (x-2) (x+2)(x-2)* x*-4

X—2

Por ser de uso frecuente, a continuacién damos algunas derivadas que resulta conveniente
memorizar. Se pueden obtener como ejercicio aplicando las reglas anteriores.

f) Derivada de la funcion raiz cuadrada f(X):\/;

1
f()=4vx < flX)=—x
24x
g) Derivada de la funcién tangente  f (X) =tan x
f(x)=tanx < fX)= 12
COS™ X

9.11.3 Técnicas auxiliares de derivaciéon

Las dos siguientes técnicas de derivacién resultan Utiles para encontrar algunas derivadas de
funciones cuyo calculo seria mucho mas laborioso empleando el procedimiento basado en la definicion
de derivada.

a) Derivada de lafuncién inversa

La derivada de la funcién inversa de una funcioén es igual a 1 dividido pr la derivada de la
funcién directa.

x=fH(y)eoy=1fX < f‘l,(x):ﬁ

En efecto, sabemos que

-10 -
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ff00]=x
Si derivamos ambos miembros:

f ’[f _l(X)}[f _1(X)]’ =1 dedonde [f ‘1(x)], = L

fTy]

b) Derivada logaritmica

Cuando nos aparece una funcién compuesta con una funcién en el exponente resulta util
aplicar siguiente técnica que llamamos derivada logaritmica:

F)=[g] e (0= f[hx)-Ln g()]

Resultado que obtenemos facilmente sin mas que tomar logaritmos en ambos miembros antes
de derivar.

Como hemaos dicho anteriormente, estas dos Ultimas técnicas nos permiten calcular facilmente las
derivadas de algunas funciones de uso practico:

c) Derivadade lafuncién exponencial f(x)=¢e"
La derivada de la funcién exponencial es la misma funcion
f(xX)=¢* < fKX)=¢"

En efecto

f(x)=e* = Ln f(x)=x= [Ln f(x)] =1 :%-f’(x):l = f(x)= f(x)=¢"

d) Derivadade lafuncion arco seno f(X) = ar senx

La derivada de la funcién arco seno es igual a 1 divido por la raiz cuadrada de 1 menos x al
cuadrado

1

N1-x2

f(x)=arsenx < f(x)=

Demostracion

Sea f(X)=y=arsenx ,entonces X=Seny ,esdecir X=g(y)=seny luego

g'(y) =cos y=41—sen? y =1-x’

Y como f(x) y g(y) son inversas:

-11 -
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1 1
a'(y) J1-x?

e) Derivada de la funcion arco coseno f (X) =ar cos x

f(x) =

La derivada de la funcién arco coseno es igual menos 1 divido por la raiz cuadrada de 1 menos
x al cuadrado

1
V1-x?

La demostracion la dejamos como ejercicio

f(x)=arcosx < f(x)=

f) Derivada de la funcién arco tangente f(X) = ar tan x

La derivada de la funcion arco tangente es igual a 1 dividido por la suma de 1 mas el cuadrado
de x

1
+ X

f(x)=artanx < 1‘(x):1

Demostracion:

Sea f(X)=y=artanx = x=tany = g(y)

De donde g'(y) = 12 =1+tan’y =1+x> ,ycomof(x)y g(y) son inversas
cos?y
1 1

fr(X) = —— =
=0 " 1ex

. . . X+1
Ejemplo 12. Calcula la derivada de la funcion f(X) = ar tan 1

Se trata de una funcién de funcién, luego

!

f’(x)={artan’x+1}(x+lj _ 1 -2 _ -2
x-1Jx=1) [x+1)2 (x=1* (¢ -1f
+

Xx-1

-12 -
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Ejemplo 13. Calcula la derivada de y = sen"" *x

Por tratarse de una funcién compuesta, en la que aparece una funcién como exponente,
podemos aplicar la técnica de la derivada logaritmica:

sen X
X

1.
Lhy=Lnx-senx ,luego —Yy'= +Ln Xx-cos X, de donde
y

sen x sen x
y'= y[ + Ln Xx-cos x} = (sen L“x{ + Ln x-cos x}
X X

9.12. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION
En puntos anteriores hemos visto que:

Lim f(x, +h)—f(X,)

h—0 h

= f ’(Xo)

De esta forma, para valores pequefios de h , podemos escribir
f (%o +h) - f(Xp)
h

f (X, +h) = f(x,)~ '(x,)h

~ F'(X,) o también

El primer miembro de esta aproximacion es la tasa de variacion de la funcion en x, y h es la
tasa variacion ( o incremento) de la variable independiente, luego podemos obtener una buena
aproximacion a la tasa de variacién de la funcién, multiplicando la derivada por la tasa de variacién de
la variable independiente.

Al producto f'(x)-h se le llama diferencial de la funcion y lo representamos por dy
dy = f'(x):h
Ahora bien, si hacemos Y = X = dy = dx = h, luego podemos expresar la diferencial en la forma:
dy = f'(x)dx

que leeremos en la forma: la diferencial de y es igual a la derivada por la diferencial de x

Ejemplo 14. Expresa la diferencia de la funcion f (x) = Ln(x* +1)

2X
dy = dx
y x? +1

Ejemplo 15. Al calentar una moneda de 1 cm de radio, éste aumenta 0,3 mm . ¢ Cuanto aumenta su
area?

-13 -
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. . . . ., 2 . .z
Si llamamos x al radio, el area vendra dada por la funcion y= f (X) = 7 X° , luego la variacién
aproximada del area sera

dy = 27 x dx = 2.7--10:0,3 ~ 18,8 mm*®

a) Aplicacion de la diferencial para el calculo de la derivada de funciones implicitas

, d
De la definicion de diferencias podemos expresar f'(X) = d_y , lo que nos permite calcular
X

derivadas diferenciando previamente la funciéon. Veamos un par de ejemplos:

Ejemplo 16. Calcula la derivada de la funcién X* + y2 —-Xy=2

Diferenciemos previamente ambos miembros, teniendo en cuenta que para diferenciar
debemaos derivar y multiplicar por la diferencial de la variable que hemos derivado.

2xdx + 2ydy — (ydx + xdy) =0
escribiendo en un miembro todos los términos que contienen dy y en otro los que contienen dx

2xdx — ydx = xdy — 2ydy

sacando factor comun: (2x — y)dx = (X - 2y)dy
dividiendo por dx ~ 2X—Yy =(x— gy)%

ﬂ:2x—y , es decir y'=2x_y

dx x-2y X—2y

y despejando

Ejemplo 17. Calcula la derivada de x2y =Sen X
Siguiendo los pasos del ejemplo anterior:

2xydx + xdy = cox dx

x2dy = (cos x — 2xy Jdx

,_ dy _ cosx-2xy
dx X

-14 -




