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REFLEXIONA Y RESUELVE

Dos trenes

Un Talgo y un tren de mercancias salen de la misma estacion, por la misma via y
en idéntica direccion, uno tras otro, casi simultaneamente.

Estas son las grdficas TIEMPO - VELOCIDAD de ambos movimientos.

VELOCIDAD TALGO
(en km/h) MERCANCIAS
120 I
100 H
80
60
40
20
TIEMPO
! ; 3 4 (en horas)

Como podemos ver en la grafica, el Talgo, a las dos horas, reduce su velocidad:
¢A qué puede deberse?
¢Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante?

A las tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el Talgo se detiene durante
breves minutos, mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante
media hora.

B Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos calculos:

a) El Talgo, durante 2 h, va a 120 km/h. ;Cuantos kilometros recorre a esa velo-
cidad?

b)De2a 2%, el Talgo disminuye su velocidad.

¢Cuantos kilometros recorre a esa velocidad?
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c) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3 h. ;Qué distancia ha reco-
rrido hasta ese momento?

d) ;Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que
va a baja velocidad?

e) ¢A qué distancia de la estacion de salida esta esta otra en la que para el Talgo?

f) Observa que en todos los calculos que has realizado hasta ahora se han ob-
tenido areas bajo las graficas, roja o azul. Sefiala los recintos cuyas areas has
calculado y asigna a cada uno su area correspondiente.

a) 120 - 2 = 240 km.

1

— de hora, recorre @ =15 km.

4 4

¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.

b) A 60 km/h durante

1 1
d) Va a 30 km/h durante 0 hora, luego recorre 30 - CN 15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:
120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

1
60 - i 15 km el siguiente cuarto de hora

3
120 - 7

Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

= 90 km los siguientes tres cuartos de hora

f) VELOCIDAD 120
(km/h)
100
80
60 Ared 240 Area TALGO
90
40
20
L TIEMPO (horas)
1 2 \ Area 3 4
15
VELOCIDAD 80 T : 1
(km/h) : ‘. . ;
60 4 . S
P . Area| 24 : MERCANCIAS
20 P
——> Area 15
{ TIEMPO (horas)
1 2 3 4
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¢Cudl es la funcién cuya derivada es...?

La funcion cuya derivada es 2x es ... x2.

La funcion cuya derivada es cos x es ... sen x.

La funcion cuya derivada es es ... Vx.
2Vx
H Di cual es la funcion cuya derivada es:
a) 2x b) x c)5x
f) 5x2 Q) 4x3 h) a3
K) 4 D V2 m) 3x% + 43
0) sen x P) 5sen x qQ) cos x
e™ u) 2% In2 V) 2x
a) 2 b) 1 A5
) 10x g) 12x% h) 3x2
k) 0 Do m) 6x + 12x2
0) cos X p) 5cos x Q) —sen x
De™ w) 2% (In2)? V) 2% In2
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1. Calcula las siguientes integrales:
a) j 7x* dx b) JA% dx
d)j Vsa? du e)J. @ dx
a)j7x4dx=7x— +k= 7?’“’ + &
b)-[de=J'x—2dx—x th="L+k
x? - x

3/2 3
c)jﬁdx=jx1/2dx= X k= 2\? +k

3/2

; ; ; 5/3
d)_[%xz dx=jiﬁx2/5dx= %%HF

Unidad 9. Iniciacién a las integrales

d) 3x2 e) x2
i 2x3 Pp1
n) 5x2+ 7x3 i) —sen x
r) e* s) 3e”¥
w)5-2x
d) 6x e) 2x
i) 6x? o
n) 10x + 21x? ) —cos x
r) eX s) 3e™
w) 5 2% In2

o J Va do

D[

\E™

+ k




Ve + V523 1/3 \[5 4372
C)Iu dx=jx— dx+.’.l dx = ljx—2/5dx+ \/gil.xmdx=
3x 3x 3x 3 3

1 X8 +ﬁ +3/2 e Vm 25x3 h
3 1/3 3 3/2 9
D_[ NETS e \/g.xa/z J- 6 4 _ 5«36 ‘e 65 Ux13 .
Vzx ifg‘xl/3 \/_ \/— 13/6 1333
2. Calcula:
4 =2 _
a)J d Sxx+ 3x-4 dx b) I(S cos x +3%) dx
4 .2 _
7x 5”;; 3x=4 d)j(lox—sx) dx

2 4 4 2
)J- — ot Bx - dx=J.(x3—5x+3—%)dx=%—%+3X—4ln|x|+/€

596'

n3

4 _ 542 _
PR e [ (2 e [ (502 e [ (B ) - [ () e -
X X2 X2 x2 2
=J.7x2dx—Jde+J dx — J. 4 x -

=7%—5x+31n|x|+i+/e

X

b) J.(S cos x + 3) dx = JS cosx dx +

d)_[(lox 5%) dx = Jledx _[swx 107 5T
In 10 ns
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3. Halla las primitivas de estas funciones:

a) f(x) = (x3—5x+ 3)? (3x2-5) b)f(x) = Gx+1)°

-3 x2-1
3 d f(x) = “3x

€) f(x) = cos x sen3 x

o f(x)=

(x3—5x+3)
-+
3

1 Gx+ Dt Gyt D
5T 4 tRTT g tk

a) J(x3 —5x +3)?(3x? = 5) dx =

b) J(Sx + 13 dx =

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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3x% -3
C)dex=ln|x—3x|+k

x?-1 1
- = 3_
d)Jx3—3x dx 3ln|x x|+ k
sent x
e) J-cosxsen3 X dx = VR k
4. Busca las primitivas de:
a) f(x)=x2%"I2 b) f(x) = x 2%
©) f(x) =235 d) f(x) = sen 3x
e) f(x) = sen (x3—4x%) 3x2-8x) ) f(x) = R
sen x
: 1 . 2%
a)szx Mm2dx=— 2% +kb="—+k
2 2
b>J-x2x2dx= 2% 4 k= 2 +k
21In?2 2n2
-5 3x-5 22>
. x—5 - . 93x — -
Q)J.Z dx 3in 2 2 + k 5ln2+k

d) Jsen 3x dx = —% cos 3x + k

e) Isen (03 —4x2) B2 = 8x) dx = —cos (x3 — 4x2) + k

cos x
f)J dx = In |sen x| + k
sen x
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1. Halla e interpreta estas integrales:

47
a) j sen x dx
0
2
b) J (x2-4) dx
-2

a) G(x) = J.sen X dx = —cos x
Gln) =-1; GO =-1

4m
J. senxdx=-1-(=1)=-1+1=0
0

Unidad 9. Iniciacién a las integrales




Interpretacion geométrica:

Yy =senx
1 111

n\/ﬂ\_/%
1l v

La parte positiva y la parte negativa son iguales; por eso da como resultado 0:

Area de I — Area de II + Area de III — Area de IV = 0

3
b)G(x)=j(x2—4)dx=%—4x

16 16
G(2) = BER G(=2) = 3

2
[[or-pa--16_26_ 32
2 3 3 3

Interpretacion geométrica:

\ 1]

— 2

y=x+4

—4

Como queda por debajo del eje X, la integral es el drea del recinto sefialado con
signo negativo, es decir:

p 2
—Area del recinto = —%

2
2. Halla la siguiente integral e interprétala geométricamente: J- e*dx
0

2
G(x) = J- eXdx = e~
0
G2 =e% GO =1
2
j e¥dx=e?-1=6,39

0

Interpretacion geométrica:

Area del recinto = e2 - 1 = 6,39

6 Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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1. Halla el drea comprendida entre la funciéon y = (x?-1) (x?—-4), eleje X y las
rectas x =0, x =5.

e Puntos de corte con el eje X:
=D -D=0 = x =-2, x,=-1, x5=1, x;,=2
Solo nos sirven x =1, x =2 (estin entre 0y 5).
e Hay tres recintos: 1[0, 1]; II[1, 2]; TII [2, 5]

5 3
. G(x)=J.(x2—1(x2—4)dx=J(x4—5x2+4)dx=%—5%+4x

38 16 1310
¢ GO)=0; G =2 G2 =2 G5) =
@ =0; G 5 @) 5 (5) ]

- . 38
e Area del recinto I = |G(D) - G(O)] = =

) . B |22 22

Area del recinto I = |G(2) — G(D)| = ‘——15 5

K 2178

Area del recinto Il = |G(5) — G(2)| = T7

¢ 22 21 21

Area total = % + = + ?78 = 598 = 439,6 u?

2. Halla el drea comprendida entre y = x3 - x2-2x yel ¢je X.
e Puntos de corte con el eje X:
X —xt-20=0 = x(x?-x-2)=0 = x =-1, x,=0, x;,=2

e Hay dos recintos: 1[-1, 0]; 1I [0, 2]

4 3
e G(x) = j(x3—x2—2x) dp=2X__X _ 2
4 3
> 8
* GED == GO =0, G2 =
/ . 5
e Area del recinto I = |G(0) — G(=D| = -

B 8
Area del recinto 11 = |G(2) — G(0)] = 3

" 5
Area total = —
rea total = -

8
+ —=—= 2
3 12 3,08 u
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1. Halla el area encerrada entre las graficas de las funciones siguientes:

f(x)=x3-x%+4
g(x)=x%+3x+4

fo) —g) =x3—x?+4—-x%—-3x—4=x3-2x%-3x

X320 -3x=0 - x(x?-2x-3)=0 - x,=-1, x,=0, x5=3

Hay dos recintos: 1[-1, 0]; 1I [0, 3]

x4 2x3 3x2

G(x)='[(x5—2x2—3x) i S

4 3 2

GD =L GO =0 GB) =

B 7
Recinto I: Area [-1, 0] = |G(0) — G(-D)]| = )

p 4
Recinto II: Area [0, 3] = |G(3) — G(0)| = TS

p 4 1
Area total: L4 B 11,83 u?

12 4 6

25
20
15
10

—4—3—2111 1 2 3 4
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Calculo de primitivas

1 |Halla una primitiva de las siguientes funciones:

) f(x)=x+1 b) f(x) =2x -3
O fx) = % + x2 d) f(x) = —8x3 + 3x2
S =5+ =3 B G =V +
1 x x2
=—— += h g =9
D)= =+ DS = o=

2
a)J(x+1)dx=x7+x

(2x ()dx X —\/gx

2 .X'3
=—+—

c) 3

d) [(=8x3 + 3x2) dx = —2x1 + &3

g
Iz
J
Iz
J
J
[

1 1 ~ B xb o x? 1 1
] [P E e e
i 12, 3 —4) _ X2 3 .x_‘3= 2V oL
D ( 5o ) .[(x M Y R S S
1 xl/Z 1 xZ 2
AL x 12, _ LoXT X
2) ( +—| dx = J.(x +3x)dx 172 +3 > 2Vx +
52 s , +8/3 53x8
- >, [
h) \/_ J.x X dx = Jx dx 873 3
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Integra la funcion de cada apartado:

2 3_2
) 3 b) V52 XX ) et
Va x
3 2 x—2 3 -2x
e)x f)x+1 8 x?2 ) x
3/2 ANERE 2\3x3
a)J@dx=J@xl/zdx=V§x b= DN B
3/2 3 3
, 5/3 Y55
b)J35x2 dx=J%x2/3dx=%x NPEA LSy
5/3 5
2 3/2 5/2 213 2\
C)JXJ; dx='[(x1/2+x3/2)dx=9;/2+9;/2 +k= ;C + Sx +k
3_2 2 2 -1 2
d)jx =J(x—2x—2)dx=x—— el T
X 2 -1 2
e)J.édx=5ln|x|+/e
X
2
DJ dx=2Inlx+1| +k
x+1
x—2 1 2 2
g)J X2 dX=JI(;—P)dX=Z7l|X|+;+/€
h)-[a_zxdx=J(i—2)dx=3lnlx|—2x+k
X X
Resuelve:
a) jsen 3x dx b) jcos x+ r dx 'J) Jcos d dx
2 sen x
I(l sen ) e)Jsen %—x) dx ﬂjcos%xdx
1
a)Jsen3xdx szenSxdx gcos3x+/e
b)Jc x+—dx—senx+% + k
C)JSC dx=In|sen x| +k
d)J.(l—sen dx=x+2cos—+k

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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e)Jsen %—x)dx=cos£—x +k
T 2 (7 T 2 b
chos?xdx—;J?cm?xdx—gsen?x+/e
Calcula:
x
a)Jex+3dx b)jezx‘ldx <) JZx‘7dx d) JSZ dx
a)Jex+3dx=eX+3+k
b)Jezx‘ldx-—J.Zezx‘ldx-—ezx‘l+Ie
1 2x—7
C)sz*7dx=—Jln2 27T dx=-— 2" +k= +k
In / n 2
X X . 2x/2
d)J32dx=2J—32d = 23 + k
n3
Calcula:
a) j(x— 3)3 dx b) j(Zx +1)5 dx
1
C)J dx d)j 3x—5 dx
x+ 2
3/x+3 J’ 3
e)j 2 - D 2x — 1
2x
g)Jx2+2dx h).[Sx 4
V4
a)j(x—sﬁd B 45) k
6 6
b)J(2x+l)5dx=%J2(2x+l)sdx=%-(ngl) v k= (2x1+21) s
1
C)JJ dx =2 J dx=2\Nx+2 +k
\Nx + 2 2\x +
_ )32 (2 _ 2)3
d)Jliﬁx—Sd lj3(3x 5)12 gy l_(Sx 5) _2 Bx-5) “h
3 3 3/2 9
s[x+3 J‘l X35 [+ 323 3 x+ 3|
e)J > dx =2 > > dx =2 i3 +/e—2 5 +k

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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f)j > dx=%'3.|- 2 -

iln|2x—l|+le
2x—1 2

2
g)sz—fzdx=ln|x2+2|+/e

1 1
h)J x dx=—J6—xdx=—ln|3x2—4|+k

3x2 -4 6J3x%2-4 6
Calcula:
2
a) ij5x2+ 1 dx b)j ad dx
x3-3
2x +1 2
C) .[m dx d) jx eX dx
e)j Sx dx ﬂjsenzx cos x dx
3x2+2
)j x4 h)J 24
g o, x x sen x* dx
1 1 (5x2 + 1)¥2
2 - 2 1/2 - . @z =
a) Jx V5x2 + 1 dx 0 Jle(Sx + 1)V4 dx 10 3 +k
_NGx2+ 1P
15

E'\XS_g +/€

b)
2\,963 3

x2 2 J‘ 32
_X-S

x+1

)

o

dx—ln|x2+x 3|+ k

d) Jxex dx = —Jerxz dx=%exz+/e

5 6x 5 5
e et R
sen3 x
Djsen X cosx dx = 3 +k

1
= 4
7 4dx 4lnlx 4]+ k

1 1
h) sten x%dx = -5 J—Zx sen x% dx = - cos xZ+k

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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Calcula:
a) jSeS" dx b) sz-Z‘xs"sdx
1 x—-3
) [ el ax O [ ==
Vx VxZ—6x+2
e)J‘\lx+5 f)J‘Sx—Z dx
x+5 3x—2
3 -
a) Be”cdx—g e+ k
2. 1 2. pxt+s -2
—x?+5 = _ — |_ . )=XT+ -
b)Jx 2 dx = 3J3x 2 dx 3in 2 +
L \x x
C)J.—exdx ZJ.—dx 2 +k
X 2\/_
x-3 1 2x-06
d)J—dx=—j—dx=‘Vx2—6x+2 +k
x%—6x+2 2 \x2 - 6x +2
Nx + 5 1
e)_[ dx=J.—dx=2J dx=2\Nx+5 +k
x+5 \x +5 Ny +
2 — 1 —2)3/2
Djsx— J. 3x—2 dx=— JB@X 2)1/2 dx =—L+/e=
3x—2 3 3/2
_ 2NGBx - 2)° Tk
9
Resuelve las siguientes integrales:
x2-3x+4 x2+5x -7
o [F LI W[5
2x2-3x +1 x2+3x -1
o ST s [T e
@ Divide y transforma la fraccion asi: M = cociente + r:eis.;to
divisor divisor
2 _ 4 2 2
a)'l.%dx=](x—2+ )dx=x——2x+21n|x—1|+/e
x—-1 x-1 2

2

1
5 dx=x7+2x—13ln|x+3|+/e

x+2 -
x+3

x+5x 7 J'
x+5

<)

2x —1

3x

b x2-1

1+

2 2
JZx 3x+1 J.(x—l)dx—x?—x+/e

x+3x—1 =J‘

x—l

)dx=x+%ln|x2—1|+/e

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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Calcula:

1
a)J 5 sen— dx
x

\/;dx

b) |sen x cos x dx =

x7/4

b)

sen x cos x dx

]
d)jx +2x+1
e

o

V3x2 - 2

h).[1+ex

1
)] J.g cos e™dx

) |V Vo dx=Jx5/4 dx =

@]

7/4

2 e = 1J‘ 6x

—dx=1In|l+e*|+k

2
) ;lnxdx=ln2x+/e

N

—coseNdx=—sene™+k
e

1 1
d=_[ dx =
2o+l (x + 1)? *

2\N3x2 —

J
J
J
J
o [ + e = it a2+ 1
J
J
J
J
J

4x5  4x3
+
5

+x+k

V3x -

k
3 +

_ 32

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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Integral definida

10 |Resuelve las siguientes integrales:

5 6
a) j (-3x2) dx b)J 2x -1) dx
2 4
2 4
C)J. (x3 + x) dx d)j V3x dx
-2 1
eq 3 2
e) L; dx ) j_le dx
g) Jn(sen X —cos x) dx h) Jn sen2x dx
0 -

a) G(x) = J(—sz) dx = —x3
G(5) =-125; G(2) =-8

5
J (=3x2) dx = G(5) — G(2) = =125 — (=8) = -117
2

b) G(x) = J(Zx —Ddx=x%-x
G(6) =30, G&) =12
6
j 2x = 1) dx = G(6) = G(&) = 30— 12 = 18
4

4 2
O G0 = [+ dv= 2+

G2)=G(=2) =6

2
j B3 +x)de=GQR)-G(=2)=0
2

d G = '[\/3? dx = J\Bxl/z dx =

G4 - @; G - ¥

\/gxa/z _ 233
3/2 3

163 2\3 _ 143
3 3 3

4
J V3x dx = G4) — G(1) =
1

e) G(x) = J‘%dx= n |x|

Gle)=1; G =0

jldx=G<e>—G<1>=1
1x

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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) G(x)=Jex‘2dx= eX =2

GB3)=e;, G(1)=¢e3
et -1
ed

3 1
J. e’“’zdx=G(S)—G(—1)=e—e’3=e—3=
1

2) G(x) = J(Sen X — €OS X) dx = —C0S X — sen x
Gm =1, GO)=-1

j (senx—cosx)dx=Gm) -GO)=1-(-1) =2
0

1
h) G(x) = Jsen 2x dx = -y cos 2x

1 1
G =-— Gm =-=

T
J sen 2x dx = G(m) — G(=m) =0
TT

Halla las integrales de las siguientes funciones en los intervalos que se in-
dican:

a) f(x) =3x%2—-6x en [0, 2] b)f(x) = 2 cos x en [0, /2]

Af(x)=(x +1)(x%2-2) en [-1, 2] d)f(x) = sen% en [0, w]

a)e Gx) = J(sz — 6x) dx = x3 - 3x2
e G(O=0; G2 =-4

2
. J. (Bx? - 6x) dx = G(2) - G(0) = -4
0

b)e G(x) = JZ cos x dx =2 sen x

5

* G()=0; G
©=0; G|7

/2 T
. J. Zcosxdx=6(3)—G(O)=2
0

x* X3
o) e G = J(x+ D2 - 2) dx=J(x5 +x2-2x-2)dx = T+?—x2—2x
11 4
e G(-1) = ETX G(2) = 3
2 4 11 9
° 2 _ = _ 1N = _Z
J,IQH D2 -2) = G2) - G(=1) 312 %

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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4 cos —

X
d) e Glx) = Jsen 7 4

e G(0)=—4; G(m) = —4—;/5 - 2\2

Calculo de areas

—2\/5+4

i sen * G(m) — GO)

0 4

s12

Halla, en cada caso, el area limitada por:

o) f(x)=x%2-2x—-3 yeleje X.

e)f(x)=e% eleje X ylasrectas x=—-1y x=3.

) f(x)=x2+1, el eje X ylas rectas x

a) » Puntos de corte con el eje X: x> —4=0 — X
Solo nos sirve x, = 2.

Hay un recinto: [0, 2]
X3
G = [t — by dw = 2 i

16

G2 = 3 G0 =0

Area = |GQ2) - G(O)| = 15—6 u?

b) e
Hay dos recintos: T [-1, 0]; 1I [0, 1]

X2

Glx) = j@x —xDdr =

4 2
G- = 3 G0)=0; G = 3

e Area del recintoI=|G(O)—G(—1)|=%
< . 2
Area del recinto I = |G(1) — G(0)| = 3
Area total 4+2 6 2 u2

reatotal = —+—=—=2u
3 3 3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales

b)f(x) =2x —x? eleje X ylasrectas x=-1y x=

Puntos de corte con el eje X: 2x%—x?=0 — x, =

9

a)f(x)=x2-4, eleje X ylasrectas x=0y x=2.

1.

df(x)=1-x2 eleje X ylasrectas x=-2 y x=2.

-1y x=3.

=-2, x,=2

17
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Cc) e

d) e

e) e

Puntos de corte con el eje X: x? —

Hay un recinto: [-1, 3]

3
G(x)=J(x2—2x—3) dX=%—x2—Sx

G(=1) = %; G(3)=-9

Area = |G(3) - G(-D)| = ’—9 —%

2x-3=0 - x;=-1, x,=3

\

\

\ D
\

\\\

Puntos de corte con el eje X: 1-x2=0 — x, =-1, x,=1

Hay tres recintos: T [-2, —1]; II [-1, 1]; TII [1, 2]

3
G(x)=J(1—x2) dx=x-%

G(=2) = %; G(-D =

2 2
G = g; G(2) = 3

Area del recinto I = |G(-1) — G(=2)| = ‘ e _ _‘
2

Area del recinto II = |G(1) = G(=D)| = ‘g __ _

) . 4

Area del recinto Il = |G(2) - G(D)| = 5

p 4
Area total = 3 - 3 4 u?

No corta al eje X.
G(x) = Jex dx = e~

GED =e GB) =e?
Area = |G(3) - G(-1)|=e3—e7l =
1 et-1

e

=~ 19,7 u?

No corta al eje X.

3
G(x) = J(xz +1) dx = x?+x
4
G = —3 G(3) =12

Area = |G(3) - G(-1)| = 4?0 u?

=3

e x
w

~

=
=)

-~
p
SIY N« e sl «s]
N

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



s13 | Calcula el area comprendida entre las curvas:

ay=x% y=x
Ay=x2%y=ua3
ey=2x2+5x-3; y=3x+1

a) ® Puntos de corte entre las curvas:

2

X°=x=0 > x,=0, x,=1

3 2
R [

.« GO)=0. G = —%

e Area = |G(1) - G(0)| = %uz

b) e Puntos de corte entre las curvas:

2 - - -
Xc=1=0 - x=-1, x,=1

3
. G(x)=J(x2—1) dx=%—x

2 2
© GED =5 G =3

o Area =|G(1) - G(-1)| = %uz

¢) ® Puntos de corte entre las curvas:

x2-x3=0 - x,=0, x,=1

x!
i

3
o — (x2_ 43 X
G(x) J(x Xx°) dx 3
1
L4 G(O) = O; G(l) = E

_ 1
e Area = |G(1) — G(0)| = Euz
d) e Puntos de corte entre las curvas:

3
o G(x) = J(2x2 —2x) dx = 2% —x2

« GO =0, G = —%

e Area =|G(1) - G(O)| = %uz

Unidad 9. Iniciacién a las integrales

X2—(=x?+2x) =207 -2x=0 = x,=0, x,=1 2

b)y=x% y=1
dDy=x% y=—x?+2x

Dy=4-x2% y=8-2x% x=-2; x=2

R

-2 -1 1

19
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s14

e) ® Puntos de corte entre las curvas:

2x2+5x-3-CBx+ 1D =202+2x-4=0 - x,=-2, x,=1

2x3
e G(x) = J(sz +2x—4) dx=7+x2—4x

4
20 7 2
e G(=2) == G()=-—
(=2) 3 D 3
7 20| 27 —H 11
o Area =|G(1)-GR)|=|-—-—| =—=9u? =2
rea = |G(1) - G(2)| ‘3 3 3 9u

f) e Puntos de corte entre las curvas:

4-x?-@B-2xH=x?-4=0 - x,=-2, x,=2

3
. G(x)=J(x2—4)dx=x——4x

3 Tas)
c 6= 6o - _? >

3 DRV NN 4

o Area =|G(Q2) - G(=2)| = %uz gk

PARA RESOLVER

Calcula el area de los recintos limitados por:

a) La funcion f(x) = x*—-2x + 1 y los ejes de coordenadas.
b)Lacurva y = x3, larecta x =2 yel eje X.

c) La funcion y = sen x, el eje de abscisas ylas rectas x=—y x=—
d)La funciéon y=cos x yeleje OX entre x=0 y x=T.

e flo=x?>-2x+1=x-172=0 = x=1

_ 1) 5
. G(x)=J(x—1)2 e - & 31) )
1 1
e G(0) = _? G =0
1 -1 1 2 3
e Area = |G(1) - G(0)| = guz L

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



be x3=0 - x=0
4
. G(x)=Jx3 dx=% 4
e G(O=0, G =4

o Area = |G(2) — G(0)| = 4 u?

UNIDAD | 9

ab

Ye senx=0 = x=0 |entre ——y =
C sen x X entre ——y
. T T
e Hay dos recintos: 1 [——, O]; II [O, —]
4 4
e G(x) = J sen x dx = —cos x
 6[%) = 6[-5) -2, 6o - -
4 4 27
) , T \2 2
e Area del recinto I = |G(0) — G(_Z) =|-1+ 25 0,29 .
) , n 2 :
Area del recinto II = G(Z) -GO)| =1~ % N 0,29 _'1
Area total = 2 - 0,29 = 0,58 u? -2
T
de cosx=0 — =7 (entre 0 y 1)
) T b4
e Hay dos recintos: 1 [O, E]’ 11 [5, O]
e G(x) = Jcosxdx =sen x
i
.« GO) =0, G(—) ~ 1, G =0
2 2
p . B LA _
e Area del recinto I = ‘G( 2) G(O)‘ 1 /1'

Area del recinto I = |G(n) — G(0)| = 1

Areatotal=1+1 =2 u?

s15 | Calcula el area comprendida entre las curvas:
a)y=x? e y=3-2x

b)y=4-x? e y=3x2

Ay=x e y=x2-2

Dy=4-x2 e y=x%-4

e)y=(x + 2)? (x —3) y el ¢je de abscisas.

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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Dx?-(B-20=x2+2x-3=0 - x,=-3, x,=1

\[ L /
3 \ !
. G(x)=J(x2+2x—3) dx =+ x? 3 ‘\ . /
3 \ A EE/
5 N
e G(-3) =0 G(1)=—g \ \(
4 | — \k 1
N\
. Area=|G(1)—G(—5)|=%u2 4 N
b)4-x?-3x2=4-4x2=0 - x, =-1, x,=1
VL]
3
. G(x)=J(4-4x2> dx=4x-%
o o [ INT/I\
. G(—l)=—g; G(1)=g A i~ \ )
16 | \
. Area=|G(l)—G(—l)|=?u2 [ L1
Ox-—(?-D=x-x?+2==x?+x+2=0 - x,=-1, x,=2
3 2
. G(x)=J(—x2+x+2)dx=—x—+x—+2x \\ /
2\ \ Ty
7 7 :
. G(—l)——g; G(Z)—g \ i
9 ] /2
. Area=|G(2)—G(—1)|=?u2 D)
Dd-x2-?-4=-2x2+8=0 - x,=-2, x,=2
2x3 \ |
-G()=J(—22+8)d =——+8 \[/, /
x X I 3 x \ / \ /
- G2 =-2 Goy=2 .
3 3 2
64 i \
o Area=|G(2)—G(—2)|=?u2 N
Dx+2?(x-3=0 - x,=-2, x,=3
o G(x)=J(x+2)2(x—3)dx='[(x3+x2—8x—12) dx =
Cxt a0 , 20 {
—T+?—4x —12x " II
28 171
. G(—Z)-?, G(S)——T il £ \0 ‘/ /
o Area=|G(3)—G(—2)|=612—25z52,1 u? ot

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



UNIDAD F

s16 |Halla el area comprendida entre lacurva y=—x2+4x +5 ylarecta y=5.

—x?+4x+5-5=-x?+4x=0 > x, =0, x,=4

3
e G = J(—xz + 4x) dx = _x? + 2x2

* G(0)=0; GA = %

o Area =|G4) — G| = %UZ

s17 | Calcula el area limitada por las siguientes curvas:
Ay=x3+x% y=a3+1; x=-1; x=1
b)y=x% y=1-x% y=2
Ay=x(x—1(x-2); y=0
dDy=x%-2x; y=x

2

ey=x3-2x; y=—x

y=2x—x3 y=x2

D+ x?-@P+D=x2-1=0 - x,=-1, x,=1 )
X2
. G(x)=J.(x2—1)dx=?—x 2
-
2 2 —i 2| 4
e G-D=— G =-— |
3 3 ’
4 +4
e Area =|G(1) - G| = guz
2 2
b)x?2=1-x% - 2x2-1=0 — X = =
x?=2 = xy=-\2, x4=\/5
.......... ) Y -
ol
e Tenemos tres recintos: : :
\2 2 2 \2
I|-\2,——| 1 [——, —]; i [— \/E] = N
2 27 2 2 L
e Para el Iy el IIl hay que considerar: T2
X3
Gy(x) = J(2 —x?2) dx = x-
w2 2y a2 2y i w2
—N2)=—— e—| = —— _— = — 2)=—
G(-V2) =% GG |- 65 =Ty G =

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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N|a

Area del recinto I = ‘G (

G, V‘)‘

Area del recinto III =

N|<|

(

e Para el I hay que considerar:

-G (V_)‘

of)- 2. of- -2

2 12° 772" T2
Area del recinto 11 = GZ(T) - Gz(_ 5

SN2 72 52 12\
6

+ =
12 6 12

ﬁ)‘ _

e Area total =

Dxx-Dx-2)=0 = x;,=0, x,=1, x5=2

Hay dos recintos: 1[0, 1]; I (1, 2]

GO =0; G =5 G2 =0

Area del recinto I = |G(1) - G(0)| = —

Area del recinto I = |G(2) - G(D)| = —

. 1
Area total = — +

1
4 4
Da?-2x-x=x?-3x=0 - x,=0, x,=3

3 2
. G(x)=J(x2—3x) dx=%—%

e G=0; GO =~

oo

e Area =|G(3) - GO)| ==

3
G2<x)=J(z—1+x2)dx=j(1+x2)dx=x+%

= 2V2 u2

4

G(x) = Jx(x— D(x —2) dx = JA(x3 —3x2 + 2x) dx = XT— x3 + x?

~—

W

| T
T—
——

fiy

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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UNIDAD | 9
xd-2x—(xH=x>+x?-2x=0 - x =-2, x,=0, xy=1
e Hay dos recintos: 1[-2, 0]; 1[0, 1]
4 3 2
o G(x)=J(x3+x2—2x)dx=%+x?—x2 /
>
8 5
o G(=2) = _—. -0 1) = ——
G(=2) 3 GO =0; G 12
. . 8
e Area del recinto I = |G(0) — G(-2)| = 3
B . 5
Area del recinto II = | G(1) — G(0)| = EE)
£ _8.,5 3
Aredtotdl—3+12 7Y

f) Por simetria respecto al anterior, el drea es la misma:

_ 7
Area total = 57 u? 2

12
-2 T \2
2

Un depésito se vacia de forma variable segun la funciéon v(#) =5-0,1¢ (¢ en
min, v en I/min).

Calcula lo que se ha vaciado el depoésito entre los minutos 100 y 200.

0,1#2

G@) = J(S —0,1t) dt = 5t - =5t —0,05t2

G(200) = =1000; G(100) = 0
Area = | G(200) — G(100)| = 1000

Se han vaciado 1000 litros entre los minutos 100 y 200.

Una fabrica arroja diariamente material contaminante a una balsa segiin un
ritmo dado por la siguiente funciéon: m = 0,01¢3 - 0,2t + t + 1 siendo m la
cantidad de material en kgy ¢ la hora del dia. (Cuanto material arroja cada
dia?

Consideramos ¢ entre 0 y 24 horas:

0,014  0,2t3 2 24
_— + —+ =

4 302 0

24
J (0,0123 - 022+ t+ 1) dt =
0

= 219,84 — 0 = 219,84 kg

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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520 | Calcula el area limitada por la grafica de y = x + x2, la tangente a esa curva
en x =2 y el eje de abscisas.

e Recta tangente en x = 2:
y'=1+2x > m=p(2)=5 2 =6
Recta — y=06+5x—-2)=5x-4

e Hacemos las grificas para entender mejor la situacion:

[\S I N e e o]

4 3 2 -1 /1 2 3 4

2

e Puntos de corte de y =x +x* con el eje X:

x+x?=0 - x,=-1, x,=0
e Punto de corte de y =5x—-4 con el eje X:

4
Sx—4=0 — x=;

e Area bajo y=x+x?entre 0y 2:

x? X3
G, (x) = I(x +x2) dx = Ty
14
G@ == GO =0
Area = |G,(2) - G,(O)] = 14 2

3

_ 4
e Area bajo y=5x-4 entre gy 2:

2
G(x) = J(Sx —4) dx = 5% — dx

4 8
3] -5 -2
K 8 18
fra - |60~ G| -2+ 5= 5w
) 14 18 16
El drea buscada es: 3 "5 15 u

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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UNIDAD F

Dada y = x3 - 2x2 + x, halla la ecuacion de su tangente en el origen y

calcula el area de la region encerrada entre la curva y la tangente.

Tangente en el origen:
y'=3x2—4x+1; m=y'(0)=1; (0 =0
Recta — py=x
x3-2x2+x—x=x3-2x2=0 - x,=0, x,=2
x4 23

= 3 _ 2 -z =7
G(x) J(x 2x°) dx 4 3

G0)=0; G2 = —%

Area = |G(2) — G(0)| = %uz

Halla el area de la figura sabiendo que el lado curvo
corresponde a la funcion y = x%+ 1.

Entre —1 y 0 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 1:

e L1
rea 2 21,1

2

Entre 1y 2 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 2:

B 1-2 )
Area=T=lu

Entre Oy 1:
X3
G(x)=J(x2+ 1)dx=?+x

G0)=0; G = %

Area = |G(1) — GO)| = %uz

1 4 17
El area total sera: St 1+ 36 u?

6

N B N X

2 —

Dada la funciéon f(x) = 4 — x2, escribe las ecuaciones de las tangentes a f
en los puntos de corte con el eje de abscisas. Halla el area comprendida
entre las rectas tangentes y la curva.

Puntos de corte con el eje X:

4-x?=0 — x;,=-2, x,=2 — Puntos (-2, 0) y (2, 0)

S0 = =2x; [1(=2) = 4; [1(2) =-4

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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e Recta tangente en x=-2 — y=4(x+ 2)=4x+8

Recta tangente en x =2 — p=—-4(x—-2) =-4x+8

e Hacemos una grifica para entenderlo mejor:

8

2

-4/ 2 11 Al 4

e Area del tridngulo de vértices (=2, 0), (0, 8) y (2, 0):

B 4 -8
Area=T=16u2

2

e Areaentre y=4—x? yeleje X:

3
G(x)=j<4_x2) dx=4x_%

16 16
G(=2)=—— G2)=—
(-2) 3 @ 3

32

Area = |G(2) - G(=2)| = 5 u?

e El area total sera la diferencia:
16 — == — u?
3 3

Dada f(x) = x + 1, halla:
2) j:f b) jjf o) jxlf

2
G(x)=j(x+1>dx=x7+x

- 3 s L _15
G(0) =0; G > G(=1) > G(3) >

X 2
a)j0f=G(x)—G<0)=x7+x

X B _.XZ 3
b)Jl_f—G(X)—G(l)—7+x—E

x x2 1
C)J_1f=G(X)—G(—1)=7+.X’+E

5 15 3 12
& 1-69-6w=F--F-6

1

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



UNIDAD F

25 |a) Halla el area limitada por y = |2x—4|, eleje X ylasrectas x=0y x=5.

3

b) Calcula j [2x—4].
2

a) Definimos la funcién por intervalos para hacernos una idea de su forma:

2x+4, x<2

= |2x — 4| =
y=l2v-dl {296‘—4, x> 2

El drea buscada sera:

[\ N

5 2 5 5
jydx=J(—2x+4) dx+J(2x—4) dx=[—x2+4x]0+[x2—4x]
0 0 2

=(4-0D+G+4DD=4+9=13u2

2 3 2 3
(=2x + 4) dx + J (2x — 4) dx = [-x? + 4x] Lt [x2 - 4x]2 =
2 2 -

3
b)'[ | 22 — 4] dx=J
)

=(4+12D)+(B3+4=16+1=17 u?

2 3
26 | Calcula: a) J' J(x)dx Db) j g(x) dx, siendo:

0 1
2x si-1<x<1
x2+1 si1<x<3

x2 si 0<x<1

2—x sil<x<?2

f(x)={ g(x)={

1

2 2
a)J f(x)dx=JAx2dx+J‘(2—x)dx
0 1

0
5 X3 1 1
Gl(x) = Jx dx = ? — Gl(l) — Gl(O) = g -0= g

2
Gz(x)=J(2—x) dx=2x—x7 - GZ(Z)—G2(1)=2—%=%

Asi sz(x)dx 1+1
st: =—=+—=—=
; 302

3 1 3
b)J. g(x) dx=j 2xdx+J (x?+ 1) dx
-1 1

- 1
G (x) = JZx dx=x? - G -GED=1-1=0

3
Gz<x>=j<x2+1> dX=%+x - G,B3) -G, = 12_§=%

3
Ast: J. g(x) dx = 2
4 3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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30

30

Dada la funciéon f(x), halla el area limitada por f(x), el eje OX vy las rec-
tas x=0y x=3:

1 si x<i
x 2

—x2+ 3x si%sts

S(x) =
|x + 3| si x>3

Para x comprendida entre 0 y 3, tenemos que: f(x) = —x? + 3x

Hallamos los puntos de corte con el eje OX:
x=0
X2 4 =0 = —x + =0
X+ 3x x(=x +3) < x=3

Por tanto, el area pedida es:

x> 3x%)% 279 )
[3 = ) 9 2 2—4,511

3
Area = J (—x2 + 3x) dx =
0

Halla una funcién f de la cual sabemos que f'(x) = 3x%—-2x +5 y que

S(@)=0.
G(x) = J(sz —2x+5) dx=x3—x%+5x+ k son las primitivas de la funcion dada.

Entre todas ellas, nos interesa la que cumple que G(1) =0, es decir:
G =5+k=0 = k=-5
Ast: fl) =x3 —x%+5x-5
Halla la funcién primitiva de la funcién y = 3x2 — x3 que pasa por el

punto (2, 4).

4
G(x) = J(3x2 —x3) dx = x3 - x? +k son las primitivas de la funcioén dada.

Buscamos k para que pase por (2, 4):
G2 =4+k=4 = k=0
4

X
La funcién que buscamos es: f(x) = x5 — v

Halla la funcién que toma el valor 2 en x =1 y cuya derivada es:
S () =3x2+6
G(x) = J(sz +6) dx = x3+ 6x + k son las primitivas de la funcion dada.

Buscamos £k para que G(1) = 2:
G=7+k=2 = k=-5

Por tanto: f(x) = x3 + 6x -5

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



UNIDAD F

31 |Halla la primitiva de f(x) =1 - x —x? que corte al eje de abscisas en x = 3.

2 3

G(x) = J(l —x—x%dx=x- x? - % + k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos £ para que G(3) = 0:

21 21
6(5)——7+/€ = /e—T

La funcion que buscamos es:

x% X3 21
+ —_—
2 3 2

CUESTIONES TEORICAS

32 |Si F(x) y G(x) son dos primitivas de f, ¢se verifica necesariamente que
F(x) = k + G(x)? Justifica la respuesta.

Si. Justificacion:
jfdx =F(x) + ¢ jfdx =GW) +c,
Restando:

0=rx) -G +(c,—cy) = Fl)=k+Gx)

33 |a) Calcula el area bajo la grafica de la derecha en
los intervalos [0, 2] y [2, 6].

[©

b) Si esta grafica representa la velocidad (m/s) de \
un movil en funciéon del tiempo, ¢qué represen- \
ta cada una de las areas anteriores?

a) El area en el intervalo [0, 2] es la de un trapecio rectangulo de bases 1 y 3 y
altura 2.

2
_1+3 5 -
A[o,z]‘T'2‘4 - J.Ofdx—/i
En el intervalo [2, 0], el drea es la suma de las dreas de un trapecio y de un
rectangulo.

6
3+5
Apg==5" 2+2:5-18 — szdx=18

b) En una grafica velocidad-tiempo, estas areas representan el espacio recorrido
por un mévil en los intervalos de tiempo [0, 2] y [2, 6.

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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34

35

a) Representa la funcion f(x) = 2x y halla el area limitada por f en los
intervalos [0, 1], [0, 2], [0; 2,5] vy [0, 3].
X

b) Haz una tabla de valores de la funcion F(x) = J. [ y represéntala.
0

c) ¢Cual de estas ecuaciones corresponde a la expresion analitica de F(x)?:
x2

I)y=7 I y = 2x2 ) y = x2 My=x%+1

d) Comprueba que la derivada de la funcion area coincide con la funcion

que limita esa area.

a) Tenemos que hallar en cada caso el area de un tridngulo cuya base es la ampli-
tud del intervalo correspondiente y cuya altura es 2x:

12 24 (%)
A, 11 = 2 =1 A, 21 = 2 =4 4

_25-5 _ 3.6 %
A[O;Z,S]_ 2 =625 A[O,3]_ 2 =9 )

-

4

¢) Observamos que solo la TII pasa por todos los puntos de la tabla de valores
del apartado b).

d)Como F(x) =x2 — F'(x)=2x =[f(x)

¢Cual de las siguientes expresiones nos da el area
limitada por la grafica de f y el eje de abscisas?

a) jf b)

d

[2 oLl

S

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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UNIDAD F

36 |Siendo F(x) =J f =3x2%—5x, hallala funcion f. Calcula F(0) y F(2).
1

S = F'(x) = 6x-5

F(0)=0; F(2)=2

37 |Calcula el drea bajo la curva f(x) = x?>—1 en el intervalo variable [1, x].
Halla el area para x = 4.

2 - - -
x=1=0 - x,=-1, x,=1

X
Area = J. (t2-1) dt
1

/3
G@) = j(rz— 1D dt = ?—t

2
1 = _—
G 3

-2

; x3 2
Area [1, x] = |G(x) - G(D)| = 3 +§

Cuando x =4, queda: Area [1, 4] = 18 u?

Pagina 229

38 |Demuestra, utilizando integrales, que el area del rectangulo es A =b - a.

Y

b X

@ Halla la ecuacion de la recta r y calcula el drea limitada por r y el eje OX en-
tre x=0y x=0b.

La ecuacion de r es y = a. El area es:
B b
Area = J a dx
0

G(x) = Ja dx = ax

G(b) =ab; GO) =0

Area = G(b) — G(0) = ab

Unidad 9. Iniciacién a las integrales 33
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40

34

PARA PROFUNDIZAR

Sabiendo que esta grifica corresponde a f(x) = x2, justifica cual de las

X

siguientes funciones es F(x) = j f:

1
a)F(x)=x3-1
3
b) F(x) = > !
3 }
I
c) F(x =x—5—l
3 3 \ :

Como debe cumplirse que F'(x) = f(x), no puede ser F(x) = x3 -1, ya que
F'(x) = 3x2.

Cualquiera de las otras dos cumple que:

F'(x) = %2 =x?=f(x).

Tiene que verificarse, ademds, que F(1) = 0.

Por ello, descartamos el caso b), en el que F(1) = %

: x3 1
La solucion es la ¢): J f="—-—=
1 3 3

a) Dada la funcion f(x) = x+1, obtén F(x)= J A
3

5

b) Halla, después, J. f -
3

a) Empezamos buscando la funcion que cumpla F'(x) = f(x).

2
Serd F(x)=x7+x+/e, pues F’(x)=27x+1=x+ 1.

Ademds, F(3)=0 = - +3+k=0 - p--L
Por tanto: F(x) = x2 +x—£
‘ 2 2
5
b)j fdx=F(5)=2—5+5—£=10
5 2 2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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UNIDAD | 9

1
Dada la funcién f(x) = a e*/3 + 32 (x #0):

2
a) Calcula J‘ Sf(x) dx en funciéon de a.
1

b) Se sabe que F es una primitivade f. Calcula a si F(1)=0 y F(2)=1/2.

2

2
3@836/3 _ i‘ =
1

1
ae*3 + —| dx =
x x

a) ij(x) dx =J

1

1 1
= |3ae?/3 — E —BBael3 - 1) = 3a(e?3 — e1/3) + E

b)Si F es una primitiva de [, tenemos que:
1
F(x) = 3ae™3 ——+ k
X
Tenemos que hallar & y a para que:
F(D=0 — 3ae’3-1+k=0 3aeld + k=1

1 1 1
F2) == %3ae2/5—5+/@=—2 3ae?3 + k=1

Restando la 2.2 ecuacion menos la 1.2
3a(e??3 —eH =0 - a=0 - k=1

1
Por tanto: F(x) = - +1

Expresa por una integral el area del triangulo de vértices (0, 3), (7, 3) y
(7, 10). Explica el significado de la integral escrita.

e La ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 10) es:

10 —
Pendiente = 10=5_7._ 1
7-0 7
Ecuacion: y=x+3 1o (/7 10)

e La ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 3)

es y=3.

El area del tridngulo es el drea comprendida entre (5 3y

las dos rectas anteriores y x = 7. Asi, tenemos que: (7, 3)

7

7 7
Area=J [(x+5)—3]dx=dex=Area
0 0

El drea del triangulo es equivalente al area limitada por y=x, x=0y x=7.

7 49
e Calculamos su valor: | xdx = - u
0

2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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s43 |Halla el area del triangulo mixtilineo de vértices A(2, 4), B(-2,4) y C(-1, 1),

s44

en el que las lineas AB y AC son rectas, mientras que la que une los puntos
By C eslade ecuacion y = x?

e Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por A y C:

4-1 3

Pendiente = —————= =
endiente 2_(_1) 3

=1
Ecuacion: y=4+(x—-2)=x+2

e Calculamos el drea pedida:

) -1 2 x31-1 2
Area=J. (4—x2)dx+J[4—(x+2)]dx=[4x—?] +J(2—x)dx=
-2 -1 -2

212 g
X
Zx_— :2+2+l:—u2
21, 3 2

l 8+§
3

3

—4 +

+

La curva y = a[l — (x—2)?], con a> 0, limita con el eje de abscisas un
recinto de 12 unidades de superficie. Calcula el valor de a.

e Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas:

—2=1 =
a[l—(x—2)2]=0—>(x—2)2=1<x = X=3

x—-2=-1 = x=1

e Calculamos el area e igualamos a 12:

3 o313
Area =j all — (x—2)% dx = a[x——(x 2 ] -
1 3 1
L R R
5 3 3] 3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



UNIDAD | 9
Pagina 229
AUTOEVALUACION
1. Resuelve las integrales siguientes:
—x3 —
a)jzx —2x+—| dx b)J‘1 X dx C)J‘ 5 5x)2 dx
3 x 2
2 —
d) (% + ‘\/Zx) dx e)Jx‘Vsz +1dx f) J.% dx
3
a) 1x2—2x+— dx=1x——x2 t—xt+thk=—x3-x2+—x+k
3 2 33

3 —5x)2 2 5 (3 —5x)2 2 1(3-5x)\3 -2 (3 —=5x\3
9] ( )dx——;J.—E( ) dx——gg( ) +k_f( 5 ) +k

x3/2
3/2

1
iz+\l2x) dx = ij’z dx + J\/Exl/z dx = Zx—l 2

X

+ k=

=—£+23—\/§\/F+Ie

X

1 1 2x2+ 1)¥2 1
e) jx‘\'sz +1dx= J4x(2x2 + DY2 (dx = Z& +th=—N2x2+ 13 +k

4 3/2 6
2+ 3x -2
DJ‘x 3x e
RGN
X2+ 3x -2 x—1 DiV.id.endo - cociente + r.eéto
2+ x X+ 4 divisor divisor
4x =2 x*+3x-2 )
—4x + 4 x-1 T +x—1
2
x%+3x -2 x?
J‘;dx=J~ X+4+ dx="—+4x+2n|x-1|+k
x—-1 x-1 2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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2. Calcula:

3 2 2
a)j dx b)J e3*-1 gx

X+ 2 1/3

32 3
a)j dx=02mlx+2|] =2lln5-mm1l=2mn5

X+ 2 -1

2 1 (2 1 2 1 e’ -1
b)j eSx—l dx:_J 36396—1:_ eSx—l - eS_eO -

1/3 1/3 3 | ]1/3 5 ¢ T3

3. Calcula el area limitada por f(x) = 4x — x?, eleje OX ylasrectas x=3 y x=5.

Representamos y = 4x — x2.

x=0, =0
Cortes con los ejes <
y=0
IR
Vértice: p'=0 — 4-2x=0 = x=2, y=4 { ||
) i 5 i |
Area=J (4x — x2) dx + J(4x—x2) dx‘ = 3 A5 X
3 4 A
314 375 A |
BTN Y ) I E-P N T |
3 31 3 3 R
4. Lacurva y = oy el eje OX, eleje OY ylarecta x =4 limitan una super-

ficie §. Calcula el area de S.

4
Representamos y = e Sus asintotas son x=-4 ¢ y=0.

+ 4
Y|
p 4 4
2 Area=J dx =4[ |x + 4|] =
~ Ox+4 0
— 4 -2 41X
\\ 2 =4(ln8—ln4)=4ln%=4ln222,77u2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



UNIDAD F

5. El consumo de un motor, en un trabajo de 6 horas, viene dado por la expresion
c(t) =—t% + 8t + 20, siendo t el tiempo en horas, 0 << 6. ;Cuidnto consume
el motor en las 6 horas que dura el trabajo?

El consumo equivale al drea encerrada por la funcion c¢(¢) entre las rectas x =0 y
x=0.

6 13 12 6 63
c=J‘ (—12+ 81+ 20) dx = |-—+—+20f| =——+4-62+20-6=192

0 302 o 3

6. Para cerrar una vidriera, se ha de colocar un cristal cuya superficie esta limi-
tada por las funciones y =2 e y=—x—2)?+ 6. Dibuja el cristal y calcula su
area (x e y endm).

y=—(x—-2)?>+6 esuna paribola de vértice (2, 6). o

Puntos de corte con los ejes:

—

x=0 = py=2 _2/ (EE -

y=0—>—x2+4x+2=0<i:;047545 / 2 4\ X

Puntos de corte de la curva con y = 2:

x=0, y=2
2=-(x-2?%+6 > —x2+4x=0<x_4 i‘Z

4
Area del cristal = J

4
[(x =22+ 6-2] dx=J (=x?% + 4x) dx =
0

0
x3 r 64 32

=__+22 = _— + 2=_d2
5 3 TIET Tz dm

0

7. Representa graficamente la region limitada por las graficas de las funciones si-
guientes y calcula su area:

1 1
S =2x2 g)=5(x+20)  b(x) =5 (5x+20)
Representamos la pardbola f(x), y las rectas g(x) y h(x).
bolY e Cortes de f(x) y g(x:

6 5 1
Zx2=5(5x+20) - xZ—Zx—8=O<

x=-2, =5
x=4, =20

e Cortes de f(x) y h(x):

4
5, 1 5 ~ x=-4, y=20
/ 2\ - TS5+ 20) - x +2.x—8—0<x=27y=5
4
) i1 5 5 1 (5x2 5 &3 80\ 200
Area—Z[j02(5x+ZO)—4x dx =2 2( 5 +20x)—4 3] —2(60— 5)— 3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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