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Curva de f 

x  X 

Y 
 

 y 

O 

î
ĵ  

M(x,y) 
Una función, nunca vuelve hacia 
atrás, ya que para cada valor de x, 
obtenemos un solo valor de f(x). 

xo 

Ejemplo 1: : [1,3]
( ) 3

f
f x x

→
=

 

 
1.1.- Función Real de variable Real: Una función numérica de una variable real es una ley que 

hace corresponder a cada elemento de un conjunto A un número real. La representaremos de la 
siguiente forma: 

:
( )

f A
x f x
⊂ →  

 
donde x  es la variable independiente y ( )f x  es la variable dependiente. 

 
Al conjunto A se le llama conjunto de definición de f  o dominio (son los valores de x para los 

que la función está definida). 
 
Se llama recorrido de una función f, al conjunto de valores que toma la variable dependiente 

f(x). 
 
Respecto a un sistema de referencia ( jiO ˆ,̂, ) del plano, el conjunto de puntos M(x,y) del plano tales 
que )(, xfyAx =∈ , se llama gráfica o curva de la función f . 

 
• La función RAf ⊂:  está acotada superiormente, si , / ( ) .x A c f x c∀ ∈ ∃ ∈ ≤  A los números 

c que cumplen esta propiedad se les llama mayorantes o cotas superiores de f . 
 

• La función RAf ⊂:  está acotada inferiormente, si , / ( ) .x A c f x c∀ ∈ ∃ ∈ ≥  A los números 
c que cumplen esta propiedad se les llama minorantes o cotas inferiores de f . 

 
f se dice que f está acotada si existen cotas superiores e inferiores, ó  / , ( )P x A f x P+∃ ∈ ∀ ∈ ≤  

 

 

Ejemplo 2: Sea :f A  definida por 2)( xxf =  
• Si [ ]2,0=A , la función está acotada superiormente: , / ( ) 4x A c f x∀ ∈ ∃ ∈ ≤ , y además, la función está 

acotada inferiormente ya que , / ( ) 7x A c f x∀ ∈ ∃ ∈ −  
Por tanto la función es Acotada, por estar acotada superior e inferiormente. 

• Si A = , la función no está acotada superiormente ya que cualquiera que sea el número real M, siempre existe 
un x tal que Mxxf ≥= 2)( . Esta función si está acotada inferiormente porque 0)(, ≥∈∀ xfAx .  

Por tanto la función no es acotada porque no tiene cotas superiores. 

Tema 1:    Funciones, Límites y Continuidad 
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1.2.- Operaciones con funciones: 
 

 
1.2.1.- Composición de funciones: 
  
Sean )(xf  y )(xg  dos funciones, componer dos funciones, es aplicar el resultado de una de ellas a 
la otra. 

[ ] ( ) [ ] g con compuesta f :)()(f con compuesta g:)())(( xfgxfgxgfxgf ==  
 

 
 

1.3.- Inversa de una función: 
 
Dada una función f , se define su inversa y se representa por 1−f , como la función que verifica:  

( ) ( ) xxffxff == −− )()( 11 . 
Para calcular la función inversa despejamos x en función de y. 

 
 

1.4.- Funciones elementales de una variable real: 
 

 

Ejemplo 4: Sean xxf 2)( =  y su función inversa:  )(log)( 2
1 xxf =−  

 
[ ] [ ]
[ ] xxfxffxff

xxfxffxff
xx

x

=====

====
−−−

−−

2log2log)2()())((

2log)())((

22
111

2log
2

11
 

Ejemplo 3: Sean 
1

1)(
−

=
x

xf  y 1)( 2 −= xxg  

[ ] [ ] [ ]
2

1
11

1
1)(

1)())((
)1(
21

1
11)()())(( 222

22
2

−
=

−−
=

−
==

−

+−
=−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=−==
xxxg

xgfxgf
x

xx
x

xfxfgxfg  

Gráficamente, una función y su 
inversa son simétricas respecto de la 
recta y=x 

 

www.yo
qu

ier
oa

pr
ob

ar.
es



www.selectividad-cgranada.com 

 

 
  Matemáticas Verano 2008  ©  Raúl.G.M.          Página 3 

• Funciones Polinómicas, son de la forma o
n

n
n

n axaxaxaxf ++++= −
− 1

1
1 ......)(  y su dominio es R. 

• Funciones Racionales, son de la forma 
o

n
n

n
n

o
n

n
n

n
bxbxbxb
axaxaxaxf

++++
++++

= −
−

−
−

1
1

1

1
1

1
......
......)(  su dominio es R 

menos los valores que anulan el denominador. 
• Funciones Irracionales, son del tipo ( ) ( )nf x g x= , siendo su dominio: 

• El mismo que el de ( )g x  si n es impar 
• El conjunto de valores reales que hagan ( ) 0g x ≥ si n es par 

• Funciones exponenciales, son de la forma ( )( ) g xf x a= , con a > 0 y a ≠ 1, su dominio es el mismo 
que el de ( )g x . 

 
• Funciones logarítmicas, son de la forma ( ) log ( )af x g x= , con a > 0. Su dominio son los valores 

que hacen ( ) 0g x > . 
 
• Funciones circulares: xxfsenxxf cos)(,)( == , su dominio es . 
 
A partir de estas dos, podemos definir el resto de funciones circulares: 

x
senxxtg
cos

)( = , 
x

x
cos

1)sec( = sus dominios son (2 1),
2

k k Zπ⎧ ⎫
− + ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

senx
xxctg cos)( = ,

senx
xec 1)(cos =  sus dominios son { },k k Zπ− ∈  

 

• Función Valor Absoluto: 
⎩
⎨
⎧

<−

≥
==

0x si f(x)
0x si f(x)

)( xxf   

 
1.5.- Funciones definidas a trozos: 

 
 Decimos que una función está definida a trozos si su 
expresión algebraica depende del intervalo en el que se encuentre 
el número real cuya imagen se quiere calcular. A cada trozo llamaremos rama de la función. 
 
 

1.6.- Limite de una función en un punto: 
 

 Se dice que f tiene en el punto xo el límite l, si lxf
lx

=
→

)(lim  

 Una forma más rápida de calcular este límite es sustituir 
directamente x por el valor xo. 

)()(lim olx
xfxf =

→
 

 
 
1.6.1.- Límites laterales:  Si la función está definida 
a trozos, se dice que f tiene límite en un punto xo si existen 
los límites laterales y estos coinciden: 
 

lxfxfxf
lxlxlx

===
→+→−→

)(lim)(lim)(lim  

 
 
 

Ejemplo 5: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+

<
=

0x si 1x

0x si 1
)(

2
xxf  

Ejemplo 7: Sea 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+

<+
=

0x si 1x

0x si 13x
)( 2xf  

 calcular el límite de f(x) en el punto xo=0 

0)(lim
11lim)(lim

113lim)(lim

02
00

00 =
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=+=

=+=

→
→+→

→−→ xf
xxf

xxf

x
xx

xx  

Ejemplo 6: Sea f(x)=3x, calcular el 
 límite de f(x) en el punto xo=2 

6)2(3lim)(lim
22

===
→→

fxxf
xx
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1.6.2.- Cálculo de límites: 
 

• [ ] )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

+=+   (Si el resultado no es ∞−∞ ) 

• Si λ ∈ , [ ] )(lim·)(·lim xfxf
axax →→

= λλ  

• [ ] )(lim)·(lim)()·(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

=  (Si el resultado no es ∞·0 ) 

• Si 0)(lim ≠
→

xg
ax

; 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

xg

xf

xg
xf

ax

ax
ax

→

→

→
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
 (Si el resultado no es 

0
0 , ⎟

⎠
⎞

∞
∞  

• Si +∞=
→

)(lim xf
ax

; 0
)(lim

1
)(

1lim ==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

→
→ xfxf

ax
ax

 

• Si 0)(lim =
→

xf
ax

; ∞===⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

→
→ 0

1
)(lim

1
)(

1lim
xfxf

ax
ax

 

• Si 0)(lim >
→

xf
ax

; [ ]
)(lim

)( )(lim)(lim
xg

ax
xg

ax
axxfxf →

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

→→
 (Si no resulta ∞∞ 1,0 ,00) 

 
 

1.7.- Límites en el infinito: 

 Cuando ∞→x , una función puede comportarse de diversas maneras: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

±∞=

=

∞→

∞→

)(lim

)(lim

xf

lxf

x

x  

1.7.1.- Límite  finito: 
 

lxf
x

=
∞→

)(lim   Podemos conseguir que f(x) esté tan próximo de l  como queramos, agrandando x. 

 
Operaciones con los límites finitos: 
 
 Si axf

x
=

∞→
)(lim  y bxg

x
=

∞→
)(lim , se cumplen las siguientes relaciones: 

• baxgxfxgxf
xxx

+=+=+
+∞→+∞→+∞→

)(lim)(lim)]()([lim  

• baxgxfxgxf
xxx

−=−=−
+∞→+∞→+∞→

)(lim)(lim)]()([lim  

• baxgxfxgxf
xxx

·)(lim)·(lim)]()·([lim ==
+∞→+∞→+∞→

 

• 
b
a

xg

xf

xg
xf

x

x
x

==
+∞→

+∞→

+∞→ )(lim

)(lim

)(
)(lim    Si b ≠ 0 

• ( ) b
xg

x
xg

x
axfxf x =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= +∞→

+∞→+∞→

)(lim
)( )(lim)(lim    Si f(x) > 0 

• nn
x

n
x

axfxf ==
+∞→+∞→

)(lim)(lim  Si n es impar ó n es par pero f(x) ≥ 0  

• axfxf bxbbx
log)](lim[log)]([loglim ==

+∞→+∞→
 Si b > 0 y f(x) > 0. 

 
 
1.7.2.- Límite infinito 
 

±∞=
∞→

)(lim xf
x

  Podemos conseguir que f(x) sea tan grande ó tan “negativa” como queramos 

simplemente con hacer x  lo suficientemente grande. 
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1.7.3.- Funciones equivalentes en un punto: 
 
 Se dice que las funciones f y g son equivalentes en un punto a (a finito, 

−∞+∞, ), si: 

1
)(
)(lim =

→ xg
xf

ax
 

 
Si en una expresión figura como factor o divisor una función, el límite no varia al 
sustituir dicha función por otra equivalente. 
 
1.7.4.- Cociente de Polinomios: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

<

>∞±

=
++
++

−

−

+∞→
qp Si       
qp Si       0
qp Si    

....'
...'lim

b
a

1

1

qq

pp

x xbbx
xaax  

 
1.8.- Cálculo de Límites: 

 
Sumas Productos Cocientes Potencias 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )∞+=∞−−

∞−=∞−+∞−
∞−=+∞−

∞+=∞++∞+
∞+=+∞+

l

l

 

 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )⎩
⎨
⎧

>∞−

<∞+
=∞−

∞+=∞+∞+
⎩
⎨
⎧

<∞−

>∞+
=∞+

0l  si  
0l  si  

·

·
0l  si  
0l  si  

·

l

l

 

 
 
 
 
 

( )
( )
( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )00
0

0l si 
0

0

=
∞±

∞±=
∞±

≠∞±=

=
∞±

l

l

 

 
 
 

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞+=

=
<<

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

∞+=
>

≠=

<=∞+

>∞+=∞+

=∞+

∞+=∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

l

0l
1l0 Si

0l

l
1l Si

0l   si   1l

0l si 0

0l si 

0

0

l

l

 

 
 
1.9.- Límites indeterminados: 

 

 Existen 7 tipos de inderterminaciones:  ∞−∞  0
0  

∞
∞  00  0)·(±∞  ∞1  0∞  

 
Vamos a explicar como se resuelven algunas de ellas: 
 
 
Tipo ∞−∞  
 La forma de resolverla es efectuar la operación y estudiar la expresión resultante. Si 
aparecen raíces, utilizaremos el conjugado.  
 

 
 

Tipo 0/0  
 Normalmente se da en el cociente de polinomios., para resolverla, tenemos que dividir 
numerador y denominador por la raíz que haga cero el denominador. Si aparecen raíces utilizaremos 
el conjugado. 

0→x  
Sen x X 
tg x X 

Arcsen x X 
Arctg X X 
1 – Cos X X2/2 

1−xe  X 
ln (1 + x) X 

1→x  
ln (x) X – 1 

Sen (X – 1) X - 1 

Ejemplo 8: 

∞=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−

−
−

→ 3
1

)3(
6lim

2

3 xxx
x

x 3
52lim

)3(
6lim

)3()3(
6lim

3

2

3

2

3
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−

−
−

→→→ x
x

xx
xx

xx
x

xx
x

xxx
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)(
)(lim

))((
))((lim

)(
)(lim

1

1

1

1
xQ
xP

cxxQ
cxxP

xQ
xP

cxcxcx →→→
=

−
−

=  

 

 
 

Tipo 
∞
∞

 

Normalmente se da en el cociente de polinomios. La forma de resolverla es comparar los infinitos de 
numerador y denominador. 

 

 
 
Tipo 0·∞  

 Esta indeterminación la transformaremos en una del tipo 
∞
∞

 

 
Tipo ∞1  

 Utilizaremos la “regla del zapato” ó regla del nº e.    ( ) )()·1)(lim()()(lim xgxfxg exf −=  
 

Sabemos que e
x

x

x
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+∞→
......7172,211lim , pues trataremos de convertir límites con 

indeterminación de este tipo en límites de esta forma. 
 

 
 
Estas y el resto de indeterminaciones las resolveremos más delante de otra forma, utilizando la 
regla de L´Hôpital. 
 

1.10.- Continuidad de una función en un punto: 
 
 Sea f una función real definida en un intervalo I, y a un punto de I. Se dice que la función f 
es continua en el punto c si y solo si existe el límite de f en el punto c y éste es igual a f(c).  
 
 Por tanto, una función f es continua en el punto c si se cumple: 

• La función f está definida en c, es decir, existe f(c) 
• Existe )(lim xf

cx →
 

• )()(lim cfxf
cx

=
→

 

Ejemplo 11: 

∞

+∞→
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

− 1
2
7lim

3

2

2 x

x x
x x

x

x

x

x

x

x

x xxx
x

x
x

x
x 3

2

3

22

23

2

23

2

2

2
91lim

2
9

2
2lim

2
92lim

2
7lim ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

−
+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
+

+

+
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−+
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
+∞→+∞→+∞→+∞→

 

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+∞→

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−

+∞→

x
x

x

x

x
x

x

x xx

3·
22

9
9

22

2

9
22

·
22

93

2

9
2

11lim

9
2

11lim 1022
27lim3

22
9lim

===
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−

∞→⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−

∞→ eee x
x

x
x

xx  

Ejemplo 10: 

∞
∞

=
+

−
+∞→ 23

2

2
7lim
xx

x
x

0
2

7lim 23

2
=

+

−
+∞→ xx

x
x

 porque el grado del numerador es menor que el del denominador 

Ejemplo 9: 

0
0

1052
4lim 23

2

2
=

+++

−
−→ xxx

x
x 9

4
5
2lim

)5)(2(
)2)·(2(lim

1052
4lim 222223

2

2

−
=

+

−
=

++

−+
=

+++

−
−→−→−→ x

x
xx
xx

xxx
x

xxx
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 La función f es continua en el punto c si es continua por la derecha y por la izquierda ó si los 
límites laterales coinciden:  )()(lim)(lim cfxfxf

cxcx
==

+→−→
 

Existen cuatro casos de discontinuidad: 
 
f(x) no definida en C  De salto Evitable Asintótica  

    

La función no está definida 
en el punto C 

No coinciden los límites 
laterales de la función en el 

punto C. 

No coincide el límite de la 
función en el punto C, con el 

valor de la función en el 
punto C. 

No existe alguno de los 
límites laterales de la 
función en el punto C. 

Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: 

⎩
⎨
⎧

=

≠−
=

2x si      4
3x si  2x

)(xf  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+

<−
=

2x si 2x

2x si 13x
)( 2xf  

⎩
⎨
⎧

=

≠−
=

1x si 4
1x si 13x

)(xf  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤
=

0x si 
x
1sen

0x si x
)(xf  

?)3( =f  
62lim)(lim

513lim)(lim

2
22

22

=+=

=−=

→+→

→−→

xxf

xxf

xx

xx  213lim)(lim
4)1(

11
=−=

=

→→
xxf

f

xx
 +∞==

==

→+→

→−→

x
senxf

xxf

xx

xx
1lim)(lim

0lim)(lim

00

00

 
 
Todas las funciones elementales descritas con anterioridad son continuas en su dominio de 
definición, excepto: 

• Funciones Racionales: Son discontinuas en los puntos que no son del dominio, es decir, 
donde Q(x)=0. Las discontinuidades son de tipo asintótico o evitables, en ningún caso 
pueden ser de salto. 

 
• Funciones Trigonométricas: La tangente, la secante, la cosecante y la cotangente 

presentan discontinuidades asintóticas en los puntos que no son de su dominio. 
 

• Funciones a trozos: Se debe estudiar la continuidad de cada rama en su dominio, y la 
continuidad en el punto donde cambiamos de rama, donde puede aparecer una 
discontinuidad de salto. 

 
1.11.- Propiedades de las funciones contínuas: 

 
Sean  f y g  dos funciones contínuas en un punto c, entonces:  
 

 gf +  es una función contínua en c. 
 f·λ  es una función contínua en c. 

 
g
f   es una función contínua en c, si 0)( ≠cg  

 f  es una función contínua en c. 
 

1.12.- Continuidad en un intervalo: 
 
 La función f es continua en el intervalo I=(a,b) si es continua en todo punto de (a,b). 
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 La función es contínua en el intervalo I=[a,b] si es continua en todo punto de (a,b), continua 
por la derecha en el punto a y continua por la izquierda en el punto b. 
  

 Las funciones polinómicas son continuas en todo intervalo real. 
 Las funciones racionales son continuas en un todo intervalo real donde no aparezcan las 

raíces del denominador. 
 Las funciones trigonométricas sen(x), cos(x)  son continuas en todo intervalo real. 
 Las funciones tg(x), sec(x) son continuas en todo intervalo real donde cos(x) ≠ 0. 
 Las funciones ctg(x), cosec(x) son continuas en todo intervalo real donde sen(x) ≠ 0. 
 La función exponencial, xa con a > 0 es continua en todo intervalo real. 
 La función logarítmica, )(log xa  con a > 0 es continua en el intervalo ( )+∞,0  

 
1.13.- Teorema de Weiertrass: 

 
 Si una función es contínua en un intervalo I=[a,b], cerrado y acotado, entonces alcanza en él, 
al menos una vez su máximo y mínimo absolutos. 
 

1.14.- Teorema de los Ceros de Bolzano: 
 
 Si una función f contínua en un intervalo [a,b] cambia de signo, es decir f(a)·f(b)<0, existe al 
menos un punto c del intervalo en el que la función vale 0. 
 

 
 

Geométricamente, el teorema establece que si dos puntos (a,f(a)) y (b,f(b)) de la 
gráfica de una función continua están situados en diferentes lados del eje X, 
entonces la gráfica corta al eje X en algún punto entre a y b. Por supuesto que 
pueden existir varios puntos de corte con el eje X. 
 
 

 
 
 
 

f contínua en [a,b], y f(a)·f(b)<0,  ∃ c∈ (a,b) en el que f(c)=0 

Ejemplo 12: Calcular a y b para que la función definida por 

2  si x 0
( )   si  0 x 1

1 ln  si  x 1

xxe
f x ax b

x x  

⎧ ≤
⎪⎪= + < <⎨
⎪ + ≥⎪⎩

  sea continua 

 La función f es una función definida a trozos compuesta por tres ramas, la primera rama es el producto de una 
polinómica por una exponencial, que es contínua, porque las funciones exponenciales y las polinómicas son siempre 
contínuas, la segunda rama es una función polinómica, y por tanto contínua, la tercera rama es la composición de una 
polinómica y una logarítmica, que está bien definida porque x>1, así que también es contínua siempre, por tanto esta 
función solo puede tener problemas de continuidad en los puntos en los que cambia de rama. O sea en x=0 y x=1. 
Estudiemos esos puntos: 

Una función es contínua en un punto x=a si ocurre:
( )

lim ( )

lim ( ) ( )
x a

x a

f a
f x

f x f a
→

→

⎧
∃⎪⎪∃⎨
⎪

=⎪⎩

 

En x=0: 
 (0) 0f = ; 

0
lim ( )

x
f x b

+→
= ; 

0
lim ( ) 0

x
f x

−→
=    Por tanto para que f sea contínua en cero b=0. 

 
En x=1: 
 (1) 1f = ; 

1
lim ( ) 1
x

f x
+→

= ; 
1

lim ( )
x

f x a b
−→

= +    Por tanto para que f sea contínua en uno, a+b=1. 

 
Y para que la función sea contínua, se han de cumplir las dos condiciones, por tanto f es contínua si b=0 y a=1. 
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1.15.- Ejercicios: 
 

1.- Determinar el valor de a para que: 21lim 2 =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++

+∞→
xaxx

x
 

2.- Calcular: ( )xaxx
x

−+
+∞→

lim  

3.- Calcular el límite de la función 2
cos1)(
x

xxf −
= , en el punto 0, en el punto 1 y en +∞  

4.- Calcular el siguiente límite:  
x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+∞→ 12
32lim  

5.- Calcular el valor de la constante c para que e
x

x cx

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+∞→

3lim  

6.- Estudiar en el cuerpo real la continuidad de la función definida por: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+

≤
+=

0x  si  1x

0x si  
1)(

2

x

x

e
e

xf  

7.- Determinar a y b para que la función real f, definida por 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−+

≤+
=

0x  si   )1(
x

senx3a

0x  si   cos)(

2

xb

xbaexf
x

xsen

 sea 

continua en la recta real. 
 

8.- Probar que la función definida por 
87

1)( 3

2

−+
+

=
xx

xxf  no es continua en x=1. Indicar que tipo de 

discontinuidad presenta. 
 
9.- Usando el teorema de Bolzano, demostrar que la ecuación 053 =−+ xx tiene al menos una 
solución xo tal que 1<xo<2. 
 
10.- Sea ℜ→− ]3,1[:f , la función definida por: 4)( 2 −= xxf  

a) Es f contínua en [1,-3]? 
b) Enuncia un teorema en virtud del cual se puede afirmar que la función f alcanza sus extremos 
absolutos en el intervalo [-1,3]. 
 

11.- Enunciar el teorema de bolzano. Sea la función 
2
1)(

+
−

=
x
xxf . Se tiene que f(-3)=4 y f(-1)=-2, 

pero la gráfica de f no corta el eje de abcisas en el intervalo [-3,-1]. Razonar si esto contradice el 
teorema de Bolzano. 
 
12.- Probar que las gráficas xxf ln)( =   y  xexg −=)( se cortan en algún punto del intervalo [1,e]. 
 

1.16.- Soluciones: 
 

1.- Determinar el valor de a para que: 21lim 2 =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++

+∞→
xaxx

x
 

 
Tenemos una indeterminación del tipo ∞−∞ , por tanto vamos a multiplicar y dividir por el 
conjugado: 
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21

1lim
1

1lim
1

11
lim

22

22

2

22
a

xaxx
ax

xaxx
xaxx

xaxx

xaxxxaxx

xxx
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++

+
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++

−++
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++

+∞→+∞→+∞→

 
De donde 4=a . 
 
 

2.- Calcular: ( )xaxx
x

−+
+∞→

lim  

Como tenemos ∞−∞ , multiplicamos y dividimos por el conjugado: 

( ) =
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+=−+

+∞→+∞→+∞→ xaxx

xaxxxaxx
xaxxxaxx

xxx 2

22
2

·
limlimlim  

2
limlim

22

22 a
xaxx

ax
xaxx

xaxx
xx

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++

−+
=

+∞→+∞→
 

 

3.- Calcular el límite de la función 2
cos1)(
x

xxf −
= , en el punto 0, en el punto 1 y en +∞  

En x = 0: 

2
1cos1lim 2 =

−
→ x

x
ox

 

 
En x = 1: 

1cos1cos1lim 21
−=

−
→ x

x
x

 

 
En ∞=x : 

0cos1lim 2 =
−

+∞→ x
x

x
,  

 
porque la función 1-cosx es una función acotada entre 0 y 2, y el denominador tiende a +∞ cuando x 
tiende a +∞ . 
 

4.- Calcular el siguiente límite:  
x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+∞→ 12
32lim  

 
Utilizando la regla del “zapato” , tenemos que: 

212
4lim·

12
1232lim·1

12
32lim·1

12
32lim

12
32lim eeeee

x
x x

x
x

x
x

xx
x

x
x
x

x
x

x
x

x
x

x
=====⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−+

+∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

+∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

+∞→

+∞→
 

 

5.- Calcular el valor de la constante c para que e
x

x cx

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+∞→

3lim  

Utilizando la regla del “zapato”: 

c
c

x
cx

xx
cx

x
x

x
cx

x
eeee

x
x 3

3lim3lim13lim3lim ====⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + +∞→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+

+∞→

+∞→
  

3
1

=c  
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6.- Estudiar en la continuidad de la función definida en R por: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+

≤
+=

0x  si  1x

0x si  
1)(

2

x

x

e
e

xf  

 La función f es una función definida a trozos compuesta por dos ramas, la primera rama es el 
cociente de dos funciones exponenciales, que es contínua, porque las funciones exponenciales son 
siempre contínuas y 1+xe  es siempre distinto de cero, la segunda rama es una función polinómica, y 
por tanto contínua, por tanto esta función solo puede tener problemas de continuidad en el punto en 
el que cambia de rama. O sea, en x=0. Estudiemos ese punto: 

La función es contínua en el punto x=0 si ocurre:

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

∃

∃

→

→

)0()(lim

)(lim
)0(

0

0

fxf

xf
f

x

x
 

 

2
1)0( =f ; 1)(lim

0
=

+→
xf

x
; 

2
1)(lim

0
=

−→
xf

x
   Por tanto la función no es contínua en x=0. 

 
Así que la función f(x) es una función contínua en { }0−ℜ , donde presenta una discontinuidad de 
salto. 
 

7.- Determinar a y b para que la función real f, definida por 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−+

≤+
=

0x  si   )1(
x

senx3a

0x  si   cos)(

2

xb

xbaexf
x

xsen

 

sea continua en la recta real. 
 Para que está función sea contínua en toda la recta real, tiene que ser contínua en todos los 
puntos de la recta real, pero vemos que para x=0, la función no está definida, así que como no es 
contínua en x=0, no puede ser contínua en toda la recta real, y por tanto no existen a y b que hagan 
que esta función sea contínua. 
 

8- Probar que la función definida por 
87

1)( 3

2

−+
+

=
xx

xxf  no es continua en x=1. Indicar que tipo 

de discontinuidad presenta. 
 
Lo primero es factorizar el denominador, y para ello utilizamos la regla de Ruffini.  

)8)(1(87 23 ++−=−+ xxxxx , por tanto la función: 

)8)(1(
1

87
1)( 2

2

3

2

++−
+

=
−+

+
=

xxx
x

xx
xxf  

La función no está definida en x=1, por tanto no es contínua, presenta una discontinuidad de segunda 
especie, llamada discontinuidad asintótica. 
 

9.- Usando el teorema de Bolzano, demostrar que la ecuación 053 =−+ xx tiene al menos una 
solución xo tal que 1<xo<2. 
 
 El teorema de Bolzano dice que si tenemos una función definida en un intervalo [a,b] cerrado 
y acotado, en el que la función es contínua y además cambia de signo, entonces esta función pasa por 
el cero: ] [ 0)(/, =∈∃ cfbac . 
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Por tanto si definimos la función 5)( 3 −+= xxxf  en el intervalo [1,2], como la función es contínua 
en dicho intervalo por ser polinómica, y además: f(1)=-3 y f(2)=5, entonces vemos que cambia de 
signo, entonces según bolzano:  ] [ 0)(/2,1 =∈∃ cfc . 
 
Por lo que podemos asegurar que la ecuación 053 =−+ xx  tiene al menos una solución xo tal que 
1<xo<2 
 

10- Sea ℜ→− ]3,1[:f , la función definida por: 4)( 2 −= xxf  

a) Es f contínua en [-1,3]? 
b) Enuncia un teorema en virtud del cual se puede afirmar que la función f alcanza sus extremos 

absolutos en el intervalo [-1,3]. 
 
La función f(x) es la composición de la función valor absoluto y una función polinómica, por tanto es 
contínua porque ambas son contínuas y la composición de funciones también lo es.  
Así que si f es contínua en todo R, también lo será en el intervalo [-1,3]. 
 
El teorema que me asegura que una función alcanza sus extremos absolutos en un intervalo es el 
teorema de Weiertrass: “Una función f contínua en un intervalo cerrado y acotado [a,b], alcanza en 
este intervalo, al menos una vez su máximo y mínimo absolutos”. 
 

11- Enunciar el teorema de Bolzano. Sea la función 
2
1)(

+
−

=
x
xxf . Se tiene que f(-3)=4 y f(-1)=-

2, pero la gráfica de f no corta el eje de abscisas en el intervalo [-3,-1]. Razonar si esto 
contradice el teorema de Bolzano. 
 
 El teorema de Bolzano dice:  “Sea f una función definida en un intervalo [a,b] cerrado y 
acotado, en el que la función es contínua y en el que además la función cambia de signo, entonces 
esta función pasa por el cero: ] [ 0)(/, =∈∃ cfbac ” 
 
No contradice el Teorema de Bolzano, porque este teorema exige que la función sea contínua en el 
intervalo, y esta función no es contínua en [-3,-1], porque en x=-2 no está definida, y por tanto no es 
contínua. 
 

12.- Probar que las gráficas xxf ln)( =   y  xexg −=)( se cortan en algún punto del intervalo 
[1,e]. 
 
Lo que hacemos es crear una nueva función xexxgxfxh −−=−= ln)()()( , en los puntos donde 
h(x)=0, son los puntos en los que las gráficas de las funciones f y g se cortan. 
 
Así que estudiamos la función xexxh −−= ln)(  en el intervalo [1,e]. 
 
La función h(x) es un función contínua por se la diferencia de dos funciones que son contínuas en 
[1,e]. Veamos si h(x) cambia de signo en este intervalo: 

e
h 1)1( −=  y 011)( >−= ee

eh , por tanto vemos que la función cambia de signo. Entonces según el 

teorema de Bolzano ] [ 0)(/, =∈∃ chbac , bien pues si 0)()()( =−= cgcfch , entonces ocurre que 
)()( cgcf = , y el punto c es el punto de corte de ambas funciones. 
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2.1.- Derivada de una función en un punto: 
 
 Sea la función f definida en un entorno xo, decimos que la función f es derivable 

en el punto xo si existe el límite de 
o

o
xx

xfxf
−
− )()( cuando la función tiende a xo. 

 

 
 
Si la función es derivable en xo, al límite anterior se le llama derivada de la función f en el 

punto xo, y se simboliza por f’(xo) o por 
oxdx

df
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ . 

 

o

o

oxx
oo

ho xx
xfxf

h
xfhxfxf

−
−

=
−+

=
→→

)()(lim)()(lim)('
0

 

 

 
 

• La función f es derivable por la derecha si existe el límite por la derecha de 

o

o
xx

xfxf
−
− )()(  cuando la función tiende a xo. La derivada por la derecha se 

simboliza por f’(xo
+). 

 
• La función f es derivable por la izquierda si existe el límite por la izquierda de 

o

o
xx

xfxf
−
− )()(  cuando la función tiende a xo. La derivada por la izquierda se 

simboliza por f’(xo
-). 

 
 
Por tanto la función f es derivable en xo si existen los límites por la izquierda y por la 
derecha y ambos coinciden. 
 

h
xfhxf

h
xfhxf

h
xfhxfxfxfxf oo

h
oo

h
oo

h
ooo

)()(lim)()(lim)()(lim)(')(')('
000

−+
=

−+
=

−+
===

→+→−→

+−

 

Ejemplo 1: Hallar la derivada de :f →  definida por 2( )f x x=  en el punto xo = a 
 

   
2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) 2 2'( ) lim lim lim lim lim 2 2
h h h h h

f a h f a a h a a h ah a h ahf a h a a
h h h h→ → → → →

+ − + − + + − +
= = = = = + =  

Tema 2:    Derivadas, Técnicas de Derivación 

f derivable en xo  
o

o

oxx xx
xfxf

−
−

∃
→

)()(lim  

Ejemplo 2: Estudiar la derivabilidad en 0 y -1 de la función :f →  definida por: 
 

2

0
( ) 1 0

2 1 1

senx si x
f x x si x

x si x

⎧ ≥
⎪= − < <⎨
⎪− − ≤ −⎩
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2.2.- Recta tangente a la curva en un punto. 
 
El cálculo de la derivada de una función en un 
punto a, nos permite escribir la ecuación de la 
recta tangente a la gráfica en el punto de 
abscisas a, utilizando la ecuación punto 
pendiente: 

baxmy +−= )(  
 

Donde m es la pendiente de la recta 

 y b la ordenada en el origen.          
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

)(
)('

afb
afm

 

 

 
 
 

2.3.- Relación entre continuidad y derivabilidad 
 

Una función f es derivable en un punto xo, si f es contínua en dicho punto.  
 

  
 

Hay funciones contínuas que no son derivables, por ejemplo la función valor absoluto, en 
general las funciones que tienen picos no son derivables en los picos. 

 
2.4.- Significado gráfico de la derivada: Suavidad. 
 

• Una función f es continua en un punto, xo,  si su gráfica atraviesa dicho punto. 
• Una función f es derivable en un punto, xo, si su gráfica lo atraviesa con suavidad, 

es decir, la gráfica de f no presenta “picos”. 
• Una función no es derivable: 

 
→ En los puntos angulosos. 
→ En los puntos de tangente vertical. 
→ En los puntos de discontinuidad. 

 
 
 

0 0 0 -

2 2

00 0 0

(0 ) (0) ( ) (0) ( )'(0 ) lim lim lim 1
f'(0 ) f'(0 ) 

(0 ) (0) ( ) (0) f no es derivable en x 0'(0 ) lim lim lim lim( ) 0

h h h

hh h h

f h f sen h sen sen hf
h h h

f h f h sen hf h
h h h

+ + +

− − −

+

→ → → +

−

→→ → →

⎫+ − −
= = = = ⎪

⎪ ≠
⎬

+ − − =⎪= = = = = ⎪
⎭

 

2

-
00 0

0 00

( 1 ) ( 1) ( 1 ) ( 2 1 1)'(1 ) lim lim lim 2 2 f'(-1 ) f'(-1 ) 
( 1 ) ( 1) [ 2( 1 ) 1] [ 2( 1) 1] f es derivable en x -1'(1 ) lim lim lim 2 2

hh h

h hh

f h f h xf h
h h

f h f hf
h h

+ +

−

+
+

→→ →

−

→ →→

⎫− + − − − + − − − −
= = = − + = − ⎪ =⎪

⎬
− + − − − − + − − − − − =⎪= = = − = − ⎪⎭

 

Ejemplo 3: Calcular la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f(x) = x2 – 2x + 2 en el punto de abscisa x=0. 
 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=

=

2)0'(
2)0(

f
f

  La ecuación de la recta tangente es:  y = 2x-2 

f derivable en xo  f contínua en xo f no contínua en xo  f no derivable en xo 
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2.5.- Calculo de derivadas: 
 

Si f y g son funciones derivables en a, entonces K·f, f±g, f·g son funciones derivables en a. 
 

( · )'( ) · '( )
( )( ) '( ) '( )
( · )'( ) '( )· ( ) ( )· '( )

k f a k f a
g f a g a f a
f g a f a g a f a g a

=
± = +

= +
 

 

Si además g(a) ≠ 0, entonces 
g
fy

f
    1  son derivables en a. 

2

'

)]([
)(')(1

ag
aga

f
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  2

'

)]([
)(')·()()·(')(

ag
agafagafa

g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
Si g derivable en a y f derivable en g(a)  gf  es derivable en a  
 

)(')]·(['])'([()()'( agagfagfagf ==    (Regla de la Cadena) 
 

2.6.- Función derivada: 
 
 Si una función f(x) es derivable en su dominio, es posible definir una nueva función que 
asocie a cada número real del dominio la derivada de la función en ese punto. 
 
 Esta función se llama función derivada o simplemente derivada. 
 

h
xfhxfxf

h

)()(lim)('
0

−+
=

→
 

 

 
 

 
2.7.- Derivadas de las funciones elementales: 

 

 
dx
d (K) = 0 

 
dx
d (X) = 1 

 
dx
d  (Xk) = kXk-1 

 
dx
d  ( x ) = 

x2
1  

 
dx
d  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
x
1 = 2

1
x
−  

 
dx
d  (Sen X) = Cos X 

 
dx
d  (Cos X) = -Sen X 

 
dx
d  (g(h(X))) = g'(h(X)) @ h'(X) 

 
dx
d  (ln u) = 

u
u'  

 
dx
d  (log a u ) =  

u
u

a
'·

ln
1  

 [f(X) @ g(X)]’ =  f'(X)@g(X) + f(X)@g'(X) 

 
dx
d  ( f(X) + g(X)) =  f'(X) + g'(X) 

 
dx
d  (tg(X)) = 1 + tg²(X) ,    1/Cos²(X) 

 
dx
d  (eu) = eu @ u' 

Ejemplo 4:  Calcular la función derivada de f(x) = X4 

4 4 4 3 2 2 3 4 4

0 0 0
3 2 2 3 3

0

( ) ( ) ( ) ( ) 4 6 4'( ) lim lim lim

lim 4 6 4 4
h h h

h

f x h f x x h x x x h x h xh h xf x
h h h

x x h xh h x
→ → →

→

+ − + − + + + + −
= = = =

= + + + =
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dx
d  (au) = au@ln a@u' 

 
dx
d (arcSen (u)) = '·

1
1

2
u

u−
  

 
dx
d  (arcCos (u)) = '·

1
1

2
u

u−
−   

dx
d  (arctg(u)) = 21

'
u

u
+

 

 
dx
d  (arcCtg(u)) = 21

'
u
u
+
−  

 
uCou

usen
uuuctguctg

dx
d

2

2
2

sec'·

''))·(1()((

−=

=
−

=+−=   

 
dx
d  (f-1)(X) =

))(('
1
1 xff −   

 
dx
d  (sec(X)) = tg (X)@sec (X) 

 
dx
d  (cosec(X)) = -cotg (X)@cosec(X) 

 
dx
d  Sh u = u'@ Ch u  

 
dx
d  Ch u = u'@ Sh x 

 
dx
d th u = u'@ Sech² u  

 
dx
d  Ctgh u = -u'@ Cosech² u 

 
dx
d  Sech u = -u'@ Sech u tgh u  

 
dx
d  Cosech u = -u'@ Cosech u @ Ctgh u 

  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=

u
vuuvuu

dx
d vv ''·ln)(  

 
  
· Ejemplo de derivación logarítmica: 
 

12)( += xxxf   xxxf )·ln12()](ln[ +=  
 

Derivamos: 
x

xx
xf
xf 1)·12(ln2

)(
)(' +

+=  

 

Despejamos: 
x

xxxfxf 1)·12(ln2)·()(' +
+=  

  

Sustituimos: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+= +

x
xxxxf x 12ln2·)(' 12  

 
  

 
2.8.- Derivabilidad de una función en un intervalo: 

 
 Decimos que : ,f a b⎤ ⎡ →⎦ ⎣  es una función derivable en (a,b), si es derivable en todo 

punto xo de (a,b). 
 
 Decimos que : ,f a b⎡ ⎤ →⎣ ⎦  es una función derivable en [a,b], si es derivable en todo 

punto xo de (a,b) y es derivable en a por la derecha y en b por la izquierda. 
 
 
2.9.- Derivadas sucesivas: 

 Se llama derivada segunda de f con respecto a x, y se simboliza f’’(x) ó ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
2

2

dx
fd , a la 

derivada de la función f’(x). 
 
De forma más general, se llama derivada n-ésima (o derivada de orden n) de f y se simboliza 

por f(n ó ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n

n

dx
fd  a la derivada de la función f(n-1. 

 

 
 

Ejemplo 5: Calcular la derivada tercera de la función  f(x)=x4  

 
3'( ) 4f x x=     2''( ) 12f x x=       '''( ) 24f x x=  
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2.10.- Ejercicios: 
 
1.- A partir de la definición de derivada de una función en un punto, calcular la derivada de las 
funciones f(X)=3X, en xo=1, y 5)( −= xxg en xo=9. 
 

2.- Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la función 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

0x si       0

0x si 
1)( 1

xe

x
xf  en xo=0. 

 
3.- Sea k un número real y f una función real definida sobre R, mediante  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠+
=

0x si 0

 0x   si   1
)(

2 kx
x

senxxf  

a) Calcular la derivada de f en el punto xo=0 
b) Calcular la función derivada 

 

4.- Estudiar la derivabilidad de la función 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>+−

≤<

≤+

=

1x si    13

1x1-   si                  2
-1x  si           53

)(
2 xx

x
xf  

 

5.- Calcular a y b para que la función 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+

<−
=

-1x si  

-1x si 
)(

2

3

bxax
xx

xf    sea derivable. 

 
6.- Calcular las derivadas de las funciones: 

( ) xArcsenxxfxxfxtgxf
xsen

xxf
2cos42

2

3
)(1)(

2
)()( =+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==  

 
7.- Derivar y simplificar: 

2
2

1
4

·
4
1

2
)(

1
1)( xxArcsenxxxfArctgx

x
xArctgxf −+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−

−
+

=  

 
8.- Calcular la derivada n-ésima de la función xexf 2)( =  
 
9.- Hallar un punto del intervalo [0,1], donde la tangente a la curva 21)( xxxf −+= , sea 
paralela al eje de abscisas. 
 

10.- Hallar los puntos en los que la tangente a la curva 13
3

)( 2
3

+−−= xxxxf  sea: 

a) Paralela el eje OX 
b) Paralela a la recta: 35)( += xxg  

c) Perpendicular a la recta: 1
3

)( +=
xxh   

 
11.- Halla el punto de la curva )1ln()( 2xxf += en el que la tangente es perpendicular a la 
tangente trazada por el punto de abscisa x=1. 
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2.11.- Soluciones: 
 
1.- A partir de la definición de derivada de una función en un punto, calcular la derivada de 

las funciones f(X)=3X, en xo=1, y 5)( −= xxg en xo=9. 
 

33lim
1

)1(3lim
1
33lim

1
)1()(lim)1('

1111
==

−
−

=
−
−

=
−
−

=
→→→→ xxxx x

x
x
x

x
fxff  

 

4
1

25
1lim

)25)(9(
9lim

)25)(9(
)25)·(25(lim

9
25lim

9
25lim

9
)9()(lim)9('

99

9999

=
+−

=
+−−

−

=
+−−

+−−−
=

−
−−

=
−

−−
=

−
−

=

→→

→→→→

xxx
x

xx
xx

x
x

x
x

x
fxff

xx

xxxx
 

 

2.- Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la función 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

0x si       0

0x si 
1)( 1

xe

x
xf  en xo=0. 

Lo primero es estudiar la continuidad: 
 

f(0)=0; 00

1
lim 1

0
=

∞+
=

+
+→ xx e

x 0
1
0

1
lim 1

0
==

+
−→ xx e

x , por tanto la función es contínua en x=0. 

 
Veamos ahora si es derivable: 

0
1

1lim1lim)0()(lim 1
0

1

00
=

+
=+=

−
+→+→+→ xx

x

xx ex
e

x

x
fxf  

1
1

1lim1lim)0()(lim 1
0

1

00
=

+
=+=

−
−→−→−→ xx

x

xx ex
e

x

x
fxf  

 
Vemos que las derivadas laterales en x=0 no coinciden, por tanto la función f(x) no es 
derivable en este punto. 
 
Así que la función es contínua en cero, pero no es derivable. 
 

3.- Sea k un número real y f una función real definida sobre R, mediante  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠+
=

0x si 0

 0x   si   1
)(

2 kx
x

senxxf  

c) Calcular la derivada de f en el punto xo=0 
d) Calcular la función derivada 

 

a) kk
x

xsen
x

kx
x

senx

x

kx
x

senx

x
fxff

xxxx
=+=

+
=

−

−+
=

−
−

=
→→→→

1lim

1

lim
0

01

lim
0

)0()(lim)0('
0

2

0

2

00
 

b) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
0x si  

 0k si  1·1cos12
)(' 2

2

k

k
xx

x
x

xsen
xf  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
0x si  

 0k si  1cos12
)('

k

k
xx

xsen
xf  

 

4.- Estudiar la derivabilidad de la función 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>+−

≤<

≤+

=

1x si    13

1x1-   si                  2
-1x  si           53

)(
2 xx

x
xf  

 Para que una función sea derivable en un punto, antes ha de ser contínua, vemos a 
simple vista que la función f(x) es contínua en x=-1 porque sus límites laterales coinciden y 
ambos coinciden con el valor de la función en el x=-1, veamos si es derivable en este punto: 
 

3
1

)1(3lim
1

253lim
1

)1()(lim)1('
111

=
+
+

=
+
−+

=
+

−−
=−

−−→−−→−−→

−

x
x

x
x

x
fxff

xxx
 

0
0

1
0lim

1
22lim

1
)1()(lim)1('

111
=

+
=

+
−

=
+

−−
=−

−−→+−→+−→

+

xxx
fxff

xxx
  Indeterminado. 

 
Por tanto la función no es derivable en x=-1 
 
Veamos en x=1, Veamos a simple vista que los límites laterales no coinciden, por la izquierda es 
2 y por la derecha es -1, por tanto la función no es contínua, y por tanto tampoco es derivable 
en x=1. 
 
Así que podemos decir que la función no es derivable ni en x=-1, ni en x=1. En los restantes 
puntos de R si es contínua y derivable, por ser una función definida a trozos con tres ramas 
ambas polinómicas. 
 

5.- Calcular a y b para que la función 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+

<−
=

-1x si  

-1x si 
)(

2

3

bxax
xx

xf    sea derivable. 

 
Como ya sabemos, para que una función sea derivable, ha de ser contínua, por tanto: 

babxaxxf

xxxf

xx

xx

−=+=

=−=

+−→+−→

−−→−−→

2

11

3

11

lim)(lim

0lim)(lim
     Para que sea contínua, a=b 

 
Veamos si es derivable: 
 
Vamos a calcular las derivadas laterales en x=-1: 
 

2)1(lim
1

)1)(1(lim
1

lim
1

)1()(lim)1('
11

3

11
=−=

+
−+

=
+

+−−
=

+
−−

=−
−−→−−→−−→−−→

− xx
x

xxx
x

baxx
x

fxff
xxxx

 

babxa
x

xbxxa
x

babxax
x

fxff

x

xxx

+−=+−

=
+

++−+
=

+
+−+

=
+

−−
=−

+−→

+−→+−→+−→

+

2)1(lim
1

)1()1)(1(lim
1

lim
1

)1()(lim)1('

1

1

2

11  

 
Y para que sea derivable ambas derivadas han de ser iguales. Por tanto: 
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⎩
⎨
⎧

=+−

=

22 ba
ba

  a=b=-2            Por tanto f es derivable para a=b=-2 

 
6.- Calcular las derivadas de las funciones: 

( ) xArcsenxxIxxhxtgxg
xsen

xxf 2cos42
2

3

)(1)(
2

)()( =+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==  

 

xsen
xsenxxsenx

xsen
xsenxxxsenxxf 4

322

4

322 )2(3cos2·)(3)(' −
=

−
=  

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
1·

22
1·

2
1·

2
2)(' 22 xtgxtgxtgxtgxg  

4

3
3

4 1
24·

12
1)('

x
xx

x
xh

+
=

+
=  

 
Para la última aplicaremos derivación logarítmica: 
 

xArcsenxxI 2cos)ln())(ln( =   )·ln())(ln( 2 ArcsenxxCosxI =  
Derivamos: 

x
xarcsenx

arcsenxxsenx
xI
xI 2

2
cos

1
1·1)·ln(·cos·2

)(
)('

−
+=  

Operamos y despejamos I(x): 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+=

2

2

1
1·cos)·ln(2)·()('
xarcsenx

xarcsenxxsenxIxI  

De donde: 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+=

2

22cos

1
1·cos)·ln(2·)('
xarcsenx

xarcsenxxsenArcsenxxI x  

 
 
7.- Derivar y simplificar: 

2
2

1
4

·
4
1

2
)(

1
1)( xxArcsenxxxgArctgx

x
xArctgxf −+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−

−
+

=  

 

0
1

1
1

1
1

1
)1(

2·

21
)1(2

1

1
1

)1(
2·

21
)21()21(

1
1

1
)1(

)1()1(·

1
11

1)('

2222

2

2

22

2

22222

=
+

−
+

=
+

−
−

+−
+

=

=
+

−
−

+−
++++−

=
+

−
−

++−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+

=

xxxx
xx

x

xx
xx

xxxxxx
xx

x
x

xf

 

 

xarcsenx
x

xxxxarcsenx
x

xx
x

xxarcsenx

x
x

xx
x

xxarcsenxxg

=
−

−−+−
+=

−
−

−
+

−

−
+

=−
−

+−+
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

2

222

2

22

2

2

2
2

2

2

14
)1()12(

144
1

14
12

)2·(
12
1·

4
1

4
1

1
1·

4
1

2
)('

 

 

www.yo
qu

ier
oa

pr
ob

ar.
es



www.selectividad-cgranada.com 

 

 
      Matemáticas Verano 2008 © Raúl G.M.   21

8.- Calcular la derivada n-ésima de la función xexf 2)( =  
Empezamos calculando la primera derivada: 

xexf 22)(' =  
Calculamos la segunda: 

xx eexf 222 22·2)('' ==  
Calculamos la tercera: 

xx eexf 2322 22·2)(''' ==  
Por lo tanto cabe esperar que la derivada n-ésima sea: 

xnn exf 2) ·2)( =  
Vamos a demostrarlo por inducción: 
 

Sea xnn exf 2) ·2)( = , entonces xnn exf 21)1 ·2)( ++ = , vamos a ver: 
xnxnxnnn eee

dx
dxf

dx
dxf 2122))1 ·22·22)()( ++ ====  

 
Por tanto queda demostrado que: xnn exf 2) ·2)( =  
 
9.- Hallar un punto del intervalo [0,1], donde la tangente a la curva 21)( xxxf −+= , 
sea paralela al eje de abscisas. 
 
Si la recta tangente es paralela al eje de abscisas, es porque su pendiente es cero, entonces 
en ese punto la derivada es cero: 

0)(' =cf  
Calculamos la derivada f(x): 

ccf 21)(' −=  
Y tiene que ser igual a cero. 

0)(' =cf   021 =− c  
2
1

=C  

 
Vemos que el punto donde la curva de f(x) tiene una tangente de pendiente cero, o paralela al 
eje OX, es en el x=0,5, que por supuesto pertenece al intervalo [0,1]. 
 

10.- Hallar los puntos en los que la tangente a la curva 13
3

)( 2
3

+−−= xxxxf  sea: 

a) Paralela el eje OX 
b) Paralela a la recta: 35)( += xxg  

c) Perpendicular a la recta: 1
3

)( +=
xxh   

a)  Si la recta tangente es paralela al eje OX, entonces su pendiente es cero. m=0. 
 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−−=

=

32)('
0)('

2 cccf
cf

 022 =−− ccc   
⎩
⎨
⎧

=

−=

3
1

c
c

 

 
Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes paralelas al eje Ox en los puntos x=-1 y x=3. 
 

b) Si la recta tangente es paralela a otra, entonces su pendiente es la misma que la de 
esta otra recta. Por tanto aquí m=5. 
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Así que: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−−=

=

32)('
5)('

2 cccf
cf

 5322 =−− cc   0822 =−− cc   
⎩
⎨
⎧

−=

=

2
4

c
c

 

 
Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes paralelas a la recta y=5x+3 los puntos x=-2 y 
x=4. 
 

c) Si la recta tangente es perpendicular a otra recta, entonces su pendiente es la 
opuesta de la inversa, es decir: Si como en este caso la pendiente de la recta es 

3
1

=m , lo que hacemos es invertirla: 3'=m , y después le cambiamos el signo: 3'' −=m . 

Por tanto: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−−=

−=

32)('
3)('
2 cccf

cf
 3322 −=−− cc   022 =− cc   

⎩
⎨
⎧

=

=

2
0

c
c

 

 

Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes perpendiculares a la recta 1
3
+

x  en los 

puntos x=0 y x=2. 
 

11.- Halla el punto de la curva )1ln()( 2xxf += en el que la tangente es perpendicular a la 
tangente trazada por el punto de abscisa x=1. 
 
En este ejercicio lo primero es calcular la recta tangente en el punto x=1. 
 

Calculamos f’(1): 21
2)('

x
xxf

+
=  1

2
2)1(' ==f , por tanto la pendiente de la recta tangente en 

x=1 es m=1. 
 
Como dicen que es perpendicular, la invertimos y le cambiamos el signo: 1' −=m  
Así que: 
 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+
=

−=

21
2)('

1)('

c
ccf

cf
 1
1

2
2 −=

+c
c   212 cc −−=   0122 =++ cc   ( ) 01 2 =+c   1−=c  

 
Entonces la curva de f(x) tiene una recta tangente perpendicular a la recta tangente trazada 
en el punto x=1 en el punto de abscisa x=-1. 
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3.1.- Crecimiento y decrecimiento de una función 
 
Sea f una función definida en el intervalo I. Si la función f es derivable sobre el intervalo I, 
se verifica: 

• f es creciente en I  f’(x) ≥ 0 Ix ∈∀  
• f es decreciente en I  f’(x) ≤ 0 Ix ∈∀  
• f es constante en I  f’(x) = 0 Ix ∈∀  
• f es estrictamente creciente en I  f’(x) > 0 Ix ∈∀  
• f es estrictamente decreciente en I  f’(x) < 0 Ix ∈∀  

 
Una función no es siempre creciente ni siempre decreciente, sino que tiene intervalos en los 
que es creciente, e intervalos en los que es decreciente. 
 
Para hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento 
de una función f definida en [a,b], hemos de considerar: 
 

• Los extremos a y b del intervalo 
• Los puntos donde f’(x)=0. 
• Los puntos donde no existe f’(x) 

 
Tendremos así los posibles extremos de los intervalos en los que cambia de signo f’(x). 
 

 

 

 
 

Simbolizamos con                que la función es creciente, y con                  que es decreciente. 
 

)(xf  es creciente en el intervalo ( ) ( )+∞∪−∞− ,1212,  

)(xf  es decreciente en el intervalo ( ) ( ) ( )+∞+∪−∪−− ,122,22,12  

12−                      -2                           0                         +2                       12+  

f’(x)>0                       f’(x)<0                    f’(x)<0                            f’(x)<0                             f’(x)<0                     f’(x)>0          

Tema 3:    Aplicaciones de las Derivadas 

Ejemplo 1: Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función 
3

2( )
4

xf x
x

=
−

 

Lo primero que tenemos que hacer es calcular la derivada de )(xf  
 

( )
2 2

22

( 12)'( )
4

x xf x
x

−
=

−
  y la igualamos a cero para obtener sus raices: 

( )
2 2

22

( 12)'( ) 0
4

x xf x
x

−
= =

−
  2 2( 12) 0x x − =   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=

=

12

12

0

x
x
x

 

 
Dibujamos una línea recta en la que ponemos los puntos que hacen la derivada 0, y los puntos donde no está 
definida la derivada, -2 y 2. 
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3.2.- Máximos y Mínimos de una función. 
 

• La función f tiene en el punto xo un máximo relativo si existe un entorno E de xo 
tal que para todo x de E se verifica: f(x) < f(xo). 

 
• La función f tiene en el punto xo un mínimo relativo si existe un entorno E de xo 

tal que para todo x de E se verifica: f(x) > f(xo). 
 
También podemos decir que: 
 

• La función f posee un máximo relativo en el punto donde cambia de ser creciente a 
ser decreciente. 

 
• La función f posee un mínimo relativo en el punto donde cambia de ser decreciente 

a ser creciente. 
 
Si la función tiene en xo un máximo o mínimo, se dice que f tiene un extremo en xo, y en ese 
punto 0)(' =oxf . 
 

• Si la desigualdad f(x) < f(xo) se verifica para todo Ix ∈ , la función tiene en xo un 
máximo absoluto en I. 

• Si la desigualdad f(x) >f(xo) se verifica para todo Ix ∈ , la función tiene en xo un 
mínimo absoluto en I. 

 

 
 

3.3.- Concavidad y Convexidad: 
 
Sea f una función dos veces derivable en un intervalo I, decimos que: 

 

• La función f es convexa si f’’(x) ≥ 0 

 

• La función f es cóncava si f’’(x) ≤ 0 

 
 
A los puntos donde una función cambia de cóncava a 
convexa o viceversa se les llama puntos de inflexión, y en 
ellos ocurre que f’’(x)=0. 
 
En este ejemplo, la función tiene en x = 0 un punto de 
inflexión. 

En el ejemplo anterior: 
)(xf  tiene un máximo en 12−=x   33)12( −=−f  en el punto ( )33,12 −−  

)(xf  tiene un mínimo en 12=x   33)12( =f  en el punto ( )33,12  
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3.4.- TEOREMAS IMPORTANTES: 
 

3.4.1.- Teorema de Rolle: 
 
 Sea f una función real que cumple las condiciones: 
 

 Está definida y es contínua en [a,b] 
 Es derivable en (a,b) 
 f(a) = f(b) 

 
entonces existe al menos un punto ] [ 0 que tal , =∈ f'(c)bac  
 
Geométricamente, quiere decir que si se cumplen todas las propiedades, entonces la curva de f tiene en c una 
recta tangente que es paralela al eje OX. 
 

 
 

 
 
 

Ejemplo 3: Comprobar que la función f(x) = -x2 + 2x + 5 cumple las condiciones de teorema de Rolle en el 
intervalo [-1,3] y que efectivamente verifica ese teorema. 
 
 La función f(x) es una función polinómica y por tanto contínua en todo \ , por tanto contínua en [-1,3], 
por ser polinómica es derivable en \  y por tanto lo es también en (-1,3). 
Calculamos f(-1)=2 y calculamos f(3)=2, por tanto cumple las tres propiedades del teorema de Rolle, entonces 
tiene que existir un c, del intervalo (-1,3) tal que f’(C)=0. 
Calculamos f’(x)=-2x+2 y la igualamos a 0.  x=1.  Entonces en el punto x=1, la tangente a la curva es paralela al 
eje OX. 

En la función 
4

)( 2

3

−
=

x
xxf  Vamos a calcular ahora los puntos de inflexión. Para ello trabajamos con la segunda 

derivada. )('' xf . Calculamos f’’(x). 
 

( )32

2

4

)12(8)'('
−

+
=

x

xxxf  y la igualamos a cero  
( )

0
4

)12(8)('' 32

2
=

−

+
=

x

xxxf   0)12(8 2 =+xx   x = 0 

                                0                                     

f’’(x)<0                                                    f’’(x)>0     

Por tanto, la función 
4

)( 2

3

−
=

x
xxf Tiene un punto de inflexión en el punto (0,0) 
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3.4.2.- Teorema del Valor medio de Lagrange. 
 

Sea f una función real que cumple las condiciones: 
 

 Es contínua en [a,b] 
 Es derivable en (a,b) 

 
Entonces: 

existe al menos un punto ] [
ab

afbff'(c)bac
−
−

=∈
)()( que tal ,  

 
Geométricamente, el teorema del valor medio nos dice que entre los puntos 
a y b existe un punto c en el que existe una recta tangente a la curva que 
es paralela a la recta que une los puntos a y b. 

 
3.4.3.- Teorema de Cauchy: 
 
 Si f y g son funciones que cumplen las siguientes condiciones: 
 

 Están definidas y son contínuas en [a,b] 
 Son derivables en (a,b) 
 g(a) ≠ g(b) 
 g’(x) no se anula en ningún punto de (a,b) 

 

entonces, existe al menos un punto ] [
)()(
)()( que tal ,

agbg
afbf

g'(c)
f'(c)bac

−
−

=∈  

 
3.4.4.- Regla de L´Hôpital 
 
Sean f y g dos funciones reales que cumplen las siguientes condiciones: 
 

o las funciones f y g son derivables en un entorno E del punto a. 
o f(a)=g(a)=0 

o Existe 
)('
)('lim

xg
xf

ax →
 

 

Entonces se cumple que: 
)('
)('lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax →→
=  

Ejemplo 4: Aplicar el teorema del valor medio a la función [0,1] → \ , dada por f(x)=x(x-2). Halla el valor de C. 
 
La función es contínua y derivable en todo R, por tanto en [a,b]. Calculamos f(0)=0 y f(1)=-1. 

Entonces existe ] [ 1)()( que tal , −=
−
−

=∈
ab

afbff'(c)bac .  

Derivamos: f’(x)= 2x-2 e igualamos a x=-1; encontramos 2x=1.  x = 0,5 

Ejemplo 5: ¿Se puede aplicar la fórmula de Cauchy a las funciones definidas por f(x)=x2 y g(x)=x3 en el intervalo  
[-1,1]?. 
 
Ambas funciones son contínuas en [-1,1] y derivables en (-1,1), y tenemos que g(-1)=-1 no es igual a g(1)=1. 
Calculamos g’(x)= 3x2, pero vemos que se anula en x=0, por tanto no podemos aplicar Cauchy. 
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Si f’(a) = g’(a) = 0, siendo las funciones f’(x) y g’(x) derivables en a, se puede aplicar otra vez 
la regla de L’Hôpital, y así sucesivamente. 

 
De las 7 formas indeterminadas que vimos en el capitulo 8 de funciones y continuidad, la Regla 

de L’Hôpital solo es aplicable en los casos 
0
0  e 

∞
∞ . Sin embargo todas las otras 

indeterminaciones pueden reducirse a estas dos. 
 
Caso Indeterminación ∞·0  
 

Si 0)(lim =
→

xf
ax

 y ∞=
→

)(lim xg
ax

entonces: 
0
0

)(
1

)(lim·0)()·(lim ==∞=
→→

xg

xfxgxf
axax

 , que se puede 

resolver con la regla de L’Hôpital. 
 
Caso Indeterminación ∞−∞  

∞==
→→

)(lim)(lim xgxf
axax

;   entonces ∞−∞=−
→

)]()([lim xgxf
ax

   y   

)()·(
1

)(
1

)(
1

lim

xgxf

xfxg
ax

−

→
 que se 

puede resolver con L’Hôpital. 
 
Caso de las indeterminaciones: 00, ∞∞ 1,0  

 
Para estas utilizaremos: ABB eA ln= , de modo que las tres indeterminaciones se reducen a 

formas 
∞
∞,

0
0 , que se pueden resolver mediante la regla de L’Hôpital. 

 
3.5.- Optimización de Funciones: 

 
 Los problemas de optimización son una de las aplicaciones más inmediatas e 
interesantes del cálculo de derivadas. El problema es determinar los extremos relativos 
(máximos ó mínimos) de una función. 
 
Procedimiento a la hora de plantear un problema: 
 

a) Expresión de la magnitud que se desea optimizar. (Por ejemplo el área) 
 
b) Si la expresión a optimizar tiene más de una variable, relacionarlas mediante las 

condiciones del enunciado. 

Ejemplo 6:  Calcular 
xtgx
xsenx

x −
−

→0
lim  

Este límite es una indeterminación del tipo 
0
0

, como ambas funciones son derivables en R, y además son nulas en 

0, podemos aplicar L`Hôpital, de forma que: 

2
1

cos1
coslim

)cos1)·(cos1(
cos1)·cos(lim

cos1
1coscoslim

1
cos

1
1coslimlim

0

2
02

2
0

2
00

−
=

+
−

=

=
+−

−
−=

−

−
=

−

−
=

−
−

→

→→→→

x
x

xx
xx

x
xx

x

x
xtgx
xsenx

x

xxxx
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c) Sustituir en la primera expresión, de forma que esta solo dependa de una variable, y 

esta será la función a optimizar f(a). 
 

d) Imponer la condición de extremo relativo, esto es, primera derivada igual a cero y 
despejar la variable a. {f’(a)=0 y calcular valores de a}. 

 
e) Mediante la segunda derivada comprobar si el extremo es máximo o mínimo: 

 
0  a es mínimo ''( )
0 a es máximo

Si f a
⎧> →⎪
⎨
> →⎪⎩

 

 
f) Calcular el resto de variables y el valor de la función optimizada. 

 
3.6.- Ejercicios : 

 
1.- Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la función ( ) xexxf 1)( −=  
 
2.- Hallar el conjunto de definición de la función [ ])2)·(1(ln)( −−= xxxf  
 
3.- Demostrar que la ecuación 010363 =+− xx no puede tener dos raíces reales en el 
intervalo (-1,2). 
 
4.- Demostrar que la ecuación 015 =−+ xx  tiene exactamente una raíz real entre 0 y 1 

5.- Se considera la función 
1

)(
2

−
=

x
xxf . Estudiar los intervalos de crecimiento, 

decrecimiento y los extremos relativos. 
 
6.- Encontrar las funciones polinómicas de la forma dcxbxaxxf +++= 23)(  cuya segunda 
derivada sea x-1. 

¿Cuáles de ellas tienen un mínimo relativo en el punto ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
1,4 . 

Ejemplo 7: Ha l l a r  l a s  d imens i o nes  de l  mayor  rec tángu l o  i n s c r i t o  en  un  t r i á ng u l o  
i s ó s ce l e s  q ue  t i e ne  p o r  base  10 cm y  po r  a l t u ra  15 cm.  
 
La superficie del triángulo se calcula: ·S x y= . 

Al tener dos triángulos semejantes se cumple que: 15
10 15

yx −
= , de donde: 2(15 )

3
yx −

=  

Sustituimos en la expresión de S, y tenemos: ( )22(15 ) 2· 15
3 3

yS y y y−
= = −  

Derivamos: ( )2' 15 2
3

S y= −  e igualamos a cero: ( )2' 0 15 2 0
3

S y= ⇔ − =  

De donde obtenemos: 15
2

y =   y de 2(15 )
3

yx −
= , obtenemos el valor de x: 5x =  

Para ver si es máximo o mínimo, calculamos la segunda derivada: ( )2 4'' 2 0
3 3

y −
= − = < . 

Por tanto para que el área sea máxima, ha de ocurrir que 155
2

x e y= =  

 

www.yo
qu

ier
oa

pr
ob

ar.
es



www.selectividad-cgranada.com 

 

 
      Matemáticas Verano 2008 © Raúl G.M.  29

7.- Dada la función dcxbxaxxf +++= 23)( , Hallar los coeficientes a,b,c,d sabiendo que la 
ecuación de la tangente a la curva en el punto de inflexión (1,0) es y=-3x+3 y que la función 
presenta un extremum en el punto de abscisa x=0. 
 
8.- Dada la función dcxbxaxxf +++= 23)( . Hallar los coeficientes a,b,c,d, sabiendo que la 
función tiene un máximo en (0,3) un mínimo en x=2 y un punto de inflexión en (1,1). 
 
9.- Dada la función definida en ] [+∞,0  x xxf =)( , hallar sus máximos y mínimos. 

10.- Estudiar el crecimiento y la concavidad de la función 
x
xxf ln)( =  

11.- Estudiar la concavidad de la función: 2

2

2
1)(

x

exf
−

=
π

 

12.- Consideremos la función la función ( )1ln)( 2 +−= xxxf  
a) Determina sus máximos, mínimos y puntos de inflexión 
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. 

13.- Calcula los siguientes límites: 
 

a) 
0

lim
3x

x senx
x sen x→

−
+

   b) 20

(1 cos )·lim
x

x senx
x→

−   c)
0

lim
x

tgx x
x senx→

−
−

  d) 20

1lim
x

x

e x
x→

− −   

e) 
0

( 1)lim
cos 1

x

x

x e
x senx x→

−
− + −

 f) 2 30

1lim
2

senx

x

e x
x x→

− −
−

  g) 
0

lim ·ln
x

tgx x
→

  h) 
0

1 1lim
x senx x→

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
  i) 

0

1lim
x

ctgx
x→

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

j) 
1

1lim
1xx

e
xe e→

⎛ ⎞
−⎜ ⎟−−⎝ ⎠

   k) 
0

1 1lim
ln(1 )x x x→

⎛ ⎞
−⎜ ⎟+⎝ ⎠

  l) 
1

0

3 2lim
2

x x x

x →

⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  m) 
3
2

0
lim(cos2 )x

x
x

→
      n) 

0
lim senx
x

x
→

     

 ñ) 20

1lim
tgx

x x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
14.- Halla dos números cuya suma es 20, sabiendo que su producto es máximo.   Sol.: 10,10  
 
15.- Determina dos números cuya suma sea 24 y tales que el producto del uno por el cubo del 
otro sea máximo. Sol.: 18,6  
 
16.- Descompón 100 en dos sumandos tales que el cuádruplo del primero más el cuadrado del 
segundo sea mínimo. Sol.:98, 2  
 
17.- Halla la altura del cono de volumen máximo que puede inscribirse en una superficie 
esférica de radio R. Sol.: x=4R/3  
 
18.- Se quiere vallar una campo rectangular que está junto a un camino. Si la valla del lado del 
camino cuesta 8 euros/m y la de los otros 1 euro/m, halla el área del mayor campo que puede 
cercarse con 2880 euros. Sol.:115200m2 

 
19.- De todos los triángulos isósceles de 12 cm de perímetro, halla las dimensiones de los 
lados del que tenga área máxima. Sol.:4,4,4.  
 
21.- Dividir un segmento de 60 cm en dos partes, con la propiedad de que la suma de las áreas 
de los triángulos equiláteros construidos sobre ellas sea mínima. Sol.: 30cm y 30 cm.  
 
22.- Entre todos los rectángulos inscritos en una circunferencia de radio 12 cm, calcula las 
dimensiones del que tenga área máxima. Razona el proceso. Sol.: cuadrado.  
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3.7.- Soluciones: 
 

1.- Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la función ( ) xexxf 1)( −=  
 
El dominio de definición de esta función es todo R. 
Calculamos la derivada de la función: 

xxxx xexeexexf =−+=−+= )11()1()('  
Igualamos a cero, y calculamos los posibles puntos de cambio monotonía. 

00)(' =⇔= xxf  
 

 −∞  0 +∞  
f’(x) - 0 + 

f(x)  
 Min  

 
2.- Hallar el conjunto de definición de la función [ ])2)·(1(ln)( −−= xxxf  

 
El conjunto definición son los valores de la variable independiente x, para los que la variable 
independiente f(x) está bien definida. En este caso los valores que hacen que (x-1)(x-2)>0. 
 
Por tanto (x-1)>0 y (x-2)>0, de donde x > 2 
Y (x-1)<0 y (x-2)<0   x  < 1  
 
Por lo tanto: Dom(f)= ] [ ] [+∞∞− ,21, U  
 
Para los intervalos de crecimiento, calculamos su derivada: 

)2)(1(
32)('
−−

−
=

xx
xxf   2

30)(' =⇔= xxf  

 −∞  1 2
3  2 +∞  

f’(x) - A.V. 0 A.V. + 

f(x)  
 A.V. No Definida A.V.  

 
3.- Demostrar que la ecuación 010363 =+− xx no puede tener dos raíces reales en el 

intervalo (-1,2). 
 
Definimos la función 1036)( 3 +−= xxxf , como es polinómica su dominio de definición es 
todo R. 
Calculamos su derivada: 363)(' 2 −= xxf  y la igualamos a cero:  

320363)(' 2 ±=⇔=−= xxxf  
Estos son los posibles puntos donde la derivada cambia de signo, (y donde la función f(x) 
cambiaria su monotonía) y ninguno de ellos se encuentra dentro del intervalo (-1,2). Por tanto 
la función f no cambia su monotonía en este intervalo. 
Veamos como es la derivada en el 0 por ejemplo. Vemos que f’(0)=-36, por tanto la función es 
decreciente en este intervalo. 
 
Entonces la ecuación 010363 =+− xx  en el intervalo (-1,2) solo puede tener una solución, 
porque su monotonía no cambia, y solo podría cortar con el eje OX en un punto. 

Por tanto la función f(x) 
es decreciente en ] ]0,∞−  
es creciente en [ [+∞,0  

Por tanto la función f(x) 
es decreciente en ] [1,∞−  
es creciente en ] [+∞,2  
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Por tanto la función f(x) 
es decreciente en [ [ ] ]2,11,0 U  
es creciente en ] ] [ [+∞∞− ,20, U  
Máximo Relativo (0,0) 
Mínimo Relativo (2,4) 

4.- Demostrar que la ecuación 015 =−+ xx  tiene exactamente una raíz real entre 0 y 1. 
 
Como en el caso anterior, definimos una función 1)( 5 −+= xxxf  en el intervalo [0,1], que es 
contínua por ser polinómica. 
Calculamos su derivada e igualamos a cero: 15)(' 4 += xxf , como esta derivada es siempre 
positiva, la función es siempre creciente. Vamos a ver si corta al eje. 
 
Aplicamos el teorema de bolzano en el intervalo [0,1], Como f es contínua en [0,1] y como 
f(0)=-1 y f(1)=1, la función cambia de signo en este intervalo, entonces según Bolzano: 

0)(/)1,0( =∈∃ cfc  
 
Por tanto esta función solo corta al eje X una vez por ser siempre creciente, y el punto de 
corte c está en el intervalo (0,1). 
 
Así que la ecuación 015 =−+ xx tiene solo una solución real entre 0 y 1. 
 

5.- Se considera la función 
1

)(
2

−
=

x
xxf . Estudiar los intervalos de crecimiento, 

decrecimiento y los extremos relativos. 
 
El dominio de definición de esta función es { }1−ℜ , calculamos su derivada: 

22

2

2

2

)1(
)2(

)1(
2

)1(
)1(2)('

−
−

=
−
−

=
−

−−
=

x
xx

x
xx

x
xxxxf  

Esta derivada es cero:  

⎩
⎨
⎧

=

=
=⇔

−
−

=
2
0

)1(
)2()(' 2 x

x
x
xxxf  

 

 
 

6.- Encontrar las funciones polinómicas de la forma dcxbxaxxf +++= 23)(  cuya segunda 
derivada sea x-1. 

¿Cuáles de ellas tienen un mínimo relativo en el punto ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
1,4 . 

Calculamos la primera derivada de f(x): cbxaxxf ++= 23)(' 2  
Y después calculamos la segunda derivada: baxxf 26)(' +=  
Igualamos ambas: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=→−=

=→=
⇒−=+

2
112

6
116

126
bb

aa
xbax   Así que las funciones cuya segunda derivada es x-1 son 

funciones de la forma: dcxxxxf ++−= 23

2
1

6
1)(  

 

Si además tienen un mínimo en el ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
1,4 , ocurre que 

3
1)4( −=f  y que 0)4(' =f . 

 −∞  0    1  2 +∞  
f’(x) + 0  -  No definida  -  0 + 

f(x)  
 Max 

 
A.V. 

 Min  
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Por tanto: 

cbxaxxf ++= 23)(' 2    0848)4(' =++= cbaf   0
2
8

6
48)4(' =+−= cf   C=-4 

 

dcxbxaxxf +++= 23)(  
3
116

2
16

6
64)4( −

=+−−= df   16811 ++−=d   d=13 

 
Por tanto la función de la forma dcxbxaxxf +++= 23)(  cuya derivada segunda sea x-1 y 

que además tienen un mínimo en ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
1,4 es: 

134
2
1

6
1)( 23 +−−+= xxxxf  

 
7.- Dada la función dcxbxaxxf +++= 23)( , Hallar los coeficientes a,b,c,d sabiendo que 

la ecuación de la tangente a la curva en el punto de inflexión (1,0) es y=-3x+3 y que la 
función presenta un extremum en el punto de abscisa x=0. 
 

Si (1,0) es punto de inflexión:
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0)1(
0)1(''

f
f

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+++=

=+=⇒+=

0)1(
026)1('26)(''

dcbaf
bafbaxxf

 

Si presenta un extremun en x=0   f’(0)=0   0)1(23)(' 2 ==⇒++= cfcbxaxxf  
 
Si en x=1 tiene una tangente de pendiente m=-3  f’(1)=-3 

323)1('23)(' 2 −=++=⇒++= cbafcbxaxxf  
 
Con todas estas ecuaciones, tenemos que: 

)4(
)3(
)2(
)1(

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=++

=

=+++

=+

323
0

0
026

cba
c

dcba
ba

 

De  (1)-(3) obtenemos que:  3a=3  a=1  
 
Sustituyendo en (1) obtenemos  b=-3 
 
Y de (2): d=3-1=2 
 
Por tanto la función es 23)( 23 +−= xxxf  
 

8.- Dada la función dcxbxaxxf +++= 23)( . Hallar los coeficientes a,b,c,d, sabiendo que 
la función tiene un máximo en (0,3) un mínimo en x=2 y un punto de inflexión en (1,1). 
 

Del máximo en (0,3)
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0)0('
3)0(

f
f

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==⇒++=

==

0)0('23)('
3)0(

2 cfcbxaxxf
df

 

Del mínimo en x=2  0)2(' =f   246)2('23)(' 2 =++=⇒++= cbafcbxaxxf  

Del punto de inflexión en (1,1)  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0)1(''
1)1(

f
f

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+=⇒+=

=+++=

026)1(''26)(''
1)1(

bafbaxxf
dcbaf

 

Con todas estas ecuaciones tenemos: 
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)4(
)3(
)2(
)1(

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=+

=+++

3
0

026
1

d
c

ba
dcba

 

De donde: 
(2)-2(1)  4a-6=-2  a=1 

 
Y de (2) b=-3 
 
Por tanto la función es: 33)( 23 +−= xxxf  
 

9.- Dada la función definida en ] [+∞,0  x xxf =)( , hallar sus máximos y mínimos. 
 
Calculamos su derivada, como es una función elevada a otra, aplicamos derivación logarítmica. 

xxxf
1

)( =  
Aplicamos logaritmos 

xxxf
1

ln)(ln =   x
x

xf ln1)(ln =  

Derivamos: 

22
1ln1

)(
)('

x
x

xxf
xf

+
−

=  

Despejamos: 

)ln1(1ln1)('
21

22

1

xx
x

x
x

xxf xx −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−

=
−

 

 
f’(x)=0 ↔ (1-lnx)=0   lnx=1  x=e 
 

   0  e +∞  
f’(x) - 0 + 

f(x)  
 Max  

 
 

10.- Estudiar el crecimiento y la concavidad de la función 
x
xxf ln)( =  

El dominio de esta función es ] [+∞,0  
Calculamos su derivada: 

22
ln1ln·1

)('
x

x
x

xx
xxf −

=
−

=    exxf =⇔= 0)('  

 
   0  e +∞  

f’(x) - 0 + 

f(x)  
 Max  

 
 
Para estudiar la concavidad y convexidad utilizamos la 2ª derivada: 

Por tanto la función f(x) 
es decreciente en [ [+∞,e  
es creciente en ] ]e,0  

f presenta un máximo Absoluto en el punto ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
eee
1

,  

Por tanto la función f(x) 
es decreciente en [ [+∞,e  
es creciente en ] ]e,0  

f presenta un máximo Absoluto en el punto ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

e
e 1,  
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2
ln1)('

x
xxf −

=  

334
3ln2)ln221()ln1(2)(''

x
x

x
xx

x
xxxxf −

=
+−−

=
−−−

=   2
3

0)('' exxf =⇔=  

 
 0   2

3
e  +∞  

f’’(x) - 0 + 
f(x) ∪  P.Inflexión ∩  
 
 
 
 

11.- Estudiar la concavidad de la función: 2

2

2
1)(

x

exf
−

=
π

 

 
El dominio de esta función es todo R. 
 
Calculamos su primera derivada: 

2

2

2
)('

x

exxf
−−

=
π

 

Ahora calculamos su segunda derivada: 

( )1
2
1

22
1)('' 22

2

2

22
2

2

−=+
−

=
−−−

xeexexf
xxx

πππ
 

10)('' ±=⇔= xxf  
 −∞   -1      +1  +∞  

f’’(x)  + 0 - 0 +  
f(x)  ∪  P.Inflexión ∩  P.Inflexión ∪   
 
Por tanto la función es convexa en ] ] [ [+∞∪−∞− ,11,  
Y es cóncava en [-1,1] 

La función presenta puntos de inflexión en ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

eπ2
1,1  y en ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

eπ2
1,1  

 
12.- Consideremos la función la función ( )1ln)( 2 +−= xxxf  

a) Determina sus máximos, mínimos y puntos de inflexión 
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. 

 
El dominio de definición de esta función es todo R. 
Calculamos su derivada: 
 

1
21)(' 2 +

−=
x

xxf    10)1(0120)(' 22 =⇔=−⇔=+−⇔= xxxxxf  

  
 −∞   +1  +∞  

f’(x)  + 0 +  

f(x)  
 

 
 

  

Por tanto la función f(x) 

es convexa en ⎢⎣
⎡

⎢⎣
⎡ +∞,2

3
e  

es cóncava en ⎥⎦
⎤

⎥⎦
⎤ 2

3
,0 e  

f presenta un punto de inflexión en el punto 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

2
3

2
3 2,

e
e  
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La función es siempre creciente, por tanto no tiene máximos ni mínimos. 
 
Para ver sus puntos de inflexión calculamos la 2ª derivada: 
 

1
21)(' 2 +

−=
x

xxf  

( ) ( ) 22

2

22

22

22

2

)1(
)1(2

1
422

1
2·2)1(2)(''

+
−

=
+

−+
−=

+

−+
−=

x
x

x
xx

x
xxxxf  

1010)('' 2 ±=⇒=−⇔= xxxf  
 
Por tanto la función presenta sendos puntos de inflexión en los puntos de abscisas x=-1 y x=1. 
 

13.- Calcula los siguientes límites: 
 

a) 0
4
0

3cos31
cos1lim

0
0

3
lim

0

'

0
==

+
−

==
+
−

→→ x
x

xsenx
senxx

x

HL

x
 

 

b) 
0

2
22lim

0
0

2
cos21coslim

2
coscoslim

2
)()·coscos1(lim

0
0)·cos1(lim

0

'2

0

22

00

'

20

=
+

=
−+

=
+−

=
+−

==
−

→→

→→→

xsensenx
x

xx
x

xsenxx
x

senxsenxxx
x

senxx

x

HL

x

xx

HL

x  

 

c) 
2

1
2

cos
44222lim

cos
))1(2(2)1·(2lim

0
0)1(2lim

0
0

cos1
lim

cos1
11lim

0
0lim

4224

0

222

0

'2

0

'2

0

2

0

'

0

==
++++

=
+++

==
+

==
−

=
−

−+
==

−
−

→→

→→→→

x
xtgxtgxtgxtg

x
xtgtgxtgxxtg

senx
xtgtgx

x
xtg

x
xtg

senxx
xtgx

xx

HL

x

HL

xx

HL

x  

 

d) 
2
1

2
lim

0
0

2
1lim

0
01lim

0

'

0

'

20
===

−
==

−−
→→→

x

x

HLx

x

HLx

x

e
x

e
x

xe  

 

e) 2
1

2
cos
2lim

0
0

1cos
)1(lim

0
0

1cos
)1(lim

0

'

0

'

0
−=

−
=

+−
+

==
+−−

+−
==

−+−
−

→→→ senxx
xee

xsenx
xee

xsenxx
ex xx

x

HLxx

x

HLx

x
 

 

f) 
4
1

64
·cos·lim

0
0

34
1·coslim

0
0

2
1lim

2

0

'

20

'

320
=

−
+−

==
−

−
==

−
−−

→→→ x
exesenx

xx
ex

xx
xe senxsenx

x

HLsenx

x

HLsenx

x
 

 

g) 

0
1
0

))1(2()1(
)1(2lim

0
0

)1(
lim

)1(

1

lim
0
0

1
lnlim·0·lnlim

22

2

0

'

2

2

0

2

20

'

00

==
+++

+−
=

==
+

−
=

+−
===∞=

→

→→→→

xtgtgxxxtg
xtgtgx

xtgx
xtg

xtg
xtg

x

tgx

xxtgx

x

HL

xx

HL

xx

 

 

h) 
0

2
0

coscos
lim

0
0

cos
cos1lim

0
0lim11lim

0

'

0

'

00

==
−+

==
+
−

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=∞−∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→

→→→

xsenxxx
senx

xxsenx
x

xsenx
senxx

xsenx

x

HL

x

HL

xx    
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i) 
0

2
0

coscos
coslim

0
0

cos
coscoslim

0
0coslim1coslim1lim

0

´

0

´

000

==
−+

+
=

=
+

−+
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→

→→→→

xsenxxx
xxsenx

xxsenx
xxsenxx

xsenx
senxxx

xsenx
x

x
ctgx

x

HL

x

HL

xxx  

 

j) 

2
1

1
1limlim

0
0

1
lim

)1()1(
lim

0
0

)1)·(1(
)1(lim

1
1lim

11

'

1

1

'

11

−
=

+
−

=
+
−

==
−

−
=

=
−+−

−
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
+−−

=∞−∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−

→→→

→→→

xxee
e

xe
ee

exe
ee

xe
eexe

xee
e

xxx

x

x

HL

x

x

x

xx

x

x

HL

x

x

xxx
 

k) 

2
1

11)1ln(
1lim

1
11)1ln(

1lim
0
0

)1ln()1(
lim

1
)1ln()1(

1lim

1
)1ln()1(

1
11

lim

1
)1ln(
1

11
lim

0
0

)1·ln(
)1ln(lim1

)1ln(
1lim

00

'

00

00

'

00

=
+++

=

+
+

+++
==

+++
=

+
+++

+=

=

+
+++

+
−+

=

+
++

+
−

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+−

=∞−∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

→→→→

→→→→

x
x
xxxxx

x

x
xxx

x
x

x
xxx

x
x

x
xx

x
xx
xx

xx

xx

HL

xx

xx

HL

xx

l) ( )
6ln6ln6ln

2
1

2
2ln3ln

2
23

2
2ln23ln3

lim
0
02

23ln
lim

61
2

23lim

2
1

0

'

0

6ln
2

23ln

0
lim2

23ln1
0

lim
1

0

===
+

=
+

+

==
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

=====⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

→→

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +

→
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +

→∞

→

xx

xx

x

HL

xx

x

x

xx

x

xx

xxxxx

x

x

eee

 

m) 

6
1

)21(6lim

0
023lim2cos

23

lim
2

2cos
26

lim
0
0)2ln(cos3lim

1)2(coslim

2

0

'

000

'

20

62
)2ln(cos3

0
lim)2ln(cos2

3
0

lim2
3

)2ln(cos
0

lim2
3

0

−=
+−

=

==
−

=

−

=

−

==

=====

→

→→→→

−→→→∞

→

xtg
x

xtg
x

x
xsen

x
x

xsen

x
x

eeeex

x

HL

xxx

HL

x

x
x

x
x

xx
xx

xx
x

 

 

n) 

0
1

0

cos
2lim

0
0

cos
limcos

1

lim
0
0

1
lnlim·0lnlim

1lim0lim

0

'2

0
2

0

'

00

0
ln

0
limln

0
lim

ln

0

0

0

=
−

=

+−
==

−
=−===∞=

======

→→→→→

→→

→→

xsenxx
xsen

xx
xsen

xsen
x

x

senx

xxsenx

eeeex

x

HL

xx

HL

xx

xsenx
x

senxx
xsenxx

x
senx

x

 

ñ) 

0
1
0

)1(21
)1(4lim

0
0

2lim2lim
1

·2

lim1

1ln
lim·01·lnlim

1lim1lim

22

2

0

'

2

2

02

2

0

2

20

'2

020

02
1ln

0
lim2

1ln
0

lim2
1ln

0

0
20

==
+++

+
==

+
=

−−
−

=
−−

−

=
∞
∞

==∞=

=====∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→

→→→→→

→
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

→
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

→→

xtgtgxxtg
xtgtgx

xxtgx
xtg

xxtgx
xtg

xtg
xtg

x

tgx

x
x

tgx

eeee
x

x

HL

xxx

HL

xx

x
tgx

x

tgx

xx

tgx

x
x

tgx

x
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1.- Dominio y recorrido: 

 
 Dominio: Valores de x para los que está definida (existe)  )(xf  
 Recorrido: Valores que toma )(xf  
 

 
 

• Funciones Polinómicas, son de la forma nn
nn

o axaxaxaxf ++++= −
−

1
1

1 ......)(  y su dominio es \ . 

• Funciones Racionales, son de la forma 
nn

nn
o

nn
nn

o

bxbxbxb
axaxaxaxf

++++
++++

=
−

−
−

−

1
1

1

1
1

1

......

......)(  y su dominio es \  

menos los valores que anulan el denominador. 
 
• Funciones Irracionales, son del tipo n xfxf )(')( = , siendo su dominio: 

 El mismo que )(xf  si n es impar 
 El conjunto de valores reales que hagan 0)( ≥xf si n es par 

 
• Funciones exponenciales, son de la forma )(')( xfaxf = , con a>0 y a≠1, su dominio es \ . 
 
• Funciones logarítmicas, son de la forma )('log)( xfxf a= , con a>0 y 0)(' >xf  

 
• Funciones circulares: xxfsenxxf cos)(,)( == , su dominio es \ . 

 
A partir de estas dos, podemos definir el resto de funciones circulares: 

x
senxxtg
cos

)( = , 
x

x
cos

1)sec( = sus dominios son (2 1),
2

k k Zπ⎧ ⎫
− + ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

\  

senx
xxctg cos)( = ,   

senx
xec 1)(cos =  sus dominios son { },k k zπ− ∈\  

 
2.- Simetrías: 

 
• La función :f A 6 \  es par si )()(   xfxfAx =−∈∀  
La curva de toda función par es simétrica respecto del eje OY 
 
 

Tema 4:   Representación de Funciones 
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• La función :f A 6 \  es impar si )()(   xfxfAx −=−∈∀  
La curva de toda función impar es simétrica respecto del origen de 
Coordenadas (0,0) 
 

3.- Periodicidad: 
 
• La función :f A 6 \ es periódica, si existe un número real T distinto de cero, llamado periodo, 

tal que: )()( xfTxf =+  

 
 

4.- Puntos de discontinuidad: 
 
 Son los puntos donde la función no es continua. 

Una función es continua en un punto a cuando se cumple:
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

=

−+ >−>−

>−

)()(lim)(lim

)()(lim

afxfxf

afxf

axax

ax  

4.1.- Tipos De discontinuidades: 
 

 
5.- Puntos de corte con los ejes: 

 
Para calcular los puntos de corte de la función con el eje x, hacemos 0)( =xf  y calculamos las raíces. 
Luego calculamos )0(f , y los puntos de corte son los puntos  ( ))0(,0 f . 
 

6.- Ramas infinitas: 
 
6.1.- Asíntotas Verticales: 
 
 La recta x=a es una asíntota vertical de la función )(xf  si existe alguno de estos límites: 
 

±∞=−±∞=−±∞=−
−+ >−>−>−

)(lim.3)(lim.2)(lim.1 xfxfxf
axaxax
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Normalmente las asíntotas verticales se hallan en los valores de x que anulan el denominador. 

 
 
6.2.- Asíntotas Horizontales: 
 
 La recta y=k es una asíntota horizontal de la función )(xf  si existe alguno de los siguientes 
límites: 

kxfkxf
xx

=−=−
−∞>−+∞>−

)(lim.2)(lim.1  

 
Una función tiene como máximo 2 asíntotas horizontales correspondientes a cada uno de los límites en 
el infinito. 

 
6.3.- Asíntotas Oblicuas y ramas parabólicas: 
 
 Se estudian solo si ±∞=

±∞>−
)(lim xf

x
 

• Si ±∞=
±∞>− x

xf
x

)(lim  la curva tiene una rama parabólica en la dirección del eje OY. 

 

• Si 0)(lim =
±∞>− x

xf
x

 la curva tiene una rama hiperbólica en la dirección OX. (de la forma xy = ) 

 
 

• Si 0)(lim ≠=
±∞>−

m
x
xf

x
 y [ ] bmxxf

x
=−

±∞>−
)(lim , la curva tiene la asíntota y=mx+b llamada asíntota 

oblicua. 
 

• Si 0)(lim ≠=
±∞>−

m
x
xf

x
 y [ ] ∞=−

±∞>−
mxxf

x
)(lim , la curva tiene una rama parabólica en la dirección 

de la recta y=mx 
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7.- Monotonía y Curvatura: 
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8.- Esquema de para la representación de funciones: 
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9.- Ejemplo: 
 

Representar la función 
4

)( 2

3

−
=

x
xxf  

 
1.- Dominio: 
 
La función es un cociente de polinomios, por tanto su dominio es el conjunto de los números reales, 
menos los valores que anulen el denominador. 
 

042 =−x    42 =x   2±=x  
 

{ }( ) 2, 2Df x = − −\  
 
2.- Simetrías: 
 

( )
( )

)(
44

)( 2

3

2

3
xf

x
x

x
xxf −=

−
−=

−−

−
=−    Por tanto la función es impar, es simétrica respecto del origen de 

coordenadas. 
 
3.- Periodicidad: 
 
La función )(xf  no es periódica. 
 
4.- Puntos de discontinuidad: 
 
Como )(xf  es un cociente de polinomios, es una función continua excepto donde se anule el 
denominador. 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∞=

+∞=

−

+

−>−

−>−

)(lim

)(lim

2

2

xf

xf

x

x   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−∞=

+∞=

−

+

>−

>−

)(lim

)(lim

2

2

xf

xf

x

x  

 
La función )(xf  presenta en x=2 y en x=-2 dos discontinuidades asintóticas. 
 
5.- Puntos de corte con los ejes. 
 

Hacemos 0
4

)( 2

3
=

−
=

x
xxf    0

42

3
=

−x
x   03 =x   0=x  

Calculamos 0)0( =f  
 
Por tanto el punto de corte con el eje X y con el eje Y es el (0,0) 
 
6.- Asíntotas: 
 
Como hemos visto ya, )(xf  presenta en x=2 y en x=-2 dos asíntotas verticales. 
 
Como −∞=∞=

−∞>−+∞>−
)(lim)(lim xfyxf

xx
, no presenta asíntotas horizontales, pero si puede presentar 

alguna asíntota oblicua o rama parabólica. 
 

Calculamos 1
4

lim
4

lim)(lim 2

2

3

3
=

−
=

−
=

±∞>−+∞>−+∞>− x
x

xx
x

x
xf

xxx
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Y ahora calculamos [ ] 0
4

4lim
4

lim)(lim 2

33

2

3
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
=−

±∞>−±∞>−±∞>− x
xxxx

x
xxxf

xxx
 

Por tanto )(xf  presenta una asíntota oblicua en y=x. 
 
7.- Monotonía y curvatura: 
 
Para ello, lo primero es calcular la derivada de )(xf  
 

( )22

22

4

)12()('
−

−
=

x

xxxf   y la igualamos a cero para calcular los extremos relativos: 

( ) 0
4

)12()(' 22

22
=

−

−
=

x

xxxf   0)12( 22 =−xx   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

=

12

12

0

x

x

x

 

Estudiamos ahora el signo de )(' xf  para ver los intervalos de monotonía. 
 
Dibujamos una línea recta en la que ponemos los puntos que hacen la derivada 0, los puntos que hacen 
la función cero, y los puntos donde no es continua. 

 

 
 

)(xf  es creciente en el intervalo ( ) ( )+∞∪−∞− ,1212,  

)(xf  es decreciente en el intervalo ( ) ( ) ( )+∞+∪−∪−− ,122,22,12  

)(xf  tiene un máximo en 12−=x   33)12( −=−f  en el punto ( )33,12 −−  

)(xf  tiene un mínimo en 12=x   33)12( =f  en el punto ( )33,12  
 
Vamos a calcular ahora los puntos de inflexión, donde la curva cambia de cóncava a convexa. Para ello 
trabajamos con la segunda derivada. )('' xf  
 

( )32

2

4
)12(8)(''

−

+
=

x
xxxf  y la igualamos a cero  ( ) 0

4
)12(8)('' 32

2
=

−

+
=

x
xxxf   0)12(8 2 =+xx   { 0=x   

 
Obtenemos 1 puntos, vamos a ver donde la función cambia de convexa a cóncava. 

 

 
 
Tenemos un punto de inflexión en el punto (0,0) 
 
 
 

     0      

f’’(x)<0                                                f’’(x)>0   

 

12−                      -2                           0                         +2                       12+  

f’(x)>0                       f’(x)<0                    f’(x)<0                            f’(x)<0                             f’(x)<0                     f’(x)>0          
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8.- Gráfica de la función: 
 
Con todos los datos que ya tenemos de )(xf , lo único que nos falta es representarla. 
 
 

 
 
 
 

 
OTRO ESQUEMA 
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10.- Problemas 
 

1.- Estudiar las asíntotas de la función 
2
3)(

2

−
−

=
x
xxf  

 

2.- De la función 2)1(
4)(
−

+=
x

xxf  se pide: 

a) Dominio de Definición y asíntotas. 
b) Máximos y mínimos relativos en intervalos de crecimiento y decrecimiento 
c) Representación Gráfica. 

 

3.- Estudia y representa gráficamente la siguiente función: 
1

)( 2

3

−
=

x
xxf  

 

4.- Sea la función definida por 21
)(

x
xxf
+

=  

a) Estudiar las asíntotas, las zonas de crecimiento y decrecimiento, los máximos y mínimos 
relativos y las zonas de concavidad y convexidad. 

b) Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, realiza un esbozo de la gráfica de f. 
 

5.- Dada la función 
1

1( )
1 x

f x
e

=

+

, se pide 

a) Dominio y asíntotas. Puntos de corte de la gráfica con las asíntotas, si las hay. 
b) Crecimiento y decrecimiento. 
c) Dibujar la gráfica a partir de los resultados anteriores. 

 
 
6.- Dada la función ( ) ln 1f x x x= − , x>0, se pide: 

a) Explicar de forma razonada por qué la ecuación ln 1 0x x − =  tiene exactamente una raíz. 
b) Representar gráficamente la curva de la función f. 

 

7.- Dada la función ( )
ln
xf x
x

=  

a) Determinar su dominio de definición. 
b) Calcula sus asíntotas 
c) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcula sus máximos y mínimos. 
d) Dibuja la gráfica de la función f. 
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11.- Resolución de Problemas 
 

1.- Estudiar las asíntotas de la función 
2
3)(

2

−
−

=
x
xxf  

 
Asíntotas Verticales: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+∞==
−
−

−∞==
−
−

++→

−−→

0
1

2
3lim

0
1

2
3lim

2

2

2

2

x
x
x
x

x

x  La función presenta una Asíntota Vertical en el punto x=2 

 
Asíntota Horizontal: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−∞=
−
−

+∞=
−
−

−∞→

+∞→

2
3lim

2
3lim

2

2

x
x
x
x

x

x  La función no presenta Asíntota Horizontal 

 
Asíntotas Oblicuas o Ramas Infinitas: 

Como +∞=
−
−

+∞→ 2
3lim

2

x
x

x
, calculamos el límite 

x
xf

x

)(lim
±∞→

 

1
2
3lim)(lim 2

2

=
−
−

=
±∞→±∞→ xx

x
x
xf

xx
  m=1   Ya sabemos que la función tiene una asíntota oblicua en la 

dirección de la recta y=mx+b. Vamos a calcular b haciendo el límite ])([lim mxxf
x

−
±∞→

: 

2
2
32lim

2
23lim

2
3lim])([lim

222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+−−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=−
±∞→±∞→±∞→±∞→ x

x
x

xxxx
x
xmxxf

xxxx
 

Por tanto la función presenta una Asíntota Oblicua en la dirección de la recta 2+= xy  
 

2.- De la función 2)1(
4)(
−

+=
x

xxf  se pide: 

a) Dominio de Definición y asíntotas. 
b) Máximos y mínimos relativos en intervalos de crecimiento y decrecimiento 
c) Representación Gráfica. 

 
Dominio: { }( ) 1Dom f = −\  

 
Asíntotas Verticales: 

( )

( ) ⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+∞=+=
−

+

+∞=+=
−

+

++→

+−→

0
41

1
4lim

0
41

1
4lim

2
1

2
1

x
x

x
x

x

x
 La función presenta una Asíntota Vertical en el punto x=1 

 
Asíntota Horizontal: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−∞=
−

+

+∞=
−

+

−∞→

+∞→

2
4lim

2
4lim

x
x

x
x

x

x  La función no presenta Asíntota Horizontal 

 
 

www.yo
qu

ier
oa

pr
ob

ar.
es



www.selectividad-cgranada.com 

 

 
Matemáticas Verano 2008   ©  Raúl.G.M.          Página 47 

 
Asíntotas Oblicuas o Ramas Infinitas: 

Como +∞=
−

+
±∞→ 2

4lim
x

x
x

, calculamos el límite 
x
xf

x

)(lim
±∞→

 

1
)1(

41lim)(lim 2 =
−

+=
±∞→±∞→ xxx

xf
xx

  m=1   Ya sabemos que la función tiene una asíntota oblicua en 

la dirección de la recta y=mx+b. 
 
Vamos a calcular b haciendo el límite ])([lim mxxf

x
−

±∞→
: 

( ) ( )
0

1
4lim

1
4lim])([lim 22 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−=−

±∞→±∞→±∞→ x
x

x
xmxxf

xxx
 

Por tanto la función presenta una Asíntota Oblicua en la dirección de la recta xy =  
 
Máximos y mínimos:  
Para calcular los máximos y mínimos necesitamos la derivada. 
Calculamos la derivada: 

34 )1(
81

)1(
)1(81)('

−
−=

−
−

−=
xx

xxf  

 
Igualamos la derivada a cero para encontrar los posibles extremos relativos: 

3212)1(
)1(

810
)1(

81)(' 33
33 =⇔=−⇔=−⇔

−
=⇔=

−
−= xxx

xx
xf  

 
Creamos una tabla: 

x −∞   1  3  +∞  
f’(x)  +  - 0 +  

f(x)   
 

Asíntota 
Vertical 

 Mínimo 
Relativo 

  

  +∞   +∞  (3,4)   
 
Intervalos de Crecimiento: ] [ [ [+∞∞− ,31, ∪  
 
Intervalos de Decrecimiento: ] ]3,1  
 
Máximos y mínimos: Mínimo relativo en (3,4) 
 
Representación Gráfica: 
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3.- Estudia y representa gráficamente la siguiente función: 
1

)( 2

3

−
=

x
xxf  

1.- Dominio:  { }( ) 1,1Dom f = − −\  

 
2.- Simetrías: 

( )
( ) 11

)( 2

3

2

3

−
−=

−−
−

=−
x

x
x

xxf   Por tanto la función es impar  simétrica respecto al origen de 

coordenadas. 
 
3.- Periodicidad: La función no es periódica. 
 
4.- Continuidad: La función es contínua en todos los puntos de su dominio, mientras que en los puntos 
x=-1 y x=1 presenta discontinuidades de segunda especie (Asintóticas). 
 
5.- Puntos de corte con los ejes: 
Eje x: 00)( =⇔= xxf  
Eje y: 0)0( =f     Corta a los ejes en el (0,0) 
 
6.- Asíntotas: 
 
Asíntotas Verticales: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+∞=
−

=
−

−∞=
−

=
−

−+−→

+−−→

0
1

1
lim

0
1

1
lim

2

3

1

2

3

1

x
x

x
x

x

x  La función presenta una Asíntota Vertical en el punto x=-1 

 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−∞=
−

=
−

+∞=
−

=
−

++→

−−→

0
1

1
lim

0
1

1
lim

2

3

1

2

3

1

x
x

x
x

x

x  La función presenta una Asíntota Vertical en el punto x=1 

 
Asíntota Horizontal: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+∞=
−

−∞=
−

+∞→

−∞→

1
lim

1
lim

2

3

2

3

x
x

x
x

x

x  La función no presenta Asíntota Horizontal 

 
Asíntotas Oblicuas o Ramas Infinitas: 

Como 
⎭
⎬
⎫

±∞=
−±∞→ 1

lim 2

3

x
x

x
, calculamos el límite 

x
xf

x

)(lim
±∞→

 

1lim)(lim 3

3

=
−

=
±∞→±∞→ xx

x
x
xf

xx
  m=1   Ya sabemos que la función tiene una asíntota oblicua en la 

dirección de la recta y=mx+b. 
 
Vamos a calcular b haciendo el límite ])([lim mxxf

x
−

±∞→
: 

0
1

lim
1

lim
1

lim])([lim 22

33

2

3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

±∞→±∞→±∞→±∞→ x
x

x
xxxx

x
xmxxf

xxxx
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Por tanto la función presenta una Asíntota Oblicua en la dirección de la recta xy =  
 
7.- Máximos y mínimos: 
 
Para calcular los máximos y mínimos necesitamos la derivada. 
Calculamos la derivada: 

22

22

22

244

22

322

)1(
)3(

)1(
323

)1(
2·)1(3)('

−
−

=
−

−−
=

−
−−

=
x

xx
x

xxx
x

xxxxxf  

 
Igualamos la derivada a cero para encontrar los posibles extremos relativos: 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

±=

=
⇔=−⇔=

−
−

=
3

0
0)3(0

)1(
)3()(' 22

22

22

x
x

xx
x

xxxf  

Creamos una tabla: 
 

x 
−∞

  3−   -1  0  1  3   
+∞
 

f’(x)    +   0 - No 
Definida - 0 - No 

Definida - 0 +  

f(x)   
 

Máximo 
Relativo 

 Asíntota 
Vertical 

 
 

 Asíntota 
Vertical 

 Mínimo 
Relativo 

  

       
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛− 32

3,3

 −∞   +∞  (0,0) −∞    
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ 32

3,3

 
  

 
Intervalos de Crecimiento: [,3[]3,] +∞−∞− ∪  
 
Intervalos de Decrecimiento: ]3,1][1,1][1,3[ ∪∪ −−−  
 
Máximo relativo en ( )3,3 2

3−  y mínimo relativo en ( )3,3 2
3  

 
8.- Concavidad y convexidad. Puntos de Inflexión: 
 
Para ello necesitamos la segunda derivada: 
 

22

22

)1(
)3()('

−
−

=
x

xxxf  

00
)1(

)3(2)('' 32

2

=⇔=
−
+

= x
x

xxxf  

 
Por tanto en (0,0) tenemos un punto de inflexión:  
 

x −∞   -1  0  1  +∞  
f’’(x)  - No Definida + 0 - No Definida +  

f(x)  ∩  
Asíntota 
Vertical ∪  

Punto de 
Inflexión ∩  

Asíntota 
Vertical ∪   

         (0,0)     
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9.- Representación Gráfica: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.- Sea la función definida por 21
)(

x
xxf
+

=  

a) Estudiar las asíntotas, las zonas de crecimiento y decrecimiento, los máximos y mínimos 
relativos y las zonas de concavidad y convexidad. 

b) Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, realiza un esbozo de la gráfica 
de f. 

 
El dominio de la función es \ , por tanto no tiene asíntotas verticales. 
 

2

2

lim 0
1

lim 0
1

x

x

x
x

x
x

→−∞

→+∞

⎫
= ⎪⎪+ ⎬

⎪=
⎪+ ⎭

La función presenta una asíntota horizontal en y=0. 

 

No presenta asíntotas oblicuas ya que 
2

lim
1x

x
x→±∞

≠ ±∞
+

 

Estudiemos su derivada: 
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21
)(

x
xxf
+

=    
2 2

2 2 2 2

(1 ) (2 ) 1'( )
(1 ) (1 )
x x x xf x

x x
+ − −

= =
+ +

;  2'( ) 0 1 0 1f x x x= ⇔ − = ⇔ = ±  

 
Creamos una tabla: 
 

x −∞   -1  1  +∞  
f’(x)    -   0 + 0 -  

f(x)   
 

Min 
Absoluto 

 Max 
Absoluto 

  

 0      -1/2  1/2  0 
 
Intervalos de Crecimiento: [ 1,1]−  
 
Intervalos de Decrecimiento: ] , 1] [1, [− ∞ − +∞∪  
 

Máximo Absoluto en 11,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 y mínimo absoluto en 11,
2

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Para los intervalos de concavidad y convexidad utilizaremos la segunda derivada: 
 

2

2 2

1'( )
(1 )

xf x
x
−

=
+

 

2 2 2 2 2 2 2

2 4 2 4 2 3

2 (1 ) 2(1 )·2 ·(1 ) 2 (1 ) 4 (1 ) 2 ( 3)''( )
(1 ) (1 ) (1 )

x x x x x x x x x x xf x
x x x

− + − + − − + − − −
= = =

+ + +
 

 
''( ) 0 0 3f x x y x= ⇔ = = ±  

 
x −∞   3−   0  3+   +∞  

f’’(x)  - 0 + 0 - 0 +  

f(x)  ∩  
Punto de 
Inflexión ∪  

Punto de 
Inflexión ∩  

Punto de 
Inflexión ∪   

   
33,

4
⎛ ⎞−
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (0,0)  
33,
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

 

 
El dibujo de la gráfica es: 
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5.- Dada la función 
1

1( )
1 x

f x
e

=

+

, se pide 

a) Dominio y asíntotas. Puntos de corte de la gráfica con las asíntotas, si las hay. 
b) Crecimiento y decrecimiento. 
c) Dibujar la gráfica a partir de los resultados anteriores. 
 
Dominio de f; *\ . 
 
Asíntotas Verticales: 

10

11

1 1lim 0
1

1 1lim 1
1

1

x
x

x
x

e

e

−

+

→

→−

⎫
= = ⎪+∞ ⎪+ ⎬

⎪= =
⎪

+ ⎭

 La función no tiene asíntota vertical 

 
Asíntota Horizontal: 

1

1

1 1lim
2

1
1 1lim

2
1

x
x

x
x

e

e

→+∞

→−∞

⎫
= ⎪

⎪+ ⎬
⎪=
⎪

+ ⎭

 La función presenta Asíntota Horizontal en y = 1/2 

 
La función no presenta asíntotas oblicuas. 
 
Calculamos la derivada para estudiar los distintos intervalos de crecimiento y decrecimiento. 
 

1

1( )
1 x

f x
e

=

+

   

1
1

2

2 21 1
2

1

'( ) 0

1 1

x
x

x x

e exf x

e x e

= = >
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Por tanto la función es siempre creciente, Creciente en ] ,0[ ]0, [− ∞ +∞∪  
Creamos una tabla: 
 

x −∞   0  +∞  
f’(x)    +   No 

definida +  

f(x)   
 

No 
definida 

  

 1/2        1/2 
 
 
La función no tiene ni máximos ni mínimos relativos. 
 
El dibujo de la gráfica es: 
 
 
 
 
 

www.yo
qu

ier
oa

pr
ob

ar.
es



www.selectividad-cgranada.com 

 

 
Matemáticas Verano 2008   ©  Raúl.G.M.          Página 53 

6.- Dada la función ( ) ln 1f x x x= − , x>0, se pide: 
a) Explicar de forma razonada por qué la ecuación ln 1 0x x − =  tiene exactamente una raíz. 
b) Representar gráficamente la curva de la función f. 
 
Vamos a estudiar la función. 
 
Dominio ]0, [+∞  

2'

0 0 0 0 0 0 0 0 0

2

1
lnlim ln 1 lim ln lim 1 lim lim 1 lim lim 1 lim lim 1 1

1 1

lim ln 1

L H

x x x x x x x x x

x

x xxx x x x
x

x x
x x

+ + + + + + + + +→ → → → → → → → →

→+∞

⎫
⎪

− = − = − = − − = − − = − ⎪⎪
⎬
⎪
⎪− = +∞ ⎪⎭

 

 

Calculamos su derivada:  '( ) ln 1f x x= + ;  igualamos a cero:  1'( ) 0 ln 1f x x x
e

= ⇔ = − ⇔ =  

Creamos una tabla: 
 

x 0  1
e

  +∞  

f’(x) No 
Definida   -   0 +  

f(x) No 
Definida 

 
 

Min 
Absoluto 

  

 -1      
1e

e
⎛ ⎞+

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  +∞  

 
 

Intervalos de Crecimiento: 1 ,
e
⎡ ⎡

+∞⎢ ⎢
⎣ ⎣

 

 
 

Intervalos de Decrecimiento: 10,
e

⎤ ⎤
⎥ ⎥
⎦ ⎦

 

 

Mínimo absoluto en 1 1, e
e e
⎛ ⎞+

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
A la pregunta de explicar de forma razonada por qué la ecuación xlnx-1=0 tiene exactamente una 
raíz diremos que: 
 
La función f es una función definida en X>0, vemos que la función empieza en -1, y es decreciente 

hasta 1
e

, en el que hay un mínimo absoluto, y a partir de este punto pasa a ser creciente hasta +∞ . 

Por tanto, tenemos una función que al principio es negativa, cambia de signo a positiva, que es 
contínua, y que diverge a +∞ , entonces corta al eje x una vez sola vez, y la ecuación solo tiene una 
solución. 
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Si dibujamos la gráfica: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7.- Dada la función ( )
ln
xf x
x

=  

a) Determinar su dominio de definición. 
b) Calcula sus asíntotas 
c) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcula sus máximos y mínimos. 
d) Dibuja la gráfica de la función f. 
 
Dominio de f: ]0,1[ ]1, [+∞∪  
Asíntotas Verticales: 

1

1

1lim
ln 0

1lim
ln 0

x

x

x
x

x
x

−

+

−→

+→

⎫
= = −∞⎪⎪

⎬
⎪= = +∞
⎪⎭

 La función presenta una Asíntota Vertical en el punto x=1 

 
Asíntota Horizontal: 
 

0

lim
ln

lim 0
ln

x

x

x
x

x
x

→+∞

→

⎫
= +∞⎪⎪

⎬
⎪=
⎪⎭

 La función no presenta Asíntota Horizontal 

 
Asíntotas Oblicuas o Ramas Infinitas: 

Como lim
lnx

x
x→+∞

⎫
= +∞⎬

⎭
, calculamos el límite ( )lim

x

f x
x→+∞

 

( )lim lim 0
lnx x

f x x
x x x→+∞ →+∞

= =   

 
Por tanto la función presenta una Rama hiperbólica en la dirección del eje OX. 
 
Para los intervalos de crecimiento de la función necesitamos calcular su derivada: 
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( )
ln
xf x
x

=   
( )2
ln 1'( ) ; '( ) 0 ln 1 0
ln

xf x f x x x e
x
−

= = ⇔ − = ⇔ =  

 
Creamos una tabla: 
 

x 0  1  e  +∞  
f’(x) No 

Definida   -   No 
definida + 0 -  

f(x) No 
Definida 

 
 

Asíntota 
Vertical 

 Mínimo 
Absoluto 

  

 0     −∞   +∞  e  +∞  
 
Intervalos de Decrecimiento:   ]0,1[ U  ]1,e] 
 
Intervalos de Crecimiento:  [ , [e +∞  
 
Mínimo absoluto en ( ),e e  

 
La representación gráfica es: 
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Tema V:  CALCULO DE INTEGRALES  
 
 

1.- CONCEPTO DE PRIMITIVA DE UNA FUNCION: 
   
  Como hemos visto hasta ahora, la derivación es una técnica a partir de la cual dada 

una función cualquiera f(x) podemos calcular su derivada f’(x). Pues bien, ahora vamos a 
trabajar el proceso contrario, en el que conocida la derivada de una función f’(x), tratamos de 
encontrar la función de la que proviene, primitiva, f(x). 

 
                  Derivación 
 
 
        Integración 
 

 
 

 Sean f y F dos funciones definidas en un mismo intervalo de definición I, decimos 
que F(x) es la primitiva de f(x) en el intervalo I si ocurre que: '( ) ( )F x f x= . 
 

F(x) es la función primitiva de f(x) )()(' xfxF =⇔  
 
Si una función tiene una primitiva, entonces tiene infinitas, que se diferencian entre sí en una constante. 
 

 
 
Se llama integral indefinida de una función f(x) al conjunto formado por todas sus primitivas, 
y se representa por: 

( )· ( )f x dx F x C= +∫  

 
Se lee integral de f(x) diferencial de x, y donde C es un número real cualquiera llamado 
constante de integración. 

 
 

2.- PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES INDEFINIDAS: 
 

• La integral de la suma (diferencia) de dos funciones es igual a la suma (diferencia) de 
las integrales de dichas funciones. 

 
( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx⎡ ⎤± = ±⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

 
• La integral del producto de una función por una constante k, es igual a la constante 

por la integral de la función. 
 

· ( ) · ( )k f x dx k f x dx=∫ ∫  

 
(un factor constante puede sacarse fuera de la integral) 
 

Ejemplo:    La función f(x) = 2x tiene por primitivas 

2

2

2

7
( )

4

x
F x x

x

⎧ +
⎪

= ⎨
⎪ −⎩

 en general  2x K+  

Función 
 

2( ) 2f x x= +  

Derivada 
 

'( ) 2f x x=  
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3.- TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS 
 

Formas 
Tipos 

Simple Compuesta 

Potencial  ( 1)a ≠ −  
1

1

a
a xx dx

a
+

=
+∫  

1

'·
1

a
a ff f dx

a
+

=
+∫  

Logarítmico 1 lndx x
x

=∫  ' lnf dx f
f

=∫  

Exponencial 
·ln

x x

x x

e dx e
a dx a a

=

=
∫
∫

 
( ) ( )

( )
( )

· '( )

· '( )
ln

f x f x

f x
f x

e f x dx e
aa f x dx

a

=

=

∫

∫
 

Seno cosxdx senx=∫  cos · 'f f dx senf=∫  

Coseno cossenxdx x= −∫  · ' cossenf f dx f= −∫  

Tangente 

2

2

2

sec

(1 )
1

cos

xdx tgx
tg x dx tgx

dx tgx
x

=

+ =

=

∫
∫

∫

 

2

2

2

sec ( )· ' ( )

[1 ( )]· ' ( )
' ( )

cos ( )

f f dx tg f
tg f f dx tg f

f dx tg f
f

=

+ =

=

∫
∫

∫

 

Cotangente 

2

2

2

sec

(1 )
1

co xdx cotgx
cotg x dx cotgx

dx cotgx
sen x

= −

+ = −

= −

∫
∫

∫

 

2

2

2

cosec ( )· ' ( )

[1 ( )]· ' co ( )
' ( )
( )

f f dx cotg f
cotg f f dx tg f

f dx cotg f
Sen f

= −

+ = −

= −

∫
∫

∫

 

Arco Seno 
( ) ( )

2

2 2

1 cos
1

1 cos

dx Arcsen x Arc x
x

x xdx Arcsen Arc
a aa x

= = −
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠−

∫

∫
 

( ) ( )
2

2 2

' cos
1

' cos

f dx Arcsen f Arc f
f

f f fdx Arcsen Arc
a aa f

= = −
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠−

∫

∫
 

Arco Tangente 
( )2

2 2

1
1

1 1

dx arctg x
x

xdx arctg
a aa x

=
+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

+ ⎝ ⎠

∫

∫
 

( )2

2 2

'
1

' 1

f dx arctg f
f
f fdx arctg

a aa f

=
+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

+ ⎝ ⎠

∫

∫
 

Neperiano – Arco tangente 2
2 neperiano + arco tangente   M 0, ax    irreducibleMx N dx bx c

ax bx c
+

= ≠ + +
+ +∫  

 
 
4.-TECNICAS DE INTEGRACIÓN: 

 
4.1.- El método de Sustitución (ó Cambio de Variable) 
 
 Se basa en la utilización de la regla de la cadena. Consiste en expresar la función a 
integrar en función de otra variable, normalmente t, de modo que la integral resultante sea 
inmediata, o por lo menos más sencilla. 
 
Para hallar una primitiva de ∫ dxxf )( , haremos el siguiente cambio de variable: ( )x g t= , 

después diferenciamos en ambas partes: '( )·dx g t dt=  y sustituimos en la primitiva, de forma  
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que la primitiva quedará: 
( ) ( ) · '( )·f x dx f g t g t dt⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫ ∫  

 
Tras hallar el miembro de la derecha en función de t, se deshace el cambio de variable y así 
obtenemos la integral buscada; es decir traducimos el resultado en términos de x. 
 

 
Este método se suele utilizar en funciones que tienen raíces (Radicalarias). 
 

 
4.2.- Integración por simple inspección: 
 
 Dos sencillas fórmulas nos capacitan para hallar primitivas de forma casi inmediata. La 
primera es: 

11'( )·[ ( )] [ ( )]
1

r rg x g x dx g x K
r

+= +
+∫    con r ≠ -1 

 

 
 

La segunda fórmula de integración rápida es:     Kxgdx
xg
xg

+=∫ )(ln
)(
)('

   

 

 
 
4.3.- Integración por Descomposición: 
 
 Consiste en descomponer una función f(x) de la forma: f1(x)+f2(x)+………+fn(x), de 
forma que descomponemos una integral en muchas que se resuelven más fácilmente. 
 

∫ ∫ ∫ ∫+++= dxxfdxxfdxxfdxxf n )(............)()()( 21  

Ejemplo 4:  Calcular 
2

3 5
x dx

x −∫  

Utilizando la fórmula anterior: 
2 2

3
3 3

1 3 1 ln 5
3 35 5

x xdx dx x K
x x

= = − +
− −∫ ∫  

Ejemplo 3:  Calcular 
2(ln )x dx

x∫  

Utilizando la fórmula anterior:  
32

2(ln ) 1 1(ln ) (ln )
3

x dx x dx x K
x x

= = +∫ ∫  

Ejemplo 2:  Calcular 1x xdx−∫ . 

Hacemos: (1 )x u− = , de aquí, 1x u= −   dx du= −  , sustituyendo: 
1 1 5 1 5 3 5
2 2 2 2 2 2 22 2 2 21 (1 )· ( ) (1 ) 1 · (1 )

3 5 5 3
6 4(1 ) 1

15

x xdx u u du u u du u du u du u u K x x x

xx x K

⎛ ⎞
− = − − = − − = − + = − + + = − − − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− −

= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

Ejemplo 1:  Calcular 11( 3)x dx+∫ . 

Hacemos: ( 3)x u+ = , de aquí, 3x u= −   dx du=  , sustituyendo: 

11 11 12 111 1( 3) ( 3)
12 12

x dx u du u K x K+ = = + = + +∫ ∫  
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4.4.- Integración por Partes: 
 
 Este método se suele utilizar cuando tenemos producto de funciones, y lo que hacemos 
es separar la integral en dos partes, mediante la fórmula de integración por partes: 
 

∫ ∫−= duvvudvu ···  

 
La mecánica que se sigue para integrar con este método es la siguiente: Si tenemos que 
calcular ∫ dxxgxf )()·( , hacemos )(xfu =  y dxxgdv )(= ; calculamos )(' xfdu =  y 

∫= dxxgv )·( , y después sustituimos cada una de ellas en la fórmula de integración por 

partes.  ∫ ∫−= duvvudvu ···  
 

Para recordar la fórmula de la integración por partes, existe una regla nemotécnica: “un dia ví una vaca vestida de uniforme ” 
 

• A la hora de elegir u  y dv, hemos de tener en cuenta dos cosas: 
 

 La parte escogida como dv  ha de ser fácil de integrar. 
 ∫ duv ·  no debe ser más complicada de integrar que ∫ dvu ·  

 
Para facilitar las cosas a la hora de elegir u, 
utilizaremos la regla ALPES.  
 
El orden de preferencia al elegir quien es la función 
u  es de izquierda a derecha: 

A > L > P > E > S 
 

 
 
 
 
 
 
A veces será necesario repetir este método varias veces.  ¿Cuándo?, Si tenemos: 
 

• Producto de un polinomio por una exponencial. (xnex) 
• Producto de un polinomio por seno o coseno. (xncosx, xnsenx) 
• Producto de un polinomio por ln. (xn·lnx) 
• Producto de una exponencial por sen ó cos (exsenx, excosx) 
• Las funciones circulares inversas. 

Ejemplo 6:  Calcular ·lnnx xdx∫  

Hacemos  lnu x=  ndv x=   

 1du
x

=  
1

1

nxv
n

+

=
+

 

Aplicamos la regla de integración por partes: 
1 1 1 1 1 11 1 1 1·ln ln · ln ln ln
1 1 1 1 1 1 1 1 1

n n n n n n
n nx x x x x xx xdx x dx x x dx x x K

n n x n n n n n n n
+ + + + + + ⎛ ⎞

= − = − = − = − +⎜ ⎟+ + + + + + + + +⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

Ejemplo 5:  Calcular 2( cos )senx x dx+∫  

Utilizando este método:      
2 2 2 2 2( cos ) ( cos 2 cos ) ( cos )

12 cos 1 2 · cos2
2

senx x dx sen x x senx x dx sen x x dx

senx xdx dx sen x dx x x K

+ = + + = + +

+ = + = − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

A = Funciones Arco (Arcsen, Arccos, Arctg…) 
L= Funciones logarítmicas. (loga, log, ln) 
P = Funciones polinómicas.  
E = Funciones exponenciales (ax, ex) 
S = Funciones trigonométricas (Sen, Cos, tg…) 
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4.5.- Integración de funciones Racionales. 
 

Para el cálculo de integrales de la forma dx
xQ
xP

∫ )(
)( , donde P(x) y Q(x) son polinomios enteros 

en x con coeficientes reales, lo que haremos es descomponer el polinomio Q(x) en suma de 
fracciones simples de la forma (ax + b). 
 

• Si grado P(x) ≥ grado Q(x), antes de descomponer, efectuamos la división euclidea:  
 

)(
)()(

)(
)(

xQ
xRxC

xQ
xP

+=  

 
• Si grado P(x) < grado Q(x), no es necesario hacer división euclídea y directamente 

pasamos a factorizar el polinomio Q(x). 
 
Factorizamos el polinomio Q(x), y una vez descompuesto Q(x) en sus raíces, se pueden 
presentar varios casos:  
 
 
4.5.1.- Caso I: Factores lineales distintos. 
 
A cada factor lineal ax+b que aparezca una sola vez en el denominador de una función racional 

propia le corresponde una sola fracción de la forma: 
bax

A
+

, donde A es una constante que 

habrá que determinar.  
 

 
 
 

Ejemplo 7:  Calcular ∫ − 42x
dx

 

Factorizamos el denominador 2 4 ( 2)( 2)x x x− = + −  
Descomponemos: 

2
1

2 24
A B

x xx
= +

+ −−
   Calculamos las constantes A y B: 

1 ( 2) ( 2)
1 ( ) (2 2 )

A x B x
A B x A B

= − + +
= + + −

 (1)
(2)

 

 
a) Por comparación:  A + B = 0   y  2A-2B=1 
 
De donde: 

1
4

A =   y  1
4

B −
=  

 
b) O directamente sustituyendo x=2 y x=-2 en la ecuación (1). 

1 4
1 4

A
B

=
= −

   1
4

A =   y  1
4

B −
=  

 
Por cualquiera de los dos métodos, tenemos: 

2
1 1 / 4 1 / 4

2 24 x xx
= −

− +−
 

Entonces: 

2
1 1 1 1 1 2ln 2 ln 2 ln
4 2 4 2 4 4 4 24

dx dx dx xx x K K
x x xx

−
= − = − − + + = +

− + +−∫ ∫ ∫  
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4.5.2.- Caso II: Factores lineales Repetidos. 
 
 A cada factor ax+b que aparezca n veces en el denominador de una función racional 
propia le corresponde una suma de n fracciones simples de la forma: 
 

n
n

bax
A

bax
A

bax
A

bax
A

)(
..................

)()( 3
3

2
21

+
++

+
+

+
+

+
 

 
Donde Ai son constantes que habrá que determinar. 

 
 
4.5.3.- Caso III: Factores cuadráticos distintos: 
 
 A cada factor cuadrático irreducible ax2+bx+c que aparezca una sola vez en el 
denominador de una función racional le corresponde una sola fracción simple de la forma: 

cbxax
BAx
++

+
2  

Donde A y B son constantes a determinar. 
 

 
 
 

Ejemplo 9:  Calcular 
3 2

4 2
1

3 2
x x x dx
x x
+ + +
+ +∫  

Factorizamos 4 2 2 23 2 ( 1)·( 2)x x x x+ + = + +  
Descomponemos: 

3 2

4 2 2 2
1

3 2 1 2
x x x Ax B Cx D
x x x x
+ + + + +

= +
+ + + +

   Calculamos las constantes A,B,C y D: 

3 2 2 23 2 ( )( 2) ( )( 1)x x Ax B x Cx D x+ + = + + + + +   
 

De donde A+C=1; B+D=1, 2A+C=1 y 2B+D=2, que resolviendo nos da: A=0, B=1, C=1 y D=0. 
Entonces: 

3 2
2

4 2 2 2
1 1 ln 2

23 2 1 2
x x x dx xdxdx arctgx x K
x x x x
+ + +

= + = + + +
+ + + +∫ ∫ ∫  

Ejemplo 8:  Calcular 
4 3

3 2
1x x x dx

x x
− − −

−∫  

Como el grado de arriba es mayor que el de abajo, primero dividimos: 
4 3

3 2 3 2 2
1 1 1

( 1)
x x x x xx x

x x x x x x
− − − + +

= − = −
− − −

 

  
Descomponemos: 

2 2
1

1( 1)
x A B C

x xx x x
+

= + +
−−

   Calculamos las constantes A,B y C: 

21 ( 1) ( 1)x Ax x B x Cx+ = − + − +   
Sustituyendo x=0 obtenemos: 

1=-B  B=-1 
Sustituyendo x=1, obtenemos: 

2=C 
Y sustituyendo x=2, (elegimos el 2 al azar), obtenemos: 

3=2A+B+4C  A=-2. 
De modo que nos queda: 

4 3
2 2

3 2 2
1 1 1 1 1· 2 2ln 2ln 1 2ln

1 2 2 1
x x x dx dx dx xdx x dx x x x K x K

x x x x xx x x
− − −

= + + − = + − − − + = − + +
− −−∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
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4.5.4.- Factores cuadráticos repetidos. 
 
 A cada factor cuadrático irreducible ax2+bx+c que aparezca n veces en el 
denominador de una función racional propia le corresponde una suma de n fracciones simples 
de la forma: 

( ) ( )32
33

22
22

2
11 .............

cbxax
BxA

cbxax
BxA

cbxax
BxA

++

+
++

++

+
+

++
+  

Donde Ai y Bi son constantes a determinar: 
 

 
 

5.- Teorema fundamental del Cálculo: 
 
Si f es una función continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces su función integral 

( ) ( )
x

a

F x f t dt= ∫ con a ≤ x ≤ b es continua en [a,b] y derivable en (a,b), y su derivada F’(x)=f(x).  

f contínua en [a,b]
'( ) ( )

F(X)= ( )
x

a

F x f x
f t dt

⎫
⎪ =⎬
⎪
⎭

∫
 

 
5.1.- Derivada de integrales: 
 

• ( ) ( )
x

a

d f t dt f x
dx

=∫  

 
5.2.- Derivada de integrales cuando el límite superior es una función: 
 

• 
( )

( ) ( ) · '( )
g x

a

d f t dt f g x g x
dx

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫  

 

 
 
 
 

Ejemplo 12: Hallar la derivada de: 
2

2

0

cos
t

x dx∫   
2

2 4

0

cos 2 cos
td x dx t t

dt
=∫  

Ejemplo 10:  Calcular 
5 4 3 2

2 3
4 4 8 4
( 2)

x x x x x dx
x

− + − + −
+∫  

Descomponemos: 
5 4 3 2

2 3 2 2 2 2 3
4 4 8 4
( 1) 1 ( 1) ( 1)

x x x x x Ax B Cx D Ex F
x x x x

− + − + − + + +
= + +

+ + + +
   Calculamos las constantes A,B,C,D,E y F: 

5 4 3 2 2 2 2

5 4 3 2

4 4 8 4 ( )( 2) ( )( 2)
(4 ) (4 ) (4 2 ) (4 2 )

x x x x x Ax B x Cx D x Ex F
Ax Bx A C x B D x A C E x B D F

− + − + − = + + + + + + + =

+ + + + + + + + − + +
  

 
De donde A=1; B=-1, C=0 y D=0, E=4 y F=0. 
Entonces: 

5 4 3 2
2

2 3 2 2 3 2 2
4 4 8 4 1 1 2 14 ln( 2)

2 2( 2) 2 ( 2) ( 2)2
x x x x x x xdx xdx dx x arctg K

x x x x
− + − + − −

= + = + − − +
+ + + +∫ ∫ ∫  

Ejemplo 11: Hallar la derivada de: 2 1
x

a

t dt+∫   2 21 1
x

a

d t dt x
dx

+ = +∫  www.yo
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5.3.- Derivada de integrales cuando los dos límites son funciones: 
 

• 
( )

( )

( ) ( ) · '( ) ( ) · '( )
g x

h x

d f t dt f g x g x h g x h x
dx

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

 

 
Podemos encontrarnos con ejercicios como este en el que al aplicar la regla de L’Hôpital, la 
integral desaparece. 

 

 
 
 

6.- Integral Definida 
 

 La integral definida de una función en el intervalo [a,b] se simboliza por  ( )
b

a

f x dx∫  

donde b es el límite superior de integración y a  el límite inferior de integración. 
 
6.1.- Significado Geométrico de la integral: 
 

Con la integral definida se pretende calcular el área de una región del plano limitada 
por una curva. 
 
Sea el plano afín real euclídeo y 1 2( , , )O u u  un sistema de referencia ortonormal de ejes OX y 
OY. 

• Si la función : [ , ]f a b → , es positiva e integrable, la integral definida de la 
función f sobre dicho intervalo representa el área de la región limitada por la curva, 
el eje OX y las perpendiculares por los puntos a y b, y la integral es positiva. 

 

     ( ) Área bajo la curva
b

a

f x dx =∫  > 0 

  + 
   

 

Ejemplo 14: Hallar 

2

0
30

lim

x

x

sen tdt

x+→

∫
 

 
2

2' *
0

3 2 20 0 0

0 ·2 2 2lim lim lim
0 33 3

x

L H

x x x

sen tdt
senx x x

x x x+ + +→ → →
= = = =

∫
 

 
* Donde hemos utilizado la aproximación senx ≈ x  cuando x→ 0 

Ejemplo 13: Hallar la derivada de: 
3

2

ln
x

x

tdt∫  

3

2

3 2 2 2 2ln ln ·3 ln ·2 9 ln 4 ln (9 4 )ln
x

x

d tdt x x x x x x x x x x x
dx

= − = − = −∫  
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• Si la función : [ , ]f a b → , es negativa e integrable, la integral definida de la 
función f sobre dicho intervalo representa el 
área de la región limitada por la curva, el eje OX 
y las perpendiculares por los puntos a y b, pero 
con signo negativo. 

( ) Área bajo la curva
b

a

f x dx− =∫  

• Si la función : [ , ]f a b → , toma valores positivos y negativos sobre el intervalo 
cerrado [a,b], entonces, la integral definida de la función f sobre dicho intervalo 
representa la suma de las áreas de las regiones comprendidas entre la función, el 
eje de las x, y las perpendiculares por a y b, pero asignándole a cada una de ellas 
el signo + o - según que esté por encima o por debajo del eje x. Para ello es 
necesario conocer los puntos de corte de la curva con el eje OX. 

 

     
 
 
 

    
3 41 2

1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c cc c b

a c c c c

Area f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx= + − + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

 
 
6.2.- Propiedades de la Integral Definida: 
 

• Si los límites de integración son iguales, la integral es nula:     ( ) 0
a

a

f x dx =∫  

• Si c es un punto interior al intervalo [a,b], se verifica:  ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  

Esta propiedad es generalizable al tomar más puntos interiores en el intervalo [a,b]. 
 

• Al intercambiar los límites de integración, la integral definida cambia de signo: 

( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫  

Ejemplo 15: Calcular el área encerrada por el eje OX, las rectas 0x =  y x π= y la curva cosy x= . 
 
Vamos a ver si la función cosy x= , cambia de signo en el intervalo [0, ]π , para ello la igualamos a cero y 
calculamos sus raíces: 

cos 0
2

x x kπ π= ⇔ = ± + , dentro del intervalo a estudiar solo está 
2
π . Sabemos que el coseno es positivo en el 

primer cuadrante 0
2
πα≤ ≤ , y negativo en el segundo 

2
π α π≤ ≤ , por tanto: 

2
2
0

20
2

cos cos 1 ( 1) 2Area xdx xdx senx senx

π
π π π

π
π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − = − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  
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• La integral definida de la suma es la suma de las integrales definidas: 

( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx⎡ ⎤± = ±⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

 

• Si k es un número real, se verifica:  · ( ) ( )
b b

a a

k f x dx k f x dx=∫ ∫  

 

• Si ( ) ( )  ,f x g x x a b⎡ ⎤≤ ∀ ∈ ⎣ ⎦ , entonces se verifica:  ( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx≤∫ ∫  

 
6.3.- Regla de Barrow: 
 
 Sea f(x) una función y g(x) una primitiva suya, [g’(x)=f(x)], se cumple que: 
  

( ) ( ) ( ) ( )
a a

b
b

f x dx g a g b g x⎡ ⎤= − = ⎣ ⎦∫  

Observaciones: 
 

• La importancia de esta regla es fundamental, ya que pone en relación las 
integrales con las derivadas. Sin embargo hay que advertir que solamente es 
aplicable a funciones continuas definidas en intervalos cerrados. 

• Para hallar la integral definida de una función continua en un intervalo cerrado 
seguiremos el siguiente proceso: 
→ Se halla una primitiva cualquiera de la función, sin tener en cuenta la 

constante (la más sencilla). 
→ Se sustituyen en esta primitiva los límites de integración (el superior y el 

inferior) y se restan los resultados. 

 
6.4.- Área limitada por dos gráficas: 
 
 Para hallar el área limitada por las gráficas de dos funciones f(x) y g(x) seguiremos 
este esquema: 

a) Definimos una nueva función h(x) = f(x) – g(x) 
 

b) Igualamos a cero para hallar los puntos de corte 
entre ambas: h(x)=0 ↔ f(x)=g(x) 

 
c) Una vez que obtengamos los puntos de corte, a y 

b, integramos la función h(x) entre esos límites 
de integración.    

( )
a

b

Area h x dx= ∫  

Ejemplo 16:  Calcular el valor del área que está debajo de la función f(x)=senx. 
 

0
0

cos cos0 ( 1) 1 2Area Senxdx Cosx
π

π
π⎡ ⎤= = − = − + = − − + =⎣ ⎦∫  
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6.5.- Volumen de un sólido de revolución: 

Sea f una función continua definida en el intervalo [a,b]. 

Recibe el nombre de sólido de revolución, al sólido generado al girar alrededor del eje x, la 
región limitada por la gráfica de ( )y f x= , el eje x, y las gráficas de x a=  y x b= . El eje x 
es un eje de simetría de dicho sólido y una sección recta perpendicular al eje x es un círculo 
de radio ( )f x .  

 

El área de la sección circular será: 
2

( ) · ( )A x f xπ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , y un elemento de volumen de revolución 

será un pequeño cilindro de radio ( )f x  y altura dx. 

Por tanto, el volumen del cuerpo de revolución vendrá dado por la expresión: 
 

2· ( )
a

b

Vol f x dxπ= ∫  

 
Este procedimiento recibe el nombre de integración por discos. 

 
Ejemplo 18: Calcular el volumen engendrado al girar la parábola y x= alrededor del eje X, entre 0 y 4. 

 
 

 

( )
44 4 22

0 0 0

· 8
2

xV x dx x dxπ π π π
⎡ ⎤

= = = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫  

 
 
 

Ejemplo 17 : Calcular el área comprendida entre f(x)=x4+5x3-7x2+2x-1       y     g(x)=x4-4x3-8x2+4x-1 
 
Escribimos la función h(x) como la diferencia entre f(x) y g(x).      3 2( ) 2h x x x x= + −  

Calculamos sus raices igualando a cero:  3 2

0
( ) 2 0 2

1

x
h x x x x x

x

⎧ =
⎪= + − = ⇔ = −⎨
⎪ =⎩

 

0 10 1 4 3 4 3
3 2 3 2 2 2

2 0 2 0

8 5( 2 ) ( 2 ) 0 0
4 3 4 3 3 12

8 5 37
3 12 12

x x x xArea x x x dx x x x dx x x
− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
= + − + + − = + − + + − = − + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + =

∫ ∫
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Si al trozo de curva ( )y f x= se le hace girar alrededor del eje Y, el volumen del 

cuerpo de revolución vendrá dado por esta otra expresión: 2· ( )
a

b

Vol y dyπ φ= ∫  

Se hace exactamente igual que al girar en torno al eje X, con la salvedad de que hay que 
escribir x en función de y, e integrar en y.  
 
 
Ejemplo 19: Calcular el volumen engendrado por la curva y x=  al girar alrededor del eje Y, entre y=0 e y=2. 

 
 
 

( )
22 2 522 4

0 0 0

32
5 5
yVolumen y dy y dyπ π π π

⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

 
 

 
7.- Ejercicios:  

 
1.- Calcular las siguientes integrales: 

a) 
2( 1)

dx
x −∫  b) 

2ln x dx
x∫  c) 

2lnx dx
x∫  d) 2 ·cos3sen x xdx∫  e) tgxdx∫  

f) 
2

1
9
dx

x +∫  g) 3sen xdx∫  h)
41

x dx
x−∫  i) 

4 9
x dx

x +∫   j) x x
dx

e e −+∫  

2.- Hallar la función F(x) tal que F(0)=2 y que sea primitiva de la función ( )
1x

ef x
e

=
+

 

 
3.- Determinar f(x) sabiendo que f’’’(x)=24x; f’’(0)=2, f’(0)=1 y f(0)=0. 
 
4.- Calcular las siguientes integrales: 
 

a) 
2

3

1x x dx
x x
− +
+∫  b) 

2

3 2

10 5
3 3

x x dx
x x x

+ +
+ − −∫  c) 

4 3

3 2

3 3 2
2

x x x dx
x x x
− − −
− −∫  

 
5.- Calcular las siguientes integrales: a) ·x arctgxdx∫  b) cosxe xdx−∫   

c) 2 cosx xdx∫   d) 4xxe dx∫  e) 23 xx e dx−∫   f) ( )lnsen x dx∫   

6.- Calcular:  a) 
3

1

x dx∫  b) 
2

0

·cos2senx xdx
π

∫  c) 2

0

(1 )cosx xdx
π

+∫   

d) 
3

21
x dx

x−∫   e) 
1
2

1
21 x dx−∫   f) 

1

0 1x
dx

e +∫  

7.- Siendo 2

0

x
tI t e dt−= ∫ , demostrar que lim ( ) 2

x
I x

→+∞
=  

 
8.- Calcular el área encerrada por la curva 2( ) 4f x x x= −  y la recta ( ) 2 5g x x= −  
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9.- Hallar el área de la región limitada por las gráficas de las funciones ( ) 1
3
xf x = +  y 

( )
1
2( ) 1g x x= +  

 
10.- Determinar el área encerrada entre las gráficas de las funciones de ecuaciones: 
 

2( ) 6f x x x= −  y 2( ) 2g x x x= − . 

11.- Calcular el área encerrada por la gráfica de 
2

1( )
4

f x
x

=
+

, el eje de abscisas y las 

rectas:  2 3 2x y x= =  
 
12.- Calcular el área del recinto limitado por la curva de la ecuación 2( )f x x x= +  y la recta 
perpendicular a su tangente en el punto (0,0). 
 
13.- Se considera la función ( ) axf x xe= , donde a es una constante no nula. Calcula el valor de 

a, sabiendo que el área limitada por la curva ( ) axf x xe=  y las rectas x=0 y x=1 es igual a 
2

1
a

. 

14.- Calcula la primitiva de la función 
2

( ) lnf x x⎡ ⎤= ⎣ ⎦  que se anule en x e=  

 
15.- Calcula las siguientes integrales inmediatas: 
 

a) ( )22 4 5x x dx− +∫  h) 2
13x dx

x
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  ñ) 4 3 52 x dx

x
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

b) 
4 3 2x x x dx

x
⎡ ⎤− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  i) ( )21 x

dx
x
+

∫  o) ( )222 3 ·5 ·x x dx+∫  

c) 2
3

5
x dx

x +∫  j) 2
4 8

4
x dx

x x
+
+∫  p) 2 34 1x x dx−∫  

d) 
2

2
3 1

x dx
x +

∫  k) ( )21 x
dx

x

+
∫  q) 1 cos2

2 2
x dx

x sen x
−
−∫  

e) cos
2
x dx⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  l) 2
3 ·3xx dx∫  r) 

ln xe dx
x∫  

f) 24 7
dx dx

x+∫  m) 
3

81
x dx

x−∫  s) 
24

x dx
x−∫  

g) 
2

3
4

dx
x−∫  n) 32 ·cos2 ·sen x x dx∫  t) 1 ln

·ln
x dx

x x
−

∫  
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8.- Apéndice: 

 

 
 

8.- Soluciones 
 

1.- Calcular las siguientes integrales: 
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a) 
2

1
1( 1)

dx C
xx
−

= +
−−∫  

b) 
2

2 3ln 1 1ln ln
3

x dx xdx x C
x x

= = +∫ ∫  

c) 
2 2ln ln 1 ln2 2 ln

4
x x xdx dx xdx C
x x x

= = = +∫ ∫ ∫  

d) 

2 1 cos2 cos3 1·cos3 ·cos3 cos2 ·cos3
2 3 2

cos3 1 cos( ) cos(5 ) cos3 cos( ) cos5
2 2 2 2 4 4
(3 ) (5 ) ( ) (3 ) (5 ) ( )
6 20 4 6 20 4

x xsen x xdx xdx x x dx

x x x x x xdx dx dx dx

sen x sen x sen x sen x sen x sen x C

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞− + −

= − = − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= + + = + − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫  

e) ln cos
cos cos
senx senxtgxdx dx dx x C

x x
−

= = − = − +∫ ∫ ∫  

f) 2 2 2

1 1 1
3 39 3

xdx dx arctg C
x x

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

+ + ⎝ ⎠
∫ ∫  

g) 
3

3 2 2 cos(1 cos ) ·cos cos
3

xsen xdx senx x dx senxdx senx xdx x C= − = − = − + +∫ ∫ ∫ ∫  

h) 2

4 2 2 2 2

1 2 1 ( )
2 21 1 ( ) 1 ( )

x x xdx dx dx arcsen x C
x x x

= = = +
− − −

∫ ∫ ∫  

i) 
2

4 2 2 2 2

1 2 1
2 2 39 ( ) 9 ( ) 9

x x x xdx dx dx arctg C
x x x

⎛ ⎞
= = = +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

j) ( )2
2 2 2

1 2 1 ln 1
1 2 21 1 1

x x
x

x x x x x
x

x x

dx dx dx e edx dx e C
e e e e ee

e e

−
= = = = = + +

+ + + ++
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2.- Hallar la función F(x) tal que F(0)=2 y que sea primitiva de la función ( )
1x

ef x
e

=
+

 

 

Calculamos la integral de 1
1 1x x

e dx e dx
e e

= =
+ +∫ ∫  

Hacemos un cambio de variable 
x

x

x

e dx dt
e t dt dtdx

te

⎡ ⎤=
⎢ ⎥=⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎣ ⎦

, por tanto la integral queda: 

2

1 ( 1)
1 1 1 t 0 1 ln ln 1 ln

1 1 1
 -1 1

A t Bt
A B tdt dt dt si A dt dt t t
t t t t tt t si t B

⎡ ⎤= + +
⎢ ⎥= + = = → = = − = − + =⎢ ⎥+ + ++ ⎢ ⎥= → = −⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Deshacemos el cambio: 
 

ln
1

x

x
e

e +
, y multiplicamos por e, de forma que: 

1 ln
1 1 1

ex

x x x
e edx e dx C

e e e
= = +

+ + +∫ ∫  

Como F(0)=2; 
1 1ln 2 2 ln
2 2

e C C e+ = ⇒ = −  
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De forma que: 

1ln 2 ln
21 1

ex

x x
e edx e

e e
= + −

+ +∫  

 
3.- Determinar f(x) sabiendo que f’’’(x)=24x; f’’(0)=2, f’(0)=1 y f(0)=0. 

 
2''( ) 24 12f x xdx x C= = +∫  Como f’’(0)=2, entonces C=2   2''( ) 12 2f x x= +  

2 3'( ) (12 2) 4 2 'f x x dx x x C= + = + +∫ , Como f’(0)=1, entonces C’=1 3'( ) 4 2 1f x x x= + +  

Y por último: 
3 4 2( ) (4 2 1) ''f x x x dx x x x C= + + = + + +∫ , Como f(0)=0,   C’’=0  y  4 2( )f x x x x= + +  

 
4.- Calcular las siguientes integrales: 

 

a) 
2

3

1x x dx
x x
− +
+∫  

Como grado del polinomio de arriba es menor que el de abajo no es necesario dividir. 
2

2 2
3 2

1 1 ( 1) ( )
1

x x A B x x A x B x
xx x x

− +
= + → − + = + +

+ +
 

Si x=0   1=A 
Si x=1  1=2A+B  B=-1 
 
Por tanto: 

( )
2

3 2

1 1 1 ln
1

x x dx dx dx x arctg x C
xx x x

− +
= − = − +

+ +∫ ∫ ∫  

 

b) 
2

3 2

10 5
3 3

x x dx
x x x

+ +
+ − −∫  

 
Como grado del polinomio de arriba es menor que el de abajo no es necesario hacer la división 
euclídea. 

Sacamos las raíces de 3 23 3 0x x x+ − − = ; Hacemos Ruffini: 

1  3 1 3
1  1   4  3

1  4   3 0
3 3 3

1  1  0

− −

− − −

 

Por tanto: 3 23 3 ( 1)·( 3)·( 1)x x x x x x+ − − = + + −  
 
Descomponemos: 

2

3 2

2

10 5
1 1 33 3

10 5 ( 1)·( 3) ( 1)·( 3) ( 1)·( 1)

x x A B C
x x xx x x

x x A x x B x x C x x

+ +
= + + ⇒

− + ++ − −
⇒ + + = + + + − + + − +

 

 
Si x=1  16=8A  A=2 
Si x=-1  -4=-4B   B=1 
Si x=-3  -16=8C  C=-2 
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Por tanto: 
2

3 2

10 5 2 1 2 2ln 1 ln 1 ln 3
1 1 33 3

x x dx dx dx dx x x x C
x x xx x x

+ + −
= + + = − + + − + +

− + ++ − −∫ ∫ ∫ ∫  

 

c) 
4 3

3 2

3 3 2
2

x x x dx
x x x
− − −
− −∫  

 
En este caso, tenemos que el grado del numerador (arriba) es mayor que el grado del 
denominador (abajo), por tanto es necesario hacer la división euclídea. 
 

( )
4 3

3 2 3 2

3 3 2 7 22
2 2

x x x xx
x x x x x x
− − − +

= − −
− − − −

 

 
Por tanto: 
 

( )
4 3

3 2 3 2

3 3 2 7 22
2 2

x x x xdx x dx dx
x x x x x x
− − − +

= − −
− − − −∫ ∫ ∫  

 
Vamos a calcular primero: 
 

3 2

7 2
2

x dx
x x x

+
− −∫  

 
Descomponemos el denominador en raíces:  

3 2 2

0
2 0 ( 2) 0 ( 2)( 1) 0 2

1
x x x x x x x x x x

⎧
⎪− − = ⇔ − − = ⇔ − + = ⇔ = ⎨
⎪−⎩

 

Por tanto: 
 

3 2

7 2 7 2 ( 2)( 1) ( 1) ( 2)
2 12

x A B C x A x x Bx x Cx x
x x xx x x

+
= + + ⇒ + = − + + + + −

− +− −
 

 
Sustituyendo los valores de las raíces obtenemos: 
 

Si x=0  2 = -2A   A=-1 
Si x=2  16 = 6B  B=8/3 
Si x=-1  -5 = 3C  C=-5/3 

 
Entonces: 

 
3 2

7 2 8 5
2 1 3 2 3 12

8 5ln ln 2 ln 1
3 3

x A B C dx dx dxdx dx dx dx
x x x x x xx x x

x x x

+
= + + = − + − =

− + − +− −

= − + − − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

Por tanto: 
 

( )
4 3 2

3 2 3 2

3 3 2 7 2 8 52 2 ln ln 2 ln 1
2 3 32 2

x x x x xdx x dx dx x x x x C
x x x x x x
− − − +

= − − = − + − − + + +
− − − −∫ ∫ ∫
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5.- Calcular las siguientes integrales: 
 

a) 

2 22

22

2 2

2

1
( ) 11·

2 2 1
2

( ) ( )1 1 11 ( )
2 2 2 21

u arctgx du dx x Arctg x xxx arctgxdx dx
xxdv x v

x Arctg x x Arctg xdx x Arctg x C
x

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥+⎢ ⎥= = −

+⎢ ⎥
= =⎢ ⎥⎣ ⎦

= − − = − + +
+

∫ ∫

∫

 

 

b) 
cos

cos

cos cos
cos

x x
x x x x

x x
x x

u e du e dxe xdx e senx e senxdx e senx
dv x v senx

u e du e dx e x e xdx
dv senx v x

− −
− − − −

− −
− −

⎡ ⎤= = −
= = + = +⎢ ⎥

= =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= = −

+ − −⎢ ⎥
= = −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫
 

Tenemos una integral que en la que volvemos a la original (cíclica). Por tanto: 
 

coscos
2

x x
x x e senx e xI e senx e x I I C

− −
− − −

= − − ⇒ = +  

c) 

2
2 2 2

2 2

2cos 2
cos

cos cos
cos

2 cos 2 2 cos ( 2)

u x du xdxx xdx x senx xsenxdx x senx
dv x v senx

u x du dx x x xdx
dv senx v x
x senx x x senx x x x senx C

⎡ ⎤= =
= = − = −⎢ ⎥

= =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= =

− + + =⎢ ⎥= = −⎣ ⎦
= + − = + − +

∫ ∫

∫  

 

d) 
4 4 4

4 4
4 4

1
1 4 4 4 16
4

x x x
x x

x x

u x du dx xe xe exe dx e dx C
dv e v e

⎡ ⎤= =
⎢ ⎥= = − = − +⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  

 
e)  

2 2 2 2
2 2

2 2

2
2 2

3 2
2

( 1)1 2 2 2 2
2

x x x x
x x

x x

u x du xdx x e x e e ex e dx xe dx x C
dv xe v e

− − − −
− −

− −

⎡ ⎤= =
⎢ ⎥= = − + = − − = − + +−⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

 

f) 

( )
1(ln ) cos(ln )·ln (ln ) cos(ln ) (ln )

1cos(ln ) (ln )· cos(ln ) (ln )

u sen x du xsen x dx xsen x x dx xsen xx
dv dx v x

u x du sen x x x sen x dxx
dv dx v x

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥= = − = −⎢ ⎥

= =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

= = −⎢ ⎥− = − −⎢ ⎥
= =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

 

Volvemos a tener una integral cíclica: 
 

(ln ) cos(ln )(ln ) cos(ln )
2

xsen x x xI xsen x x x I I C−
= − − ⇒ = +  

 
6.- Calcular: 

 

a) ( )
33 3 2

1 1 1

1 9 1 4
2 2

xx dx xdx
⎡ ⎤

= = = − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫  
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b) 

( )
2 2 2 2

2 22 2 3
00

0 0 0 0

1·cos2 · 2cos 1 2 ·cos 2 cos
3

senx xdx senx x senx xdx senxdx sen x x
π π π π

π π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − = − + = −⎣ ⎦⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫
 

c) 2 2

0 0 0

(1 )cos cos cos 2x xdx xdx x xdx
π π π

π+ = + = −∫ ∫ ∫  

d) 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
2

1
2

2
1 13

3 2 2 2 22 21
2 2 2 2

3
2 2 2

2 2 2

2
1 1 2 1

1 1 1

2 1 11 2
3 3

u x du xdxx dx x x dx x x x x dx
x dv x x v x

x xx x x C

−

−
⎡ ⎤= =
⎢ ⎥= − = = − − + − =⎢ ⎥− = − = − −⎢ ⎥⎣ ⎦

− −
= − − − = − + +

∫ ∫ ∫

 

e) 
1
2

1 1 2 2 2
2

2 2 2 2
1
2

2 2
1

2 22

1 11
1 1 1 1

1 1
(1 ) 1

x x xx dx dx dx dx Arcsenx dx
x x x x

u x du dx
Arcsenx Arcsenx x x x dx

dv x x v x
−

−
− = = − = − =

− − − −

⎡ ⎤= =
⎢ ⎥− = + − − −
⎢ ⎥= − = − −⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

Esta es cíclica, por tanto: 

1
2

11 1
2 2

11
22

31 1
2 6 8

Arcsenxx dx x x π⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = + − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫  

f) 
1

0 1x
dx

e
=

+∫ ; Calcularemos primero la primitiva: 

 

1 ( 1)
( 1)· 11

x x

x

e t e dx dtdx dt A Bdt dt At B tdt t t t te dx
t

⎡ ⎤= =
⎢ ⎥= = = + ⇒ = + +⎢ ⎥ + ++ =⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫  

Si t=0  1=B 
Si t=-1  1=-A 
 

1 1 ln 1 ln
( 1)· 1

dt dt dt t t
t t t t

= − + = − + +
+ +∫ ∫ ∫  

Si deshacemos el cambio: 
 

( ) ( )
1 1

0
0

ln 1 ln 1 ln( 1) ln(2)
1

x x
x
dx e e e

e
⎡ ⎤= − + + = − + −⎣ ⎦+∫  

7.- Siendo 2

0

x
tI t e dt−= ∫ , demostrar que lim ( ) 2

x
I x

→+∞
=  

 
Vamos a calcular la Integral: 
 

2
2 2 2

2 2 2

2 22 2

2 2 2 2 ( 2 2)

t t t t
t tt t

t t t t t t t

u t du dtu t du tdtt e dt e t te dt e t
dv e v edv e v e

e t te e dt e t te e e t t

− − − −
− −− −

− − − − − − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= == =
= = − + = − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = −= = −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= − − + = − − − = − + +

∫ ∫

∫
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Por tanto: 
 

( )
2

2 2

0
0

2 2 22 2
1

x x
t t

x
x xI t e dt e t t

e
− − ⎡ ⎤+ +⎡ ⎤= = − + + = − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫  

 

Por tanto: 
2 2 2 2lim 2

1xx

x x
e→+∞

⎡ ⎤+ +
− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 como queríamos demostrar. 

 
8.- Calcular el área encerrada por la curva 2( ) 4f x x x= −  y la recta ( ) 2 5g x x= −  

 
Definimos la función 2( ) ( ) ( ) 6 5h x f x g x x x= − = − +  
Igualamos a cero, para calcular sus puntos de corte. 

( )2( ) ( ) ( ) 6 5 0 1 ( 5) 0h x f x g x x x x x= − = − + = ⇔ − − =  

Por tanto sus raíces son 1 y 5. 
 
Integramos h entre 1 y 5 

( )
5

2

1

326 5
3

x x dx −
− + =∫  

Como un área no puede ser negativa,  ( )
5

2

1

32 326 5
3 3

A x x dx −
= − + = =∫  

9.- Hallar el área de la región limitada por las gráficas de las funciones ( ) 1
3
xf x = +  y 

( )
1
2( ) 1g x x= +  

 
Al igual que en el ejercicio anterior, definimos la función h(x): 

( ) ( ) ( ) 1 1
3
xh x f x g x x= − = + − +  

Igualamos a cero para encontrar sus puntos de corte: 

( ) ( ) ( ) 1 1 0 3; 0
3
xh x f x g x x x x= − = + − + = ⇔ = =  

Por tanto ya tenemos los límites de integración. 
 
3

0

11 1
3 6
x x dx⎛ ⎞

+ − + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

Como las áreas no son nunca negativas:  Área = 
3

0

1 11 1
3 6 6
x x dx⎛ ⎞

+ − + = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

10.- Determinar el área encerrada entre las gráficas de las funciones de ecuaciones 
2( ) 6f x x x= −  y 2( ) 2g x x x= − . 

Como siempre, definimos la función h(x) como la diferencia entre f y g: 
2( ) ( ) ( ) 8 2h x f x g x x x= − = −  

Igualamos a cero para obtener los extremos de los intervalos de integración: 
2( ) 8 2 0 0; 4h x x x x x= − = ⇔ = =  

Por tanto: ( )
4

2

0

648 2
3

Area x x dx= − =∫  
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11.- Calcular el área encerrada por la gráfica de 
2

1( )
4

f x
x

=
+

, el eje de abscisas y las 

rectas 2 3 2x y x= =  
 
La función f(x) es siempre positiva, por tanto la integral es positiva: 

Tenemos que calcular: 
2 32 3

2
2 2

1 1 13 (1)
2 2 2 2 6 8 244

dx xArctg Arctg Arctg
x

π π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = − = − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

 
12.- Calcular el área del recinto limitado por la curva de la ecuación 2( )f x x x= +  y la 

recta perpendicular a su tangente en el punto (0,0). 
 
Lo primero es calcular la recta tangente en el punto (0,0) 
 
La ecuación de la recta tangente es:  y = mx + b, donde m es la pendiente f’(a) y b es la 
ordenada en el origen b = f(a). 
 
En este caso: f’(x)=2x + 1; f’(0)=1; f(0)=0;  por tanto la recta tangente en el (0,0) es y = x 
 
La recta perpendicular a esta es: y = -x. 
 
Así que tenemos que calcular el área entre la gráfica f(x)= x2 + x   y g(x) = - x 
 
Definimos la función h(x): 

2 2( ) ( ) ( ) ( ) 2h x f x g x x x x x x= − = + − − = +  
 

Igualamos a cero para encontrar las soluciones: 
 

2( ) 2 0 0, 2h x x x x x= + = ⇔ = = −  
 

Integramos la función h entre esos dos valores: 

( )
0

2

2

42
3

x x dx
−

+ = −∫  

Como el área no puede ser negativa: 

( )
0

2

2

4 42
3 3

Area x x dx
−

= + = − =∫  

 
13.- Se considera la función ( ) axf x xe= , donde a es una constante no nula. Calcula el valor 

de a, sabiendo que el área limitada por la curva ( ) axf x xe=  y las rectas x=0 y x=1 es 

igual a 
2

1
a

. 

 

Tenemos que 
1

2
0

1axxe dx
a

=∫ ; Vamos a resolver la integral: 

11

2 2 2
0 0

1 1
1

ax a a
ax ax ax ax

ax ax

u x du dx x x e e exe dx e e dx e
a a a adv e v e a a a

a

⎡ ⎤= = ⎡ ⎤⎢ ⎥= = − = − = − +⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  
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Y según el enunciado: 
2

2 2 2 2

1 1 1 1 0 0; 1
a ae e a a a a

a aa a a a
− + = ⇒ = ⇔ − = ⇔ = =  

 
Por tanto a=1, porque no puede ser igual a cero. 
 

14.- Calcula la primitiva de la función 2
( ) lnf x x⎡ ⎤= ⎣ ⎦  que se anule en x e=  

 
Calculamos la integral indefinida de f(x) 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2

2

1ln
ln ln ln 1 ln 1 ln ln 1

ln ln 1

ln 1 ln 2 ln 2

u x du
x dx x x x x dx x x xx

dv x v x x

x x x x x x x x K

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥⎡ ⎤ = = − − − = − −⎣ ⎦ ⎢ ⎥
= = −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤− − + = − + +⎣ ⎦

∫ ∫  

 
Como tiene que ocurrir que ( ) 0f e = , entonces:  2 2 0e e e k k e− + + = ⇔ = −  
 

Por tanto la primitiva pedida es es: 
2

ln 2 ln 2x x x x x e⎡ ⎤ − + −⎣ ⎦  

 
15.- Calcula las siguientes integrales inmediatas: 
 

a) ( )22 4 5x x dx− +∫  

3 22 2 5
3

x x x C− + +  

h) 2
13x dx

x
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

23 1
2

x C
x

− +  

ñ) 4 3 52 x dx
x

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

4 38 5ln
7

x x x C− +  

b) 
4 3 2x x x dx

x
⎡ ⎤− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

4

2 2ln
4

x x x x C− + +  

i) ( )21 x
dx

x
+

∫  
4

2 ln
4

x x x C+ + +  
o) ( )222 3 ·5 ·x x dx+∫  

c) 2
3

5
x dx

x +∫  

( )23ln 5
2

x C+ +  

j) 2
4 8

4
x dx

x x
+
+∫  

22ln 4x x C+ +  
p) 2 34 1x x dx−∫  

d) 
2

2
3 1

x dx
x +

∫  

22 3 1
3

x C+ +  

k) ( )21 x
dx

x

+
∫  

( )32 1

3

x
C

+
+  

q) 1 cos2
2 2

x dx
x sen x
−
−∫  

e) cos
2
x dx⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

( )22· xsen C+  

l) 2
3 ·3xx dx∫  

2 13
2ln3

x
C

+

+  
r) 

ln xe dx
x∫  

f) 24 7
dx dx

x+∫  

7 7
14 2

xArctg C
⎛ ⎞
⎜ ⎟ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

m) 
3

81
x dx

x−∫  

41
4

Arcsenx C+  
s) 

24
x dx

x−∫  

g) 
2

3
4

dx
x−∫  

( )23· xArcsen C+  

n) 32 ·cos2 ·sen x x dx∫  
42
8

sen x C+  
t) 1 ln

·ln
x dx

x x
−

∫  
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6.1. Matrices. Definición y primeros ejemplos 
 
 Se llama matriz real de dimensión mxn, al conjunto de m·n números reales ordenados 
en m filas (horizontales) y n columnas (verticales). La forma más general de representar una 
matriz mxn es: 

11 12 1

21 22 2

1 2

....

....
.... .... .... ....

....

n

n
mxn

m m mn

a a a
a a aA

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Donde puede verse que cada número real ocupa una posición determinada por los dos 
subíndices (ij). El primer subíndice (i) indica el número de la fila, y el segundo (j) el de la 
columna. Así, el término a12 es el elemento que está en la 1ª fila y en la 2ª columna. 
  

Las matrices se suelen representar por letras mayúsculas A, B….. ó por Amxn si 
queremos indicar su dimensión. 
 

Ejemplos: 
 

2 3

2 0 5
6 3 1xA
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
  Es una matriz de 2 filas y 3 columnas. 

 
( )1 4 1 0 1 0xC = −   Es una matriz de 1 fila y 4 columnas. 

 
• Dos matrices son iguales cuando coinciden término a término. 
 

1 2 1 2;
2 1 2 1

A B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  A=B 

 
6.2.- Tipos de matrices: 
 

 Entre las matrices existen algunas que reciben nombres especiales y a las cuales nos 
referiremos con frecuencia, las más importantes son: 
 

 Se llama matriz fila, a una matriz con una sola fila. 
Así pues, una matriz fila de orden m es una matriz con 1 fila y m columnas: 
 

( )1 11 12 1....xm mA a a a=  

 
Ejemplo:  ( )1 3 1 0 3xA = −  

 
 Se llama matriz columna, a una matriz de una sola columna. 

Así pues, una matriz columna de orden n es una matriz con n filas y 1 columna:

11

21
1

1

....nx

n

a
aA

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Tema 6:  Matrices 
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Ejemplo:  3 1

1
4
0

xA
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 Se llama matriz opuesta de A, y se simboliza por –A, a la matriz en la que todos los 

elementos tienen el signo opuesto. 
 

Ejemplo:  1 2
3 4

A
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
      

1 2
3 4

A
⎛ ⎞−

− = ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

 
 Se llama matriz nula, a la matriz que tiene todos los elementos igual a cero.  

 

Ejemplo:   0 0
0 0

B
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 Se llama matriz cuadrada, a una matriz que tiene igual número de filas que de 

columnas. 
 

Ejemplo: 3 3 3

1 2 3
2 1 1
3 1 0

xA A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
• Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada, a la formada por los elementos aij 

con i=j. En el ejemplo anterior la diagonal está formada por los elementos a11=1, a22=1, 
a33=0.  

 
• A la otra diagonal, se le llama diagonal secundaria. 
 

 Se llama matriz diagonal, a la matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos 
excepto los de la diagonal principal. 

 

Ejemplo:  

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 Se llama matriz escalar, a aquella matriz diagonal en la que todos los elementos de la 

diagonal principal son iguales. 
 

Ejemplo:  
2 0 0
0 2 0
0 0 2

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 Se llama matriz identidad de orden n, y se denota por In, a la matriz escalar del 

mismo orden cuyos elementos de la diagonal principal son todos igual a la unidad. 
 

1 0 .... 0
0 1 .... 0
.... .... .... ....
0 0 .... 1

nI

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Ejemplos:   

2

1 0
0 1

I
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Matriz identidad de orden 2 

3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Matriz identidad de orden 3 

 
 Se llama matriz triangular, a la matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos 

situados por encima de la diagonal principal (triangular superior) o por debajo de ella 
(triangular inferior). 

Ejemplos:
2 0 0
1 2 0
1 2 3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Triangular superior,            
1 2 3
0 3 2
0 0 1

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Triangular inferior. 

 
 Se llama matriz transpuesta de A, y se representa At, a la matriz que resulta de 

intercambiar sus filas por columnas: 
 

Ejemplo: Si 
1 2
4 5
7 9

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 entonces 1 4 7
2 5 9

tA
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Vemos que la dimensión de A es 2x3 mientras que la de 

At es 3x2. 
 

 Se llama matriz simétrica, a la matriz que coincide con su transpuesta, es decir que 
aij=aji. 

 

Ejemplo:   
1 2 3
2 1 1
3 1 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   y  
1 2 3
2 1 1
3 1 0

tA
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, vemos que A=At 

 
 Se llama matriz antisimétrica, a la matriz cuya transpuesta es igual a su opuesta. At=-A. 

 

Ejemplo: 0 1
1 0

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
     0 1

1 0
tA

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    0 1
1 0

A
⎛ ⎞−

− = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   vemos que At=-A 

 
6.3.- Operaciones con matrices: 

 
6.3.1.- Suma: 
 
 Para que dos matrices A y B se puedan sumar  es necesario que tengan el mismo 
número de filas que de columnas, es decir la misma dimensión. La matriz resultante se 
obtiene sumando los elementos de A y de B que estén en la misma posición (ij). 
 

Ejemplo: 2 0
4 3

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1 9
8 4

B
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
  entonces 2 1 0 9 1 9

4 8 3 4 12 1
A B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
+ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

 
 

Propiedades de la suma de Matrices: 
 

• Asociativa: (A+B)+C=A+(B+C) 
• Conmutativa: A+B = B+A 
• Elemento Neutro: A+0=0+A=A 
• Elemento opuesto: A+(-A)=0 
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6.3.2.- Producto por un escalar: 
 
 El producto de una matriz A por un escalar k (número real), es una matriz de igual 
dimensión kA, que se obtiene multiplicando todos los elementos de la matriz A por k. 
 

Ejemplo: Sea 1 2
3 4

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 y k=2  entonces 1 2 2 42
3 4 6 8

kA
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

 
 

6.3.3.- Producto de dos matrices: 
 
 Dos matrices A y B solo son multiplicables si el número de columnas de A es igual 
al número de filas de B. El producto es otra matriz C, que tiene el mismo número de filas que 
A y el mismo número de columnas que B, y cuyos elementos se obtienen del siguiente modo: 
 

1 1 2 2
1

· · .......... · ·
n

ij i j i j in nj ik kj
k

C a b a b a b a b
=

= + + + = ∑  

 
 

 
En general, el producto de matrices no es conmutativo, pero existen algunos casos en los que 
sí lo es, en estos casos, se dice que las matrices son permutables. 
 

Propiedades del producto de números por matrices: 
 
Sean A y B matrices, y sean a y b escalares 

• A·(b·A)=(a·b)·A 
• (a+b)·A=a·A+b·A 
• a·(A+B)=a·A+a·B 
• 1·A=A 
• Elemento Neutro: A+0=0+A=A 
• Elemento opuesto: A+(-A)=0 

Propiedades del producto de Matrices: 
 

• Asociativa: (A·B)·C=A·(B·C) 
• No Conmutativa: A·B ≠ B·A 
• Elemento Neutro: A·I=A (Siempre y cuando se puedan 

multiplicar) 
• Distrubituva con respecto a la suma: 

A·(B+C)=A·B+A·C 
(B+C)·D=B·D+C·D 

Ejemplo 6.1: Sean 
2 1
3 1
2 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 y 2 1
1 5

B
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Calcular A·B y B·A. 

Como ya sabemos, para multiplicar matrices tiene que ocurrir que el número de columnas de A ha de ser igual al 
numero de filas de B. Vemos que el número de columnas de A es 2, y que el número de filas de B es 2, por tanto 
ambas matrices se pueden multiplicar y la matriz resultante tiene 3 filas y 2 columnas. 

• Para multiplicar hacemos: Fila de A · Columna de B 
 

3 2 2 2 3 2

2·2 1·1 2·( 1) 1·5 5 3
· 3·2 ( 1)·1 3·( 1) ( 1)·5 5 8

2·2 0·1 2·( 1) 0·5 4 2
x x xA B C

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= + − − + − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
Veamos ahora el caso de B·A; como el número de columnas de B es 3 y el de filas de A es 2, entonces no 
podemos calcular B·A. 
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6.3.4.- Potencia de una matriz cuadrada: 
 
 Se define la potencia de una matriz cuadrada (si no es cuadrada no tiene sentido 
calcular la potencia), al producto matricial de n matrices iguales, esto es: 

AAAAAAn .....·..........···=  
 

 
 
 
 
 
 

Algunas veces nos piden calcular potencias de una matriz de exponente muy elevado. 
En estos casos, podemos encontrar una formula de inducción, como veremos en el siguiente 
ejemplo. 
 

 
 
Y otras veces la potencia es cíclica, es decir, conforme se va elevando el exponente 

encontramos que para un cierto exponente el resultado es la misma matriz o la matriz 
indentidad: 

 

Ejemplo 6.3:  Calcular A100 Siendo A la matriz 
1 0 0
1 1 0
1 0 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Lo primero es calcular A2: 2

1 0 0 1 0 0 1 0 0
· 1 1 0 · 1 1 0 2 1 0

1 0 1 1 0 1 2 0 1
A A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Después calculamos A3: 3 2

1 0 0 1 0 0 1 0 0
· 2 1 0 · 1 1 0 3 1 0

2 0 1 1 0 1 3 0 1
A A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Parece ser que las sucesivas potencias conservan la primera fila igual, la segunda cambia en primer término y lo 
mismo ocurre con la tercera.  

Cabe suponer entonces que la potencia n-ésima será: 
1 0 0

1 0
0 1

nA n
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Veamos si lo hace para n+1: 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0
· 1 0 · 1 1 0 1 1 0

0 1 1 0 1 1 0 1

n nA A A n n
n n

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Por tanto queda demostrado por inducción que la igualdad supuesta
1 0 0

1 0
0 1

nA n
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 es cierta. 

Ejemplo 6.4:  Calcular A2000 y A2001 siendo 
0 0 1
0 1 0
1 0 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Lo primero es calcular A2: 2

0 0 1 0 0 1 1 0 0
· 0 1 0 · 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 0 1
A A A I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Después A3: AAIAAA === ··23  
 
Vemos que para potencias pares (2n) la matriz es I y para las impares (2n-1) la matriz es A 
 

Por tanto: ( ) ( ) IIAA === 1000100022000  Y  AAIAAA === ··20002001  

Ejemplo 6.2: Sea la matriz A=
2 1
3 2
⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, encontrar A3. 

3
2 1 2 1 2 1 2 1 1 4 2 1 10 9· · ·
3 2 3 2 3 2 3 2 12 1 3 2 27 10

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − − − − −
= = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
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6.4.- Actividades: 

1.- Dadas las matrices: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

31
21

A  y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
10

B , calcular: 

 a) A+B  y B+A 
 b) A·B  y B·A 
 c) ¿Es A·B=B·A? 

2.- Dadas las matrices:
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

200
053
764

,
416
513
201

,
106
431
253

CBA  

Calcular: 
 a) A·(B+C)  b) A·Bt  c) A·(3B-2C)  d) A2 

 

3.- Calcular A·B y B·A, siendo las matrices ( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=−=

2
2

1
3

,1231 BA  

4.- Dadas las matrices ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

,
11
32

IA  calcular  A2 - 3·A – I 

 

5.- Probar que AA nn ·2 1−=  siendo ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11
11

A  

 

6.- Sea ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

13
01

A  y sea n un número natural cualquiera. Encontrar el valor de An para cada n 

y hallar 250350 AA − . 
 

7.- Se consideran las matrices 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

00
01
100

,
001
010
100

y
xNM  

 
 a) Determinar x e y para que M·N=N·M. 
 b) Calcular 2001M  y 2002M  
 

8.- Sea la matriz 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

111
111
111

A , calcular An. 

 

9.- Considere la matriz  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=
431
541

430
A  

 
 a) Siendo I la matriz identidad de orden 3, comprueba A3 – I = 0 
 b) Calcular A10. 
 
10.- Resolver la siguiente ecuación: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
2
3

·
1

1
·

23
11

y
x

y
x
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11.- Encuentra dos matrices A y B, cuadradas 3x3 con coeficientes reales tales que 
satisfagan: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−

=+
427
322
383

23 BA        
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−
=−

211
441
111

BA  

 

12.- Comprueba que ( ) ttt BABA +=+  y que ( ) AA
tt =  a partir de las matrices: 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

654
321

A  y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
230
112

B  

 
 
13.- Dadas las siguientes matrices: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
332

250
111

,
0152
0036
5172

,

43
10
11
07

,
152
321

DCBA  

 
 efectúa los posibles productos entre ellas. (Hay 6 posibles multiplicaciones) 
 
14.- Encuentra las potencias n-ésimas de las siguientes matrices: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
1 a

B  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

c
b

a
C

00
00
00

  

15.- Sea ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

106
66

A . Encontrar una matriz cuadrada triangular B tal que A=B·Bt. ¿existe 

una sola? 
 
 

6.5.- Soluciones 

1.- Dadas las siguientes matrices: 1 2
1 3

A
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 0 1
2 3

B
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 calcular: 

 a) A+B y B+A 
 b) A·B y B·A 
 c) ¿es A·B=B·A? 
 
 

 a)  A+B = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
31
21

+ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
32
10

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
63
31

    B+A = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
32
10

+ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
31
21

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
63
31

 

b)  A·B = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
31
21

· ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
32
10

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
76
54

    B·A= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
32
10

· ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
31
21

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
131
31

 

 
c) No. El producto de matrices no es conmutativo. 
 

2.- Dadas las siguientes matrices: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

200
053
764

,
416
513
201

,
106
431
253

CBA  
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Hallar: 
a) A·(B+C) 
 

A·(B+C)= 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

603724
482845
645051

616
566
963

·
106
431
253

200
053
764

416
513
201

·
106
431
253

 

 
b) A·Bt 

 

A·Bt =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

40234
25267
31241

452
110
631

·
106
431
253

 

 
c) A·(3B-2C)= 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

406948
692170
676518

8318
1573

81211
·

106
431
253

400
0106
14128

12318
1539
603

·
106
431
253

 

 
d) A2 

A2=A·A=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

133024
181430
283026

106
431
253

·
106
431
253

 

3.- Calcular A·B y B·A siendo A y B las matrices: ( )
3
11 3 2 1 ,
2

2

A B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − = ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

A·B= ( ) ( )
3
11 3 2 1 · 0
2

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟− =⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

        B·A= ( )
3 3 9 6 3
1 1 3 2 1· 1 3 2 1
2 2 6 4 2

2 2 6 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

4. –Dadas las matrices 2 3 1 0,
1 1 0 1

A I
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; calcular A2-3A-I 

 
A2-3A-I= 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

43
97

43
97

10
01

33
96

11
32

·
11
32

10
01

11
32

3
11
32 2

 

 

5.- Probar que An =2n-1·A, siendo 1 1
1 1

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Lo primero que hacemos es calcular A2: 

 

2 1 1 1 1 2 2 1 1· · 2 2
1 1 1 1 2 2 1 1

A A A A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Ahora A3 : AAAAAAAAA 2223 24·2·22··2· ======  
 
Para A4: AAAAAAAA 3222234 2·2·22··2· =====      
 
Vemos que se cumple que An=2n-1·A 
 
Supongamos que se cumple que An=2n-1·A, entonces por inducción: 
 

1 1 1 2 1· 2 · · 2 · 2 ·2· 2 ·n n n n n nA A A A A A A A+ − − −= = = = =  
 

Por tanto An=2n-1·A 
 

6.- Sea 1 0
3 1

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 y sea n un número natural cualquiera. Encontrar el valor de An para 

cada n y hallar A350 - A250 
 

Lo primero es calcular A2: 2 1 0 1 0 1 0 1 0·
3 1 3 1 6 1 3·2 1

A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Ahora calculamos A3: 3 2 1 0 1 0 1 0 1 0· ·
6 1 3 1 9 1 3·3 1

A A A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Vemos que se cumple que 1 0
3 1

nA
n

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Supongamos que esto es cierto, entonces por inducción: 1 1 0
3( 1) 1

nA
n

+ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

+⎝ ⎠
 

 
1 1 0 1 0 1 0 1 0· ·

3 1 3 1 3 3 1 3( 1) 1
n nA A A

n n n
+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

Por tanto: 1 0
3 1

nA
n

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

y 
350 250 1 0 1 0 0 0

1050 1 750 1 300 0
A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

7.- Se consideran las matrices 
0 0 1 0 0 1
0 1 0 , 1 0
1 0 0 0 0

M N x
y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
 a) Determinar x e y para que M·N=N·M 
 b) Calcular M2001 y M2002 

 
a)  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
01
00

00
01
100

·
001
010
100

· x
y

y
xNM          

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

y
x

y
xMN

00
10

001

001
010
100

·
00
01
100

·  
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Para que N·M=M·N tiene que ocurrir que x=0, y=1 
 

b) Primero calculamos M2 ;  IMMM =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

100
010
001

001
010
100

·
001
010
100

·2  

 
Ahora calculamos M3: 3 2 · ·M M M I M M= = =  
 
Vemos que las potencias pares (2n) resultan la matriz identidad, y las impares (2n-1) resultan 
M. 
 

Por tanto:   ( ) ( )1000 10002001 2000 2· · · ·M M M M M I M I M M= = = = =   

 y 2002 2001 2· ·M M M M M M I= = = =  
 

8.- Sea la matriz 
1 1 1
1 1 1
1 1 1

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 calcular  Bn 

2

1 1 1 1 1 1 3 3 3 1 1 1
· 1 1 1 · 1 1 1 3 3 3 3 1 1 1 3·

1 1 1 1 1 1 3 3 3 1 1 1
B B B B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

3 2 2 2· 3· · 3· 3·3· 3 ·B B B B B B B B= = = = =        4 3 2 2 2 2 3· 3 · · 3 · 3 ·3· 3 ·B B B B B B B B= = = = =  
 

Por tanto cabe suponer que Bn=3n-1·B 
Supongamos que esto es cierto, entonces por inducción Bn+1=3n·B 
 

1 1 1 2 1· 3 · · 3 · 3 ·3· 3 ·n n n n n nB B B B B B B B+ − − −= = = = =  
 

Por tanto Bn=3n-1·B 

9.- Considere la matriz 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=
431
541

430
A  

 
 a) Siendo I la matriz identidad de orden 3 comprueba que A3+I=0 
 b) Calcula la matriz A10 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−
=

331
441
101

2A   IA −=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

100
010
001

3   Por tanto A3+I=0 

( ) ( ) AAIAIAAAAA −=−=−=== ···· 333910  
 

10.- Resolver la siguiente ecuación matricial: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
2
3

1
1

·
23
11

y
x

y
x

 

Haciendo la multiplicación, obtenemos : 
 

⎭
⎬
⎫

−=+

+=−

2323
23
yyx
xyx

 De donde resolviendo el sistema  
4
7,

4
5 −

=
−

= yx  
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11.- Encuentra dos matrices A y B, cuadradas 3x3, con coeficientes reales tales que 
satisfagan las dos igualdades siguientes: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−

=+
427
322
383

23 BA    y   
1 1 1
1 4 4
1 1 2

A B
⎛ ⎞−
⎜ ⎟

− = ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

 
Si multiplicamos A-B por 2 y sumar con 3A+2B, de esta forma obtendríamos  
 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−

=+

+

005
5100
5105

5

422
882
222

22

427
322
383

23

A

BA

BA

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

001
120
121

A  y de 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=−

211
441
111

BA  despejamos B: 

BA =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
−

211
441
111

   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

212
321

010

211
441
111

001
120
121

B  

12.- Comprueba que (A+B)t = At + Bt, y que ( ) AA tt = , a partir de las matrices  
 

1 2 3 2 1 -1   B
4 5 6 0 3 -2

A y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   3 3 2
4 8 4

A B
⎛ ⎞

+ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

     ( )
3 4
3 8
2 4

tA B
⎛ ⎞
⎜ ⎟

+ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
1 4
2 5
3 6

tA
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 y 
2 0
1 3
1 2

tB
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

   
3 4
3 8
2 4

t tA B
⎛ ⎞
⎜ ⎟

+ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

( ) 1 2 3
4 5 6

ttA
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
13.- Dadas las siguientes matrices, 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
332

250
111

,
0152
0036
5172

,

43
10
11
07

,
152
321

DCBA  

 efectúa los posibles productos entre ellas. (Hay 6 posibles multiplicaciones) 
 
Las posibles multiplicaciones son: A·C, A·D, C·B, B·A, D·C, D·D 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−
=

101424
5428

·CA         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

5300
4187

·DA     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

49
339

2822
·BC  
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
=

13265
152
233

21147

·AB      
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
=

1013828
02526
5216

·CD     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
=

1744
4314
433

·DD  

 
14.- Encuentra las potencia n-ésimas de las siguientes matrices: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
1 a

B  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

c
b

a
C

00
00
00

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
110
111

D  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +

=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

100
10

2
1

;
00

00
00

;
10

1

2

n

nnn
D

c
b

a
C

na
B n

n

n

n

nn  

 

15.- Sea ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

106
66

A . Encontrar una matriz cuadrada triangular B tal que A=B·Bt. 

¿existe una sola? 
 

Sea ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= c

ba
B

0
 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= cb

oa
Bt    entonces:  ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
== 2

22

·
··

cbc
cbbaBBA t  

Por tanto: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

−=

=+

10

6·
6

2

22

c
cb

ba
 Si resolvemos este sistema (no lineal)  obtenemos : 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

±=

±=

±=

5
152
5
103

10

a

b

c

 

La matriz B es de la forma: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
5
103

5
152

B  

 
La solución no es única, hay varias matrices, según sea el signo de a, b y c. Además si la matriz 

B es de la forma  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= cb

a
B

0
 obtenemos otros resultados. 
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 El determinante de la matriz cuadrada A de orden n se simboliza por A  o 

escribiendo los elementos de A entre dos rectas verticales. 
 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a
a a aA

a a a

=  

 
7.1.- Cálculo de Determinantes de Orden (2x2) 

 
Un determinante de segundo orden es igual al producto de los elementos de la 

diagonal principal menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria. 
 

a b ab cd
c d

= −     Ejemplo: 1 2 4 6 2
3 4

= − = −  

 
7.2.- Cálculo de Determinantes de Orden (3x3) 

  
Para calcular el determinante de una matriz de orden 3, utilizamos la regla de Sarrus: 
 

( ) ( )
11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 21 12 33

31 32 33

· · · · · · · · · · · ·
a a a

A a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a

= = + + − + +  

 

 

Ejemplo: 
1 2 3
5 6 7 ( 6 0 126) (162 0 10) 120 152 32
9 0 1

= − + + − + − = − = −
−

 

 
7.3.- Propiedades de los determinantes: 

 
Las más importantes, que conviene destacar son las siguientes: 
 
1.- Un determinante que tiene todos los elementos de una línea (fila o columna) iguales a 

0, es igual a cero. 

Ejemplos: 
1 0 7 1 2 3
2 0 3 0             0 0 0 0
3 0 9 2 1 9

= =  

Tema 7: Determinantes, Matriz Inversa y Rango 
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2.- Un determinante que tiene dos líneas paralelas iguales es nulo. 
 

Ejemplo: 
1 2 3
2 5 6 0
1 2 3

=   Porque la línea 1 y la 3 son iguales. 

 
3.- Un determinante en el que los elementos de una línea son múltiples de los elementos 

de una paralela a ella es nulo. 
 

Ejemplo: 
1 2 3
9 7 8 0
2 4 6

=   Porque la línea 3 es la línea 1 multiplicada por 2. 

 
4.- Un determinante en el que los elementos de una línea son combinación lineal de los 

de otras líneas paralelas a ella es nulo. 

Ejemplo: 
1 2 3
4 5 9 0
7 8 15

=  Porque la columna 3 es la suma de la 1 y la 2. 

 
5.- El determinante de una matriz cuadrada es igual al de su transpuesta. 
 

tA A=    Ejemplos: 1 2 2
3 4

= −             1 3 2
2 4

= −  

 
6.- Si se intercambian entre si dos filas (o dos columnas), el determinante cambia de 

signo. 
a b c d e f
d e f a b c
g h i g h i

= −        
a b c a c b
d e f d f e
g h i g i h

= −  

 
7.- Si se multiplican todos los elementos de una línea (fila o columna) por un mismo 

número α, el valor del determinante queda multiplicado por dicho número. 
 

Ejemplo: 1 2 2
3 4

= −      3 6 12 18 6 3·( 2)
3 4

= − = − = −  

 
8.- El determinante de una matriz triangular, es igual al producto de los elementos de la 

diagonal principal. 

Ejemplo: 
2 3 5
0 2 1 12
0 0 3

=  

 
9.- El valor de un determinante no varia, si a una línea le sumamos otra línea paralela 

multiplicada por un número λ, y los de otra paralela multiplicada por β, etc.……. 
 

Ejemplo: 
1 2 2
3 4

= −              
7 10 28 30 2
3 4

= − = −  
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10.- Sean A y B matrices de orden n, el determinante del producto, es el producto 
de los determinantes. 

· ·A B A B=  

 

11.- Sea A una matriz de orden n, y sea k un número natural, entonces: kkA A=  

 
Definición: Una matriz se llama regular si su determinante es no nulo. ( )0A ≠ . En caso 

contrario se llama singular.   (Matriz Regular = Cuadrada + determinante no nulo) 
 
 

7.4.- Menor complementario y Adjunto de un elemento 
 
 Dada una matriz cuadrada de orden n, se llama menor complementario del elemento 
aij al determinante de orden n-1, que se obtiene al suprimir la fila i, y la columna j (o la fila y la 
columna que se cruzan en aij). Lo representaremos por ijα  

   
 Se llama adjunto de un elemento aij de una matriz, al valor del menor 
complementario precedido del signo más o menos según sea par o impar la suma de los 
subíndices i+j. Se representará por Aij y se suele escribir como: 
 

( 1) ·i j
ij ijA α+= −  

 
 Los sucesivos adjuntos de los elementos de una matriz tienen signos 
alternativamente (tanto por filas como columnas) positivos y negativos 
empezando por el primero que es siempre positivo, esto es: 
 
 

3.5.- Resolución de un determinante de cualquier orden 
 
Método de los adjuntos: 
 
 Es un método para resolver determinantes de cualquier orden. Para ello buscamos la 
línea que más ceros tenga. (Y si no los tiene, procuramos hacerlos). Entonces el determinante 
es igual a la suma de los productos de los elementos de una línea por sus respectivos adjuntos, 
esto es: 

1 1 2 2 .....i i i i in inA a A a A a A= + + +  

 
Utilizando el método de los adjuntos y aplicando algunas de las propiedades de los 
determinantes, podemos convertir el cálculo de determinantes complicados, en otros 
determinantes mucho más sencillos. 

 
 

Ejemplo: Calcular los menores complementarios de los elementos a13 , a32   y a22  de la siguiente matriz. 
 

2 1 3
4 5 1
3 1 5

A
⎛ ⎞−
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

                             13

4 5
3 1

α =
−

,    32

2 3 10
4 1

α = = − ,   22

2 3 19
3 5

α = =
−

 

⎛ ⎞+ − + −
⎜ ⎟
− + − +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − + −
⎜ ⎟⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠
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7.6.- Inversa de una matriz: 
 
 Dada una matriz cuadrada A. Se llama inversa de A y se representa por A-1 a la 
matriz que multiplicada por la matriz A da como resultado la matriz identidad, es decir: 
 

1 1AxA A xA I− −= =  
 

 La matriz A tendrá inversa si y solo sí es cuadrada y su determinante es distinto de 
cero, o lo que es lo mismo si A es una matriz regular. En la práctica, para hallar la matriz 
inversa de la matriz A, se siguen los siguientes pasos: 
 

• Se halla el determinante de A. 
 Si 0A = , decimos que no existe la matriz inversa, 1A− . 

 Sí 0A ≠  continuamos. 

• Calculamos la matriz transpuesta de A. At. 
• Calculamos la matriz adjunta de At y se divide  por A . 

La inversa de una matriz A, viene dada por la expresión: 
( )

A
AAadj

A
A

t
t

+
− == )(11  

 

 

Ejemplo 7.2:     Calcular la inversa de la matriz 
2 0 0
3 1 5
2 0 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Lo primero es calcular su determinante: 
2 0 0
3 1 5 2
2 0 1

A = =
−

, como es distinto de cero, calculamos la matriz 

Ejemplo 7.1: 

Calcular el determinante: 

1 2 0 1
3 0 1 2
1 2 3 0
6 0 1 5−

 

 
Este determinante es de orden 4, aplicando directamente el método de los adjuntos por la fila 1, obtenemos: 
 

1 2 0 1 0 1 2 3 1 2 3 0 2 3 0 1 0 1 2 3 1 2 3 0 1
3 0 1 2 1 2 3 0 2 1 3 0 0 1 2 0 1 1 2 3 2 3 0 2 1 3 0 1 2 3
1 2 3 0 0 1 5 6 1 5 6 0 5 6 0 1 0 1 5 6 1 5 6 0 1
6 0 1 5

= − + − = − −  

 
Tendríamos que calcular 3 determinantes de orden 3, en los que es muy fácil cometer algún error. 

 
Pero si intentamos buscar ceros combinando filas o columnas, podemos hacer que el determinante sea de muy 
fácil resolución. 

1 2 0 1 (1) 1 2 0 1 (1)' (1) 6 1 1 (1) 6 1 1 (1)' (1)
3 0 1 2 (2) 0 6 1 1 (2)' (2) 3·(1) 1 0 3 1 (2) 0 3 1 (2)' (2)
1 2 3 0 (3) 0 0 3 1 (3)' (3) (1) 12 1 1 (3) 0 3 4 (3)' (3) 2
6 0 1 5 (4) 0 12 1 1 (4)' (4) 6(1)

⎧ ⎫ ⎧ ⎫=
⎧ ⎫− − =⎪ ⎪ ⎪ ⎪− = − ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = − = − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

− = −⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− − − = +⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪− − − = −⎩ ⎭ ⎩ ⎭
(1)

3 1 1 16 18 18( 4 1) 18·( 3) 54
3 4 1 4

⎧ ⎫
⎪ ⎪ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

− −
= = = − + = − = −

− −

 

 
Hemos convertido un determinante de orden 4 en uno de orden 2 que se resuelve de manera mucho más sencilla. 
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7.7.- Ecuaciones Matriciales: 
 
 La matriz inversa facilita la resolución de las ecuaciones matriciales del tipo: 
AX+B=C, cuando A es una matriz es Regular. 

AX B C+ =  
De donde  

AX C B= −  
 
Y multiplicando por la izquierda por 1−A  en ambos lados de la igualdad tenemos:  
 

1 1( )A AX A C B− −= −  

Operando:   ( )1 1· ( )A A X A C B− −= −  

 
De donde:   1( )IX X A C B−= = −  

 

 
 
7.8.- Rango de una matriz 

Llamamos menor de orden p de una matriz al determinante que resulta de eliminar 
ciertas filas y columnas hasta quedar una matriz cuadrada de orden p. Es decir, al 

Ejemplo 7.3: Resolver la ecuación matricial XA B C= + , siendo: 
 

1 1 0 2 0 0 1 1 0
0 1 1 , 1 1 2 , 0 1 0
0 0 1 2 0 1 0 1 2

A B C
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
Despejando X en la ecuación dada, tenemos:   XA B C= +  
 
Multiplicando en ambos lados de la igualdad por la derecha por 1A− :  ( ) ( )1 1XA A B C A− −= +  

 
De donde: 1 1( · ) ( )X A A B C A− −= +  
 
Y operando:    1( )·X B C A−= +  

Veamos ahora si A admite inversa:  
1 1 0
0 1 1 1 0
0 0 1

A = = ≠  Por tanto existe la inversa de A. 

La inversa de A es 1

1 1 1
0 1 1
0 0 1

A−

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, y la solución de la ecuación es: 

1

2 0 0 1 1 0 1 1 1 3 2 2
( ) 1 1 2 0 1 0 · 0 1 1 1 1 1

2 0 1 0 1 2 0 0 1 2 1 4
X B C A−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= + = + − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

traspuesta. 
2 3 2
0 1 0
0 5 1

tA
⎛ ⎞−
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, y ahora la adjunta la transpuesta: 
1 0 0

( ) 13 2 10
2 0 2

tadj A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Y por último, dividimos 

por su determinante: 1

1 0 0
1 1( ) 13 2 10

2
2 0 2

tA adj A
A

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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determinante de cualquier submatriz cuadrada de A (submatriz obtenida suprimiendo alguna 
fila o columna de la matriz A). 

En una matriz cualquiera  Am×n  puede haber varios menores de un cierto orden p dado. 

• Definición 1º  

RANGO  de una matriz es el orden del mayor de los menores distintos de cero. Por tanto, el 
rango no puede ser mayor al número de filas o de columnas. 

• Definición 2º  

RANGO de una matriz es el número de líneas de esa matriz (filas o columnas) que son 
linealmente independientes. 

Una línea es linealmente dependiente de otra u otras cuando se puede establecer una 
combinación lineal entre ellas. 

P. Ej., si  f1 = 2·f3 - 3·f4, entonces decimos que f1 es linealmente dependiente de f3 y f4. 

Una línea es linealmente independiente de otra u otras cuando no se puede establecer una 
combinación lineal entre ellas. 

El rango o característica de una matriz A se simboliza del siguiente modo : 
rang(A) o r(A) 

• OPERACIONES ELEMENTALES QUE PUEDEN REALIZARSE CON UNA MATRIZ PARA CALCULAR SU 

RANGO SIN QUE ÉSTE VARÍE  

1. Intercambiar dos líneas entre sí. 
2. Suprimir una línea que tenga todos sus elementos nulos. 
3. Suprimir una línea que sea proporcional a otra. 
4. Suprimir una línea que sea combinación lineal de otra/s 
5. Multiplicar o dividir una línea por un número distinto de cero. 
6. Sustituir una línea i de este modo : Li = a·Li + b·Lj 
7. Sustituir una línea i de este modo : Li = Li + a·Lj 

Las propiedades anteriores NO pueden ser aplicadas en el cálculo de determinantes, pues 
alterarían el valor de los mismos, excepto en el caso 7. Sin embargo, todas ellas pueden 
utilizarse para averiguar el rango de una matriz sin que se modifique el valor de éste. 

Como mínimo, el rango de una matriz siempre será 1, salvo para la matriz nula, cuyo rango es 
cero. 
Para poder calcular el rango de una matriz ésta no tiene por que ser necesariamente 
cuadrada. 
Una matriz cuadrada de orden "n", como máximo su rango es n. 
Una matriz cuadrada de orden "n" es inversible (regular) si el rango es n. Es decir, cuando las 
filas (columnas) son linealmente independientes. 

Diremos que dos matrices A y B son equivalentes (A~B) si tienen el mismo rango. 
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7.8.1.- Cálculo del rango de una matriz  

1º Método :Basado en el cálculo de menores. 

 Comenzando por el orden  k=2 , se realiza el proceso siguiente (para una etapa k 
cualquiera)  

 Se busca un menor 0≠α de orden  k, entonces el rango será ≥ k  
 Se añade a dicho menor una fila  i , y cada una de las columnas que en él no figuran, 

obteniéndose así menores de orden  k+1. Si todos estos menores son nulos, significa 
que la fila  i  es combinación lineal de las k  filas del menor anterior, por lo que 
podemos eliminar esa fila.  

 Seguimos probando con las restantes filas, si todos los menores así formados son 
nulos, entonces la matriz tiene sólo  k  filas linealmente independientes, que son las 
que aparecen en el menor, y por tanto su rango es  k.  

 Si alguno de los menores  k+1  es distinto de cero, el rango es ≥ k+1 y repetimos el 
proceso para otro orden  k  superior.  

 

 

Si al elegir un menor de orden 2 nos da 0, elegimos otro, y así sucesivamente hasta elegir 
todos, si todos son 0, el rango es 1. De la misma forma, cuando elegimos menores de orden 3.  

2º Método : Conocido como "Método de Gauss" 

Se utiliza con frecuencia en la resolución de sistemas de ecuaciones lineales. Vamos a 
describir el método por filas (de igual forma sería por columnas). Básicamente consiste en 
hacer nulos los elementos que hay debajo de los aii con i= 1, 2, 3, ..., m-1 ; y el rango final será 
el número de filas distintas de cero. 

 El método consta de  m-1  etapas, siendo  m  el número de filas.  

Ejemplo 7.4:  Calcular el rango de la matriz 

1 2 0 1
3 0 1 2
1 2 3 0
6 0 1 5

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Elegimos un menor de orden 2, por ejemplo 1 2 0 6 6 0
3 0

α = = − = − ≠    Rang(A)≥2 

Elegimos otro menor de orden 3,  
1 2 0
3 0 1 (0 2 0) (0 18 2) 18 0
1 2 3

α = = + + − + + = − ≠   Rang (A)≥3 

Elegimos uno de orden 4: 

 

1 2 0 1 1 2 0 1 6 1 1 6 1 1 6 1 1 6 1 1
3 0 1 2 0 6 1 1 0 3 1 ( 1) 0 3 1 ( 1) 0 3 1 0 3 1 0
1 2 3 0 0 0 3 1 12 1 1 12 1 1 0 3 1 0 3 1
6 0 1 5 0 12 1 1

α
− − − − −

− −
= = = − = − = − = =

−
− − − − − − −

− − − −

  Rango (A)=3 
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 En una etapa  i  cualquiera se deja fija la fila  i , y tomando como referencia el 
elemento aii , por medio de operaciones elementales (nombradas anteriormente) se 
hacen cero todos los elementos de su columna que estén por debajo de él.  

 Si el elemento aii  es igual a cero, es preciso intercambiar previamente esa fila por 
alguna otra fila de debajo, y si no es posible (porque también sea cero) con alguna 
columna de la derecha, hasta conseguir que aii  sea distinto de cero (es conveniente, 
para evitar cálculos tediosos que sea 1).  

 

 

 El cálculo del rango será fundamental para la resolución de sistemas de ecuaciones 
lineales por el Teorema de Rouché-Fröbenius que veremos en el tema siguiente. 
 

7.9.- Ejercicios 

1.- Demuestra que si ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dc

ba
A , verifica que 02 =++− IAAdaA )( , donde A es el 

Ejemplo 7.5 : Calcular el rango de la matriz 

1 4 2 1
3 12 6 3
2 1 0 1
0 1 3 1

A

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟= ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

1 4 2 1 1 4 2 1 1 4 2 1 1 4 2 1
3 12 6 3 0 0 0 0 0 1 3 1 0 1 3 1
2 1 0 1 0 7 4 3 0 7 4 3 0 0 25 10(1) (2) (3)
0 1 3 1 0 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0

r r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − − − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2 1 3 3 1 2 4 3 3 2(1) 3 ; 2 (2) (3) 7f f f f f f f f f f f= − = − ↔ = −    Por tanto Rang(A)=3 

Ejemplo 7.7:  

¿Para qué valores de k la matriz 1
2 3
kA
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 no admite inversa?. 

La matriz A no tiene inversa si 0A = , por tanto calculamos su determinante y lo igualamos a cero: 3 2A k= + ,  

3 2 0k + =   2
3

k = −  

Ejemplo 7.6 : Calcular el rango de la matriz 

1 6 11 16
2 7 12 17
3 8 13 18
4 9 14 19
5 10 15 20

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

5 5 4 4 4 3 3 3 2 2 2 1

1 6 11 16 1 6 11 16 1 6 11 16
2 7 12 17 1 1 1 1 0 5 10 15

23 8 13 18 1 1 1 1 0 0 0 0
(1) (2)4 9 14 19 1 1 1 1 0 0 0 0

5 10 15 20 1 1 1 1 0 0 0 0
(1) ; ' ; ' (2) '

Rang Rang Rang

f f f f f f f f f f f f

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= − = − = − = −
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determinante de A, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

I  y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
00

0 . 

2.- Sin desarrollarlo, demostrar que el determinante 
baaccb

cba
+++

111
es nulo. 

3.- Calcular:  

2301
4624

3201
2312

−
−

−

  y   

x
x

x
x

1111
1111
1111
1111
11111

−−−−
−−−

−−
−

 

4.- Obtener en función de a,b,c el valor del determinante 

1111
1111
1111
1111

c
b

a

+
+

+
 

5.- Contestar razonadamente si es posible resolver las ecuaciones: 
 

a) 
10
07

5
0

01
101

=+
xx

x  b) 05
0

01
101

0
21

=+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xx
xx  

 

6.- Si 5−=qp
nm

, calcular el valor de los siguientes determinantes: 

a) qn
qpnm 33 ++

b) nq
mp

c) pq
mn

−
−

3
3

d) nq
mp

2
2

e) 
mqmp
m
n1 f) pp

mm
5
5

  

 
7.- a) Definir el concepto de matriz inversa. Dar un criterio para expresar que una matriz es 
inversible. 

 b) Dada la matriz 
1 1 1
1 1 0
1 0

A
m

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, determinar para que valores de m existe A-1. 

c) Para m=-1, resolver  1A xI− − , siendo I la matriz I3. 

 

8.- Dadas las matrices 4 6
3 5

A
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
−⎝ ⎠

 y 4 3
6 5

B
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
−⎝ ⎠

, encontrar una matriz simétrica P no 

singular tal que B=P-1AP. 

9.- Sea la matriz ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
11

A .Demostrar que la inversa de An es ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
10

1 n
 

 
10.- En el supuesto que exista, calcular la matriz X tal que AX=B, en los siguientes casos: 
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a) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

315
031
102

A  y 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

315
031
102

B    b) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

30
12
11

A  y 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

315
031
102

B  

 
11.- Las matrices X e Y son las soluciones del sistema de ecuaciones matriciales: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=−
51
32

2 YX        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+

03
41

2YX  

a) Hallar X e Y. 
b) Calcular si tiene sentido la inversa de ambas. 
 

12.- Dada la identidad matricial 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

65
43
21

13
12

X  

a) ¿Cuáles son las dimensiones de de una matriz solución de la identidad anterior? 
b) Calcular su solución: 
c) ¿Es única la solución?. Razonar la respuesta. 
 
13.- Obtén razonadamente una matriz A que verifique la siguiente igualdad. 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
101112
15120

·
31
21

101
112

3 A  

 
14.- Se dice que una matriz es ortogonal si su inversa coincide con su transpuesta, esto es, si 

tAA =−1 . Comprobar que la matriz A es ortogonal. 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= senxx

xsenx
A cos

cos
 

15.- Hallar los valores de x para los cuales la matriz A no tiene inversa.  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
22
1

x
x

A  

 

16.- Hallar el rango de la matriz 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
2212
2231

0443
A  

17.- Estudiar el rango de A para los diferentes valores de t.  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

tt
tt

tt
A

31
1

0
 

18.- Determina el rango de la siguiente matriz según los valores de t.
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

tt
t

t

1
02
22

 

 
19.- Determina la relación que deben cumplir los parámetros de a,b,c para que las matrices 
tengan ambas rango 2. 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

c13
b1-0
a02

B    ,
11
01
11

c
b
a

A  

 

20.- Considera la siguiente matriz: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

aa
a

aa
A

0
00

20
, donde a es no nulo. 

a) Calcular A2 
b) Calcular A-1 
c) Calcula razonadamente A20 
d) Calcula razonadamente │A19│ 
 
21.- Sean las matrices:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

10
21
01

;
010
102

BA  

a) Comprueba que ( ) ttt ABBA ·· =  

b) Hallar una matriz X que verifique: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

30
63

ABX  

22.- Hallar una matriz X que cumpla la condición 1XB B B −+ = , siendo 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

111
111

111

2
1B  

 
23.- a) Calcula todas las matrices diagonales de orden 2 que coinciden con su inversa. 
  b) Si A es una de estas matrices, calcula A2. 
 
24.- Denotamos por tM  a la matriz transpuesta de una matriz M. 
 

a) Sabiendo que ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dc

ba
A  y que 4=A Calcula los siguientes determinantes: 

tA3−  y cd
ab
33

22
−−

 

b) Sea I la matriz identidad de orden 3 y sea B una matriz cuadrada tal que IB =3 . 
Calcula B  

 
25.- Dadas las matrices  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
10

1

000
00

0
k
tk

Bk
tk

A  

a) Hallar A10 
b) Hallar la matriz inversa de B. 
c) En el caso particular k=0, Hallar B10 
 
26.- Demostrar que: 
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))·()·((
111

2
3

2
222

242

222

22

2

bcacab
cba
cbaycba

abccbcb
abbcb

aababc
−−−==

−
−−

−
 

 
27.- Comprobar por la regla de Sarrus y por el método de los adjuntos los determinantes: 
 

14
310
112
014

15
123
714
311

10
010
171
585

6
011
024
133

4
147
310
101

=
−

−=
−

=
−

−
−=

−

−
−=

−
 

 
4 6 3 2 1 2 1 2
5 4 3 6 3 7 5 3245 66
5 4 2 1 1 2 1 2
3 1 1 1 3 1 1 2

−
− − −

= − =
− −

−

 

 
28.- Calcular el rango de las siguientes Matrices: 

 
1 2 1 3 4 2 1 5 35 0 2 2 4 5 9
2 3 4 5 2 3 2 6 5) 3 0 1 ) 3 2 7 5 ) )
4 7 5 11 6 5 3 12 81 1 3 1 3 3 8
5 6 9 11 12 10 6 23 16

a b c d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Sol: a)3, b)3, c)3, d)3 
 

29.- ¿Qué condición deben cumplir los términos de a,b,c para que el rango de 

0 0 0
0 0

0

a
x b
y x c
r t z d

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

sea 3? 
Sol: Que alguno de ellos sea nulo. 

 

30.- Sea 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−−

=
231
145
132

A , Descomponer A en una suma de una matriz simétrica S y otra 

antisimétrica H. 
 

7.10.- Soluciones 

1.- Demuestra que si ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A , verifica que 0)(2 =++− IAAdaA , donde A es el 

determinante de A, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

I  y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
00

0 . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
++

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=++−

00
00

0
0

10
01

)()·(·)(

2

2

2

2

2

cbad
cbad

daddcac
bdabada

dcbdcca
bdabbca

cbad
dc
ba

da
dc
ba

dc
ba

IAAdaA
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2.- Sin desarrollarlo, demostrar que el determinante 
baaccb

cba
+++

111
es nulo. 

 

0
111

111
)·(

111111
=++=

++++++
=

+++
cbacba

cbabaccba
cba

baaccb
cba  

 
3.- Calcular:  

0

2301
4624

3201
2312

1 =

−
−

−

=D  Porque la primera fila por 2 es igual a la tercera. 

 

4
2 )1(

10000
21000
22100
22210
11111

1111
1111
1111
1111
11111

+=

+
+

+
+

=

−−−−
−−−

−−
−

= x

x
x

x
x

x
x

x
x

D   

 
 Hemos sumado a todas las filas la primera. 

4.- Obtener en función de a,b,c el valor del determinante 

1111
1111
1111
1111

c
b

a

+
+

+
 

)··(
00

00
00

)1·(1

000
000
000
1111

1111
1111
1111
1111

5 cba
c

b
a

c
b

a

c
b

a
−=−==

+
+

+
 

 
Donde hemos usado el método del adjunto, usando la columna 4ª porque es la me mas ceros 
tiene. 
 
5.- Contestar razonadamente si es posible resolver las ecuaciones: 
 

a) 
10
07

5
0

01
101

=+
xx

x  b) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xx
xx
0

01
101

0
21

 

 
 

a) Si es posible:  
10
07

5
0

01
101

=+
xx

x   
10
07

5
0

1
001

=+−
xx
xx   752 =++ xx  

022 =−+ xx  De donde X=1, Y=-2 
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b) =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

xx
xx
0

01
101

0
21

No se puede calcular, porque antes de calcular el determinante 

tenemos que sumar las matrices, y para poder sumar dos matrices, ambas tienen que ser de la 
misma dimensión. 
 

6.- Si 5−=
qp
nm , calcular el valor de los siguientes determinantes: 

 

a) 5)5(
3333

)9(
33

−====
−+−+

==
++

qp
nm

qn
pm

qn
qqpnnm

qn
qpnm

 

b) 5)5()6()5( =−−=−==== qp
nm

nm
qp

nq
mp

 

c) 15)5·(3)1·(3)6(3)·1·(3)6(
3
3

−=−=−−==−=−==
−
−

qp
nm

pq
mn

pq
mn

pq
mn

 

d) 10)5)·(2(2)6(2)5(·2)6(
2
2

=−−=−====== qp
nm

nm
qp

nq
mp

nq
mp

 

e) 511 −=== qp
nm

m
m

qp
mn

m
mqmp
m
n

 

f) 05
5
5

== pp
mm

pp
mm

 Porque se repiten dos filas. 

 
7.-  a) Definir el concepto de matriz inversa. Dar un criterio para expresar que una 
matriz es inversible. 
 
 La matriz inversa es la matriz por la que hay que multiplicar otra para obtener la 
matriz identidad. Sea la matriz A, entonces la inversa de A es la matriz A-1, de forma que 
A·A-1=A-1·A=I. 
 
 Para que una matriz sea inversible ha de tener su determinante no nulo. 
 

b) Dada la matriz 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−
=

m
A

01
011
111

, determinar para que valores de m existe A-1. 

 
Para que exista su inversa, su determinante ha de ser distinto de cero. 
 

1
01
11

1
01

010
110

01
011
111

−=
−

−−
=−

−−
=−

−−

mm
 

 
Por tanto el determinante es distinto de cero para todo valor de m. 
 
Entonces A es invertible ℜ∈∀m . 
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c) Para m=-1, resolver  xIA −−1 , siendo I la matriz I3. 

 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−−

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
==−

011
101
111

011
101
111

1
011
101

111

1
111

t

tAadj
A

A  

[ ] 1)1()1)·(()1()1)(1()1)((
1

11
)1(

1
1

)(
10

11
11

11
11
111

00
00
00

011
101
111

232 −−−−=+−−−+=−−++−−=
−

++

+
−

−
−=

−
−−−

−
=

−−
−−

−−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

xxxxxxxxxxxxx

x
x

x
x

xx
x

x
x

x

x
x

x

 

 

8.- Dadas las matrices ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
53
64

A  y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
56
34

B , encontrar una matriz simétrica P no 

singular tal que B=P-1AP. 
 

Como P tiene que ser simétrica y no singular (regular) cogemos ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= cb

ba
P . 

 
Si en la ecuación B=P-1AP multiplico a ambos lados de la igualdad por P. (obsérvese que he de 
multiplicar por P por el mismo sitio (izquierda) en ambas partes) 
 

PB=PP-1AP    PB=IAP     PB=AP 
Por tanto: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
cb
ba

cb
ba

53
64

56
34

·   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+
−−+

cbba
cbba

cbcb
baba

5353
6464

5364
5364

 

 
Dos matrices son iguales, si todos sus elementos son iguales, por tanto: 
 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

−=−−
−=+
−=−−
−=+

cbcb
bacb
cbba

baba

5353
5364
6453

6464

 Resolviendo el sistema tenemos: 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=
=
=
=

0
2

2
0

b
ac
ca

b

   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= c

c
P

0
02

. Como nos dicen que P es no singular, C no puede valer 0. Si tomamos c=1, 

entonces P queda de la forma: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
02

P  

Vamos a comprobarlo. 
 
Tiene que ocurrir que:     APPB 1−=  

 
Lo primero es calcular P-1. 
 

2=P , por tanto existe P-1.   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==−

10
0

20
01

2
1

20
01

2
1)(1 2

1
1

t
tadjP

P
P  
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BAPP =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

56
34

10
02

·
53
32

10
02

·
53
64

·
10
02

1
1  

 

9.- Sea la matriz ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
11

A .Demostrar que la inversa de An es ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
10

1 n
 

 
Lo primero es calcular A2. 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

10
21

10
11

·
10
11

·2 AAA    ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

10
31

·23 AAA  ;  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
414A  

 

Por tanto, parece que ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
1 n

An . Vamos a demostrarlo (No olvidar) 

 

Supongamos que ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
1 n

An , entonces por inducción tiene que ocurrir que ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=+

10
111 n

An .  

Como: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==+

10
11

10
11

·
10

1
·1 nn
AAA nn  

Por tanto se cumple que ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
1 n

An . 

 
Para ver si A es invertible, tiene que ocurrir que su determinante sea no nulo. 1=nA , por 

tanto es distinto de cero. 

Pues entonces ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==
−

10
1

1
01

1
1)(11 n

nadjA
A

A
t

tn
n

n  c.q.d. 

 
10.- En el supuesto que exista, calcular la matriz X tal que AX=B, en los siguientes 
casos: 
 

a) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

315
031
102

A  y 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

315
031
102

B    A simple vista, como A=B, tiene que ocurrir que X=I3 

 

BIA =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

315
031
102

100
010
001

·
315
031
102

·  

 

b) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

30
12
11

A  y 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

315
031
102

B  

 
BXA =·  entonces, si multiplicamos por A-1 a ambos lados de la igualdad y por la izquierda, 

tenemos:  
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BAXAA ··· 11 −− =   BAXI ·· 1−=   BAX ·1−=  

 
Como A no es invertible, entonces no existe la matriz X buscada. 
 
11.- Las matrices X e Y son las soluciones del sistema de ecuaciones matriciales: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=−
51
32

2 YX        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+

03
41

2YX  

c) Hallar X e Y. 
d) Calcular si tiene sentido la inversa de ambas. 

 
a) Si multiplico la 1ª ecuación por 2 y las sumo: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=−
102
64

24 YX + ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+

03
41

2YX   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
105
105

5x   de donde:   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
21
21

X  

Si despejamos la matriz Y de la 1ª ecuación: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=
11
10

51
32

2XY  

 
b) La inversa de X no existe puesto que su determinante es nulo. 
 

 La inversa de Y es:   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

−
==−

01
11

01
11

1
111 tadjY

Y
Y  

 

12.- Dada la identidad matricial 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

65
43
21

13
12

X  

 
a) ¿Cuáles son las dimensiones de de una matriz solución de la identidad anterior? 
 
 La matriz X tiene que tener una dimensión de 3X2. 
 
b) Calcular su solución: 

Sean ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

13
12

A  y 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

65
43
21

B , entonces: X·A=B, para calcular X, multiplico en ambos lados de 

la igualdad (y por la derecha) por A-1. 
X·A·A-1=B·A-1      X=B·A-1 

Pues vamos a calcular la matriz inversa de A. Lo primero es ver si su determinante es no nulo. 

1
13
12

−==A    Por tanto la matriz A es invertible.  (si A no es invertible, no existe la 

matriz X) 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11
32tA   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

23
11

)( tAAdj    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
==−

23
11

)(·11 tAAdj
A

A  

Y por tanto : 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

713
59
35

23
11

·
65
43
21

X  

 

Vamos a comprobarlo:  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

65
43
21

13
12

·
713
59
35

, Por tanto X es correcta. 

 
c) ¿Es única la solución?. Razonar la respuesta. 
 
Si. Es única porque la matriz inversa es única. 
 
 
13.- Obtén razonadamente una matriz A que verifique la siguiente igualdad. 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
101112
15120

·
31
21

101
112

3 A  

 

Sean ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

101
112

X , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
31
21

Y  y ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

101112
15120

Z , la ecuación matricial queda de la 

forma: 
 

3·X+Y·A=Z 
Como lo que quiero es calcular A: 
 

Y·A=Z-3·X   Y-1·Y·A=Y-1(Z-3·X)    A=Y-1(Z-3·X) 
 

Calculamos la inversa de Y: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
==−

5/15/1
5/25/3

11
23

5
1

32
11

5
1)(11 AdjYAdj

Y
Y t  

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=−= −

543
210

13119
1296

·
5/15/1
5/25/3

303
336

101112
15120

5/15/1
5/25/3

·31 XZYA

 
 

Por tanto: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

543
210

A  

 
14.- Hallar los valores de x para los cuales la matriz A no tiene inversa.      

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
22
1

x
x

A  
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La función 
⎩
⎨
⎧

>

<−
=

0x si     x
0x si  x

x     y la función 
⎩
⎨
⎧

>+

<+−
=−

-2x si     2x
-2x si  2

2
x

x  

 

Por tanto, de la definición de valor absoluto: 2aa +=  donde a es un número Real. 
Tenemos que para que la matriz A no sea inversible, su determinante tiene que ser nulo. Por 
tanto: 

022 =−− xx   22 −= xx     22 )2(2 −= xx   22 )2(4 −= xx  de donde: 

444 22 +−= xxx     0443 2 =−+ xx  y resolviendo obtenemos 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

3
2
2

x

x
 

 
Vamos a Comprobar: 

Para x=-2, tenemos: 0
24
12
=      y     para x=2/3, tenemos: 0

2
3
4

1
3
2

=  

Por tanto es correcto. 
 
15.- Se dice que una matriz es ortogonal si su inversa coincide con su transpuesta, esto 
es, si tAA =−1 . Comprobar que la matriz A es ortogonal. 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= senxx

xsenx
A cos

cos
,             ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= senxx
xsenx

At
cos

cos
 

 
Vamos a calcular la inversa, y para ello, calculamos primero su determinante. 
 

1coscos
cos 22 =+=

−
= xxsensenxx

xsenx
A  

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= senxx
xsenx

AAdj t
cos

cos
 y ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==−

senxx
xsenx

AAdj
A

A t
cos

cos
·11  

 
Por tanto tAA =−1    A es ortogonal. 

16.- Hallar el rango de la matriz 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
2212
2231

0443
A  

 Como el rango es el orden del mayor menor no nulo, tenemos que calcular los 
determinantes de todos los menores  y ver cual de ellos  es distinto de cero, y tiene mayor 
orden. 
 
Vamos a calcular los determinantes de orden 2 que se pueden extraer de esta matriz. Cuando 
uno de ellos sea distinto de cero, entonces diremos que su rango es como mínimo 2. 
 

5
31
43
=  
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Por tanto, la matriz A tiene de rango, como mínimo, el 2.  r(A)=2 
 
Ahora calculamos todos los determinantes de orden 3 que se puedan extraer de ella, e igual 
que en el caso anterior, cuando uno de ellos sea distinto de cero, diremos que el rango de A es 
como mínimo 3. 
 

0
212
231
443
=   porque la 1ª fila – la 2ª fila = 3ª fila 

 
Si observamos la matriz A, la 1ª fila – la 2ª fila = 3ª fila , entonces cualquier determinante de 
orden 3 que obtengamos de dicha matriz va a ser nulo. 
 
Por tanto el Rang(A)=2 

17.- Estudiar el rango de A para los diferentes valores de t.  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

tt
tt

tt
A

31
1

0
 

Vamos a calcular el determinante de A 
 

)23)(1(
31

1

31
1

00

31
1

0
ttttt

tt
t

ttt
ttt

t

tt
tt

tt
A −−=

−−
−

=
−−

−=
−

=  

 
Si igualamos a cero, tenemos que t=1, que t=0 y que t=3/2. 
 
Por tanto si t≠1, t≠0 y  t≠3/2 el rango de A es 3. 
 

Si t=1 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2/312/3
2/312/3

02/32/3
A    0=A y 1

11
01
=    Rang(A)=2 

Si t=3/2   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2/312/3
2/312/3

02/32/3
A  0=A  y 2/7

2/31
02/3

=    Rang(A)=2 

Si t=0  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

310
010
000

A  0=A y 03
31
01

≠=    Rang (A) = 2 

18.- Determina el rango de la siguiente matriz según los valores de t.  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

tt
t

t
A

1
02
22

 

Si calculamos el determinante de esta matriz, tenemos que 

tttttt
tt

t
t

2)42()4(
1

02
22

33 −=+−+=  

Por tanto si igualamos a cero, tenemos que si t≠0, t≠ 2  t≠- 2 entonces rango de la matriz es 
3. 
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Si t=0  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

001
002
220

A  0=A  4
02
20

−=   Rang(A)=2 

Si t=± 2   
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

±±
±

±
=

221
022
222

A  0=A  2
22

22
−=

±
±   Rang(A)=2 

 
19.- Determina la relación que deben cumplir los parámetros de a,b,c para que las 
matrices tengan ambas rango 2. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

c13
b1-0
a02

B    ,
11
01
11

c
b
a

A  

 
Resolvemos ambos determinantes y los igualamos a cero. 
 
Para que A sea de rango 2, tiene que ocurrir que: a-c=0.  a=c 
 
Para que B sea de rango 2, tiene que ocurrir que: 3a-2b-2c=0 
 
Para que ambas sean de rango 2, se ha de cumplir el siguiente sistema: 
 

⎩
⎨
⎧

=−−
=

0223 cba
ca

  02 =− bc   c=2b    a=2b, c=2b, b=b 

20.- Considera la siguiente matriz: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

aa
a

aa
A

0
00

20
, donde a es no nulo. 

a) Calcular A2 
b) Calcular A-1 
c) Calcula razonadamente A20 
d) Calcula razonadamente │A19│ 

a) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
==

100
010
001

00
00
00

0
00

20
·

0
00

20
· 2

2

2

2

2 a
a

a
a

aa
a

aa

aa
a

aa
AAA  

 

b) Lo primero es calcular el determinante: 3aA = , la transpuesta 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

aa
a

aa
At

02
00

0
 

la adjunta: 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

22

2

22

0
00

20
)(

aa
a

aa
AAdj t  Por tanto la inversa es 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=−

aa
a

aa
A

101
010

201
1  

c) Calculamos A3 y luego A4 y vemos que IaaA ·
100
010
001

· 444 =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=  
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Como:   ( ) ( )
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=====

20

20

20

2020520545420

00
00
00

100
010
001

····
a

a
a

aIaIaIaAA  

 
d) De la propiedad de los determinantes BABA ·· = , tenemos que: 

57
3

6020
12019 · a

a
a

A
A

AAA ==== −  

 
21.- Sean las matrices:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

10
21
01

;
010
102

BA  

a) Comprueba que ( ) ttt ABBA ·· =  
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

21
12

·BA , de aquí ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
21
12

· tBA  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
21
12

01
10
02

·
120

011
· tt AB  por tanto se verifica la igualdad. 

e) Hallar una matriz X que verifique: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

30
63

ABX  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
= −−

30
63

····;
30
63

··;
30
63

·· 11 BAXBABAXBAXBA  

De donde ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

−−
−

41
52

30
63

30
63

·
3
2

3
1

3
1

3
2

1BAX  

22.- Hallar una matriz X que cumpla la condición 1−=+ BBXB , siendo 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

111
111

111

2
1B  

 
Tenemos que 1−=+ BBXB ; entonces 1)( −=+ BBIX ; multiplicando en ambas partes (a la 
derecha) por B-1, tenemos: 2−=+ BIX , de donde despejando X: 
 

( ) IBX −= − 21  
 
Para calcular la inversa de B, lo primero es hacer si determinante. 
 

2
1

10
11

100
110 2

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

=
−

=−
−

=
−

−
−

=B  

 
Después hacemos su transpuesta, y luego su adjunta, y por fin escribimos su inversa: 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==−

101
110
011

0
0

0
·2

0
0

0
1)(·1

2
1

2
1

2
1

2
1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1
2
1

2
1

2
1

1 tBAdj
B

B  

Elevamos al cuadrado: 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
== −−−

112
211
121

101
110
011

·
101
110
011

· 1121 BBB  

Y ahora calculamos X: 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=−= −

012
201
120

100
010
001

112
211
121

21 IBX  

 
23.- a) Calcula todas las matrices diagonales de orden 2 que coinciden con su inversa. 

Una matriz cualquiera diagonal de orden dos, es por ejemplo: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= b

a
A

0
0

, pues, para que A 

coincida con su inversa, calculamos la inversa e igualamos ambas: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

b

a
a

b
ab

A 1

1
1

0
0

0
01  

Igualamos ambas 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

b

a
b

a
1

1

0
0

0
0

 

Y resolvemos: 

b
b

a
a

1

1

=

=
    

1
1
±=

±=

b
a  

Entonces las matrices A son:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

,
10

01
,

10
01

,
10
01

 

 
b) Si A es una de estas matrices, calcula A2. 
 
Para cada una de ellas, su cuadrado es la matriz identidad I. 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

0
0

0
0

·
0

0
2

2

b
a

b
a

b
a

 Si 1±=a  y 1±=b  

 
24.- Denotamos por tM  a la matriz transpuesta de una matriz M. 
 

c) Sabiendo que ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dc

ba
A  y que 4=A Calcula los siguientes determinantes: 

364·9)3(3 2 ==−=− AAt  y 2466
33

22
==−=

−− dc
ba

cd
ab

cd
ab
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d) Sea I la matriz identidad de orden 3 y sea B una matriz cuadrada tal que 
IB =3 . Calcula B  

 
331 BBI ===   113 ==B  

 
 
e) Sea C una matriz Cuadrada tal que tCC =−1 . ¿Puede ser 3=C ? Razonar la 

respuesta. 
 
Si ICC =− ·1   1· 1 ==− ICC   1·· 11 == −− CCCC   pero si tCC =−1    1· =tCC  y 

como tCC =    1· =CC ; si 3=C   9=1, cosa que es imposible. Por tanto no puede ser 

3=C  
 
 
25.- Dadas las matrices  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
10

1

000
00

0
k
tk

Bk
tk

A  

a) Hallar A10 
 

Lo primero es como siempre 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
000

00

000
00

0
·

000
00

0 2

2
k

k
tk

k
tk

A , después: 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

000
000
000

000
00

0
·

000
000

00
·23 k

tkk
AAA  ……………………    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
000
000

10A  

 
b) Hallar la matriz inversa de B. 

 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
===−

100
10

1

1
01
001

)()(1
2

1 k
tkk

kt
kAdjBAdjBAdj

B
B tt  

 
c) En el caso particular k=0, Hallar B10 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010

01 t
B    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

100
010
201

100
010

01
·

100
010

01
·2

ttt
BBB    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

100
010
301

100
010

01
·

100
010
201

·23
ttt

BBB  
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

100
010
401

100
010

01
·

100
010
301

·34
ttt

BBB  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010

01 nt
Bn   

 Supongamos que 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010

01 nt
Bn , entonces por inducción, ha de ocurrir que 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
=+

100
010

)1(01
1

tn
Bn . Calculamos 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==+

100
010

)1(01

100
010

01
·

100
010

01
·1

tntnt
BBB nn  

Entonces 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010

01 nt
Bn . Y de aquí: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010

1001
10

t
B  

 

26.- Demostrar que: 
 

))·()·(())·()·((

11
))·((

))(())((
1

001111

2
311
121

111

3
121

111
······

3
2··

3
2

22222222

242242

22222

22

2

bcacababacacab

acabacabacacabab
acab

acaba
acaba

cba
cba

cbacba
bbb

abcbcba
abbcb
abbc

abbc
cba

abccbcb
abbcb

aababc

−−−=−−+−−

=
++

−−=
+−+−

−−
=

−−
−−=

=
−

−−=
−

−−=
−

−−
−

=
−

−−
−
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Se llaman ecuaciones lineales a las ecuaciones en las que las incógnitas aparecen todas 
con grado 1; no están elevadas a ninguna potencia, ni bajo ningún radical, ni multiplicadas unas 
por otras.…  como por ejemplo: 2 4 2  ;   5 7    ;     6 3 2 0x y x y x y z− = − = − + =  
  
Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de la forma: 
 
 

Donde m es el nº de ecuaciones lineales y n el nº de incógnitas, los ija  son los coeficientes del 

sistema (números reales), los jx son las incógnitas y los ib son los términos independientes 

(también números reales). 
 
Resolver un sistema de ecuaciones es encontrar los valores de los jx para los que se cumplen 

todas las ecuaciones o concluir que el sistema no tiene solución. 
 
Un sistema de ecuaciones puede tener solución (compatible) o no tenerla (incompatible). 
Los sistemas compatibles pueden tener una solución (determinados) o infinitas soluciones 
(indeterminados). 
 
En resumen podemos clasificar los sistemas de ecuaciones lineales del siguiente modo: 
 

Sistemas de ecuaciones lineales 

Determinado ( . . .) Solución únicaCompatible 
Indeterminado : ( . . .) Muchas Soluciones

Incompatible : ( . .) Sin solución

S C D
S C I

S I

⎧ ⎧ −⎪
⎪ ⎨

−⎪ ⎪⎩⎨
⎪
⎪ −⎩

 

 
Llamamos A a la matriz de coeficientes y B a la matriz ampliada con los términos 
independientes: 
 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a
a a aA

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...
... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b
a a a bB

a a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
8.1 Teorema de Rouché-Frobenius 

 
 Permite conocer si un sistema de ecuaciones tiene solución a partir del estudio del 
rango de la matriz asociada al sistema (matriz de coeficientes A) y del rango de la matriz 
ampliada de éste (matriz B). 

Tema 8: Teorema de Rouché-Frobenius 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

· · ............. ·
· · ............ ·

........................................................
· · ........... ·

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

⎧ + + + =
⎪

+ + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩
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Sistemas 
Determinado :Rang(A) Rang(B) nº de incógnitasCompatible: Rang(A) Rang(B) 
Indeterminado: Rang(A) Rang(B) nº de incógnitas

Incompatible : Rang(A) Rang(B)

⎧ ⎧ = =⎪=⎪ ⎨
= <⎪ ⎪⎩⎨

⎪
⎪ ≠⎩

 

 
 Este Teorema es muy útil para el estudio de sistemas con parámetros. 
 

8.2.- Resolución de sistemas de ecuaciones lineales 
 
 Estudiando un sistema de ecuaciones por el Teorema de Rouché-Frobenius, si 
resulta compatible, podemos hallar su solución mediante la regla de Cramer: 
 
8.2.1.- Regla de Cramer: 
 
 Un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si la matriz de 
coeficientes A, es regular. Por tanto, este tipo de sistemas  son siempre S.C.D. 
 
Para calcular las soluciones de un sistema utilizamos dos determinantes: 

• Determinante de la matriz de coeficientes A. A  
• Determinante i∆  que se obtiene al sustituir, en la matriz del sistema, la columna de 

la incógnita i (x,y ó z) por la columna de los términos independientes. 
 
El valor de cada incógnita se obtiene de la siguiente forma: 

A
x x∆=   

A
y y∆
=  

A
z z∆=  

 

 
 
 Utilizando un pequeño truco, podemos utilizar este método de resolución a 
sistemas compatibles indeterminados.  
 
 Si un sistema es compatible indeterminado es porque Rang(A) = Rang(B) < nº de 
incógnitas, si llamamos grado de libertad (g) a la diferencia entre el nº de incógnitas y el 
rango de las matrices. 
 
 Llamaremos menor principal de la matriz A al menor que nos da el rango de las 
matrices, este menor nos da un nuevo sistema de ecuaciones con tantas ecuaciones como 

Ejemplo 8.1: Resolver el sistema 
2 3 6

5 2 4
3 2 3 6

x y z
x y z
x y z

⎧ + − =
⎪ − + = −⎨
⎪ + − = −⎩

   
2 3 1
1 5 2
3 2 3

A
⎛ ⎞−
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

2 3 1
1 5 2 32 0
3 2 3

A
−

= − = ≠
−

  A es regular  El sistema es de Cramer   Sus soluciones son: 

 
6 3 1
4 5 2
6 2 3 32 1

32
x

A

−
− −
− −

= = =  ;   

2 6 1
1 4 2
3 6 3 96 3

32
y

A

−
−
− −

= = =   ; 

2 3 6
1 5 4
3 2 6 160 5

32
z

A

− −
−

= = =  
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incógnitas llamado sistema principal. Este sistema es equivalente al principal y se puede 
resolver con la regla de Cramer, teniendo en cuenta que las soluciones quedarán en función de 
tantos parámetros como indique g. 
 

 
  

8.3.- Sistemas con parámetros: 
 
 Se llama discutir un sistema de ecuaciones en función de uno o varios parámetros al 
hecho de clasificarlo según los valores que puedan tomar dichos parámetros. 
 
Como norma general de discusión podemos seguir el siguiente proceso: 
 

 Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes (A) en función del parámetro 
o parámetros, lo igualamos a cero y resolvemos la ecuación. 

 Calculamos los rangos de las matrices A y B y utilizamos el teorema de Rouché-
Frobenius para clasificarlo. 

 Si es compatible (determinado o indeterminado), lo resolvemos por alguno de los 
métodos anteriores. 

 

Ejemplo 8.2: Resolver el siguiente sistema: 
2 0

0
2 3 0

x y z
x y
x y z

⎧ + + =
⎪ + =⎨
⎪ + + =⎩

 

Escribimos las matrices A y B. 
1 2 1
1 1 0
2 3 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; 
1 2 1 0
1 1 0 0
2 3 1 0

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
1 2 1
1 1 0 (1 3) (2 2) 0
2 3 1

A = = + − + =  =Rang(A) < 3 

1 2 1
1 1

= −   Rang(A)=2 

 
Para la matriz B ocurre exactamente igual  Rang(B)=2=Rang(A) < nº de incógnitas. 
 
Tenemos que el sistema es S.C.I. y como A no es regular, no podemos utilizar la regla de Cramer. 
Como para obtener Rang(A) = 2 hemos utilizado las dos primeras ecuaciones, entonces la tercera la podemos 
eliminar y el sistema queda: 

2 0
0

x y z
x y
⎧ + + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 

Si llamamos z λ= , tenemos: 2 0
0

x y
x y

λ⎧ + + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
  y si pasamos los términos con λ  a la derecha de las igualdades, 

nos queda: 
2

0
x y
x y

λ⎧ + = −⎪
⎨

+ =⎪⎩
     Si aquí volvemos a escribir las matrices A y B: 1 2

1 1
A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 y 1 2
1 1 0

B λ⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Como podemos observar, ahora A si es una matriz regular, porque es cuadrada y su determinante es distinto de 
cero.  Podemos utilizar la regla de Cramer para resolver el sistema. 
 

2
0 1

1
x

A

λ

λ λ

−

−
= = =

−
     

1
1 0

1
y

A

λ

λ λ

−

= = = −
−

  z λ=  

 
Por tanto las soluciones del sistema son { }, ,S λ λ λ= −  
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8.4.- Resolución de sistemas homogéneos. 
 
 Sabemos que un sistema es homogéneo si todos los términos independientes son 
cero, y que además, estos sistemas son siempre compatibles. Aplicando el Teorema de Rouché 
Frobenius: 
 

• Si Rang(A)= nº de incógnitas   S.C.D.   Solución trivial. (0,0,0). 
• Si Rang(A)< nº de incógnitas   S.C.I.    Infinitas soluciones, entre ellas la (0,0,0). 

 
8.5.- Ejercicios: 
 

1.- Comprobar que los sistemas de ecuaciones siguientes uno es determinado, otro 
indeterminado y otro incompatible: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+

=++

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=++

=+

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=+−

=++

83z-y-7x
50z4y-3x

1zyx
c)    

4z-5y-2x
-100z8y6x-

63zy-6x
b)    

10
6425

948
)

zyx
zyx

zyx
a  

 

2.- Discutir el siguiente sistema según los valores de k.   
⎩
⎨
⎧

−=−

=−

12
1
kkyx

ykx
 

3.- Resolver el siguiente sistema:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=++

=+++

12
0)1(

0)1(

zx
zkky

zkykx
 

4.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=++

=++

36)2(2
23
132

zyax
zayx
zyx

 

 
a) Encontrar un valor de a para que el sistema sea incompatible. 
b) Discutir si existe algún valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado. 
c) Resolver el sistema para a=0. 

Ejemplo 8.3:  Discutir el sistema: 
2 1

2 1
3

x y
x y z
x y az b

⎧ + =
⎪ + − =⎨
⎪ + − =⎩

   
2 1 0
1 1 2
3 1

A
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  y   
2 1 0 1
1 1 2 1
3 1

B
a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

2 1 0
1 1 2 2
3 1

A a
a

= − = − −
−

 

• Si a=-2  Rang(A)=2 porque 2 1 1 0
1 1

= ≠  . Si sustituimos a=-2 en B  
2 1 0 1
1 1 2 1
3 1 2

B
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  y ahora 

calculamos el rango de B 
1 0 1
1 2 1 1
1 2

b
b

− = −
−

   

 Si b=1  Rango(B)=2=Rang(A) , 1 0 2 0
1 2

= − ≠
−

 , entonces el sistema es S.C.I. 

 Si b≠1  Rang(A)≠Rang(B)  el sistema es S.I. 
 

• Si a≠-2  A es regular y el sistema es de Cramer  S.C.D. 
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5.- Se consideran las matrices 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

932
112
211

A , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

α
2
1

1C , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
β
11
6

2C , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

z
y
x

X  

a) Determina el valor de α  para que el sistema 1AX C=  sea incompatible. 
b) Determina los valores de β  para los cuales el sistema 2AX C=  es compatible, y para uno 
de estos valores resuelve dicho sistema. 
c) Para 3=α  y 13−=β  estudia el sistema 1 2AX C C= +  

6.- Calcular los valores de a y b para los que el siguiente sistema 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++

=++

1

1

azyx
bzayx

zyax
 

tiene infinitas soluciones y resolverlo para estos valores 
 
7.- Discutir y resolver los siguientes sistemas: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−−

=++

λ
λ

λ

zyx
zyx

zyx
0

0323
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++

=++

1

1

azyx
bzayx

zyax
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=+−

−=−

−=++

=+

5
22

13
32

azyx
zy

zyx
zx

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

=++

2

0

azy
bzy
zayx

 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−+

=−−

myx
ymx
yxm

1)1(
1)2(

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−

=+−

=++

mzyx
zyx

mzyx

2
02
1

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−

=+−

=+

kzkx
zykx

kzy
1

1
  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=−+

=+

bazyx
zyx

yx

3
12

12
 

 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++

=++

1
1
1

azyx
zayx
zyax

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=+

=+−

0
1

1

zyx
byx

zyax
  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=−+

=+−

02
03

2226

zyx
zayx

azyx
 

 
8.6.- Soluciones 
 

1.- Comprobar que los sistemas de ecuaciones siguientes uno es determinado, otro 
indeterminado y otro incompatible: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+

=++

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=++

=+

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=+−

=++

83z-y-7x
50z4y-3x

1zyx
c)    

4z-5y-2x
-100z8y6x-

63zy-6x
b)    

10
6425

948
)

zyx
zyx

zyx
a  

 

a) Sea el sistema,
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=+−

=++

10
6425

948

zyx
zyx

zyx
 lo primero que hacemos es escribir su matriz A (matriz 

de coeficientes) y su matriz B Ampliada (Coeficientes + términos independientes) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

011
425
418

A y 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1011
6425
9418

B  

Ahora calculamos el rango de cada una de ellas. 
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0
011
033
418

011
425
418

Fila) 1ª - Fila (2ª

=−−=−=A  

 

Calculamos ahora un menor de orden 2 021
25

18
≠−=

−
 

Por tanto Rang(A)=2 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1011
6425
9418

B  Cojo de ella un menor de orden 3, 0
101
642
941
=− , tendríamos que calcular 

todos los menores de orden 3 que se puedan obtener de esta matriz. Pero no es necesario 
porque si: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1011
6425
9418

B  Si a la segunda fila le quito la primera, obtengo ( )3033 −−−  que es 

igual que la 3ª fila multiplicada por 3. 
 
Por tanto todos los menores de orden 3 de esta matriz son nulos porque la 3ª fila es 
combinación lineal de 2ª y la 1ª, así que calculo un menor de orden 2:  
 

021
25

18
≠−=

−
. Por tanto Rang(B)=2 

 
Y como Rang(A)=Rang(B)=2<3(Nº de incógnitas), entonces el sistema es S.C.I. 
 
Aunque el ejercicio no lo pide vamos a calcular sus soluciones. Como la 3ª fila es combinación 
lineal de la 1ª y la 2ª, la eliminamos.  
Hacemos λ=z  y reescribimos el sistema: 
 

⎩
⎨
⎧

−=−

−=+

λ
λ
4625

498
yx

yx
, Por tanto ahora tenemos: ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
25

18
A  y ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−

=
λ
λ

4625
4918

B  

 
Calculamos el rango de ambas: Rang(A)=Rang(B)=2(Nº de incógnitas), por tanto convertimos el 
sistema en un sistema de Cramer (A es regular). Y lo resolvemos por la regla de Cramer: 

7
48

7
84

21
2412

21
46818

25
18

246
149

λλλλλλ
λ

−
=

−
−

=
−
−

=
−

+−+−
=

−

−−
−

=X  

7
14

7
14

21
312

21
20453248

25
18
465
498

−
=

−
+−

=
−

+−
=

−
+−−

=

−

−
−

=
λλλλλλ

λ

Y  

λ=Z  
 
Por tanto, multiplicando todas las soluciones por 7 tenemos: 
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S.C.I. { }λλλ 7,14,48 =−=−= zyx  
 

b) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−

−=++−

=+−

452
10086

636

zyx
zyx

zyx
   

Lo primero es escribir A y B; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

152
086
316

A ;  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
=

4152
10086
6316

B . 

Calculamos el rango de ambas: 

04242
86
16

1
52

86
3

152
086
316

=−=
−

−
−

−
−

=
−−

−
−

=A ; 054
86
16

≠=
−

−
, 

 Por tanto Rang(A)=2 

0)144160(1
108

1816
1

415
1008

18016

415
1008
631

≠−−=
−

−
−=

−−
−

−
=

−−
−

−
 

Por tanto Rang(B)=3. 
 
Como Rang(A)≠Rang(B), entonces el sistema es Incompatible (No tiene solución) 
 

c) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−

=−

=++

837
543
1

zyx
yx
zyx

   Como siempre, escribimos las matrices A y B: 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

317
043
111

A    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

8317
5043
1111

B  

Y calculamos sus rangos: 
 

046
210
43

·1
0210
043
111

317
043
111

≠=
−

=−=
−−

−=A     Rang(A)=3 

 
Si para calcular el rango de B cogemos esta misma matriz, entonces Rang(B)=3 
 
Y como Rang(A)=Rang(B)=3(Nº de incógnitas), entonces el sistema es S.C.D. 
 
En este caso tampoco nos lo piden, pero vamos a calcular las soluciones del sistema.  
 
Como la matriz A es cuadrada y su determinante es no nulo, entonces podemos aplicar la Regla 
de Cramer; por tanto: 
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23
27

46
54

317
043
111
318

045
111

==

−−
−

−−
−

=X ;         
46
17

317
043
111
387

053
111

−
=

−−
−

−
=Y ;         

46
9

317
043
111
817
543
111

=

−−
−

−
−

=Z  

 

Resumiendo: S.C.D. 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =−===

46
9,

46
17,

23
27 zyxS  

2.- Discutir el siguiente sistema según los valores de k.  
⎩
⎨
⎧

−=−

=−

12
1
kkyx

ykx
 

 
Lo primero, como siempre, es escribir las matrices A y B. 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= k
k

A
1

1
 y ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=

121
11

kk
k

B  

Y después ver el rango de ellas. 
 

1
1

1 2 +−=
−
−

= kk
k

A     Igualamos a cero y calculamos los valores de k. 

 
Si 1±=k  el rango de A es 1, y si 1±≠k el rango de A es 2. 
 

Para la matriz B, tenemos que kkkkk −=+−=
−−

−
121

12
11

, y este determinante es nulo si 

k=1. 
 
Por tanto si K=1, Rang(B)=1, y si K≠1 Rang(B)=2. 

 
Resumiendo: 
• Si k=1: Rang(A)=Rang(B)=1<2   S.C.I. 
• Si k=-1: Rang(A)≠Rang(B)   S.I. 
• Si 1±≠k  Rang(A)=Rang(B)=2=Nº incógnitas   S.C.D. 

2.- Resolver el siguiente sistema: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=++

=+++

12
0)1(

0)1(

zx
zkky

zkykx
 

Escribimos las matrices A y B: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
+

=
201

10
11

kk
kk

A     y    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
+

=
1201
010
011

kk
kk

B  

 
Veamos sus rangos: 
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1
201

10
11

2 +=+
+

= kkk
kk

A   Rang(A)=3 

kkkk
k

kk
kk

kk
kk

∀≠+=
+
−

=+
−

=+
+

01
1

11
1

001
10

11

201
10
11

2      Rang(B)=3 

 
Como Rang(A)=Rang(B)=3, entonces el sistema es S.C.D. 
 

1
1

1
1

1
201

10
110

2

2

2

2

2 +
−

=
+

−
=

+

+
+

=
k

k
k

k
k

kk
k

X       
1

)(
1
211

100
10

2

2

2 +
+−

=
+

+
+

=
k

kk
k

k
kk

Y  

 
11

101
00
01

2

2

2 +
=

+
=

k
k

k

k
k

Z  

 
El sistema es S.C.D. para todo k número Real. 
 

3.- Estudiar según los valores del parámetro m el sistema: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−+

=+−

=++

01212)2(
02132
04124

zyxm
zyx
zyx

 

 

Escribimos las matrices 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+
−=

12122
2132
4124

m
A  y 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+
−=

012122
02132
04124

m
B  

 
Este sistema es un sistema homogéneo, por tanto es un sistema compatible. 
 
Vamos a ver si es determinado o indeterminado. 
 

100)10(76)76)·(10(
132

124
)10(

10122
0132
0124

12122
2132
4124

=↔=−=−−=
−

−=
−−+

−=
−+
−= mmmm

mmm
A

 
Si m=10  0≠A  Rang(A) =3  S.C.D.  La solución es la solución trivial 

{ }0,0,0 ==== zyxS  

Si m≠10  0=A  076
132

124
≠−=

−
  Rang(A) =2 < 3 = nº de incógnitas  S.C.I. 

4.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=++

=++

36)2(2
23
132

zyax
zayx
zyx

 

 
d) Encontrar un valor de a para que el sistema sea incompatible. 
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e) Discutir si existe algún valor de a para el cual el sistema sea compatible 
determinado. 

f) Resolver el sistema para a=0. 
 
Escribimos las matrices de coeficientes A y B 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

622
31
321

a
aA  y 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

3622
231
1321

a
aB  

 
a) Para que sea incompatible, ha de ocurrir que Rang(A)≠Rang(B) 

 
Veamos cuanto vale Rang(A). 
 

0
62
31

)2(
622
31
020

622
31
321

=−−=
+

−
=

+
= a

a
a

a

a
aA   Por tanto Rang(A)<3 

 

Veamos para orden 2.  2
1

21
−= aa  

 
Por tanto si a=2  Rang(A)=1  y si a≠2  Rang(A)=2 
 
Vamos ahora a estudiar la matriz B. 

0
102
102
132

362
23
132

' =
−
−=

+
=

a
a

a
aB  

 

0
100
100
131

362
231
131

== ;    0
120
120
121

322
21
121

=
−
−=

+ a
a

a
a  

 
Por tanto todos los menores de orden 3 obtenidos de la matriz B son nulos.  
 

Pasamos a menores de orden 2. 03
23
13

≠=    Por tanto Rang(B)=2 

 
Entonces para que el sistema sea incompatible, como hemos dicho antes, ha de ocurrir que 
Rang(A)≠Rang(B), y esto ocurre si a=2. 
 
Si a=2  Rang(A)≠Rang(B)   S.I. 
 
b) Para que el sistema sea S.C.D. tiene que ocurrir que Rang(A)=Rang(B)=3, y esto no ocurre 
nunca, por tanto no existe ningún valor de a para que el sistema sea compatible determinado. 
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c) Si a=0, el sistema queda de la siguiente forma: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=+

=++

3622
23

132

zyx
zx

zyx
 y  A y B ahora son:  

d) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

622
301
321

A  y 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3622
2301
1321

B  

 
Como vimos en el caso a), si a≠2 el Rang(A)=2. Pues como a=0, entonces Rang(A)=2. 
 

Veamos el rango de B. 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3622
2301
1321

B   

 
Como observamos a primera vista, tenemos que la 1º fila + 2º fila =3º fila, por tanto, el 
Rang(B) =2. 
 
Así que si Rang(A)=Rang(B)=2<3 nº incógnitas, el sistema es compatible indeterminado. (S.C.I.) 
 
Para resolverlo hacemos, como siempre, λ=z , por tanto el sistema queda de la forma: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

−=+

λ
λ

λ

z
x

yx
32

312
 y resolvemos por el método más rápido posible, en este caso, sustituyendo 

obtenemos el valor de y, 132312 −=+−−= λλy   
2
1

−=y  

 
Por tanto: Tenemos un S.C.I. con { }λλ 2,1,64 −−=S  

 

5.- Se consideran las matrices 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

932
112
211

A , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

α
2
1

1C , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
β
11
6

2C , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

z
y
x

X  

a) Determina el valor de α  para que el sistema 1CAX =  sea incompatible. 
b) Determina los valores de β  para los cuales el sistema 2CAX =  es compatible, y para 
uno de estos valores resuelve dicho sistema. 
c) Para 3=α  y 13−=β  estudia el sistema 21 CCAX +=  
 

Sea 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

932
112
211

A  la matriz de coeficientes y 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

α
2
1

932
112
211

B  la matriz ampliada. Para 

que el sistema AX=C1 sea incompatible tiene que ocurrir que los rangos de A y B sean 
diferentes: Rang(A)≠Rang(B). 
 

Veamos el rango de A. 0
510

510
211

932
112
211

=
−

−
−

=
−

−
=A   y 01

12
11

≠−= , por tanto Rang(A) 

=2. 
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Vamos al ver el de B. 63
33

13

330
130
121

93
211
121

' −=
−−

=
−−

−
=

−

−
= α

α
αα

B  

 
Por tanto si 2≠α   Rang(B) =3 y  
 

2=Rang(A)≠Rang(B)=3 y el sistema sería incompatible. 
 

Para que el sistema sea Incompatible tiene que ocurrir que 2≠α  
 

e) Para este caso, las matrices A y B son de la forma: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

932
112
211

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−−

=
β932
11112
6211

B .  Del apartado a) tenemos que Rang(A)=2. 

Veamos Rang(B). 
 

393
183
53

1830
530
621

93
1111
621

' +=
+−
−

=
+−
−
−−

=
−

−
−−

= β
β

ββ
B    Igualamos a 0, y obtenemos  

13−=β  
Por tanto, si 13−=β   S.C.I. porque Rang(A)=Rang(B)=2<3. 

 
Para resolverlo hacemos λ=z , y de esta forma convertimos al sistema en un sistema de 
Cramer, teniendo: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
+−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

λ
λ

1112
2611

,
12
11

BA  

15)41211(1

12
11

112
261

35)1126(1

12
11

111
126

−=−+−−−=
−−
+−

=

−−=+++−−=
−−
+−

=

λλλ
λ
λ

λλλ
λ
λ

Y

X

Por tanto S.I. con { }λλλ ,15,35 −−−=S  

f) En este caso tenemos: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

10
9
5

932
112
211

z
y
x

,  

Aquí 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

932
112
211

A  y 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−−

=
10932
9112
5211

B . Como ya hemos visto Rang(A)=2, falta ver 

el rango de la matriz B. 
 

271215
53
43

530
430
521

1093
911
521

' =+=
−

=−
−−

=
−−
−
−−

=B ,  Rang(B)=3. 

Como Rang(A)≠Rang(B)   S.I. 
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6.- Discutir el siguiente sistema:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+

−=−+

=+−

106
2

132

zayx
bzyx

zyx
 

Escribimos las matrices A y B. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

61
121

312

a
A  y 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

1061
121

1312

a
bB  

Estudiamos el rango de la matriz A. 
 

355
52
1521

61
520
15210

61
520
312

61
121

312
−=

−
−−

=
−

−
−−

=
−

−
−

=
−
−

−
= aa

a

a
a
a

a
a

a
A  

Por tanto: 

• Si a=7   0=A  y 05
21
12

≠=
−

 Rang(A)=2 

• Si a≠7   Rang(A)=3 

Vamos a estudiar ahora el rango de la matriz 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

10671
121

1312
bB  

55155153050
1

13
5

106
1

5
1065

10
135

1061
11

132

1 −−=−+−−=
−−

−
−

−−
=

−−
−−=

−
−−= bbbb

b
bbB  

 

Y si igualamos a cero, obtenemos  
3
11

15
55 −

=
−

=b  

Por tanto: 

• Si 
3
11−

=b   Rang(B)=2 

• Si 
3
11−

≠b   Rang(B)=3 

Resumiendo: 
 

 Si a ≠ 7  El Sistema es de Cramer  Sistema Compatible Determinado. (S.C.D.) 
 

 Si a = 7  Rang(A) =2 
 

• Si 
3
11−

=b   Rang(B)=2   Rang(A)=Rang(B)=2  S. Compatible Indeterminado 

  

• Si 
3
11−

≠b   Rang(B)=3   Rang(A)≠Rang(B)  Sistema Incompatible. 
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A          AB  

B 

u  

v  

vu +  

 

 
9.1.- Vectores Fijos: 

Un vector fijo del plano 
→

AB es un segmento orientado que tiene su origen en punto A 
y su extremo en el punto B. 

 
Un vector viene caracterizado por su módulo, dirección y sentido. 
 

• Módulo: Es la distancia entre los puntos A y B, lo representaremos por 
→
AB , y cuyo 

valor es:     ( ) ( ) ( )22 2

x x y y z ZAB B A B A B A
→

= − + − + −  

 
• Dirección: Es la dirección de la recta que pasa por A y B y la de todas las rectas 

paralelas a ella. 
 

• Sentido: Es el recorrido de la recta cuando nos trasladamos de A a B. (Vemos que en 
cada recta hay dos sentidos, el que va de A a B y el que va de B a A.) 

 
9.2.- Producto de un vector por un escalar: 

El producto de un escalar K, distinto de cero,  por un vector u  es otro vector 
→

ku  con: 
• Dirección: La misma que u  
• Sentido: el mismo que u  o su opuesto dependiendo de si k es positivo o negativo. 
• Módulo: Proporcional al de u .   ukuk ·· =  

 
9.3.- Suma de Vectores: 

 
5.3.1.- Matemáticamente: Sean ( , , )u x y z  y ( ', ', ')v x y z  dos vectores, la suma de ambos 

da como resultado otro vector u v+  de componentes:    ( ', ', ')u v x x y y z z+ = + + +  
 

5.3.2.- Gráficamente: Sean ( , , )u x y z  y ( ', ', ')v x y z  dos vectores, la suma gráfica de 
ambos se obtiene de dos formas: 
 
 a) Situamos el origen de v  sobre el extremo de u . El vector suma es aquel cuyo 
origen es el de v  y cuyo extremo es el de u . 

 
 b) Si hacemos que v y u  tengan origen común, sumamos mediante la regla del 
paralelogramo, y su diagonal es el vector suma.  

 
 
 
 
 

u  

v  

u  
v  

vu +  

Tema 9: Vectores en el Espacio 
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v  
 

·cos( , )
·

u vu v
u v

=  

u  

9.4.- Base de un espacio Vectorial:  
 
• Un conjunto de vectores { }1 2 3, , , ......., nv v v v  se dice que son linealmente independientes 

(l.i.)  (o que el sistema es libre), si dada la siguiente expresión: 
1 1 2 2· · ....... · 0n nv v vα α α+ + + =  

 Se verifica que: 
1 2 3 ...... 0nα α α α= = = = =  

 
• Un conjunto de vectores { }1 2 3, , , ......., nv v v v  se dice que son linealmente dependientes 

(l.d.)  (o que el sistema es ligado), si dada la siguiente expresión: 
 

 1 1 2 2· · ....... · 0n nv v vα α α+ + + =  
 existe algún escalar no nulo. ( 0≠∃ iα ) 
 

• Los vectores u,v,w forman una base de R3 ó son linealmente independientes, si y solo 
sí,   

     det(u,v,w)≠0 

 
9.5.- Producto escalar. 

 
Dados dos vectores no nulos del plano, se llama producto escalar al número real obtenido como 

producto de sus módulos por el coseno del ángulo que forman:  αCosvuvu ··· =  
 

 
 
9.6 Aplicaciones del producto escalar: 

 
• Calculo del ángulo entre dos vectores:  

·
·

u vCos
u v

α =   ·arccos
·

u v
u v

α =  

 

• Comprobar si dos vectores, no nulos, son ortogonales. · 0u v u v⊥ ↔ =  

 
 

Propiedades:  
• uvvu ·· =  • wuvuwvu ··)( +=+  • 0· 2 ≥= uuu  

• ( ) )·(·· vuvu λλ =  • ↔= 0·vu  u y v  son perpendiculares (u ortogonales) o alguno 
de ellos es nulo. 

3,, Vwvu ∈∀  y R∈λ  

Ejemplo 9.1.- ¿Forman los vectores (1,1,1),(2,1,-1) y (1,0,5) una base de R3? 
 
 Para que 3 vectores de R3 formen una base, tiene que ocurrir que sean l.i. Para comprobarlo, calculamos 
su determinante. (no es necesario que sean S.G.) 

07
501
112

111
≠=−   Los vectores son l.i. y forman una base de R3 
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 v   · ·Superficie u v u v senα= ∧ =  

 
u  

 

9.7.- Base ortogonal: 
 
Un conjunto de vectores forman una base ortogonal, cuando dichos forman una base y además 
son ortogonales dos a dos. 

ortogonalB Base= + ⊥  
9.8.- Base ortonormal: 

 
 Un vector u se dice normado o unitario si 1=u  

 
 Dado un vector cualquiera no nulo v , podemos obtener un vector unitario con la misma 

dirección y sentido que éste, simplemente dividiéndolo por su módulo: 
v
vv =ˆ  

 
Un conjunto de vectores forman una base ortonormal, cuando dichos vectores forman una 
base, son ortogonales dos a dos y además son unitarios. 
 
La base ortonormal canónica de R3 es la formada por los vectores ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1B  ó 

{ }ˆˆ ˆ, ,i j k  

Sea { }ˆˆ ˆ, ,B i j k= , una base ortonormal de V, ( )1 1 1, ,x y z  y ( )2 2 2, ,x y z  las coordenadas 

de u  y v respecto de la base ortonormal B. La forma analítica del producto escalar de u  y v  
es: 

1 2 1 2 1 2· · · ·u v x x y y z z= + +  
 

Respecto de una base ortonormal, el módulo del vector ),,( zyxu es:   2 2 2u x y z= + +  

 

Y el ángulo formado se obtiene:    1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

· · ·
arccos

·

x x y y z z
x y z x y z

α
+ +

=
+ + + +

 

 
Los vectores u  y v  serán perpendiculares (ortogonales) si y solo sí 

1 2 1 2 1 2· · · · 0u v x x y y z z= + + =  
 

9.9.- Producto vectorial 
 
El producto vectorial de los vectores u  y v , es otro vector que lo representaremos por 

vu ∧  y que está caracterizado por: 
 

a) Su módulo viene dado por αsenvuvu ··=∧    

y es igual al área del paralelogramo formado por ambos vectores. 
 
 

 
 

b) Su dirección es perpendicular a u  y v  
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            B 
 
 
 
A                                     C 

Si los vectores 1 1 1( , , )u x y z=  y 2 2 2( , , )v x y z=  están referidos a una base ortonormal B, el 

vector u v∧   viene dado por:    1 1 1

2 2 2

ˆˆ ˆi j k
u v x y z

x y z
∧ =  

 

 
 

9.10 Aplicaciones del producto vectorial: 
 

• Cálculo del área de un triángulo de vértices A,B,C.  
 

 

 
• Obtención de un vector perpendicular a otros dos a la vez, es decir, el vector 

vu ∧  es perpendicular a u  y v  simultáneamente. 
 

9.11.- Producto Mixto 
 
Se llama producto mixto de 3 vectores  u ,v y w  y se designa por [ ]wvu ,,  al escalar que se 
obtiene al operarlos de la siguiente forma: 
 

[ ] ( ) ( )wvuwvuwvu ∧== ·,,det,,  
 

El valor absoluto del producto mixto de tres vectores u ,v y w  es igual al volumen del 
paralelepípedo que tiene por aristas a los vectores  u , v y 
w . 
 

, ,V u v w⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 

El Volumen del tetraedro OABC es igual a: 1 , ,
6

V u v w⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

Como consecuencia, OABC son coplanarios, si y solo si, el 
volumen del paralelepípedo es nulo, es decir, el producto 
mixto de los vectores u , v y w es cero. 
 

 
9.12.- Ejercicios 

 
1.- ¿Para qué valores de α son linealmente independientes los vectores (2,-3,1);(-4,6,-2) 
y(α ,1,2)?. 

Propiedades: 
• uvvu ∧−=∧  
• No cumple en general la propiedad asociativa. 
• wuvuwvu ∧+∧=+∧ )(  
• ( ) ( ) ( )vuvuvu λλλ ∧=∧=∧   con ℜ∈λ  
• 00 =∧u  
• Si u  y v son paralelos, 0=∧ vu   en particular 0=∧ uu  

1
2TA AB AC= ∧

www.yo
qu

ier
oa

pr
ob

ar.
es



www.selectividad-cgranada.com 

 

 
Matemáticas Curso intensivo Julio-Septiembre de 2008 © Raúl G.M. 131 

2.- Considera estos 3 vectores u(1,1,1); v(2,2,a) y w(2,0,0). 
a) Halla los valores de a para los que los vectores anteriores son linealmente independientes. 
b) Determina los valores de a para que los vectores u+v y u-w sean ortogonales. 
  
3.- Determina los valores de a y b, con a>0, para que los vectores v1(a,b,b); v2(b,a,b) y v3(b,b,a) 
sean unitarios y ortogonales dos a dos. 
 
4.- Encuentra el valor del parámetro a para que los vectores v1(1,a,2), v2(2,a,1) y v3(1,1,1) 
formen una base. 
Si a=1, escriba el vector w(6,0,2) como combinación lineal de los vectores anteriores. 
 
5.- Dado el vector u(-2,2,-4), hallar las coordenadas de los siguientes vectores: 

a) Unitarios y de la misma dirección que u. 
b) Paralelos a u y de módulo 6 

 
6.- Dados los vectores u1(2,0,0); u2(0,1,-3) y u3=a·u1+b·u2, ¿Qué relación deben satisfacer a y b 
para que el módulo de u3 valga la unidad?. 
 
7.- Determina un vector v de R3, sabiendo que: 

a) La suma de sus coordenadas es 3. 
b) V es combinación lineal de los vectores (2,2,2) y (-1,1,0) 
c) Los vectores (1,0,1);(0,1,0) y v son linealmente independientes. 

 
8.- Hallar los valores de x que hacen que los siguientes vectores constituyan una base del 
espacio vectorial R3: u(x,0,1); v(1,x,2) y w(x,1,1). Expresar el vector t = (-1,0,3) como 
combinación lineal de { }wvu ,,  para x=0. 
 
9.- Hallar el área del triángulo de vértices A(1,1,1), B(0,2,5) y C(4,0,2) 
 
10.- Hallar un vector que sea perpendicular, a la vez, a los vectores )1,0,1( −=u  y )1,3,2(=v  
 
11.- ¿Para qué valores de α son linealmente independientes los vectores (2,-3,1);(-4,6,-2) 
y(α ,1,2)?. 

12.- Dada la base 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 0,

5
1,

5
2,

5
1,

5
2,0,

5
2,0,

5
1B comprobar si es normada, 

ortogonal u ortonormal. 
 
13.- Hallar un vector perpendicular a )4,3,2(=v y )5,3,1( −−=w y que sea unitario. 
 
14.- Sean los vectores );0,1,0(1v )1,1,2(2 −v y )1,3,2(3 −v : 
¿Son los vectores linealmente independientes? 
¿Para qué valores de a el vector (4,a+3,-2) puede expresarse como combinación lineal de los 
vectores 321 ,, vvv ?.  
 

9.13.- Soluciones 
 

1.- ¿Para qué valores de α son linealmente independientes los vectores (2,-3,1);(-4,6,-2) 
y(α ,1,2)?. 
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 3 Vectores son linealmente independientes (l.i.) cuando su determinante es distinto de 
cero. Por tanto: 

( ) 0206620)2446(6424
21
264

132
=−−+=+−−+−=−−

−
αααα

α
 

Por tanto, como el determinante es 0, son linealmente dependientes. Por lo que no existe 
ningún valor de α para que sean linealmente independientes. 
 
 Si observamos el vector (2,-3,1) y el (-4,6,-2) vemos que ambos son proporcionales, y 
por tanto linealmente dependientes. Así que estos vectores no serán nunca l.i. 
 

2.- Considera estos 3 vectores u(1,1,1); v(2,2,a) y w(2,0,0). 
a) Halla los valores de a para los que los vectores anteriores son linealmente 
independientes.  
  
 Igual que en el ejercicio anterior, para que sean l.i. su determinante ha de ser distinto 
de cero. 

;042
2

11
2

002
22

111
≠−== aaa   2≠a  

Por tanto si 2≠a entonces los vectores son l.i. 
 
Y Si a=2, los vectores u y v son proporcionales, y por tanto linealmente dependientes (l.d.). 
 
b) Determina los valores de a para que los vectores u+v y u-w sean ortogonales. 
 
 Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es igual a cero. Por tanto: 
( ) ( ) ( ) 01133· =+=+++−=−+ aawuvu    de donde  a=-1 
 
Por lo que si a= -1, entonces (u+v) y (u-w) son ortogonales. 
 

3.- Determina los valores de a y b, con a>0, para que los vectores v1(a,b,b); v2(b,a,b) y 
v3(b,b,a) sean unitarios y ortogonales dos a dos. 

 
Para que un vector sea unitario, tiene que ocurrir que su módulo sea la unidad, o sea, que su 
módulo sea igual a 1. 
Haciendo que los 3 vectores sean unitarios, obtenemos la misma ecuación: 

12 22 =+ ba  
 
Y para que sean ortogonales dos a dos, los productos escalares v1·v2=0, v1·v3=0 y v2·v3=0. De 
donde obtenemos la misma ecuación: 

02 2 =+ bab  

Si resolvemos el sistema formado por ambas ecuaciones:
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+

02
12

2

22

bab
ba  obtenemos: (b=0, a=±1, 

pero como a>0, entonces a=1) y (b=2/3 y a=1/3) 
 

4.- Encuentra el valor del parámetro a para que los vectores v1(1,a,2), v2(2,a,1) y 
v3(1,1,1) formen una base. 
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Para que un conjunto de vectores formara una base, tenia que ocurrir que los vectores 
fueran linealmente independientes (l.i.) y además sistema de generadores (S.G.). Como en este 
caso nos dan 3 vectores y estamos en el espacio vectorial R3, es suficiente con que estos 3 
vectores sean l.i., y para ello su determinante ha de ser distinto de cero. 

 

aaaaaaaaa
a

231442)22()4(
111
12
21

−=−−+=++−++=   Si igualamos a cero 

obtenemos 
2
3

=a , Por tanto si 
2
3

≠a , entonces los vectores son l.i. y forman una base. 

 
Si a=1, escriba el vector w(6,0,2) como combinación lineal de los vectores anteriores. 
 

Si a=1  )1,1,1()1,1,2()2,1,1()2,0,6( γβα ++=w , de donde: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=
++=

γβα
γβα
γβα

22
0

26
.  

Resolviendo el sistema obtenemos: 8,6,2 −=== γβα  
 
Por tanto: 321 862 vvvw −+=  
 

5.- Dado el vector u(-2,2,-4), hallar las coordenadas de los siguientes vectores: 
a) Unitarios y de la misma dirección que u. 
 
 Un vector es unitario si su módulo es igual a uno, por tanto para calcular un vector 
unitario con la misma dirección de otro, lo único que tenemos que hacer es dividir el vector 
por su módulo: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

−−
=

−−
==

6
2,

6
1,

6
1

62
)4,2,2(

24
)4,2,2(ˆ

u
uu  

 
b) Paralelos a u y de módulo 6 
 
 Para que sean paralelos y de módulo 6, lo que tenemos que hacer es multiplicar el 
vector unitario por 6, y tenemos un vector paralelo (con la misma dirección) y de módulo 6·1=6. 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
==

6
12,

6
6,

6
6ˆ6uw  

 
6.- Dados los vectores u1(2,0,0); u2(0,1,-3) y u3=a·u1+b·u2, ¿Qué relación deben 

satisfacer a y b para que el módulo de u3 valga la unidad?. 
 
Para que el módulo de u3 sea la unidad: 

)3,1,0()0,0,2(),,(3 −+= bazyxu  de donde: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=

bz
by
ax

3

2
, el módulo tiene que se 1: 

194 222222 =++=++ bbazyx     1104 22 =+ ba  y esta es la relación entre a y b. 
 

7.- Determina un vector v de R3, sabiendo que: 
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• La suma de sus coordenadas es 3. 
• V es combinación lineal de los vectores (2,2,2) y (-1,1,0) 
• Los vectores (1,0,1);(0,1,0) y v son linealmente independientes. 

 
Si la suma de sus coordenadas es tres, tenemos : 3=++ zyx  
Si es combinación lineal: )0,1,1()2,2,2(),,( −+= βαzyxv  

Y si son linealmente dependientes, entonces: 0010
101
=

zyx
 de donde 0=− xz y de donde 

Z=X.  
 
Si metemos esto en la primera ecuación y despejamos y obtenemos xy 23 −=  
 
Y sustituyendo en la combinación lineal, obtenemos: 

)0,1,1()2,2,2(),23,( −+=− βαxxxv , sistema que resolviendo nos da como solución: 
 

)0,
2
1,1( === βαz , por tanto el vector pedido es: ( )1,1,1=V  

 
8.- Hallar los valores de x que hacen que los siguientes vectores constituyan una base del 

espacio vectorial R3: u(x,0,1); v(1,x,2) y w(x,1,1). Expresar el vector t = (-1,0,3) 
como combinación lineal de { }wvu ,,  para x=0. 
 
 Para que 3 vectores de R3  formen una base, lo único que tengo que hacer comprobar 
que son l.i., y si lo son pues “safi”, es suficiente. 
 

( ) 012)2(1
11
21
10

22 =+=−−+= xxxx
x

x
x

  
2
1

=x  

Así que para que estos 3 vectores formen una base ha de ocurrir que x sea distinto de ½: 

2
1

≠x . 

 
Si x=0, entonces ( ) )1,1,0()2,0,1()1,0,0(3,0,1 γβα ++=− , de donde: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
=
=−

γβα
γ
β

23
0
1

 y resolviendo obtenemos: 5=α  

 
Así que: 

( ) 2153,0,1 vv −=−  
 

9.- Hallar el área del triángulo de vértices A(1,1,1), B(0,2,5) y C(4,0,2) 
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 Para hallar el área de un triángulo lo hacemos con: ACABST ∧=
2
1  . Lo primero es calcular 

los vectores )4,1,1(−=AB  y )1,1,3( −=AC   kji
kji

ACAB ˆ2ˆ13ˆ5
113
411 −+=

−
−=∧   y de aquí 

calculamos la superficie: 
2
198416925

2
1

2
1

=++=∧= ACABST  

 
10.- Hallar un vector que sea perpendicular, a la vez, a los vectores )1,0,1( −=u  y 

)1,3,2(=v  
 

Para hallar un vector perpendicular a ambos, hemos de hacer el producto vectorial. 

)3,3,3(ˆ3ˆ3ˆ3
132
101 −−=+−−=−=∧ kji

kji
vu  

 
11.- ¿Para qué valores de α son linealmente independientes los vectores (2,-3,1);(-4,6,-
2) y(α ,1,2)?. 

 
 3 Vectores son linealmente independientes (l.i.) cuando su determinante es distinto de 
cero. Por tanto: 

( ) 0206620)2446(6424
21
264

132
=−−+=+−−+−=−−

−
αααα

α
 

 
Por tanto, como el determinante es 0, son linealmente dependientes. Por lo que no existe 
ningún valor de α para que sean linealmente independientes. 
 
 Si observamos el vector (2,-3,1) y el (-4,6,-2) vemos que ambos son proporcionales, y 
por tanto linealmente dependientes. Así que estos vectores no serán nunca l.i. 
 

12.- Dada la base 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 0,

5
1,

5
2,

5
1,

5
2,0,

5
2,0,

5
1B comprobar si es normada, 

ortogonal u ortonormal. 
 
Para que sea ortogonal, tiene que ocurrir que sus vectores sean perpendiculares, y para ello el 
producto escalar de todos los vectores ha de ser nulo. 
 
 

5
2

5
1,

5
2,0·

5
2,0,

5
1· 21 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=bb    Por tanto, como este producto no es nulo, los 

vectores no son perpendiculares y por tanto no son ortogonales. Si no son ortogonales, 
tampoco son ortonormales. 
 
Vamos a ver si la base es normada, para que sea normada, sus vectores han de ser unitarios, o 
sea, tiene que tener todos módulo uno. 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

==+=

==+=

==+=

15
5
1

5
4

15
5
1

5
4

15
5
4

5
1

3

2

1

b

b

b

     por tanto la base B es normada. 

 
13.- Hallar un vector perpendicular a )4,3,2(=v y )5,3,1( −−=w y que sea unitario. 

 
Para encontrar un vector que sea perpendicular a otros dos, lo que hacemos es calcular su 
producto vectorial. 

kjikji
kji

wvu ˆ9ˆ6ˆ27)36(ˆ)410(ˆ)1215(ˆ

531
432

ˆˆˆ

++−=+++−−−−=
−−

=∧=  

Como lo que nos piden es un vector unitario perpendicular a ambos, lo que vamos a hacer es 
normalizar este vector. 
 

kjikjikjikji
u
uu ˆ

94
943ˆ

94
942ˆ

94
949

94

ˆ3ˆ2ˆ9
846

ˆ9ˆ6ˆ27
8136729

ˆ9ˆ6ˆ27ˆ ++
−

=
++−

=
++−

=
++

++−
==

 
14.- Sean los vectores );0,1,0(1v )1,1,2(2 −v y )1,3,2(3 −v : 

a) ¿Son los vectores linealmente independientes? 
 
Para que tres vectores sean linealmente dependientes, su determinante tiene que ser igual a 
cero. 

0
12
12

1
132
112

010
=

−
−

−=
−
−  

Por tanto son linealmente dependientes. 
 

a) ¿Para qué valores de a el vector (4,a+3,-2) puede expresarse como combinación 
lineal de los vectores 321 ,, vvv ?.  

)1,3,2()1,1,2()0,1,0()2,3,4( −+−+=−+ γβαa  

De donde: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=−

++=+

+=

γβ
γβα

γβ

2
33

224
a  

 
Este sistema es S.C.I. porque la primera y la tercera ecuación son proporcionales. 
 

⎩
⎨
⎧

++=+−+=+

−=

γαγγα
γβ

22323
2

a
  12 −+= γαa  

 
Pero como γα, tienen infinitos valores, entonces a también. 
De donde a puede ser cualquier número real. 
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Se llama sistema de referencia del espacio afín E al conjunto (O, 321 ,, uuu ). Siendo O un punto de 
E y 321 ,, uuu  tres vectores libres que forman una base de V. Las rectas OX, OY, OZ que pasan por 
O y son paralelas respectivamente a los vectores 321 ,, uuu se llaman ejes de coordenadas del 
sistema de referencia (O, 321 ,, uuu ). El punto O es el origen de coordenadas. 

 
 
Todo punto P del espacio determina el vector OP, v en la figura, 
llamado vector de posición de P, tal que 

321 ··· uzuyuxvOA ++== .  
 
 
Dados dos puntos A(a1,a2,a3) y B(b1,b2,b3) las coordenadas del 
vector AB  respecto de la base },,{ 321 uuu  son 

),,( 332211 abababAB −−−= . 
 

10.1.- Ecuaciones del plano en el espacio. 
 

Para determinar un plano en el espacio necesitamos conocer: 
 

 Un punto A y dos vectores directores (paralelos al plano) u  y w . (determinación lineal del 
plano) 

 Tres puntos A, B, C no alineados 
 Un punto A y un vector normal (perpendicular) al plano. 

 

Sea un plano π definido por 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧ ∈

π

π

π

),,(

),,(
),,(

321

321

321

vvvv

uuuw
aaaA

 

 
10.1.1.- Ecuación vectorial. 

 
Si cogemos un punto X del plano, el vector AX es linealmente dependiente de los vectores u  y 
w , es decir, podemos escribir el vector AX  en función de los vectores  u  y w : 

wsvtAX ·· +=  donde t y s son números reales. 
 
Por tanto Rang( AX , u , w )=2 
 
Si a  y x  son los vectores de posición de los A y X, respectivamente: 

Escribiendo las componentes de cada vector, la ecuación vectorial queda de la forma: 
 

),,(),,(),,(),,( 321321321 wwwsvvvtaaazyx ++=  

AXax +=  y como wsvtAX ·· +=  
 
Podemos escribir:      wsvtax ++=    
 
que se corresponde con la ecuación vectorial de un plano 

Tema 10: Espacio Afin Tridimensional 
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10.1.2.- Ecuaciones paramétricas: 
 
 Si separamos la ecuación vectorial en cada una de sus componentes, obtenemos las 
ecuaciones paramétricas: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=
++=

333

222

111

swtvaz
swtvay

swtvax
 

 
10.1.3.- Ecuación General o implícita: 

 
 Como hemos visto, los vectores AX , u  y w  son linealmente dependientes, por tanto 
su determinante es nulo: 

0

321

321

321

=
−−−

vvv
uuu

azayax
 

 
Si desarrollamos este determinante y simplificamos, nos quedará una ecuación lineal de la forma: 
 

0=+++ dczbyax  
 

Donde el vector ),,( cban =π es el vector normal (perpendicular) al plano. 
 
 
 Cuatro o mas puntos del espacio son coplanarios cuando pertenecen al mismo plano. 
Sean A1, A2,A3,……An n puntos no alineados, la condición necesaria y suficiente para que sean 
coplanarios es que entre los vectores nAAAAAAAA 1413121 ,,.........,,  solo haya 2 linealmente 
independientes, es decir: 
 

 
 
 
En la siguiente tabla se recogen las distintas ecuaciones de los planos cartesianos: 
 

 
10.1.4.- Ecuación Segmentaria: 

 
 Sea la ecuación general de un plano 0=+++ dczbyax  que no pasa por el origen de 
coordenadas (es decir d ≠ 0) 

A1, A2,A3,……An   son coplanarios ↔   
Rang ),,.........,,( 1413121 nAAAAAAAA =2 
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Si pasamos al término de la derecha el término independiente, tenemos:  dczbyax −=++  

Si dividimos ambas partes de la igualdad por (-d), tenemos:  1=
−

+
−

+
− d

cz
d

by
d

ax  

Y si hacemos los siguientes cambios de variable: 
td

c
nd

b
md

a 1,1,1
=

−
=

−
=

−
  la ecuación queda:  

 

1=++
t
z

n
y

m
x

 

 
Que recibe el nombre de ecuación segmentaria. 
 
Los puntos A(m,0,0,), B(0,n,0) y C(0,0,t) son los puntos de corte 
del plano con los tres ejes de coordenadas. 
 

10.1.5.- Ecuación Normal: 
 
 Sea A(ax,ay,az) un punto del plano π, cualquier otro punto X(x,y,z) del plano determina 
con A un vector AX . 
 
Como los vectores AX  y el vector normal al plano 

),,( cban =π  son perpendiculares, su producto escalar es nulo: 
 

0· =πnAX     0)()()( =−+−+− zyx azcaybaxa   
De donde si simplificamos: 

0=+++ dczbyax  
 

10.2.- Ecuaciones de una recta en el espacio. 
 
Una recta queda determinada por: 
 

 Dos de sus puntos. 
 Dos planos no paralelos, que se cortan dando lugar a una recta. 
 Por un punto por el que pasa y un vector director (paralelo a la recta) 

 

Sea r una recta definida por: 
⎩
⎨
⎧

),,(
),,(

:
321

321

uuuu
aaaA

r  

 
10.2.1.- Ecuación vectorial: 

 
                     utax ·+=  
 
Que podemos escribir: 
 

),,(),,(),,( 321321 uuutaaazyx +=  
 

10.2.2.- Ecuaciones Paramétricas: 
 
Escribiendo cada una de las componentes por separado: 
 

                                   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=

+=

33

22

11

tuaz
tuay

tuax

 

 
Para cada valor de t, obtenemos un punto de la recta. 
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10.2.3.- Ecuación continúa: 
 
 Si en cada una de las ecuaciones paramétricas despejamos t, obtenemos: 
 

3

3

2

2

1

1

u
az

u
ay

u
axt −

=
−

=
−

=  

Por tanto: 

3

3

2

2

1

1

u
az

u
ay

u
ax −

=
−

=
−

 

 
Que es la ecuación de una recta en forma continua. 
 

10.2.4.- Ecuaciones explícitas: 
 
 Cuando tenemos 2 planos, estos se pueden cortar en una recta. Por tanto podemos 
determinar la ecuación de una recta mediante la intersección de dos planos secantes (que se 
cortan). 
 Esto es a lo que se llaman ecuaciones explícitas, son las dos ecuaciones de los 
planos que se cortan: 

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0''''
0

dzcybxa
dczbyax

 

 
Para determinar el vector director de la recta, r, a partir de las ecuaciones explícitas, basta 
calcular el producto vectorial de los vectores normales a ambos planos: 
 

)',','(),,( ' cbancbandr ππ ∧=  
 

Y para obtener un punto de ella, calculamos una de las infinitas soluciones del sistema (S.C.I.) 
formado por las ecuaciones de los dos planos. 
 
 Dos o más puntos del espacio se dicen que están alineados o son colineales cuando 
pertenecen a la misma recta. 
 
Sean A1, A2,A3,……An n puntos, la condición necesaria y suficiente para que estén alineados es 
que los vectores nAAAAAAAA 1413121 ,,.........,,  sean proporcionales, es decir: 
 

 
 

10.3.- Incidencia entre punto y recta y punto y plano. 
 

• Se dice que un punto A es incidente con una recta r, cuando el punto pertenece a la recta 
r. Para comprobar si un punto es incidente con una recta basta con sustituir las 
coordenadas del punto en las ecuaciones de la recta, para ver que se verifican. 

 
• Se dice que un punto A es incidente con un plano π, cuando el punto pertenece al plano. 

Para comprobar si un punto es incidente con un plano basta con sustituir las coordenadas 
del punto en la ecuación general del plano para ve si la verifica. 

 
10.4.- Posiciones relativas de dos rectas. 

 

Dos rectas pueden ser: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

•

•

planos) distintos en estan y común en punto (Ningun 

común) en punto un (Tienen 

comunes) son puntos los (Todos 

común) en punto ningun tienen (No 

Cruzadas
Secantes

Paralelas No

esCoincident
Paralelas

Paralelas

 

A1, A2,A3,……An   están alineados↔Rang ),,.........,,( 1413121 nAAAAAAAA =1 
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Sea la recta r definida por: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ),,(

),,(

321

321

rrrdr

aaaA
  y la recta s por: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ),,(

),,(

321

321

sssds

bbbB
 

El vector ),,( 332211 abababAB −−−  tiene su origen sobre la recta r y su extremo sobre la recta s. 
 
Según la dependencia de los vectores ABdsdr ,, se tienen los siguientes casos: 
 

 Caso 1: 2),( =dsdrRang  y 3),,( =ABdsdrRang    Las rectas se Cruzan 

 Caso 2: 2),( =dsdrRang  y 2),,( =ABdsdrRang    Las rectas se Cortan 

 Caso 3: 1),( =dsdrRang  y 2),,( =ABdsdrRang    Las rectas son Paralelas y distintas 

 Caso 4: 1),( =dsdrRang  y 1),,( =ABdsdrRang    Las rectas son Coincidentes 
 
También lo podemos estudiar de otra forma: (aunque como veremos es la misma) 
 

 Caso 1:  
3

3

2

2

1

1

s
r

s
r

s
r

==  y  
3

33

2

22

1

11

r
ab

r
ab

r
ab −

=
−

=
−    Las rectas son Coincidentes 

 Caso 2: 
3

3

2

2

1

1

s
r

s
r

s
r

==  y  
3

33

1

11

2

22

1

11

r
ab

r
abó

r
ab

r
ab −

≠
−−

≠
−   Las rectas son Paralelas y 

distintas 

 Caso 3: 
3

3

1

1

2

2

1

1

s
r

s
ró

s
r

s
r

≠≠   y  0

332211

321

321

=
−−− ababab
sss
rrr

  Las rectas se cortan 

 Caso 4: 
3

3

1

1

2

2

1

1

s
r

s
ró

s
r

s
r

≠≠   y  0

332211

321

321

≠
−−− ababab
sss
rrr

  Las rectas se cruzan 

 

Si nos dan las dos rectas en forma explícita: 
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0''''
0

:
dzcybxa

dczbyax
r  y 

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0"''""'"'
0""""

:
dcybxa
dzcybxa

s  

Escribimos las matrices 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

"'"'"'
"""
'''

cba
cba
cba
cba

M  y 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

"'"'"'"'
""""
''''

*

dcba
dcba
dcba
dcba

M   y estudiamos sus rangos. 

 
 Si Rang(M)=3 y Rang(M*)=4   Las rectas r y s se cruzan 
 Si Rang(M)=3 y Rang(M*)=3  Las rectas r y s se cortan 
 Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=3  Las rectas r y son paralelas 
 Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=2  Las rectas r y s son coincidentes. 

 
10.5.- Posición relativa de recta y plano 

 

Una recta y un plano en ser: 
{⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

•

•

común) en punto un (Tienen 

comunes) son puntos los (Todos 

común) en punto ningun tienen (No 

SecantesParalelos No

plano en contenida Recta
Paralelos

Paralelos
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Sea la recta r definida por: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ),,(

),,(

321

321

rrrdr

aaaA
  y el plano por 0=+++ dczbyax  

 
Si hacemos el producto escalar del vector normal al plano ),,( cban =π y el vector director de la 

recta ),,( 321 rrrdr =  

• Si 0· =drnπ    0321 =++ crbrar    La recta y el plano son paralelos. 

• Si 0· ≠drnπ    0321 ≠++ crbrar    La recta corta al plano. 
 
Para distinguir si la recta es paralela al plano o está contenida en él, comprobamos si el punto A 
pertenece al plano. Si pertenece, la recta está contenida en el plano, y si no pertenece, la recta y 
el plano son paralelos. 

Si nos dan la recta en forma explícita; tenemos: 
{ 0"""":

0''''
0

:

=+++
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

DzCyBxA
DzCyBxA

DCzByAx
r

π

 

 

Si escribimos la matriz de coeficientes 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

"""
'''

CBA
CBA
CBA

M ,  y la matriz ampliada 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

""""
''''*

DCBA
DCBA
DCBA

M .  Según los rangos de las matrices se tienen los siguientes casos: 

 
 Caso 1: Si Rang(M)=3 y Rang(M*)=3  Recta y plano son Secantes 
 Caso 2: Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=3  Recta y plano paralelos 
 Caso 3: SI Rang(M)=2 y Rang(M*)=2  Recta y plano coincidentes 

 
10.6 Posición Relativa de dos planos: 

 
Sean los planos 01 =+++= dczbyaxπ  y 0''''2 =+++= dzcybxaπ . 
Las posiciones relativas de dos planos en el espacio son: 
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Si escribimos la matriz de coeficientes ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

''' cba
cba

M ,  y la matriz ampliada 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

''''
*

dcba
dcba

M .Según los rangos de las matrices se tienen los siguientes casos: 

 
• Caso 1: Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=2  Los planos se cortan en una Recta  
• Caso 2: Si Rang(M)=1 y Rang(M*)=2  Paralelos  
• Caso 3: SI Rang(M)=1 y Rang(M*)=1  Planos coincidentes  

 
 

10.7.- Posiciones Relativas de 3 planos: 
 
Sean los planos 01 =+++= dczbyaxπ ,  0''''2 =+++= dzcybxaπ  y 0""""3 =+++= dzcybxaπ  
 

La matriz de coeficientes será: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

"""
'''

CBA
CBA
CBA

M ,  y la matriz ampliada 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

""""
''''*

DCBA
DCBA
DCBA

M . 

 
Según los distintos rangos de las matrices M y M*,  se tienen los siguientes casos: 
 

• Caso 1: Si Rang(M)=3 y Rang(M*)=3  Los planos se corta en un punto (SCD) 

 
 

• Caso 2: Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=3  Dos planos paralelos y otro secante a 
ambos, o los planos se cortan dos a dos. 

 

 
• Caso 3: Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=2  Los planos se cortan en una recta. 

 

 
• Caso 4: Si Rang(M)=1 y Rang(M*)=2  Paralelos  
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• Caso 5: Si Rang(M)=1 y Rang(M*)=1  Los planos son coincidentes. 

 

 
 

10.8.- Haz de planos paralelos. 
 
 Se llama haz de planos paralelos, al conjunto de planos 
paralelos a uno dado. El haz de planos paralelos viene determinado por 
un plano cualquiera del mismo. Su ecuación es : 
 

Ax+By+Cz+K=0 , RK ∈  
 

Puesto que todos los planos son paralelos, todos tienen el mismo 
vector normal ),,( CBAn = . 
 
 
10.9.- Haz de planos Secantes. 
 
 Se llama haz de planos secantes al conjunto de  
planos que pasan por una recta que se llama arista del haz.  
(r en el dibujo). 
 
El haz de planos queda determinado por dos planos  
distintos de mismo, su ecuación es: 
 

0)''''()( =+++++++ DzCyBxAsDCzByAxt  con Rst ∈,  
 

10.10.- Ejercicios: 
 
1.- Halla la ecuación del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo a las rectas: 

4
8

3
7

2
3: −

=
−

=
− zyxr  y zyxs ==:  

2.- Determina el plano que contiene a la recta 
⎩
⎨
⎧

=−−
−=++
33
5

:
zyx

zyx
r  y es paralelo a la recta 

4
10

3
1

2
1: −

=
+

=
− zyxs  

 
3.- Halla la ecuación implícita del plano π que pasa por el punto P(1,1,1) y es paralelo a 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
+=

−+=

β
β

βα
π

1
23

321
:'

z
y
x
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4.- Halla la ecuación del plano π que contiene a la recta 
3

4
2
2

1
2: −

=
−
−

=
− zyxr  y es paralelo a la 

recta 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
+=

tz
ty
tx

s 21
31

:  

 
5.- Estudia si los puntos (1,1,1); (2,3,4); (-5,0,-2) están alineados. En caso afirmativo halla las 
ecuaciones paramétricas y continua que definen y en caso negativo, la ecuación del plano 
correspondiente. 
 

6.- Consideramos la recta 
5

2
3

8
2

1: −
=

+
=

− zyxr , el plano : 2 3 0x y zπ − + =  y el punto P(1,0,4). 

Obtén una recta s paralela a r que pase por el punto P. Calcula el punto de intersección de r y π. 
 
7.- Dada la familia de planos:  2mx + (m+1)y – 3(m+1)z + 2m + 4 = 0 
a) Calcular la ecuación del plano de esta familia que pasa por el punto (1,1,-2) 

b) Calcular la ecuación del plano de esta familia perpendicular a la recta 
⎩
⎨
⎧

=+−
=−+

025
013

:
zy
zx

r  

8.- Estudiar la posición relativa de las rectas 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
=

+=

tz
y

tx
r

22
0

21
: y 

⎩
⎨
⎧

+=
=

2
1

:
yz

x
s  y obtener si es posible el 

ángulo que forman. 
 

9.- Dada la recta 
1

1
21

1: −
=

−
=

+ zyxr  y el plano 0322: =−++ zmyxπ , hallar razonadamente: 

a) El valor de m para que r y π sean paralelos. 
b) Los valores de m para que r y π sean perpendiculares 
c) ¿Existe algún valor de m para el que la recta r esté contenida en el plano π? 
 

10.-  Estudiar la posición relativa de los planos 
13)1(2:

32:
1:

3

2

1

−=++−
=+−

=−+

mzmyx
mzyx
zymx

π
π
π

según los valores de 

m. 
 

11.- Hallar el valor de k para que los planos 
11410:

332:
2:

3

2

1

=++
=++

=++

zykx
zyx

zyx

π
π
π

tengan una recta común. 

12.- Hallar la ecuación de una recta que pasa por el punto A(1,2,1) y corta perpendicularmente a 

la recta 
⎩
⎨
⎧

=+
=−−

2
1

:
zx

zyx
s  

13.- Hallar el valor de p para que las rectas 
22

1
4

: zyxr =
−
−

=  y 
3

3
11

1: −
=

−
−

=
− z

p
pyxs  sean 

perpendiculares, el punto de intersección y la ecuación del plano que determinan. 
 
14.- Deducir una ecuación para el plano π que es perpendicular a 06:1 =+− zyxπ  y que 

contiene a la recta intersección de 224:2 =+− zyxπ  y 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=

+=

µλ
µλ

λ
π

21
2
2

:3

z
y
x

 

15.- Los puntos A(3,3,5) y B(3,3,2) son vértices consecutivos de un rectángulo ABCD. El vértice 

C, consecutivo de B, está en la recta de ecuaciones 
2

1
1
6: −
=

−
−

=
zyxr . Determinar los vértices C 

y D. 
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16.- Dados el plano 13: =−+ zyxπ  y la recta 
12

1
6

2: zyxr =
−

=
+ , se pide: 

a) Hallar la ecuación general del plano π’ que contiene a r y es perpendicular a π. 
b) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta intersección de los planos π y π’. 

17.- Obtén el valor de a para el cual las rectas azyxr −==:  y 
0

2
2
3

3
12: −

=
−
+

=
− zyxs  se corten, 

y hallar el punto de corte. 
 
18.- ¿Se puede construir un triángulo que tenga dos de sus lados sobre las rectas 

1
2

1: +==
− zyxr  y 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+−=

=

tz
ty

tx
s 1

2
:  

 
 

10.11.- Soluciones 
 

1.- Halla la ecuación del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo a las 

rectas: r:
4

8
3

7
2

3 −
=

−
=

− zyx  y s: zyx ==  

Para determinar la ecuación de un plano, necesitamos 1 punto y 2 vectores directores, 
pues bien, en este ejercicio como el plano pasa por el origen de coordenadas (0,0,0) este va a 
ser el punto del plano, y ahora necesitamos 2 vectores directores, como el plano es paralelo a 
las rectas r y s, pues los vectores directores de r y de s van a ser lo vectores directores del 
plano. 
 
Por tanto dr=(2,3,4)  y ds=(1,1,1). 
 

Así que 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=
++=

=
βα
βα
βα

π
40
30
20

z
y
x

 . Como no me piden la ecuación de ninguna forma en concreto, 

escribimos la más fácil, y en este caso es la Ecuación Paramétrica. 
 

2.- Determina el plano que contiene a la recta r:
⎩
⎨
⎧

=−−
−=++
33
5

zyx
zyx  y es paralelo a la recta 

s:
4
10

3
1

2
1 −

=
+

=
− zyx . 

 
Al igual que en el ejercicio anterior, para determinar un plano necesito un punto y dos 

vectores. Como la recta r está contenida en el plano, de aquí obtenemos un punto y un vector, 
y como la recta s es paralela al plano, de aquí obtenemos el otro vector. Y de esta manera ya 
podemos escribir la ecuación del plano. 
 
Para calcular el vector de la recta r, que me la dan como intersección de dos planos, tenemos 
que hacer el producto vectorial de los vectores normales de cada plano: 

)4,2,2()4()2()2(
131

111 −=−+−−=
−−

= kji
kji

dr , ahora, para calcular un punto de la recta, lo 

que hacemos es resolver el sistema 
⎩
⎨
⎧

=−−
−=++
33
5

zyx
zyx

 haciendo z=0, de aquí obtenemos: 
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⎩
⎨
⎧

=−
−=+
33
5

yx
yx

 y por Gauss 4y=-8  y= -2 y x=-3. Por tanto el punto de la recta, que también es 

del plano es P=(-3,-2,0). 
 
Ahora de la recta s tenemos su vector director ds=(2,3,4) 
 

Y entonces la ecuación del plano pedida es: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
++−=
++−=

βα
βα
βα

440
322
223

z
y
x

 

 
3.- Hallar la ecuación implícita del plano π que pasa por el punto P(1,1,1) y es paralelo a 

π’=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
+=
−+=

β
β
βα

1
23

321

z
y

x
 

Tenemos que el punto P es (1,1,1) y los vectores directores son los mismos que los del otro 
plano puesto que ambos son paralelos. Por tanto V(2,0,0) y u(-3,2,-1). Así que la ecuación del 
plano pedida es: 

642)32(2)221(2
12
11

2
123

002
111

+−−=+−−=+−+−=
−
−−

−=
−−

−−−
zyzyzy

zyzyx
 

Y simplificando nos queda: 032 =−+ zy  
 

4.- Halla la ecuación del plano π que contiene a la recta r:
3

4
2
2

1
2 −

=
−
−

=
− zyx  y es 

paralelo a la recta s:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
+=

tz
ty
tx

21
31

 

Este ejercicio es igual que los anteriores, como la recta r está en el plano de ella sacamos un 
punto y un vector. P(2,2,4) y dr(1,-2,3) y de la recta s que es paralela al plano sacamos un 
vector ds(3,2,1). 
 

La ecuación del plano pedida es:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
+−=
++=

=
βα
βα
βα

π
34

222
32

z
y
x

 

 
5.- Estudia si los puntos A(1,1,1),B(2,3,4),C(-5,0,-2) están alineados. En caso afirmativo, 

halla las ecuaciones paramétricas de la recta que definen, y en caso negativo, la 
ecuación del plano correspondiente. 
 

Para que un conjunto de puntos estén alineados, tiene que ocurrir que el rango de los 
vectores que los unen sea 1, o lo que es lo mismo, si todos los puntos están en la misma recta, 
entonces todos los vectores serán paralelos. Ya sabemos que los vectores paralelos son 
proporcionales, y los vectores proporcionales son dependientes, y los vectores dependientes 
tienen rango 1. 
 
Por tanto calculamos los vectores que van de A a B y de A a C, y vemos como son. 

)3,2,1(=
→

AB  y )3,1,6( −−−=
→

AC  
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Veamos si son proporcionales. 
 

Como 
3

3
1

2
6

1
−

≠
−

≠
−

, no son ni proporcionales ni paralelos, por tanto no están alineados 

porque el 2),( =
→→

ACABrang , así que con ellos podemos definir un plano. 
 

Tenemos 2 vectores y un punto, pues la ecuación del plano es:   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
−+=
−+=

βλ
βλ
βλ

π
331

21
61

:
z
y
x

 

 
6.- Consideramos la recta r, el plano π y el punto P, siendo: 

5
2

3
8

2
1: −

=
+

=
− zyxr ;  π: 2x-y+3z=0; P(1,0,4) 

Obtén una recta s paralela a r que pase por P. Calcula el punto de intersección de r y π. 
 
 Para obtener una recta paralela a r y que pase por p, lo único que tenemos 
que hacer es sustituir el punto de la recta r por el nuevo punto. 

5
4

32
1: −

==
− zyxs  

Ahora, para calcular el punto de intersección entre 
5

2
3

8
2

1: −
=

+
=

− zyxr  y π: 2x-y+3z=1, 

escribo la ecuación de la recta en forma paramétrica.
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+−=
+=

tz
ty

tx
r

52
38

21
:  y la sustituyo en el plano 

π:  
 

0)52(3)38()21(2 =+++−−+ ttt    01563842 =++−++ ttt   16t+16=0   1−=t  
 
Por tanto el punto de intersección entre la recta y el plano P es: )3,11,1( −−−  
 

7.- Dada la familia de planos: 2 ( 1) 3( 1) 2 0mx m y m z m+ + − − + =  
a) Calcular la ecuación del plano de esa familia que pasa por el punto (1,1,-2) 

b) Calcular la ecuación del plano de esta familia perpendicular a la recta r:
⎩
⎨
⎧

=+−

=−+

025
013

zy
zx

 

 
a) Tenemos un haz de planos secantes, pues bien, para calcular la ecuación del plano que 

pasa por el punto (1,1,-2) tenemos que sustituir el punto en la ecuación del haz.  
 

Por tanto, 042)2)·(1(31)·1(2 =++−−−++ mmmm   0426612 =++−+++ mmmm   

0111 =−m   
11
1

=m  

De manera que la ecuación del plano pedida es: 

0
11
46

11
30

11
12

11
2

=+++ zyx  

de donde simplificando tenemos: 
023156 =+++ zyx  
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b) Si el plano es perpendicular a la recta, quiere decir que el vector director de la recta 
y el vector normal del plano son paralelos. 

Vamos a calcular primero el vector director de la recta, para ello hacemos el producto 
vectorial de los dos vectores normales a los planos: 

)1,5,3()1(ˆ)5(ˆ)3(ˆ

510
301

ˆˆˆ

' −=+−−−=
−

=∧= kji
kji

nndr  

El vector director del haz de planos es (2m,m+1,-3m+3), por tanto ambos vectores, tienen que 
ser proporcionales. 

)33,1,2()1,5,3( +−+=− mmmk  

De aquí: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−
=

+
=

−
=

m
k

m
k

m
k

33
1
1

5
2

3

  Tenemos un sistema, que si resolvemos tenemos : 

 

Utilizando la 1ª y la 2ª  
1

5
2

3
+

=
−

mm
  mm 1033 =−−   

13
3−

=m  

Y si utilizamos la 1ª y la 3ª  
mm 33

1
2

3
−

=
−   mm 299 =+−   

7
9

=m  

 
Por tanto, tenemos un sistema incompatible. 
 
Así que en este haz de planos no existe ningún plano perpendicular a la recta dada. 
 

8.- Estudiar la posición relativa de las rectas r y s de ecuaciones: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=

+=

tz
y

tx
r

22
0

21
        

⎩
⎨
⎧

+=

=

2
1
yz

x
s  

Tenemos la recta r en ecuaciones paramétricas, su vector de posición es dr(2,0,2), y la recta 
s está en ecuaciones explícitas, vamos a calcular su vector director ds: 

)1,1,0())(1(
110
001' −−=+−=

−
=∧= kj

kji
nnds  

Vemos que los vectores dr y ds no son proporcionales kdsdr ≠   )1,1,0()2,0,2( −−≠ k  Por 
tanto las rectas no son paralelas. 
 
O son Secantes, o se cruzan. 
 
Vamos a coger un punto de cada una de ellas, y vamos a crear el vector que las une. 
Un punto de r es a=(1,0,2) y un punto de s será (resolviendo el sistema) b= (1,0,2). En este 
caso vemos que el punto (1,0,2) pertenece a ambas rectas, por tanto son secantes. 
 
Si al calcular otro punto de s no nos sale el mismo, entonces tenemos que calcular el vector 
→

ab , y después ver el rango de abdsdr ,, . Si el rango es 2, entonces ambas están en el mismo 
plano y se cortan, y si el rango es 3, no están en el mismo plano y se cruzan. 
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9.- Dada la recta 
1

1
21

1: −
=

−
=

+ zyxr  y el plano 0322: =−++ zmyxπ , hallar 

razonadamente: 
a) El valor de m para que r y π sean paralelos. 
b) Los valores de m para que r y π sean perpendiculares. 
c) ¿Existe algún valor de m para el que la recta esté contenida en el plano?. 

 
a) Para que r y π sean paralelos, ha de ocurrir que el vector normal del plano y el vector 

director de la recta sean perpendiculares. 
 

0· =ndr    0)2,,2)·(1,2,1( =− m   2-2m+2=0   4=2m   m=2 
 
b) Para que r y π sean perpendiculares, los vectores normal al plano y director de la 

recta, han de ser paralelos. Por tanto: 
 

drkn =   (1,-2,1)=k(2,m,2)  k=2  m= -4 
 
c) Para que la recta esté contenida en el plano, tiene que ocurrir que m=2 y que un punto 

de la recta pertenezca al plano. Por ejemplo el punto (-1,0,1). Veamos si pertenece 
sustituyendo en π.  

03222 =−++ zyx   2(-1)+2(0)+2(1)-3=0  -3=0   No existe ningún m. 
 

10.-  Estudiar la posición relativa de los planos 
13)1(2:

32:
1:

3

2

1

−=++−

=+−

=−+

mzmyx
mzyx
zymx

π
π
π

según m. 

 

Escribimos la matriz 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

−
=

121
12

11

m
m

m
M  y la matriz 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−

−
=

13
3
1

121
12

11
*

mm
m

m
M  y 

estudiamos sus rangos. 
 

2)1(
13
12

)1(
13
12

13
12

103
12

102

121
12

11
−=

+
−=

−
−+

=
+−−
+−+

−=
+−−

−
+−+

=
+−

−
−

= m
m

mm
mm

m
mm

m
m

mm

m
m

m
M

 
 

 Si m≠1  Rang(M)=3=Rang(M*)  Los planos se cortan en un punto. 
 

 Si m=1  Rang(M)=2  y 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

2
3
1

221
112
111

*M    

8210)262()622(
222
311
111

=−=−+−−++=
−

−
 

 
Rang(M*)=3  Los planos son secantes dos a dos (porque ninguno es paralelo). 
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11.- Hallar el valor de k para que los planos 
11410:

332:
2:

3

2

1

=++

=++

=++

zykx
zyx

zyx

π
π
π

tengan una recta común. 

 
Para que 3 planos tengan una recta común, tiene que ocurrir que el Rang(M)=Rang(M*)=2. Para 
que esto ocurra, una ecuación tiene que ser combinación lineal de las otras dos. 
 
Por tanto, a simple vista vemos que si K=7, la 3ª ecuación es igual a 3·2ª más la 1ª. 
 
 

12.- Halar la ecuación de una recta que pasa por el punto A(1,2,1) y corta 

perpendicularmente a la recta 
⎩
⎨
⎧

=+

=−−

2
1

:
zx

zyx
s  

 
La recta s está determinada por dos planos. Vamos a calcular su vector director 
 

)1,2,1(2
101
111 −−=+−−=−−= kji

kji
ds    

 
Un punto de ella es por ejemplo: Si z=0  Q (2,1,0). 

Si escribimos la recta s en forma paramétrica tenemos: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

−=

tz
ty

tx
s 21

2
:  ; un punto genérico de 

ella sería el punto B(2-t,1-2t,t), por tanto el vector )1,12,1( tttBA −+−= . Y como ambas 

rectas han de ser perpendiculares, entonces el producto escalar 0· =BAds , tiene que ser 
nulo. Así que: 061421)1,12,1)·(1,2,1(· =−=−+−−−=−+−−−= tttttttBAds   0=t   
 
Por tanto el vector director de la recta r es (-1,1,1). Ya podemos escribir las ecuaciones 

paramétricas de la recta r:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

−=

λ
λ
λ

1
2
1

z
y
x

 

 

13.- Hallar el valor de p para que las rectas 
22

1
4

: zyxr =
−
−

=  y 
3

3
11

1: −
=

−
−

=
− z

p
pyxs  

sean perpendiculares, el punto de intersección y la ecuación del plano que determinan. 
 
Para que sean perpendiculares, el producto de sus vectores directores ha de ser nulo, por 
tanto:  

01226224)3,1,1)·(2,2,4(· =+−=++−=−−= pppdsdr    p=6 
 
Para que sean perpendiculares p=6. 
 
Para calcular el punto de intersección, escribimos ambas ecuaciones en forma paramétrica: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

=

tz
ty

tx
r

2
21

4
:   y     

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

+=

λ
λ

λ

33
56

1
:

z
y
x

s  

Y ahora igualamos ambas: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+=

+=−

+=

λ
λ

λ

332
5621

14

t
t

t
 y resolvemos este pequeño sistema:   1−=λ  y t=0 

 
Para calcular el punto de intersección sustituyo en cualquiera de las ecuaciones paramétricas, 
obsérvese que si sustituimos t en la ecuación de r y λ  en la ecuación de s, obtenemos el 
mismo punto. 
 
 El punto de intersección de las rectas r y s es: (0,1,0) 
 
Para calcular la ecuación del plano que determinan, necesitamos un punto y dos vectores, por 
tanto: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

+−=

++=

λ
λ
λ

π
320
521

40
:

tz
ty
tx

 

 
14.- Deducir una ecuación para el plano π que es perpendicular a 06:1 =+− zyxπ  y que 

contiene a la recta intersección de 224:2 =+− zyxπ  y 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++=

+=

µλ
µλ

λ
π

21
2
2

:3

z
y
x

 

 
Si el plano contiene a la recta intersección de los planos π2 y π3, vamos a calcularla, porque de 
ella vamos a obtener un punto y un vector. 
  
Sustituimos la ecuación del plano π3 en el plano π2: 2)21()2(2)2(4 =+++++−+ µλµλλ  

Por tanto la ecuación de la recta contenida en el plano es: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+=

=

µ
µ

2
1
1

:
z
y
x

r  Así que un punto de la 

recta es el punto (1,1,0) y el vector director es (0,1,2). 
 
Como tenemos que calcular la ecuación de un plano, perpendicular a otro, tenemos que el 
vector normal del plano 06:1 =+− zyxπ  es n(1,-6,1) es paralelo al otro. 
 
Por tanto ya tenemos 1 punto y 2 vectores; por lo que podemos escribir las ecuaciones 
paramétricas del plano que nos piden: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+−=

+=

µλ
µλ

λ
π

2
61

1
:

z
y
x
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15.- Los puntos A(3,3,5) y B(3,3,2) son vértices consecutivos de un rectángulo ABCD. El 

vértice C, consecutivo de B, está en la recta de ecuaciones 
2

1
1
6: −
=

−
−

=
zyxr . 

Determinar los vértices C y D. 
 
Si el vértice C está en la recta, tiene por coordenadas genéricas )21,6,( ttt +− , y como la 
figura es un rectángulo, entonces los vectores AB y BC son perpendiculares, así que si 
producto escalar será nulo. 

063)21,6,)·(3,0,0( =+−=+−−= ttttAB   
2
1

=t   Por tanto el punto C es ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2,

2
11,

2
1 . 

 
Sea el punto D(x,y,z), el vector DA es )5,3,3( zyx −−−  y este vector también es 

perpendicular al vector AB, entonces ( )( ) 0153,0,05,3,3· =+−=−−−−= zzyxDAAB   5=z  
Como la figura es un rectángulo, las componentes x e y del punto D tienen que ser iguales que 

las del punto C, así que el punto D es ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 5,

2
11,

2
1  

16.- Dados el plano 13: =−+ zyxπ  y la recta 
12

1
6

2: zyxr =
−

=
+ , se pide: 

a) Hallar la ecuación general del plano π’ que contiene a r y es perpendicular a π. 
b) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta intersección de los planos π y π’. 

 
 Como el plano π’ contiene a la recta, de ella sacamos un punto y un vector, y como 
además este plano es perpendicular a π, el vector normal de π es paralelo al plano π’, así que 
ya tenemos 1 punto y dos vectores, por lo que podemos escribir la ecuación del plano π’. 

)1,3,1();1,2,6();0,1,2( −− πnuA    0
131

126
12

=
−

−+ zyx
  016)1(7)2(5 =+−++− zyx   Por 

tanto la ecuación del plano es 0171675:' =−++− zyxπ  
 

Las ecuaciones explícitas de la recta intersección son: 
⎩
⎨
⎧

=−++−

=−+

0171675
13

:
zyx

zyx
r  

 
Lo primero es calcular el vector director de la recta: 

kji
kji

nndr ˆ22ˆ11ˆ55
1675

13121 +−=
−

−=∧=  

 

)2,1,5( −=dr , y ahora necesitamos un punto. Si hacemos z=0, nos queda 
⎩
⎨
⎧

=+−

=+

1775
13
yx

yx
  

 
Si multiplico la primera por 5 y sumamos ambas ecuaciones: 22y=22  y=1 , x= -2   P(-2,1,0) 
 

Por tanto la recta intersección de los planos π y π’ es: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

+−=

λ
λ

λ

2
1

52
:

z
y
x

r  
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17.- Obtén el valor de a para el cual las rectas azyxr −==:  y 
0

2
2
3

3
12: −

=
−
+

=
− zyxs  

se corten, y hallar el punto de corte. 
 
Para que dos rectas se corten sus vectores directores no pueden ser proporcionales, dr(1,1,1) 
y  
ds(3/2,-2,0). Mucho cuidado con la ecuación en forma continua, como hemos visto en 

clase, la forma continua es 
1

1
v

ax −  , y aquí aparece 
3

12 −x , por tanto hemos de 

escribirla bien: 
2
3

2
1−x
. Estas rectas no son paralelas, pueden ser secantes o que se crucen. 

Para que sean secantes: 072171
02
111

23

2
7

2
9

2
3

2
1

=+−=+−−=
−

−−
aa

a
   3=a  

Para hallar el punto de corte, escribimos ambas rectas en forma paramétrica: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−−=

+=

2
23:

2
3

2
1

z
y
x

s λ
λ

  

y 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=
=

tz
ty
tx

r
3

: igualando 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=+

−−=

+=

23
23
2
3

2
1

t
t

t

λ

λ

  1−=t   Por tanto el punto de intersección es: 

( )2,1,1 −−  
 

18.- ¿Se puede construir un triángulo que tenga dos de sus lados sobre las rectas 

1
2

1: +==
− zyxr  y 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+−=

=

tz
ty

tx
s 1

2
:  

Para poder construir un triángulo sobre estas dos rectas, ambas han de ser secantes. Si 
vemos el vector director de r (2,1,1) y el vector director de s (2,1,1), vemos que ambos son 
proporcionales (el mismo), por tanto las rectas son paralelas.  No podemos construir un 
triángulo con dos de sus lados sobre las rectas r y s. 
 

19.- Se sabe que los puntos A(m,0,1), B(0,1,2), C(1,2,3) y D(7,2,1) están en un mismo 
plano.Hallar m y calcular la ecuación de dicho plano. 
 
 Si todos los puntos están en un mismo plano, el rango de los vectores que formamos 
desde un punto a los otros va a ser dos. 
 

)1,1,7(

)1,1,1(

)1,1,(

−=

=

−−=

BD
BC

mBA
  Vamos a calcular 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

117
111
11m

Rang y para ello calculamos el determinante: 

 

)1(2
11

11
1

117
111
001

117
111
11 21

+−=
−

+=
+

−

+
=

−

−−
mm

FFmm
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Este determinante tiene que ser nulo porque los vectores son coplanarios. 
 

0)1(2 =+− m   m=-1 

Si m=-1, y sustituyendo, obtenemos : 

)1,1,7(

)1,1,1(

)1,1,1(

−=

=

−−−=

BD
BC
BA

  

 
Para escribir la ecuación del plano, podemos utilizar el punto (0,1,2) y los vectores: 

)1,1,7(

)1,1,1(

−=

=

BD
BC

 

Por tanto:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=

++=

+=

βα
βα

βα
π

2
1

2
:

z
y
x

 

 
b) ¿Están los puntos B, C y D alineados? 
 
Para que los puntos B,C y D estén alineados, el Rango de los vectores que unen ambos puntos 
tiene que valer 1. 
 

)1,1,7(

)1,1,1(

−=

=

BD
BC

    2
117

111
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

Rang    Por tanto no están alineados. 
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11.1.- Distancia entre dos puntos : 
 
  La distancia entre dos puntos 1 2 3( , , )A a a a y 1 2 3( , , )B b b b  
es el módulo del vector que une dichos puntos: 
 

   ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 2 2 3 3( , )d A B AB b a b a b a= = − + − + −  

  

 
 
11.2.- Distancia de un punto a una Recta : 
 

 Es la menor de las distancias entre el punto dado y un punto cualquiera de la recta.  

Si la recta r está definida por p r
dr
⎧ ∈⎪
⎨
⎪⎩

 y sea Q un punto exterior. La 

distancia de Q a la recta r viene dada por:     ( , )
PQ dr

d Q r
dr

∧
=  

 

 
11.3.- Distancia de un punto a un Plano : 

 
 Sean el plano : 0ax by cz dπ + + + =  y el punto 
P(p1,p2,p3), la distancia entre ambos se calcula mediante la 
expresión: 

1 2 3( , )
ap bp cp d

d P
nπ

π
+ + +

=  

 

 
 

11.4.- Distancia entre dos rectas : 

 Sean la recta r y la recta s,  dadas por :
r

drr
P
⎧⎪
⎨
⎪⎩

 y  :
s

dss
Q
⎧⎪
⎨
⎪⎩

 

 

Ejemplo 3: Calcular la distancia entre el punto Q(1,-1,2) y el plano  : 2 1x y zπ − + =  
 

1 2 3 1 2 2 1 4 2 6( , )
31 4 1 6

ap bp cp d
d P

nπ

π
+ + + + + −

= = = =
+ +

 

Tema 11:  Problemas Métricos 

Ejemplo 2: Calcular la distancia entre el punto Q(1,-1,2) y la recta  1:
2 1 2

yx zr −
= =

−
 

(0, 1,2) (2,1, 2) 2 5( , )
3(2,1, 2)

PQ dr
d Q r

dr

∧ − ∧ −
= = =

−
 

Ejemplo 1: Calcular la distancia entre los puntos A(3,-2,1) y B(5,3,-4) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3( , ) 5 3 3 2 4 1 54 3 6d A B AB b a b a b a= = − + − + − = − + + + − − = =  

                            B 
       AB  
 A    

    ( , )d A B AB=  

                   Q 
 
 
    PQ                d(Q,r) 
 
 
P                   dr  
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Posición Relativa Distancia Dibujo 

Rectas 
Coincidentes 

( , ) 0d r s =  
 

Rectas Paralelas 

( , ) ( , )rd r s d P s=  
Es igual a la distancia de un punto 

de la recta r a la recta s. 
 

( , )
r s

s

P Q ds
d P r

ds

∧
=  

 

Rectas  
Secantes 

( , ) 0d r s =  

 

Rectas que Se 
Cruzan 

det( , ,
( , )

r sP Q dr ds
d r s

dr ds
=

∧
 

Donde: : drr
P
⎧⎪
⎨
⎪⎩

 y  : dss
Q
⎧⎪
⎨
⎪⎩

 
 

 
11.5.- Distancia de una recta a un plano: 

 Sea la recta r dada por :
r

drr
P
⎧⎪
⎨
⎪⎩

 y el plano π  dado por : 0ax by cz dπ + + + =  

Posición 
Relativa 

Paralelos Recta Contenida en Plano Secantes 

Distancia 

( , ) ( , )rd r d Pπ π=  

1 2 3( , )r

ap bp cp d
d P

nπ

π
+ + +

=  ( , ) 0d r π =  ( , ) 0d r π =  

Dibujo 

   
 
11.6.- Distancia entre dos planos: 

 
Sean los planos  π  y 'π dados  por : 0ax by cz dπ + + + =  y ': ' ' ' ' 0a x b y c z dπ + + + =  
 
Posición 
Relativa 

Paralelos Coincidentes Secantes 

Distancia 
2 2 2

'
( , ')

d d
d

a b c
π π

−
=

+ +
 ( , ') 0d π π =  ( , ') 0d π π =  

Dibujo 
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r 

π  
α  

90 α−  dr  
n

11.7.- Angulos. 
 
 Para estudiar el ángulo entre dos rectas, recta y plano y dos planos, necesitaremos 
los vectores directores de las rectas y los vectores normales de los planos. Con la expresión 
del producto escalar, calcularemos el menor ángulo que forman las direcciones dadas por los 
vectores directores y normales.  
 

11.8.- Angulo entre dos rectas. 
 

 Sean la recta r y la recta s,  dadas por 
1 2 3

( , , )
:

( , , )
x y z

r

dr r r rr
P p p p

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 y  

1 2 3

( , , )
:

( , , )
x y z

s

ds s s ss
Q q q q

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
.  

 
El ángulo α  que forman ambas rectas viene dado por: 
 

2 2 2 2 2 2

· · · ·
cos

· ·
x x y y z z

x y z x y z

dr ds r s r s r s

dr ds r r r s s s
α

+ +
= =

+ + + +
 

 
11.9.- Angulo entre recta y plano. 

 

 Sean la recta r, dada por 
1 2 3

( , , )
:

( , , )
x y z

r

dr r r rr
P p p p

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 y el plano : 0ax by cz dπ + + + =  

 
En ángulo α formado por la recta y el plano es complementario del ángulo que forman el 
vector normal del plano n y el vector director de la recta dr  

       
      
    

 
·

( , ) cos( , )
·

dr n
sen sen r dr n

dr n
π

π

α π= = =  

 
 

La recta r, será paralela al plano π , cuando el producto escalar · 0dr nπ = , o lo que es lo 
mismo: · · · 0x y zr a r b r c+ + = . 

 
11.10.- Angulo entre dos planos. 

 
 Sean los planos  : 0ax by cz dπ + + + =  y ': ' ' ' ' 0a x b y c z dπ + + + = , el ángulo 

entre ambos es el mismo que el ángulo entre sus vectores normales n  y 'n . 
 

 
 

 
2 2 2 2 2 2

' ' '· 'cos( , ') cos( , ')
· ' · ' ' '

aa bb ccn nn n
n n a b c a b c

π π
+ +

= = =
+ + + +
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11.11.- Recta perpendicular común a dos rectas que se cruzan 
 
 Para calcular la recta perpendicular común a dos rectas que se cruzan, seguiremos el 
siguiente método: 
 

• Escribimos las rectas r y s en paramétricas. 
• Obtenemos de cada una de ellas un punto genérico (A y B respectivamente), y sus 

vectores directores dr  y ds . 
• Hallamos las componentes del vector que une los puntos A y B , AB , como éste 

vector es ortogonal a  dr  y ds , los productos escalares · 0
· 0

AB dr
AB ds

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 son nulos, y 

del sistema formado podemos despejar los dos parámetros. 
• Sustituimos los valores hallados en las expresiones genéricas de A y B, y ya tenemos 

estos puntos. Con un punto y el vector, ya tenemos la ecuación de la recta. 
 

 
11.12.- Simetrías 
 
  11.12.1.- Simétrico de un punto A respecto de una recta. 
 

  Para hallar el simétrico de un punto respecto de una recta, 
seguiremos los pasos siguientes: 

 
• Hallamos el plano perpendicular a la recta r, que pasa por el punto A. 
• Hallamos el punto de intersección, M, entre la recta y el plano. 

Ejemplo 4: Obtener la perpendicular común a las rectas 0:
0

yr
z
⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 y 

⎩
⎨
⎧

=

=

3
0

:
z
x

s  

 
Para obtener la perpendicular común a dos rectas que se cruzan, lo primero es escribir las rectas en forma 
paramética: 
 
Recta r: 

1

2

(0,1,0)
(0,0,1)

n
n

⎫= ⎪
⎬

= ⎪⎭
  

ˆˆ ˆ

0 1 0 (1,0,0)
0 0 1

i j k
dr = =     Si x=1  Un punto de r es el P(1,0,0)  

1
0
0

x t
y
z

⎧ = +
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

Recta s: 

1

2

(1,0,0)
(0,0,1)

n
n

⎫= ⎪
⎬

= ⎪⎭
  

ˆˆ ˆ

1 0 0 (0, 1,0)
0 0 1

i j k
ds = = −     Si y=1  Un punto de r es el Q(0,1,3)  

0
1
3

x
y
z

λ
⎧ =
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

 

 

Obtenemos un punto genérico de cada una:  ; (1 ,0,0)
; (0,1 ,3)

A r A t
B s B λ
∈ +
∈ −

7 

Hallamos las componentes del vector AB ; ( 1 ,1 ,3)AB B A t λ= − = − − −  

Y este vector tiene que ser perpendicular al vector director de r dr  y al vector director de s ds . 

· 0
· 0

dr AB
ds AB

⎫= ⎪
⎬

= ⎪⎭
 (1,0,0)·( 1 ,1 ,3) 0
(0, 1,0)·( 1 ,1 ,3) 0

t
t

λ
λ

− − − =
− − − − =

   1 0
1 0

t
λ

− − =
− + =

   1
1

t
λ
= −
=

 

Si sustituimos en las rectas r y s, obtenemos los puntos:  A(0,0,0) y B(0,0,3) 
Ya tenemos dos puntos de la recta, como (0,0,3)AB B A= − = , la recta perpendicular común a r y s, es: 

0
' 0

3

x
r y

z t

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ =⎩
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• Hallamos el punto simétrico A’ con la condición de que M sea el punto 
medio del segmento 'AA .  

* Las coordenadas del punto medio de un segmento se calculan: '
2

A AM +
=  

 

 
 
11.12.2.- Simétrico de un punto A respecto de un plano. 
 

Para hallar el simétrico de un punto respecto de un plano, 
seguiremos los pasos siguientes: 
 

• Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por 
el punto A. 

• Hallamos el punto de intersección, M, entre la recta y 
el plano. 

• Hallamos el punto simétrico A’ con la condición de que 
M sea el punto medio del segmento 'AA .  

 
 

11.13.- Área de un paralelogramo. 
 
El área de un paralelogramo de vértices A,B,C,D, la 
calcularemos: 
 

Area S AB AD= = ∧  

 

Ejemplo 5:  Calcular las coordenadas del punto simétrico del (1,3,7) respecto de la recta r:  41 3
2

zx y −
− = + =  

Calculamos el plano perpendicular a r que contiene al punto A(1,3,7). 
 
Para ello hacemos el producto escalar del vector director de la recta dr=(1,1,2) por el vector perpendicular a la 
recta y que pasa por le punto (x-1,y-3,z-7) 
 

(1,1,2)·( 1, 3, 7) 0x y z− − − =   : 2 18 0x y zπ + + − =  
 

Calculamos el punto de intersección de la recta r y el plano π. 

Para ello escribimos la recta r en forma paramétrica 
1

: 3
4 2

x t
r y t

z t

⎧ = +
⎪ = − +⎨
⎪ = +⎩

 y la sustituimos en el plano π. 

 
1 3 8 4 18 0t t t+ − + + + − =   6 12 0t − =   2t =  

 
Y sustituyendo en la ecuación paramétrica obtenemos el punto deseado. 
 
Punto de intersección de r y π (3, 1,8)H = −  
 

H es el punto medio entre A y su simétrico A, por tanto:   '
2

A AH +
=  

 
' 2A H A= −   (6,-2,16)-(1,3,7)=(5,-5,9). 

 
Y el punto simétrico del (1,3,7) es el punto ' (5, 5,9)A = −  
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11.14.- Área de un triángulo. 
 
El área de un triángulo de vértices A,B y D, se calcula 
como la mitad del área del paralelogramo de vértices 
A,B,C y D. 
 

2T

AB AD
Area S

∧
= =  

 
11.15.- Problemas 

 
1.- Hallar la distancia del punto P al plano determinado por los puntos A(1,0,1); B(0,0,1); 

C(1,2,0), siendo P en que la recta 
1
4

3
4

2
2:

−
−

=
−

=
− zyxr  corta al plano 

042: =+−+ zyxπ  

2.- Calcular la distancia entre las rectas 
4

1
1
2

3
2: +

=
−
−

=
− zyxr  y 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

−=

+=

tz
y

tx
s

28
1

5
:  

3.- Obtener las ecuaciones de los planos que son perpendiculares a la recta 

⎩
⎨
⎧

=+

=+−

3
6223

:
zx

zyx
r  y distan 3 unidades del punto P(-1,1,2). Calcular el seno del ángulo 

formado por r y el plano coordenado OXY. 
 
4.- Obtener el área del triángulo cuyos vértices son los puntos de intersección del plano 

632: =++ zyxπ  con los ejes coordenados. 

5.- Calcular la distancia del punto P(1,-3,1) a la recta 
⎩
⎨
⎧

=++

−=−+

123
32

:
zyx

zyx
r  

6.- Calcular las coordenadas del punto simétrico del (1,3,7) respecto de la recta dada por las 

ecuaciones 
2

431 −
=+=−

zyx  

7.- Hallar el punto de la recta 
1
3

2
2:

−
−

=
+

=
zyxr  que equidista del punto A(1,2,1) y del 

origen de coordenadas. 
 
8.- Consideramos los planos 052: =+xπ  y 0433' =−+= yxπ   ¿Qué ángulo determinan 
ambos planos?. Hallar el plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los 
dos planos. 

9.- Hallar el punto de la recta 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

−=

=

tz
ty

tx
r

21
3:  cuya distancia al punto P(1,0,2) sea 5  

10.- Encontrar los puntos de 
⎩
⎨
⎧

=−

=+

0
0

:
zx
yx

r  que disten 
3
1  del plano 0122: =++− zyxπ  

11.- Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta 
⎩
⎨
⎧

=+−

=++

022
0223

: zyx
zyx

r  y otro lado sobre 

la recta 
2
5

1
1

2
3:

−
+

=
−
−

=
− zyxs . Calcula el área del cuadrado. 
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12.- Hallar el plano de la familia 0)1( =+−++ mzymx  que está situado a distancia 1 del 
origen. 
 
13.- Explicar como se obtiene la perpendicular común a dos rectas que se cruzan. Obtener la 

perpendicular común a las rectas 
⎩
⎨
⎧

=

=

0
0

:
z
y

r  y 
⎩
⎨
⎧

=

=

3
0

:
z
x

s  

14.- a) Determinar la ecuación de un plano π pasando por el punto A(-1,-1,1) y siendo 
)1,2,1( −−v un vector normal al mismo. b) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta s 

que se obtiene al cortarse el plano 022: =−−− zyxπ  con el plano 1:' =zπ  c) Determinar 
las ecuaciones paramétricas e la recta r que pasa por los puntos B(1,1,2) y C(1,-1,2). d) 
Encontrar la posición relativa entre las rectas r y s de los apartados anteriores. e) Hallar un 
punto D de la recta r que esté a la misma distancia de los puntos B y C. 
 
15.- Considera el triángulo que tiene por vértices los puntos A(1,1,2), B(1,0,-1) y C(1,-3,2) 
A) Razonar si es rectángulo. B) Calcular la recta r que pasa por B y es perpendicular al lado AC 
C) Calcular la recta S que pasa por los puntos A y C. d) D es el punto de corte de r y s, 

calcular el módulo de BD . E) Calcular la longitud del lado AC. F) Calcular el producto vectorial 
de los vectores AC y AB y comprueba que su módulo es igual a h·b, siendo h el módulo del 
vector BD y b la longitud del lado AC (calculados anteriormente). 
 

16.- Consideramos los puntos A(2,1,2) y B(0,4,1) y la recta r: 
2

32 −
=−=

zyx . 

a) Determinar un punto C de la recta que equidiste de los puntos A y B 
b) Calcular el área del triángulo ABC 
 
 

11.16.- Soluciones: 
 
1.- Hallar la distancia del punto P al plano determinado por los puntos A(1,0,1); 

B(0,0,1); C(1,2,0), siendo P en que la recta 
1
4

3
4

2
2:

−
−

=
−

=
− zyxr  corta al plano 

042: =+−+ zyxπ  
 
Lo primero que vamos a hacer es calcular la ecuación del plano, para calcularla, necesitamos 2 
vectores directores y un punto.  
 
Vamos a calcular los vectores AB, AC, AX, donde X es el punto(x,y,z) del plano: 

)1,,1(

)1,2,0(

)0,0,1(

−−=

−=

−=

→

→

→

zyxAX

AC

AB

 

 
Estos tres vectores han de ser coplanarios, y para ello tienen que cumplir que su producto, 
mixto sea cero. 
 

0
11

120
001

=
−−
−

−

zyx
  0)()22( =−+− yz   022 =+−− zy  
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Por tanto la ecuación del plano pedido es:  022 =−+ zy  
 
Lo siguiente es calcular P. Para ello escribimos la ecuación de la recta r en forma paramétrica, 
y la sustituimos en la ecuación del plano π 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

+=

+=

λ
λ
λ

4
34
22

z
y
x

r   022: =−+ zyπ  

 
04)4()34()22(2 =+−−+++ λλλ    0443444 =++−++− λλλ   088 =+λ  

 
De donde obtenemos 1−=λ  
 
Si sustituimos 1−=λ  en la ecuación paramétrica de la recta, obtenemos el punto pedido:   

)5,1,0(P  
 

La distancia de un punto a un plano se calcula de la siguiente manera: 
  

n
dcpbpap

Pd zyx +++
=),( π  

 
Como P(0,1,5) y 022: =−+ zyπ , sustituyendo, obtenemos: 
 

5
59

5
9

5
2101

),( ==
−+

=
+++

=
n

dcpbpap
Pd zyx
π  

2.- Calcular la distancia entre las rectas 
4

1
1
2

3
2: +

=
−
−

=
− zyxr  y 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

−=

+=

tz
y

tx
s

28
1

5
:  

 
Para calcular la distancia entre dos rectas, lo primero que hay que hacer es ver la posición 
relativa de ambas rectas. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−

)4,1,3(

)12,2(

dr

P
r  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−

)2,0,1(

)8,1,5(

ds

Q
s  

 
Vemos que sus vectores directores no son proporcionales, por tanto las rectas, o se cortan o 
se cruzan. Si se cortan, la distancia entre ellas es 0, y si se cruzan la distancia  se calcula 
utilizando la expresión: 

→→

→→→

∧
=

dsdr

PQdsdr
srd

),,det(
),(  
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Si el rango de 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

PQ
ds
dr

 es 2, los vectores son coplanarios y las rectas se cortan, si el rango 

de

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

PQ
ds
dr

 es 3, entonces los vectores no son coplanarios y las rectas se cruzan. 

091827)126()189(
933
413
201

≠−=+−=−−−−−=
−
−=

→

→

→

PQ
ds
dr

,  Por tanto se cruzan. 

Como se cruzan, calculamos 922
201
413 =+−−=−=∧ kji
kji

dsdr  

 

 Y ahora calculamos la distancia:  39
9
9

),,det(
),( ===

∧
=

→→

→→→

dsdr

PQdsdr
srd  

3.- Obtener las ecuaciones de los planos que son perpendiculares a la recta 

⎩
⎨
⎧

=+

=+−

3
6223

:
zx

zyx
r  y distan 3 unidades del punto P(-1,1,2). Calcular el seno del ángulo 

formado por r y el plano coordenado OXY. 
 
Para la ecuación del plano ⊥  a una recta, necesitamos el vector director de la recta: 

)2,1,2(3222)32()22(
101
223 −−=−++−=+−−+−=−= jkjijkji
kji

dr  

Sea ),,( zyxu =  un vector perpendicular a la recta r, un haz de planos perpendiculares a esta 

recta viene dado por: 0· =dru   0)2,1,2)·(,,( =−−zyx   
 
Por tanto el haz de planos es: 022 =++−− Kzyx  
 
Si la distancia de P(-1,1,2) al plano es 3. Tenemos que:  
 

3
3

5
9
412

),( =
+

=
++−

=
+++

=
Kk

n
dcpbpap

Pd zyx
π  

De donde: 
95 =+K  que al resolver obtenemos:  K=4 y K= -14 

 
Por tanto las ecuaciones de los planos pedidos son: 
 

01422:
0422:

2

1

=−+−−

=++−−

zyx
zyx

π
π
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Como el punto P no pertenece a la recta (porque no cumple su ecuación), tenemos dos planos 
que están a una distancia de 3 unidades, uno por delante del punto y otro por detrás. 
 

 
Para calcular el seno formado por una recta un plano utilizamos la ecuación:  
 

3
2

3
2

·9

),0,0)·(2,1,2(

·

·
),(),(

2
==

−−
===

λ
λ

λ

λ
π

π
π

ndr

nds
nrCosrSen  

 
Donde el vector ),0,0( λπ =n  es el vector normal del plano OXY (Z=0). Si cogemos como 
vector normal el (0,0,1) ó (0,0,2) ….obtenemos el mismo resultado, de forma general 
utilizamos el vector ),0,0( λπ =n . 
 
4.- Obtener el área del triángulo cuyos vértices son los puntos de intersección del plano 

632: =++ zyxπ  con los ejes coordenados. 
 
 Para resolver este ejercicio de forma rápida escribiremos la ecuación del plano en 
forma segmentaria, ya que esta ecuación nos da los puntos de corte con los respectivos ejes. 
 

632 =++ zyx          1
6
3

6
1

6
2

=++ zyx            1
263
=++

zyx  

 
Por tanto los vértices del triángulo son m(3,0,0), n(0,6,0) y t(0,0,2). 
 
Y ahora para calcular el área del triángulo utilizamos el módulo del producto vectorial. 
Sabemos que el área del paralelogramo formado por los vectores mn  y mt  vale el módulo de 
su producto vectorial, por tanto el área del triángulo formado por ellos es la mitad. 
 

143504
2
1)18,6,12(

2
1

2
1

===∧= mtmnS   

 

5.- Calcular la distancia del punto P(1,-3,1) a la recta 
⎩
⎨
⎧

=++

−=−+

123
32

:
zyx

zyx
r  

 
Para calcular la distancia de un punto a una recta, necesitamos el vector director de la recta y 
un punto de ella. 
  

)1,7,5(ˆ7ˆˆ5)43()62(
123
211

ˆˆˆ

−−=−−=+−−−+=−= jkijikjki
kji

dr  

d=3 
 
 
 
    d=3 

• P 
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Para obtener un punto, resolvemos el sistema dando a z el valor 0, Z=0. 

 

⎩
⎨
⎧

=+

−=+

123
3

yx
yx

  
⎩
⎨
⎧

=−

−=+

100
3

y
yx

  y=10   x=7 

 
Por tanto un punto de la recta es A(7,-10,0) 

La distancia de un punto a una recta viene dada por: 
dr

drAP
rPd

∧
=),(  

)1,7,6()1,3,1()0.10,7( −−=−−−=AP  
 

)7,1,0(7)7(
17

1
175

001
175
176 −=−=+−−=

−−
−=

−−
=

−−
−−=∧ kjkj

kjkjikji
drAP  

Y ahora: 

3
2

75
50),( ==

∧
=

dr

drAP
rPd  

 
6.- Calcular las coordenadas del punto simétrico del (1,3,7) respecto de la recta dada 

por las ecuaciones 
2

431 −
=+=−

zyx  

Calculamos el plano perpendicular a r que contiene al punto A(1,3,7). 
 
Para ello hacemos el producto escalar del vector director de la recta dr=(1,1,2) por el vector 
perpendicular a la recta y que pasa por le punto (x-1,y-3,z-7) 
 

0)7,3,1)·(2,1,1( =−−− zyx   0182: =−++ zyxπ  
 

Calculamos el punto de intersección de la recta r y el plano π. 
 

Para ello escribimos la recta r en forma paramétrica 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+−=

+=

tz
ty

tx
r

24
3

1
:  y la sustituimos en el 

plano π. 
 

0184831 =−+++−+ ttt   0126 =−t   2=t  
 
Y sustituyendo en la ecuación paramétrica obtenemos el punto deseado. 
 
Punto de intersección de r y π )8,1,3( −=H  
 
H es el punto medio entre A y su simétrico A’. 

Para calcular el punto medio de un segmento utilizamos: 2
'AAH +

=  
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AHA −= 2'   (6,-2,16)-(1,3,7)=(5,-5,9). 
 

Por tanto el punto simétrico del (1,3,7) es el punto )9,5,5(' −=A  
 

7.- Hallar el punto de la recta 
1
3

2
2:

−
−

=
+

=
zyxr  que equidista del punto A(1,2,1) y 

del origen de coordenadas. 
 

Lo primero es escribir la ecuación de la recta en forma paramétrica:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

+−=

=

tz
ty

tx
r

3
22:  

 
Un punto P, genérico de esta recta es: )3,22,( tttP −+−=  
 
Tiene que ocurrir que PAOP =  

 
)3,22,( tttOP −+−=  y )2,24,1()31,222,1( ttttttPA +−−−=+−−+−=  

 

ttttttttttt 44164162169844 222222 −++−++−+=−++−++  
 

2122613146 22 +−=+− tttt  
 

De donde 088 =−t    1=t  
 
Por tanto el punto P de la recta que equidista del origen y del punto A es: 
 

)2,0,1(=P  
 

8.- Consideramos los planos 052: =+xπ  y 0433' =−+= yxπ   ¿Qué ángulo determinan 
ambos planos?. Hallar el plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular 
a los dos planos. 
 
Para ver el ángulo que determinan dos planos, lo hacemos usando sus vectores normales: 
 

2
2

26
6

182
6

182
)0,3,3)·(0,0,2(

'''·
'·)',(

222222
====

++++
=

cbacba
nnCos ππ     

4
πα =  

 
Para que el plano sea perpendicular a ambos, su vector normal también lo tiene que ser. 

k
kji

nnn ˆ6
033
002'" ==∧=   De aquí que el vector )6,0,0("=n   Entonces el plano que 

buscamos es el plano: 6z+k=0, y como dice que pasa por el (0,0,0)  entonces k=0    0=z  es 
el plano pedido. 
 

www.yo
qu

ier
oa

pr
ob

ar.
es



www.selectividad-cgranada.com 

 

 
Matemáticas Curso intensivo Julio-Septiembre de 2008 © Raúl G.M. 168 

9.- Hallar el punto de la recta 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

−=

=

tz
ty

tx
r

21
3:  cuya distancia al punto P(1,0,2) sea 5  

 
Un punto genérico de la recta es el (t,3-t,1+2t) como la distancia de un punto a una recta se 
calcula: 
 

dr

drAP
rPd

∧
=),(   Lo primero es calcular el vector AP(1-t,t-3,2-2t)  y dr(1,-1,2) 

5220416)ˆ2ˆ4(
211
2231 ==+=+−=

−
−−−=∧ kittt
kji

drAP   y como 2=dr  

 
Entonces la distancia del punto a la recta es 5 . 
 
Por tanto si calculamos en punto de intersección entre la recta r y otra recta perpendicular 
que pase por P, tenemos el punto buscado. 
 
Sea Q el punto (t,3-t,1+2t), y P(1,0,2) entonces el vector PQ=(t-1,3-t,2t-2), y el producto 
escalar PQ·dr=0 porque ambos vectores son perpendiculares. 
 
PQ·dr=(t-1,3-t,2t-1)· (1,-1,2)=t-1+t-3+4t-2=0   6t-6=0   t=1 
 
Por tanto el punto de la recta que está a una distancia 5  del punto P es: ( )3,2,1:Q  
 

10.- Encontrar los puntos de 
⎩
⎨
⎧

=−

=+

0
0

:
zx
yx

r  que disten 
3
1  del plano 0122: =++− zyxπ  

 
Lo primero es ver cual es la posición relativa de la recta y el plano. 
 
Escribimos La matriz M y M* 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=
212
101

011
M   y 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=

1212
0101
0011

*M  

 
Rang(M)=3=Rang(M*), Por tanto recta y plano son secantes. 
 

Tienen que existir dos puntos de la recta a una distancia 
3
1 del plano, uno por encima y otro 

por debajo. 
Escribimos la recta en forma paramétrica, para ello necesitamos el vector director y un 
punto: 
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)1,1,1(ˆˆˆ

101
011 −−=−+−=
−

= kji
kji

dr    Punto (si hacemos Z=0)    A(0,0,0)     Por tanto 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
−=

tz
ty

tx
r :  

 
Un punto cualquiera de la recta es (-t,t,-t), pues calculamos la distancia de un punto a un plano 

y la igualamos a 
3
1 . Y eso nos dará dos valores para t. 0122: =++− zyxπ  

 

3
1

3
15

9
122

),( =
+−

=
+−−−

=
+++

=
tttt

n
dcpbpap

Pd zyx
π     115 =+− t    

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

5
2
0

t

t
 

 

Por tanto los puntos situados a una distancia 
3
1  del plano son  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

5
2,

5
2,

5
2  y)0,0,0(  

 

11.- Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta 
⎩
⎨
⎧

=+−

=++

022
0223

: zyx
zyx

r  y otro lado 

sobre la recta 
2
5

1
1

2
3:

−
+

=
−
−

=
− zyxs . Calcula el área del cuadrado. 

 
Lo primero que tenemos que hacer es ver la posición relativa de las rectas r y s: 
 
Calculamos el vector director de la recta r: 

)8,4,8(ˆ8ˆ4ˆ8
221
223 −−=−−=

−
= kji

kji
dr    Si comparamos dr y ds  vemos que dsdr ·4=  

Por tanto las rectas r y s son paralelas. 
 
Calculamos la distancia entre ellas, y el área del cuadrado será esa distancia al cuadrado. 
 
Necesitamos un punto de s, A=(3,1,-5) ds=(2,-1,-2) y un punto de r, P(0,0,0) por ser 
homogéneo el sistema. 
Calculamos el vector )5,1,3( −−=AP  

)5,4,7(ˆ5ˆ4ˆ7
212

513 =++=
−−

−−=∧ kji
kji

dsAP  

10
9

90),(),( ==
∧

==
ds

dsAP
sPdsrd  

 

Por tanto el área del cuadrado: ( ) 1010
2
==A  

 
 

www.yo
qu

ier
oa

pr
ob

ar.
es



www.selectividad-cgranada.com 

 

 
Matemáticas Curso intensivo Julio-Septiembre de 2008 © Raúl G.M. 170 

12.- Hallar el plano de la familia 0)1( =+−++ mzymx  que está situado a distancia 1 
del origen. 
 

1
2

1
2

)1(
),(

22
=

+

+
=

+

+−
=

+++
=

m
m

m

m
n

dcpbpap
Pd zyx
π    ( ) 21 22 +=+ mm   

12 22 =−+ mmm  

De donde 
2
1

=m  

Por tanto el plano de la familia es:  0
2
3

2
1

=−++ zyx    0322 =−++ zyx  

 
13.- Explicar como se obtiene la perpendicular común a dos rectas que se cruzan. 

Obtener la perpendicular común a las rectas 
⎩
⎨
⎧

=

=

0
0

:
z
y

r  y 
⎩
⎨
⎧

=

=

3
0

:
z
x

s  

Para obtener la perpendicular común a dos rectas que se cruzan, lo primero es escribir las 
rectas en forma paramética: 
 
Recta r: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

)1,0,0(
)0,1,0(

2

1

n
n

  )0,0,1(
100
010

ˆˆˆ

==
kji

dr     Si x=1  Un punto de r es el P(1,0,0)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

+=

0
0
1

z
y

tx
 

Recta s: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

)1,0,0(
)0,0,1(

2

1

n
n

  )0,1,0(
100
001

ˆˆˆ

−==
kji

ds     Si y=1  Un punto de r es Q(0,1,3)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

=

3
1
0

z
y
x

λ  

Obtenemos un punto genérico de cada una:  
)3,1,0(;
)0,0,1(;

λ−∈

+∈

BsB
tArA

 

 
Hallamos las componentes del vector AB ; )3,1,1( λ−−−=−= tABAB  
 
Y este vector tiene que ser perpendicular al vector director de r dr  y al vector director de s 
ds . 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

0·

0·

ABds

ABdr
 

0)3,1,1)·(0,1,0(
0)3,1,1)·(0,0,1(
=−−−−

=−−−

λ
λ

t
t

   
01
01
=+−

=−−

λ
t    

1
1

=

−=

λ
t  

Si sustituimos en las rectas r y s, obtenemos los puntos:  A(0,0,0) y B(0,0,3), ya tenemos dos 

puntos de la recta, como )3,0,0(=−= ABAB , la recta perpendicular es: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

tz
y
x

r
3
0
0

'  

 
14.- a) Determinar la ecuación de un plano π pasando por el punto A(-1,-1,1) y siendo 

)1,2,1( −−v un vector normal al mismo. 
 
Creamos un haz de planos paralelos de la forma: X-2Y-Z+K=0 
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Y calculamos que plano del haz pasa por ese punto, sustituyendo el punto en el haz de planos 
paralelos. 
   -1-2(-2)-1+k=0  -1+4-1+K=0  K=-2   022: =−−− zyxπ  
 
b) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta s que se obtiene al cortarse el 
plano 022: =−−− zyxπ  con el plano 1:' =zπ  
 
Si sustituimos 1:' =zπ en el  plano 022: =−−− zyxπ , obtenemos la recta 32: =− yxr  

Que es la forma general de la ecuación de una recta, si operamos tenemos: 
2

3−
=

xy  

La forma paramétrica de r: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
+=

1

23

z
ty

tx
 

Si lo hacemos de la forma habitual; calculamos el vector director de r: 

)0,1,2(
100
121

ˆˆˆ

−−=−−=
kji

dr  

Y para calcular un punto, z=1, y=0, x=3; por tanto la recta r tiene por ecuaciones 
paramétricas:  

r:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=
−=

1

23

z
ty

tx
 

c) Determinar las ecuaciones paramétricas e la recta r que pasa por los puntos B(1,1,2) 
y C(1,-1,2) 
 
Calculamos el vector )0,2,0( −=−= BCBC , y con el vector y un punto (1,1,2) escribimos las 

paramétricas:   r: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

=

2
21

1

z
ty

x
 

 
d) Encontrar la posición relativa entre las rectas r y s de los apartados anteriores: 
 

r: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=
−=

1

23

z
ty

tx
 y s: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

=

2
21

1

z
ty

x
  2

020
012

),( =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

=dsdrRang  

)1,1,2(−=−= PQPQ   3
112
020
012

),,( =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−−

=PQdsdrRang      

Por tanto las rectas r y s SE CRUZAN. 
 
 e) Hallar un punto D de la recta r que esté a la misma distancia de los puntos B y 
C. 
 
Un punto genérico de la recta r es el (3-2t, -t, 1), calculamos los vectores BD yCD : 
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)1,1,22(

)1,1,22(

−−−=

−−−−=

ttBC
ttBD

 Como están a la misma distancia, el modulo de los dos vectores serán 

iguales. 

BDBC =   121844121844 2222 ++−+−+=++++−+ tttttttt  

121844121844 2222 ++−+−+=++++−+ tttttttt  t=0 
 
Por tanto el punto buscado es el (3,0,1) 
 
15.- Considera el triángulo que tiene por vértices los puntos A(1,1,2), B(1,0,-1) y 
C(1,-3,2) 
 

a) Razonar si es rectángulo:  
 

El triángulo es rectángulo si alguno de estas parejas de vectores es ortogonal: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−==

−==

−=−−=

)3,3,0(),0,4,0(

)3,3,0(),3,1,0(

)0,4,0(),3,1,0(

CBCA
BCBA

ACAB
    

12)3,3,0)·(0,4,0(·

6)3,3,0)·(3,1,0(·

4)0,4,0)·(3,1,0(·

=−=

=−=

=−−−=

CBCA
BCBA
ACAB

 

 
b) Calcular la recta r que pasa por B y es perpendicular al lado AC. 

Calculamos las ecuaciones paramétricas de la recta AC.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

=

2
41

1
:

z
ty

x
r , un punto genérico de 

la recta es el G )2,41,1( t− . Si calculamos el vector que une el punto genérico y el punto B: 
 
 )3,14,0( −−=−= tGBGB , este vector y el vector de la recta son perpendiculares, por tanto: 
 

0)0,4,0)·(3,14,0(· =−−−= tdrGB   0416 =+− t   
4
1

=t  

Por tanto el vector )3,0,0( −=GB  

Y la ecuación de la recta que pasa por B y es perpendicular a AC, es: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

=

=

tz
y
x

r
31

0
1

:  

 c) Calcular la recta S que pasa por los puntos A y C: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

=

2
41

1
:

z
y
x

s λ  

a) D es el punto de corte de r y s, calcular el módulo de BD  
 
Como ambas rectas están en paramétricas, igualamos las paramétricas para obtener el punto 

de corte entre ellas.       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

−=

=

t312
410

11
λ    1;

4
1

−== tλ     El punto de corte es el (1,0,2) 
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)3,0,0()1,0,1()2,0,1( =−−=−= BDBD   39 ==BD  

  
b) Calcular la longitud del lado AC: 
 

 La longitud del lado AC es el módulo del vector AC ; 416 ==AC  

 
c) Calcular el producto vectorial de los vectores AC y AB y comprueba que su 

módulo es igual a h·b, siendo h el módulo del vector BD y b la longitud del lado 
AC (calculados anteriormente) 

   )0,0,12(
310

040

ˆˆˆ

=
−−

−=∧
kji

ABAC    12=∧ACAB ;     123·4· ==bh  

16.- Consideramos los puntos A(2,1,2) y B(0,4,1) y la recta r: 
2

32 −
=−=

zyx  

 a) Determinar un punto C de la recta que equidiste de los puntos A y B 

Escribimos r en forma paramétrica: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

=

tz
ty

tx
r

23
2: , un punto genérico de ella es el 

G(t,2+t,3+2t). 
Si calculamos los vectores AG  y BG , como los puntos A y B están a la misma distancia, el 
módulo de estos vectores ha de ser el mismo. 

)22,2,()1,4,0()23,2,(

)21,1,2()2,1,2()23,2,(

ttttttBGBG
ttttttAGAG

+−=−++=−=

++−=−++=−=
 

 

ttttttttttt
tttttt

tttttt

BGAG

441444412144

)21()2()21()1()2(

)21()2()21()1()2(

222222

222222

222222

+++−++=++++++−+

++−+=++++−

++−+=++++−

=

 

 
De donde: 

536626 22 +−=+− tttt  1−=t  
 

Por tanto el punto que está a la misma distancia de A y B es el (-1,1,1) 
 

b) Calcular el área del triángulo ABC 
 

El área del triángulo ABC se calcula como:  
 

2
9191

2
18119

2
1)9,1,3(

2
1

103
132

ˆˆˆ

2
1

2
1

==++=−=
−−
−−=∧=
kji

ACABSABC  

 
 
 
© Raúl González Medina 2008. 
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Tema 12:  IDEA DE PROBABILIDAD  
 
 
1.- Experimentos aleatorios 

 
Un experimento se llama aleatorio cuando se conocen todos los posibles resultados del 

mismo, pero no puede predecirse cuál de ellos se producirá en una experiencia correcta. Son 
ejemplos de experimentos aleatorios: lanzar una moneda al aire, extraer un naipe de la baraja, 
lanzar un dado, etc. 
 
En un experimento Aleatorio: “Sabemos lo que puede ocurrir, pero no lo que va a ocurrir.” 
 

2.- Espacio muestral 
 

Conjunto de todos los resultados que se pueden obtener en un experimento aleatorio. 
Si lanzamos una moneda al aire, caben dos posibilidades C y +. El espacio muestral asociado a 
esta experiencia es E={C,+}. Al lanzar un dado caben seis posibilidades, por tanto el espacio 
muestral es E={1,2,3,4,5,6}. 
 

3.- Sucesos 
 
Se llama suceso a cualquier subconjunto del espacio muestral E. Los sucesos se simbolizan por 
las letras A,B,C…. Si E es un conjunto con n elementos hay 2n posibles sucesos. 
 
3.1 Tipos de Sucesos: 
 

• Sucesos Elementales: Formados por un solo elemento, A{C}, B{+}, 
• Suceso Seguro: Es el que siempre ocurre, es todo el espacio muestral. 
• Suceso Imposible: Es el que nunca ocurre, se representa por φ . 

 
Ejemplos: 
El suceso de obtener, al lanzar un dado, un número igual o menor que 6 es A={1,2,3,4,5,6}. 

El suceso de obtener, al lanzar un dado, un número superior a E es el suceso imposible φ . 
 

• Suceso contrario u opuesto de A: Es el que se verifica para todos los resultados 
que no verifican A. Se simboliza por A  ó por Ac. 

Ejemplo: 
El suceso contrario del suceso " Obtener un número par al lanzar un dado” es Ac ={1,3,5} ya que A={2,4,6}. 
 

• Sucesos incompatibles o excluyentes: los sucesos A y B son incompatibles si su 
realización simultánea es imposible, es decir si no pueden ocurrir a la vez. En 
particular dos sucesos contrarios son incompatibles. 

 
• Sucesos Compatibles: Los sucesos A y B son compatibles si su realización 

simultánea es posible. 
 
3.2.- Operaciones con sucesos 
 

• Unión de dos sucesos A y B es el suceso que se realiza cuando uno al menos de los 
sucesos A y B se realiza. Se simboliza por A B∪ . 
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• Intersección de los sucesos A y B es el suceso que se realiza cuando A y B se 
realizan de forma simultánea. Se simboliza por A B∩ . 

Ejemplo: 
Si A es el suceso "Obtener un número par" al lanzar un dado, y B el suceso "Obtener un múltiplo de tres" A = {2,4,6}: 
B= {3,6} . 

El suceso { }2,3,4,6A B =∪   El suceso { }6A B =∩ . 

 
Los sucesos A y B son compatibles si y sólo si A B φ≠∩ . 

 
Ejemplos: 
Si A es el suceso "Obtener un número par" al lanzar un dado, B el suceso "Obtener un múltiplo de 3" y C el suceso 
"Obtener un múltiplo de 5".   A={2,4,6}; B={3,6}; C={5} 

{ }6A B =∩   A C φ=∩  

Los sucesos A y B son compatibles, mientras que los sucesos A y C son incompatibles. 
 
 
Los sucesos A1,A2,…,An constituyen una partición de E si ninguno es el φ , son incompatibles 
dos a dos y 1 2 .......... nA A A E=∪ ∪ ∪  
 

4.- Frecuencias 
 

Si se realizan n pruebas de un experimento aleatorio y el suceso A se presenta NA , 
veces, se dice que la frecuencia absoluta del suceso A en las n pruebas es NA, y la frecuencia 
relativa que la simbolizaremos por fr(A), se calcula:  

 

( ) A
r

Nf A
n

=  

Ejemplo: 
Se lanza un dado 10 veces, obteniendo los siguientes resultados 5, 2, 1, 1, 3, 2, 6, 4. 3, 1. Si el suceso A es "Obtener 
un número impar”, A={5,1,1,3,3,1} la frecuencia absoluta de A es NA = 6, mientras que la frecuencia relativa es: 

6( ) 0,6
10

A
r

Nf A
n

= = =  

5.- Probabilidad 
 
Una probabilidad P es una aplicación en el intervalo [0,1] que satisface las tres propiedades 
siguientes. Para todo suceso A: 
 

1 2 n

1 2 1 2

( ) 0
( ) 1

Si A ,A ,.....A  son suscesos de E incompatibles dos a dos:
( ....... ) ( ) ( ) ....... ( )n n

P A
P E

P A A A P A P A P A

≥
=

= + + +∪ ∪ ∪

 

 
P(A) se leerá probabilidad del suceso A, o simplemente probabilidad de A. 
 
La asignación de probabilidades a los sucesos de un experimento aleatorio suele hacerse 
considerando las frecuencias relativas de los sucesos elementales en un número elevado de 
pruebas. 
 
Ejemplo: 
Se lanza 100 veces un dado trucado cuyas caras están numeradas con los números 1,2,3,4,5 y 6, obteniendo los 
siguientes resultados: 
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 1 2 3 4 5 6 
ni 12 9 15 22 16 26 

 
Asignando a cada suceso elemental una probabilidad igual a su frecuencia relativa, se tendrá: 
 

12 9 15 22 16 26(1) (2) (3) (4) (5) (6)
100 100 100 100 100 100

P P P P P P= = = = = =  

 
La probabilidad del suceso A “obtener número impar” es: 
 

12 15 16 43( ) (1,3,5) (1) (3) (5)
100 100 100 100

P A P P P P= = + + = + + =  

 
De la definición de probabilidad se deduce las siguientes propiedades. 
 
Las probabilidades de dos sucesos contrarios suman uno: ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )P A P A P A P A+ = ⇒ = −  
La probabilidad del suceso imposible es cero ( ) 0P φ =  
Para cualquier suceso A, 0 ( ) 1P A≤ ≤  
Para dos sucesos cualesquiera A y B: ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −∪ ∩  
Si los sucesos A1, A2…….,An constituyen una partición de E: 1 2( ) ( ) ...... ( ) 1nP A P A P A+ + + =  
 

6.- Sucesos equiprobables ( Regla de Laplace) 
 
En una experiencia aleatoria en que todos los casos posibles son igualmente probables, la 
probabilidad de un suceso A es : 
 

número de casos favorables( )
número de casos posibles

P A =  

 
¡¡¡ Atención ¡!!!   Para poder aplicar la regla de Laplace es imprescindible que todos los casos 
posibles sean igualmente probables. Esto, que suele suceder en los juegos de azar sencillos no 
es siempre cierto, ni mucho menos. 
 
En el caso del tratamiento médico, el espacio muestral, sólo consta de dos sucesos:  

E = {éxito, fracaso} 
 

Al aplicar la regla de Laplace resultaría: 1( ) ( )
2

P éxito P fracaso= = , lo que manifiestamente es falso como acredita el 

95% de éxito constatado. 
 
 

7.- Probabilidad condicionada 
 

Sean dos sucesos del mismo experimento aleatorio, tales que P(B)> O. Se llama 
probabilidad condicionada de A respecto de B a la probabilidad de que se realice A sabiendo 
que se ha realizado B y se simboliza por P(A/B). 
 
Matemáticamente:  

( )( / )
( )

P A BP A B
P B

=
∩
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El valor P(A/B) se refiere a un suceso ya realizado, por lo que a P(A/B) se le da el nombre de 
probabilidad de B a posteriori de A , en contraposición al valor de P(A) se da el nombre de 
probabilidad a priori de A ,es decir, antes de hacer ninguna prueba y saber si se ha realizado 
o no. 
 De forma similar, probabilidad condicionada de B respecto de A, es la probabilidad 
de que se realice A sabiendo que B ya ha ocurrido. 
 

( )( / )
( )

P A BP B A
P A

=
∩

 

 
Si A y B son sucesos de probabilidad no nula, y despejamos de ambas la probabilidad de la 
intersección, obtenemos: 

( ) ( )· ( / )
( ) ( )· ( / )

P A B P A P B A
P A B P B P A B

=
=

∩
∩

 

 
que recibe el nombre de Teorema de la probabilidad Compuesta ó Teorema de la intersección. 
 
Ejemplo: 
En un instituto, el 60% de los alumnos de COU estudian Matemáticas, y el 80% de los que estudian Matemáticas 
también estudian Física. Se elige al azar un estudiante de COU de dicho Instituto ¿Cuál es la probabilidad de que 
estudie matemáticas y Física? 
 

Sea M el suceso "Estudiar Matemáticas"; F el suceso "estudiar Física"; por el Teorema de la probabilidad 
compuesta: 

 
60 80( ) ( )· ( / ) · 0,48
100 100

P M F P M P F M= = =∩  

 
Por tanto, el 48% de los alumnos de COU de dicho Instituto estudian ambas asignaturas. 
 

Si A y B son dos sucesos incompatibles: ( )( / ) 0
( )

PP A B
P B

φ
= =   

 
8.- Sucesos independientes 

 
Dos sucesos A y B son independientes, si el resultado de uno no influye en el resultado del 
otro. Matemáticamente dos sucesos son independientes: 
 

( )· ( ) ( )P A P B P A B= ∩  
 

De esta definición y del teorema de la probabilidad compuesta, resulta que los sucesos A y B 
son independientes si y sólo si:  

( / ) ( )
( / ) ( )

P A B P A
P B A P B

=
=

 

 
 
Ejemplo: Calcula la probabilidad de que al extraer 3 cartas, con reemplazamiento, de una baraja española, sean todas 
copas. 

Como la carta extraída se vuelve a introducir, los sucesos son independientes y la probabilidad buscada es:  

1 2 3 1 2 1 3 1 2 1 2 3
10 10 10( ) ( )· ( / )· ( / , ) ( )· ( )· ( ) · ·
40 40 40

P C C C P C P C C P C C C P C P C P C= = =∩ ∩  
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Donde Ci denota el suceso salir copas en la extracción número i.  

9.- Cálculo combinatorio  
 

Cuando en la probabilidad de Laplace el número de casos favorables, ó el número de 
casos posibles, o ambos, es muy elevado, es conveniente recurrir al cálculo combinatorio que 
resumimos a continuación: 
 
9.1.- Combinatoria: 
 
Se llama factorial de un número natural x y se representa por x! al producto de x factores 
consecutivos y decrecientes de x hasta 1.  
 

! ·( 1)·( 2)···················1x x x x= − −  
Ejemplos: 
0! =1  por convenio, 1! = 1 ; 2! = 2·1 = 2 ; 3! = 3·2·1= 6  4! = 4·3·2·1 = 24 
 
9.2.- Variaciones ordinarias (sin repetición) 
 
 Variaciones de n elementos tomados de m en m (m<n) son todos los grupos que se 
pueden formar con estas características: 
 

• Un mismo elemento no puede aparecer repetido. 
• Si los elementos se cambian de orden resulta un grupo distinto. 
• Si se sustituye un elemento por otro resulta un grupo distinto. 

 

El número de variaciones sin repetición se calcula mediante: !
( )!

m
n

nV
n m

=
−

 

 
 
Ejemplo: ¿ Cuántas palabras de 3 letras se pueden formar con las cinco letras vocales (tengan o no sentido)?. 
 

Aquí n=5 y m=3, por tanto: 3
5

5! 5! 5·4·3 60
(5 3)! 2!

V = = = =
−

 

  
9.3.- Variaciones con repetición 
 

Variaciones con repetición de n elementos, tornados de m en m, son todos los grupos 
que se pueden formar con estas características: 

 
• Un mismo elemento puede aparecer repetido (Reposición). 
• Si los elementos se cambian de orden resulta un grupo distinto. 
• Si se sustituye un elemento por otro resulta un grupo distinto. 
 

Su número se calcula mediante:  m m
nRV n=  , donde la R indica repetición. 

 
Ejemplo: Si en el ejemplo anterior pudieran repetirse las letras ¿Cuantas palabras se podrían formar? 
  

Aquí n=5 y m=3, por tanto: 3 3
5 5 125RV = =  
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A las Variaciones de n elementos tomados de n en n (n = m) se las llama permutaciones de n 
elementos y su número se calcula mediante: !nP n= . 
 
Ejemplo: ¿ Cuántas palabras de 5 letras pueden formarse con las 5 letras vocales?  P5 = 5! = 5·4·3·2·1 = 120 
 
9.4.- Combinaciones 
 

Combinaciones de n elementos, tomados de m en m ( )m n≤ son todos los grupos que se 
pueden formar con estas características: 

 
• Un mismo elemento no puede aparecer repetido. 
• Si los elementos se cambian de orden resulta el mismo grupo. 
• Si se sustituye un elemento por otro resulta un grupo distinto. 
 

Su número se calcula mediante: !
!( ) !

m
n

nC
m n m

=
−

 

 
Ejemplo: Si en una clase de 40 alumnos queremos formar grupos de 5 sin que importe el orden en que se elige a los 
componentes. ¿Cuántos grupos saldrían?. 
 

5
40

40! 40·49·38·37·36 658008
5!·35! 5·4·3·2·1

C = = =  

 
En la mayoría de los problemas de combinatoria, la dificultad estriba en saber si hay que 
aplicar las fórmulas de variaciones, permutaciones o combinaciones, y para ello este esquema 
nos puede ayudar bastante: 
 

 Determinamos n y m   

  
   

 ¿Es n=m?   
    

Si    No  
 
    

!nP n=  ¿Influye el orden de los elementos? 
(Permutaciones)    

 No  Si 

    
 

 
!

!( ) !
m

n
nC

m n m
=

−
 ¿Pueden repetirse los elementos? 

 (Combinaciones)   
  Si No 

   
  

  m m
nRV n=  !

( )!
m

n
nV

n m
=

−
 

 (Variaciones con Repetición) (Variaciones) 
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10.- Experimentos Compuestos. Diagrama en Árbol: 
 
 Hay una serie de técnicas que ayudan a efectuar recuentos. La más práctica y sencilla 
es el diagrama en árbol, que permite representar de forma clara y ordenada el proceso que se 
sigue al ir contando los diferentes casos que pueden presentarse.  
 
 Para la construcción de tal diagrama se partirá poniendo una rama para cada una de las 
distintas posibilidades, acompañada de su probabilidad. El final de cada rama parcial, 
constituye a su vez un nudo, del cual parten nuevas ramas, según las posibilidades del 
siguiente paso, salvo si el nudo presenta un posible final del experimento (nudo final).  
 
Hay que tener en cuenta: 
 

• En cada nudo, la suma de las probabilidades de todas las ramas que parten de él es 
igual a uno. 

• La probabilidad de cada suceso se calcula multiplicando las probabilidades de cada 
rama. 

 
 
Ejemplo: Un jugador lleva en su bolsillo dos monedas: una moneda con cara y cruz y otra con dos caras. Elige una de 
ellas ala azar y sale cara.  ¿Cuál es la probabilidad de que haya elegido la moneda normal?. 
 
Si representamos las distintas posibilidades en un diagrama en árbol, tenemos: 
 
  Cara P(Normal∩Cara) = 0,5·0,5 = 0,25 
 Moneda Normal   
  Cruz P(Normal∩Cruz) = 0,5·0,5 = 0,25 
Obtención de moneda    
    
 Moneda Trucada Cara P(Trucada∩Cara) = 0,5·1 = 0,5 
 

Así, 
1 1·( ) 12 2( / )

1 1 1( ) 3· ·1
2 2 2

P Normal CaraP Normal Cara
P Cara

= = =
+

∩  

 
11.- Fórmula de Bernouilli en una probabilidad o distribución binomial 

 
Sea un experimento aleatorio en el que se verifican estas hipótesis: 
 

• El resultado de cada prueba pertenece a uno de estos dos sucesos, A ó A . 
• La probabilidad del suceso A es la misma en cada prueba. 
• Los resultados de cada prueba son independientes entre si. 

 
 
Si p es la probabilidad del suceso A en cada sola prueba y q=1-p es la probabilidad del suceso 
A en una sola prueba, la probabilidad de que el suceso A se presente exactamente x veces en 
n pruebas ( y no se presente en las n-x pruebas restantes ) es: 
 
 

( )( ) · 1
n xx n x xn nP x p q p p

x x
−−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Ejemplo : Explica cuál es la fórmula de la probabilidad de que al lanzar 3 monadas bien construidas se obtengan x 
caras. 
 La Fórmula de Bernouilli. 
 
Supongamos ahora que se han lanzado tres monedas bien construidas Se pide 

a) Cuál es la probabilidad de obtener exactamente 1 cara:  
1 2 1 23 1 1 3! 1 1 3( 1)

2 2 1!·2! 2 2 81
P x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
b) ¿Cuál es la probabilidad de obtener 3 caras? 

3 0 1 23 1 1 3! 1 1 1( 3)
2 2 3!·0! 2 2 83

P x
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
c) ¿Cuál es la probabilidad de obtener al menos 2 caras? 

2 1 1 2 0 33 3 31 1 1 1 1 1 3 3 1 7( 2) ( 2) ( 1) ( 0)
2 2 2 2 2 2 8 8 8 82 1 0

P x P x P x P x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≤ = = + = + = = + + = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

O lo que es lo mismo: 1 7(3 ) 1 ( 3) 1
8 8

P caras P x= − = = − =  

 
d) Si sabemos que se ha obtenido un número impar de caras. Cuál es la probabilidad de que el número de caras 

sea 1? 
 

1 2 3 03 31 1 1 1 3 1 4 1( ) ( 1) ( 3)
2 2 2 2 8 8 8 21 3

P impar P x P x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = + = = + = + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
3 1·(1 ) 38 2(1 / )
1( ) 8
2

P cara imparP Cara impar
P impar

= = =
∩  

 
 
12.- ACTIVIDADES 
 
1.- Si A y B son dos sucesos tales que P(A)=0,6 y P(B)=0,7, calcular P(A∪B) y P(A∩B), si 
sabemos que: 4,0)()·( =BAPBAP ∩∪ . 
 
2.- Explica qué significa que dos sucesos A y B sean independientes. Se lanza un dado al aire y 
se consideran los sucesos A “Obtener múltiplo de 3”, B “Obtener número par”. Justificar si 
los sucesos A y B son o no son independientes. 
 
3.- Dos sucesos A y B verifican 3,0)( =BAP ∩ , 4,0)( =AP , 5,0)( =BP . Hallar 

)(  y)( BAPBAP ∩∪ . 
 
4.- En una ciudad hay 55% de mujeres y 45 % de hombres. El 60% de las mujeres y el 40% de 
los hombres padecen dolores de cabeza. 
¿Cuál es la probabilidad de que una persona de esa ciudad sufra dolores de cabeza?. 
 
5.- Sacamos al azar, tres cartas de una baraja española de 40 naipes. Calcular: 

a) La probabilidad de que las tres cartas sean copas. 
b) La probabilidad de que dos de las tres cartas sean ases y una rey. 
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6.- Las tres bolas blancas y las cuatro bolas negras de una urna tienen la misma probabilidad 
de ser extraídas. Se sacan tres bolas sucesivas y con reemplazamiento. 

a) Hallar la probabilidad de que sean las tres del mismo color. 
b) La probabilidad de que aparezcan dos blancas y una negra. 
 

7.- En una reunión se encuentran 4 matrimonios. Se eligen al azar cuatro personas. Calcular las 
siguientes probabilidades dando el resultado en forma de fracción irreducible. 

a) Las cuatro personas son mujeres. 
b) Dos hombres y dos mujeres. 
 

8.- Una urna A contiene 3 bolas numeradas del 1 al 3, y otra B contiene 6 bolas numeradas del 
1 al 6. La urna A tiene el doble de probabilidad de ser elegida que la urna B. Se elige una urna 
al azar y se extrae una bola. 

a) Cual es la probabilidad de que sea una bola con el numero 1. 
b) Si extraída la bola con el numero uno, ¿Cuál es la probabilidad de que sea de la urna 
A?. 
 

9.- En una caja hay seis bolas rojas y cuatro blancas. Se extraen a la vez dos bolas al azar. 
a) Describe el espacio muestral. 
b) Obtener la probabilidad de cada suceso elemental. 

 
10.- Una caja contiene 3 monedas. Una es corriente, otra tiene dos caras y la otra está 
cargada de modo que la probabilidad de obtener cara es 1/3. Se selecciona una moneda al azar 
y se lanza al aire. Hallar la probabilidad de que salga cara. 
 
11.- En una urna hay 5 bolas rojas, 3 bolas negras y dos bolas blancas. Al azar se extrae una 
bola y sin devolverla se extrae otra. 

a) Calcular la probabilidad de que ambas sean del mismo color. 
b) Calcular la probabilidad de que ambas sean de distinto color. 

 
13.- Soluciones: 
 
1.- Si A y B son dos sucesos tales que P(A)=0,6 y P(B)=0,7, calcular P(A∪B) y P(A∩B), si 

sabemos que: 4,0)()·( =BAPBAP ∩∪ . 
 
Tenemos que como A B φ≠∩ , los sucesos son compatibles, por tanto: 
 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −∪ ∩  
Y como  

4,0)()·( =BAPBAP ∩∪  
Entonces: 

0,4( ) 1,3
( )

P A B
P A B

= −∪
∪

    ( )2( ) 1,3 ( ) 0,4 0P A B P A B− + =∪ ∪  

Resolviendo esta ecuación de segundo grado obtenemos: 0,5( )
0,8

P A B
⎧⎪= ⎨
⎪⎩

∪  

 

Y si sustituimos en 4,0)()·( =BAPBAP ∩∪  obtenemos: 0,5( )
0,8

P A B
⎧⎪= ⎨
⎪⎩

∩  
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Como ( ) ( )P A B P A B>∪ ∩  Tenemos que: ( ) 0,8 ( ) 0,5P A B P A B= =∪ ∩   
 

2.- Explica qué significa que dos sucesos A y B sean independientes. Se lanza un dado al 
aire y se consideran los sucesos A “Obtener múltiplo de 3”, B “Obtener número par”. 
Justificar si los sucesos A y B son o no son independientes. 
 
Dos sucesos son independientes si el resultado de uno no influye en el otro. 
 
El espacio muestral es: E={1,2,3,4,5,6},  el suceso A={3,6} y el suceso B={2,4,6} 
 

El suceso }6{=BA ∩   
6
1)( =BAP ∩  

El suceso }6,4,3,2{=BA ∪  
3
2

6
4)( ==BAP ∪  

Por tanto 
3
1)( =AP   y  

2
1)( =BP    

6
1

2
1·

3
1)()·( ==BPAP  

 
Así que los sucesos son independientes porque dos sucesos son independientes si ocurre que:  
 

)()·()( BPAPBAP =∩  
 

3.- Dos sucesos A y B verifican 3,0)( =BAP ∩ , 4,0)( =AP , 5,0)( =BP . Hallar 
)(  y)( BAPBAP ∩∪ . 

 
Tenemos que 3,0)( =BAP ∩  y que 4,0)( =AP , por tanto 6,04,01)(1)( =−=−= APAP  y 

5,05,01)(1)( =−=−= BPBP  
Como son procesos dependientes: 8,03,05,06,0)(-P(B)P(A))( =−+=+= BAPBAP ∩∪  

8,0)( =BAP ∪   y 6,0
5,0
3,0

)(
)()/( ===

BP
BAPBAP ∩  

 
4.- En una ciudad hay 55% de mujeres y 45 % de hombres. El 60% de las mujeres y el 

40% de los hombres padecen dolores de cabeza. 
¿Cuál es la probabilidad de que una persona de esa ciudad sufra dolores de cabeza?. 
Representamos en una tabla: 
 

 Hombres Mujeres Total 
Dolor de Cabeza 18 33 51 

Sin dolor de Cabeza 27 22 49 
 45 55 100 

La probabilidad de que una persona de la cuidad sufra dolor de cabeza es:  51,0
100
51

==DolorP  

También lo podemos calcular como: 

51,0
100
51

100
40·

100
45

100
60·

100
55)()( ==+=+= DolorHombrePDolorMujerPPDolor ∩∩  

 
5.- Sacamos al azar, tres cartas de una baraja española de 40 naipes. Calcular: 

a) La probabilidad de que las tres cartas sean copas. 
b) La probabilidad de que dos de las tres cartas sean ases y una rey. 
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a) En una baraja española hay 10 cartas de copas.  

La Probabilidad de que la primera sea copas es 
40
10 , la probabilidad de que la segunda sea 

copas es: 
39
9 , y la probabilidad de que la tercera también lo sea es: 

38
8  

Si sacamos tres cartas la probabilidad de que las tres sean copas: 10 9 8· · 0,012
40 39 38CopasP = =  

b) En la baraja española hay 4 reyes y 3 ases.  
 
Podemos obtener el suceso A={(R,A,A), (A,R,A), (A,A,R)} 
 
Entonces la probabilidad de obtener 2 Ases y 1 Rey es: 
 

0024,0
38·39·40

48·3
38
4·

39
3·

40
4

38
3·

39
4·

40
4

38
3·

39
4·

40
4)( ==++=AP  

 
6.- Las tres bolas blancas y las cuatro bolas negras de una urna tienen la misma 

probabilidad de ser extraídas. Se sacan tres bolas sucesivas y con reemplazamiento. 
a) Hallar la probabilidad de que sean las tres del mismo color. 
b) La probabilidad de que aparezcan dos blancas y una negra. 

 
a) Tenemos 7 bolas en una urna en la que extraemos las bolas con reemplazamiento. 

 
Vamos a hacer un esquema en árbol: 
 
Sabemos que la probabilidad de que sea blanca es 3/7 y la de que sea negra es 4/7. 
 

    B BBB P = 0,078 
      
   B    
    N BBN P = 0,105 
      
  

B 
    

    B BNB P = 0,105 
      
   

N 
   

    N BNN  
     Reunión      

    B NBB P = 0,105 
   B    
       
    N NBN  
      
  

N 
    

    B NNB  
      
   

N 
   

    N NNN P = 0,187 
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Por tanto la probabilidad de que las tres bolas sean del mismo color es: 
 

265,0187,0078,0)()()( =+=+= NNNPBBBPXXXP  
 

Y la probabilidad de que sean 2 blancas y una negra es: 
 

315,0105,0·3)()()(),2( ==++= NBBPBNBPBBNPNBP  
 

7.- En una reunión se encuentran 4 matrimonios. Se eligen al azar cuatro personas. Calcular 
las siguientes probabilidades dando el resultado en forma de fracción irreducible. 

a) Las cuatro personas son mujeres. 
b) Dos hombres y dos mujeres. 

 
A) Tenemos 4 hombres y 4 mujeres: Si hacemos una árbol: 

 
La Probabilidad de que las 4 sean mujeres es: 
 

0143,0
1680
24

5
1·

6
2·

7
3·

8
4)( ===MMMMP  

 
b) La probabilidad de que sean 2 hombres y dos mujeres es: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 3 4 3 8646 · · · 0,51
8 7 6 5 1680

P XXYY P HHMM P HMMH P HMHM P MMHH P MHHM P MHMH= + + + + + =

= = =
 

 
     H HHHH 
    H   
    M HHHM 
   H  H HHMH 
    M  HHMM 
    M  
  

H 
  H HMHH 

    H   
    M HMHM 
   

M 
 H  

    M  HMMH 
   M HMMM Reunión    H MHHH 

    H   
   H  M MHHM 
     H MHMH 
    M   
    M MHMM 
  

M 
  H MMHH 

    H   
    M MMHM 
   

M 
 H MMMH 

    M   
     M MMMM 
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8.- Una urna A contiene 3 bolas numeradas del 1 al 3, y otra B contiene 6 bolas numeradas 
del 1 al 6. La urna A tiene el doble de probabilidad de ser elegida que la urna B. Se 
elige una urna al azar y se extrae una bola. 
a) Cual es la probabilidad de que sea una bola con el numero 1. 
b) Si extraída la bola con el numero uno, ¿Cuál es la probabilidad de que sea de la urna 
A?. 
 

a) La probabilidad de que la bola sea una bola con el número 1 es: 
 

  1 A1 2 1 2
3 3 9·P = =  

 A 2 A2 2 1 2
3 3 9·P = =  

  3 A3 2 1 2
3 3 9·P = =  

     
Extracción  1 B1 1 1 1

3 6 18·P = =  

  2 B2 1 1 1
3 6 18·P = =  

 3 B3 1 1 1
3 6 18·P = =  

 

B 

4 B4 1 1 1
3 6 18·P = =  

  5 B5 1 1 1
3 6 18·P = =  

  6 B6 1 1 1
3 6 18·P = =  

 
2 1 5(1) 0,28
9 18 18

P = + = =  

B) 

10
(1 ) 54( / 1) 0.83

(1) 5
18

P AP A
P

= = =
∩  

 
9.- En una caja hay seis bolas rojas y cuatro blancas. Se extraen a la vez dos bolas al 

azar. 
a) Describe el espacio muestral. 
b) Obtener la probabilidad de cada suceso elemental. 

 
a) Si extraemos a la vez dos bolas, o son blancas, o son rojas o una blanca y una roja, por 

tanto:  E={BB, RR, RB}. 
 
b) En la urna hay 10 bolas.  
 

4 3( ) · 0,133
10 9

P BB = =  

6 5( ) · 0,33
10 9

P RR = =  

6 4( ) ( ) ( ) 2 · 0,52
10 9

P Roja Blanca P RB P BR− = + = =  

 
10.- Una caja contiene 3 monedas. Una es corriente, otra tiene dos caras y la otra está 

cargada de modo que la probabilidad de obtener cara es 1/3. Se selecciona una moneda 
al azar y se lanza al aire. Hallar la probabilidad de que salga cara. 
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  C P = 1/3·1/2 
 A   
  +  
3 Monedas B C P=1/3·1 
  C P=1/3·1/3 
 C   
  +  

 
1 1 1 1 1 11( ) · ·1 · 0,61
3 2 3 3 3 18

P Cara = + + = =  

 
11.- En una urna hay 5 bolas rojas, 3 bolas negras y dos bolas blancas. Al azar se extrae 

una bola y sin devolverla se extrae otra. 
a) Calcular la probabilidad de que ambas sean del mismo color. 
b) Calcular la probabilidad de que ambas sean de distinto color. 
 

5 4 2 1 3 2 28 14( ) ( ) ( ) ( ) · · · 0,311
10 9 10 9 10 9 90 45

P XX P RR P BB P NN= + + = + + = = =  

 
La probabilidad de que sean de distinto color es el caso contrario a que sean del mismo color: 
 

( ) 1 ( ) 1 0,311 0,688P XY P XX= − = − =  
 

Junio 2000: 
 
Una urna contiene 15 bolas blancas y 10 negras. Se realiza la extracción simultánea de 
dos bolas de la urna. ¿Cuál es la probabilidad de que las dos bolas sean negras? ¿Cuál es 
la probabilidad de que tengan el mismo color?. 
 

P(NN) = 0,15 
 

P(XX) = P(BB) + P(NN)  = 0,35 + 0,15 = 0,50 
 

Septiembre 2000: 
 
Cual es la probabilidad de que en un grupo de 5 personas, nacidas en la misma semana, 
haya dos exactamente que nacieron el jueves. 
 
Utilizaremos la fórmula de la distribución binomial de Bernoulli: 
 

( ) · (1 )x n x x n xn nP X P q P P
x x

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
Tenemos que el numero de aciertos es 2.  (X=2)  y que son 5 personas: 
 
P=1/7  1-P=6/7 

2 3 2 35 5·4( 2) (1 ) (0,14) ·(0,86) 0,12
22

P X P P
⎛ ⎞

= = − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Escogidas 5 personas al azar, ¿Cuál es la probabilidad de que al menos dos de ellas hayan 
nacido en el mismo dia de la semana? 
 
P[Ninguna coincidencia] = 1·P[2ª en dist. dia que la 1ª]·………·P[5ª dist. Día de la 1ª,2ª,3ª y 4ª]= 

6 5 4 3 3601· · · · 0,15
7 7 7 7 2401

= = =  

 
Por tanto P[Alguna coincidencia] = 1- P[Ninguna coincidencia] = 1 - 0,15 = 0,85 

 
Septiembre 2001 & Junio 2003: 

 
Hallar la probabilidad de un suceso, sabiendo que el cuadrado de esta probabilidad 
menos el cuadrado de la del suceso contrario es 0,3. 
 

( )
2 2

22

2 2

( ) ( ) 0,3

( ) 1 ( ) 0,3
( ) 1 ( ) 2 ( ) 0,3

2 ( ) 1,3
1,3( ) 0,65
2

P A P A
P A P A
P A P A P A
P A

P A

− =

− − =

− − + =
=

= =

 

 
 
Septiembre 2002: 

 
En la urna A hay 2 bolas blancas y 3 negras, y en la urna B hay 3 bolas blancas y a 
negras. Una persona elige una urna y extrae una bola. Calcular el valor de a para que la 
probabilidad de que la bola extraída sea blanca sea 0,5. 
 

En la urna B hay 2 bolas blancas.   

1 2 1 1( ) · ·
2 5 2 3 1 2

2 3 1
5 3

2

aP B

a
a

= + =
+

+ =
+
=

 

 
Junio 2004: 

 
Calcular la probabilidad de que un número de 4 cifras, tomadas del 0 al 9, no contenga 
ningún 5. 
 
P(5)=0,1 1-P(5)=0,9 

Probabilidad de ningún cinco: Nº de éxitos = 0:  0 4 44( 0) (1 ) (0,9) 0,65
0

P X P P
⎛ ⎞

= = − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Septiembre 2004 

 
En una caja hay cien bolas, numeradas del 1 al 100. Se extrae una bola. Calcular la 
probabilidad de que el número de la bola extraída sea: 
a) múltiplo de tres. 
b) múltiplo de cinco. 
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c) múltiplo de tres, sabiendo que es múltiplo de cinco. 
 
a) Sea A  el suceso multiplo de 3, A={3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45,48,51,54,57, 
60,63,66,69,72,75,78,81,84,87,90,93,96,99} 
 

33( ) 0,33
100

P A = =  

 
b) Sea B el suceso multiplo de 5 B={5,10,15,20,25,30,35,40,45,50,55,60,65,70,75,80,85,90, 
95,100} 

25( ) 0,25
100

P A = =  

 
C) Calculamos A B =∩ {15,30,45,60,75,90}     ( ) 0,06P A B =∩  

( ) 0,06( / ) 0,24
( ) 0,25

P A BP A B
P B

= = =
∩  

 
Junio 2005 
 

Se lanza un dado dos veces. Calcular las probabilidades de los siguientes sucesos: 
a) Que la suma de las caras sea 3. 
b) Que la suma sea menor o igual que 9. 
a) Para que la suma sea tres, tenemos que obtener 1 en la primera tirada y 2 en la segunda, ó 
2 en la primera tirada y 1 en la segunda. 

1 1 1 1 2 1( 3) · ·
6 6 6 6 36 18

P Suma = = + = =  

b) Para que la suma sea menor o igual que 9: 
 
Tenemos 30 casos en los que la suma de los dos dados es menor o igual  que 9, como la 
probabilidad de cada caso es 1/36. 

1 30( 9) 30· 0,83
36 36

P Suma ≤ = = =  

 
Junio 2007 

 
Se elige al azar un número de 8 cifras, ¿Cuál es la probabilidad de que el número 
elegido presente únicamente cuatro dígitos distintos?. 
 
Casos Posibles: 10 números y usamos 8 con repetición: 8 8

10 10RV =  
 

Casos Favorables: 10 números y usamos 4 sin repetición: 4
10

10! 5040
6!

V = =  

 

Probabilidad de que tenga 4 dígitos: 5
8

5040( ) 5,04·10
10

P A −= =  
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Septiembre 2007 
 
Dados diez puntos del plano tales que no hay 3 alineados, se nombra a cuatro de ellos 
con las letras A,B,C,D. De todos los triángulos que se pueden dibujar con ese conjunto 
de puntos se elige uno. ¿Cuál es la probabilidad de que el triángulo elegido tenga 
rotulado todos sus vértices con letras? 
 

Posibles triángulos con 10 puntos: 3
10

10! 120
3!7 !

C = =  

Posibles triángulos cuyos vértices esten marcados con letras: 3
4

4! 4
3!·1!

C = =  

 

Probabilidad de que los triángulos esten rotulados: 4 1( )
120 30

P A = =  
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