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Tema 1: Funciones, Limites y Continuidad

1.1.- Funcion Real de variable Real: Una funcién numérica de una variable real es una ley que

hace corresponder a cada elemento de un conjunto A un ndmero real. La representaremos de la
siguiente forma:

fi:AcCR->R Eiem IOl:f:[l,B]—)R
x b F(x) F(x)=3x

donde x es la variable independiente y #(x) es la variable dependiente.

Al conjunto A se le llama conjunto de definicién de f o dominio (son los valores de x para los
que la funcién estd definida).

Se llama recorrido de una funcion f, al conjunto de valores que toma la variable dependiente

f(x).

Respecto a un sistema de referencia (0,;\, f ) del plano, el conjunto de puntos M(x,y)del plano tales
que x € A,y =f(x), se llama grdfica o curva de la funcién f .

Y Una funcién, nunca wuelve hacia
M(x.y) atrds, ya que para cada valor de x,
Y Curva de f obtenemos un solo valor de f(x).
A 7
/

e La funcién F: Ac R estd acotada superiormente, si Vx e A,3c e R/ F(x)<c. A los nimeros
¢ que cumplen esta propiedad se les llama mayorantes o cotas superiores de f .

e La funcién 7:Ac R estd acotada inferiormente, si Vx e A, 3ccR/f(x)=c. A los nimeros
¢ que cumplen esta propiedad se les llama minorantes o cotas inferiores de f .

f se dice que f estd acotada si existen cotas superiores e inferiores, 6 3P cR* /Vx e A,|f(x)| <p

Ejemplo 2: Sea f : A+ R definida por 7(x) = x2
e Si A=[02], la funcién estd acotada superiormente: VxeA,ceR/f(x)<4,y ademds, la funcién estd
acotada inferiormente yaque Vx e A3ceR/ F(x) -7
Por tanto la funcién es Acotada, por estar acotada superior e inferiormente.
e Si A=R, la funcién no estd acotada superiormente ya que cualquiera que sea el nimero real M, siempre existe
un x tal que F(x)= x2 > M . Esta funcién si estd acotada inferiormente porque Vx e A,f(x)20.
Por tanto la funcidn no es acotada porque no tiene cotas superiores.
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1.2.- Operaciones con funciones:
OPERACION = NOTACION .  OPERACION  NOTAGION
Suma (fEgx)=f(x) £ g(x) Cociente f flx)
y diferencia € (x) = ()
Producto (fg)x) = fx) g (x) Composicion  (fog)(x) = f(g{x))
(k- f)x) =k f(x) No es conmutativa.

1.2.1.- Composicion de funciones:

Sean f(x) y g(x) dos funciones, componer dos funciones, es aplicar el resultado de una de ellas a

la otra.
( o g)(x) = Flg(x)]: g compuesta con f

(9o F)x)= glf(x)]: f compuestacong

Ejemplo 3: Sean f(x):% y _q()()=x2 -1

-x%+2x
(x -1)?

(g ) = gl =[rexy? 1) (ﬁf i

1 1 1

(fog)(X):fb(X)]:g(X)_1=X2_1_1 T X2

1.3.- Inversa de una funcion:

1.4.-

Dada una funcién f , se define su inversay se representa por f ', como la funcién que verifica:

(f‘l oka)=(fof‘1kx)=x.

. - ) 4 Grdficamente, una funciéh y su
Para calcular la funcion inversa despejamos x en funcion de y. inversa son simétricas respecto de la
Ejemplo 4: Sean 7(x)=2% y su funcién inversa: #1(x)=log,(x) recta y=x R P
¥ /
(F < £ 130) = FlF 0] = Flog, x]- 2927 —x e
(F Lo AYX) = F A =F (2% ) =log, 2* = xlog, 2 = x i
s
//
Funciones elementales de una variable real: //
MODELO - GRAFICA i MODELO  GRAFICA
Polinémica | a,>0 P 4 nimpar- Exponencial {a B y 1
N A WA 1 1z
VARV AR 1~ | |
a,<0 e nimpar Logaritmica I 0<a<t I a=1
/\/\ A \ i
1 NUARN N [
Irracional e / Aimpar / sen x ~ . S
] ’/ T —2:11 - a—l ™ 2
cos x t i tgx : . T : !
AN N2/ L= / / . ’/ .
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e Funciones Polindmicas, son de la forma £(x)=a,x" +a, x" ' +....+ ax +a, y su dominio es R.
a,x"+a, X"+ . +ax+a,

o Funciones Racionales, son de la forma £(x)=-—"— —
bx"+b,  x"" +....+Hhx+b,

menos los valores que anulan el denominador.
e Funciones Irracionales, son del tipo 7(x)= m , siendo su dominio:
e El mismo que el de g(x) sines impar
e El conjunto de valores reales que hagan g(x)>0si n es par
o Funciones exponenciales, son de la forma 7(x)=a’*, cona >0y a# 1, su dominio es el mismo
que el de g(x).

» Funciones logaritmicas, son de la forma 7(x)=log, g(x), con a > 0. Su dominio son los valores

que hacen g(x)>0.
e Funciones circulares: f(x) = senx,f(x) = cos x, sudominio es R.
A partir de estas dos, podemos definir el resto de funciones circulares:

senx
, sec(x) =
cos x cos x

tg(x) = sus dominios son R — {%(2/( +1),k Z}

cos x
ctg(x) =
_q( ) senx

,cosec(x) = L dominios son R —{k7,k € Z|
senx

f(x)six>0

e Funcién Valor Absoluto: f(X)=|X|={ f(x)six <0
- iX<

1.5.- Funciones definidas a trozos:
y . lSi x<0
Decimos que una funcién estd definida a trozos si su e iy :2+1six>0
expresion algebraica depende del intervalo en el que se encuentre _

el nimero real cuya imagen se quiere calcular. A cada trozo llamaremos rama de /a funcion.

1.6.- Limite de una funcion en un punto:

v Se dice que f tiene en el punto x, el limite |, si Iim/ fix)=/ Ejemplo 6: Sea f(x)=3x, calcular el
X—>

.. — L limite de f(x) en el punto x,=2
v" Una forma mds rdpida de calcular este limite es sustituir | |im £(x)= lim 3x = £(2) = 6
x—2 x—2

directamente x por el valor x,.
Iim/ f(x)=7(x,)
X—>

1.6.1.- Limites laterales: Si la funcién estd definida
a trozos, se dice que f tiene limite en un punto x, si existen | Ejemplo 7: Sea £(x) {
los limites laterales y estos coinciden:

3x+1six<0
x% +1six>0

calcular el limite de f(x) en el punto x,=0
lim A(x)=lim3x+1=1
x—0

lim £(x)= lim f(x)=lim f(x)=/ X0 .
_ lim £(x)=0
x>/ X" x>/ lim £(x)= Iimox2 c1=1[ 0 )
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1.6.2.- Calculo de limites:

lim [f(x)+_q(x)]: lim 7(x)+ lim g(x) (Sielresultado ho es o —o)
o SiZeR, lim[aFf(x)]= 4 lim F(x)

o lim[f(x)g(x)]= lim £(x)lim g(x) (Siel resultado no es O-x)

lim 7(x)
o T e | T | xS ; 9 ij
Si )I(t_r)nag(x) #20; )I(IE\a|:_q(X):| ~im 200 (Si el resultado no es 0 =

e Silim £(x)= 0 Iim{ 1 } 1

x—a x—a f(X) - lim f(X) -
. R U I S
* Sifim (=0 X"i“a{f(x)} “limf(x) 0

lim g(x)
e Silim £(x)>0: lim[f(x)F = [ lim f(x)}“" (Si no resulta «© 1% 0%
X—>a X—>a X—>a

1.7 .- Limites en el infinito:

lim f(x)=/

X —>0

lim £(x) =+

Cuando x — =, una funcion puede comportarse de diversas maneras: {
X —>0

1.7.1.- Limite finito:

lim #(x)=/ Podemos conseguir que f(x) esté tan préximo de / como queramos, agrandando x.

X —>0
Operaciones con los limites finitos:

Si lim f(x)=a y lim g(x)=b,se cumplen las siguientes relaciones:
o lim [F(x)+ g(x)]= lim f(x)+ lim g(x)=a+b

. lim [£(x)-g(x)]= lim f(x)- lim g(x)=a-b

. lim [F(x)g(x)]= lim f(x) lim g(x)=ab

o i _xom 4 gipag
g lim gy b
X —>+0

lim g(x)

(f(x))ﬂm:[Xlin:wf(x)}***x _a® Sif(x)>0

lim
X —>+0

o lim 7/f(x) =\/ lim £(x)=%a Sinesimparé nes par pero f(x)>0

X —>+00

. lim [log, 7(x)]=log,[ lim 7(x)]=log,a Sib>0y f(x)>O0.

1.7.2.- Limite infinito

lim f(x)=4 Podemos conseguir que f(x) sea tan grande 6 tan “negativa” como queramos
X —>0

simplemente con hacer x lo suficientemente grande.
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1.7.3.- Funciones equivalentes en un punto:

x—0
Se dice que las funciones f y g son equivalentes en un punto a (a finito, S0 X
+00,~0 ), Si: tg x X
Arcsen x X
lim f(x) -1 Arctg X X
x—a g(x) 1-Cos X | X?/2
e’ -1 X
Si en una expresion figura como factor o divisor una funcion, el limite no variaal | In(1+x) | X
sustituir dicha funcién por otra equivalente. x -1
In (x) X-1
1.7.4.- Cociente de Polinomios: S DS L
* Sip>
ax? +a'xP 1+ . " .p I
[ — =<0 Sip<g
x—+0 bx9 + b x7 " + ... N .
5 SiP=g
1.8.- Calculo de Limites:
Sumas Productss Cocéentes Potencias
_ +) si >0
(b)r()=() | oo>-</>={(_ (S ) e - ()
(+0)+ (+ 0) = (+ ) (me0) si I < (£ 0) (o) - (0)
(—oo)+(/):(—oo) (+OO)-(+OO):(+OO). @:('i‘oo)silio (+oo)(/):(+oo)5i|>0
Caprlo)=(o) | {<+ <) si 1<0 g)w) (ol =(O)sil <0
= (-®)=(+=) (-) si1>0 ) =1 si 120
+o0) _
(O) - S|I>1{(I) =(+=)
(Ew) ©) -0
(+0)
Sio <|<1{(')( )*(O)
1)) = (+e0)

1.9.- Limites indeterminados:

0
Existen 7 fipos de inderterminaciones: - & o € L S

Vamos a explicar como se resuelven algunas de ellas:

Tipo © -
La forma de resolverla es efectuar la operacién y estudiar la expresién resultante. Si
aparecen raices, utilizaremos el conjugado.

Ejemplo 8:

. x2-6 1 . x2-6 X X -6-x . |x+2] b
lim ——— =0 => lim = = lim = lim =—
x-3 x(x-3) x-3 x-3 x(x=3) x(x-3)| x-3 x(x-3) x>3 X 3

Tipo 0/0

Normalmente se da en el cociente de polinomios., para resolverla, tenemos que dividir
numerador y denominador por la raiz que haga cero el denominador. Si aparecen raices utilizaremos
el conjugado.
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. Px) . ARx)x-¢) . AXx)
I = = |
Xlinc Q(X) X'an Ql (X)(X = C) Xlinc‘ Q(X)

Ejemplo 9:

2 2 ‘o _ B
'lm 3/\/2—74=99 'l 3 XZ 4 = 'Im (X+2)(); 2) = 'm )(2 2 =_4
x>-2x°4+2x°+5x+10 0 x>2x°+4+2x°+B5x+10 x->-2(x+2)(x°+5) x>2x°+5 9

o0
Tipo —

o0
Normalmente se da en el cociente de polinomios. La forma de resolverla es comparar los infinitos de
numerador y denominador.

Ejemplo 10:
2 2
. x 7 £ . x L .
Im = - =2 lim —3———> =0 porque el grado del numerador es menor que el del denominador
Xt ¥ | 2 X 0 X+ B LDy

Tipo «-0

. . .z - o0
Esta indeterminacidn la transformaremos en una del tipo —
o0

Tipo 1”

Utilizaremos la " regla del zapato' 6 regla del n° e.  [lim(F(x))?*) = g!m(F)19(x)

X —>+0

X
Sabemos que lim (1+%j =2,7172....=e, pues trataremos de convertir limites con

indeterminacién de este tipo en limites de esta forma.

Ejemplo 11:

2 3x 2 3x 2 3x 2 3x 3x
lim [X 7] -1 lim [X ‘7j b A (ﬂj - [X + St ] — lig (1+ = ]

X —>+o0l XZ +2 X —>+0 )(2 +2 X —>+x )(2 42 X —>+0| )(2 452 )(2 s X =0 X2 12

( -9 ] x212 x212 [ -9 ]
3x| —— || T g
x212 9 = x242 o7 x

1 1 |lm[ > ]3»\’ li ( > J

= lim |1+ = lim |1+ _ oo\ xfi2 B o\ xfi2) | 04

X —>+o0) )(2 12 X >+l XZ +2 - -
-9 -9

Estas y el resto de indeterminaciones las resolveremos mds delante de otra forma, utilizando la
regla de L” Hopital.

1.10.- Continuidad de una funcion en un punto:

Sea f una funcion real definida en un intervalo I, y a un punto de I. Se dice que la funcion #
es continua en el punto csiy solo si existe el limite de f en el punto c y éste es igual a f(c).

Por tanto, una funcién f es continua en el punto c si se cumple:
e La funcidn f estd definida en c, es decir, existe f(c)
e Existe lim #(x)

X—>C

e lim A(x)=7(c)

X—>C
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La funcién f es continua en el punto c si es continua por la derecha y por la izquierda 6 si los

limites laterales coinciden:

X—>C

lim 7(x)= Iim+ f(x)=7(c)

X—>C

Existen cuatro casos de discontinuidad:

f(x) no definida en C

De salto

Evitable

Asintotica

W

Vo

~ rd

¥

1: y = f{x)

La funcidn no esté definida

No coinciden los limites
laterales de la funcién en el

No coincide el limite de la
funcién en el punto C, con el

No existe alguno de los
limites laterales de la

lim £(x)=lim x2+2=6
x—2" x—2

lim £(x)=lim3x-1=2
x—1 x—1

enel punto C punto C. valor de la funcién en el funcién en el punto C.
punto C.
Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo:
. . . ix <
£00) X—2 six#3 %) 3x-1six<?2 %) 3x-1six=1 (%) RNl
X)= . X)= X)= . X)= .
4 six=2 x?+2six>2 4six=1 SenlSIX>0
X
lim A(x)= lim x=0
lim £(x)= Iim23x—1 =5 f1)=4 x>0~ x-0
_ o =
f(3)=2? o lim £(x)= lim sent =i
x—0 X

x—0"

Todas las funciones elementales descritas con anterioridad son continuas en su dominio de

definicién, excepto:

»  Funciones Racionales: Son discontinuas en los puntos que no son del dominio, es decir,
donde Q(x)=0. Las discontinuidades son de tipo asintético o evitables, en ningln caso
pueden ser de salto.

e Funciones Trigonométricas: La tangente, la secante, la cosecante y la cotangente
presentan discontinuidades asintéticas en los puntos que no son de su dominio.

e Funciones a ftrozos: Se debe estudiar la continuidad de cada rama en su dominio, y la
continuidad en el punfo donde cambiamos de rama, donde puede aparecer una

discontinuidad de salto.

1.11.- Propiedades de las funciones continuas:

Sean fy g dos funciones continuas en un punto c, entonces:

v f+ g es una funcién continua en c.
v ¥ es una funcién continua en c.

v L es una funcién continua en ¢, si g(c) =0
g

v |f| es una funcién continua en c.
1.12.- Continuidad en un intervalo:

La funcion f es continua en el intervalo I=(a,b)sies continua en todo punto de (a,b).
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La funcidn es continua en el intervalo I=[a,b]si es continua en todo punto de (a,b), continua
por la derecha en el punto ay continua por la izquierda en el punto b.

v'Las funciones polinomicas son continuas en todo intervalo real.

Las funciones racionales son continuas en un fodo intervalo real donde no aparezcan las
raices del denominador.

Las funciones trigonométricas sen(x), cos(x) son continuas en todo intervalo real.

Las funciones tg(x), sec(x)son continuas en todo intervalo real donde cos(x) # O.

Las funciones ctg(x), cosec(x)son continuas en todo intervalo real donde sen(x) # O.

<\

La funcion exponencial, a* con a > 0 es continua en todo intervalo real.
La funcion logaritmica, log,(x) cona >0 es continua en el intervalo (0,+x)

AN NENEN

1.13.- Teorema de Weiertrass:

Si una funcion es continua en un intervalo I=[a,b], cerrado y acotado, entonces alcanza en él,
al menos una vez su maximo y minimo absolutos.

1.14.- Teorema de los Ceros de Bolzano:

Si una funcién f continua en un intervalo [a,b] cambia de signo, es decir f(a)-f(b)<0, existe al
menos un punto ¢ del intervalo en el que la funcién vale O. +

f continua en [abl. y f(a}f(bX0, > Fce(ab)enelaue f(d=0 | O 7

Geométricamente, el teorema establece que si dos puntos (a,f(a)) y (b,(b)) de la
grdfica de una funcion continua estdn situados en diferentes lados del eje X, O I y
entonces la grdfica corta al eje X en algun punto entre a y b. Por supuesto que /
pueden existir varios puntos de corte con el eje X. /

xe* six<0
Ejemplo 12: Calcular a y b para que la funcion definida por f(x)=1ax+b si 0<x<1 sea continua
1+ xInx si x2>1

La funcién f es una funcién definida a trozos compuesta por tres ramas, la primera rama es el producto de una
polindmica por una exponencial, que es continua, porque las funciones exponenciales y las polindmicas son siempre
continuas, la segunda rama es una funcién polinémica, y por tanto continua, la tercera rama es la composicién de una
polinémica y una logaritmica, que estd bien definida porque x>1, asi que también es continua siempre, por tanto esta
funcién solo puede tener problemas de continuidad en los puntos en los que cambia de rama. O sea en x=0 y x=1.
Estudiemos esos puntos:

3£ (a)
Una funcidn es contihua en un punto x=a si ocurre: {3lim 7/ (x)
Ixiir,‘,f(x) =f(a)
En x=0:
7(0)=0; Iirg\‘ f(x)=56; Iin;\ f(x)=0 = Por tanto para que f sea continua en cero b=0.

En x=1:
fi)=1; Iirrl\’ fix)=1; lirrl\ f(x)=a+b = Por tanto para que f sea continua en uno, a+b=1.

Y para que la funcién sea continua, se han de cumplir las dos condiciones, por tanto f es continua si b=0y a=1.
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1.15.- Ejercicios:

1.- Determinar el valor de a para que: lim (xlxz +ax +1 —X) =2

X —>+0

2.- Calcular:  lim \/;(\/x+a —\/;)

X —>+0

1-cosx
X2

2X+3)X

2x -1

3.- Calcular el limite de la funcién £(x) = ,enel punto 0, enel punto 1y en +x

4.- Calcular el siguiente limite: lim (

X —>+0

X
. (x+3
5.- Calcular el valor de la constante ¢ para que lim (—j =e

X 40 X

X

——— six<0
6.- Estudiar en el cuerpo real la continuidad de la funcién definida por: F(x)=1{e* +1 y A

x>+1si x>0

SeﬂzX
7.- Determinar a y b para que la funcién real f, definida por 7(x)= eyt ocosx si x<0 sea

SGSeTnx+b(x—1) si x>0

continua en la recta real.

x2+1

8.- Probar que la funcién definida por 7(x)=—
x> +7x-8

no es continua en x=1. Indicar que tipo de
discontinuidad presenta.
9.- Usando el teorema de Bolzano, demostrar que la ecuacién x> +x —5=0tiene al menos una
solucion x, tal que 1<x<2.

10.- Sea 7 :[-13] > R, la funcién definida por: (x)= ‘xz - 4‘

a) Es f continua en [1,-3]?
b) Enuncia un teorema en virtud del cual se puede afirmar que la funcidn f alcanza sus extremos
absolutos en el intervalo [-1,3].

11.- Enunciar el teorema de bolzano. Sea la funcién f(X):;(—_:;. Se tiene que f(-3)=4 y f(-1)=-2,

pero la grdfica de f no corta el eje de abcisas en el intervalo [-3,-1]. Razonar si esto contradice el
teorema de Bolzano.

12.- Probar que las grdficas 7(x)=Inx y g(x)=e * se cortan en algin punto del intervalo [1,e].

1.16.- Soluciones:

1. - Determinar el valor de a para que: |im (VXZ +ax +1 —xj =2

X —>+0

Tenemos una indeterminacién del tipo o« —o, por tanto vamos a multiplicar y dividir por el
conjugado:
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2 2
C(recrtx| e tax) o
lim = Jim - 2

X >+ (’X2+GX+1+XJ X—>+oo([X2+aX+1+X) X—)+oo([X2+ax+1+X)

De donde a=4.

2.- Calcular: lim \/7(«/)( +a- \/;)
X —>+0
Como tenemos o - , multiplicamos y dividimos por el conjugado:

i EUFTE ) im (s ax ¥ i WT %JT )

. o x?trax-x? . ax a
= lim ——> = |im =—

X (\/XZ +ax + X) X (\/xz +ax + Xj 2

3. - Calcular el limite de la funcion f(x)= I_C# , en el punto O, en el punto 1 y en +o
X
Enx=0:
lim l-cosx 1
X—0 )(2 2
Enx=1
lim 2=C95X _1_ cost
x—1 X
En x=o0:
lim ]'_Cﬂ =0 ,

X —>+0 ,\/2

porque la funcion 1-cosx es una funcién acotada entre O y 2, y el denominador tiende a +o cuando x
tiende a +o .

2x -1

X —>+0

X
4. - Calcular el siguiente limite:  lim (ZX—JFSJ

Utilizando la regla del “zapato” , tenemos que:

2 3 X lim (2X+3_1}X lim [2)(4—3_1}_)( Jim (2X+3—2X+1}X Jim [4)(]
lim (X—+j — gx—o+ol2x-1 — gxoo\2x-1 — gxo+e 2x-1 = gx ol 2x-1 2

2x -1 -€

X —>+00

X
5. - Calcular el valor de la constante c para que lim (X; 3) =e
X —>+00

Utilizando la regla del “zapato™:

bl lim (ﬂ—l)cx lim [ijcx lim 3¢
lim (X_-’_sj — ex;éroc X — eX;”’ x — ex;+oo — e3f 2 c=

_1
X 3
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X

—— six<0
6. - Estudiar en la continuidad de la funcion definida en R por: f(x)={e* +1 stx

x®+1si x>0

La funcidn f es una funcién definida a trozos compuesta por dos ramas, la primera rama es el
cociente de dos funciones exponenciales, que es continua, porque las funciones exponenciales son
siempre continuas y e* +1 es siempre distinto de cero, la segunda rama es una funcién polinémica, y
por tanto continua, por tanto esta funcién solo puede tener problemas de continuidad en el punto en
el que cambia de rama. O seaq, en x=0. Estudiemos ese punto:

37(0)
La funcidn es continua en el punto x=0 si ocurre: {3 Iim0 f(x)

Alvim)f(x):f(O)

7(0) :%; lim A(x)=1; lim f(x) =% => Por tanto la funcién no es continua en x=0.
x—0" x—0"

Asi que la funcién f(x) es una funcién continua en % {0}, donde presenta una discontinuidad de
salto.

2

sen-x
7.- Determinar a y b para que la funcion real f, definida por f(x)= pe * +Rgosx i x<0
senx ,
3a +b(x-1) si x>0

sea continua en la recta real.

Para que estd funcion sea continua en toda la recta real, tiene que ser continua en todos los
puntos de la recta real, pero vemos que para x=0, la funcidn no estd definida, asi que como no es
continua en x=0, no puede ser continua en toda la recta real, y por tanto no existen ay b que hagan
que esta funcion sea continua.

Pooi|

8- Probar que la funcion definida por f(x)=—5———
X +7x-8

no es continua en x=1. Indicar que tipo

de discontinuidad presenta.

Lo primero es factorizar el denominador, y para ello utilizamos la regla de Ruffini.
x3+7x-8=(x-1)(x?+x+8), por tanto la funcién:

£(x) = 3,\’2+1 _ X22+1

x*+7x-8 (x-D(x°+x+8)

La funcidn no estd definida en x=1, por tanto no es continua, presenta una discontinuidad de segunda
especie, llamada discontinuidad asintotica.

9.- Usando el teorema de Bolzano, demostrar que la ecuacion x* +x-5=0 tiene al menos una
solucion x, tal que 1<x,<2.

El teorema de Bolzano dice que si tenemos una funcion definida en un intervalo [a,b] cerrado
y acotado, en el que la funcién es continua y ademds cambia de signo, entonces esta funcién pasa por
el cero: 3cea,b[/F(c)=0.
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Por tanto si definimos la funcién 7#(x)=x>*+x-5 en el intervalo [1,2], como la funcién es continua

en dicho intervalo por ser polindmica, y ademds: f(1)=-3 y f(2)=5, entonces vemos que cambia de
signo, entonces segun bolzano: 3ce1,2[/£(c)=0.

Por lo que podemos asegurar que la ecuacién x> +x-5=0 tiene al menos una solucién x, tal que
1<x,<2

10- Sea f:[-13]—> R, la funcién definida por: f(x)= ‘XZ - 4‘

a) Es f continua en [-1,3]?
b) Enuncia un teorema en virtud del cual se puede afirmar que la funcion f alcanza sus extremos

absolutos en el intervalo [-1,3].

La funcion f(x) es la composicidn de la funcién valor absoluto y una funcién polinémica, por tanto es
continua porque ambas son continuas y la composicién de funciones también lo es.
Asi que si f es continua en todo R, también lo serd en el intervalo [-1,3].

El teorema que me asegura que una funcién alcanza sus extremos absolutos en un intervalo es el
teorema de Weiertrass: "Una funcién f continua en un intervalo cerrado y acotado [a,b], alcanza en
este intervalo, al menos una vez su maximo y minimo absolutos”.

11- Enunciar el teorema de Bolzano. Sea la funcion f(x)= ;—;; . Se tiene que f(-3)=4 y f(-1)--

12.

2, pero la grdfica de f no corta el eje de abscisas en el intervalo [-3,-1]. Razonar si esto
contradice el teorema de Bolzano.

El teorema de Bolzano dice: "Sea f una funcion definida en un intervalo [a,b] cerrado y
acotado, en el que la funcion es continua y en el que ademds la funcién cambia de signo, entonces
esta funcién pasa por el cero: 3c e Ja,b[/F(c)=0"

No contradice el Teorema de Bolzano, porque este teorema exige que la funcién sea continua en el
intervalo, y esta funcién no es continua en [-3,-1], porque en x=-2 no estd definida, y por tanto no es
continua.

- Probar que las grdficas f(x)=Inx y g(x)=e* se cortan en algin punto del intervalo

[1,e]

Lo que hacemos es crear una nueva funcion A(x)=7(x)—g(x)=Inx-e™, en los puntos donde
h(x)=0, son los puntos en los que las grdficas de las funciones f y g se cortan.

Asi que estudiamos la funcion A(x)=Inx—e ™ en el intervalo [1,e].

La funcién h(x) es un funcién continua por se la diferencia de dos funciones que son continuas en
[1,e]. Veamos si h(x) cambia de signo en este intervalo:

h(l):—l y h(e)=1—ie>0, por tanto vemos que la funcion cambia de signo. Entonces segun el
e e

teorema de Bolzano 3cea,b[/A(c)=0, bien pues si A(c)=7(c)- g(c)=0, entonces ocurre que
f(c) = g(c) .y el punto c es el punto de corte de ambas funciones.
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Tema 2:

Derivadas, Tecnicas de Derivacion

2.1.- Derivada de una funcion en un punto:

Sea la funcion f definida en un entorno x,, decimos que la funcién f es derivable

f(x)-7(x,)

en el punto X, si existe el limite de cuando la funcién tiende a x,.

o

f(x)-7(x,)

X —X,

f derivable en x, & 3 lim

X—Xp

Si la funcién es derivable en x,, al limite anterior se le llama derivada de la funcién f en el

punto X,, y se simboliza por f'(x,) o por (ij ’
ax ),

f(Xa"'h)_f(Xa) e

L F(x)-7(x,)
p m

li
X Xp X —-X,

=i

Ejemplo 1: Hallar la derivada de 7#:R — R definida por £(x)=x? enel punto x,=a

= lim
h—0

e | Lingf(a+/1/?—f(a) a

5

lim(a+h)2_az i a? + h? +2ah - a°

h% +2ah
h h h

=limh+2a=2a
h-0

h—0 h—0

e La funcién f es derivable por la derecha si existe el limite por la derecha de
f(x)-1(x,)

X - X,
simboliza por f'(x,").

cuando la funcion tiende a Xx,. La derivada por la derecha se

e La funcion f es derivable por la izquierda si existe el limite por la izquierda de
f(x)-7(x,)

X - X,
simboliza por f'(x,).

cuando la funcién tiende a x,. La derivada por la izquierda se

Por tanto /a funcion f es derivable en x, si existen los limites por la izquierda y por la
derecha y ambos coinciden.

im (X +h)—1(x,) _

li
h—0" h

im f(x,+h)-F(x,)

|
! h

, oy ooy i Fx,+A)=F(x,)
FO)=Fxp)=F(x) = lim et T200 - Jim

Ejemplo 2: Estudiar la derivabilidad en Oy -1 de la funcién £ : R — R definida por:

senx s/ x>0
flx)-¢ x* s 1<x-0
2x-1 si x<-1
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f(0+A)-F(0)
5 =

lim sen(h) - sen(0) L sen(h) 0
. g UL 18 £(0) % £'(0)
lim (h)? - sen(0) e /172 . l,i"é(/’) 5 f no es derivable en x =0

h0 h h—0

r©)=Jiy

£0)= lm f(0+/7/3—f(0) _

|
=y

(1) = lim

h—0*

Y e
fim 5 Slim-2+h=-2 | pry-f(r)
FELER) AN | 2L m) -1 [2(1) 1] f es derivable en x = -1
h h—0 h

AL+ A) - F(-1) _
p :

r=liy iy 2=

2.2.- Recta tangente a la curva en un punto.

Recta tangente al punto
(Xo.¥0)

El cdlculo de la derivada de una funcion en un
punto a, nos permite escribir la ecuacion de la
recta tangente a la grdfica en el punto de
abscisas a, utilizando la ecuacién punto
pendiente:

Y=Yo=T" (X} (X = Xo)

Curva de f(x)

‘y=m(X—a)+b|

Yo=1f{xo) ------

Donde mes la pendiente de la recta

{mzf'(a)

b la ordenada en el origen.
Y A b= f(a)

Ejemplo 3: Calcular la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) = x? - 2x + 2 en el punto de abscisa x=0.

£(0)=2

= La ecuacién de la recta tangente es: y = 2x-2
£(0)= -2} i Y

2.3.- Relacion entre continuidad y derivabilidad

Una funcién f es derivable en un punto x,, si f es continua en dicho punto.

f derivable en x, =& f continua en x, f no continua en x, = f no derivable en x,

Hay funciones continuas que no son derivables, por ejemplo la funcion valor absoluto, en
general las funciones que tienen picos no son derivables en los picos.

2.4.- Significado grafico de la derivada: Suavidad.

e Una funcién f es continua en un punto, x,, si su grdfica atraviesa dicho punto.

e Una funcién f es derivable en un punto, X,, si su grdfica lo atraviesa con suavidad,
es decir, la grdfica de f no presenta "picos".

e Una funcidn no es derivable:

— En los puntos angulosos.
— En los puntos de tangente vertical.
— En los puntos de discontinuidad.

1I=a Derivada infinita
Punto anguloco (tangente wartical)
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2.5.- Calculo de derivadas:

Si f y g son funciones derivables en a, entonces K-f, f+g, f-g son funciones derivables en a.
(kf) (a)=kf'(a)

(9+F)a)=g'(a)+f'(a)
(F-9) (a)=F'(a) g(a)+f(a)g'(a)

Si ademds g(a) # 0, entonces % y f son derivables en a.
9

1, . g (ij _ F(aygla)-Fla) g'(a)
(fj(") Lo(a)P 7/ Lo(a)

Si g derivable en ay f derivable en g(a) & 7o g es derivable ena
(fo 9)(a)=(flg(a))'=F'[g(a)lg'(a) (Regla de la Cadena)
2.6.- Funcion derivada:

Si una funcién f(x) es derivable en su dominio, es posible definir una nueva funcién que
asocie a cada nimero real del dominio la derivada de la funcion en ese punto.

Esta funcion se llama funcion derivada o simplemente derivada.

f(x+h)-F(x)
h

£6-

Ejemplo 4: Calcular la funcién derivada de f(x) = X*

Fx+ M) —F(X) i X+ A —(x) I X+ ACh+ 6X°H + AXR + B - Xt
h sy h o A 7
= lim 4x° +6X°h +4xh® + h® = 4X°

=i

2.7 .- Derivadas de las funciones elementales:

" L ®=0 = 2 (GO0 = 9'(h00) - K (X)
=01 =2 o= Y
u % (X) = kX! u % (logau)= ﬁ%

d _ 1 m [f(X) - g(X)] = f'(X)yg(X) + f(X)g'(X)
"o (7o n L (£ g00) = F(X)+g'(X)
2 (22 ’

dx \x)” %2 n % (tg(X)) = 1+ 1g%(X), 1/Cos?(X)
[ ] a4 (Sen X) = Cos X d

ax .E(eu):eu_u-

m 7 (Cos X) = -Sen X
ax
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[ % (@) =a"“Inau' | c:’/_x Ctgh u=-u'- Cosech? u
[ a4 (arcSen (u)) = 1 ‘' | a Sechu=-u'-Sechutghu
ax 1-42 ax
d .
- % (arcCos (u) = -1 : o ] o Cosech u = -u'- Cosech u- Ctghu
L . ) U‘l—u | %(UV)=UV(V'-InU+V7Ulj
o (arctg(u)) = o2

-
1+4?

u a’i (arcCtg(u)) =
; o - Ejemplo de derivacion logaritmica:
—(etgl) =+ ctPP W)U = —— =

| 2 sen“u £(x)= x> D In[£(x)]=(@x +1)Inx
=-y'-Cosec u
- d (FHX) = B F'(x) (2x+1)1
dx £ (F(x)) Derivamos: —~~2=2lnx + ———1~
d f(x) X
(] = (sec(X)) = tg (X)-sec (X)
) i O ' 2x +1)1
. % (cosec(X) = ~cotg (X)-cosec(X) Despejamos: f'(x)= f(x)2|nx+—X
d
B — Shu=u'"-Ch
dx u=4 N Sustituimos: ' (x)= XZ"“{ZIn X + %)
d .
] e Chu=u'" Shx
d -m'. 2
ldX‘rhu-u Sech®u

2.8.- Derivabilidad de una funcion en un intervalo:

Decimos que £: }a,b[ — R es una funcién derivable en (a,b), si es derivable en todo
punto x, de (a,b).

Decimos que f:[a,b] — R es una funcién derivable en [a,b], si es derivable en todo

punto x, de (a,b) y es derivable en a por la derechay en b por la izquierda.

2.9.- Derivadas sucesivas:

2
Se llama derivada segunda de f con respecto a x, y se simboliza f"(x) 6 (%] ala
X

derivada de la funcién f'(x).

De forma mds general, se llama derivada n-ésima (o derivada de orden n) de f y se simboliza

por £ 6 (j—f} a la derivada de la funcién .
X

Ejemplo 5: Calcular la derivada tercera de la funcién f(x)=x*

Flx)-4x > Flx)=12x° > £ (x) = 24x
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2.10.- Ejercicios:

1.- A partir de la definicidn de derivada de una funcién en un punto, calcular la derivada de las
funciones f(X)=3X, en x,=1,y g(x)=+/x-5en x,=9.

six=0
2.- Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcion 7(x) =11, e% en x,=0.
0 six=0
3.- Sea k un ndmero real y f una funcidn real definida sobre R, mediante
£(x) = xzsen%+kx si x=0
Osix=0
a) Calcular la derivada de f en el punto x,=0
b) Calcular la funcién derivada
3x+5 si x<-1

4 - Estudiar la derivabilidad de la funcién #(x) =12 si -1<x<1

x% - 3x+1 six>1

3 .
x° —xsix<-1
5.- Calcular a'y b para que la funcion £(x) = ' sea derivable.
ax® + bx six>-1

6.- Calcular las derivadas de las funciones:

£y =X f(x):rgz(xj Fx)=1e X F(x) = (Arcsenx)*s

sen-x 2

7.- Derivar y simplificar:

2
f(x)= ArcfgiJr—i — Arctgx f(x)= {XT - %}Arcseﬂx + % N

8.- Calcular la derivada n-ésima de la funcién #(x)=e?*

9.- Hallar un punto del intervalo [0,1], donde la tangente a la curva F(x)=1+x-x?, sea
paralela al eje de abscisas.

3

10.- Hallar los puntos en los que la tfangente a la curva 7(x) = X?— x?-3x+1 sea:

a) Paralela el eje OX
b) Paralela a la recta: g(x)=5x+3

c) Perpendicular a la recta: A(x)= % +1

11.- Halla el punto de la curva 7(x)=In(1+x%)en el que la tangente es perpendicular a la
tangente ftrazada por el punto de abscisa x=1.
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2.11.- Soluciones:

1.- A partir de la definicion de derivada de una funcion en un punto, calcular la derivada de
las funciones f(X)=3X, en x,=1, y g(x)=+x-5 en x,=9.

(1) =lim

f(x)—f(l) . 3x-3
x-1

f(x) f(9)_I «/ 2_| Jx=5-2 . (Jx=5-2)(Jx-5+2)_

"9) =1
f() le X~>9 X~>9 x-9 X~>9 (X 9)(\//\/ 5+2)

[ — 5 nm—1 -2
X—>9(x NWx-5+2) x>9Jx-5+2 4

six#0
2.- Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcion f(x)=11, e% en x,=0.
0 six=0

Lo primero es estudiar la continuidad:
-\ 0 lim

x—0"

+ o0 1
1+eX lrex

f(0)=0; llm

= % =0, por tanto la funcion es continua en x=0.

Veamos ahora si es derivable:

P
1
mLOISHO) _ i Trex [ N —=0
x—0" X X0 s x—0" Y
l+ex
Vil
1
O oo TS N
x—>0 X x>0~ X x>0~ -
1+ex

Vemos que las derivadas laterales en x=0 no coinciden, por tanto la funcién f(x) no es
derivable en este punto.

Asi que la funcién es continua en cero, pero no es derivable.

3.- Sea k un ndmero real y f una funcion real definida sobre R, mediante

Osix=0

¢) Calcular la derivada de f en el punto x,=0
d) Calcular la funcion derivada

£0x) = {Xzsen%+ kx si x=0

xzseni+kx—0 xzsenl+kx
a) 7(0) = f(X) f(o) _ lim x lim——— X lim xsen+ k= k
x-0 x -0 x-0 X x>0 X
b) 7(x) = szen%w(z cos[%}(;—g}rk sik=0
k six=0
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F(x) = 2xsen% - cos(%j +k sik=0
k six=0
3x+5 si x<-1
4. - Estudiar la derivabilidad de la funcion f(x)=12 si -1<x<1

x2-3x+1 six>1

Para que una funcién sea derivable en un punto, antes ha de ser continua, vemos a
simple vista que la funcidn f(x) es continua en x=-1 porque sus limites laterales coinciden y
ambos coinciden con el valor de la funcion en el x=-1, veamos si es derivable en este punto:

3x+5-2 = 3()(+1):3

A1) = lim T=FED
x—>-1" x+1 x—-1" x+1 xo-1" X+1

Aty = lim T=FED 222 0 0 5 1 determinado.
x—>-1+ x+1 1 x+1l «Srx+1 0

Por tanto la funcidn no es derivable en x=-1

Veamos en x=1, Veamos a simple vista que los limites laterales no coinciden, por la izquierda es
2 y por la derecha es -1, por tanto la funcién no es continua, y por tanto fampoco es derivable
en x=1.

Asi que podemos decir que la funcion no es derivable ni en x=-1, ni en x=1. En los restantes
puntos de R si es continua y derivable, por ser una funcién definida a trozos con tres ramas
ambas polindémicas.

3 .
x°—xsix<-1
5.- Calcular a y b para que la funcion f(x)=1 B sea derivable.
ax +bx six>-1

Como ya sabemos, para que una funcién sea derivable, ha de ser continua, por tanto:
lim F(x)= lim x*-x=0

X e 2 Para que sea continua, a=b
lim f(x)= lim ax“+bx=a-b
x—>-1" x—-17

Veamos si es derivable:

Vamos a calcular las derivadas laterales en x=-1:

3
Aty = lim TX-FED o X mx—avh g XD -0 a2
x—>-1" x+1 x—>-1" x+1 x—>-1" x+1 x—>-1"
2
A1) = lim fF(x)-7(-1) _ lim 9 +tbx-a+b _ lim a(x +D(x -1+ b(x+1) _
x—>-1" x+1 x—>-1" x+1 x—>-1" x+1
lim alx-1)+b=-2a+b
x—>-1"

Y para que sea derivable ambas derivadas han de ser iguales. Por tanto:

Matemdticas Verano 2008 © Ralil 6.M. 19



www.selectividad-cgranada.com

‘ selectividad cgranada
Av.Hassan II - RABAT

a=b ‘
{_ 2a+b=2 2 a=b=-2 Por tanto f es derivable para a=b=-2

6. - Calcular las derivadas de las funciones:

f(x):se):zx g(X)zfgz(gj hx) =1+ x*  I(x)=(Arcsenx)™"”

£ (x) = 3x%(sen’x)— x*2senx cosx 3x°sen’x — x3sen(2x)
sen*x sen'x

sl oo (25w 3)

3
B () = — e = 2
21+ x* 1+x

Para la dltima aplicaremos derivacion logaritmica:

In(L(x))= In(/lrcseﬂ,\’)c052 X S In(I(x)) = Cos’x-In(Arcsenx)

Derivamos:
I(x) = 2-senx-cos x-In(arcsenx) + LA cos® x
I(x) arcsenx \J1— x?
Operamos y despejamos I(x):
2
I'&=10 (x){sean‘ln(af'csenx)Jr 2 g 1 J
arcsenx /1 x?

De donde:

2
I (X) (A/"CSZHX)COS 4 (Seﬂzx."‘(af.csg”x) 4 Cos™ x ! 1 ]

arcsenx \J1_ x?

7.- Derivar y simplificar:

f(x):Arc@r—i—Arcfgx g(x)= [——%J A/"csenx+—\/ -
£(x) = 1 _(1—X)+(1+X)_ 1 1 2 1
_1 1+x) (1-x)? 1+x2 (1-2x+x¥)+(1+2x+x%) (1-x)° 1+x?
+(1_Xj 1-2x + x?
IS SN S U SRR SR
20+ x%) (1-x)? 1+x? 1+x® 1+x?
1-2x + x°
'(x) = xarcsenx + X—Z—l 1 _x? X ( 2x) =
g 2 42 _Xz g */ -
2x% -1 1-x°? x° (2x ~D+(1-x%)-x?
xarcsenx + + - = xarcsenx + = xarcsenx
41— x? 4 41-x? 41— x?
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8. - Calcular la derivada n-ésima de la funcion f(x)=e**

Empezamos calculando la primera derivada:
f'(x)=2e**
Calculamos la segunda:
F'(x)=2e*2=2%e*
Calculamos la tercera:
F''(x)=2%e?*2=2%*"
Por lo tanto cabe esperar que la derivada n-ésima sea:
F(x)=2"e*
Vamos a demostrarlo por induccién:

Sea f”(x)=2"-€*", entonces f"*V(x)=2""-e*, vamos a ver:

f’“‘l)(X) =if”)(/\’) =izn62x - 2/762,\"2 — 2n+1‘22x
ax ax

Por tanto queda demostrado que: |#”(x)=2"-€**

9.- Hallar un punto del intervalo [0,1], donde la tangente a la curva f(x)=1+x-x%,
sea paralela al eje de abscisas.

Si la recta tangente es paralela al eje de abscisas, es porque su pendiente es cero, entonces
en ese punto la derivada es cero:
f'(c)=0
Calculamos la derivada f(x):
f(c)=1=2¢
Y tiene que ser igual a cero.

£(c)=0 > 1-2c=0> c%

Vemos que el punto donde la curva de f(x) tiene una tangente de pendiente cero, o paralela al
eje OX, es en el x=0,5, que por supuesto pertenece al intervalo [0,1].

3
10. - Hallar los puntos en los que la tangente a la curva f(x)= X? -x?-3x+1 sea:

a) Paralela el eje OX
b) Paralela a la recta: g(x)=5x+3

¢) Perpendicular a la recta: h(x)= % +1
a) Silarecta tangente es paralela al eje OX, entonces su pendiente es cero. m=0.

f'(c)=0
F(c)=c®*-2c-3

c=-1

}-) ct-2c-c=0> {
c=3

Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes paralelas al eje Ox en los puntos x=-1y x=3.

b) Si la recta tangente es paralela a otra, entonces su pendiente es la misma que la de
esta otra recta. Por tanto aqui m=5.
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Asi que:
f'(c)=5
F'(c)=c*-2c-3

~4
}-) ¢?-2c-3-53 *-2c-8-0 > {Z— ,

Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes paralelas a la recta y=5x+3 los puntos x=-2 'y
x=4.

c) Si la recta tangente es perpendicular a otra recta, entonces su pendiente es la
opuesta de la inversa, es decir: Si como en este caso la pendiente de la recta es

1 . . ' , . . "
m=3. lo que hacemos es invertirla: m'=3,y después le cambiamos el signo: m''=-3.

Por tanto:
F'(c)=-3

» ) c=0
. ) > c"-2c-3=-3 > c"-2c=0 >
f'(c)=c"-2c-3 c=2
Entonces la curva de f(x) tiene rectas tangentes perpendiculares a la recta §+1 en los

puntos x=0y x=2.

- Halla el punto de la curva f(x) =In(l1+x%)en el que la tangente es perpendicular a la
tangente trazada por el punto de abscisa x=1.

En este ejercicio lo primero es calcular la recta tangente en el punto x=1.

2x

Calculamos f'(1): 7'(x)= 1522

2> ()= % =1, por tanto la pendiente de la recta tfangente en

x=1es m=1.

Como dicen que es perpendicular, la invertimos y le cambiamos el signo: m'= -1
Asi que:

f'(c)=-1 5
, 20+ c 1D 20=1-2> P+2c+1=0> (c+1f =0 > c=-1
FO=1raz) 1€

Entonces la curva de f(x) tiene una recta tangente perpendicular a la recta tangente trazada
en el punto x=1 en el punto de abscisa x=-1.
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Tema 3: Aplicaciones de las Derivadas

3.1.- Crecimiento y decrecimiento de una funcion

Sea f una funcién definida en el intervalo I. Si la funcién f es derivable sobre el intervalo I,
se verifica:

e fescrecienteenI > f(x)>0 vxel

e fesdecrecienteenI 2 f'(x)<0 vxel

e fesconstanteenI 2 f'(x)=0 vxel

e f esestrictamente crecienteenI & f'(x)>0 vxerl

e f esestrictamente decrecienteenI = f'(x)<0 VxeTl

Una funcidn no es siempre creciente nhi siempre decreciente, sino que tiene intervalos en los
que es creciente, e intervalos en los que es decreciente.

5_
Para hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento 5 \ >< j 5
de una funcién f definida en [a,b], hemos de considerar: ' y '
5]
e Losextremos ay b del intervalo y
e Los puntos donde f'(x)=0. e
e Los puntos donde no existe f'(x) -151

Tendremos asi los posibles extremos de los intervalos en los que cambia de sigho f'(x).

3
Ejemplo 1: Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x)= ZX 2
X —
Lo primero que tenemos que hacer es calcular la derivada de f (X)
2 2
f ()= LAZZ) y la igualamos a cero para obtener sus raices:
(x*-4)
x=0
2 2
Fon=212 g 5 xext12)-0 > {x =412
x2 -4
( ) x =12
Dibujamos una linea recta en la que ponemos los puntos que hacen la derivada O, y los puntos donde no estd
definida la derivada, -2 y 2.

f(x)>0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)>0
|

/v—\/1|_2\|2\(|)\+;\+\}§/v

f(x) es creciente en el intervalo (— oo,—\/ﬁ)u (\/1_2,+oo)
f(x) es decreciente en el intervalo (— \/E,—Z)U (-22)u (+ x/ﬁ,+oo)

Simbolizamos con / que la funcidn es creciente, y con \ que es decreciente.
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3.2.- Maximos y Minimos de una funcion.

e La funcién f tiene en el punto x, un mdximo relativo si existe un entorno E de x,
tal que para todo x de E se verifica: f(x) < f(x,).

e La funcidn f tiene en el punto x, un minimo relativo si existe un entorno E de x,
tal que para todo x de E se verifica: f(x) > f(x,).

También podemos decir que:

e La funcion f posee un mdximo relativo en el punto donde cambia de ser creciente a
ser decreciente.

e La funcion f posee un minimo relativo en el punto donde cambia de ser decreciente
a ser creciente.

Si la funcién tiene en x, un mdximo o minimo, se dice que f tiene un extremo en x,, y en ese
punto #'(x,)=0.

e Sila desigualdad f(x) < f(x,) se verifica para todo x € I, la funcidn tiene en x, un
madximo absolutoen I.

e Si la desigualdad f(x) >f(x,) se verifica para todo x € I, la funcién tiene en x, un
minimo absolutoen I.

En el ejemplo anterior:
f(X) tiene un mdximo en x =12 £(—/12) =-343 enel punto (— «/ﬁ,—Sﬁ)
f(X) tiene un minimo en x =412 #(J12) =343 en el punto (\/ES\E)

3.3.- Concavidad y Convexidad:

Sea f una funcién dos veces derivable en un intervalo I, decimos que:

CONVEXA

e La funcién f es convexa si f'(x) >0 &/
COMCAVA

e La funcion f es céncava si f'(x) <0 ﬂ
b

A los puntos donde una funcién cambia de cdncava a

convexa o viceversa se les llama puntos de inflexion, y en y=x)
ellos ocurre que f"(x)=0.
En este ejemplo, la funcién tiene en x = O un punto de i

inflexién.
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En la funcién £(x)= Vamos a calcular ahora los puntos de inflexidn. Para ello trabajamos con la segunda

X
X2

derivada. f''(X) . Calculamos f"(x).

2 2
f'(x)= e i) y la igualamos a cero 7''(x)= e i)

(X2_4)3 (X2_4 0> 8x(x2+12)=0 9 x=0

£(x)<0 (x)>0

A 0 U/

Por tanto, la funcién #(x)=

3
: Tiene un punto de inflexién en el punto (0,0)
X 4

3.4.- TEOREMAS IMPORTANTES:

3.4.1.- Teorema de Rolle:

Sea f una funcion real que cumple las condiciones:
» Estd definiday es continua en [a,b]
* Es derivable en (a,b)
. f(@)= f(b)

entonces existe al menos un punto ¢ € |a, b tal que #'(c) = 0

Geométricamente, quiere decir que si se cumplen todas las propiedades, entonces la curva de f tiene en c una
recta tangente que es paralela al eje OX.

™ e o bvac SN

a C b c b

Ejemplo 3: Comprobar que la funcién f(x) = -x? + 2x + 5 cumple las condiciones de teorema de Rolle en el
intervalo [-1,3] y que efectivamente verifica ese teorema.

La funcidn f(x) es una funcién polinémica y por tanto continua en tfodo R, por tanto continua en [-1,3],
por ser polinémica es derivable en R y por tanto lo es también en (-1,3).
Calculamos f(-1)=2 y calculamos f(3)=2, por tanto cumple las tres propiedades del teorema de Rolle, entonces
tiene que existir un c, del intervalo (-1,3) tal que f'(C)=0.
Calculamos f'(x)=-2x+2 y la igualamos a 0. & x=1. Entonces en el punto x=1, la tangente a la curva es paralela al
eje OX.

Matemdticas Verano 2008 © Rail 6.M. 25



‘ selectividad cgranada ‘ ” ) www.selectividad-cgranada.com
— Av. Hassan Il - RABAT w

3.4.2.- Teorema del Valor medio de Lagrange.
Sea f una funcion real que cumple las condiciones:

* Es continua en [a,b]
* Es derivable en (a,b)

fib)-f
rg= FOIO

Entonces:
Eib)

existe al menos un punto c < la,b[ tal que F'(c) = —f(bb) - Z(a)

Geométricamente, el teorema del valor medio nos dice que entre los puntos
a y b existe un punto c en el que existe una recta tangente a la curva que £(a
es paralela a la recta que une los puntos a y b.

Ejemplo 4: Aplicar el teorema del valor medio a la funcién [0,1] > R , dada por f(x)=x(x-2). Halla el valor de C.

La funcidn es continua y derivable en todo R, por tanto en [a,b]. Calculamos f(0)=0y f(1)=-1.
r6)-7a) _ 4

b-a '
Derivamos: f'(x)= 2x-2 e igualamos a x=-1; encontramos 2x=1. & x =05

Entonces existe ¢ e Ja, b tal que 7'(c) =

3.4.3.- Teorema de Cauchy:
Si f y g son funciones que cumplen las siguientes condiciones:

» Estdn definidas y son continuas en [a,b]
= Son derivables en (a,b)

= g(a)#g(b)

* g/(x) no se anula en ningln punto de (a,b)

fc) _7(b)-f(a)

entonces, existe al menos un punto c¢ < |a, b| tal que — = =
§ LM S e

Ejemplo 5: ¢Se puede aplicar la férmula de Cauchy a las funciones definidas por f(x)=x’y g(x)=x° en el intervalo
[-1,172.

Ambas funciones son continuas en [-1,1]y derivables en (-1,1), y tenemos que g(-1)=-1 no es igual a g(1)=1.
Calculamos g'(x)= 3x?, pero vemos que se anula en x=0, por tanto no podemos aplicar Cauchy.

3.4.4.- Regla de L 'Hopital
Sean f y g dos funciones reales que cumplen las siguientes condiciones:

0 las funciones f y g son derivables en un entorno E del punto a.
o f(a)=g(a)=0

o Existe lim M
x—a g (X)

Entonces se cumple que: lim ) i £

x—a _g(X)  xoa g' (X)
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Si f'(a) = g'(a) = 0, siendo las funciones f'(x) y g'(x) derivables en a, se puede aplicar otra vez
la regla de L'Hdpital, y asi sucesivamente.

, . senx—x
Ejemplo 6: Calcular lim ———
x—0 Tgx — X

0
Este limite es una indeterminacion del tipo 6 , como ambas funciones son derivables en R, y ademds son nulas en

0, podemos aplicar L' Hopital, de forma que:

. senx —x . cosx —1 . 2 cosx-1 . 2 1-cosx
lim = li = lim cos X lim (-cos® x)- =
x—0 fgx - x x»o#_l x—0 1-cos®x x—0 (1-cos x)-(1 +cosx)
cos? x
—cosx -1

T x>0l+cosx 2

De las 7 formas indeterminadas que vimos en el capitulo 8 de funciones y continuidad, la Regla

de L'Hopital solo es aplicable en los casos % e Sin embargo todas las otras

0

indeterminaciones pueden reducirse a estas dos.
Caso Indeterminacion 0-«©

. . /2 . f(x) O
Si lim £f(x)=0 vy lim g(x)=xentonces: lim f(x) g(x)=0w0= lim ——==—, que se puede

X—a X—a X—a X—a 1 0
9(x)
resolver con la regla de L'Hopital.
Caso Indeterminacion « —»
1 1
9(x) f(x)

lim 7(x)= lim g(x)=wx; entonces lim[f(x)-g(x)]=0-x y lim que se
X—a X—a X—a

X—a 1
f(x)g(x)
puede resolver con L'Hépital.

0100

’

Caso de las indeterminaciones: 0°, ©

Para estas utilizaremos: A% =e®"“, de modo que las tfres indeterminaciones se reducen a

formas %,2 , que se pueden resolver mediante la regla de L'Hépital.
o0

3.5.- Optimizacion de Funciones:

Los problemas de optimizacién son una de las aplicaciones mds inmediatas e
interesantes del cdlculo de derivadas. El problema es determinar los extremos relativos
(mdximos 6 minimos) de una funcién.

Procedimiento a la hora de plantear un problema:

a) Expresion de la magnitud que se desea optimizar. (Por ejemplo el drea)

b) Si la expresién a optimizar tiene mds de una variable, relacionarlas mediante las
condiciones del enunciado.
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c) Sustituir en la primera expresién, de forma que esta solo dependa de una variable, y
esta serd la funcion a optimizar f(a).

d) Imponer la condicién de extremo relativo, esto es, primera derivada igual a cero y
despejar la variable a. {f'(a)=0 y calcular valores de a}.

e) Mediante la segunda derivada comprobar si el extremo es mdximo o minimo:

>0 —> aes minimo
>0 — a es mdximo

Si f"(a){

f) Calcular el resto de variables y el valor de la funcién optimizada.

Ejemplo 7: Hallar las dimensiones del mayor rectdngulo inscrito en un tridngulo
isdsceles que tiene por base 10 cm y por altura 15 cm.

La superficie del tridngulo se calcula: S =x-y .

Al tener dos tridngulos semejantes se cumple que: % = 1517;)/ ,de donde: x = @

Sustituimos en la expresién de S, y tenemos: S = @-y = %(15}/ - yz)

Derivamos: S'= %(15 - 2y) e igualamos a cero: 5'=0 < %(15 - Zy) =10 15

De donde obtenemos: y = % yde x = @ , obtenemos el valor de x: x =5

Para ver si es mdximo o minimo, calculamos la segunda derivada: y''= %(—2) = ? <0. ) Y
15 10

Por tanto para que el drea sea mdxima, ha de ocurrir que x =5 e y= >

3.6.- Ejercicios :

1.- Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién #(x)=(x —1)e*
2.- Hallar el conjunto de definicién de la funcidn #(x) =In[(x —=1)(x - 2)]

3.- Demostrar que la ecuacién x*-36x+10=0no puede tener dos raices reales en el
intervalo (-1,2).

4.- Demostrar que la ecuacién x° +x-1=0 tiene exactamente una raiz real entre Oy 1
2

5.- Se considera la funcion £(x)= Estudiar los intervalos de crecimiento,
X

decrecimiento y los extremos relativos.

6.- Encontrar las funciones polindmicas de la forma 7(x)=ax®+bx?+cx+d cuya segunda
derivada sea x-1.

s . -~ . -1
¢Cudles de ellas tienen un minimo relativo en el punto (4?)
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7.- Dada la funcién 7(x)=ax>+bx*+cx+d , Hallar los coeficientes a,b,c,d sabiendo que la

ecuacién de la tangente a la curva en el punto de inflexidn (1,0) es y=-3x+3 y que la funcion
presenta un extremum en el punto de abscisa x=0.

8.- Dada la funcién 7(x)=ax> + bx® +cx +d . Hallar los coeficientes a,b,c,d, sabiendo que la
funcién tiene un maximo en (0,3) un minimo en x=2 y un punto de inflexién en (1,1).

9.- Dada la funcién definida en ]0,+[ #(x)=%x , hallar sus mdximos y minimos.

10.- Estudiar el crecimiento y la concavidad de la funcion £(x)= IHTX

_x?

11.- Estudiar la concavidad de la funcién: #(x) =LeT

NE
12.- Consideremos la funcién la funcién £(x) = x —In(x? +1)
a) Determina sus mdximos, minimos y puntos de inflexién
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
13.- Calcula los siguientes limites:

a) li X — senx b) lim (1—cos,:)-senx ¢) lim fgx — x d)lime —/2\/—1

x=0 X + 5en3x x50 X x>0 X — Senx x>0 x

. x(e* -1) e _x -1 . - 1 1 - 1
e) lim— 2% — =/ lims——=—- limtgx-nx  h) lim —=1 i) lim|ctgx - =
)x»0cosx—5enx+x—1 x-0 2x% - x3 9) PG ) x>0\ senx x ) N X

J) lim

x—1

1
e 1 . 1 1 (37 42x ¥ . 2 )
- iy 2 X2 senx
[ex_e x—l] k) lx'm)(ln(hx) x] ) 'XIQ}J[ > j m) lim(cos2x) n) lim x

fi) lim [%]W

x-0{ x

14 - Halla dos nimeros cuya suma es 20, sabiendo que su producto es mdximo. Sol.: 10,10

15.- Determina dos nldmeros cuya suma sea 24 y tales que el producto del uno por el cubo del
otro sea mdximo. Sol.: 18,6

16.- Descompon 100 en dos sumandos tales que el cuddruplo del primero mds el cuadrado del
segundo sea minimo. Sol.:98, 2

17.- Halla la altura del cono de volumen mdximo que puede inscribirse en una superficie
esférica de radio R. Sol.: x=4R/3

18.- Se quiere vallar una campo rectangular que estd junto a un camino. Si la valla del lado del
camino cuesta 8 euros/my la de los otros 1 euro/m, halla el drea del mayor campo que puede
cercarse con 2880 euros. Sol.:115200m?

19.- De todos los tridngulos isdsceles de 12 cm de perimetro, halla las dimensiones de los
lados del que tenga drea mdxima. Sol.:4,4 4.

21.- Dividir un segmento de 60 cm en dos partes, con la propiedad de que la suma de las dreas
de los tridngulos equildteros construidos sobre ellas sea minima. Sol.: 30cm y 30 cm.

22.- Entre todos los rectdngulos inscritos en una circunferencia de radio 12 cm, calcula las
dimensiones del que tenga drea mdxima. Razona el proceso. Sol.: cuadrado.
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1. - Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x)=(x —1)e*

El dominio de definicién de esta funcion es todo R.
Calculamos la derivada de la funcidn:
Fi(x)=e"+(x-1)e" =e*(x+1-1)=xe*

Igualamos a cero, y calculamos los posibles puntos de cambio monotonia.

F(x)=0=x=0

—00

0

+00

f'(x)

0

+

f(x)

4

Min

M

Por tanto la funcién f(x)
es decreciente en |- »,0]
es creciente en [0,+o0]

2. - Hallar el conjunto de definicion de la funcion f(x)= In[(x -1)(x - 2)]

El conjunto definicion son los valores de la variable independiente x, para los que la variable

independiente f(x) estd bien definida. En este caso los valores que hacen que (x-1)(x-2)>0.

Por tanto (x-1)>0 y (x-2)>0, de donde x > 2

Y (x-1x0y (x-2<0 =2 x <1

Por lo tanto: Dom(f)= | w0 [/]2, oo

Para los intervalos de crecimiento, calculamos su derivada:

: . 2x-3 ! _ 9
f(X)_—(X—l)(X—Z) Fi(x)=0= x=3
3 +o0

—0 1 > 2
fx)| - | AV. 0 AV.| +
f(x) | W | A.V. | NoDefinida | AV. | ¥

3.- Demostrar que la ecuacion x* —36x +10 =0 no puede tener dos raices reales en el
intervalo (-1,2).

Definimos la funcién £(x)=x*-36x +10, como es polindmica su dominio de definicién es

todo R.

Por tanto la funcién f(x)
es decreciente en |-« 1]
es creciente en R +oo

Calculamos su derivada: #'(x)=3x°-36 vy la igualamos a cero:
F(x)=3x2-36=0 x =123
Estos son los posibles puntos donde la derivada cambia de signo, (y donde la funcién f(x)
cambiaria su monotonia) y ninguno de ellos se encuentra dentro del intervalo (-1,2). Por tanto

la funcién f no cambia su monotonia en este intervalo.

1] * nfle 11" o200

Veamos como es la derivada en el O por ejemplo. Vemos que f'(0)=-36, por tanto la funcién es
decreciente en este intervalo.

Entonces la ecuacidh x* -36x+10=0 en el intervalo (-1,2) solo puede tener una solucién,
porque su monotohia ho cambia, y solo podria cortar con el eje OX en un punto.
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4. - Demostrar que la ecuacion x° +x —-1=0 tiene exactamente una raiz real entre O y 1.

Como en el caso anterior, definimos una funcién £(x)=x°+x -1 en el intervalo [0,1], que es
continua por ser polindmica.

Calculamos su derivada e igualamos a cero: 7'(x)=5x*+1, como esta derivada es siempre
positiva, la funcidn es siempre creciente. Vamos a ver si corta al eje.

Aplicamos el teorema de bolzano en el intervalo [0,1], Como f es continua en [0,1] y como

f(0)=-1 y f(1)=1, la funcién cambia de signo en este intervalo, entonces segin Bolzano:
Jce(01)/f(c)=0

Por tanto esta funcién solo corta al eje X una vez por ser siempre creciente, y el punto de
corte c estd en el intervalo (0,1).

Asi que la ecuaciéh x° + x —1 =0 tiene solo una solucién real entre Oy 1. N

2

. .. X . ) .,
5. - Se considera la funcion f(x)= Estudiar los intervalos de crecimiento,

decrecimiento y los extremos relativos.

/".
A

El dominio de definicidn de esta funcién es % - {1}, calculamos su derivada: .~

Py

2x(x-1)-x* x®-2x x(x-2) /./

Fx)= (x-1?  (x-1?% (x- 1
Esta derivada es cero: yd
_ =0 7
- N x(x 122) - {x_z
(1) o Por tanto la funcién f(x)

—0 | O 1 2 | +o es decreciente en [0,1[U]1,2]
fi(x)| + O | - [NMNodefinida | -| O | + es creciente en |- o0,0)/[2,+o0[
£(x) Max | AV 2| Min Mdximo Relativo (0,0)

” 2 Minimo Relativo (2,4)

6. - Encontrar las funciones polinomicas de la forma f(x)=ax®+bx® +cx+d cuya sequnda
derivada sea x-1.

cCudles de ellas tienen un minimo relativo en el punto (4%) .

Calculamos la primera derivada de f(x): 7'(x)=3ax® +2bx +c
Y después calculamos la segunda derivada: 7'(x)=6ax +25b

Igualamos ambas:

1

6

2b-1p-_t
2

ba=1->a-=

bax+2b=x-1= Asi que las funciones cuya segunda derivada es x-1 son

funciones de la forma: #(x)= %X3 —%XZ +ex+d

Si ademds tienen un minimo en el (4%) ,ocurre que £(4) = —% y que 7'(4)=0.
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Por tanto:

F(X)=3ax’ +2bx+c > F(4)=48a+8b+c-0 > f‘(4)=%—%+c:0 > C=-4

F(xX)=ax’+bx* +cx+d > f(4):%—%—16+0’:%1 > d=-11+8+16 = d-13

Por tanto la funcién de la forma #(x)=ax®+ bx* +cx +d cuya derivada segunda sea x-1y

L . -1y
que ademds tienen un minimo en 4,? es:

F(x) =%X3 +—%X2 —4x+13

7.- Dada la funcion f(x)=ax*+bx*+cx+d, Hallar los coeficientes a,b,c,d sabiendo que

la ecuacion de la tangente a la curva en el punto de inflexion (1,0) es y=-3x+3 y que la
funcion presenta un extremum en el punto de abscisa x=0.

F(1)=0 f)=a+b+c+d=0
Si presenta un extremun en x=0 = f'(0)=0 = £'(x)=3ax®*+2bx+c=f(1)=c=0

1) = Ny ‘1) - _
Si (1,0) es punto de inflexién:{f =0 > {f g — Y(URa +25=0

Si en x=1 tiene una  fangente de pendiente m=-3 >  f(1)=-3
D F(x)=3ax* +2bx+c=F (1)=3a+2b+c=-3

Con todas estas ecuaciones, fenemos que:
1) (6a+26=0
) |[a+b+c+d=0
(3) |c=0
(4) |3a+2b+c=-3
De (1)-(3) obtenemos que: 3a=3 = a=1

Sustituyendo en (1) obtenemos b=-3
Y de (2): d=3-1=2
Por tanto la funcidn es F(x)=x*-3x%+2

8.- Dada la funcion f(x)=ax®+bx*+cx +d . Hallar los coeficientes a,b,c,d, sabiendo gue
la funcion tiene un mdximo en (0,3) un minimo en x=2 y un punto de inflexion en (1,1).

Del mdximo en (0,3){7((0) =3 > {f(O) =d=3

F(0)=0 F(x)=3ax42bx+c=7F'(0)=c=0

Del minimoen x=2 2 £'(2)=0 2 F'(x)=3ax’+2bx+c=Ff'(2Q)=ba+4b+c=2
=1 _){f(l):a+b+c+a’:1

(=0 F'(x)=bax+2b=F"'(1)=6a+2b=0

Con todas estas ecuaciones tenemos:

Del punto de inflexién en (1,1) & {
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Q) ([a+b+c+d=1

(2) |[6a+2b=0
3) [c=0
(4) |d=3
De donde:
(2)-2(1)> 4a-6=-2 2 a=1
Y de (2) b=-3

Por tanto la funcién es: F(x)=x*—-3x%+3

www.selectividad-cgranada.com

9. - Dada la funcion definida enl0,+x| 7(x)=%x , hallar sus mdximos y minimos.

Calculamos su derivada, como es una funcion elevada a otra, aplicamos derivacién logaritmica.

1

RRY=2E
Aplicamos logaritmos
1
InF(x)=Inx~ > Inf(x):%lnx

Derivamos:

fx_-t,. .t

f(x) 2 G
Despejamos:

f'(x)=0 < (1-Inx)=0 = Inx=1 > x=e

0 e 400
fe)| - | 0 | +

100 | /| Max | N\

Por tanto la funcién f(x)
es decreciente en [e,+o]
es creciente en [0,e]

10. - Estudiar el crecimiento y la concavidad de la funcion f(x)= MTX

El dominio de esta funcién es J0,+oo|
Calculamos su derivada:

1-Inx

f'(x)=XX2 =—7 P F(=0ex=e

0 e 400
f'(x)| - 0 +

f(x) / Max \

Por tanto la funcién f(x)
es decreciente en [e,+x[
es creciente en [0,¢]

Para estudiar la concavidad y convexidad utilizamos la 2% derivada:

f presenta un mdximo Absoluto en el punto (e,lj

1
f presenta un mdximo Absoluto en el punto (e,eeJ
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1-Inx
XZ
-x-2x(1-Inx) x(-1-2+2lnx) 2Inx-3
4 - X3 - X3

f'(x)=

£ (x) = 2 F'(xX)=0cx=e

Por tanto la funcién f(x)

njw

0 e o es convexa en |:eg,+00|:
Fl -] 0 |+
f(x) | U | PInflexién | N

3
es concava en }O,ez}

f presenta un punto de inflexién en el punto [

11. - Estudiar la concavidad de la funcion: f(x)=——e 2 -

El dominio de esta funcién es todo R.

Calculamos su primera derivada: .

Ahora calculamos su segunda derivada:

3
2
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%2 2 X

1z, x .1
\Ner - Ner

A 2

F'(x)=0= x=+1
- -1 +1 +00
f(x) + 0 : 0 2
f(X) U | PInflexion | [\ | PInflexin | U

Por tanto la funcién es convexa en |- oo,~1]U[1,+oo
Y es céncava en [-1,1]

. : ) 1 1
La funcién presenta puntos de inflexiénen | -1,—— | yen |1, ——
P P ( \2rne ] Y ( \2rne J

12. - Consideremos la funcion la funcion f(x)=x - In(x2 + 1)

a) Determina sus mdximos, minimos y puntos de inflexion
b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

El dominio de definicién de esta funcién es todo R.
Calculamos su derivada: /

f'(x):l—% 3 F(x)=0eox* 2x+1=0e (x-1 =0 x=1
+ /
—oo +1 +o0”
F(x) . | 0 | +

() / S/
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La funcidn es siempre creciente, por tanto no tiene mdximos ni minimos.

Para ver sus puntos de inflexion calculamos la 2% derivada:

2x
x%+1
£ (x) = 2(x +1)-2x2x _ 2x*+2-4x* 2(x*-1)
(x2 +1f (x2 +1f (x® +1)?

F'ix)=0=x2-1=0=>x=+1
Por tanto la funcion presenta sendos puntos de inflexién en los puntos de abscisas x=-1y x=1.

13.- calcula los siguientes limites:

X —senx OLH. l-cosx
a) lim li

Hox+sen3x "0 x>014+3cos3x 4

(1 cosx) senx 0 L (1—cosx)-cosx+senx(5enx) (i cos x —cos® x + sen’x

b) XHO x? O X»O 2X x—0 2x
. cosx+1-2cos’x OLH .  senx +2sen2x
lim 9L iy Senx +esencx _
x—0 2x 0 x-0 2

. fgx-x 0tH . l+fgix -1 tg’x  OtH . 2fgx(l+1g°x) QLH

lim—=—=— = lim = lim = lim—L——Z—~=— =
o) x>0 x —senx 0 x-0 1—cosx Hol cosx 0 x-0 senx 0

lim 2:(1+1g°x)? + 2tgx(2tgx(1+ tg° x)) 2+2tg*x +2tg°x + 4tg’x + Atg*x 2

= lim =2
x—0 CcosS X x>0 cosS X 1
e“"-x-1 0uvH e*-1 0LH, e 1
)XI~>O )(2 O X'[R) 2x O x>0 2 2
e) lim x(e” -1) OLH“m (e -1)+ xe* 9LH|Im 2e” + xe” 12_2

x>0cosx —-senx+x—-1 0 xs0—senx—-cosx+1 O x-0-cosx+senx -1

f) lim Se”X—X—]._OLHI COSX'ese”X—]._OLHI _Seﬂx_esenx+c052x_esenx_l

2T X7 0 A0 Ax-3x7 0 % 4_6x 4

1
Inx O0¢ = " —tg°x OLH

lim #gx-Inx = 0eo = li . |

TR EC M SF W iy x'%—(urgx) XA+ 79%x) O
9) tgx tg°x

—2tgx(1+ tg°x)

T AT g2+ x(2rgx(L+ 1g7x)) 1

. 1 1 . (x —senx OtH . 1-cosx OLH
lim -—|z=0-w=|lim——|=—= lim———mmF—=— =
h) x>0\ senx x x->0\  xsenx 0 x-o0senx+xcosx O
senx O

lim
x-0COS X + COS X — Xsenx 2
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| 1 cosx 1 . (xcosx—-senx) OLH
|mc7‘g ——|=lim ——|=lim/—————" |=— = |lim
l) X x—-0 O
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COS X + Xsenx —Cos X

li
x—0

s senx X xsenx Senx + X cos x
OLHl. Senx + x cos x 0
0 «x-0cosx+cosx—xsenx 2
nm( s J:w—oozlim elx-1)-e"re) Oy,  e-e -
b xl\e’-e x-1 x-l (e -1)(x-1) 0 x1e¥(x-1)+(e”-1)
_ me—e* _QuH im -e* im -1 -1
xsixe* -1 0 xote’ +xe” xstlix 2
k)
1 1+x-1
— L/—/ -
lim|—— L] oo i XA X)) O 14X _ Jim L+ x _
0 In(l+x) x x-0 x-In(1+ x) "0 xo0 X x50 (+x)In(l+x)+x
In(1+x)+-"—
1+x 1+x
X
~ lim Lix _ lim a - ! ~ lim ——
x—>0(1+X)|n(1+X)+X x—>0(1+x)|n(1+x)+x 0 X_)Oln(1+x)+1+1+x «0ln(l+x)+1+1
1+x 1+x
| 3X 12X
N 1 i 11[3X+2X] |‘ 1@
x x \x im —In| ———— im — 7
|In’2)[ '; J —1® =ex—>OX 2 _ gx—0 X eln«/g :\/g
' X X
) ,,,[3 +2 J (3*In3+27In2)
. 2 o+ 2 In3+In2 1 1
lim———~ = lim = =—In6=In62 =In
Xlao X O xlao 3X+2X 2 2 \/_
2
3
3 lim ln(cost)X lim %In(cost) lim 3'"(“’252)()
Ilm(c052x)X =1° = gxo0 = 2 e . =t
—bsen2x —3sen2x
L'H 3 L'H
m) lim 3In(cosZX) 0cr lim _COS2X _ _ |im _COS2X  _ i 3tg2x 0+
X—)O X O x—-0 ZX x—0 X x—-0 X3 O
_ 2
= IimM:_é
x>0 1
o lim InxSemx lim senxInx
Iirrgx‘e'” =0%= lirrz)e'”s —gx 0 — gx 0 =e%=1
1
) lim senxinx = 0= = lim "X 0L jim X __ sen'x 0L sen2x
=AWl HO-COSX x50—-xcosx O x-0-CoSx+xsenx
senx senx
0
:—:0
-1
tgx 1 Yox
Tgx L lim N =% lim gxIn—
Iim(i?j =’ =lime ["ZJ — ex0 [XZJ :eXLnofg " g0 o1
x>0\ X x—0
Ini -2 2 2
2 L'H _
) ||m7‘_qxlni_Ooo—hm X~ -2 lim —X = lim 219 X~ lim 219X
x? x50 1o x50 -1-tg°x x50 x-xtg’x x»0x+xfgx
Tgx tg°x
_QuH Atgx(1+19°x) 0
0 x+01+1'_q x +2tgx(1+1g°x) 1
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Tema 4: Representacion de Funciones

1.- Dominio y recorrido:

Dominio: Valores de x para los que esta definida (existe) f(x)
Recorrido: Valores que toma f(x)

MODELO 017 SGRABIGA'S X i x e ~ MODELO  GRAFICA e
Polinémica | a,>0 P nimpar Exponencial 0<a<1 a>1
\ o/ N/ \L, —j/_
\VARV/ [ | |
a,<0 " nimpar Logaritmica T()<a<1 T a>1
A AVERENING | Vil
Irracional S Almpar V senx i
LN\ /.
j =2r  -m 0_1 g 2n
|
€os x t w3 tgx : ’
‘!15 e /. /)
—3w Lgll .- - - ﬂ‘l
3\/7&-' 3=/ =/ | 5/ =

e Funciones Polindmicas, son de la forma f(x)=a,x" +ax" " +....+a, ;x+a, y sudominio es R.

n n-1
agX" +ax"? +....+a, X +a,
boX" + by X"t + ...+ b 4 x +b,

e Funciones Racionales, son de la forma f(x)= y su dominio es R

menos los valores que anulan el denominador.

e Funciones Irracionales, son del tipo f (x) =% f'(x) , siendo su dominio:
= Elmismo que f(x) sinesimpar
= El conjunto de valores reales que hagan f(x) >0 sin es par

e Funciones exponenciales, son de la forma f(x) =a’™  cona>0y a#1, su dominio es R.

e Funciones logaritmicas, son de la forma f(x) =log, f'(x),cona>0y f'(x)>0

e Funciones circulares: f(x) = senx, f(x)=cosx, sudominio es R.

A partir de estas dos, podemos definir el resto de funciones circulares:

senx 1
, sec(x) =
cos x cos x

tg(x) = sus dominios son R — {%(Zk +1),k e Z}

cos x 1
ctg(x)=———, cosec(x)=
9(x) senx () senx

sus dominios son R — {kﬂ',/( 5 z}

2.- Simetrias:

e Lafuncion F: A~ R esparsi Vxe A f(-x)=f(x) . . -
La curva de toda funcidn par es simétrica respecto del eje OY \/

Matematicas Verano 2008 © Raul.G.M. Pagina 37




.‘ selectividad cgranada ‘ ” i
Av. Hassan II - RABAT w

e Lafuncion F: A~ R esimparsi vxe A f(—x)=-f(x)

La curva de toda funcion impar es simétrica respecto del origen de

Coordenadas (0,0)

3.- Periodicidad:

www.selectividad-cgranada.com

¥

f(x)

-

fixy

e Lafuncién #: A R es periddica, si existe un nimero real T distinto de cero, llamado periodo,

tal que: f(x+T)= f(x)

u
|| — y=ainiz)

¥ i)

4.- Puntos de discontinuidad:

/l B @1 1 EE a8 M O ET 4
an

Son los puntos donde la funcién no es continua.

Una funcion es continua en un punto a cuando se cumple:

4. 1.- Tipos De discontinuidades:

lim f(x) = f(a)

X—>a

lim £(x)= lim f(x) = f(a)

Continua

Existe el limite y coinci-
de con la imagen.

lm £(2) = f(x0)

Evitable

Existe el limite, pero no coin-
cide con la imagen.

flxg) # lim f(x) ER

XXy

De salto

Los limites laterales son
finitos, pero diferentes.

lim_ flx) # lim f(x)

Asintética

Los limites laterales son infi-
nitos.

lim f(x), lim f(x) = *w

X x x = xy

5.- Puntos de corte con los ejes:

Para calcular los puntos de corte de la funcion con el eje x, hacemos f(x) =0 y calculamos las raices.
Luego calculamos f (0), y los puntos de corte son los puntos (O, f(O)).

6.- Ramas infinitas:

6.1.- Asintotas Verticales:

La recta x=a es una asintota vertical de la funcién f(x) si existe alguno de estos limites:

1L-1limf(X)=10 2.—

X—>a

lim f(x)=200 3.— lim f(X) =%
x—>a* x—>a~
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Normalmente las asintotas verticales se hallan en los valores de x que anulan el denominador.

@® 1 €) Y 1
ﬂx)=? flx :m
X 3|7 3 X
X=—3\ “"‘"X=3
x H

6.2.- Asintotas Horizontales:

La recta y=k es una asintota horizontal de la funcién f(x) si existe alguno de los siguientes
limites:
1.— lim f(x)=k

X—>+00

2.— lim f(x)=k

X—>—00

Una funcién tiene como maximo 2 asintotas horizontales correspondientes a cada uno de los limites en
el infinito.

Y =
® Y @ o=y ® 0= 35
o0 = 2 £ =1
x4 +1 +1
fx) =3 f(x)=0 0 oL~
f(x) =1
ol 1 X
6.3.- Asintotas Oblicuas y ramas parabdlicas:
Se estudian solo si lim f(x) = o
X—>to0

e Si lim &) =+ la curva tiene una rama parabdlica en la direccién del eje OY.

X—>%00 X

oo T(X) i ' f ) s

e Si lim —==0 la curva tiene una rama hiperbdlica en la direcciéon OX. (de la forma y = \/;)

X—>%00 X
e silim ¥ _mso y lim [f(x)—mx]=b, la curva tiene la asintota y=mx+b llamada asintota

X—>t0 X X—>100

oblicua.

e Si lim M: m=0y lim [f(x)—mx]=oo, la curva tiene una rama parabdlica en la direccion

X—>t0 X X—>+o0

de la recta y=mx

’ Y \/ ° '
i . — = f(x) = x?.
f0) = Xt T
/ X 4l
//'\ \ x=0 o X
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7 .- Monotonia y Curvatura:

oﬁ X

y=Lx

Crecimiento concavo

Y

.

o1 1 X
Crecimiento convexo

—1 Maximo 1

AN
Minimol R i . Minimo

Y

Monotonia y convexidad

www.selectividad-cgranada.com

Crecimiento Crecimiento Decrecimiento Decrecimiento
convexo céncavo convexo céncavo
fix) = f(x) = +Vx fx) =—x £(x) = -
Y
1. Y 1
‘ : 'x 0 X
i ________ H _1 ________ X
ol 1 X
fx)>0 f(x)>0 f(x)<0 f{x) <0
f“(x) >0 f(x) <0 (%) >0 f(x)<0

Puntos criticos o extremos

Puntos criticos: f'(a) = 0

Punto minimo: f"(a) > 0

Punto maximo: f'(a) <0

f(x)<0 f(x)> 0

"#(a) = 0
0 a X

(a)=0

f(x)<0

Puntos de inflexién

Punto de inflexion: f'(a) = 0

Tangente horizontal: f(a)=0

Tangente oblicua: f{(a)=0

Punto céncavo-convexo: f"’(a) > 0

Y f(x)> 0 Y
-Tangente ' p, — Convexa
(@ =0
X & H tangente
N —
f(x) = S F<0
/0 a X ol/ a X
Punto convexo-céncavo: f"(a) <0
Y
A \‘i f(x)>0
Convexa — pi. Tangente f>0
' i’(a)=0 tangente
0 X v
; : f(x)<0
f(x) == — Céncava '
0 a N\ X 0
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8.- Esguema de para la representacion de funciones:

Propiedades de f(x)

obtenidas directamente Caracterizacion

1 Dominio Valores que puede tomar x
Recorrido Valores que puede tomar y
Regiones graficas
a) Region positiva f(x) = 0 Por encima del eje OX

b) Cortes con el eje OX f(x) = 0 Raices de la funcién

c) Regién negativa f(x) < 0 Por debajo del eje OX

2 | Simetrias

a) Funcion par f(—x) = f(x) Eje de simetria del eje OY
b) Funcién impar f(—x) = —f(x) Centro de simetria el origen
3 | Periodicidad Cf(x + T) = f(x) T periodo minimo
4 | Puntos de discontinuidad lim f(x) # f(a) o lim f(x) # lim f(x)

5 | Ramas infinitas y asintotas

a) Ramas verticales
Asintotas verticales: x = u lim= * = (u=a a’,a)

K

b) Ramas horizontales

Asintotas horizontales: y = k lim =k
c) Ramas oblicuas m o= i f(x) lim
Asintotas oblicuas: y = mx + n m = lim == = lim ()
e R mneR m=0
Fln = lim [f(x) mx]
d) Ramas parabodlicas m = * « Rama similar a la dey = x*
| &) Ramas hiperbolicas m =20 Rama similar a la de y = Vx

Propiedades de f(x) obtenidas

. . C izacion
por las derivadas sucesivas aracterizacié

6 | Monotonia
a) Crecimiento f'(x) > 0, Intervalos de crecimiento

b) Puntos criticos o extremos f(a) = 0y f'(a) > 0 Minimo
f{a) = 0y f'(a) < 0 Maximo

¢) Decrecimiento f'(x) < 0, Intervalos de decrecimiento

7 Curvatura
| a) Convexidad (x) > 0, Intervalos de convexidad

b) Puntos de inflexion f'a) = 0y f"(@) = 0 Codncavo-convexo
fta) = 0y f"(a) < 0 Convexo-cOncavo

¢) Concavidad f(x) < 0, Intervalos de concavidad
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g.- Ejemplo:

X3

2

Representar la funcion f(x) =

1.- Dominio:

La funcion es un cociente de polinomios, por tanto su dominio es el conjunto de los nimeros reales,
menos los valores que anulen el denominador.

X2—4=0 D> x°=4 > x=+2
Df(x)=R- {2,_2}

2.- Simetrias:

) 3
f(—x)= ( ( )é) 2 =— ZX = =—f(x) =>» Por tanto la funcién es impar, es simétrica respecto del origen de
coordenadas.

3.- Periodicidad:
La funciéon f(x) no es periddica.

4.- Puntos de discontinuidad:

Como f(x) es un cociente de polinomios, es una funcion continua excepto donde se anule el
denominador.

lim f(x) = +o0 lim f (x) = +o0
x—>-2" x—>2*

lim f(x)=—o lim f(x) = —oo
X—>-2" X—>2"

La funcion f(x) presenta en x=2 y en x=-2 dos discontinuidades asintéticas.

5.- Puntos de corte con los ejes.

x3 x3

=0 =2
x? -4 x? -4

Calculamos f(0)=0

Hacemos f(x) = =0 2x°=0 & x=0
Por tanto el punto de corte con el eje X y con el eje Y es el (0,0)
6.- Asintotas:

Como hemos visto ya, f(x) presenta en x=2 y en x=-2 dos asintotas verticales.

Como lim f(X)=w vy lim f(x) =—0, no presenta asintotas horizontales, pero si puede presentar

X—>+00 X=>—00

alguna asintota oblicua o rama parabdlica.

o f(x . x3 . X2
Calculamos lim L: lim 3
X=>+0 X X=>+0 X° —4¥X  X—>two X< —4
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3 33
Y ahora calculamos lim [f (x) - x|= Iim{ X —x}: lim {w}:o

X—>00 X—>00] 2 X—>00)

X2 -4

Por tanto f(x) presenta una asintota oblicua en y=x.

7 .- Monotonia y curvatura:

Para ello, lo primero es calcular la derivada de f(x)

, x2(x% -12) . .
f'(x) =————=—= v laigualamos a cero para calcular los extremos relativos:
b - af
x=0
2042
f'(x):wzo S X2(x2-12)=0 D {x=+12
(X - 4)2 _— —«/E

Estudiamos ahora el signo de f'(x) para ver los intervalos de monotonia.

Dibujamos una linea recta en la que ponemos los puntos que hacen la derivada 0, los puntos que hacen
la funcion cero, y los puntos donde no es continua.

£(x)>0 £(x)<0 £(x)<0 £(x)<0 f(x)<0 £(x)>0
|

/—Jll_Z\L\(l)\é\ﬂ}ﬁ/

f(x) es creciente en el intervalo (— oo,—\/ﬁ)u (x/ﬁ,+00)

f(x) es decreciente en el intervalo (— \/E,—Z)u (-2,2)u (+ \/E,+oo)

f(x) tiene un maximo en x= o f(—JE) =-3/3 enel punto (— @,—3«/5)
f(x) tiene un minimo en x = o f(@) =3/3 enel punto (\/ES\@)

Vamos a calcular ahora los puntos de inflexion, donde la curva cambia de céncava a convexa. Para ello
trabajamos con la segunda derivada. f"(x)

8x(x? +12)

2
F'(x)= W y la igualamos a cero 7''(x) = 8x(x” +12)

(]

Obtenemos 1 puntos, vamos a ver donde la funciéon cambia de convexa a céncava.

=0 D 8x(x2+12)=0 > {x=0

(x)<0 (x)>0

7\ 0 —/

Tenemos un punto de inflexion en el punto (0,0)
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8.- Grafica de la funcion:

Con todos los datos que ya tenemos de f (x), lo Unico que nos falta es representarla.

[

&
A
«
il
&
i
’ | ~T A\
Informacién def(x) | | Informacién de f'(x)
:::::.T"**""""‘r::::‘_::::::::::::::::: __________
= Discontinuidades }» ————— ~i ——————————— —: :——i —————————————— ~| Puntos singulares x = asi f'(a) = 0 |-<—
| 1 [Mbimo elativo <= & f(a— 1) >0y fa+ h <0 }«!
l P \ [Minimo relativox = a; /'(a— ) <0y f'(a + h) > 0 ]
- {Asimdtcss =t | 11 [ Puntodeinflexionx = a; f'(a— h)-f'(a+ h) > 0 |
] ] |
= Asintotas | Iv E :' Ir_:: coTTTmT :[ Tabla de variacién {monotonia) |-
g Verticales x = a; lim f(x) = +o° i Do ,: .
e | Informacién de f*(x)
| Horizontalesy = b; lim f(x) = b e
R e
Oblicuasy = mx + n -
Lo I it -{ Extremos relativos x = a si f'(a) = 0 =
m=xli£1;17'n= l.irg (fx) —mx) || Ir Mini Tative 7" ———— ;
eoaz o | inimo relativo f"(a) > 0; Maximo relativo f*(a) <0 |-(—
ol
' Corte con ejes | . | Puntos de inflexién x = asi f"(a) = 0 |-<-
[ T
—blOrdenadas si 0 € Dom (f) - {O,ﬂD})l . | Concava a convexa f"(a — h) > 0y f'(a + h) <0 \
] I
—D-{Abscisasx=a; flay=0 | E :' | Convexa a concava f"(a — h) <0y f"(a+ h) >0 ‘:'
4 [}
Tabladesignos | _ 4o b >| Tabla de concavidad y convexidad res—

OTRO ESOUEMA
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10.- Praoblemas

2_
1.- Estudiar las asintotas de la funcién 7#(x) = ;( 2
2.- De la funcién F(x)= X+L se pide:
: (X _1)2 P '
a) Dominio de Definicién y asintotas.

b) Mdximos y minimos relativos en intervalos de crecimiento y decrecimiento
c) Representacién Grdfica.

3
3.- Estudia y representa grdficamente la siguiente funcién: 7(x) = ’:

-1

4.- Sea la funcién definida por F(x)= X 5
1+x

a) Estudiar las asintotas, las zonas de crecimiento y decrecimiento, los mdximos y minimos
relativos y las zonas de concavidad y convexidad.

b) Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, realiza un esbozo de la grdfica de f.

5.- Dada la funcién £(x)=

1 3
T.Se pide
1+ex

a) Dominio y asintotas. Puntos de corte de la grdfica con las asintotas, si las hay.
b) Crecimiento y decrecimiento.

c) Dibujar la grdfica a partir de los resultados anteriores.

6.- Dada la funcién 7(x)=xInx -1, x>0, se pide:

a) Explicar de forma razonada por qué la ecuacién xInx —-1=0 tiene exactamente una raiz.
b) Representar grdficamente la curva de la funcion f.

7.- Dada la funcién F(x) = %

a) Determinar su dominio de definicién.
b) Calcula sus asintotas

c) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcula sus mdximos y minimos.
d) Dibuja la grdfica de la funcién f.
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11 .- Resolucion de Problemas

x%-3
X -2

1. - Estudiar las asintotas de la funcion f(x)=

Asintotas Verticales:

. ox*-3 1
M2 0
e Xz_ 3 1 La funcién presenta una Asintota Vertical en el punto x=2
X —_

Asintotas Oblicuas o Ramas Infinitas:

2
. X" -3 -~ . X
Como lim = +oo , calculamos el limite lim ()
X400 X — X—>to X
f(x) . x*-3 _ e . .
lim ——== lim ————=1 > m=1 = Ya sabemos que la funcién tiene una asintota oblicua en la

X—oto X x40 X5 —2X
direccién de la recta y=mx+b. Vamos a calcular b haciendo el limite lim [£(x)-mx]:
X >t

2w - (] =
lim [F(x)-mx]= lim X 3_X T X 3-x°+2x ~lim (ZX 3j=2
X0 X 2 ~_2 >

oo X — X >+ x—oto\ X —

Por tanto la funcidn presenta una Asinfota Oblicua en la direccién de la recta y = x +2

2.- De la funcion f(x)=x+ se pide:

- wim
(x -1y
a) Dominio de Definicion y asintotas.

b) Mdximos y minimos relativos en intervalos de crecimiento y decrecimiento

¢) Representacion Grdfica.
Dominio: Dom(f) =R - {1}

Asintotas Verticales:

. 4

hm_x+(X 1)2:1+0+:+oo
! 4 La funcién presenta una Asintota Vertical en el punto x=1
lim x + =1+ —=+0

x—1t (X — 1)2 o

Asintota Horizontal:

lim x + = 40
X >+ X — 4 e H

La funcidn no presenta Asintota Horizontal
lim x + = —0

X —>—0 X—2
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Asintotas Oblicuas o Ramas Infinitas:

. 4 X
Como lim x + 2_+oo calculamos el limite lim f( )

X =10 X — X—>to X

lim === lim 1+ ———— =1 & m=1 = Ya sabemos que la funcidn tiene una asintota oblicua en
X

la direccién de la recta y=mx+b.
Vamos a calcular b haciendo el limite lim [#(x)-mx]:
X >t

XIL"Qw[f(X) -mx]= Jeri\w(X —ﬁ‘ ] - Xlim(ﬁ] =0

Por tanto la funcidn presenta una Asintota Oblicua en la direccién de la recta y = x

Mdximos y minimos:
Para calcular los mdximos y minimos necesitamos la derivada.
Calculamos la derivada:

8()(—1)_1 8

Py ey

Igualamos la derivada a cero para encontrar los posibles extremos relativos:

F)-( o L SO SR g, S

(x-1)° (x-1)°

Creamos una tabla:

Asintota Minimo
Vertical Relativo

Intervalos de Crecimiento: }-o0,1[U (3,40

Intervalos de Decrecimiento: [1,3]

Mdximos y minimos: Minimo relativo en (3,4)

Representacién Grdfica:

1 = xHAffx-1)°2
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3

3.- Estudia y representa grdficamente la siguiente funcion: f(x)= X)Z(

-1
1.- Dominio:_ Dom(f) =R -{-1,1
2.- Simeftrias:
(-x)? x3 . ,
f(—x)z( X7 1= %21 = Por tanto la funcién es impar = simétrica respecto al origen de
coordenadas.

3.- Periodicidad: La funcidn no es periddica.

4.- Continuidad: La funcién es continua en todos los puntos de su dominio, mientras que en los puntos
x=-1y x=1 presenta discontinuidades de segunda especie (Asintéticas).

B.- Puntos de corte con los ejes:
Ejex: f(x)=0=x=0
Ejey: £(0)=0 Corta a los ejes en el (0,0)

6.- Asintotas:

Asintotas Verticales:

oxd -1
lim — 1=0
o X N ) La funcidn presenta una Asintota Vertical en el punto x=-1
X 3
lim =—— =+4©
o1t x2-1 0
: 3 -1
lim +00

Xel_Xz—].:O_i:

; La funcidn presenta una Asintota Vertical en el punto x=1

lim = -
ot x2-1 0°

Asintota Horizontal:

lim z 1 = —00

X La funcién no presenta Asintota Horizontal
lim = +o0

X—o+0 X© —

Asintotas Oblicuas o Ramas Infinitas:

S)
X i 2 X
Como lim — = J_roo}, calculamos el limite lim 7(x)
P | Xoto X
. flx) . x3 _ o , .
lim ——== lim — =1 2 m=1 => Ya sabemos que la funcidn tiene una asintota oblicua en la

Xt X X—oto XU — X

direccién de la recta y=mx+b.
Vamos a calcular b haciendo el limite lim [£(x)-mx]:

. . x3 (X -xP-x . - X
A0 =mx]= JL“L[W - X] - JL’QW(T] - Jim ()0
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Por tanto la funcidn presenta una Asintota Oblicua en la direccién de la recta y = x

7.- Mdximos y minimos:

Para calcular los maximos y minimos necesitamos la derivada.
Calculamos la derivada:

. 3x¥(x*-1)-x*2x 3x*-2x*-3x* x*(x*-3

fi 3D _ _X(x*-3)

(x%-1)? (x%-1)? T (x?-1)?

Tgualamos la derivada a cero para encontrar los posibles extremos relativos:

x=0
x=+3

~ x(x*-3)
S (P -1)°

B

f(x) Mdximo \ Asintota
Relativo Vertical
=

Intervalos de Crecimiento: ]—oo,—/3]U[/3,+oo[

£'(x) =O©x2(x2—3)=0@{

Creamos una tabla:

\ Asintota \
Vertical

Minimo
Relativo

Intervalos de Decrecimiento: [—v3,~1[U]-1,1[UI1,+/3]

Méximo relativo en —(\/5%\/5) y minimo relativo en (ﬁ%ﬁ)

8.- Concavidad y convexidad. Puntos de Inflexidn:

Para ello necesitamos la segunda derivada:

oy X2(x%-3)
f(X)_ (X2_1)2
vy 2x(x%+3) B
f ()()——()(2_1)3 =0 x=0

Por tanto en (0,0) tenemos un punto de inflexion:

- [ eveiw | x| 0 [ - [ eoea |+

Asintota Punto de Asintota
Vertical Inflexidn Vertical
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9.- Representacion Grdfica:

X
2

4.- Sea la funcion definida por f(x)= T

a) Estudiar las asintotas, las zonas de crecimiento y decrecimiento, los mdximos y minimos
relativos y las zonas de concavidad y convexidad.

b) Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, realiza un esbozo de la grdfica
de f.

El dominio de la funcidn es R, por tanto no tiene asintotas verticales.

lim -=0

el x La funcidn presenta una asintota horizontal en y=0.
X

lim >=0

X~>+w1+ X

No presenta asintotas oblicuas ya que lim
xot0] 4 x

# *oo

2

Estudiemos su derivada:
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2 2
Aex)=x@x) _ _1-X . r)-0e1-x2 =00 x=1

A+x22  (l+x2)72°

Fx)= 1+XX2 > f'(x)=

Creamos una tabla:

X
f'(x)
f(x)

L ] ]

- EEN I
Mi / \

] ] ]

Intervalos de Crecimiento: [-1,1]

Intervalos de Decrecimiento: ]—oo,—1JU[1,+o0[

Mdximo Absoluto en [ ;J y minimo absoluto en ( 1 —%]

Para los intervalos de concavidad y convexidad utilizaremos la segunda derivada:

1-x?
& 1+ x? )2
£ () = “2x(1+ X2 —2(1+ x2)2x-(1- x°)  —2x(1+x%)—4x(1-x*) 2x(x*-3)
= 1+ x?)* 0] (1+x2)* = A+ x°)

F'(x)=0ex=0 y x =13

. N
Punto de Punto de

Punto de U
Inflexién BTN Inflexion || Inflexidn

N
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5. - Dada la funcion f(x)=

— ., se pide

1+ex
a) Dominio y asintotas. Puntos de corte de la grdfica con las asintotas, si las hay.
b) Crecimiento y decrecimiento.

¢) Dibujar la grdfica a partir de los resultados anteriores.
Dominio de f; R™.

Asintotas Verticales:

im 1 -1 o
x—0" ” +00
1+le 1 La funcidn no tiene asintota vertical
lim —=-=1
x—>-1" - 1
lrex

Asintota Horizontal:

11
o, Lo 2
1+ le L[ Le funcién presenta Asintota Horizontaleny = 1/2
lim ==
X —>—0 i 2
1+e~

La funcién no presenta asintotas oblicuas.

Calculamos la derivada para estudiar los distintos intervalos de crecimiento y decrecimiento.

L s rm=-x -

T = : =0
l+ex [1+e*J x2(1+e’(J

Por tanto la funcién es siempre creciente, Creciente en ]—o0,0[U]O,+oo[
Creamos una tabla:

f(x) =

X ]
U N
f(x) defi:ida
N
f(x) defi:ida
]

La funcidn no tiene ni mdximos ni minimos relativos.

El dibujo de la grdfica es: - .-~ ——

e
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6.- Dada la funcién f(x)=xInx -1, x>0, se pide:
a) Explicar de forma razonada por qué la ecuacion xInx —-1=0 tiene exactamente una raiz.
b) Representar grdficamente la curva de la funcion f.

Vamos a estudiar la funcidn.

Dominio ]O,+oo[

2
—lim1l= lim—X—— lim1l=-1

x—0" x-0" X x—0"

. . . . Inx . EH
lim xInx -1=lim xInx - lim1= lim —- lim1 = lim -

x—0" x—0* x—0* x—0" x—0* x—0"

X

lim xInx -1 =4

X+

Calculamos su derivada: 7'(x)=Inx+1; igualamos a cero: f'(x)=0<hx=-1< x =é

Creamos una tabla:

N

0 o
foo [ - |
No Min /'
f(x) Definida E Absoluto -

Intervalos de Crecimiento: {l,+oo|:
e

Intervalos de Decrecimiento: }Ol}
e

Minimo absoluto en [l_e_ﬂj
e e

A la pregunta de explicar de forma razonada por qué la ecuacién xInx-1=0 tiene exactamente una

raiz diremos que:

La funcién f es una funcién definida en X>0, vemos que la funcion empieza en -1, y es decreciente
1 - . .

hasta —, en el que hay un minimo absoluto, y a partir de este punto pasa a ser creciente hasta +oo.
e

Por tanto, tenemos una funcién que al principio es negativa, cambia de signo a positiva, que es
continua, y que diverge a +x , entonces corta al eje x una vez sola vez, y la ecuacion solo tiene una
solucién.

T E——— SN L——————————.——— . L—L———.——————————.
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Si dibujamos la grdfica:

7.- Dada la funcion f(x)= Ny
Inx

a) Determinar su dominio de definicion.

b) Calcula sus asintotas

¢) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcula sus mdximos y minimos.
d) Dibyja la grdfica de la funcion f.

Dominio de f: 10,1[UJL, +oo[
Asintotas Verticales:
1

. X
lim 2=~ =

La funcién presenta una Asintota Vertical en el punto x=1

Asintota Horizontal:

X
llm I_ = +00
*>ein g La funcién no presenta Asintota Horizontal

. X
lim—=0
x-0|nx

Asintotas Oblicuas o Ramas Infinitas:

.X ;. . flx
Como lim — = +oo}, calculamos el limite lim 7(x)
X —+0 nX X —>+00 X

. Fflx . X
lim 70 _ jim
X0 X x—+0 XN X

Por tanto la funcidn presenta una Rama hiperbdlica en la direccién del eje OX.

Para los intervalos de crecimiento de la funcidn necesitamos calcular su derivada:
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Inx -1

f(x):lnix-)f'(x)— F'(xX)=0sInx-1=0x=¢

(lnx)

Creamos una tabla:

X

f'(x)

Asintota _ Minimo
f(X) \ Vertical Absoluto

Intervalos de Decrecimiento: ]0,1[ U 1l.e]

Intervalos de Crecimiento: [e,+oo[

Minimo absoluto en (e,e)

La representacién grdfica es:

T E——— SN L——————————.——— . L—L———.——————————.
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Tema V: CALCULO DE INTEGRALES

1.- CONCEPTO DE PRIMITIVA DE UNA FUNCION:

Como hemos visto hasta ahora, la derivacion es una técnica a partir de la cual dada
una funcion cualquiera f(x) podemos calcular su derivada f'(x). Pues bien, ahora vamos a
trabajar el proceso contrario, en el que conocida la derivada de una funcidn f'(x), fratamos de
encontrar la funcion de la que proviene, primitiva, f(x).

Funcién Derivacidn Derivada

v

Flx)=x%+2 f'(x)=2x
Integracion

A

Sean f y F dos funciones definidas en un mismo intervalo de definicién I, decimos
que F(x) es la primitiva de f(x) en el intervalo I siocurre que: £ '(x)=F(x).

F(x) es la funcién primitiva de f(x) < F'(x)=7(x)

57 una funcion tiene una primitiva, entonces tiene infinitas, que se diferencian entre si en una constante.

X2 +7
Ejemplo: La funcién f(x) = 2x tiene por primitivas F(x)=1x° engeneral x%+K
3

Se llama integral indefinida de una funcion f(x) al conjunto formado por todas sus primitivas,
y se representa por:

[Fxyax = Fx)+¢

Se lee integral de f(x) diferencial de x, y donde C es un nimero real cualquiera llamado
constante de integracion.

2.- PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES INDEFINIDAS:

e Laintegral de la suma (diferencia) de dos funciones es igual a la suma (diferencia) de
las integrales de dichas funciones.

JTFC0 £ g0 o = [ £ = [ gl

e La integral del producto de una funcién por una constante 4, es igual a la constante
por la integral de la funcidn.

[k F(x)ax = k[ F(x)ax

(un factor constante puede sacarse fuera de la integral)
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.[#dx = Arcsen [5] =—Arccos (ij
P a a

v X

Tinos Formas
P Simple Compuesta
. Xa+1 fa+1
Potencial (a =-1) jx"a’x = If'-f”dx =
a+1 a+1
Logaritmico jidx:ln‘x‘ J'ia’)(:ln‘f‘
X f
[erd e [e"F (x)ax =
Exponencial Ia"dx —2"Ina J'a“") #1000 - a’™
Ina
Seno [ cos xax = senx [cosff'dx = senf
Coseno [ senxdix = -cos x [ senf £'dx =—cosf
[sec® xdx =1gx [sec®(FYf " dx = 19(f)
Tangente [+ 19°x)ax = tgx [+ 19°(F)IF dx = 1g(F)
1 f'
= dx =
I cos® x dx =1gx j cos?(f) =19(7)
Ica sec? xdx = —cotgx jco sec’(F)f ' dx = —cotg(f)
Cotangente [+ cotg®x)dx = —cotgx i +;o7‘gz(f)]-f'dx = —cotg(f)
Isenzx dx = —cotgx jwdx =—cotg(f)
1 f'
———dx = Arcsen(x)=—Arccos(x ————dx = Arcsen(f ) = -Arccos(f
P J.ﬁ () () '[ﬁ () ()

J'de = Arcsen {ij =—Arc cos[fj
a? _ 2 a

Ja* —f? a

Arco Tangente

1
_[1 7 dx = arctg(x)

1 1 X
-[az +x° o = ;af’ctq(;]

IJ—’CZdX = arctg(f)

K _1 f
jﬁdx - arcfg(aj

Neperiano - Arco fangente

J' Mx +N
ax®+bx +c

/x = neperiano + arco tangente M =0, ax® + bx +¢ irreducible

4.-TECNICAS DE INTEGRACION:

4.1 .- El método de Sustitucion (@ Cambio de Variable)

Se basa en la utilizacién de la regla de la cadena. Consiste en expresar la funcién a
integrar en funcion de otra variable, normalmente t, de modo que la integral resultante sea
inmediata, o por lo menos mds sencilla.

Para hallar una primitiva de jf(x)a’x, haremos el siguiente cambio de variable: x = g(t),

después diferenciamos en ambas partes: dx = g'(#)-dt y sustituimos en la primitiva, de forma
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que la primitiva quedard:
[F(x)ax = [F] g1 ]g'(+)d?

Tras hallar el miembro de la derecha en funcién de 7, se deshace el cambio de variable y asi
obtenemos la integral buscada; es decir traducimos el resultado en términos de x.

Ejemplo 1: Caleular [(x +3)"dx .

Hacemos: (x+3)=v,deaqui, x=u-3 & dx=du , sustituyendo:

[(x+3)ax = [u"du :—u +K = —(x +3)"+K

Este método se suele utilizar en funciones que tienen raices (Radicalarias).

Ejemplo 2: Calcular f xV1-xdx .

Hacemos: (1-x)=v,deaqui, x=1-v = dx =-du , sustituyendo:

1 1 5 1 5 3 5
[xV1=xdx = [(1-v)v(-dv) = ~[v? ~vPdu = ~[vPdu + [vPdu = —%uz “ %uz +K =(1-x)W1- x-[%(l —x)- g] _
e [ =i 4) K

4.2.- Integracion por simple inspeccion:

Dos sencillas formulas nos capacitan para hallar primitivas de forma casi inmediata. La
primera es:

[ GG o = ——[g)F " +K | conr -1

. . (Inx)?
Ejemplo 3: Calcular ITdX

. , X (Inx) 1 . 1 .
Utilizando la férmula anterior: J.idx = j—(lnx) dx==(Inx) +K
X X 3

La segunda férmula de integracién rdpida es: I g )a’X =In|g(x)|+ K

2
Ejemplo 4: Calcular J‘X;\/ 5a’x

Utilizando la férmula anterior:

I%dx: I*a’x——ln‘x -5+

4._3.- Integracion por Descomposicion:

Consiste en descomponer una funcién f(x) de la forma: fi(x)+fo(x)+.......+fs(x), de
forma que descomponemos una integral en muchas que se resuelven mds fdcilmente.

j £(x)dx = j £(x)dx + jfz(x)dx I + j £ (x)dx
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Ejemplo 5: Calcular _[ (senx + cos x)2dx

[(senx + cos xYdx = [(sen’x + cos® x + 2senx cos x)dx = [(sen’x + cos® x)dx +

Utilizando este método: 1
+J. 2senx cos xax = J.lo’x + J'sen2x~a’x =X - Ecos 2x +K

4.4.- Integracion por Partes:

Este método se suele utilizar cuando tenemos producto de funciones, y lo que hacemos
es separar la integral en dos partes, mediante la formula de integracion por partes:

Iu-dv =uv-— J v-au

La mecdnica que se sigue para integrar con este método es la siguiente: Si tenemos que
calcularj.f(x)-g(x)dx, hacemos wv=F(x) y dv=g(x)dx; calculamos du=F'(x) vy

v= jg(x)-a’x , Y después sustituimos cada una de ellas en la férmula de integracién por
partes. ju-dv =uv- J‘v-a’u
Para recordar la férmula de la integracién por partes, existe una regla nemotécnica: “un dia vi una vaca vestida de uniforme "

e Alahoradeelegir v y dv, hemos de tener en cuenta dos cosas:

v" La parte escogida como dv ha de ser fdcil de integrar.
v J.v-du no debe ser mds complicada de integrar que J-u-a’v

A = Funciones Arco (Arcsen, Arccos, Arctg.) | Para facilitar las cosas a la hora de elegir v,

L= Funciones logaritmicas. (log,, log, In) utilizaremos la r‘egla ALPES.
P = Funciones polinémicas.

E = Funciones exponenciales (a*, e*) ; ] ) .
S = Funciones trigonométricas (Sen, Cos, tg..) | El orden de preferencia al elegir quien es la funcidn

u es de izquierda a derecha:
A>L>P>E>S

Ejemplo 6: Calcular J'X”-Inxdx

Hacemos uv=Inx av=x"
n+1
a’u:i ,
X n+1
Aplicamos la regla de integracién por partes:
Xﬂ+1 Xn+1 1 Xn+1 1 Xm»l 1 Xn+1 Xn+1 1
X' Inxdx =—Inx - | =——dx = Inx ——— | x"dx = Inx-——— = Inx-—|[+K
J. n+1 J./I+1X n+1 n+1I n+1 n+ln+l n+l n+1

A veces serd necesario repetir este método varias veces. ¢Cudndo?, Si tenemos:

e Producto de un polinomio por una exponencial. (x"e*)

e Producto de un polinomio por seno o coseno. (x"cosx, x"senx)
e Producto de un polinomio por In. (x™Inx)

e Producto de una exponencial por sen 6 cos (e*senx, e*cosx)
e Las funciones circulares inversas.
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4.5.- Integracion de funciones Racionales.

Para el cdlculo de integrales de la forma J.Qa’x donde P(x) y Q(x) son polinomios enteros

Q(x)
en x con coeficientes reales, lo que haremos es descomponer el polinomio Q(x) en suma de
fracciones simples de la forma (ax + b).

e Sigrado P(x) > grado Q(x), antes de descomponer, efectuamos la divisién euclidea:

P(x) _ Clx)+ R(x)
Qlx) Q(x)

e Sigrado P(x) < grado Q(x), no es necesario hacer divisién euclidea y directamente
pasamos a factorizar el polinomio Q(x).

Factorizamos el polinomio Q(x), y una vez descompuesto Q(x) en sus raices, se pueden
presentar varios casos:
4.5.1.- Caso I: Factores lineales distintos.

A cada factor lineal ax+b que aparezca una sola vez en el denominador de una funcién racional

propia le corresponde una sola fraccién de la forma:

, donde A es una constante que
ax +

habrad que determinar.

ax
Ejemplo 7: Calcular J. 24
X 4
Factorizamos el denominador x? -4 = (x +2)(x -2)
Descomponemos:
1 A . B
X -4 x+2 x-2

= Calculamos las constantes Ay B:

1=A(x-2)+B(x +2) @)
1=(A+B)x +(2A-2B) )

a) Por comparacién: A+B=0 y 2A-2B-1
De donde:
1 -1
A= Z Y B= T

b) O directamente sustituyendo x=2 y x=-2 en la ecuacion (1).
1=44 1 -1
> A== B——
1--48 4 Y 4

Por cualquiera de los dos métodos, tenemos:
1 1/4 1/4
X2 4 x 2 x:?

Entonces:
x-2
+2

ax d 1 :
Ix -4 4 X — 2 "4 X-):Z_Zln‘x_z‘—zln‘X+2‘+K=zln

‘+K
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4.5.2.- Caso II: Factores lineales Repetidos.

A cada factor ax+b que aparezca n veces en el denominador de una funcién racional
propia le corresponde una suma de n fracciones simples de la forma:

A A A 4,

ax b (@i by (@ by

Donde A, son constantes que habrd que determinar.

4 3
Ejemplo 8: Calcular I %d\/

Como el grado de arriba es mayor que el de abajo, primero dividimos:

xt-xP-x-1_ x+1 x+1
x:—x? x* - x° x%(x-1)
Descomponemos:

2"’7”1 s Bz +—¢ 3> Calculamos las constantes A B y C:
x*(x-1) x x* x-1

X +1=Ax(x -1)+B(x -1)+cx?
Sustituyendo x=0 obtenemos:
1=-B = B=-1
Sustituyendo x=1, obtenemos:
2=C
Y sustituyendo x=2, (elegimos el 2 al azar), obtenemos:
3=2A+B+4C > A=-2.
De modo que nos queda:
j%x :J'x‘dx+2_[c//¥—x+j%— % :%X2 +2ln‘x“%-2ln‘xfl‘+,(’:%x2 —%+2ln x)i

1+K

4.5.3.- Caso llI: Factores cuadraticos distintos:

A cada factor cuadrdtico irreducible ax’+bx+c que aparezca una sola vez en el
denominador de una funcidn racional le corresponde una sola fraccién simple de la forma:
Ax+B
ax® +bx +c
Donde Ay B son constantes a determinar.

. X+ xP+x+1
Ejemplo 9: Calcular I mdx
Factorizamos x* +3x% +2 = (x% +1)(x* +2)
Descomponemos:
X+xP+x+1 Ax+B Cx+D
x*43x7+2  x*+1 x?+2

X +3x2+2=(Ax + B)(x? +2) +(Cx + D)(x? +1)

= Calculamos las constantes AB,Cy D:

De donde A+C=1; B+D=1, 2A+C=1y 2B+D=2, que resolviendo nos da: A=0, B=1, C=1y D=0.
Entonces:

Xt xl ax xadx 1
= =arctgx +=In|x* + 2|+ K
eIt ¥ +5inpe +2

Matemdticas Verano 2010 © Radl 6.M. 61



Q http://selectividad.intergranada.com
Selectividad

4.5.4.- Factores cuadraticos repetidos.

A cada factor cuadrdtico irreducible ax?+bx+c que aparezca n veces en el

denominador de una funcién racional propia le corresponde una suma de n fracciones simples
de la forma:

AX+8  Ax+8 Ax + B
ax® +bx +c (a,\/2+b)(+c)2

(a)(2 +bx + c)3
Donde A; y B; son constantes a determinar:

® X' t4x 4x° 8¢ 4

. . X

Ejemplo 10: Calcular | T2y dx

Descomponemos:

X°—x"+4x° - 4x* +8x-4 Ax+B Cx+D Ex+F .
1) S 1) i+ 1) = Calculamos las constantes AB,C,DEy F:

X x4+ 4X° —AxP 4 Bx -4 =(Ax + B)Y(x* + 2 +(Cx + D) x* +2)+ Ex + F =
Ax® + Bx* + (AA+C)x* + (4B +D)X* +(AA+2C + E)x —(4B+ 2D+ F)

De donde A=1; B=-1, C=0y D=0, E=4 y F=0.
Entonces:
X —x*+4x - 4x* +8x -4 x-1 xdx 1 . \2 X 1
- b Dy o
j 2y dx 'I.X2+20’X+4J.(X2+2)3 2In()( +2) 3 arcfgﬁ (X2+2)2+K

5.- Teorema fundamental del Calculo:

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado [ab], entonces su funcién integral

F(x)= If(f)a’f cona< X ¢ b es continua en [a,b] y derivable en (a,b), y su derivada F'(x)=f(x).

f continua en [a,b]

FO0:] F(pyar | =T

5.1.- Derivada de integrales:

d X
< j F(H)dt = F(x)

X X
Ejemplo 11: Hallar la derivada de: I\/fz +1dt > O%J'\/fz +1dt =\ x? +1
a a

5.2.- Derivada de integrales cuando el limite superior es una funcion:

g9(x)
o L At =f[g)}g'(x)

72 72
Ejemplo 12: Hallar la derivada de: IcostdX > %Icos x%dx =2t cost*
[0] 0
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5.3.- Derivada de integrales cuando los dos limites son funciones:

9(x)

:_x [ £t =F[ g(x) ] g (x)- A g(x) A’ (x)
h(x)

Ejemplo 13: Hallar la derivada de: jlm‘a’f

% I Intdt =Inx®3x% —Inx?2x =9x%Inx —4xInx = (9x° — 4x)Inx

Podemos encontrarnos con ejercicios como este en el que al aplicar la regla de L'Hépital, la
integral desaparece.

]'zsen\/;df

Ejemplo 14: Hallar lim &——y—
x—0" X

sen\tdt ; .
; -!.. 0:F . sepxex 7, 2x 2
lim2———=— = lim . :Ilm—:§

x>0 X3 0 x50 3x x—0" 3x2

* Donde hemos utilizado la aproximacién senx =~ x cuando x— O

6.- Integral Definida

b
La integral definida de una funcién en el intervalo [a,b] se simboliza por jf(x)dx

donde b es el limite superior de integraciény a el limite inferior de integracién.
6.1.- Significado Geomeétrico de la integral:

Con la integral definida se pretende calcular el drea de una region del plano limitada
por una curva.

Sea el plano afin real euclideo y (0,;1,;2) un sistema de referencia ortonormal de ejes OX'y
oY.

e Sila funcion 7 :[a,b] > R, es positiva e integrable, la integral definida de la
funcidn f sobre dicho intervalo representa el drea de la regidn limitada por la curva,
el eje OXy las perpendiculares por los puntos ay b, y la integral es positiva.

<

I
-
_—

8
—

b
jf(x)a’x = Area bajo la curva >0

+

Q F-—-—-
o=
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e Sila funcién 7 :[a,b] >R, es negativa e integrable, la integral definida de la

funcidon f sobre dicho intervalo representa el
drea de la regién limitada por la curva, el eje OX
y las perpendiculares por los puntos ay b, pero
con signo negativo.

[ — ]

y=1 (w)\“‘”’/

'\““““ =

b
—jf(x)o’x = Area bajo la curva

e Sila funcion 7 :[a,b] > R, toma valores positivos y hegativos sobre el intervalo
cerrado [a,b], entonces, la integral definida de la funcién f sobre dicho intervalo
representa la suma de las dreas de las regiones comprendidas entre la funcidn, el
eje de las x, y las perpendiculares por a y b, pero asigndndole a cada una de ellas
el signo + o - segln que esté por encima o por debajo del eje x. Para ello es
necesario conocer los puntos de corte de la curva con el eje OX.

y=fix)

b X

Area = +]" F(x)ax —]2 F(x)dx + T F(x)dx — T F(x)dx + ff F(x)ax

a @ & 2

Ejemplo 15: Calcular el drea encerrada por el eje OX, las rectas x =0 y x=ry lacurva y =cosx .

Vamos a ver si la funcion y =cosx, cambia de signo en el intervalo [0,7], para ello la igualamos a cero y
calculamos sus raices:

V4 . . . T oy
cosx=0o x= o5+ k7 , dentro del intervalo a estudiar solo esta > Sabemos que el coseno es positivo en el

primer cuadrante O < < % , Y negativo en el segundo % <a <7, por tanto:

Area = _zfcos xadx — Icos xdx = I:SEHX:E —[senx ], =1-(-1)=2
0 i 2

2

6.2.- Propiedades de la Integral Definida:
e Silos limites de integracion son iguales, la integral es nula: '[f(x)dx =0

b c b
e Sicesunpunto interior al intervalo [a,b], se verifica: '[f(x)a’x = If(x)dx+jf(x)dx

Esta propiedad es generalizable al fomar mds puntos interiores en el intervalo [a,b].

e Al intercambiar los limites de integracién, la integral definida cambia de signo:

Jé F(x)dx = —_T f(x)dx
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e Laintegral definida de la suma es la suma de las integrales definidas:

b b b
[[F() £ g(x) ]ax = [F(x)dx + [ g(x)ax
b b
e Sikes unndmero real, se verifica: Ik-f(x)dx = kj f(x)dx

b b
e Si f(x)<g(x) vx<[ab], entonces se verifica: If(x)dx < If(x)a’x

6.3.- Regla de Barrow:

Sea f(x) una funciény g(x) una primitiva suya, [g'(x)=f(x)], se cumple que:

[Fx)as = gla)- g(B) = [9x) |

Observaciones:

e La importancia de esta regla es fundamental, ya que pone en relacién las
integrales con las derivadas. Sin embargo hay que advertir que solamente es
aplicable a funciones continuas definidas en intervalos cerrados.

e Para hdllar la integral definida de una funcién continua en un intervalo cerrado
seguiremos el siguiente proceso:

— Se hdlla una primitiva cualquiera de la funcién, sin tener en cuenta la
constante (la mds sencilla).

— Se sustituyen en esta primitiva los limites de integracion (el superior y el
inferior) y se restan los resultados.

Ejemplo 16: Calcular el valor del drea que estd debajo de la funcién f(x)=senx.

Area = [ Senxdx =[~Cosx || = —cosw+cos0=~(-1)+1=2
0

L4
[o]

6.4.- Area limitada por dos graficas:

Para hallar el drea limitada por las grdficas de dos funciones f(x) y g(x) seguiremos
este esquema:

Ve . a) Definimos una nueva funcion h(x) = f(x) - g(x)

b) Igualamos a cero para hallar los puntos de corte
entre ambas: h(x)=0 < f(x)=g(x)

¢) Una vez que obtengamos los puntos de corte, ay
: . b, integramos la funcion h(x) entre esos limites
a b % de integracién.

Area = [ h(x)dx
b
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Ejemplo 17 : Calcular el drea comprendida entre f(x)=x*5x>-7x*2x-1 y  g(x)=x*-4x3-8x?+4x-1

Escribimos la funcién h(x) como la diferencia entre f(x)y g(x).  A(x)=x*+x* -2x
x=0
Calculamos sus raices igualando a cero: A(x)=x*+x*-2x=0& {x=-2
x=1
xt X :
X X el
el

0 1 X4 X3 o
Area = .[(Xa+X2—2X)dX+I(X3+X2—2X)dX= [T+?—x2} .
2 0 2

8.5 37
3 12 12

6.5.- Volumen de un solido de revolucion:
Sea f una funcién continua definida en el intervalo [a,b].

Recibe el nombre de sd/ido de revolucion, al sélido generado al girar alrededor del eje x, la
region limitada por la grdfica de y = 7(x), el eje x, y las grdficas de x =a y x =b. El eje x
es un eje de simetria de dicho sdlido y una seccién recta perpendicular al eje x es un circulo
de radio |f(X)|.

El area de la seccién circular sera: A(x) = 7Z"|:f(X):' , Y un elemento de volumen de revolucion
serd un pequefio cilindro de radio |f(x)| y altura dx.

Por tanto, el volumen del cuerpo de revolucion vendra dado por la expresién:

Vol = [ f(x ) dx
b

Este procedimiento recibe el nombre de integracion por discos.

Ejemplo 18: Calcular el volumen engendrado al girar la pardbola y = \/; alrededor del eje X, entre O y 4.

4
; V= ﬂi(\/;)zo’x = ﬁJ:X'dX = 7{):1 =8r

0
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Si al trozo de curva y =7(x)se le hace girar alrededor del eje VY, el volumen del

cuerpo de revolucién vendrd dado por esta otra expresién:  |Vo/ = jﬁ'(é(y)z dy
b

Se hace exactamente igual que al girar en torno al eje X, con la salvedad de que hay que
escribir x en funcion de y, e integrar eny.

Ejemplo 19: Calcular el volumen engendrado por la curva y = Jx al girar alrededor del eje Y, entre y=0 e y=2.

2 2 572
Volumen = ﬂ;[(yz)za’y = nly"dy = |:7r};:| %”

7 -- Ejercicios:

1.- Calcular las siguien‘res integrales:

) ,[ 1)2 Iln ol J"n—XalX d) J56n2x-c053XdX e) Ifgxdx
i d
f) IX2—+90’X 9) [sen’xdx h)jﬁdx i IX:( 9dX N Ie +Xe

e
* 41

2.- Hallar la funcién F(x) tal que F(0)=2 y que sea primitiva de la funcién 7(x)=
e

3.- Determinar f(x) sabiendo que f"(x)=24x; f"(0)=2, f'(0)=1y f(0)=0.

4. - Calcular las siguientes integrales:

%) I x°3 :/;1 ) J.X:(j;)i?f;?3dx 2 '[ 3X 3;,\/ Zd
5.- Calcular las siguientes integrales: a) Ix-af'crgxa’x b) .[e’X cos xax
c) J'xz cos xdx d) [xe*dx e) [x’e e f) jsen(lnx)o’x
6.- Calcular: a) j‘|x|dx b) jsenxcosta’x c) ]T.(I+X2)COSXO’X
1 0 0
d) IX—de e) jﬁdx

V1= x?

7.- Siendo I = J'fz e’'dt, demostrar que lim I(x)=2

X >+

8.- Calcular el drea encerrada por la curva 7(x) = x° —4x ylarecta g(x)=2x-5

Matemdticas Verano 2010 © Radl 6.M. 67



“ http://selectividad.intergranada.com
Selectividad

9.- Hallar el drea de la regién limitada por las grdficas de las funciones 7(x) :1+§ y
1

9(x) =(x+1)

10.- Determinar el drea encerrada entre las grdficas de las funciones de ecuaciones:

F(xX)=bx-x*y g(x)=x°-2x.

11.- Calcular el drea encerrada por la grdfica de f(X):%
+

e el eje de abscisas y las

rectas: x =23 y x=2

12.- Calcular el drea del recinto limitado por la curva de la ecuacién £(x)=x*+x y la recta
perpendicular a su tangente en el punto (0,0).

13.- Se considera la funcién 7(x)=xe® , donde a es una constante no nula. Calcula el valor de

a, sabiendo que el drea limitada por la curva 7(x)=xe® y las rectas x=0y x=1 es igual a iz
a

14 - Calcula la primitiva de la funcién £(x) = [Inx}2 que seanuleen x =e

15.- Calcula las siguientes integrales inmediatas:

Q) [(2x* - 4x +5)cx h) j[3x+ de ) j[za‘/? —%}dx

b) J’{W}dx ) g 0) [(2x¢+3)/ S
¢) [ ax B o p) [4x*\I-x*dx

d) [ e ) ;(“Tf)dx D [ ot ™

e) jcos[ ]dx 1) [3x37ax

£) 14 ~d m) J'%:de s) _[%dx

9) | mdx N [sen’2x-cos2xdx 1) [ o
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8.- Apendice:
FORMULAS TRIGONOMETRICAS
|
(TF ) i i
sen x = b = cos {— — x COSEC X = — = ——
, 2 b senx
P(a,b)
('rr ) 1 1
COSX =a = sen— — x SEeC X = — =
\ 2 a cos X
1 X —
b
A~ X b sen X
) tgx=—-= =
ol g F X a €os X a 1 cosx
§ dgx=—=—=—"=
i b tgx senx
= ¢ty (— x]
\ 2 /
cos’ X + sen’ x = 1 I+ 1% x = sec’ x
AT de-Fitagaras) 1 + cotg® x = cosec” x
Angulo Seno Coseno Tangente
sen(x + y) = cos(x + y) = tgx +tgy
Suma = SeN X COS Y + COS X Seny | = COS X COS y — Sen X sen y tg(x*y)=1_tgx'ta
: : sen(x — y) = cos(x — y) = tax —tgy
Diferencia = Sen XCosy — cosx seny | = cos x cosy + sen x sen y| 99X —y) = 1+tgxtgy
cos 2x = cos’ X — sen’ X 2 tg x
Doble sen 2x = 2 sen X cos x =1 —2sen’ x = L ZX_‘I_—tg?x
=2 ¢cos?x — 1
1 — cos 2x 1 + cos 2x , 1 — cos 2x
. 2 - 2 s 2 —
Mitad sentx = ———— GEINE == tg® x PR
sen X cos y = sen x sen y = COS X COs y =
Producto _sen(x — y) + sen(x + ) _ cos(x — y) — cos(x +y) _cos{x — y) + cos(x + y)
2 2 B 2
|
TRIANGULOS RECTANGULOS TRIANGULOS OBLICUANGULOS
A Equivalencia de
- f:h radianes y grados
B
7 C Rad Grad
1. (CE& 508 A+ B = 90° 1. A+ B+ C= 180° 2w & 360°
T & 180°
a b a b C
2.senA—cosB-?,senB-cosA—T E'Ez_senB_senC_ZR w2 e o
tg B = b tg A== (T. del seno) w4 S 45
a' b
3. 2= 3% + p? 3.8 =a’+b* - 2abcos C 2nf3 & 120°
(T. de Pitagoras) a’ = b* + ¢’ ~ 2bccos A w3 & 60
b? = a’> + ¢ - 2ac cos B w6 &  30°
(T. del coseno) 3n/2 & 270°

8.- Soluciones

1. - Calcular las siguientes integrales:

e _______________________________________________________________________________
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°)j(x ¥ x-1 1+C

b) j'“ X dx :_[—Inzxa’X:%ln3x+C

c) J-Inx _ZIInX —2‘[%|nXdX=|n:X+C

jsenzx-cos 3xdx =I[#}cos 3xdx = j[cos;x —%cos 2x-cos 3dex =

d) _Ic053x 2[cos( x)+cos(5x)}d jCOS?’Xd ICOS( X) 0 ICOS5X

2 2
_ sen(3x) N sen(5x) N sen(-x) _ sen(3x) N sen(5x) sen(x) C
6 20 4 6 20 4
senx -senx
fgxdx = [ ——dx =—- |[———dx = | c
e) [tgxdx JCO x =—| o n|cos x|+
1 X
= dx =Z=arctg| = |+C
f)jx +9 J‘)( e 30rc9[3J+
3
9) [sen’xdx = [ senx(1-cos® x)dx = jsenxa’x ~ [ senx-cos® xdx = —cos x + S X.c

dx = j a/"csen(x )+C

h)J‘ X X J~
V1-x* w/l—()(z)2 27 1- (X )2

. X X 1 x*
i - oL 2 g Lorerg) X |ic
b Ealros e zj(x2)2+9x 2""67‘-‘7[3]+

. ax ax 2e” 1
= = 3 =S| —=ax =In(e* +1)+C
J‘e"+e”( IX 1 -[ IZX I +1X Zn(e +)+
e’ +— -
e e
2.- Hallar la funcion F(x) tal que F(0)=2 y que sea primitiva de la funcién f(x)= Xe I
+
Calculamos la integral de dex = e_[—dx -
e’ +1 e’ +1
e*dx =dt
Hacemos un cambio de variable | e* =+ y dt dt |.por tanto la integral queda:
X = —= —
e t

1=A(t +1)+ Bt
Fe [l e[ Ddt=|sit=0>1=4 |=[1df- [ df =Inff|-Inlr +1=In-"
t F+1 t

Iz —
"R sit=-151=_8 +1

Deshacemos el cambio:

In , Yy multiplicamos por e, de forma que:
€ x—e[ 1 dx=In ic
e” +1 e* +1 e” +1
Como F(0)=2;

elnl+6'=2z6':2—elnl
2 2
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De forma que:

e

1
2-eln=
+2-eln3

X

e

X

e
— dx =In
e* +1

e’ +1

3. - Determinar f(x) sabiendo gque f"(x)=24x. f'(0)=2, f(0)-1 y f(0)-0.

F''(x)= j24xa’x =12x*+C Como f"(0)=2, entonces C=2 2> ''(x)=12x%+2

Fx)= (12x° +2)dx = 4x° +2x +C", Como f'(0)=1, entonces C=1 > F'(x) = 4x° +2x +1
Y por dltimo:

f(x)= j(4X3 +2x +1)dx =x* + x* + x+C"", Como f(0)=0, > C'=0 y |[F(x)=x*+x*+x

4. - Calcular las siguientes integrales:

2 a—
a) J-x : x+1 »

x° +x
Como grado del polinomio de arriba es menor que el de abajo no es necesario dividir.
x*-x+1 A B

==+
X*+x  x x*+1

Six=0 2 1=A
Six=1> 1=2A+B 2 B=-1

S>x°—x+1=A(x*+1)+ B(x)

Por tanto:

2 1 1 1
j%dx = j;a’x—sz +1dx =In|x|= arctg(x)+C

b) '[ x2+10x +5

dx
X +3x%-x-3

Como grado del polinomio de arriba es menor que el de abajo no es necesario hacer la divisién

euclidea.
t '3 -1 -3
1| 1 4 3
Sacamos las raices de x* +3x% —x -3 =0 Hacemos Ruffini: |1 4 3|0
- 3] -3 -3

Por tanto: x® +3x% —x -3 =(x+1)(x+3)(x-1)

Descomponemos:
x*+10x +5 A B c
= + +
x*+3x2-x-3 x-1 x+1 x+3
=X +10x+5=A(x +1)(x +3)+ B(x -1):(x +3)+ C(x -1)(x +1)

Six=1=> 16=8A 2> A=2
Six=-1=» -4=-4B = B=1
Si x=-3 2 -16=8C & C=-2
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Por tanto:

2410x+5 2
jxs)(Jr;erf; 3 —j—a’x+ +1 X+jx+3a’x:2In|x—1|+ln|x+1|—|n|x+3|+6‘
)J- 3X -3x- 20,

—-2x

En este caso, tenemos que el grado del numerador (arriba) es mayor que el grado del
denominador (abajo), por tanto es necesario hacer la division euclidea.

—3X3—3X—2_(X_2)_ Tx+2
X -x?-2x x-x?-2x

Por tanto:

4_3 3_3 -2 7 2
.[X " —Xx2 —;x dx = .[(X—Z)dx—.[—x3 —)/(\’:—ZX dx

Vamos a calcular primero:

J. g 7X:—2 dx
X —-x°-2x
Descomponemos el denominador en raices:
0
xX*-x?-2x=0eox(x*-x-2)=0o x(x-2)(x+1)=0 x =12
-1

Por tanto:

Tx+2 =ﬁ+ g + £ =>7x+2=A(x -2)(x+1)+ Bx(x +1)+ Cx(x -2)
x}P-x?-2x x x-2 x+l1

Sustituyendo los valores de las raices obtenemos:

Six=02>2=-2A 2 A=-1
Six=2 > 16 = 6B > B=8/3
Six=-1-5=3C= C=-5/3

Entonces:
J‘ Tx+2 dX=IﬁdX+J B C/X+I c dx = J‘C/X § ax _E ax _
x3-x?-2x X x-2 x+1 x 3'x-2 37x+1

= —In|x| +%In|x—2| —gln|x+1|

Por tanto:

[ o et e - S S
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5. - Calcular las siguientes integrales:

J.X.arcngdX _ u=arctgx du= g ax _ XZA/"Cfg(X) _1J~ x? dx
0 e x , - X_Z 2 271+ x?
2
x?Arctg(x) 1 1 x?Arctg(x) 1
:#_511_“/\/20’,\/: > —§X+Arc7‘g(x)+6'

vu=e”* du=-e¥dx
dv=cosx v=senx
{ v=e”* du=-e¥dx
dv=senx v=-cosx

Ie”‘ cos xax = {
b)

} —-e " cosx— Je’* cos xax

Tenemos una integral que en la que volvemos a la original (ciclica). Por tanto:

e “senx —e* cosx b,
2

I=e*senx-e“cosx—-I=1I-= c

u=x% du=2xdx
dv=cosx v=senx
0 _[ u=x du=dx

dv =senx v=-cosx

sz cos xdx = { } = x%senx -2 I xsenxdx = x°senx —

}+Xcosx+.[cosxa’x h

= x°senx +2xcosx —2senx = 2xcos x +(x° =2)senx + €

} =e “senx + .[e’xsenxa’x =e “senx +

u=x au =dx Xe4x 1 Xe4x e4x
d) | xe**dx = = ——|e*dx = - c
)'[ y dv=e** v:%e‘” 4 4-[8 4 16
e)
v=x* du=2xdx 2 2 2 e i
3 -« v xX-e e
Jxe dx = 1 L= +jxe ax =— - =—
dv=xe™ v= ?e"‘ 2 2

1
Iseﬂ(lnx)dx _|u= sen(inx) du= Cos(|nx).;

f dv =dx V=x

1
|u=cos(inx) du= —sen(lnx)-; _ _xcos(Inx) - jsen(lnx)o’x

av =dx v=x
Volvemos a tener una integral ciclica:

xsen(Inx)— xcos(Inx) ic

I =xsen(lnx)-xcos(lhx)-I = I = 5

6. - Calcular:

a) j|x|dx = J?de - {’ﬂ - %(9—1) -4

= xsen(Inx) - jcos(ln x)dx = xsen(Inx)—
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jsenx-cos 2xdx =j;senx-(2 cos?® x — 1) =2i senx-cos? xdx — f[senxa’x =2 [—sen3x]§ + [cos x]é = —%

c) j(l +x%)cos xdx = jcos xax + sz cos xdx = -2z
0 0 0

d)
o s u=x* du = 2xdx 1 1
j—dx:jx3(1—x2)2dx: . 1 :—xz(l—xz)z+.[2x(1—x2)2dx:
1-x° O’VZX(].—XZ)Z v:—(l x2)2
3
— 27
=-x? 1—,\/2—2(1 3X )2 = 1_3)(2 (X2+2) c
; t 1o x? 1 x? 2
J; l—xza’X=_l[ - a’X=_[ -— dX—I S a’x=Arcse/7X—_[ T dx =
e) 2
- du=d
Arcsenx—[ = 4 y ]=Arcsenx+)(\/1—x2—le—xzdx
av=x(1-x%)2 v=—1-x°

Esta es ciclica, por tanto:

N— o [ Aregens] i ], -2

6 8

1 dX M . . .
f) I— = Calcularemos primero la primitiva:

ve” +1

=t efdx=dr
ax _|° dt A B
= = = |Z—dt+|=dt=>1=At+B(++1

Ie*+1 dX%} (t+1)t J;‘+1 +I¢ - £E(r+1)
Sit=0=> 1=B
Sit=-1=> 1=-A

1 1
I(r+1)r ——jf+1df+j?df:—ln|r+1|+ln|7‘|

Si deshacemos el cambio:

j AN [“In(e* +1) +In(e” )]; —_1-In(e+1)-In(2)

ve” +1

7. - Siendo I = jfz e’dt, demostrar gue |im I(x)=2

X —>+0

Vamos a calcular la Integral:

= 2 = = 2 = 2
jfze”dr _| ysr dv=2rdr) e+ ZIfe”df —etriy| Y 7; du Cf =
v=e’ v=-e’ dv=e’ v=-e

—e 't -2te’ + 2_[6”0’7‘ =—e’t? -2te’ -2e" =—e " (t* +2t+2)
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Por tanto:

I-= Ifze”dr = [—e” (1’2 +2F + 2)]: = {—%+ﬂ
0

Por tanto: lim

X —>+0

X +2X+2 2
—*1 =2 como queriamos demostrar.

eX
8. - Calcular el drea encerrada por la curva f(x)=x°-4x y la recta g(x)=2x-5

Definimos la funcién A(x)=7(x)- g(x)=x*-6x+5
Tgualamos a cero, para calcular sus puntos de corte.
h(x)=F(x)- g(x)=x*-6x+5=0<(x-1)(x-5)=0

Por tanto sus raices son 1y 5.

Im‘egr‘amos hentrelyb
I(X -bx+ 5)0’)( = E
1

Como un drea ho puede ser negativa, A=

_5[()(2 —6X+5)c/x =
1

9.- Hallar el drea de la region limitada por las grdficas de las funciones f(x) :1+§ y

32| 32
3

1

g(x) = (x + 1)E

Al igual que en el ejercicio anterior, definimos la funcién h(x):
h(x) = F(x) - g(x) = 1+§_ x+1

Igualamos a cero para encontrar sus puntos de corte:
h(x)=F(x)-g(x) =1+ 3 Vx+1=0 x=3x=0

Por tanto ya tenemos los limites de integracion.

(RN

Como las dreas no son nunca negativas: Area =

3
I (1 +=-
0
10.- Determinar el drea encerrada entre las grdficas de las funciones de ecuaciones

f(x)=6bx-x*y g(x)=x*-2x.

Como siempre, definimos la funcién h(x) como la diferencia entre f y g:
A(x) = F(x) - g(x)=8x —2x?
Igualamos a cero para obtener los extremos de los intervalos de integracién:
Alx)=8x-2x*=0<x=0;x=4

t 64
Por tanto: Area = I(SX —2x? )dx -3
0
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11.- Calcular el drea encerrada por la grdfica de f(x)= 2 !
+

. el eje de abscisas y las
X

rectas x =23 y x=2

La funcién f(x) es siempre positiva, por tanto la integral es positiva:

2B 1 X 2ls 1 1 T T
Tenemos lcular: “| Zaretg| X1 2|2 ArctgB -~ Arctgt) |= Z-Z - T
enemos que calcular £4+X2 {2 f‘cg(zﬂz [2 rctg > retg( )j 6 8 24

12.- Calcular el drea del recinto limitado por la curva de la ecuacion f(x)=x*+x y la
recta perpendicular a su tangente en el punto (O,0).

Lo primero es calcular la recta tangente en el punto (0,0)

La ecuacion de la recta tangente es: y = mx + b, donde m es la pendiente f'(a) y b es la
ordenada en el origen b = f(a).

En este caso: f'(x)=2x + 1; f'(0)=1; f(0)=0; por tanto la recta tangente enel (0,0) esy = x
La recta perpendicular a esta es: y = -x.
Asi que tenemos que calcular el drea entre la grafica f(x)= x* + x y g(x) = - x

Definimos la funciéon h(x):
A(x) = F(x)= g(x)= x>+ x—(-x) =x* +2x

Tgualamos a cero para encontrar las soluciones:
Ax)=x*+2x=0=x=0,x=-2

Integramos la funcion h enfre esos dos valores:
0
4
2
X +2xdx = ——
ot 2=
Como el drea ho puede ser negativa:

3

.T(xz +2x)dx

Area = =
3

‘i‘ 4

13. - Se considera la funcion f(x)=xe” , donde a es una constante no nula. Calcula el valor
de a, sabiendo que el drea limitada por la curva f(x)=xe”™ y las rectas x=0 y x=1 es

. 1
igual a — .
a

1
1 .
Tenemos que j xe™dx =— . Vamos a resolver la integral:
a
0

1 u=x v=ax X 1 X e‘”1 e’ e 1
ax _ _ ax ax _ ax _ _

jxe ax = ="e —aje a’x—{—e —} =t

0 [0]

v=e v=—e¥” a a a
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e__e_+i=i:>l:i<:>a -—a=0<a=0a=1
a a a a a a

Por tanto a=1, porque no puede ser igual a cero.
14. - Calcula la primitiva de la funcion f(x)= [In X]Z que se anule en x =e
Calculamos la integral indefinida de f(x)
2 u=Inx au = 1
J.[Inx} dx = X =Xlnx(lnx—l)—j(lnx—l)dx=Xlnx(lnx—1)—
dv=Inx v=x(nx-1)
—x(Inx-1)+x = )([In)(}2 “2xInx+2x+K
Como tiene que ocurrir que 7(e) =0, entonces: e-2e+2e+k=0c k=-e

Por tanto la primitiva pedida es es: )([ln)(}2 -2xInx+2x-e

15. - Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a) I(2x2_4x+5)dx h) j(3x+ ]a’x ) j[z{‘/F_%}/X
2
§X T © %XZ*%+C gxi’/Ff&nMJrC
4_
b) j|:X 3:\;&4—2}0/)( ) J. 1+X) » 2
. 0) j(?.xz +3) Bx-dx
4
XT—ZX\/;JrZIn‘X‘JrC %+X2+In‘x‘+c
c) I 4X+8
X5 DI o p) [4x\T— X
éln(x2+5)+c’ 2|n‘x2+4x‘+€
2
1+\/—)
d k (—o’
)'[\/3x+x )j Jx ~ q)J-ICOSZXO,
2 a1 2(1+x) 2x - senzx
3 f+€
e) Icos[%]a’x ) [3x37ax
x%+1
2sen(5)+C 2in3 T¢
d 3
f) J4+)7(x2dx m) I*"JX—B X
1-x S)j X »
£Ar'(:7‘ [\/7)(] 1 . N4 - x*
14 972 Z Arcsenx* +C
4
3 n) [sen’2x-cos2x-dx
9) [——ax 1-1
4-xt sen*2x c 1) le::
3Arcsen(5)+C g
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Tema 6: Matrices

6.1. Matrices. Definicion y primeros ejemplos

Se llama matriz real de dimension mxn, al conjunto de m-n nimeros reales ordenados
en m filas (horizontales) y n columnas (verticales). La forma mds general de representar una
matriz mxn es:

all 12 aln
a a e Q@
_ 21 22 2n
Amxn -
aml amz am

Donde puede verse que cada ndmero real ocupa una posicién determinada por los dos
subindices (ij). El primer subindice (i) indica el nimero de la fila, y el segundo (j) el de la
columna. Asi, el término as, es el elemento que estd en la 1° filay en la 2% columna.

Las matrices se suelen representar por letras maylsculas A, B... 6 por Apwm si
queremos indicar su dimensién.

Ejemplos:

2
A= [6 g 5J Es una matriz de 2 filas y 3 columnas.

Ca= (71 01 O) Es una matriz de 1 filay 4 columnas.

e Dos matrices son /guales cuando coinciden término a término.

L "2 el e y
a-( Zpa(y 2] > At

6.2.- Tipos de matrices:

Entre las matrices existen algunas que reciben nombres especiales y a las cuales nos
referiremos con frecuencia, las mds importantes son:

v' Se llama matriz fila, a una matriz con una sola fila.
Asi pues, una matriz fila de orden m es una matriz con 1 fila y m columnas:

4)(/":(011 alz alm)
Ejemplo: A, =(1 0 -3

v Se llama matriz columna, a una matriz de una sola columna.

Asi pues, una matriz columna de orden n es una matriz con n filas y 1 columna: 4, =
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Ejemplo: A, =|-4
0

v Se llama matriz opuesta de A,y se simboliza por -A, a la matriz en la que todos los
elementos tienen el signo opuesto.

1 -2 -1 2
Z : A= -A=
Ejemplo [_3 4] [3 - 4]
v Se llama matriz nula, a la matriz que tiene todos los elementos igual a cero.
Ejemplo: B = [O OJ

00

v Se llama matriz cuadrada, a una matriz que tiene igual nimero de filas que de

columnas.
1 2 3
Ejemplo: A, ,=A =2 1 -1
3 -10

» Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada, a la formada por los elementos q;
con i=j. En el ejemplo anterior la diagonal estd formada por los elementos an=1, az.=1,
033=O.

e Alaotradiagonal, se le llama diagonal secundaria.

v Se llama matriz diagonal, a la matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos
excepto los de la diagonal principal.

1000

02 0N
emplo: A=
Ejemplo: o oy

0002

v Se llama matriz escalar, a aquella matriz diagonal en la que todos los elementos de la
diagonal principal son iguales.

Ejemplo: A=

o onN
o N O
N O O

v Se llama matriz identidad de orden n, y se denota por I,, a la matriz escalar del
mismo orden cuyos elementos de la diagonal principal son todos igual a la unidad.

1 0 .. O
I”=01. 0
0O 0 .. 1
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I, = [1 OJ Matriz identidad de orden 2
1 0
0 0| Matriz identidad de orden 3
0 1

v Se llama matriz triangular, a la matriz cuadrada que tiene nulos todos los elementos
situados por encima de la diagonal principal (triangular superior) o por debajo de ella
(triangular inferior).

Ejemplos: A =

—_ =N

00 1 2 3
2 0| Triangular superior, B=|0 3 2| Triangular inferior.
23 001

v Se llama matriz transpuesta de A,y se representa A', a la matriz que resulta de
intfercambiar sus filas por columnas:

1 2
Ejemplo: Si A=|4 5| entonces A" = [; ; ;J . Vemos que la dimensién de A es 2x3 mientras que la de
a9

A’ es 3x2.

v' Se llama matriz simétrica, a la matriz que coincide con su transpuesta, es decir que

ai;=a;i.
1 2 3 N2 ¥3
Ejemplo: A=|2 1 -1| y A’ =|2 1 -1|,vemosque A=A’
3 -10 S0

v' Se llama matriz antisimétrica, a la matriz cuya transpuesta es igual a su opuesta. A'=-A.

, Ry (X Y (G B Ol -
E[emg/o.A—(_l Oj A—(l O] A—[l OJ vemos que A'=-A

6.3.- Operaciones con matrices:

6.3.1.- Suma:

Para que dos matrices A y B se puedan sumar es necesario que tengan el mismo
numero de filas que de columnas, es decir la misma dimensién. La matriz resultante se
obtiene sumando los elementos de A y de B que estén en la misma posicién (ij).

2 0 -1 9 2-1 0+9 1 9
jemplo: A= B= A+B= =
Ejemplo [4 3] , [ 8 74] entonces A+ [4 +8 3- 4J [12 71]

Propiedades de la suma de Matrices:

e Asociativa: (A+B)+C=A+(B+C)
e Conmutativa: A+B = B+A

e Elemento Neutro: A+0=0+A=A
o Elemento opuesto: A+(-A)=0
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6.3.2.- Producto por un escalar:

El producto de una matriz A por un escalar k (nimero real), es una matriz de igual
dimensién kA, que se obtiene multiplicando todos los elementos de la matriz A por .

1 2 1 2 2 4
jemplo: A= k=2 kA =2 =
Ejemplo: Sea [3 4J y entonces [3 4] {6 8]

Propiedades del producto de ndmeros por matrices:

Sean A y B matrices, y sean ay b escalares
e A(b-A)=(ab)A
e (atb)A=a-A+b-A
o a(A+B)=a-A+a'B
e 1A=A
e  Elemento Neutro: A+0=0+A=A
e  Elemento opuesto: A+(-A)=0

6.3.3.- Producto de dos matrices:
Dos matrices A y B solo son multiplicables si el nimero de columnas de A es igual

al nimero de filas de B. El producto es otra matriz C, que tiene el mismo nimero de filas que
Ay el mismo nimero de columnas que B, y cuyos elementos se obtienen del siguiente modo:

n
C;=a,8,+ayh, +.... +a, b, = kz;a,,k 129

2t
2 -1
Ejemplo 6.1: Sean A=|3 -1|y B= . Calcular A-By B-A.
1¢ 5
2 0
Como ya sabemos, para multiplicar matrices tiene que ocurrir que el nimero de columnas de A ha de ser igual al
numero de filas de B. Vemos que el nlimero de columnas de A es 2, y que el nimero de filas de B es 2, por tanto
ambas matrices se pueden multiplicar y la matriz resultante tiene 3 filas y 2 columnas.
e Para multiplicar hacemos: Fila de A - Columna de B

22+11  2(-)+15 ) (5 3
A, B,,=|32+(D1 3H(D+(-1)5|=|5 -8|=c,,,
22+01  2(-1)+05 | (4 -2

Veamos ahora el caso de B-A; como el nimero de columnas de B es 3 y el de filas de A es 2, entonces no
podemos calcular B-A.

BAe=?

Propiedades del producto de Matrices:

e  Asociativa: (A-B)-C=A-(B-C)
e  No Conmutativa: A‘B z B-A
e Elemento Neutro: A-I=A (Siempre y cuando se puedan
multiplicar)
e  Distrubituva con respecto a la suma:
A-(B+C)=A-B+A-C
(B+C)-D=B-D+C‘D

En general, el producto de matrices no es conmutativo, pero existen algunos casos en los que
si lo es, en estos casos, se dice que las matrices son permutables.
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6.3.4.- Potencia de una matriz cuadrada:

Se define la potencia de una matriz cuadrada (si ho es cuadrada no tiene sentido
calcular la potencia), al producto matricial de n matrices iguales, esto es:

A" =AAAA..... A

2 -1
Ejemplo 6.2: Sea la matriz A= [3 2 ] , encontrar A3

£ oJ=lE 2 25 2He 6 SHE =)

Algunas veces nos piden calcular potencias de una matriz de exponente muy elevado.
En estos casos, podemos encontrar una formula de induccién, como veremos en el siguiente
ejemplo.

100
Ejemplo 6.3: Calcular A’ Siendo A la matriz A={1 1 0O
1 0 1
1 0 0)(1 0O 1 00
Lo primero es calcular A% A2=A4A=|1 1 O}{1 1 0|=(2 1 O
10 1){1 01 2 01
1 0 0)(1 OO 1 00
Después calculamos A*: A =A4*A=|2 1 O}{1 1 0|=(3 1 O
2 0 1)1 01 301

Parece ser que las sucesivas potencias conservan la primera fila igual, la segunda cambia en primer término y lo
mismo ocurre con la tercera.

1

Cabe suponer entonces que la potencia n-ésima serd: A =|n
n

1

Veamos si lo hace para n+l: A" = A"-A=|n
n

0
0 | es cierta.
1

Y otras veces la potencia es ciclica, es decir, conforme se va elevando el exponente
encontramos que para un cierto exponente el resultado es la misma matriz o la matriz
indentidad:

0
Lo primero es calcular A% 42 =A4A=|0
1

Después A A®=AZA=1.A=A

Vemos que para potencias pares (2n) la matriz es Iy para las impares (2n-1) la matriz es A

000
Por tanto: A20%0 — (AZ)1 = (11000 - | y A0 _ 2000 A A= A
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6.4.- Actividades:
-1 2 0 1
1.- Dadas las matrices: A= 1 y B= ) 3 , calcular:

3
a) A+B y B+A
b) AB yB-A
¢) ¢Es A-B=B-A?
3 5 2 -1 0 2 4 6 7
2.- Dadas las matrices:tA=|1 3 4/B=|{ 3 1 5/C=|3 5 0
6 0 1 6 1 4 0 0 2
Calcular:
a) A«(B+C) b) A-B' c) A-(3B-20) d) A®
3
1
3.- Calcular A-By B-A, siendo las matrices A=(1 3 2 -1)B= )
2

2 3 1 0
4 - Dadas las matrices A=(1 J,I =(0 J calcular A%-3-A-I

11

11
5.- Probar que A" = 2""-A siendo A:( j

10 , . n
6.- Sea A= 3 1) Y seanunnimero natural cualquiera. Encontrar el valor de A" para cada n

y hallar A%° — A®C

7.- Se consideran las matrices M

I
= O O
o = O
o O -

a) Determinar xe y para que M-N=N-M.
b) Calcular M2 y M20%2

111
8.- Sea la matriz A=|1 1 1|, calcular A"
111

0 3 4
9.- Considere la matriz A=| 1 -4 -5
-1 3 4

a) Siendo I'la matriz identidad de orden 3, comprueba AS-T=0
b) Calcular A%,

10.- Resolver la siguiente ecuacion:
1 -1)(x) (1 x)(3
3 2)ly) |y -1)l2
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11.- Encuentra dos matrices A y B, cuadradas 3x3 con coeficientes reales tales que

satisfagan:
3 8 -3 1 1 -1
3A+2B=|-2 2 -3 A-B=|1 4 4
7 2 4 -1 -1 -2

12.- Comprueba que (A+B) = A'+B' y que (At)‘ = A a partir de las matrices:
1 2 3 21 -1
A= y B=
(4 5 GJ [o 3 —2}

13.- Dadas las siguientes matrices:

7 0
2 7 15 1 -1 1

1 2 3 -11
A= ,B= ,C=l6 3 0 0,D=|0 5 2

-2 51 O]
-2 -510 a4 3 -3

3 4

efectla los posibles productos entre ellas. (Hay 6 posibles multiplicaciones)

14 - Encuentra las potencias n-ésimas de las siguientes matrices:

6 -6
15.- Sea Az( 6 10}. Encontrar una matriz cuadrada triangular B tal que A=B-B". cexiste

una sola?

6.5.- Soluciones

1. - Dadas las siguientes matrices: A= (_11 3 ,B= ((2) ;j calcular:

a) A+B y B+A
b)A-ByB-A
c) ces A-B=B-A?

a) A+B = [—1 2}{0 lJ:(—l 3} BeA = (0 1j+ -1 ZJ:[—l SJ
1 3) (2 3 3 6 2 3 1 3 3 6
b) A.B:(—l 2)(0 1]{4 5] B-A:(O 1](—1 2]:(1 3J
1 3)12 3 6 7 2 3 1 3 1 13
c) No. El producto de matrices no es conmutativo.

35 2
2.- Dadas las siguientes matrices: A=|1 3 4|B8=
6 0 1
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Hallar:
a) A-(B+C)
35 2\(-1 0 2) (4 67 35 2\3 6 9 51 50 64
A(B+C)= |1 3 4|/|3 1 5|+|3 5 0||=|1 3 4|6 6 5|=|45 28 48
6 0 1)jl6 1 4) (0 O 2 6 0 1)l6 1 6 24 37 60
b) A-B
35 2\)(-13 6 1 24 31
AB'=|1 3 4/{0 1 1|=|7 26 25
6 0 1)l2 5 4 -4 23 40
c) A-(3B-2C)=
35 2)(-3 0 6 8 12 14 3 5 2\(-11 -12 -8 18 -65 67
1 3 4/{{9 3 15|-|/6 10 O||=|1 3 4| 3 -7 15|=|70 -21 69
6 0 1)|l18 3 12) (0O O 4 6 0 1)l18 3 8 -48 -69 -40
d) A
3 5 2\(3 5 2 26 30 28
AzA-A=[1 3 4|{1 3 4|=|30 14 18
6 0 1)l6 0 1 24 30 13
3
3.- Calcular A-B y B-A siendo A y B las matrices: A =(1 32 —1),B= 12
2
3 3 3 9 6 -3
1 1 1 3 2 -1
AB=(1 3 2 -1) =(0 ‘A= {1 3 2 -1)=
B=( N7 B i -l 2 6 a2
2 2 2 6 2 -2

2 1
4. -Dadas las matrices A= (1 ?]I = [O ?J ; calcular A?-3A-I

e e e B D 2

5. - Probar que A" =2"' - A, siendo A= G ﬂ

Lo primero que hacemos es calcular A%
g (PO (2 2) 11,
1 1)1 1 2 2 11
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Ahora A3: A’ = A A=2AA=2A"=22A=4A=2°A

Para A% A* = A>A=22.AA=2°A"=2°2.A=2°A
Vemos que se cumple que A"=2""-A
Supongamos que se cumple que A"=2""-A, entonces por induccién:
AT =A"A=2""AA=2"" A =2""2A=2"-A

Por tanto A"=2"1-A

1
6.- Sea A=
ea [3 1

cada n y hallar A°%° - A%

Lo primero es calcular A% A4° = (:1,) ?J[; ?J - ((1) cl)J v (3?2 cl)]

Ahora calculamos A% A% = A2-A= (1 0}(1 Oj = [1 Oj :[ 1 Oj

sea n un numero natural cualguiera. Encontrar el valor de A" para
y

6 1){3 1 D 33 1

1 0
Vemos s mpl A" =
emos que se cumple que [3” J

1 0
Supongamos que esto es cierto, entonces por induccién: 4" =
Py d (3(n+1) 1}

AIHl:Aﬂ'A: 1 01 O: 1 0: 1 O
3n 1){3 1 3n+3 1 3(n+1) 1

10
Por tanto: A" =
or tanto {3/7 J

Y

4350 _ 4250 _ 1 0} (1 0: 0O O
1050 1) (750 1 300 O

0 01 0 01
7. - Se consideran las matrices M=/0 1 O|N=|x 1 O
1 00 y 00
a) Determinar x e y para que M-N=N-M
b) Calcular M*®°" y MP%
a)
0 0 1y(0 0 1 y 00 0O 0 1)(0 0 1 1 00
MN=0 1 Ol{x 1 O|l=|x 1 O NM=|x 1 00 1 O0|=|0 1 «x
1 00)ly 00O 0 01 y 0 0J{1 0O 0 0 y
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Para que N-M=M-N ftiene que ocurrir que x=0, y=1

0 0 10 0 1) (1 00O
b) Primero calculamos M®; M2 =MM=|0 1 OO 1 O|=|0 1 O|=T
1 00J(1 00/ (001

Ahora calculamos M3 M = M* M=T-M=M

Vemos que las potencias pares (2n) resultan la matriz identidad, y las impares (2n-1) resultan
M.

1000

Por tanto:  M™ = M*®-M=(M?) " -M=(I) " -M=I-M=M
Y MZOO?_ :MZOOI‘M:M'M :MZ =7

1
B?=BB=|1
1

B -B8-B-38B-38-33

Por tanto cabe suponer que B"=3"'B
Supongamos que esto es cierto, entonces por induccién B™'=3"B

B,Hl - Bﬂ.823ﬂ~1_3.823n—1,32 :3/74.3.3:3”.3

Por tanto B"=3"-B

0O 3 4
9. - Considere la matriz A=| 1 -4 -5
T !

a) Siendo I la matriz identidad de orden 3 comprueba que A°+I=0
b) Calcula la matriz A

-1 0 1 = "0'> 0
A>=|1 4 4| A= 0 -1 0 |=-I Por tanto A’+I=0
-1 -3 -3 0 0 -1

A =2 A= (42f A= (-IP-A=-TA=-A

1 -1 1 3
10. - Resolver la siguiente ecuacion matricial: %= o
3 2)ly) ly -1)2

Haciendo la multiplicacién, obtenemos :

xX-y=3+2x

3x+2y =3y - 2} De donde resolviendo el sistema x = _T?’y —
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11.- Encuentra dos matrices A y B, cuadradas 3x3, con coeficientes reales tales que
satisfagan las dos igualdades siguientes:

3 8 -3

1 1 4
3A+28B=|-2 2 -3| y A-B=|1 4 4
7 2 4 -1 -1 -2

Si multiplicamos A-B por 2 y sumar con 3A+2B, de esta forma obtendriamos

3 8 -3
34+28B=|-2 2 -3
7 2 4
N
2 2 -2 1 2 -1 1 1 -1
2A-2B=|2 8 8 ||’ A=|0 2 1|yde A-B=|1 4 4 | despejamos B:
2 —2 4 10 0 = -1 g2
5 10 -5
54=|/0 10 5
5 0 O
1 1 -1 1 2 -1 1 1 -1 O 1 O
A-|1 4 4 |=B =2 B=|0 2 -11 4 4 |=/-1 -2 -3
-1 -1 2 10

1
0 -1 -1 2 2 1 2
12. - Comprueba gque (A+B) = A" + B', y que (At )t = A, a partir de las matrices

1 4 2 0 3 4
A =2 5|yB=|1 3|> A+8=|3 8
3 6 Rl ¢ 2 4

13. - Dadas las siguientes matrices,

7 0
A—lzsa—_llc—zgégo—é;;
__251'_01'_2510'_233
3 4 B

efectua los posibles productos entre ellas. (Hay 6 posibles multiplicaciones)

Las posibles multiplicaciones son: A-C, A-D, C:B, B-A, D-C, D-D

22 28
8 -2 4 5 7 18 -4
A'c:[24 —4 _1 —10] A'D:(o 30 5) c8= 32 34
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14 21
_73 3 o -6 -1 2 5 3 -3 -4
BA= 2 5 1 bc=|26 5 2 O ObO=| 4 31 4
5 26 13 28 38 -1 10 -4 4 17

14. - Encuentra las potencia n-ésimas de las siguientes matrices:

6 -6
15.- Sea A= (_ 6 1 Oj . Encontrar una matriz cuadrada triangular B tal que A=B-8'.

cexiste una sola?

b W,
Sea B=|° > 8 =[? °| entonces: A=88" =|“ i bzc
0 ¢ b ¢ cb c
Por tanto:
c=1410
bc=-6 Si resolvemos este sistema (no lineal) obtenemos : b=+ 3 50
2 _
cc =10 215
a=+
5
2J15 3410
La matriz B es de la forma: B=| 5 5
0 10

La solucién no es unica, hay varias matrices, segln sea el signo de a, b y c. Ademds si la matriz

a O
Besdelaforma B= ( b cj obtenemos otros resultados.
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Tema 7: Determinantes, Matriz Inversa y Rango

El determinante de la matriz cuadrada A de orden n se simboliza por |A| 0

escribiendo los elementos de A entre dos rectas verticales.

a, a, 1n
| /1| _|“ 22 a,,
aml am2 amn

Z.1.- Calculo de Determinantes de Orden [2x2)

Un determinante de segundo orden es igual al producto de los elementos de la
diagonal principal menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

a b

c d 3 4

‘=ab—cd Ejemplo: -

_46--2

7.2.- Calculo de Determinantes de Orden [3x3)

Para calcular el determinante de una matriz de orden 3, utilizamos la regla de Sarrus:

a, G, G
|A| G G, Gyl= (011'022'033 T 4,030y + G374,y "Gy, ) i (013 Gy Oy + Ay Gy Gy, + Gy "0, ‘033)
Gy Gy gy

pasitivos negativos
heRerad
Ejemplo: 56 7|=(-6+0+126)-(162+0-10)=120-152 = -32
9 0 -1

7.3.- Propiedades de los determinantes:

Las mds importantes, que conviene destacar son las siguientes:

1.-Un determinante que tiene todos los elementos de una linea (fila o columna) iguales a
O, es igual a cero.

1 07 1 2 3
Ejemplos: 2 0 3|=0 0 0 0=0
3009 219
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2.-Un determinante que tiene dos lineas paralelas iguales es nulo.

=0 Porque lalinea 1y la 3 son iguales.

nN ol
w o~ W

1
Ejemplo: 2
1

3.-Un determinante en el que los elementos de una linea son mdltiples de los elementos
de una paralela a ella es nulo.

=0 Porque la linea 3 es la linea 1 multiplicada por 2.

AN
o 0 W

1
Ejemplo: |9
2

4.-Un determinante en el que los elementos de una linea son combinacion lineal de los
de otras lineas paralelas a ella es nulo.

3
9|=0 Porque la columna 3 es la sumadelaly la 2.
5

© O N

1
Ejemplo: |4
7

—_

5. - £l determinante de una matriz cuadrada es igual al de su transpuesta.

|A| = |A|r Ejemplos: ; i‘:-z

)13

=-2
-~

6.-Si se intercambian entre si dos filas (o dos columnas), el determinante cambia de

signo.
a b ¢ d e f a b c a ¢ b
d e fl=-la b ¢ d e fl=-|d f e
g h i g h i g h g i/ h

7.-5i se multiplican todos los elementos de una linea (fila o columna) por un mismo
numero a, el valor del determinante queda multiplicado por dicho numero.

Eiemglo:; i[:-z E 2‘:12—18:—6=3-(—2)

8.- El determinante de una matriz triangular, es igual al producto de los elementos de la
diagonal principal.

2 3

Ejemplo: 0 2

0 0

9.-El valor de un determinante no varia, si a una linea le sumamos otra linea paralela
multiplicada por un numero A, y los de otra paralela multiplicada por B, efc........

7 10

3 4 3 4

Ejemplo: || 3= -2 _28-30=-2
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10.- Sean A y B matrices de orden n, el determinante del producto, es el producto
de los determinantes.
48] =|l/8]

. , k
11.- Sea A una matriz de orden n, y sea k un nimero natural, entonces: ‘A" ‘ = |A|

Definicion: Una matriz se llama regular si su determinante es no nulo. (|A|¢O). En caso

contrario se llama singular. (Matriz Regular = Cuadrada + determinante no nulo)

7.4.- Menor complementario y Adjunto de un elemento

Dada una matriz cuadrada de orden n, se llama menor complementario del elemento
a;; al determinante de orden n-1, que se obtiene al suprimir la fila i, y la columna j (o la filay la
columna que se cruzan en a;). Lo representaremos por a,

Ejemplo: Calcular los menores complementarios de los elementos ais , as2 y azz de la siguiente matriz.

-1
293

-3 5

4 5
-3 1

2 3
Lo

2
g A

13 a7 22

Lo (O]

=-10, a,,= =19

3
1 a. =
5

w

Se llama adjunto de un elemento a; de una matriz, al valor del menor
complementario precedido del signo mds o menos segln sea par o impar la suma de los
subindices i+]. Se representard por A;; y se suele escribir como:

— (—1)*-
A4 S o,
Los sucesivos adjuntos de los elementos de una matriz tienen signos (+ - + -
alternativamente (tanto por filas como columnas) positivos y negativos |- + - +
empezando por el primero que es siempre positivo, esto es: + - o+ -

3.5.- Resolucion de un determinante de cualgquier orden
Meétodo de los adjuntos:

Es un método para resolver determinantes de cualquier orden. Para ello buscamos la
linea que mds ceros tenga. (Y si ho los tiene, procuramos hacerlos). Entonces el determinante
es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea por sus respectivos adjuntos,
esto es:

1771 n”in

|A|=a A +a,A,+..+a,A

Utilizando el método de los adjuntos y aplicando algunas de las propiedades de los
determinantes, podemos convertir el cdlculo de determinantes complicados, en otros
determinantes mucho mds sencillos.

Matemdticas Verano 2008 - Curso intensivo @ Prof. Raul 6.M. 91



selectividad cgranada ‘ ,

Av. Hassan Il - RABAT w www.selectividad-cgranada.com
Ejemplo 7.1:
12 0 1
301 2
Ce / 7 g
alcular el determinante i G
6 0 -1 5

Este determinante es de orden 4, aplicando directamente el método de los adjuntos por la fila 1, obtenemos:

o = W =
oMNn O N
= W = O
O O N =
.L
o N O
_ W
oo N
m
o = W
—_ W
g o N
+
o
[« YY)
oONnN O
oo N
AN
[« Y]
o N O
—_ W =
ol)o
_ W
g o N
o
[« Y]
_ W e
oo N
0-L\w
(@) V) (@)
_ W e

Tendriamos que calcular 3 determinantes de orden 3, en los que es muy fdcil cometer algtn error.

Pero si intentamos buscar ceros combinando filas o columnas, podemos hacer que el defterminante sea de muy
fécil resolucién.

1201wt 2 o1 @'=Q) ‘
6 mimilta)] 6 1 Y 1)'=(
30 1 2/@( 086 1SHIERE) 31| g i ((2)) =0 3 1 ((23'222)) -
12 3 0|3 0o o 3 -1]E)=3)-1 K
6 0 -1 5{(4) [0 -12 1 -1|(4)=(4)-6() L LIS O g (SG3)+2(L)
3 1 1 &1
- 6‘3 _4‘ E 18‘1 |~ 184+ 1)=18(-3)=-54

Hemos convertido un determinante de orden 4 en uno de orden 2 que se resuelve de manera mucho mds sencilla.

7.6.- Inversa de una matriz:

Dada una matriz cuadrada A. Se Mlama inversa de A y se representa por A a la
matriz que multiplicada por la matriz A da como resultado la matriz identidad, es decir:

AXA = A'xA=T

La matriz A tendrd inversa si y solo si es cuadrada y su determinante es distinto de
cero, o lo que es lo mismo si A es una matriz regular. En la prdctica, para hallar la matriz
inversa de la matriz A, se siguen los siguientes pasos:

e Se halla el determinante de A.
" Si |4 =0, decimos que no existe la matriz inversa, 4.

= Si |A| #0 continuamos.

o Calculamos la matriz transpuesta de A. A™.
e Calculamos la matriz adjunta de A" y se divide por |A|

, . , L a1 A'

La inversa de una matriz A, viene dada por la expresién: |A™ = WadJ(At) = B
2 00
Ejemplo 7.2: Calcular la inversa de la matriz A=| 3 1 5
2 0

2
Lo primero es calcular su determinante: ‘A‘ =3
-2

o - O

0
5|=2, como es distinto de cero, calculamos la matriz
1
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2 3 -2 1 0 O
traspuesta. A" =|0 1 O |,y ahora la adjunta la transpuesta: adj(A’)=|-13 2 -10|.Y por dltimo, dividimos
g5 1 2 0 2
: 1 1 0 O
por su determinante: A =7aafj(/l")=~ -13 2 -10
l l 2 0 2

7.7 .- Ecuaciones Matriciales:

La matriz inversa facilita la resolucion de las ecuaciones matriciales del tipo:
AX+B=C, cuando A es una matriz es Regular.
AX+B=C
De donde
AX=C-B

Y multiplicando por la izquierda por A™ en ambos lados de la igualdad tenemos:

ATAX = ANC - B)
Operando: (A‘I-A)X =AY (C-8B)

Dedonde: IX=X=A'(C-B)

Ejemplo 7.3: Resolver la ecuacion matricial XA=B+¢ , siendo:
110
A= =010
012
Despejando X en la ecuacioh dada, tenemos: XA=B+C
Multiplicando en ambos lados de la igualdad por la derecha por A" : (xa)4a'=(8+c)A’
De donde: X(AA')=(B+C)A!
Y operando: X =(8+C)A"
1
Veeamos ahora si A admite inversa: |A! =0 =120 Por tanto existe la inversa de A.
(0]
1 -1 1

Lainversade Aes 4'=10 1 —1 .y la solucién de la ecuacién es:
y
(6}

0
0
2
1

20 1t
X (8 0 11 2 610
20 bl

7.8.- Rango de una matriz

Llamamos menor de orden p de una matriz al determinante que resulta de eliminar
ciertas filas y columnas hasta quedar una matriz cuadrada de orden p. Es decir, al
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determinante de cualquier submatriz cuadrada de A (submatriz obtenida suprimiendo alguna
fila o columna de la matriz A).

En una matriz cualquiera An.n puede haber varios menores de un cierto orden p dado.
e Definicién 1°

RANGO de una matriz es el orden del mayor de los menores distintos de cero. Por tanto, el
rango no puede ser mayor al nimero de filas o de columnas.

e Definicién 2°

RANGO de una matriz es el nimero de lineas de esa matriz (filas o columnas) que son
linealmente independientes.

Una linea es linealmente dependiente de otra u otras cuando se puede establecer una
combinacion lineal entre ellas.

P.Ej.,si fi=2f3- 3-f4, entonces decimos que f; es linealmente dependiente de f3 y fa.

Una linea es linealmente independiente de otra u otras cuando no se puede establecer una
combinacién lineal entre ellas.

El rango o caracteristica de una matriz A se simboliza del siguiente modo
rang(A) o r(A)

e  OPERACIONES ELEMENTALES QUE PUEDEN REALIZARSE CON UNA MATRIZ PARA CALCULAR SU
RANGO SIN QUE ESTE VARIE

Intercambiar dos lineas entre si.

Suprimir una linea que tenga todos sus elementos nulos.
Suprimir una linea que sea proporcional a otra.

Suprimir una linea que sea combinacion lineal de otra/s
Multiplicar o dividir una linea por un nimero distinto de cero.
Sustituir una linea i de este modo : L; = a-L; + b-L;
Sustituir una linea i de este modo : L; = L; + a-L;

Noogsrwh@=

Las propiedades anteriores NO pueden ser aplicadas en el cdlculo de determinantes, pues
alterarian el valor de los mismos, excepto en el caso 7. Sin embargo, todas ellas pueden
utilizarse para averiguar el rango de una matriz sin que se modifique el valor de éste.

Como minimo, el rango de una matriz siempre serd 1, salvo para la matriz nula, cuyo rango es
cero.

Para poder calcular el rango de una matriz ésta no tiene por que ser necesariamente
cuadrada.

Una matriz cuadrada de orden "n", como mdximo su rango es .
Una matriz cuadrada de orden "n" es inversible (regular) si el rango es n. Es decir, cuando las
filas (columnas) son linealmente independientes.

Diremos que dos matrices A y B son equivalentes (A~B) si tienen el mismo rango.
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7.8.1.- Calculo del rango de una matriz

1° Método :Basado en el cdlculo de menores.

Comenzando por el orden k=2, se realiza el proceso siguiente (para una etapa A
cualquiera)

Se busca un menor « #0de orden 4, entonces el rango serd > k

Se afiade a dicho menor una fila /, y cada una de las columnas que en él no figuran,
obteniéndose asi menores de orden k+l. Si todos estos menores son nulos, significa
que la fila / es combinacién lineal de las & filas del menor anterior, por lo que
podemos eliminar esa fila.

Seguimos probando con las restantes filas, si todos los menores asi formados son
nulos, entonces la matriz tiene sélo 4 filas linealmente independientes, que son las
que aparecen en el menor, y por tanto su rango es A

Si alguno de los menores 4+l es distinto de cero, el rango es > A+l y repetimos el
proceso para otro orden A superior.

N = W =

Ejemplo 7.4: Calcular el rango de la matriz A=

Elegimos un menor de orden 2, por ejemplo « = ‘1

Elegimos otro menor de orden 3, a =

oM O

o = W =
o N O N
w ~ O
GO N =

5 ;‘:076:76;&0 = Rang(A)2

—_ W =
N OoOnN

0
1|=(0+2+0)-(0+18+2)=-18 =0 = Rang (A)>3
3

Elegimos uno de orden 4:

(1);(1)26?11—61—1 -6 1 1 -6 1 1| |6 11

5 G _o . ‘1: 0 3 -1=(-D|0 3 1=(-1/0 3 1/=[0 3 1=0 > Rango (A)=3
12 -1 1 1281 1 Q1 0 31

-1 5 |0 -12 -1 -1

Si al elegir un menor de orden 2 nos da O, elegimos otro, y asi sucesivamente hasta elegir
todos, si todos son O, el rango es 1. De la misma forma, cuando elegimos menores de orden 3.

2° Método : Conocido como "Método de Gauss"

Se utiliza con frecuencia en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Vamos a
describir el método por filas (de igual forma seria por columnas). Bdsicamente consiste en
hacer nulos los elementos que hay debajo de los a; coni= 1, 2, 3, ..., m-1; y el rango final serd
el numero de filas distintas de cero.

El método consta de m-1 etapas, siendo m el nimero de filas.
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* En una etapa / cualquiera se deja fija la fila /7, y tfomando como referencia el
elemento a; , por medio de operaciones elementales (nombradas anteriormente) se
hacen cero todos los elementos de su columna que estén por debajo de él.

* Si el elemento a; es igual a cero, es preciso intercambiar previamente esa fila por
alguna otra fila de debajo, y si no es posible (porque también sea cero) con alguna
columna de la derecha, hasta conseguir que a; sea distinto de cero (es conveniente,
para evitar cdlculos tediosos que sea 1).

1 4 2 -1
| . 3 -12 6 -3
Ejemplo 7.5 : Calcular el rango de la matriz A= e
0 1 3 -1
4 2?2 -1 ™ 4 2 i 4 2 1 1 4 2 1
r3_126_3—r0000—r013_1—01 3 -1
2 -1 G| |0 gl 3TN0 7 4.3 | | gVl 2510
) ) (3)
0 143 Ji o0l 3 -1 oFe © © o) 0 T (9
W, =£-3fh=Ff-2f (@Ff<7f (B),=£f-7f = Por tanto Rang(A)=3
1 6 SHENIG
27 7 S2Nl7
Ejemplo 7.6 : Calcular el rango de la matriz A=|3 8 13 18
4789 14819
5108 158920
1 6 11 16 1 6 11 16 1 6 11 16
2 7 12 17 o il il 0 -5 -10 -15
Rang | SREBF 1318 | ="Rang [ 1a8l 81 W1 | = Rang| O NOFSNGES 0 | 2
4 9 14 19|(1) 111 1|3 0 0 0 O
5 10 15 20 il il 1k 0 0 0 O
W = ~Fif s = ~fif s =f—f, @F,=Fi—f

El cdlculo del rango serd fundamental para la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales por el Teorema de Rouché-Frobenius que veremos en el tema siguiente.

Ejemplo 7.7:

. . . k -1 .
cPara qué valores de k la matriz A= (2 3 J no admite inversa?.

La matriz A no tiene inversa si ‘A‘ =0, por tanto calculamos su determinante y lo igualamos a cero: ‘A‘ =3k+2,

3k+2-0 > k=2

3

7.9.- Ejerciciaos

b
1.- Demuestra que si A= [Z a’]’ verifica que A% —(a+d)A+|AI =0, donde |A es el
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det 'TdAI—lO 0—00
eferminantede A, I'=| = |y 0=/ = |

1 1 1

2.- Sin desarrollarlo, demostrar que el determinante | a b ¢ |es nulo.
b+c c+a a+b

1 1 1 1 1
21 3 2
-1 x 1 1 1
SCII'1023 1 -1 x 1 1
.- Calcular: 42 6 -4
-1 -1 -1 x 1
1 0 -3 2
-1 -1 -1 -1 x
1 1 1
. 4 . +a 1 1
4 - Obtener en funcidon de a,b,c el valor del determinante . A%
1 1 1+c¢

5.- Contestar razonadamente si es posible resolver las ecuaciones:

1 0 1 1 2 1 0 1
a lx 1 0+5:‘0 1‘ b) (0 Xj+ x 1 0|+5=0
0 x «x 0 x x
|m n N ;
6.- Si ‘ ‘: -5, calcular el valor de los siguientes determinantes:
m+3n p+3¢| |p m _[3n -m |p 2m |1 7|,  |m 5m
a) ‘b)‘ c) d) e) m|f)
n 4 g n 39 —p g 2n mp mq p Sp

7.- a) Definir el concepto de matriz inversa. Dar un criterio para expresar que una matriz es
inversible.

1 -1 41
b) Dada la matriz A=|1 -1 0 |, determinar para que valores de m existe A™.
1 0 m

,siendo I la matriz Is.

¢) Para m=-1, resolver ‘A’l —xI

-6

8.- Dadas las matrices A:[: 5

J y Bz[z _;j encontrar una matriz simétrica P no

singular tal que B=P'AP.
_ 11 _ 1 -n
9.- Sea la matriz A = (O 1] .Demostrar que la inversa de A" es (0 1 J

10.- En el supuesto que exista, calcular la matriz X tal que AX=B, en los siguientes casos:
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2 01 2 01 11 2 01
a) A=[1 3 0|y B=|1 3 0| b)A=|2 1|yB=|1 3 0
5 1 3 5 1 3 0 3 5 1 3

11.- Las matrices X e Y son las soluciones del sistema de ecuaciones matriciales:

x-y=[? 3 xiov=[t *
771 - M E I
a) Hallar Xe V.

b) Calcular si tiene sentido la inversa de ambas.

12.- Dada la identidad matricial X[g ij =

O W —
[N S Y

a) ¢Cudles son las dimensiones de de una matriz solucién de la identidad anterior?
b) Calcular su solucién:
c) ¢Es dnica la solucién?. Razonar la respuesta.

13.- Obtén razonadamente una matriz A que verifique la siguiente igualdad.

3—21 1 1 Z_A_OIZ 15
1 0 -1)7(-1 377 (12 11 10
14.- Se dice que una matriz es ortogonal si su inversa coincide con su transpuesta, esto es, si
A = A'. Comprobar que la matriz A es ortogonal.

senx —cosx
“lcosx senx

: o x 1
15.- Hallar los valores de x para los cuales la matriz A no tiene inversa. A= [| dl ]

x-2 2
3440
16.- Hallar el rango de la matriz A=|1 3 2 -2
21 2 2
t t O
17.- Estudiar el rango de A para los diferentes valores de t. A=|t 1
t 1 3-¢
t 2 2
18.- Determina el rango de la siguiente matriz segun los valoresde t.[2 + O
1+ ¢

19.- Determina la relacion que deben cumplir los pardmetros de a,b,c para que las matrices
tengan ambas rango 2.
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11 a 2 0 a
A=|1 0 b| B=[0 -1 b
11 ¢ 31
a 0 2a
20.- Considera la siguiente matrizz A=| O a O |, donde aes no nulo.
-a 0 -a

a) Calcular A?

b) Calcular A

¢) Calcula razonadamente A%°
d) Calcula razonadamente | A |

21.- Sean las matrices:

-2 01 1o
A= 0 1 0 B=1 2
0 -1
a) Comprueba que (4-8) = B8"-A"
-3 6
b) Hallar una matriz X que verifique: ABX :( 0 3J
. 1 -1 1
22.- Hallar una matriz X que cumpla la condicién XB+8 = 28", siendo B =3 1 1 -1
-1 1 1

23.- a) Calcula todas las matrices diagonales de orden 2 que coinciden con su inversa.
b) Si A es una de estas matrices, calcula A2

24.- Denotamos por M’ a la matriz transpuesta de una matriz M.

b
a) Sabiendo que A= (Z J y que |A =4 Calcula los siguientes determinantes:

d
‘—SAf‘ 2b 2a
Y1 3d —a
b) Sea I la matriz identidad de orden 3 y sea B una matriz cuadrada tal que B®=1.
Calcula |B]
25.- Dadas las matrices

0 Ak t 1 k¢
A=|0 0 k B=|0 1 k
00O 0 01

a) Hallar A®
b) Hallar la matriz inversa de B.
c) En el caso particular k=0, Hallar B

26.- Demostrar que:
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2

abc -ab a 1 1 1
~-b%c 2b® -—ab|=2a°b*c* y a b c|=(b-a)y(c-a)(c-b)
b%c® - b%c 3abc a® b% P

27 .- Comprobar por la regla de Sarrus y por el método de los adjuntos los determinantes:

1 0 -1 3 3 -1 5 8 -5 1 -1 3 4 -1 0
01 3(=—4 (4 2 0|=-61 7 1|=10114 1 7|=-15 2 1 1|=14
7 4 1 -11 0 0O -1 0 3 2 1 0O 1 3
4 6 3 2 1 2 1 -2
5 4 3 6 3 -7 -5 -3
5 4 -2 1 2 -1 2 1 2 66
31 11 3 .11 2
28.- Calcular el rango de las siguientes Matrices
son| Gasa) LN [t
a3 01 b)3 2 7 5 c) d)
11 3 13 3 8 44 71051118 6 5 3 12 8
5-+6 9¢¥ 12 10 6 23 16
Sol: @)3, b)3, ¢)3, d)3
a 00O
‘N g . e x b 0O
29.- ¢Qué condicion deben cumplir los términos de a,b,c para que el rango de . 0
y c
r t z d
sea 3?
Sol: Que alguno de ellos sea nulo.
-2 3 -1
30.- Sea A=| 5 4 -1|, Descomponer A en una suma de una matriz simétrica S y otra
1 -3 2

antisimétrica H.

7.10.- Soluciones

ab
1. - Demuestra que si Az[c dJ' verifica que A2—(a+d)A+|A|I =0, donde |A| es el

01 00

A2—(a+d)A+|A|I:[: Z][: Zj—(am)-[: g]+(ad—cb)[; (1)}

a’+bc ab+bd) (a’+ad ab+bd| (ad-cb 0 | _(0 0
ca+dc cb+d?) |ac+dc ad+d? 0 ad-ch) (0 0

1
determinante de A, | =( OJ y 0 :(O 0] .
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1 1 1
2.- Sin desarrollarlo, demostrar que el determinante | a b ¢ | es nulo.
b+c c+a a+b

1 1 1 1 1 1 1 11
a b c |= a b c =(a+b+c)la b =0
b+c c+a a+b| |la+b+c c+a+b a+b+¢ 1 11
3. - Calcular:
21 3 -2
Q=1 0 2 =0 Porque la primera fila por 2 es igual a la tercera
4 2 6 -4 '
1 0 -3 2
1 1 1 1 1] |1 1 1 1 1
-1 x 1 1 1| 0 x+1 2 2 2
D=-1 -1 x 1 1=0 0 x+1 2 2 |=(x+1)*
-1 -1 -1 x 1 |0 O 0 x+1 2
-1 -1 -1 -1 x |0 O 0 0 x+1

Hemos sumado a todas las filas la primera.

1 1 1 1
3 ) 1 1
4. - Obtener en funcion de a,b,c el valor del determinante 1+6 1 1
1 l+c 1
1 1 1 11T . Tl
a 0 O
l+a 1 1 11 a 000 5
. Y81 -2 1‘0boo‘1(_1)ggo‘_(“bc)
1 1+¢ 1 0 0 ¢ o0 9

Donde hemos usado el método del adjunto, usando la columna 4% porque es la me mas ceros
tiene.

5. - Contestar razonadamente si es posible resolver las ecuaciones:

1 0 1 01
0 1 2
a)|lx 1 O+5:7 b) +lx 1 O
0 1 0 x
0 x 0 x «x
1 0 1 - 1 0 O 0
a) Si es posible: |[x 1 O+5:‘O 1‘* x 1 —x+5:‘0 1‘* x4+ x+5=7
0 x x 0 x «x
Px?+x-2=0 De donde X=1, Y=-2
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1
1 2
b) [ 0 x| X
0
tenemos que sumar las matrices, y para poder sumar dos matrices, ambas tienen que ser de la
misma dimension.

X = O

1
0 | =No se puede calcular, porque antes de calcular el determinante
X

6.- si|" n‘ =-5, calcular el valor de los siguientes determinantes:
m+3n p+3 m+3n-3n p+3g-3 m
0 P 0‘2(9): p+3q q‘: p‘ 5)- ‘ _ 5
n 4 n 4 n-g p g
p m g m n
b =(6)=— =—(-5)=5
)‘q =(5)= ‘ (6) >, (-5)
3n -m n m n m
c =(6) = 3-(-1) = 6)=-3(-1 3(-5)=-15
)3q ‘() ()‘qp‘ qp‘() ()‘ ‘ (-5)
p 2m P g
d 2 B2 =— =(-2)(-5)=10
)q =(6)= ‘ ‘() ‘ =(6) ‘pq‘()()
e) 1 ‘ %7= ‘
mp mq
f) g 5m‘: ‘m m‘:O Porque se repiten dos filas.
p dp |p P

7.- a) Definir el concepto de matriz inversa. Dar un criterio para expresar que una
matriz es inversible.

La matriz inversa es la matriz por la que hay que multiplicar otra para obtener la
matriz identidad. Sea la matriz A, entonces la inversa de A es la matriz A”, de forma que

A-A=ALAZT,

Para que una matriz sea inversible ha de tener su determinante no nulo.

1 -1 -1
b) Dada la matriz A=|1 -1 O |, determinar para que valores de m existe Al
1 0 m

Para que exista su inversa, su determinante ha de ser distinto de cero.

1 -1 -1 |0 -1 -1 1
1 -1 0|=0 -1 O =1‘ 1
1 0 m |1 O m

-1

Por tanto el determinante es distinto de cero para todo valor de m.

Entonces A es invertible vime R.
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¢) Para m=-1, resolver ‘A’l —xl|, siendo I la matriz I;.

#

. . 1 1 1 1 -1 -1) (-1 11
A’1—7ac7fj(A)f——1 -1 0 -1 =-11 0 -1|=|-1 0 1
A [ O | 1-10)(-110
-1 1 1) (x 00 1-x 1 1 -x 1 1 1
-1 0 1|-|0 x Of=| -1 —X1=—1—X—X1:(—X)1_+
-110) (0 0 x -1 1 —x 0 1 —x
1
+(1+x)‘1 _X‘ = (X)X D+ (x +D)(x - = (x + D[(~x)(x D) - (x +1)]=—x3 - x% —x -1

4 -6 4 -3
8. - Dadas las matrices A= ( 3 5) y B= ( - 5} , encontrar una matriz simétrica P no

singular tal que B=PAP.

b
Como P tiene que ser simétrica y no singular (regular) cogemos P = [g ) .

Si en la ecuacién B=P AP multiplico a ambos lados de la igualdad por P. (obsérvese que he de
multiplicar por P por el mismo sitio (izquierda) en ambas partes)

PB=PP!AP > PB=IAP => PB=AP
Por tanto:

a b.4 -3 1 4 —6\a b 5 4a+6b —-3a-5b . 4a-6b 4bH-6¢
b c/l6 -5) |3 -5)b ¢ 4b+6¢c -3b-5¢c) (3a-5b 3b-5c¢

Dos matrices son iguales, si todos sus elementos son iguales, por tanto:

4a+6b=4a-6b b=0
~3a-5b6=14b-6¢ Resolviendo el sistema tenemos: a=2c
4pH +b6¢c=3a-5b 2c=a
-3b-5¢c=3b-5¢ b=0

2c 0O
P:[ y CJ- Como nos dicen que P es no singular, C no puede valer 0. Si tomamos c=1,

0]
entonces P queda de la forma:

2 0

o 1)

Vamos a comprobarlo.
Tiene que ocurrir que:  B=P7'AP

Lo primero es calcular P,

;
_ : 1 a1 .,_11 0 _11 O_%o
|P| =2, por tanto existe P*. P 7 (adjP) _2(0 ol =3lo 21713 ;
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1L 04 -6)(2 O 2 -3\(2 O 4 -3
-1 -2 . . - . — —
g AP_[O 1}[3 —5J(o 1] (3 —5](0 1] [6 —5J &

11 1 -
9.- Sea la matriz A= ( 0 J .Demostrar que la inversa de A" es ( 0 an

Lo primero es calcular A%,

AZ—A~A—1 N1 (12 _A3_A2'A_1 3 _A4_1 4
7o 1)lo 1) lo1) 1o 1)° 1o 1

1 n
Por tanto, parece que A" = (O J. Vamos a demostrarlo (No olvidar)

1 n 1 n+1
Supongamos que A” = [0 J , entonces por induccion tiene que ocurrir que A" =£ J

0o 1
1 n\(1 1 1 n+1
n+l _ 4n. 4 _ ! =
ai-ara-o o 1o 1)

1 n
Por tanto se cumple que A" = ( J

Como:

01

Para ver si A es invertible, tiene que ocurrir que su determinante sea no nulo. ‘A"‘ =1, por
tanto es distinto de cero.

Pues entonces (A”)fl—i(ady;")f_l 1 of_l y /1 &.d
S a1 © | OF 1 51

10.- En el supuesto que exista, calcular la matriz X tal que AX=B, en los siguientes

casos:
2 01 2 01
a) A=|1 3 0|y AB=|1 3 0| Asimplevista, como A=B, tiene que ocurrir que X=I3
51 3 5 1 3
2 0 131 0 O 2 01
AI=1 3 Of{O0 1 0|=|1 3 0|=8
51 3/Il0 01 51 3
11 2 01
b) A=|2 1|yB=|1 3 0
0 3 51 3

A-X = B entonces, si multiplicamos por A" a ambos lados de la igualdad y por la izquierda,
tenemos:
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AYAX=ATB > ITX=A1B> X=A18
Como A no es invertible, entonces no existe la matriz X buscada.

11.- Las matrices X e Y son las soluciones del sistema de ecuaciones matriciales:

2 -3 1 -4
ZX—yz(1 _5J X+2y:(3 Oj

c) Hallar X e Y.
d) Calcular si tiene sentido la inversa de ambas.

a)  Simultiplico la 1% ecuacién por 2 y las sumo:

4 _6 1 -4 5 -10 1 -2
4X—2y=(2 _10J+ X+2y=(3 0) 95X=(5 —10j = de donde: X=£1 _2]

2 -3 0 -1
Si despejamos la matriz ¥ de la 1% ecuacion: ¥ = 2)(—(1 _5] = (1 1 J

b) Lainversa de X no existe puesto que su determinante es nulo.

, = ORI |
Lainversade Yes: Y _|y|aq’/y __1(—1 o) (1 o0

1
12. - Dada la identidad matricial X @ U = 3
5

o AN

a) cCudles son las dimensiones de de una matriz solucion de la identidad anterior?
La matriz X tiene que tener una dimensién de 3X2.
b) Calcular su solucion:

1 2
Sean A= @ 3 y B=|3 4|, entonces: X-A=B, para calcular X, multiplico en ambos lados de
g %9
la igualdad (y por la derecha) por A™.
X-A-AT=BAT > X=BAT
Pues vamos a calcular la matriz inversa de A. Lo primero es ver si su determinante es no nulo.

2 1
|/1|:‘3 {="1 = Por tanto la matriz A es invertible. (si A no es invertible, no existe la
matriz X)
2 3 1 -1 1 -1 1
A = > Adj(A") = > A1 =—-Adj(A") =
e T R e B
Y por tanto :
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1 2 11 5 -3
X=3 4-(3 —ZJ_Q -5
5 6 13 -7
5 -3 5 1 1 2
Vamos a comprobarlo: | 9 -5 -(3 Jz 3 4], Por tanto X es correcta.
13 -7 5 6

¢) cEs dnica la solucion?. Razonar la respuesta.

Si. Es Unica porque la matriz inversa es Unica.

13. - Obtén razonadamente una matriz A que verifigue la siguiente igualdad.
3—21 1 1 Z_A_OIZ 15
1 0 -1)"\-1 3/77(12 11 10

coan x_[2 1 1) y_(1 ) , (0 12 15) A
ean “l1 o -1) =11 3 Y “l12 11 10" a ecuacion martricial queda ae la

forma:

3 X+Y-A=Z
Como lo que quiero es calcular A:

Y-A=Z-3-X S Y1Y-A=Y(Z-3-X) > A=Y (Z-3-X)
Calculamos la inversa de Y:

1 1

1 -1y 1(3 -2} (3/5 -2/5
-1 L Sty S . -~ g
g "|y|A°JJ(y) 5AdJ(2 3} [1 1} (1/5 1/5}

vl (3/5 -2/5)(0 12 15_—63 33| (3/5 -2/5)(6 9 12) (0 1 2
A=Yz 3)()_[1/5 1/5 )J{12 11 10 3 0 -3)| (/5 1/5 )9 11 13) |3 4 5

L
5

Por tanto:
e 01 2
13 4 5

14.- Hallar Jlos valores de x para los cuales la matriz A no tiene inversa.

PR
x-2 2
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-x six<0 -Xx+2 six<-2
La funcién |x|:{ l o Y la funcién |x—2|:{ I

X Ssix> X+2 six>-2

Por tanto, de la definicién de valor absoluto: |a| = +va® donde a es un ndmero Real.

Tenemos que para que la matriz A no sea inversible, su determinante tiene que ser nulo. Por

tanto:
2x|-|x-2/=0 > 2x|=|x-2| > 2Vx? =(x-2)* > V4x? = /(x-2)% de donde:
X =-2
4x% = x? —4x+4 > 3x% +4x-4=0 y resolviendo obtenemos 2
X =—
3
Vamos a Comprobar:
1 L
Para x=-2, tenemos: =0 y parax=2/3, tenemos: 3 |=0
4 2 4,
3

Por tanto es correcto.

15. - Se dice que una matriz es ortogonal si su inversa coincide con su transpuesta, esto
es, si A1 = A" . Comprobar que la matriz A es ortogonal.

y senx —cosx y senx  cosx
|lcosx senx |’ |-cosx senx

Vamos a calcular la inversa, y para ello, calculamos primero su determinante.

senx —Ccosx
COS X  senx

= sen’x +cos® x =1

A =

senx Cos x
Adj(AY - ( ]

87N B
—cosx senx AL = A Ay =

senx  cos XJ
A

—CosS X senx

Por tanto A1 = A" & A es ortogonal.

NN N
|
n

3 4
16. - Hallar el rango de la matriz A=|1 3
21

n

Como el rango es el orden del mayor menor no nulo, tenemos que calcular los
determinantes de todos los menores y ver cual de ellos es distinto de cero, y tiene mayor
orden.

Vamos a calcular los determinantes de orden 2 que se pueden extraer de esta matriz. Cuando
uno de ellos sea distinto de cero, entonces diremos que su rango es como minimo 2.

3 4

=5
13
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Por tanto, la matriz A tiene de rango, como minimo, el 2. r(A)=2
Ahora calculamos todos los determinantes de orden 3 que se puedan extraer de ella, e igual

que en el caso anterior, cuando uno de ellos sea distinto de cero, diremos que el rango de A es
como minimo 3.

=0 porque la 1? fila - la 2? fila = 3* fila

N —, W
_ W N
N N D

Si observamos la matriz A, la 1° fila - la 2° fila = 3% fila , entonces cualquier determinante de
orden 3 que obtengamos de dicha matriz va a ser nulo.

Por tanto el Rang(A)=2

17. - Estudiar el rango de A para los diferentes valores de t. A=

e
—_ = S

Vamos a calcular el determinante de A

rr o of | P
A=t 1t |=ff 1-7 t |=t =+(1-1)(3-21)
1-+ 3-+
t 13-4 |t 1-+ 3-¢

Si igualamos a cero, tenemos que t=1, que t=0 y que t=3/2.

Por tanto si tz1,+20y t23/2 el rango de A es 3.

3/2 3/2 O 1 0
Sit=19A4=|3/2 1 3/2 -)|A|:Oy‘1 1‘:1 > Rang(A)=2
3/2 1 3/2
3/2 3/2 O 3/2 0
Sit=3/2 3 A=|3/2 1 3/2|>|A=0 y‘ 7 3/2‘=7/2 2 Rang(A)-2
3/2 1 3/2
00O 10
Sit=0> A=|0 1 0|2 |4=0y ‘1 3‘=3¢O = Rang (A) =2
01 3
t 2 2
18. - Determina el rango de la siguiente matriz segun los valores de t. A=|2 t O
17 ¢+
Si calculamos el determinante de esta matriz, tenemos que
r2 2
2 t O =(t°+4r)-(2t+4r)=1>-2¢
1+ ¢

Por tanto si igualamos a cero, tenemos que si 120, t2+/2 tz-+/2 entonces rango de la matriz es
3.
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022 0 2
Sit=0> A=|2 0 O é|A|:Oé‘2 0‘2_4 > Rang(A)=2
100
2 2 2
: + 2
Sit=x2 > A=| 2 2 0 |2 |A=0 +J§|:_2 = Rang(A)=2
1 +V2 +42 -

19.- Determina la relacion que deben cumplir los pardmetros de a,b,c para gque las
matrices tengan ambas rango 2.

11 a 2 0 a
A=|1 0 b| B=|0 -1 b
== 31

Resolvemos ambos determinantes y los igualamos a cero.
Para que A sea de rango 2, tiene que ocurrir que: a-c=0. = a=c
Para que B sea de rango 2, tiene que ocurrir que: 3a-2b-2¢=0

Para que ambas sean de rango 2, se ha de cumplir el siguiente sistema:

{a:c 3 c-2-0 > c=2b > a=2b, c=2b, b=b
3a-2b-2c=0
a 0 2a
20. - Considera la siguiente matriz: A=| 0 a O |, donde a es no nulo.
-a 0 -a
a) Calcular A
b) Calcular A™*
¢) Calcula razonadamente A?°
d) Calcula razonadamente | A”|
a 0 2a)(a 0 2aa -—a®> 0 O -1 0 O
a) °=AA=|0 a O[O0 a O0|=| 0 @ 0 |=a’l0 1 O
-a 0 -a)l-a 0 -a 0 0 -a° 0O 0 -1

b) Lo primero es calcular el determinante: |A| =a’, la transpuesta A' =
2a 0 -a

-a® 0 24° / %
0
Va

la adjunta: Adj(A) =| O a® 0 | Portantolainversaes A =
0 %

K

a®> 0 da°

c) Calculamos Ay luego A*y vemos que A* =

>
O O+
O ~ O

0
O0|=a*T
1
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1 00) (¢ 0 o0
Como: A% =(A4)5 =(a4-I)5 =a®-1°-ag%1-2°{0 1 0|=| 0 4 0
001 0 0 4%

d) De la propiedad de los determinantes |A-B8|=|A||B|, tenemos que:

A

20
60
‘Aw‘:‘AZO-Al‘:‘A ‘_a 57

21. - Sean las matrices:

a) Comprueba que (A-B) = B"-A

-2 -1 -2 1
A-B=(1 2j,deaquf (A-B)’=[ J

-1 2
-2

11 0
t.o4t _ .
aa (o 5 S0

-3 6
e) Hallar una matriz X que verifigue: ABX =( J

O -~ O

-2 1
= [_1 2] por tanto se verifica la igualdad.

0o 3

1 g}(AB)X:[_OS g);(A-B)‘l(A-B)X=(A-B)‘1(_3 6}

0 3
-3 6 =2y I -3 6
_(4.8)! - 3
De donde X =(4-8) [O 3J (% %J[O 3]

5 %)

ABX :(

22.- Hallar una matriz X que cumpla la condicion XB+B= Bl siendo
1 -1 1

B==11 1 -1
-1 1 1

Tenemos que XB+B=B7'; entonces (X +I)B=B"; multiplicando en ambas partes (a la
derecha) por B?, tenemos: X + I =87, de donde despejando X:

el Bk cuni
Para calcular la inversa de B, lo primero es hacer si determinante.

1

1
2

2
8- 1 -1-
0

1 -1 1
0 1| 2

Después hacemos su transpuesta, y luego su adjunta, y por fin escribimos su inversa:
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. ) 110 11 0)(110
B‘I:E-Aa{j(B)’—;? 1 % =2-(1) 1 1l=l0 11
5 0 3 5 O % 1 01
Elevamos al cuadrado:
11 01 10 1 21
(6'f=atat=l0 1 1[j0 1 1|=[1 1 2
1 0 1)1 01 2 11
Y ahora calculamos X:
1 21 1 0 021
x=(f-r=|1 1 2|-|0 1 0|=|1 0 2
2 11 001 210

23. - a) Calcula todas las matrices diagonales de orden 2 que coinciden con su inversa.

. , : . 0
Una matriz cualquiera diagonal de orden dos, es por ejemplo: A4 :[ J pues, para que A

a
0 b

coincida con su inversa, calculamos la inversa e igualamos ambas:

R
o6

o= O

Igualamos ambas

o= O
N -y

Y resolvemos:

Entonces las matrices A son:
1 0)(1 0)(-1 O)(-1 O
o 1/)lo -1/{0 -1/l0O0 1

b) 5i A es una de estas matrices, calcula A°.

Para cada una de ellas, su cuadrado es la matriz identidad I.

a 0\(a O at o 1 0) _.
596 35 2 Yemarons

24. - Denotamos por M" a la matriz transpuesta de una matriz M.

b
c) Sabiendo que A= (i a’J y que |A| =4 Calcula los siguientes determinantes:
2b  2a b a a b
— 1 =(— 2 = . = = — = =
34| = (3?14 = 94 36y‘_30, 3 6‘0,6 6. d‘ 24
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d) Sea I la matriz identidad de orden 3 y sea B una matriz cuadrada tal que
B =TI . calcula |B|

7]=1=|8°|= |8 > |8-¥1-1

e) Sea C una matriz Cuadrada tal que C™' =C". cPuede ser |C|=3 ? Razonar la

respuesta.

sictc=1 3 |cct|=|1]=1 > |cc|=[clfc =1 F perosi ¢ =c" > [clfcT|-1y
como |C] = ‘C’" > [cl{c]=1: si |c|=3 > 9=1, cosa que es imposible. Por tanto no puede ser
=3

25. - Dadas las matrices

0 kK t 1 k ¢
A=|0 0 & B=|0 1 k
0 00 0 01
a) Hallar A
0 K #)(0 kK t) (0 O A
Lo primero es como siempre A2=|0 O A|{0 O k|=|0 O O |, después:
0 0 0J/lO O O)] OO O
0 0 A)(0 k +) (0 0 O 00O
A3 =A%>A=/0 0 OO O A|=|0 O O/ v A°=10 0 0
0 00J/lO OO (00O 00O

b) Hallar la matriz inversa de B.

, 10 0) (1
B! - Adj(8")= Adj(8") = Adj k 1 0|=|0
4| r ko) (o

¢) En el caso particular k=0, Hallar B

10
B=|0 1
00

o ~
X
N
Il
'8}
X
Il
O O +
o -~ O
—_ O -+
7/ N\
O O +—
o -~ O
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1 0 3#\(1 O ¢ 1 0 4¢
B*=B*B=/01 0}{0 1 0|=|0 1 O
0 0 1)l0 01 0 0 1
1 0 nt
B"={01 0
0 0 1
1 0 nt
Supongamos que B" =0 1 O |, entonces por induccion, ha de ocurrir que
00 1
1 0 (n+1)
gt=lo01 o0 |. Calculamos
00 1
1 0 nt\(1 O ¢ 1 0 (n+)t
B1-pg"R=|0 1 01O 1 O|=|0 1 O
00 1)l0 01 00 1
1 0 nt 1 0 107
Entonces B"=|0 1 0 |. Ydeagui: B°=|0 1 0O
0 0 1 0 0 1
26. - Demostrar que:
abc -ab a° SOV - g 11 1 1 1
—b%c 2b®* —abl=abc-bc 2b -a|=abcbcba-1 2 -1=a’b*c?-1 2 -1=2a°p*c?
b%c?® —b?c 3abc b%c -b® 3ab b —-b 3b 1 -1 3
1 1 1 1 0 0 s -y 1
aaz :2 ;_;2 blza_zz cg_zz —l(b—a)(b+a) (c—a)(c+a)_(b ay(c a)b+a c+al

(b-a)(c-a)(c+a-b-a)=(b-a)(c—-a)(c-b)
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Tema 8: Teorema de Roucheée-Frobenius

Se llaman ecuaciones lineales a las ecuaciones en las que las incégnitas aparecen todas
con grado 1; no estdn elevadas a ninguna potencia, hi bajo ningln radical, ni multiplicadas unas
por otras... como por ejemplo: 2x -4y =2 ; x-5y=7 ; 6x-3y+2z=0

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de la forma:

Ay X, + Gy Xy F o, +a,X =h
Ay Xy + Ay Xy F o +a,, X =b
a X+ 04, Xyt +a, X =b

Donde m es el n® de ecuaciones lineales y n el n° de incégnitas, los a, son los coeficientes del
sistema (nlmeros reales), los x; son las incdgnitas y los £ son los términos independientes

(también nimeros reales).

Resolver un sistema de ecuaciones es encontrar los valores de los x; para los que se cumplen

todas las ecuaciones o concluir que el sistema no tiene solucion.

Un sistema de ecuaciones puede tener solucion (compatible) o no tenerla (incompatible).
Los sistemas compatibles pueden tener una solucion (determinades) o infinitas soluciones
(indeterminados).

En resumen podemos clasificar los sistemas de ecuaciones lineales del siguiente modo:

Determinado (5.C.D.) - Solucidn tnica

Compatible
;i {Indefer‘minado:(S.C'.I.)—Muchas Soluciones

Sistemas de ecuaciones lineales

Incompatible : (5.I.) - Sin solucidn

Llamamos A a la matriz de coeficientes y B a la matriz ampliada con los términos
independientes:

a  a ,y a  a a,|h
A: aZl aZZ aZﬂ B: aZl 022 aZn bz
aml amZ a/nn aml a/nz arrm bm

8.1 Teorema de Roucheé-Frobenius

Permite conocer si un sistema de ecuaciones tiene solucion a partir del estudio del
rango de la matriz asociada al sistema (matriz de coeficientes A) y del rango de la matriz
ampliada de éste (matriz B).
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Determinado :Rang(A) = Rang(B) = n°® de incégnitas

C tible: R A)=R B
ompatible: Rang(4) = Rang( ){Inde‘rerminado: Rang(A) =Rang(B) < n° de incégnitas

Sistemas

Incompatible : Rang(A) = Rang(B)

Este Teorema es muy Gtil para el estudio de sistemas con pardmetros.

8.2.- Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Estudiando un sistema de ecuaciones por el Teorema de Rouché-Frobenius, si
resulta compatible, podemos hallar su solucién mediante la regla de Cramer:

8.2.1.- Regla de Cramer:

Un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si la matriz de
coeficientes A, es regular. Por tanto, este tipo de sistemas son siempre S.C.D.

Para calcular las soluciones de un sistema utilizamos dos determinantes:
e Determinante de la matriz de coeficientes A. |A|

e Determinante |A;| que se obtiene al sustituir, en la matriz del sistema, la columna de
la incégnita i (x,y 6 z) por la columna de los términos independientes.

El valor de cada incégnita se obtiene de la siguiente forma:

_Iad Y Y
A A A
2x+3y-z=6 2 3 -1
Ejemplo 8.1: Resolver el sistema {x -by+2z=-4 = A=|1 -5 2
3x+2y-3z=-6 3 2 -3
2 3 -1
A=|t -B 2|=32%0 > Aesregular 9 El sistema es de Cramer = Sus soluciones son:
3 2 -3
6 3 -1 2 6 -1 2 3 6
4 5 2 1 -4 2 1 -5 -4
-6 2 -3 321 3 6 -3 963 3 2 -6 1605
x=t——1=">=1; y=——1="=3 ; z=b——1=""=
A 32 YT 32 A 32
5=(1,3.5)

Utilizando un pequefio truco, podemos utilizar este método de resolucién a
sistemas compatibles indeterminados.

Si un sistema es compatible indeterminado es porque Rang(A) = Rang(B) < n°® de
incégnitas, si llamamos grado de libertad (g) a la diferencia entre el n° de incégnitas y el
rango de las matrices.

Llamaremos menor principal de la matriz A al menor que nos da el rango de las
matrices, este menor nos da un huevo sistema de ecuaciones con tantas ecuaciones como
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incdgnitas llamado sistema principal. Este sistema es equivalente al principal y se puede
resolver con la regla de Cramer, teniendo en cuenta que las soluciones quedardn en funcion de
tantos pardmetros como indique g.

x+2y+z=0
Ejemplo 8.2: Resolver el siguiente sistema: <x+y =0
2x+3y+z=0

Escribimos las matrices Ay B.
121 1210 121
A=[1 1 0|:8=1 10 0| |4=[t 1 0=(+3)-(2+2)=0 =Rang(A)«3
2 31 2310 2 31
=-1 = Rang(A)-=2

1 2
11

Para la matriz B ocurre exactamente igual ? Rang(B)=2=Rang(A) < n°® de incégnitas.

Tenemos que el sistema es S.C.I. y como A no es regular, no podemos utilizar la regla de Cramer.
Como para obtener Rang(A) = 2 hemos utilizado las dos primeras ecuaciones, entonces la tercera la podemos
eliminar y el sistema queda:
x+2y+z=0
{x +y=0
x+2y+1=0

0 y si pasamos los términos con A a la derecha de las igualdades,
X+y=

Si llamamos z = 1, tenemos: {

nos queda:

2y =— 12 1 2 -
{11)};01 Siuquivolvemosc\escribirIasrna‘rricesAyB:A:[1 1)y3=(1 1 (jj

Como podemos observar, ahora A si es una matriz regular, porque es cuadrada y su determinante es distinto de
cero. 2 Podemos utilizar la regla de Cramer para resolver el sistema.

-1 2
0 1 &
M

1 -2

1 0| 2

y) =L _"1_Z__3 =1
4 Z 1 z

Por tanto las soluciones del sistema son S = {ﬂ,fﬂ,ﬂ}

X =

8.3.- Sistemas con parametros:

Se llama discutir un sistema de ecuaciones en funcion de uno o varios pardmetros al

hecho de clasificar/o segun los valores que puedan tomar dichos pardmetros.

Como norma general de discusion podemos seguir el siguiente proceso:

» Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes (A) en funcion del pardmetro
o pardmetros, lo igualamos a cero y resolvemos la ecuacidn.

» Calculamos los rangos de las matrices A y B y utilizamos el teorema de Rouché-
Frobenius para clasificarlo.

> Si es compatible (determinado o indeterminado), lo resolvemos por alguno de los
métodos anteriores.
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2x+y=1 210 21 0 1
Ejemplo 8.3: Discutir el sistema: sx+y-2z=1 = A=|11 2|y B=11 -2 1
3x+y-az=»>b 31 -a 31 -a b
210
A=t 1 -2|=-a-2
31 -a
- 21 0 1
e  Sia=-2 < Rang(A)=2 porque 1 1:1;:0 . Si sustituimos a=-2 en B2 A=|1 1 -2 1| vy ahora
31-25
1 0 1
calculamos el rangode B I -2 1/=H-1
1 -2 b

v Si b=1-» Rango(B)=2=Rang(A) , =-2=+0 , entonces el sistema es S.C.I.

1
1 -2
v' Si bzl & Rang(A)?Rang(B) < el sistema es S.I.

e Siaz-2 > Aesregulary el sistema es de Cramer & S.C.D.

8.4.- Resolucion de sistemas homogeneos.
Sabemos que un sistema es homogéneo si todos los términos independientes son

cero, y que ademds, estos sistemas son siempre compatibles. Aplicando el Teorema de Rouché
Frobenius:

e SiRang(A)= n° de incéghitas = S.C.D. Solucidn trivial. (0,0,0).
e SiRang(AX n° de incégnitas & S.C.I. Infinitas soluciones, entre ellas la (0,0,0).

8.5.- Ejercicios:

1.- Comprobar que los sistemas de ecuaciones siguientes uno es determinado, otfro
indeterminado y ofro incompatible:

8x+y+4z=9 6x-y+3z=6 x+y+z=1
a)ybx-2y+4z=6 b)-6x+8y+0z=-10 c)3x-4y+0z=5
x+y+0z=1 2x-5y-z=4 7x-y-3z=8
2.- Discutir el siguiente sistema segun los valores de k. {kx s
xX-ky =2k-1
kx+y+(k+1)z=0
3.- Resolver el siguiente sistema: <Ay +(k+1)z=0
x+2z=1
x+2y+3z=1

4.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales: {x +ay +3z =2
2x+(@2+a)y+6z=3

a) Encontrar un valor de a para que el sistema sea incompatible.
b) Discutir si existe algtn valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado.
c) Resolver el sistema para a=0.
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11 -2 1 -6 X
5.- Se consideran las matrices A=|2 1 1 |, =|2]|, 6 =|-11|, X=|y
2 3 -9 a p z

a) Determina el valor de a para que el sistema AX = ¢, sea incompatible.
b) Determina los valores de S para los cuales el sistema AX =C, es compatible, y para uno
de estos valores resuelve dicho sistema.

c)Para a =3y B =-13 estudia el sistema AX =C, +C,

ax+y+z=1

6.- Calcular los valores de ay b para los que el siguiente sistema <x +ay+z =5

tiene infinitas soluciones y resolverlo para estos valores

7.- Discutir y resolver los siguientes sistemas:

x-iy-z=0
X—-y—-z=41

@-mx-y=1
x+1-my-=1
X-y=m

ax+y+z=1
X+ay+z=1
X+y+az=1

8.6.- Soluciones

1.- Comprobar que los sistemas de ecuaciones siguientes uno es determinado, otro

3ix+2y+3z=0

ax+y+z=1
X+ay+z=>b
X+y+az=1

X+y+mz=1
xX-y+2z=0
2x-y-z=m

ax -y+z=1
x+by=1
Xz =0

indeterminado y otro incompatible:

8x+y+4z=9

xX+2z=3
x+y+z=-1
2y—z=-2

xX-y+az=-5

y+kz=1
kx-y+z=1
kx —z=-k

6x -2y +2az =2
3x+ay-z=0
2x+y+z=0

6x-y+3z=6

x+y+az=1

X+ay+z=0
y+z=»>b
y+az=2

2x+y=1
x+y-2z=1
3x+y+az=»>b

X+y+z=1

a)bx-2y+4z=6 b){-6x+8y+0z=-10 c){3x-4y+0z=5

a) Sea el sistema,<5x -2y +4z =6 lo primero que hacemos es escribir su matriz A (matriz

x+y+0z=1
8x+y+4z=9

x+y+0z=1

2x-5y-z=4

7x-y-3z2=8

de coeficientes) y su matriz B Ampliada (Coeficientes + términos independientes)

8 1

4 8 1 409

A=|5 -2 4|y B=|5 -2 4 6

1 1

0 1 1 01

Ahora calculamos el rango de cada una de ellas.
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8 1 4 (8 1 4
|A| =5 -2 4=-3 -3 0 =0
1 1 O 1 1 O|@eFila-1°Fila)

8 1
Calculamos ahora un menor de orden 2 ‘5 ~ 2‘ =-21=0
Por tanto Rang(A)=2
8 1 49 1 49
B=|5 -2 4 6| Cojo de ellaun menor de orden 3, |-2 4 6/=0, tendriamos que calcular
1 1 01 1 01
todos los menores de orden 3 que se puedan obtener de esta matriz. Pero no es necesario
porque si:
8 1 49
B=|5 -2 4 6| Sialasegunda fila le quito la primera, obtengo (-3 -3 0 -3) que es
1 1 01

igual que la 3° fila multiplicada por 3.

Por tanto todos los menores de orden 3 de esta matriz son nulos porque la 3% fila es
combinacidn lineal de 2% y la 1%, asi que calculo un menor de orden 2:

8 1
‘5 g 2‘ =-21+0. Por tanto Rang(B)=2

Y como Rang(A)=Rang(B)=2<3(N° de incégnitas), entonces el sistema es S.C.I.

Aunque el ejercicio no lo pide vamos a calcular sus soluciones. Como la 3° fila es combinacién
lineal de la 1% y la 22, la eliminamos.
Hacemos z =1 y reescribimos el sistema:

5 -2 5 -2 6-42

8x+y=9-41
Sx-2y=6-4.1'

8 1 8 1 9-42
Por tanto ahora tenemos: A :( J y B =( j

Calculamos el rango de ambas: Rang(A)=Rang(B)=2(N° de incdgnitas), por tanto convertimos el
sistema en un sistema de Cramer (A es regular). Y lo resolvemos por la regla de Cramer:

9-44 1
_|6-44 -2 -18+81-6+441 124-24 4.-8 8-44
B o1l -21 -1 -7 7
;2

8 9-41

y:‘5 6—4/1‘:48—32/1—45+20/1:—12/1+3:—4/1+1:4/1—1
8 1 -21 -21 -7 7
=

Z=1

Por tanto, multiplicando todas las soluciones por 7 tenemos:
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SCI {x=8-44,y=41-1,2z=721}

bx—-y+3z=6
b) -—6x+8y+0z=-10
2x-5y-z=4
6 -1 3 6 -1 3 6
Lo primero es escribir AyB; A=|-6 8 0. B=|-6 8 0 -10].
2 -5 -1 2 -5 -1 4
Calculamos el rango de ambas:
¢ 131 6 8| 6 -1 6 -1
|A|=—26 _85 _01:3‘2 —5‘_1‘—6 8‘:42—42:0,‘_6 8‘:547&0,

Por tanto Rang(A)=2
-1 3 6| |-16 0 18
8 0 -10=/8 0 -10/=-1
-5 -1 4 -5 -1 4
Por tanto Rang(B)=3.

‘— 16 18

4 10‘ ~ _1(160 -144) = 0

Como Rang(A)zRang(B), entonces el sistema es Incompatible (No tiene solucion)

x+y+z=1

c) 13x-4y =5 Como siempre, escribimos las matrices Ay B:
7x-y-3z=8

1 A0 1 1 ", 1 o

A=[3 -4 0| B=|3 -4 0 5

7 -1 -3 7 -1 -3 8

Y calculamos sus rangos:

O I A
A=3 -4 0|=[3 -4 021-‘10 2‘:46¢o > Rang(A)=3
7 -1 -3 o 2 0O

Si para calcular el rango de B cogemos esta misma matriz, entonces Rang(B)=3
Y como Rang(A)=Rang(B)=3(N° de incégnitas), entonces el sistema es S.C.D.
En este caso fampoco nos lo piden, pero vamos a calcular las soluciones del sistema.

Como la matriz A es cuadrada y su determinante es no nulo, entfonces podemos aplicar la Regla
de Cramer; por fanto:
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1 1 1 11 1 1 1 1
5 -4 0 35 0 3 -45
X:8 -1 —32222_7_ :7 8 -3 _-17, Z=7 -1 821
1 1 1| 46 23° 1 1 1 46 ° 1 1 1] 46
3 -4 0 3 -4 0 3 -4 0
7 -1 -3 7 -1 -3 7 -1 -3
. 27 17 9
Resumiendo: S.C.D. 5={x=§,y:—4—6,z :4—6}

kx -y =1
2. - Discutir el siguiente sistema segun los valores de k. 4
x—ky =2k-1

Lo primero, como siempre, es escribir las matrices Ay B.

pr kK -1 2 kK -1 1
1 —k) T 7Tk 2kt
Y después ver el rango de ellas.

k -1

Al

‘ =—k%+1 TIgualamos a cero y calculamos los valores de k.

Si k=+1 elrangode Aes1,ysi k= =*lel rango de A es 2.

-1 1

Para la matriz B, fenemos que & 241

‘ =1-2k+k=1-k, y este determinante es nulo si
k=1.
Por tanto si K=1, Rang(B)=1, y si Kz1 Rang(B)=2.

Resumiendo:
o 5/ k=1: Rang(A)=Rang(B)=1<2 = S.C.I.
o S/ k=-1: Rang(A)zRang(B) = S.I.
o S/ k=#+l Rang(A)=Rang(B)=2=N° incognitas = S.C.D.
kx +y+(k+1)z=0
2. - Resolver el siguiente sistema: <ky +(k+1)z =0

x+2z=1
Escribimos las matrices Ay B:
k 1 k+1 k1 k+1 0
A=|0 k k+1| y B=|0 k k+1 O
1 0 2 1 0 2 1

Veamos sus rangos:
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k 1 k+1
IA=10 k k+1=k*+1 - Rang(A)-3
10 2
kol okel k1 1=K
0 kK k+1=0 k+1:1‘k k+1:k2+1¢0vk 2 Rang(B)=3
10 2|10 O

Como Rang(A)=Rang(B)=3, entonces el sistema es S.C.D.

0 1 k+1 k 0 k+1
0 Ak k+1 0 0 k+1
10 2] 1-k* 1-4° 11 2] —(K+k)
X = 2 T2 12 = 2 = 2
k®+1 k®+1 ke +1 ke +1 ke +1
k 10
0 0O
1 01 2
Z="— 3 f
ke +1 ke +1

El sistema es S.C.D. para todo k nimero Real.

4x+12y+4z=0
3. - Estudiar segun los valores del pardmetro m el sistema: {2x —13y +2z =0
(m+2)x -12y +12z =0

4 12" 1 4 4 1274 0
Escribimos las matrices A=| 2 -13 2| yB= 2 -13 2 O
m+2 -12 12 m+2 -12 12 0O

Este sistema es un sistema homogéneo, por tanto es un sistema compatible.
Vamos a ver si es determinado o indeterminado.

4 12 4 |4 12 0 .
A=l 2 -13 2/=| 2 -13 0O =(10—m)‘2
m+2 -12 12| |m+2 -12 10-m

12

- 13‘ =(10-m)(-76)=76(m—-10)=0 < m=10

Si m=10 & |4=0-> Rang(A) =3 > S.CD. La solucion es la solucién trivial
S={x=0,y=0,z=0}
4 12

Simz10 > |4=0> ‘2 13

‘z -76 #0 = Rang(A) =2 < 3 = n° de incégnitas & S.C.I.

x+2y+3z=1
4. - Se considera el sistema de ecuaciones lineales: | x +ay +3z =2
2x+(2+a)y +6z=3

d) Encontrar un valor de a para que el sistema sea incompatible.
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e) Discutir si existe algun valor de a para el cual el sistema sea compatible
determinado.
f) Resolver el sistema para a=0.

Escribimos las matrices de coeficientes Ay B

1 2 3 1 2 31
A=|1 a 3|yB=|1 a 3 2
2 2+a 6 2 2+a 6 3

a a

a) Para que sea incompatible, ha de ocurrir que Rang(A)zRang(B)
Veamos cuanto vale Rang(A).

1 2 3 0 2-a 0

1 3
A=1 a 3=1 a 3=—(2—a)2 6‘20 Por tanto Rang(A)<3
2 2+a 6| |2 2+a 6
1 2
Veamos para orden 2. 1 a=a—2
Por tanto si a=2 = Rang(A)=1 y si az2 = Rang(A)=2
Vamos ahora a estudiar la matriz B.
& IR 20 3R
|8|=| @ 3 2=la-2 0 1=0
2+a 6 3 |[a-2 0 1
i 3B (11 3t 1 2 1 1 2 .l
1 3 2/=10 0 1J=0 1 a 2/=0 a-2 =0
2 6 3] 0 01 2 2+a 3] 0 a-2 1

Por tanto todos los menores de orden 3 obtenidos de la matriz B son nulos.

1
Pasamos a menores de orden 2. ‘ =3#0 = Por tanto Rang(B)=2

;2

Entonces para que el sistema sea incompatible, como hemos dicho antes, ha de ocurrir que
Rang(A)zRang(B), y esto ocurre si a=2.

Si a=2 < Rang(A)zRang(B) = S.I.

b) Para que el sistema sea S.C.D. tiene que ocurrir que Rang(A)=Rang(B)=3, y esto no ocurre
nunca, por tanto no existe ningln valor de a para que el sistema sea compatible determinado.
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x+2y+3z=1
c) Sia=0, el sistema queda de la siguiente forma: <x +3z =2 y Ay B ahora son:
2x+2y+6z=3
1 2 3 12 31
d A=|1 0 3|yB=l1 0 3 2
2 2 6 2 2 6 3

Como vimos en el caso a), si az2 el Rang(A)=2. Pues como a=0, entonces Rang(A)=2.

1 2 31
Veamos el rangode B. A=|1 0 3 2
2 2 6 3

Como observamos a primera vista, tenemos que la 1° fila + 2° fila =3° fila, por tanto, el
Rang(B) =2.

Asi que si Rang(A)=Rang(B)=2<3 n° incdgnitas, el sistema es compatible indeterminado. (S.C.I.)

Para resolverlo hacemos, como siempre, z = 4, por tanto el sistema queda de la forma:
x+2y=1-32
x=2-31 y resolvemos por el método mds rdpido posible, en este caso, sustituyendo
z=A

obtenemos el valor dey, 2y =1-31-2+31=-1 2> yz—%

Por tanto: Tenemos un S.C.I. con S =1{4-61-122}

11 -2 1 -6 X
5. - Se consideran las matrices A=|2 1 1 |, =\2|, ¢&,=|-11|, X=|y
2 3 -9 a p z

a) Determina el valor de o para que el sistema AX =C, sea incompatible.
b) Determina los valores de [} para los cuales el sistema AX =C, es compatible, y para

uno de estos valores resuelve dicho sistema.
¢c)Para o =3 y [ =-13 estudia el sistema AX =C,+C,

11 -2 1.1 =21
Sea A=|2 1 1 | lamatriz de coeficientesy B=|2 1 1 2| la matriz ampliada. Para
2 3 -9 2 3 -9«

que el sistema AX=C; sea incompatible tiene que ocurrir que los rangos de A y B sean
diferentes: Rang(A)zRang(B).

11 -20 11 1 -2 1
Veamos el rango de A. |[4=2 1 1|=|0 -1 5|=0 vy ‘2 1‘ =-1%0, por tanto Rang(A)
2 3 -9 01 -5

=2.
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1 -2 1 1 -2
Vamosalver'eldeB.|B'|:1 1 2/=j0 3 1

3 -9 ¢f 0 -3 a-3

|3 1
-3 a-3

‘=3a—6

Por tanto si & =2 =» Rang(B) =3y
2=Rang(A)zRang(B)=3 y el sistema seria incompatible.
Para que el sistema sea Incompatible tiene gque ocurrir que o + 2

e) Para este caso, las matrices A y B son de la forma:
11 -2 11 -2 -6
A=|2 1 1 |B=|2 1 1 -11|. Del apartado a) tenemos que Rang(A)=2.
2 3 -9 23 -9 4
Veamos Rang(B).

1 -2 -6 1 —2 -6
8= 1 -1=p 3 -5

3 -9 p| |0 -3 p+18
B =-13

_‘3 -5

_3 ﬂ+18‘=3ﬂ+39 = Igualamos a O, y obtenemos

Por tanto, si f =—13 = S.C.I. porque Rang(A)=Rang(B)=2<3.

Para resolverlo hacemos Z = A, y de esta forma convertimos al sistema en un sistema de

Cramer, teniendo:
7 i " 11 -6+22
THIR M 20l I

-6+22 1
-11-2 1
S TR =-1(-6+241+11+1)=-5-31
‘2 1
Por tanto S.I. conS ={-5-3151-1,1}
1 -6+22
2 -11-2
=1 =-1(-11-2+12-42)=51-1
:
11 -2Yx) (-5
f) Eneste caso tenemos: {2 1 "1 | y|=| =9,
2 3 -9z -10
11 -2 11 -2 -5
Aqui A=|2 1 1 |yB={2 1 1 -9 |. Comoyahemos visto Rang(A)=2, falta ver
2 3 -9 2 3 -9 -10

el rango de la matriz B.

1 -2 -5 )t -2 -5 ., ,
|B]=p 1 -9|=[0 3 —4:‘3 5‘=15+12:27,-)Ran9(8)=3.
3 -9 -10 0 3 5
Como Rang(A)zRang(B) = S.I.
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2x-y+3z=1
6. - Discutir el siguiente sistema: x+2y—z=-b
xX+ay—-6z=10
Escribimos las matrices Ay B.
2 -1 3 2 -1 3 1
A=|1 2 -1|yB=|1 2 -1 -b
1 a -6 1 a -6 10

Estudiamos el rango de la matriz A.

2 -1 3| 2 -1 3] o -1-2a 15
M=t 2 -1=0 2-a 5|-0 2-a 5

1 a -6 |1 a -6 |1 a -6

_—1—20 15
| 2-a 5

‘=5a—35

Por tanto:
2 -1
e Sias7 2 |A4=0y ‘1 2‘:5;&0-) Rang(A)=2
e Siaz7 = Rang(A)=3
20 — 1 mSal
Vamos a estudiar ahora el rango de la matriz B={1 2 -1 -5
1 7 -6 10
2 3 1 S AR L
Bl=]t -1 -p=|0 -1 —p=5 | 1-5" °|=-50-305+155-5=-155-55
1 -6 10| -5 -6 10
Y si igualamos a cero, obtenemos b = _1i55 = _?11
Por tanto:
Qi b:‘T” > Rang(B)=2
. si b;&_TH 3 Rang(B)=3
Resumiendo:

> Siaz7 = El Sistema es de Cramer < Sistema Compatible Determinado. (5.C.D.)

» Sia=7 = Rang(A)=2

e Sib :_TH = Rang(B)=2 = Rang(A)=Rang(B)=2 = S. Compatible Indeterminado

e Sib i_TH = Rang(B)=3 =» Rang(A)zRang(B) =& Sistema Incompatible.
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Tema 9: Vectores en el Espacio

9.1.- Vectores Fijos:

5
Un vector fijo del plano AB es un segmento orientado que tiene su origen en punto A

y su extremo en el punto B.

B
Un vector viene caracterizado por su médulo, direccidn y sentido. A AB
N
e Modulo: Es la distancia entre los puntos A y B, lo representaremos por (AB|l, y cuyo

-

valor es: AB

=\/<BX_AX)2+(B)’_AY)2 +(Bz _AZ)Z

e Direccion: Es la direccion de la recta que pasa por Ay By la de todas las rectas
paralelas a ella.

e Sentido: Es el recorrido de la recta cuando nos trasladamos de A a B. (Vemos que en
cada recta hay dos sentidos, el que vade AaByelquevadeBaA)

9.2.- Producto de un vector por un escalar:

A
El producto de un escalar K, distinto de cero, por un vector U es otro vector ku con:

e Direccion: La misma que U
e Sentido: el mismo que U o su opuesto dependiendo de si k es positivo o negativo.
e Mddulo: Proporcional al de U . ||ku|| = |k|||u||

9.3.- Suma de Vectores:

5.3.1. - Matemdticamente: Sean d(x,y,z) y v(x',y',z") dos vectores, la suma de ambos

da como resultado otro vector v+v de componentes: wv+v=(x+x",y+y',z+2")

5.3.2.- Grdficamente: Sean d(x,y,z) y v(x',y',z') dos vectores, la suma grdfica de

ambos se obtiene de dos formas:
a) Situamos el origen de V sobre el extremo de U. El vector suma es aquel cuyo
origen es el de V y cuyo extremo es el de U .

g u+v

<

\ 4

= Y

v

b) Si hacemos que Vy U tengan origen comdn, sumamos mediante la regla del
paralelogramo, y su diagonal es el vector suma.
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9.4.- Base de un espacio Vectorial:

e Un conjunto de vectores {171 7 7 17,7} se dice que son /inealmente independientes
(1.7.) (o que el sistema es libre), si dada la siguiente expresion:
Vi ta,Vy+..+a,v,=0
Se verifica que:
a =a,=a; = ... =a, =0
e Un conjunto de vectores {171172173 ....... 17,7} se dice que son /inealmente dependientes

(1.d.) (o que el sistema es ligado), si dada la siguiente expresién:

existe algln escalar no nulo. (3¢; #0)

e Los vectores u,v,w forman una base de R® 6 son linealmente independientes, si y solo
si,
det(u,v,w)z0

Ejemplo 9.1. - ¢Forman los vectores (1,1,1),(2,1,-1) y (1,0,5) una base de R*?

Para que 3 vectores de R® formen una base, tiene que ocurrir que sean l.i. Para comprobarlo, calculamos
su determinante. (no es necesario que sean S.G.)
abe il ot
2 1 —1=7=0 = Los vectores son .i. y forman una base de R®
1. JORES

9.5.- Producto escalar.

Dados dos vectores no nulos del plano, se llama producto escalar al nimero real obtenido como
producto de sus médulos por el coseno del dngulo que forman: iV = [f{V[Cosa

Propiedades:

UV =Vl s UN+W =UV+UW
UV =0« Uy V son perpendiculares (u ortogonales) o alguno

de ellos es nulo.

9.6 Aplicaciones del producto escalar:

<y

e Calculo del dngulo entre dos vectores:

Cosa = #J'VZ 2 o= arccos%
|liv] |kl r
e Comprobar si dos vectores, no nulos, son ortogonales. ¢ Lv <> 4-v =0

N ——
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9.7 .- Base ortogonal:

Un conjunto de vectores forman una base ortogonal, cuando dichos forman una base y ademds
son ortogonales dos a dos.

=Base + 1L

ortogonal

9.8.- Base ortonormal:

v Un vector i se dice normado o unitario si |i] =1

v" Dado un vector cualquiera no nulo vV, podemos obtener un vector unitario con la misma

. . . , . T . ~ Vv
direccién y sentido que éste, simplemente dividiéndolo por su médulo: V=-——

¥l

Un conjunto de vectores forman una base ortonormal, cuando dichos vectores forman una
base, son ortogonales dos a dos y ademds son unitarios.

La base ortonormal canénica de R® es la formada por los vectores B{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,l)} é
.04
Sea B= {/Af/?} una base ortonormal de V, (Xl,yl,zl) y (Xz,yz,zz) las coordenadas

de U y V respecto de la base ortonormal B. La forma analitica del producto escalar de U y V
es:

uv =x"X+t0Y,t4'%

Respecto de una base ortonormal, el médulo del vector U(X,Y,Zz)es: ||L7|| =Jyxt+y?+2°

XX tNY,tZ4%,

2 2 2 2 2 2
\/Xl VT T4 \/Xz Y, t2;

Y el dngulo formado se obtiene: |a =arccos

Los vectores U y V serdn perpendiculares (ortogonales) si 'y solo si
Uv =xX+yy,+2°2,=0

9.9.- Producto vectorial

El producto vectorial de los vectores U.y V, es ofro vector que lo representaremos por

—_—

UAV y que estd caracterizado por:

_ v e
a) Su médulo viene dado por Hu /\VH = |a{V]-sene Superficie= s ] = afrsene

»
>

y es igual al drea del paralelogramo formado por ambos vectores. g

b) Su direccidn es perpendiculara U y V
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Si los vectores ¢ =(x,,y,.z,) Y V =(X,.y,.Z,) estdn referidos a una base ortonormal B, el

i J Kk
vector v Av viene dado por: |UAV=|X ¥y, Z
XZ y2 22

Propiedades:
uav=-Val
No cumple en general la propiedad asociativa.

UA(V+W)=UAV+TAW

MU AV)=(A0)AV =T A(AV) con LeR
in0=0
Si U y V son paralelos, U AV =0 en particular uau =0

9.10 Aplicaciones del producto vectorial: B

e Cdlculo del drea de un tridngulo de vértices A,B,C.

S| c

e Obtencion de un vector perpendicular a otros dos a la vez, es decir, el vector

UAV es perpendiculara U y V simultdneamente.

9.1 1.- Producto Mixto

Se llama producto mixto de 3 vectores U ,Vy W y se designa por [G,V,W] al escalar que se
obtiene al operarlos de la siguiente forma:

([, v,w] = det(u,v,w) =6 (v A w)|

El valor absoluto del producto mixto de tres vectores U,Vy W es igual al volumen del
paralelepipedo que tiene por aristas a los vectores U ,Vy
W,

V=[dvw]

El Volumen del tetraedro OABC es igual a: V' = %[E,V,W]

Interpretacion geométrica del producto Como consecuencia, OABC son coplanarios, si y solo si, el
MK s1g0 st volumen del paralelepipedo es nulo, es decir, el producto
[[u, v, W} = Vosraepipedo mixto de los vectores U ,Vy Wes cero.

9.12.- Ejercicios

1.- cPara qué valores de o son linealmente independientes los vectores (2,-3,1):(-4,6,-2)
y (a /]/2) '9‘

N ——
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2.- Considera estos 3 vectores u(1,1,1), v(2,2,a) y w(2,0,0).
a) Halla los valores de a para los que los vectores anteriores son linealmente independientes.
b) Determina los valores de a para que los vectores u+v y u-w sean ortogonales.

3.- Determina los valores de a y b, con a>0, para que los vectores vi(a,b,b) vo(b,a,b) y vs(b,b,a)
sean unitarios y ortogonales dos a dos.

4.- Encuentra el valor del pardmetro a para que los vectores vi(l,a2), v:2,al1) y vs(111)
formen una base.
Sia=1 escriba el vector w(6,0,2) como combinacion lineal de los vectores anteriores.

5.- Dado el vector u(-2,2,-4), hallar las coordenadas de los siguientes vectores:
a) Unitarios y de la misma direccion que u.
b) Paralelos a u y de modulo 6

6.- Dadbos los vectores uy(2,0,0); ux(0,1,-3) y us=a-ur+b-us, CQué relacion deben satisfacer a y b
para que el modulo de us valga la unidad?.

7.- Determina un vector v de R®, sabiendo que:
a) Lasuma de sus coordenadas es 3.
b) Ves combinacion lineal de los vectores (2,2,2) y (-1,1,0)
c) Los vectores (1,0,1):(0,1,0) y v son linealmente independientes.

8.- Hallar los valores de x que hacen que los siguientes vectores constituyan una base de/

espacio vectorial R: ux,01) v(1x2) y w(x,11). Expresar el vector t = (-1,0,3) como
combinacion lineal de {u,v,W} para x=0.

9.- Hallar el drea del tridngulo de vértices A(1,1,1), B(0.2,5) y ¢(4,0,2)
10.- Hallar un vector que sea perpendicular, a la vez, a los vectores i = (1,0,-1) y V =(2,33]1)

11.- ¢Para qué valores de o son linealmente independientes los vectores (2,-3,1).(-4,6,-2)
y(a ,1,2)?.

1 2 — . —2qlil .
12.- Dada /a base B={|—=0,— || 0,—=,— || —=.—=.0 |} comprobar si es normada,
{(ﬁ JEM @ﬁj(ﬁﬁ J} g

ortogonal u ortonormal.
13.- Hallar un vector perpendicular a V = (2,3,4) y W= (—13,-5) y que sea unitario.

14.- Sean los vectores v;(0,10); v>(21,-1) y v3(23,-1) -
cSon los vectores linealmente independientes?

cPara qué valores de a el vector (4,a+3,-2) puede expresarse como combinacion lineal de los
vectores vi,v, Vs ?.

9.13.- Soluciones

1.- cPara qué valores de c son linealmente independientes los vectores (2,-3,1):(-4,6,-2)
(o, 1,2)?.
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3 Vectores son linealmente independientes (l.i.) cuando su determinante es distinto de
cero. Por tanto:

2 -3 1
-4 6 —2:(24—4+6a)—(6a—4+24):20+6a—6a—20:O
a 1 2

Por tanto, como el determinante es O, son linealmente dependientes. Por lo que no existe
ningln valor de « para que sean linealmente independientes.

Si observamos el vector (2,-3,1) y el (-4,6,-2) vemos que ambos son proporcionales, y
por tanto linealmente dependientes. Asi que estos vectores no serdn nunca .i.

2.- Considera estos 3 vectores u(1,1,1); v(2,2,a) y w(2,0,0).
a) Halla los valores de a para los que los vectores anteriores son linealmente
independiientes.

Igual que en el ejercicio anterior, para que sean l.i. su determinante ha de ser distinto
de cero.

1

1 r—
2 2 a=2‘2 a‘zZa—4¢O;-)a¢2
2 00

Por tanto si a = 2 entonces los vectores son l.i.
Y Si a=2, los vectores u y v son proporcionales, y por tanto linealmente dependientes (l.d.).
b) Determina los valores de a para que los vectores u+v y u-w sean ortogonales.

Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es igual a cero. Por tanto:
(w+v){u-w)=(-3+3+1+a)=1+a=0 = dedonde a=-1

Por lo que si a= -1, entonces (u+v) y (u-w) son ortogonales.

3. - Determina los valores de a y b, con a>0, para que los vectores vi(a,b,b); vi(b,a,b) y
vs(b, b, a) sean unitarios y ortogonales dos a dos.

Para que un vector sea unitario, tiene que ocurrir que su modulo sea la unidad, o sea, que su
maddulo sea igual a 1.
Haciendo que los 3 vectores sean unitarios, obtenemos la misma ecuacién:

a® +2b° =1

Y para que sean ortogonales dos a dos, los productos escalares viv,=0, vi-v3=0 y v,'v3=0. De
donde obtenemos la misma ecuacién:

2ab+b% =0
a® +2p% =1

2ab s b2 = 0 obtenemos: (b=0, a=+1,

Si resolvemos el sistema formado por ambas ecuaciones:{
pero como a>0, entonces a=1) y (b=2/3 y a=1/3)

4.- Encuentra el valor del pardmetro a para que los vectores vi(1,a,2), vA2,a,1) y
vs(1,1,1) formen una base.
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Para que un conjunto de vectores formara una base, tenia que ocurrir que los vectores
fueran linealmente independientes (l.i.) y ademds sistema de generadores (S.6.). Como en este
caso nos dan 3 vectores y estamos en el espacio vectorial R?, es suficiente con que estos 3
vectores sean l.i., y para ello su determinante ha de ser distinto de cero.

1 2
2 l=(a+4+a)-(2a+a+2a)=2a+4-4a-1=3-2a > Si igualamos a cero
1 1

= Q QO

3 . 3 .
obtenemos a = > Por tanto si a # > entonces los vectores son l.i. y forman una base.

Si a=1, escriba el vector w(6,0,2) como combinacion lineal de los vectores anteriores.

b=a+28+y
Sia=1=>» w(6,0,2)=a(112)+B(211)+y(111) ,dedonde: {O=a+pB+y .
2=2a+pf+y

Resolviendo el sistema obtenemos: o =2,5=6,y = -8
Por tanto: w =2y, + 6v, —8y;

5. - Dado el vector u(-2,2,-4), hallar las coordenadas de los siguientes vectores:
a) Unitarios y de la misma direccion que u.

Un vector es unitario si su médulo es igual a uno, por tanto para calcular un vector
unitario con la misma direccién de otro, lo dnico que tenemos que hacer es dividir el vector
por su médulo:

l’/‘:

(W66 V6

L (-2,2,-4)2(—2,2,—4)_(—1 1 —2)
la| 24 276

b) Paralelos a u y de modulo 6

Para que sean paralelos y de médulo 6, lo que tenemos que hacer es multiplicar el
vector unitario por 6, y tenemos un vector paralelo (con la misma direccién) y de médulo 6-1=6.

6.- Dados los vectores u;(2,0,0); ux0,1,-3) y us=a-u;+b-u,, cQuUé relacion deben
satisfacer a y b para que el médulo de us valga la unidad?.

Para que el médulo de u; sea la unidad:

X =2a
us(x,y,z)=a(20,0)+b(01,-3) de donde: { y=b ,el médulo tiene que se 1:
z=-3b

\/XZ +y? 422 =\J4a? + b2 + 92 =1 D |4a® +10b% =1|y esta es la relacién entre ay b.

7.- Determina un vector v de R°, sabiendo que:
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e La suma de sus coordenadas es 3.
eV es combinacion lineal de los vectores (2,2,2) y (-1,1,0)
o Los vectores (1,0,1);(0,1,0) y v son linealmente independientes.

Si la suma de sus coordenadas es tres, tenemos: x + y +z =3

Si es combinacidn lineal: v(x,y,z)=a(222)+ p(-11,0)
1 01

Y si son linealmente dependientes, entonces: |0 1 0|=0 de donde z-x =0y de donde
X y z

Z=X.

Si metemos esto en la primera ecuacion y despejamos y obtenemos y =3 -2x

Y sustituyendo en la combinacidn lineal, obtenemos:
v(ix3-2x,x)=a(222)+ B(-11,0), sistema que resolviendo nos da como solucién:

(z=la= %,,B = 0), por tanto el vector pedido es: [V = (111)

8. - Hallar los valores de x que hacen que los siguientes vectores constituyan una base del

espacio vectorial R’: u(x,0,1); v(1,x,2) y w(x,1,1). Expresar el vector t = (-1,0,3)
como combinacion lineal de {U,V,W} para x=0.

Para que 3 vectores de R® formen una base, lo dnico que tengo que hacer comprobar
ue son l.i., y si lo son pues "safi", es suficiente.
Y

1

x 0 1
- 2:(x2+1)—(x2—2x):2x+1:0-)X=E
1

x 1
Asi que para que estos 3 vectores formen una base ha de ocurrir que x sea distinto de 3:
1
X =
2

Si x=0, entonces (-1,0,3)= «(0,01) + £(1,0,2) + #(0,1,1) , de donde:

-1=5
0=y y resolviendo obtenemos: o =5
3=a+28+y
Asi que:

(-1,03)=5v; -3 |

9. - Hallar el drea del tridngulo de vértices A(1,1,1), B(0,2,5) y ¢(4,0,2)
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, iy 1123 —5= .
Para hallar el drea de un tridngulo lo hacemos con: S, = E“AB A AC” . Lo primero es calcular

I J Kk
los vectores AB = (-114) y AC=(3-11) & ABAAC =|-1 1 4/=5/ +13f—2k y de aqui
3 -11

calculamos la superficie: 5 = %“/Té A /1_6"” = %\/25 +169+4 = —“1298

10. - Hallar un vector que sea perpendicular, a la vez, a los vectores u=(10,-1) y
V=(231)

Para hallar un vector perpendicular a ambos, hemos de hacer el producto vectorial.

i J kK
unv={1 0 -1=-3/ -3/ +3k =(-3-33)
r—<

11.- cPara qué valores de « son linealmente independientes los vectores (2,-3,1).,(-4,6, -
2 yla,1,2).

3 Vectores son linealmente independientes (l.i.) cuando su determinante es distinto de
cero. Por tanto:

2 -3 1
-4 6 —2=(24—4+6a)—(6a—4+24)=20+6a—6a—20=O
a 1 2

Por tanto, como el determinante es O, son linealmente dependientes. Por lo que no existe
ningln valor de & para que sean linealmente independientes.

Si observamos el vector (2,-3,1) y el (-4,6,-2) vemos que ambos son proporcionales, y
por tanto linealmente dependientes. Asi que estos vectores no serdn nunca l.i.

1 2 -2 1 -2 1
12. - Dada la base B=| —,0,—||0,—,— || —=,—=.0 |} comprobar si es normada,

ortogonal u ortonormal.

Para que sea ortogonal, tiene que ocurrir que sus vectores sean perpendiculares, y para ello el
producto escalar de todos los vectores ha de ser nulo.

- 1 2 -2 1 2
b =—=0—1H0,—=,—=|=— = Por tanto, como este producto no es nulo, los
se-[ 5o f0% )% g
vectores no son perpendiculares y por ftanto no son ortogonales. Si no son ortogonales,
tampoco son ortonormales.

Vamos a ver si la base es normada, para que sea hormada, sus vectores han de ser unitarios, o
sea, tiene que tener todos mddulo uno.
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- 1 4

b= |5+5 =51

b;‘: %-i—%:\/g:l => por tanto la base B es normada.
- 4 1

b= 55 =¥ -1

13. - Hallar un vector perpendicular a V = (2,3,4) y W= (-13-5) y que sea unitario.

Para encontrar un vector que sea perpendicular a otros dos, lo que hacemos es calcular su
producto vectorial.

FJ ok
G=VAaw=|2 3 4|=i(-15-12)- j(-10+4)+k(6+3)=-27/ +6] + %
-1 3 -5

Como lo que nos piden es un vector unitario perpendicular a ambos, lo que vamos a hacer es
normalizar este vector.

§:£=—27/A+6f+9/\:=—27/'A+6f+9/€:—9/¢+2f+3/?=—9\/9_l¢+2\/9_f+3\/9_4/€
lg| 729 +36+81 V846 J94 94 94 94

14 - Sean los vectores 14(010); v,(21-1)y v5(23,-1):
a) ¢Son los vectores linealmente independientes?

Para que tres vectores sean linealmente dependientes, su determinante tiene que ser igual a

cero.
O ol ©)
2 1 ~1=—1, —|=0
eX—p

Por tanto son linealmente dependientes.

a) ¢Para qué valores de a el vector (4,a+3,-2) puede expresarse como combinacion
lineal de los vectores v;,v,,v;?.
(4,a+3-2)=a(010)+ p(21-1)+y(23,-1)
4=2p3+2y
De donde: a+3=a+pB+3y
~2=-p-y

Este sistema es S.C.I. porque la primeray la tercera ecuacién son proporcionales.

—2-
{ﬂ 4 D> a=a+2y-1

a+3=a+2-y+3y=a+2+2y

Pero como «,y tienen infinitos valores, entonces a tfambién.
De donde a puede ser cualquier nimero real.
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Tema 10: Espacio Afin Tridimensional

Se llama sistema de referencia del espacio afin E al conjunto (O, U;,0,,U5; ). Siendo O un punto de
E vy u;,U,,U; tres vectores libres que forman una base de V. Las rectas OX, OY, OZ que pasan por
O y son paralelas respectivamente a los vectores U,,U,,l;se llaman ejes de coordenadas del
sistema de referencia (O, Uy, U,, U3 ). El punto O es el origen de coordenadas.

z
a i Todo punto P del espacio determina el vector OP, V en la figura,
P{gry.-z) llamado  vector de posicién de P, tal que
ush 4 :.
0 '_i_‘I_Z | Lt By
f a2 & Dados dos puntos A(ai,az,a3) y B(b4,b,,b3) las coordenadas del
1 o — . @
Ll e vector AB respecto de la base {ij,u,,U;} son

ﬁz(bl_allbz —3,,b; —ag).

10.1 .- Ecuaciones del plano en el espacio.

Para determinar un plano en el espacio necesitamos conocer:

v" Un punto A y dos vectores directores (paralelos al plano) U y W . (determinacién lineal del
plano)

v' Tres puntos A, B, C no alineados

v" Un punto A y un vector normal (perpendicular) al plano.

A(ay,a,,83) e W
Sea un plano Tr definido por < W(uy,u,,uz)|z A<’
V(Vy,V, Vg)|7 o v

alA, V, W)

10.1.1.- Ecuacion vectorial.

Si cogemos un punto X del plano, el vector AX es linealmente dependiente de los vectores U y
W, es decir, podemos escribir el vector AX en funcién de los vectores Uy w:

AX =tV +sW|donde ty s son numeros reales. v

Por tanto Rang( AX , G, W )=2 T

o
AX =tV + sW < det(AX, vV, W) =0

Si @ y X son los vectores de posicion de los Ay X, respectivamente:

)_(/ X=a+AX y como AX =tV + sW

-
" / Podemos escribir:  |X =a +1tV + sW

que se corresponde con la ecuacion vectorial de un plano

?=3+tif+sﬁr

Escribiendo las componentes de cada vector, la ecuacién vectorial queda de la forma:

‘(X, y,Z) = (81,87,83) +1(Vy,V5,V3) + S(Wy, Wy, W3) |
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10.1.2.- Ecuaciones parametricas:

Si separamos la ecuacion vectorial en cada una de sus componentes, obtenemos las
ecuaciones paramétricas:

X = a; + 1tV +SW

10.1.3.- Ecuacion General o implicita:

Como hemos visto, los vectores AX , U y W son linealmente dependientes, por tanto
su determinante es nulo:

X—a Yy-a, Z-a

Si desarrollamos este determinante y simplificamos, nos quedara una ecuacion lineal de la forma:

|ax+by+cz+d =0|

Donde el vector fi, = (a,b,c) es el vector normal (perpendicular) al plano.

Cuatro o mas puntos del espacio son coplanarios cuando pertenecen al mismo plano.
Sean A, A A;,...... A, n puntos no alineados, la condicién necesaria y suficiente para que sean

coplanarios es que entre los vectores AA,, AA;AAL. ... ,AlA, solo haya 2 linealmente
independientes, es decir:

A,
Ay, Ay As,...... A, son coplanarios < /
Ran , , Pt : =2 b »
9 (A, Ay, ARy s AL Y) N\

langa{A,;Q,. Aty ARy, .. Ap)=2

En la siguiente tabla se recogen las distintas ecuaciones de los planos cartesianos:

E. vectorial E. paramétrica E. implicita
. s s x =1t z
Plano OXY: X =1t +5 y=-s z=0
z=0 Plano OYZ
o)a x=0
- - . x=t no T(’“
Plano OXZ: x =t + sk y =0 y=0 plé 40 1
z=5 y i e R
]
. e o x =10 =7 :
Plano OYZ: X =1t + sk =t x=10 X
L =5
Planos cartesianos.

10.1.4.- Ecuacion Segmentaria:

Sea la ecuacion general de un plano ax+by+cz+d =0 que no pasa por el origen de
coordenadas (es decir d #0)
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Si pasamos al término de la derecha el término independiente, tenemos: ax +by +cz =—-d
ax by ¢z
+—+—

Si dividimos ambas partes de la igualdad por (-d), tenemos: 5 q 5 =1
. - . . a 1 b 1 c¢c 1 .,
Y si hacemos los siguientes cambios de variable: — =—,— =—,—— == la ecuacion queda:
-d m-d n-d t
14_14_5 :1
m n t

Que recibe el nombre de ecuacién segmentaria.

Los puntos A(m,0,0,), B(0,n,0) y C(0,0,t) son los puntos de corte
del plano con los tres ejes de coordenadas.

10.1.5.- Ecuacion Normal:

Sea A(ay,ay,a;) un punto del plano T, cualquier otro punto X(x,y,z) del plano determina
con A un vector AX .

Como los vectores AX y el vector normal al plano
f, =(a,b,c) son perpendiculares, su producto escalar es nulo:

AXi, =0| > a(x-a,)+b(y—-a,)+c(z-a,) =0
De donde si simplificamos:

n-AX=0

ax+by+cz+d=0 Ecuacion normal del plano.

10.2.- Ecuaciones de una recta en el espacio.

Una recta queda determinada por:

v" Dos de sus puntos.
v" Dos planos no paralelos, que se cortan dando lugar a una recta.
v" Por un punto por el que pasa y un vector director (paralelo a la recta)

B
-
A(ay,ay,83)

Sea r una recta definida por: r: {ﬂ
u(uy, Uy, Ug)

10.2.1.- Ecuacion vectorial:

X=a-+td
Que podemos escribir:
(X,y,2) = (a3,8;,a3) + (U, Uz, U3)

10.2.2.- Ecuaciones Parameétricas:

Escribiendo cada una de las componentes por separado:

{A*x=ta
X=a+tu,teR

X=a; +1u; Y0
y=a, +1tu, Ecuacion vectorial de fa recta.
Z=az +tus

Para cada valor de t, obtenemos un punto de la recta.
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10.2.3.- Ecuacion continua:

Si en cada una de las ecuaciones paramétricas despejamos t, obtenemos:

Por tanto:

Que es la ecuacion de una recta en forma continua.

10.2.4.- Ecuaciones explicitas:

Cuando tenemos 2 planos, estos se pueden cortar en una recta. Por tanto podemos
determinar la ecuacién de una recta mediante la interseccion de dos planos secantes (que se
cortan).

Esto es a lo que se llaman ecuaciones explicitas, son las dos ecuaciones de los
planos que se cortan:

ax+by+cz+d =0
a'x+b'y+cz+d'=0

Para determinar el vector director de la recta, r, a partir de las ecuaciones explicitas, basta
calcular el producto vectorial de los vectores normales a ambos planos:

dr =fi_(a,b,c) Afi.(a'b',c")

Y para obtener un punto de ella, calculamos una de las infinitas soluciones del sistema (S.C.l.)
formado por las ecuaciones de los dos planos.

Dos o mas puntos del espacio se dicen que estan alineados o son colineales cuando
pertenecen a la misma recta.

Sean A4, AyA;,...... A, n puntos, la condicion necesaria y suficiente para que estén alineados es
que los vectores A A, AA AP, ... ,A/A, sean proporcionales, es decir:

b

L _

Ai, Ay As,......A, estan alineados <> Rang (A A, AAs, AA,,....... JAA) =1 A, T

10.3.- Incidencia entre punto y recta y punto y plano. rango (AA, AR, ... AA) =1
e Se dice que un punto A es incidente con una recta r, cuando el punto pertenece a la recta
r. Para comprobar si un punto es incidente con una recta basta con sustituir las
coordenadas del punto en las ecuaciones de la recta, para ver que se verifican.

e Se dice que un punto A es incidente con un plano r, cuando el punto pertenece al plano.
Para comprobar si un punto es incidente con un plano basta con sustituir las coordenadas
del punto en la ecuacion general del plano para ve si la verifica.

10.4.- Posiciones relativas de dos rectas.

o Paralelas (No tienen ningun punto en comun)
e Paralelas

o Coincidentes (Todos los puntos son comunes)
Dos rectas pueden ser:
o Secantes (Tienen un punto en comun)

¢ No Paralelas ) ] o
o Cruzadas (Ningun punto en comun y estan en distintos planos)
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Rectas secantes. Rectas paralelas. Rectas cruzadas. Rectas coincidentes.
Alay,a3,83) B(by,b,,bs)
Sea la recta r definida por: {_. y la recta s por: {_.
dr =(n,r,r) ds =(s;,55,,53)

El vector AB(b, —ay,b, —a,,b; —a;3) tiene su origen sobre la recta r y su extremo sobre la recta s.
Segun la dependencia de los vectores dr,ds, AB se tienen los siguientes casos:

Caso 1: Rang(d_F,aé) =2y Rang(d_F,aé,ﬁ) =3 = Las rectas se Cruzan
Caso 2: Rang(d_F,aé) =2y Rang(d_F,d_é,E) =2 => Lasrectas se Cortan
Caso 3: Rang (d_F,Hé) =ly Rang(Ef,d?,ﬂé) =2 =» Las rectas son Paralelas y distintas

YV V V V

Caso 4: Rang(d_f,aé) =ly Rang(d_f,d_é,ﬁ) =1 =>» Las rectas son Coincidentes

También lo podemos estudiar de otra forma: (aunque como veremos es la misma)

> Caso1: 1-T2_B SRS D, 2, | b~ S on Coindltientes

S5 Sz S n P f3
L r -a b,—-a, b-a by-a

> Caso2: 1=2=2y . D, 2obl L»=3 =3 3 Las rectas son Paralelas y
S5 S2 S n P n I3

distintas
n I 3

n_ L. .h_1Nni

» Caso3: =#=0==—=y | 5 S, S; |=0 =>» Las rectas se cortan

S1 S S S3

nWe M T
> Caso4: Lz26122 y | s S, s; |#0 > Las rectas se cruzan

S S, S S
' i N b—a b,-a, by—ag

) = ax+by+cz+d =0 a'x+b'y+c'z+d"=0
Si nos dan las dos rectas en forma explicita: r: :
a'x+b'y+c'z+d'=0 "X+b"y+c"+d™=0
a b a b ¢ d
- . a b c b ¢ d )
Escribimos las matrices M = y M*= y estudiamos sus rangos.
a" bll Cll a" bll Cll dll
alll blll Clll alll blll CIII d "

Si Rang(M)=3 y Rang(M*)=4 =» Las rectasry s se cruzan

Si Rang(M)=3 y Rang(M*)=3 =» Las rectas r y s se cortan

Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=3 =» Las rectas r y son paralelas

Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=2 =» Las rectas r y s son coincidentes.

YV VY

10.5.- Posicion relativa de recta y plano

o Paralelos (No tienen ningun punto en comun)

e Paralelos )
o Recta contenida en plano (Todos los puntos son comunes)

Una recta y un plano en ser:
«No Paralelos {> Secantes (Tienen un punto en comdn)
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Recta y plano secantes. Recta y plano parafelos. Recta contenida en el plano.
. Alay,a3,83)
Sea la recta r definida por: {_. y el plano por ax+by+cz+d =0
dr =(n,r,r)

Si hacemos el producto escalar del vector normal al plano n, = (a,b,c) y el vector director de la
recta dr = (r,rp.13)

e Sin, dr=0 > an +br, +cr; =0 =» Larecta y el plano son paralelos.

e Si ﬁ,,-d_f #0 => ar +br, +cr; 0 => La recta corta al plano.
Para distinguir si la recta es paralela al plano o esta contenida en él, comprobamos si el punto A

pertenece al plano. Si pertenece, la recta esta contenida en el plano, y si no pertenece, la recta y
el plano son paralelos.

Si nos dan la recta en forma explicita; tenemos: A'x+B'y+C'z+D'=0

7 {A"X+B"y +C"2+D"=0

_{Ax+By+Cz+D=0

A B C
Si escribimos la matriz de coeficientes M=| A B' C'|, y la matriz ampliada
A" B" C"
A B C D
M*=| A" B' C' D'|. Segun los rangos de las matrices se tienen los siguientes casos:
A" B* C* D"

» Caso 1: Si Rang(M)=3 y Rang(M*)=3 =» Recta y plano son Secantes
» Caso 2: Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=3 =» Recta y plano paralelos
» Caso 3: Sl Rang(M)=2 y Rang(M*)=2 =» Recta y plano coincidentes

10.6 Posicion Relativa de dos planos:

Sean los planos 7; =ax+by+cz+d =0y 7, =a'x+b'y+c'z+d'=0.

Las posiciones relativas de dos planos en el espacio son:

) — planos secantes: tienen en comudn los puntos de una recta;
— planos paralelos: no tienen ninglin punto en comun;

— planos coincidentes: tienen todos sus puntos en comun.

Planos secantes. Planos paralelos. Planos coincidentes.
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a b c
Si escribimos la matriz de coeficientes M z(a' b c']’ y la matriz ampliada
a b c d , : . o
M* = 2 b oo d .Segun los rangos de las matrices se tienen los siguientes casos:

e Caso 1: Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=2 =» Los planos se cortan en una Recta
e Caso 2: Si Rang(M)=1 y Rang(M*)=2 =» Paralelos
e Caso 3: SI Rang(M)=1 y Rang(M*)=1 =» Planos coincidentes

10.7.- Posiciones Relativas de 3 planos:

Sean los planos 7z; =ax+by+cz+d =0, 7, =a'x+b'y+c'z+d'=0y zz3=a"x+b"y+c"z+d"=0

A B C A B C D
La matriz de coeficientes sera: M =| A B' C'|, yla matrizampliada M*=| A B' C' D']|.
A" B C" A" B" C" D

Segun los distintos rangos de las matrices M y M’, se tienen los siguientes casos:

e Caso 1: Si Rang(M)=3 y Rang(M*)=3 =» Los planos se corta en un punto (SCD)

I anpBrny=P

e Caso 2: Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=3 =» Dos planos paralelos y otro secante a
ambos, o los planos se cortan dos a dos.

a) \Y / \7 b)
/\

e Caso 3: Si Rang(M)=2 y Rang(M*)=2 =» Los planos se cortan en una recta.

e Caso 4: Si Rang(M)=1 y Rang(M*)=2 =» Paralelos
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/7

e Caso 5: Si Rang(M)=1y Rang(M*)=1 =» Los planos son coincidentes.

T . 10.8.- Haz de planos paralelos.
n={(AB,C)

/4{‘#@/# (Fak=g

Se llama haz de planos paralelos, al conjunto de planos
paralelos a uno dado. El haz de planos paralelos viene determinado por
un plano cualquiera del mismo. Su ecuacion es :

Ax+By+Cz+K=0, K eR

Puesto que todos los planos son paralelos, todos tienen el mismo
vector normal n = (A,B,C).

10.9.- Haz de planos Secantes.

Se llama haz de planos secantes al conjunto de
planos que pasan por una recta que se llama arista del haz.
(r en el dibujo).

El haz de planos queda determinado por dos planos

El plano ~ es combinacidn de los distintos de mismo, su ecuacion es:
planos o y B.

a+kp=0

t(Ax+ By +Cz+D)+s(A'X+B'y+C'z+D')=0 con t,seR

10.10.- Ejercicios:

1.- Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo a las rectas:
[ Xx-3 y-7 z-8
S 2 3 4

ysix=y=z

X+y+z2=-5

2.- Determina el plano que contiene a la recta r:{ ; 3 y es paralelo a la recta
X=-3y—z=

x-1 y+1 z-10

2 3 4

S:

3.- Halla la ecuacion implicita del plano ™ que pasa por el punto P(1,1,1) y es paralelo a

Xx=1+2a-34
iy =3+2p
z=-1-p4
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. . X=2 y-2 1-4
4.- Halla la ecuacion del plano 1T que contiene a la recta r: T -7 - 3 y es paralelo a la
x=1+3t
recta s:qy=1+2t
z=t

5.- Estudia si los puntos (1,1,1); (2,3,4); (-5,0,-2) estan alineados. En caso afirmativo halla las
ecuaciones paramétricas y continua que definen y en caso negativo, la ecuaciéon del plano
correspondiente.

x-1 y+8 z2-2
3
Obtén una recta s paralela a r que pase por el punto P. Calcula el punto de interseccién de ry .

6.- Consideramos la recta r:

,elplano 7:2x -y +3z =0 y el punto P(1,0,4).

7.- Dada la familia de planos: 2mx + (m+1)y —3(m+1)z+2m+4 =0
a) Calcular la ecuacion del plano de esta familia que pasa por el punto (1,1,-2)

X+3z-1=0
b) Calcular la ecuaciéon del plano de esta familia perpendicular a la recta r: {y 54220
h + e
x=1+2t
) =
8.- Estudiar la posicion relativa de las rectas r:<{y=0 y S: {z 3 y obtener si es posible el
=y+
72=2+2t

angulo que forman.

9.- Dada larecta r :XTJrl = LZ = ZT_l y el plano 7 :2x+my+2z-3=0, hallar razonadamente:
a) El valor de m para que r y 1 sean paralelos.
b) Los valores de m para que r y T sean perpendiculares

c) ¢ Existe algun valor de m para el que la recta r esté contenida en el plano ?

mimx+y—-z=1
10.- Estudiar la posicion relativa de los planos 7z, :2x—-y+mz =3 segun los valores de
g X—=2y+(M+1D)z=3m-1

T IX+Yy+2=2
11.- Hallar el valor de k para que los planos 7, :2x+3y+z=3 tengan una recta comun.
7y kx+10y +4z =11
12.- Hallar la ecuacién de una recta que pasa por el punto A(1,2,1) y corta perpendicularmente a
Xsysz=1
larecta s:
X+2=2
YodoZ y s: x-1_y-p_z-3
-2 2 1 p-1 3
perpendiculares, el punto de interseccion y la ecuacion del plano que determinan.

sean

13.- Hallar el valor de p para que las rectas r:%:

14.- Deducir una ecuacion para el plano T que es perpendicular a 7;:Xx-6y+z=0 y que

X=2+1
contiene a la recta interseccion de 7, :4X-2y+2=2 Yy 7m3:9y=2+1+ u
2=1+A+2u
15.- Los puntos A(3,3,5) y B(3,3,2) son vértices consecutivos de un rectangulo ABCD. El vértice
y-6 z-1

C, consecutivo de B, esta en la recta de ecuaciones r: x = — Determinar los vértices C

-1
y D.
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16.- Dados el plano 7:x+3y—-z=1ylarecta r :X%Z:yT_lzﬁ, se pide:
a) Hallar la ecuacién general del plano T que contiene a r y es perpendicular a 1.
b) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos Ty 1.

17.- Obtén el valor de a paraelcual lasrectas r:x=y=z-a y s: 2X3_1 = y+23 = 282 se corten,

y hallar el punto de corte.

18.- ¢Se puede construir un triangulo que tenga dos de sus lados sobre las rectas

L X =2t
r:XT_=y=z+1y s:dy=—-1+t
z=t

10.11.-Soluciones

1.- Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo a las

2. -

x-3 y-7 z-8
2 3 4
Para determinar la ecuacidn de un plano, necesitamos 1 punto y 2 vectores directores,
pues bien, en este ejercicio como el plano pasa por el origen de coordenadas (0,0,0) este va a
ser el punto del plano, y ahora necesitamos 2 vectores directores, como el plano es paralelo a
las rectas r y s, pues los vectores directores de r y de s van a ser lo vectores directores del
plano.

rectas: r:

ysix=y=z

Por tanto dr=(2,3,4) y ds=(1,1,1).

x=0+2a+p

Asi que 7=<y=0+3a+/ . Como no me piden la ecuacién de ninguna forma en concreto,
z=0+4a+p

escribimos la mds fdcil, y en este caso es la Ecuacién Paramétrica.

X+y+z=-5

es paralelo a la recta
X-3y-z=3 4 P

Determina el plano que contiene a la recta r:{

S:X—l _ y+1 _z-10
2 3 4 -

Al igual que en el ejercicio anterior, para determinar un plano necesito un punto y dos
vectores. Como la recta r estd contenida en el plano, de aqui obtenemos un punto y un vector,
y como la recta s es paralela al plano, de aqui obtenemos el otro vector. ¥ de esta manera ya
podemos escribir la ecuacion del plano.

Para calcular el vector de la recta r, que me la dan como interseccién de dos planos, tenemos
que hacer el producto vectorial de los vectores normales de cada plano:

i J Kk
ar=01 1 1|=/i2)-j(-2)+k(-4)=(22-4), ahora, para calcular un punto de la recta, lo
1 -3 -1

X+y+z=-

haciendo z=0, de aqui obtenemos:
x-3y-z=3

que hacemos es resolver el sistema {
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=-5
{//\/\’tgy _3 Ypor Gauss 4y=-8 2 y= -2 y x=-3. Por tanto el punto de la recta, que también es

del plano es P=(-3,-2,0).

Ahora de la recta s tenemos su vector director ds=(2,3,4)

x=-3+2a+2p
Y entonces la ecuacion del plano pedida es: {y =-2+2a +3p
z=0-4a+4p

3.- Hallar la ecuacion implicita del plano = que pasa por el punto P(1,1,1) y es paralelo a

x=1+2a-3p
n'=y y=3+2p
z=-1-p

Tenemos que el punto P es (1,1,1) y los vectores directores son los mismos que los del ofro
plano puesto que ambos son paralelos. Por tanto V(2,0,0) y u(-3,2,-1). Asi que la ecuacion del
plano pedida es:

x-1 y-1 z-1

1 71
2 0 oz—z‘y &

‘=2(—y+1—22+2)=2(—y—22+3):—2y—4z+6

2 -1
-3 2 -1
Y simplificando nos queda: [y +2z-3=0
o ; x-2 y-2 z-4
4.- Halla la ecuacion del plano n que contiene a la recta r: T - o 3 res

x=1+3¢

paralelo a la recta s:{y =1+2t
z=t

Este ejercicio es igual que los anteriores, como la recta r estd en el plano de ella sacamos un
punto y un vector. P(2,2,4) y dr(1,-2,3) y de la recta s que es paralela al plano sacamos un
vector ds(3,2,1).

x=2+a+38
La ecuacidn del plano pedidaes:z =iy =2-2a+2f
z=4+3a+p

5. - Estudia si los puntos A(1,1,1),B(2,3,4),¢(-5,0,-2) estdn alineados. En caso afirmativo,
halla las ecuaciones paramétricas de la recta que definen, y en caso negativo, la
ecuacion del plano correspondiente.

Para que un conjunto de puntos estén alineados, tiene que ocurrir que el rango de los
vectores que los unen sea 1, o lo que es lo mismo, si todos los puntos estdn en la misma recta,
entonces todos los vectores serdn paralelos. Ya sabemos que los vectores paralelos son
proporcionales, y los vectores proporcionales son dependientes, y los vectores dependientes
tienen rango 1.

Por tanto calculamos los vectores que van de A a By de A a C, y vemos como son.

AB=(123) y AC =(-6,-1,-3)
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Veamos si son proporcionales.

1 2 3 . . . . .
Como ¥ {3 "o son ni proporcionales ni paralelos, por ftanto no estdn alineados

> o
porque el rang(AB,AC) =2 , asi que con ellos podemos definir un plano.
x=1+1-6p
Tenemos 2 vectores y un punto, pues la ecuacién del plano es: 7:{ y=1+21-p

z=1+32-3p

Consideramos la recta r, el plano n y el punto P, siendo:

; wi 2x-y+32=0; P(1,0,4
> 3 5 w! 2x-y+3z (- )

Obtén una recta s paralela a r que pase por P. Calcula el punto de interseccion de r y =.

7. -

Para obtener una recta paralela a r y que pase por p, lo Unico que tenemos
que hacer es sustituir el punto de la recta r por el nuevo punto.
x-1 y =z-4
S I — ="—=——
2 3 5

x—1=y+8:z—2

Ahora, para calcular el punto de interseccion entre r: y T 2x-y+3z=1,

2 3 5
x=1+2¢

escribo la ecuacion de la recta en forma paramétrica.~:<y = -8+ 3t y la sustituyo en el plano
z=2+b5t

2(1+2#)-(-8+31)+3(2+57)=0 = 2+41+8-3t+6+15+=0 > 16t+16=0 > r=-1
Por tanto el punto de interseccion entre la rectay el plano P es: (-1,-11,-3)

Dada la familia de planos: 2mx +(m+1)y -3(m-1)z+2m=0

a) Calcular la ecuacion del plano de esa familia que pasa por el punto (1,1,-2)

b) Calcular la ecuacion del plano de esta familia perpendicular a la recta r:{

x+3z-1=0
y-5z+2=0

a) Tenemos un haz de planos secantes, pues bien, para calcular la ecuacion del plano que
pasa por el punto (1,1,-2) tenemos que sustituir el punto en la ecuacién del haz.

Por tanto, 2m+(m+1)1-3(m-1)(-2)+2m+4=0 => 2m+m+1l+bm-6+2m+4=0 =>

1
1im-1=02> m=_—
m m=1

De manera que la ecuacién del plano pedida es:

2 12 30 46
L 30 _

HX-FH}/-FFZ H—O

de donde simplificando tenemos:

x+6y+15z+23=0
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b) Si el plano es perpendicular a la recta, quiere decir que el vector director de la recta
y el vector normal del plano son paralelos.
Vamos a calcular primero el vector director de la recta, para ello hacemos el producto
vectorial de los dos vectores normales a los planos:

ij ok
dr=infi'=|1 0 3|=/(-3)-/(-5)+k()=(-35])
01 -5

El vector director del haz de planos es (2m,m+1,-3m+3), por tanto ambos vectores, tienen que

ser proporcionales.
(-351)=k(2m,m+1-3m+3)

ho—3
2m
De aqui: <k = m5+1 => Tenemos un sistema, que si resolvemos tenemos :
p 4
3-3m
Utilizando la 1% y la 2% <& w _ b 2> -3m-3=10m 2> /71=_—3
2m m+1 13
Y si utilizamos la 1° y la 3% 2 L 2> -9+9m=2m > m==
2m 3-3m

Por tanto, tenemos un sistema incompatible.
Asi que en este haz de planos no existe ningtn plano perpendicular a la recta dada.

Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s de ecuaciones:
x=1+2¢

0 x =1
(K% Sz=y+2
z=2+2t

Tenemos la recta r en ecuaciones paramétricas, su vector de posicién es dr(2,0,2), y la recta
s estd en ecuaciones explicitas, vamos a calcular su vector director ds:

i J kK
ds=nan=[1 0 0=-()(j+k)=(0-1-1)
0o -1 1

Vemos que los vectores dr y ds no son proporcionales dr = kds = (2,0,2) = k(0,-1,-1) Por
tanto las rectas no son paralelas.

O son Secantes, o se cruzan.

Vamos a coger un punto de cada una de ellas, y vamos a crear el vector que las une.
Un punto de r es a=(1,0,2) y un punto de s serd (resolviendo el sistema) b= (1,0,2). En este
caso vemos que el punto (1,0,2) pertenece a ambas rectas, por tanto son secantes.

Si al calcular otro punto de s no nos sale el mismo, entonces tenemos que calcular el vector
g —_— — —
ab, y después ver el rango de dr,ds,ab. Si el rango es 2, entonces ambas estdn en el mismo

plano y se cortan, y si el rango es 3, no estdn en el mismo plano y se cruzan.
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9.- Dada la recta F:X1+1=L2

=ZT_1 y el plano rz:2x+my+2z-3=0, hallar

razonadamente:
a) El valor de m para que r y m sean paralelos.
b) Los valores de m para que r y n sean perpendiculares.
¢) cExiste algun valor de m para el que la recta esté contenida en el plano?.

a) Para que r y T sean paralelos, ha de ocurrir que el vector normal del plano y el vector
director de la recta sean perpendiculares.

drn=0 S (1,-21)0@2,m2)=0 > 2-2m+2=0 > 4=2m > m=2

b) Para que r y m sean perpendiculares, los vectores normal al plano y director de la
recta, han de ser paralelos. Por tanto:

h=kdr > (1,-21)=k2,m2) > k=2 > m= -4

¢) Para que la recta esté contenida en el plano, tiene que ocurrir que m=2 y que un punto
de la recta pertenezca al plano. Por ejemplo el punto (-1,0,1). Veamos si pertenece
sustituyendo en m.

2x +2y +2z-3=0 2> 2(-1)+2(0)+2(1)-3=0 & -3=0 No existe ningin m.

mimx+y—-z=1
10.- Estudiar la posicion relativa de los planos 7, :2x -y +mz =3 seglin m.
myix-2y+(m+1)z=3m-1

m 1 -1 m 1 -1]1
Escribimos la matriz M={2 1 m y la matriz M*=|2 1 m | 3 y

1 -2 m+1 1 -2 m+13m-1
estudiamos sus rangos.
M—/g 11 ” —mz+2 01 _1+m— S i TV (bl BT
M= -1 m |= D TR I SR e B T R

1 -2 m+1 -3 0 -m+1

> Simzl = Rang(M)=3=Rang(M*) = Los planos se cortan en un punto.

1 1 -1t
> Sim=19>RangM)=2 y M*=|2 1 13| >
1 -2 2P
1 -11
1 1 3=(2+2+6)-(-2+6-2)=10-2=8
2 2 2

Rang(M*)=3 <> Los planos son secantes dos a dos (porque ninguno es paralelo).
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TiX+y+z=2
- Hallar el valor de k para que los planos r,:2x +3y +z =3  tengan una recta comun.
73 hkx +10y + 4z =11

Para que 3 planos tengan una recta comdn, tiene que ocurrir que el Rang(M)=Rang(M*)=2. Para
que esto ocurra, una ecuacién tiene que ser combinacion lineal de las otras dos.

Por tanto, a simple vista vemos que si K=7, la 3% ecuacién es igual a 3-2% mds la 1°.
- Halar la ecuacion de una recta que pasa por el punto A(1,2,1) y corta

x-y-z=1

perpendicularmente a la recta s {
xX+z=2

La recta s estd determinada por dos planos. Vamos a calcular su vector director

i Jj Kk
ds=1 -1 —Y=—i-2j+k=(-1-2))
1 0 1

Un punto de ella es por ejemplo: Si z=0 2 Q (2,1,0).

x=2-1
Si escribimos la recta s en forma paramétrica tenemos: s:{y =1-2¢ ; un punto genérico de
s

ella seria el punto B(2-t,1-2t,1), por tanto el vector ﬁ=(r-1,2r+1,1—r). Y como ambas

rectas han de ser perpendiculares, entonces el producto escalar ds-BA=0, tiene que ser
nulo. Asi que: ds-BA =(-1,-21)(t -12f +11-#)=1-+t-2 -4t +1-+=-6t=0 D t=0

Por tanto el vector director de la recta r es (-1,1,1). Ya podemos escribir las ecuaciones

x=1-1
paramétricas de larectar:qy =2+21
z=1+2
- Hallar el valor de p para gue las rectas r:%:y_—_zl=§ y s: Xl—lz)';—_,lazz;3

sean perpendiculares, el punto de interseccion y la ecuacion del plano que determinan.
Para que sean perpendiculares, el producto de sus vectores directores ha de ser nulo, por
tanto:

ards=(4-22)1,p-13)=4-2p+2+6=-2p+12=0 => p=6

Para que sean perpendiculares p=6.

Para calcular el punto de interseccidn, escribimos ambas ecuaciones en forma paramétrica:

Matemdticas Curso intensivo Julio-Septiembre de 2008 @ Radl 6.M. 151



14.

selectividad cgranada ‘ ,

Av. Hassan I- RABAT w www.selectividad-cgranada.com
x = 4t x=1+4
risy=1-2ty s:qy=6+54
z =2t z=3+34
Y ahora igualamos ambas:
4t =1+1
1-2f =6+51; y resolvemos este pequefio sistema: & 1=-1y =0
2t =3+34

Para calcular el punto de interseccién sustituyo en cualquiera de las ecuaciones paramétricas,
obsérvese que si sustituimos t en la ecuacion de r y 4 en la ecuacion de s, obtenemos el
mismo punto.

El punto de interseccion de las rectas ry s es: (0,1,0)

Para calcular la ecuacién del plano que determinan, necesitamos un punto y dos vectores, por
tanto:

x=0+4t+1
wiqy=1-2t+52
z=0+2t+31
- Deducir una ecuacion para el plano n que es perpendicular a =,:x -6y +z =0 y que
X=2+1
contiene a la recta interseccion de r, :4x -2y +z=2 y nyiiy=2++u
z=1+2+2u

Si el plano contiene a la recta interseccion de los planos m, y 13, vamos a calcularla, porque de
ella vamos a obtener un punto y un vector.

Sustituimos la ecuacién del plano 3 en el plano m: 4(2+2)-2(2+ A+ u)+(1+A+2u) =2

x=1
Por tanto la ecuacion de la recta contenida en el plano es: r:4y =1+ u Asi que un punto de la
zZ=2u

recta es el punto (1,1,0) y el vector director es (0,1,2).

Como tenemos que calcular la ecuacién de un plano, perpendicular a otro, tenemos que el
vector normal del plano 7; : x —6y + z =0 es n(1,-6,1) es paralelo al otro.

Por tanto ya tenemos 1 punto y 2 vectores; por lo que podemos escribir las ecuaciones
paramétricas del plano que nos piden:
x=1+1
wiiy=1-61+u
Z=A+2u
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15.- Los puntos A(3.3,5) y B(3,3,2) son vértices consecutivos de un rectdingulo ABCD. E/

7’ . . ’ - - 6 Z - 1
vértice C, consecutivo de B, estd en la recta de ecuaciones r:x = y—l == -
Determinar los vértices C y D.

Si el vértice C estd en la recta, tiene por coordenadas genéricas (f,6-11+2t), y como la
figura es un rectdngulo, entonces los vectores AB y BC son perpendiculares, asi que si
producto escalar serd nulo.

AB =(0.0-3)(F6—F#1+21)=—3+6f =0 > # =

> = Por tanto el punto C es (%%Zj

Sea el punto D(xy,z), el vector DA es (3-x3-y5-z) y este vector también es
perpendicular al vector AB, entonces AB-DA=(3-x3-y5-2)00,-3)=-15+2z=0> z=5
Como la figura es un rectdngulo, las componentes x e y del punto D tienen que ser iguales que

las del punto C, asi que el punto D es (%%5)

16.- Dados el plano r: x+3y -z =1 y la recta r: ng :yT_I:%, se pide:
a) Hallar la ecuacion general del plano n’ gue contiene a r y es perpendicular a =.

b) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos n y n'.

Como el plano m' contiene a la recta, de ella sacamos un punto y un vector, y como
ademds este plano es perpendicular a m, el vector normal de m es paralelo al plano ', asi que
ya tenemos 1 punto y dos vectores, por lo que podemos escribir la ecuacién del plano .

x+2 y-1 =z
A-210)u(621):n,(13-1) > | 6 2 1(=0=2> B(x+2)+7(y-1)+16z=0 => Por
1 3" =1

tanto la ecuacién del plano es 7': -5x +7y +16z-17 =0

x+3y-z=1

Las ecuaciones explicitas de la recta interseccién son: r:
P {—5X+7y+162—17:0

Lo primero es caleular el vector director de la recta:
i J ok
dr=f nfy=|1 3 —1/=55/-11] +22k
-5 7 16

x+3y=1

dr = (5-12) , y ahora necesitamos un punto. Si hacemos z=0, nos queda {_ Bx 47y ~17

Si multiplico la primera por 5 y sumamos ambas ecuaciones: 22y=22 < y=1,x= -2 P(-2,1,0)

x=-2+51
Por tanto la recta interseccion de los planos my m'es: ri<y=1-2
z =24
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2x-1 y+3 z-2

17.- Obtén el valor de a para el cual las rectas r:x=y=z-a y s: = =

18.

19.

3 -2 0
se corten, y hallar el punto de corte.

Para que dos rectas se corten sus vectores directores no pueden ser proporcionales, dr(1,1,1)

Y
ds(3/2,-2,0). Mucho cuidado con la ecuacion en forma continua, como hemos visto en
. —-a . 1
clase, la forma continua es ~—— , y aqui aparece , por tanto hemos de
41

1
2

o . . X
escribirla bien: 3
2

. Estas rectas no son paralelas, pueden ser secantes o que se crucen.

1l -3 2-a
2
Para que sean secantes: |1 1 1 =1-2-7+Za=-21+7a=0 > a=3
3 -2 0
x=1+32
Para hallar el punto de corte, escribimos ambas rectas en forma paramétrica: s:<y =-3-21
z=2
1 3
x=t = 54‘5&
y riqy=t igualando #=-3-21; = t=-1 Por tanto el punto de interseccion es:
z=3+1 3+1=2
(-1-12)
- (Se puede construir un tridngulo que tenga dos de sus lados sobre las rectas
) x =2t
r. X - =y=z+1 ysiiy=-1+¢
z=t

Para poder construir un tridngulo sobre estas dos rectas, ambas han de ser secantes. Si
vemos el vector director de r (2,1,1) y el vector director de s (2,1,1), vemos que ambos son
proporcionales (el mismo), por tanto las rectas son paralelas. @ No podemos construir un
tridngulo con dos de sus lados sobre las rectas r y s.

- Se sabe que los puntos A(m,0,1), B(0,1,2), ¢(1,2,3) y D(7,2,1) estdn en un mismo
plano.Hallar m y calcular la ecuacion de dicho plano.

Si todos los puntos estdn en un mismo plano, el rango de los vectores que formamos
desde un punto a los otros va a ser dos.

BA=(m-1-1) m -1 -1
BC=(111) > Vamosacalcular Rang| 1 1 1 |y paraello calculamos el determinante:
BD=(71-1) 7 1 -1

m -1 -1 im+1 0 O|A+FA 1

1 1 1= 1 1 1 :m+11 _1‘:—2(m+1)

7 1 -1 (7 1 -1
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Este determinante tiene que ser nulo porque los vectores son coplanarios.

-2(m+1)=0 = m=-1

BA=(-1-1-1)
Si m=-1, y sustituyendo, obtenemos : BC = (1,1,1)
BD=(71-1)
Para escribir la ecuacion del plano, podemos utilizar el punto (0,1,2) y los vectores:
BC =(111)
BD =(71-1)
X=a+2f
Por tanto:z: iy =1+a+p
z=2+a-f

b) cEstdn los puntos B, € y D alineados?

Para que los puntos B,C y D estén alineados, el Rango de los vectores que unen ambos puntos
tiene que valer 1.

BC =(111) 5 Ra”g(1

1
. J= 2 = Por tanto no estdn alineados.
BD=(71-1) -1
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Tema 11: Problemas Metricos

11.1.- Distancia entre dos puntos :

B La distancia entre dos puntos A(q,.a,,a,)y B(4.b,.5,)

A2 es el maodulo del vector que une dichos puntos:
A

oiney-[ia

91~ |48] - (&) (4o (4o

Ejemplo 1: Calcular la distancia entre los puntos A(3,-2,1) y B(5,3,-4)

(4.8 =|78]- (&) ~(5 @) a) B3 e3+2) + ( FPm V57 =346

11.2.- Distancia de un punto a una Recta :

Es la menor de las distancias entre el punto dado y un punto cualquiera de la recta.

Si la recta r estd definida por {Z_E " y sea Q un punto exterior. La
r

Pa o]
distancia de Q a la recta r viene dada por:  |d(Q,r) = =
r
Ejemplo 2: Calcular la distancia entre el punto Q(1,-1,2) y la recta r: XT_I E { = _iz
n HPQ: o Jo127@1-2)] 2/5
R
11.3.- Distancia de un punto a un Plano :
i Sean el plano 7z:ax+by+cz+d =0 y el punto
VN P(p1.p2.p3). la distancia entre ambos se calcula mediante la
7 expresion:
i, mp=|| proy@® ap, +bp, +cp, +d
Il prowes®| d(P.7) = | /) p: P
L n

Ejemplo 3: Calcular la distancia entre el punto Q(1,-1,2) y el plano n:x -2y +z =1

‘a,q+bp2+cp3+d‘=‘1+2+271‘_ 4 =&
3

P )= =
iz n GETEm R

n

T

11.4.- Distancia entre dos rectas :

Sean larectary larectas, dadas por r: {Zp y s: {g

r
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Posicion Relativa Distancia Dibujo

RECTAS -
COINCIDENTES d(r.s)=0

d(r,s)=d(P,s)

Es igual a la distancia de un punto
de larecta ralarectas.

RECTAS PARALELAS

£Q n ]

d(h,ry =1
|

RECTAS =
SECANTES I 280

det(PQ,. dr,ds]
d(r.s)= —
RECTAS QUE SE “a’r/\a’s'u

CRUZAN il w
Donde: r:{zr y 5:{25 &

11.5.- Distancia de una recta a un plano:

Sea la recta r dada por r: {Zf y el plano = dado por z:ax+by+cz+d =0

r

Posicion PARALELOS RECTA CONTENIDA EN PLANO SECANTES
Relativa
d(r.z)=d(P.x)
Distancia (P ”)_w 0’(/",72’)20 0’(/‘,7[):0
i n,
-
Dibujo
& ‘ S

11.6.- Distancia entre dos planos:

Sean los planos 7 y z'dados por wiax+by+cz+d =0y ria'x+b'y+c'z+d' =0

Posicion

_ PARALELOS COINCIDENTES SECANTES
Relativa

|71

vat + b+t

Distancia d(z,z')= d(z,z')=0 d(z,z')=0

Dibujo
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11.7.- Anqulos.

Para estudiar el dngulo entre dos rectas, recta y plano y dos planos, necesitaremos
los vectores directores de las rectas y los vectores normales de los planos. Con la expresion
del producto escalar, calcularemos el menor dngulo que forman las direcciones dadas por los
vectores directores y normales.

11.8.- Anqulo entre dos rectas.

dr=(r,.r,.r,) o ds=(s,.s,.s,)

Sean larectary larectas, dadas por r:
P =p.p.p) Q =(9.9..4))

El dngulo o que forman ambas rectas viene dado por:

a’r-a’s‘ ‘rx 'S, + 1S, ghiias
CoSar = = 2 2 2 2 2 2
“dr“.“ds“ Jrirtsri st st 4 st ~ —
v r

11.9.- Anqulo entre recta y plano.

=(r.0.1)

yelplano 7:ax + by +cz+d =0
£=(A.p.P,)

Sean la recta r, dada por r:

En dngulo o formado por la recta y el plano es complementario del dngulo que forman el
vector normal del plano ny el vector director de la recta dr

A
A i
ar
-
= oy ]
g sena=5en(r,7z)=‘cos(a’/",ﬁ)‘= —=
ari{in_

r

La recta r, serd paralela al plano 7, cuando el producto escalar drn. =0, o lo que es lo
mismo: r-a+rb+rc=0.
11.10.- Anqulo entre dos planos.

Sean los planos r:ax+by+cz+d =0y z'ia'x+b'y+c'z+d'=0, el dngulo

entre ambos es el mismo que el dngulo entre sus vectores normales 7y n'.

nn' |aa'+ bb'+ cc'|

Hﬂ”“ﬂ” Ja? + %+ Ja%+ b2+ c?

cos(z,z') = cos(n,n’) =
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11.11.- Recta perpendicular comun a dos rectas gue se cruzan

Para calcular la recta perpendicular comdn a dos rectas que se cruzan, seguiremos el
siguiente método:

e Escribimos las rectas ry s en paramétricas.
e Obtenemos de cada una de ellas un punto genérico (A y B respectivamente), y sus
vectores directores dr y ds .
* Hallamos las componentes del vector que une los puntos Ay B, AB, como éste
vector es ortogonal a dr y ds , los productos escalares 8= son nulos, y
AB-ds =0

del sistema formado podemos despejar los dos pardmetros.
e Sustituimos los valores hallados en las expresiones genéricas de A y B, y ya tenemos
estos puntos. Con un punto y el vector, ya tenemos la ecuacion de la recta.

A x=0
Ejemplo 4: Obtener la perpendicular comun a las rectas r: {:/ 8 ySs: { 3
= Zi=

Para obtener la perpendicular comin a dos rectas que se cruzan, lo primero es escribir las rectas en forma
paramética:

Recta r:
7 = (0,1.0) ; f k x=1+1
: }-)a’r'=0 1 0/=(1,0,00 & Six=1 UnpuntodereselP(100)2> {y=0
2 =(0.0.1) U0k 280
Recta s:
A =(1,0,0) h Al
ﬁli | }-) ds={1 0 0]/=(0,-1,0) & Siy=1 Unpuntoderesel Q0,13)> jy=1-1
:=(0.0% 0)_(ones] =5

Aecr;A1+1,0,0)
Bes;B(01-21,3)

Hallamos las componentes del vector AB; AB=B- A= (-1-71-2,3)

Obtenemos un punto genérico de cada una:

Y este vector tiene que ser perpendicular al vector director de r dr y al vector director de s ds .
3_?71_5:0}_) (1,0,0)(-1-#1-4,3)=0 -1-1=0 4 t=-1
ds-AB=0[ = (0-10)(-1-#1-43)=0 ~ -1+44=0 = 4i=1
Si sustituimos en las rectas r y s, obtenemos los puntos: A(0,0,0) y B(0,0,3)
Ya tenemos dos puntos de la recta, como AB=B- A= (0,0,3), la recta perpendicular cominary s, es:
X=0
r'sy=0
Zz=3f

11.12.- Simetrias

g 11.12.1.-Simetrico de un punto A respecto de una recta.

Para hallar el simétrico de un punto respecto de una recta,
seguiremos los pasos siguientes:

e Hallamos el plano perpendicular a la recta r, que pasa por el punto A.

T \ ~e Hallamos el punto de interseccién, M, entre la rectay el plano.
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e Hallamos el punto simétrico A’ con la condicion de que M sea el punto

medio del segmento AA'.
A+ A

* Las coordenadas del punto medio de un segmento se calculan: M = >

Ejemplo 5: Calcular las coordenadas del punto simétrico del (1,3,7) respecto de larectar: x-1=y+3= ZT_A(

Calculamos el plano perpendicular a 7 que contiene al punto A(1,3,7).

Para ello hacemos el producto escalar del vector director de la recta dr=(1,1,2) por el vector perpendicular a la
rectay que pasa por le punto (x-1y-3,z-7)

11,2y (x-1,y-3,z-7)=0 -)|7r:x+y+22—18:0|

Calculamos el punto de interseccidn de la recta ry el plano m.
x=1+1

Para ello escribimos la recta r en forma paramétrica r:<y =-3+1 y la sustituimos en el plano .
z=4+2t

1+#-3+7+8+4r-18=0 = 67-12=0 => =2

Y sustituyendo en la ecuacion paramétrica obtenemos el punto deseado.
Punto de interseccién de ry m|H =(3,-1,8)

H es el punto medio entre A y su simétrico A, por tanto: H = A8d

2

A'=2H-A > (6,-2,16)-(1,3,7)=(5,-5,9).

Y el punto simétrico del (1,3,7) es el punto A'=(5,-5,9)

11.12.2.- Simeétrico de un punto A respecto de un plano.

. Para hallar el simétrico de un punto respecto de un plano,
P seguiremos los pasos siguientes:

v e Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por

el punto A.
X * Hallamos el punto de interseccion, M, enfre la rectay
y el plano.

¢ Hallamos el punto simétrico A’ con la condicion de que

) M sea el punto medio del segmento AA'.
Pl

11.13.- Area de un paralelogramo.

. El drea de un paralelogramo de vértices A,B,C,D, la

i S=ABAAD  calcularemos:
G

Area=5 = “A—B A A—D“
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11.14.- Area de un triangulo.

El drea de un tridngulo de vértices A,By D, se calcula

D (* como la mitad del drea del paralelogramo de vértices
ABCyD.
AB A AD
i ; v [

11.15.- Problemas

1.- Hallar la distancia del punto P al plano determinado por los puntos A(1,0,1). B(0,0,1)

C(1,2,0), siendo P en que la recta r:XZ_Z:y;4:Z_14

corta al plano
ri2x+y-z+4=0
x =5+t

ysiyy=-1
z=8+2t

x-2 y-2 z+1

2.- Calcular la distancia entre las rectas r: 7T - 2

3.- Obtener las ecuaciones de los planos que son perpendiculares a la recta

3x-2y+2z=6
{ 4 o y distan 3 unidades del punto P(-1,1,2). Calcular el seno del dngulo

X+z=3

formado por r y el plano coordenado OXY.

4.- Obtener el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano

w:2x+y+3z =6 con los ejes coordenados.
.+ y—2z22%3
5.- Calcular la distancia del punto P(1,-3,1) a la recta r: 4
3x+2y+z=1
6.- Calcular las coordenadas del punto simétrico del (1,3,7) respecto de la recta dada por las
z-4

ecuaciones x —1=y +3 = >

V28 293 que equidista del punto A(1,2,1) y del

7.- Hallar el punto de la recta r:x = > 1

origen de coordenadas.

8.- Consideramos los planos 7:2x+5=0 y 7'=3x+3y-4=0 <(Qué dngulo determinan
ambos planos?. Hallar el plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los

dos planos.
x=t

9.- Hallar el punto de larecta r:{y =3—-# cuya distancia al punto P(1,0,2) sea +/5
z=1+2¢

z:O que disten % del plano z:2x -y +2z+1=0

X +
10.- Encontrar los puntos de r: {x

3x+2y+2z=0
11.- Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta r: Y y otro lado sobre
x-2y+2z=0

la recta s': X?j?’ 4 _11 _Z +25 . Calcula el drea del cuadrado.
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12.- Hallar el plano de la familia mx +y+z-(m+1)=0 que estd situado a distancia 1 del
origen.

13.- Explicar como se obtiene la perpendicular comin a dos rectas que se cruzan. Obtener la
dicul in a las rectas y=0 s x=0

erpendicular comdn a las rectas r: :

Perp z=0 Y z=3

14.- a) Determinar la ecuacién de un plano =z pasando por el punto A(-1-1,1) y siendo

v (1,-2,-1) un vector normal al mismo. b) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta s
que se obtiene al cortarse el plano 7:x -2y —-z-2=0 con el plano 7': z=1 c) Determinar

las ecuaciones paramétricas e la recta r que pasa por los puntos B(1,1,2) y C(1,-1,2). d)
Encontrar la posicion relativa entre las rectas r y s de los apartados anteriores. e) Hallar un
punto D de la recta r que esté a la misma distancia de los puntos By C.

15.- Considera el tridngulo que tiene por vértices los puntos A(1,1,2), B(1,0,-1) y €(1,-3,2)
A) Razonar si es rectdngulo. B) Calcular la recta r que pasa por By es perpendicular al lado AC
C) Calcular la recta S que pasa por los puntos Ay C. d) D es el punto de corte derys,

caleular el médulo de 80 . E) Calcular la longitud del lado AC. F) Calcular el producto vectorial
de los vectores ACy ABy comprueba que su mddulo es igual a h-b, siendo h el médulo del
vector BD y b la longitud del lado AC (calculados anteriormente).

16.- Consideramos los puntos A(2,1,2)y B(0,41)y larectar: x=y-2= ZT_3
a) Determinar un punto C de la recta que equidiste de los puntos Ay B

b) Calcular el drea del tridngulo ABC

11.16.- Soluciones:

1.- Hallar la distancia del punto P al plano determinado por los puntos A(1,0,1);

B(0,0,1); ¢(1,2,0), siendo P en gue la recta r: XZ_Z - y;4 = 2_14

corta al plano

ri2x+y-z+4=0

Lo primero que vamos a hacer es calcular la ecuacion del plano, para calcularla, necesitamos 2
vectores directores y un punto.

Vamos a calcular los vectores AB, AC, AX, donde X es el punto(x,y,z) del plano:
AB =(~10,0)
AC =(02-1)
A_))( =(x-1y,z-1)

Estos fres vectores han de ser coplanarios, y para ello tienen que cumplir que su producto,
mixto sea cero.

-1 0 O
0 2 -1|=022(2z+2)-(y)=0=2> —y-2z+2=0
x-1 y z-1
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Por tanto la ecuacién del plano pedido es: |y +2z-2=0

Lo siguiente es calcular P. Para ello escribimos la ecuacion de la recta ren forma paramétrica,
y la sustituimos en la ecuacién del plano =

Xx=2+21
r<y=4+31 riy+2z-2=0
z=4-1

22+22)+(4+30)-(4-41)+4=0 > 4-42+4+31-4+1+4=0>821+8=0
De donde obtenemos 4 =-1

Si sustituimos A =-1 en la ecuacién paramétrica de la recta, obtenemos el punto pedido:

La distancia de un punto a un plano se calcula de la siguiente manera:

‘apx +bp, +cp, + d‘

id

Como P(0,15)y n:y+2z-2=0, sustituyendo, obtenemos:

d(P,7)=

‘apx+bpy+cpz+a" :|1+1o_2| _1_9\/5

d(P,x)= - = ==
y 7 B B s
5 g x=5+¢
2.- Calcular la distancia entre las rectas r: "o iy _1 = z;: y siiy=-1
z=8+21

Para calcular la distancia entre dos rectas, lo primero que hay que hacer es ver la posicion
relativa de ambas rectas.

P22 -1) Q(5,-18)
"ar- (3.-1,4) a5 - (1,0,2)

Vemos que sus vectores directores no son proporcionales, por tanto las rectas, o se cortan o
se cruzan. S/ se cortan, la distancia entre ellas es O, y si se cruzan la distancia se calcula
utilizando la expresion:

det(ar, ds, PQ)

d(r,s)=

> >

ara ds
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5
ar
. - . .
Si el rango de | ds | es 2, los vectores son coplanarios y las rectas se cortan, si el rango
—
PQ
5
ar
v .
de| ds | es 3, enfonces los vectores no son coplanarios y las rectas se cruzan.
—

PR

OZ' 1 0 2
ds|=3 -1 4/=(-9-18)-(-6-12)=-27+18=-9 =0, Por tanto se cruzan.
PQ BB -3 9
7 i
Como se cruzan, calculamos “a’r A a’s” =B -1 4)=|-2/-2/+k|=+9
1
det(dr, ds, PQ)
Y ahora calculamos la distancia: d(r,s) = T -3

dnds| 0

3.- Obtener las ecuaciones de los planos que son perpendiculares a la recta
{3)(—2 y+2z=6
r.

N iz23 y distan 3 unidades del punto P(-1,1,2). Calcular el seno del dngulo

formado por r y el plano coordenado OXY.

Para la ecuacién del plano L a una recta, necesitamos el vector director de la recta:

i J Kk
dr=3 -2 2|=(-2i+2j)—(-2k+3))=-2i+2j+2k-3) =(-2-12)
1 0 1

Sea ¢ =(x,y,z) un vector perpendicular a la recta r, un haz de planos perpendiculares a esta
recta viene dado por: udr=0 > (x.y.2)(-2-12)=0

Por tanto el haz de planos es: —2x -y +2z+K =0

Si la distancia de P(-1,1,2) al plano es 3. Tenemos que:

lapy +bp, +cps +d| [2-1+444 K| ,

R B

De donde:
|5+ K| =9 que al resolver obtenemos: K=4y K= -14

Por tanto las ecuaciones de los planos pedidos son:

mi2x-y+2z+4=0
7, 2x-y+2z-14=0
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Como el punto P no pertenece a la recta (porque no cumple su ecuacién), tenemos dos planos
que estdn a una distancia de 3 unidades, uno por delante del punto y otro por detrds.

d=3

A
\ 4

A
A 4

d=3

Para calcular el seno formado por una recta un plano utilizamos la ecuacion:

‘a’s-/T,[

) (-2-12)(0,0,4), 242
“07,,“",;" Jo 2 32 3

Sen(r,z) =|Cos(r.n,)| =

Donde el vector n, =(0,0,1) es el vector normal del plano OXY (Z=0). Si cogemos como
vector hormal el (0,0,1) 6 (0,0,2) ..obtenemos el mismo resultado, de forma general
utilizamos el vector n, =(0,0,1).

4.- Obtener el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano
7:2x+y+3z=6 con los ejes coordenados.

Para resolver este ejercicio de forma rdpida escribiremos la ecuacién del plano en
forma segmentaria, ya que esta ecuacién nos da los puntos de corte con los respectivos ejes.

2 1 3 X
X+y+3z=6 e v o

o<

Por tanto los vértices del tridngulo son m(3,0,0), n(0,6,0) y 1(0,0,2).

Y ahora para calcular el drea del tridngulo utilizamos el modulo del producto vectorial.

Sabemos que el drea del paralelogramo formado por los vectores mn y mt vale el médulo de
su producto vectorial, por tanto el drea del tridngulo formado por ellos es la mitad.

5 = 3| o | = 3 [12.618)| = 3 V504 = 3414

. . X+y-2z=-3
5. - Calcular la distancia del punto P(1,-3,1) a la recta r:
3x+2y+z=1

Para calcular la distancia de un punto a una recta, necesitamos el vector director de la rectay
un punto de ella.
k
-2|=(/+2k-64)-(3k-4/+j)=5/ -k -7 =(5,-7-1)
1

N = <,
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Para obtener un punto, resolvemos el sistema dando a z el valor O, Z=0.

xX+y=-3 x+y=—3_) 10 > x=7
3x+2y=1 ~ |0-y=10 7" -
Por tanto un punto de la recta es A(7,-10,0)
e

La distancia de un punto a una recta viene dada por:|d(P,r) = HdT
A

AP =(7,-10.0) - (1,-31) = (6,~7 1)

iPJ k| [r Kk .
APrdr=l6 -7 -1=|1 0 O :—1‘]7 _1‘:—(—j+7k)=j—7k:(0,1,—7)
5 -7 -1 |5 -7 -1
Y ahora:

_HT”MTFH_E_\F
O] v i

6.- Calcular las coordenadas del punto simétrico del (1,3,7) respecto de la recta dada

por las ecuaciones x —1=y +3 = 27_4

Calculamos el plano perpendicular a 7~ que contiene al punto A(1,3,7).

Para ello hacemos el producto escalar del vector director de la recta dr=(1, 1,2) por el vector
perpendicular a la recta y que pasa por le punto (x-1,y-3,z-7)

(112)1(x -1,y -3,z-7)=0 > |r:x+y+22-18=0|

Calculamos el punto de interseccién de la recta r y el plano .

x=1+1
Para ello escribimos la recta r en forma paramétrica r:<y =-3+# y la sustituimos en el
z=4+2¢

plano .

1+7-3+7+8+41-18=0 2> 61-12=0 2> t=2
Y sustituyendo en la ecuacion paramétrica obtenemos el punto deseado.
Punto de intersecciondery m

H es el punto medio entre A y su simétrico A'.

:A+4

Para calcular el punto medio de un segmento utilizamos:|H
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A=2H-A > (6,-2,16)-(1,3,7)=(5,-5.,9).

Por tanto el punto simétrico del (1,3,7) es el punto |A'=(5,-5,9)

y+2:z—3

7.- Hallar el punto de la recta r: x = — que equidista del punto A(1,2,1) y

2
del origen de coordenadas.
x=1
Lo primero es escribir la ecuacién de la recta en forma paramétrica: r:{y =-2+2¢
z=3-1

Un punto P, genérico de estarectaes: P =(t-2+2t3-1)
Tiene que ocurrir que ”55“ = HP_/i“

OP=(t-2+2t3-1)y PA=(1-t2+2-2t1-3+1)=(1-+4-2f-2+7)

V12441412 8119412 — 6t =V1+72 -2+ +16+ 412 16 + 4 + 12 — 47

6r2 — 147 +13 = 612 - 22t + 21

De donde 8/ -8=0 2

Por tanto el punto P de la recta que equidista del origen y del punto A es:

8. - Consideramos los planos = :2x +5=0 y 7=3x+3y-4=0 C(Qué dngulo determinan

ambos planos?. Hallar el plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular
a los dos planos.

Para ver el dngulo que determinan dos planos, lo hacemos usando sus vectores normales:

. nn' (200)(330) 6 6 2 P
Cos(n,x') = - - - e Y4
K™ Va? + b2 + 2 a? b2 +c? 2,18 2J18 62 2 "4

Para que el plano sea perpendicular a ambos, su vector normal también lo tiene que ser.
i J ok

n"=nan'=2 0 0/=6k => De aqui que el vector n"=(0,0,6) = Entonces el plano que
330

buscamos es el plano: 6z+k=0, y como dice que pasa por el (0,0,0) entonces k=0 > es
el plano pedido.
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x=t
9.- Hallar el punto de la recta r:{y =3—-t cuya distancia al punto P(1,0,2) sea \5
z=1+2¢

Un punto genérico de la recta es el (t,3-1,1+2t) como la distancia de un punto a una recta se
calcula:

p
dP,r)= W Lo primero es calcular el vector AP(1-1,1-3,2-21) y dr(1,-1,2)
4P ~ | = L rl3 2l |47 +2)| <2642 ~ V20 25 y como [ar] -2
1 -1 2

Entonces la distancia del punto a la recta es /5 .

Por tanto si calculamos en punto de interseccion entre la recta r y otra recta perpendicular
que pase por P, fenemos el punto buscado.

Sea Q el punto (t,3-1,1+2t), y P(1,0,2) entonces el vector PQ=(t-1,3-t,2t-2), y el producto
escalar PQ-dr=0 porque ambos vectores son perpendiculares.

PQ-dr=(t-1,3-1,21-1)- (1,-1,2)=t-1+1-3+41-2=0 =>» 61-6=0 => t=1

Por tanto el punto de la recta que estd a una distancia +/5 del punto P es: |Q:(1,2,3)

+y=0

X
10. - Encontrar los puntos de r: {
x-z=0

que disten % del plano :2x -y +2z+1=0

Lo primero es ver cual es la posicién relativa de la recta y el plano.

Escribimos La matriz My M*

11 0 11 0 0
M=|1 0 -1 yM*=|1 0 -1 O
41e 1= 4 Syl ALY

Rang(M)=3=Rang(M*), Por tanto recta y plano son secantes.

. . . 1 .
Tienen que existir dos puntos de la recta a una distancia gdel plano, uno por encima y otro

por debajo.
Escribimos la recta en forma paramétrica, para ello necesitamos el vector director y un
punto:
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i J Kk
dr=[1 1 0|=-/+j-k=(-11-1) Punto (si hacemos Z=0) & A(0,00)  Por tanto
10 -1
x =~
riyy=t
=t

Un punto cualquiera de la recta es (-t,t,-t), pues calculamos la distancia de un punto a un plano

y la igualamos a % Y eso nos dard dos valores parat. 7:2x -y +2z+1=0

japx + bp, +p +d| | 2p—p-2r+t] |5re1) 1
g g 3

d(P,x)= > |-5t+1=1 >

5)
"5

3x+2y+2z=0
11.- Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta r: 7+ o2 y otro lado
x-2y+2z=0

g O

(1N

-2
Por tanto los puntos situados a una distancia % del plano son ((0,0,0)y [?

x-3 y-1 z+5

sobre la recta s : TR | Calcula el drea del cuadrado.

Lo primero que tenemos que hacer es ver la posicion relativa de las rectas ry s:

Calculamos el vector director de la recta r:

i J kK
dr=[3 2 2/=8/ -4 -8k =(8-4-8) = Sicomparamos dry ds vemos que dr = 4-ds
1 -2 2

Por tanto las rectas ry s son paralelas.
Calculamos la distancia entre ellas, y el drea del cuadrado serd esa distancia al cuadrado.
Necesitamos un punto de s, A=(3,1,-5) ds=(2,-1,-2) y un punto de r, P(0,0,0) por ser

homogéneo el sistema.
Calculamos el vector AP = (-3,-15)

i J. Kk
AP nds=|-3 -1 5|=7/+4)+5k =(7,45)
2 -1 -2

d(r,s)=d(P,s) :‘T:;ds“ V90 _ V10

Por tanto el drea del cuadrado: |A = (\/ﬁ)z =10
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12.- Hallar el plano de la familia mx +y+z-(m+1)=0 que estd situado a distancia 1
del/ origen.

lapy +bp, +p+d| |-(m+D)  met

d(P, )= — = = =1 > (m+1f=m?+2 >
d Nm?+2  m?+2

m? +2m-m® =1

De donde mzé

Por tanto el plano de la familia es: %x+y+z—%:0 2> ‘X+2y+22—3:0

13.- Explicar como se obtiene la perpendicular comun a dos rectas que se cruzan.

=0 x=0
Obtener la perpendicular comdn a las rectas r: {)z/ o VS {z 2

Para obtener la perpendicular comin a dos rectas que se cruzan, lo primero es escribir las
rectas en forma paramética:

Recta r:

ﬁ_(OIO) /{~ JA /\:\ x=1+¢
1A } 2> dr=/0 1 0/=(100) & Six=1 Unpuntoderesel P(100)> {y=0
”2 = (0,0,1) O O 1 Z = O
Recta s:

/i =(10,0) A -
1T } 2 ds=[1 0 0/=(0-10) = Siy=1> UnpuntoderesQ(0,1,3)> <y=1-1
n, =(0,01) 00 1 z=3

Aer;A(1+1,0,0
Obtenemos un punto genérico de cada una: LA gy )
Bes,B(01-273)

Hallamos las componentes del vector AB: AB=B-A=(-1-t1-123)

Y este vector tiene que ser perpendicular al vector director de r dr y al vector director de s

—_—

ds.
ar-AB=0 vy 3 @ 3 - = a—“ - 3 -
r (1L0,0)(-1-+1-13)=0 ialid. O

dsAB =0 (0-10)(-1-71-23)=0 -1+2=0 A=1
Si sustituimos en las rectas r y s, obtenemos los puntos: A(0,0,0) y B(0,0,3), ya tenemos dos
x=0
puntos de la recta, como A8 =8-A=(0,03), la recta perpendicular es: '{y =0
z=3f

14.- a) Determinar la ecuacion de un plano = pasando por el punto A(-1,-1,1) y siendo
v(1,-2,-1) un vector normal al mismo.

Creamos un haz de planos paralelos de la forma: X-2Y-Z+K=0
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Y calculamos que plano del haz pasa por ese punto, sustituyendo el punto en el haz de planos
paralelos.
-1-2(-2)-1+k=0 > -1+4-1+K=0 > K=-2 2> rix-2y-z-2=0

b) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta s que se obtiene al cortarse el
plano =:x-2y—z-2=0 con el plano r':z =1

Si sustituimos 7':z=1enel plano 7:x -2y —-z-2=0, obtenemos larecta r: x -2y =3

. . x -3
Que es la forma general de la ecuacién de una recta, si operamos tenemos: y = —
x =3+2t
La forma paramétricade r: {y =+
z=1

Si lo hacemos de la forma habitual; calculamos el vector director de r:

~ ~ ~

i J Kk
dr=]1 -2 -1=(-2-10)
0 0 1

Y para calcular un punto, z=1, y=0, x=3; por tanto la recta r tiene por ecuaciones
paramétricas:

x=3-2t
risy=-r
z=1

¢) Determinar las ecuaciones paramétricas e la recta r que pasa por los puntos B(1,1,2)
ydi,-12)

Calculamos el vector BC =C-B=(0-20), y con el vector y un punto (1,1,2) escribimos las

x =1
paramétricas: r: qy =1-2¢
z=2

d) Encontrar la posicion relativa entre las rectas r y s de los apartados anteriores:

x=3-2¢ x =1
a2_ M~ o
riy =—t ysiiy=1-2¢ Rang(dr,ds) = 0 -2 0 =2
z=1 z=2
-2 -1 0
PQ=Q-P=(-211) Rang(dr,ds,PQ)=| 0 -2 0|=3
-2 1 1

Por tanto las rectas ry s SE CRUZAN.

e) Hallar un punto D de la recta r que esté a la misma distancia de los puntos B y
C.

Un punto genérico de la recta r es el (3-2t, -1, 1), calculamos los vectores BDy D
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BD=(2-2t-1-%-1)
BC=(-2t1-1-1)
iguales.

Como estdn a la misma distancia, el modulo de los dos vectores serdn

“37“:”%“ > V414ar2 8ti1+12 12t +1 =41 412 8F+1-27 112 +1
444r° 8t +1+12 42t +1=4+ 412 -8t +1-2t+1>+1> =0

Por tanto el punto buscado es el (3,0,1)

15. - Considera el tridngulo que tiene por vértices los puntos A(1,1,2), B(1,0,-1) y
ai1,-32)

a) Razonar si es rectdngulo:

El tridngulo es rectdngulo si alguno de estas parejas de vectores es ortogonal:

AB =(0,-1-3),AC =(0,-4,0) AB-AC =(0,-1,-3)-(0,-4,0) = 4
BA=(013),B8C =(0,-3,3) > BABC =(013)(0,-33)=6
CA=(0,4,0),C8 =(0,3-3) CA-CB =(0,4,0)(0,3-3) =12

b) Calcular la recta r gque pasa por B y es perpendicular al lado AC.
x =1
Calculamos las ecuaciones paramétricas de la recta AC. r:{y =1-4¢, un punto genérico de
Z =2

la recta es el 6 (11-4+,2). Si calculamos el vector que une el punto genérico y el punto B:

GB=8B-6-= (0,41 —1-3) , este vector y el vector de la recta son perpendiculares, por tanto:

GBdr - (047 -1-3)(0-40)=0 > —16t+4-0 > f- %

Por tanto el vector 6B = (0,0-3)
x=1
Y la ecuacidn de la recta que pasa por By es perpendicular a AC, es: r:iy =0
2z Sk

¢) Calcular la recta S que pasa por los puntos A y C:

sxci=xd]
siiy=1-4,
z=2

a) D es el punto de corte de r y s, calcular el médulo de BD

Como ambas rectas estdn en paramétricas, igualamos las paramétricas para obtener el punto

1=1
de corte entre ellas. 0=1-42 =2 A= %;7‘ =-1 => El punto de corte es el (1,0,2)
2=-1-3¢
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BD=D-B8-(102)-(1,0,-1)=(0,03) > “%H -J9-3
b) calcular la longitud del lado AC:

La longitud del lado AC es el médulo del vector AC ”/Té” =16 = 4

¢) Calcular el producto vectorial de los vectores AC y AB y comprueba que su
modulo es igual a h-b, siendo h el modulo del vector BD y b la longitud del lado
AC (calculados anteriormente)

A ~ ~

i J kK
ACAAB=|0 -4 0]=(1200) > HTBAﬁﬂzlz; hb=43-12
0 -1 -3
16. - Consideramos los puntos A(2,1,2) y B(0,4,1) y larectar: x=y-2= 27_3

a) Determinar un punto C de la recta que equidiste de los puntos A y B
x=t
Escribimos r en forma paramétrica: r:iy=2+t , un punto genérico de ella es el
z=3+21
G(1,2+1,3+21).
Si calculamos los vectores A6 y B& , como los puntos A y B estdn a la misma distancia, el
mddulo de estos vectores ha de ser el mismo.
AG=6-A=(2+13+21)-(212)=(+-21+t1+2t)
B6=6-B=(t2+1t3+2t)-(0,41)=(+.1-22+2¢t)

el -4l

JE=22 + 1+ 72 + (1 +27)% =J#2 + (- 2)2 + (1+2+)?
(F-22 +A+1)? +(1+21) =2 + (1 -2)® + (1 + 21)?
FPrd—Ar 41412+ 2t +1+41% + 41 =12 + 12 + 441 11+ 41% + 41

De donde:
612 -2t +6 =612 -3t +5 F=-1

Por tanto el punto que estd a la misma distanciade Ay B es el (-1,1,1)
b) Calcular el drea del tridngulo ABC

El drea del tridngulo ABC se calcula como:

~ ~ ~

[ Jj Kk
sAgc:%HTBAA_c’H:% 2 3 -1 :%||(—3,1,9)||=%\/9+1+81=%\/9_:@

@ Radl Gonzdlez Medina 2008.
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Tema 12: IDEA DE PROBABILIDAD

1.- Experimentos aleatorios

Un experimento se llama aleatorio cuando se conocen todos los posibles resultados del
mismo, pero no puede predecirse cudl de ellos se producird en una experiencia correcta. Son
ejemplos de experimentos aleatorios: lanzar una moneda al aire, extraer un naipe de la baraja,
lanzar un dado, etc.

En un experimento Aleatorio: "Sabemos lo que puede ocurrir, pero no lo que va a ocurrir.”
2.- Espacio muestral

Conjunto de todos los resultados que se pueden obtener en un experimento aleatorio.
Si lanzamos una moneda al aire, caben dos posibilidades C y +. El espacio muestral asociado a
esta experiencia es E={C,+}. Al lanzar un dado caben seis posibilidades, por tanto el espacio
muestral es E={1,2,3,4,5,6}.

3.- Sucesos

Se llama suceso a cualquier subconjunto del espacio muestral E. Los sucesos se simbolizan por
las letras A,B,C.... Si E es un conjunto con n elementos hay 2" posibles sucesos.

3.1 Tipos de Sucesos:

e Sucesos Elementales: Formados por un solo elemento, A{C}, B{+},
e Suceso Seguro: Es el que siempre ocurre, es todo el espacio muestral.

e Suceso Imposible: Es el que nunca ocurre, se representa por /.

Ejemplos:
El suceso de obtener, al lanzar un dado, un ndmero igual o menor que 6 es A={1,2,3,4,5,6}.

¢ .

El suceso de obtener, al lanzar un dado, un niimero superior a E es el suceso imposible

e Suceso contrario u opuesto de A: Es el que se verifica para todos los resultados

que no verifican A. Se simboliza por A por A°.

Ejemplo:
El suceso contrario del suceso " Obtener un nimero par al lanzar un dado” es A° ={1,3,5} ya que A={2,4,6}.

e Sucesos incompatibles o excluyentes: los sucesos A y B son incompatibles si su
realizacién simultdnea es imposible, es decir si no pueden ocurrir a la vez. En
particular dos sucesos contrarios son incompatibles.

e Sucesos Compatibles: Los sucesos A y B son compatibles si su realizacién
simultdnea es posible.

3.2.- Operaciones con SUuCesos

e Unidn de dos sucesos A y B es el suceso que se realiza cuando uno al menos de los

sucesos Ay B se realiza. Se simboliza por AUE
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e Interseccion de los sucesos A y B es el suceso que se realiza cuando A y B se
realizan de forma simultdnea. Se simboliza por ANA.

Si A es el suceso "Obtener un nimero par" al lanzar un dado, y B el suceso "Obtener un miltiplo de fres" A = {2,4,6}:
B={3,6}.
El suceso AUB:{2,3,4,6} El suceso AﬂB:{é} .

Los sucesos Ay B son compatibles siy sélosi ANB=¢.

Ejemplos:
Si A es el suceso "Obtener un nimero par" al lanzar un dado, B el suceso "Obtener un miltiplo de 3" y C el suceso
"Obtener un miltiplo de 5". A={2,4,6}; B={3,6}. C={5}

ANB =16} ANC =¢

Los sucesos A y B son compatibles, mientras que los sucesos A y C son incompatibles.

Los sucesos Ay,A;,.. A, constituyen una particién de E si ninguno es el ¢, son incompatibles
dosadosy AUAU........ UA =€

4.- Frecuencias

Si se realizan n pruebas de un experimento aleatorio y el suceso A se presenta N, ,
veces, se dice que la frecuencia absoluta del suceso A en las n pruebas es N, y la frecuencia
relativa que la simbolizaremos por fr(A), se calcula:

N

fa="1

Se lanza un dado 10 veces, obteniendo los siguientes resultados 5, 2,1, 1, 3, 2, 6, 4. 3, 1. Si el suceso A es "Obtener
un nimero impar”, A={5,1,1,3,3,1} la frecuencia absoluta de A es N, = 6, mientras que la frecuencia relativa es:

bl 46 _
(A= n ‘10‘0'6

5.- Probabilidad

Una probabilidad P es una aplicacién en el intervalo [0,1] que satisface las tres propiedades
siguientes. Para todo suceso A:

P(A)=0

PE)=1

Si A A,....A sonsuscesos de E incompatibles dos a dos:
PAUAU....UA) = P(A)+ P(A) + ccooo..+ P(A)

P(A) se leerd probabilidad del suceso A, o simplemente probabilidad de A.

La asignacion de probabilidades a los sucesos de un experimento aleatorio suele hacerse
considerando las frecuencias relativas de los sucesos elementales en un numero elevado de
pruebas.

Se lanza 100 veces un dado trucado cuyas caras estdn numeradas con los nimeros 1,2,3,45 y 6, obteniendo los
siguientes resultados:
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112 3| 4| 5] 6
ni | 121915221626

Asignando a cada suceso elemental una probabilidad igual a su frecuencia relativa, se tendrd:

12 9 15 22 16 26
P0=100 @100 "P"106 "P=100 @106 "® 100

La probabilidad del suceso A “obtener nimero impar” es:

12 15 16 43

P(A)=P(,35) = P(1) + P3) + P(B) = {05+ 4o 3ot =100

De la definicion de probabilidad se deduce las siguientes propiedades.

Las probabilidades de dos sucesos contrarios suman uno: P(A)+P(A)=1= P(A)=1-P(A)
La probabilidad del suceso imposible es cero AP(¢) =0

Para cualquier suceso A, 0 < P(A) <1

Para dos sucesos cualesquiera Ay B: P(AU B)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Si los sucesos Ay, Az......., A, constituyen una particion de E: P(4)+P(A)+.....+P(4) =1

Sucesos equiprobables ( Regla de Laplace)

En una experiencia aleatoria en que todos los casos posibles son igualmente probables, la
probabilidad de un suceso A es :

ndmero de casos favorables
ndmero de casos posibles

P(A) =

iii Atencion /! Para poder aplicar la regla de Laplace es imprescindible que todos los casos
posibles sean igualmente probables. Esto, que suele suceder en los juegos de azar sencillos no
es siempre cierto, ni mucho menos.

En el caso del tratamiento médico, el espacio muestral, sélo consta de dos sucesos:
E = {éxito, fracaso}

1

Al aplicar la regla de Laplace resultaria: P(éxito) = P(fracaso) = o lo que manifiestamente es falso como acredita el

95% de éxito constatado.

Probabilidad condicionada
Sean dos sucesos del mismo experimento aleatorio, tales que P(B)> O. Se llama
probabilidad condicionada de A respecto de Ba la probabilidad de que se realice A sabiendo

que se ha realizado B y se simboliza por P(A/B).

Matemdticamente:

P(ANB)

P(A/ B) = 22)
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El valor P(A/B) se refiere a un suceso ya realizado, por lo que a P(A/B) se le da el nombre de
probabilidad de B a posteriori de A , en contraposicién al valor de P(A) se da el nombre de
probabilidad a priori de A ,es decir, antes de hacer ninguna prueba y saber si se ha realizado
0 no.

De forma similar, probabilidad condicionada de B respecto de A, es la probabilidad
de que se realice A sabiendo que B ya ha ocurrido.

P(ANB)

P(B/ A)= 0

Si Ay B son sucesos de probabilidad no nula, y despejamos de ambas la probabilidad de la
interseccidn, obtenemos:

P(ANB)=P(A)P(B/ A)
P(ANB)=P(B)P(A/B)

que recibe el nombre de Teorema de la probabilidad Compuestaé Teorema de la interseccion.

En un instituto, el 60% de los alumnos de COU estudian Matemdticas, y el 80% de los que estudian Matemdticas
también estudian Fisica. Se elige al azar un estudiante de COU de dicho Instituto ¢Cudl es la probabilidad de que
estudie matemdticas y Fisica?

Sea M el suceso "Estudiar Matemdticas"; F el suceso "estudiar Fisica"; por el Teorema de la probabilidad
compuesta:

P(MO\F)=P(MYP(F | M) = %. % _0,48

Por tanto, el 48% de los alumnos de COU de dicho Instituto estudian ambas asighaturas.

Si Ay B son dos sucesos incompatibles: A(4/ 3)=@—0

P(B)
Sucesos independientes

Dos sucesos A y B son independientes, si el resultado de uno no influye en el resultado del
ofro. Matemdticamente dos sucesos son independientes:

P(A)P(B)=P(ANB)

De esta definicidn y del teorema de la probabilidad compuesta, resulta que los sucesos A y B
son independientes si y sélo si:

P(A/ B)=P(A)
P(B/ A)=P(B)

Ejemplo: Calcula la probabilidad de que al extraer 3 cartas, con reemplazamiento, de una baraja espafiola, sean todas
copas.
Como la carta extraida se vuelve a introducir, los sucesos son independientes y la probabilidad buscada es:

10 10 10

PENENE)=PEYPE, 1 GYPIE, 1 6,6)=PEYPEIPIE) = 45 4525
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Donde C; denota el suceso salir copas en la extraccién nimero /.

Calculo combinatorio

Cuando en la probabilidad de Laplace el nimero de casos favorables, ¢ el nimero de
casos posibles, o ambos, es muy elevado, es conveniente recurrir al cdlculo combinatorio que

resumimos a continuacién:

9.1.- Combinatoria:

Se llama factorial de un nidmero natural x y se representa por x! al producto de x factores

consecutivos y decrecientes de x hasta 1.

X=X (X = 1) () = 2)wereerssenesnees 1
Ejemplos:
0!l'=1 por convenio, 11=1;21=21=2;31=3-21=6 41=4321=24

9.2.- Variaciones ordinarias (sin repeticion)

Variaciones de n elementos tomados de m en m (m<n) son todos los grupos que se

pueden formar con estas caracteristicas:

e Un mismo elemento no puede aparecer repetido.
e Silos elementos se cambian de orden resulta un grupo distinto.
e Si se sustituye un elemento por otro resulta un grupo distinto.

. I , . : n!
El nimero de variaciones sin repeticién se calcula mediante: V" = Gm
n—m)!

Ejemplo: ¢ Cudntas palabras de 3 letras se pueden formar con las cinco letras vocales (tengan o no sentido)?.

| |
3 5':5~4-3:60

Aqui n=5 y m=3, por tanto: 1> = G~ 2l

9.3.- Variaciones con repeticion

Variaciones con repeticion de n elementos, tornados de m en m, son todos los grupos

que se pueden formar con estas caracteristicas:
e Un mismo elemento puede aparecer repetido (Reposicion).
e Silos elementos se cambian de orden resulta un grupo distinto.
e Sise sustituye un elemento por otro resulta un grupo distinto.

Su ndmero se calcula mediante: RV" =n™ , donde la R indica repeticidn.

Ejemplo: Si en el ejemplo anterior pudieran repetirse las letras ¢Cuantas palabras se podrian formar?

Aqui n=5y m=3, por tanto: R’ =5°=125

www.selectividad-cgranada.com
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A las Variaciones de n elementos tomados de n en n (n = m) se las llama permutaciones de n
elementosy su niimero se calcula mediante: 2 =nl.

Ejemplo: ¢ Cudntas palabras de 5 letras pueden formarse con las 5 letras vocales? Ps= 5! = 5-4-3-2:1 = 120

9.4.- Combinaciones

Combinaciones de n elementos, tomados de m en m (/m < ) son todos los grupos que se
pueden formar con estas caracteristicas:

e Unmismo elemento no puede aparecer repetido.
e Silos elementos se cambian de orden resulta el mismo grupo.
e Sise sustituye un elemento por otro resulta un grupo distinto.

, . n!
Su ndmero se calcula mediante: £" = ———
ml(n—m)!

Ejemplo: Si en una clase de 40 alumnos queremos formar grupos de 5 sin que importe el orden en que se elige a los
componentes. ¢Cudntos grupos saldrian?.

s _ 40! _ 4049383736
% " 51351 5-4-3:21

=658008

En la mayoria de los problemas de combinatoria, la dificultad estriba en saber si hay que
aplicar las formulas de variaciones, permutaciones o combinaciones, y para ello este esquema
nos puede ayudar bastante:

Determinamos ny m

/

No

l

P =nl ¢Influye el orden de los elementos?
(Permutaciones)
No Si
i >
on - nl ¢Pueden repetirse los elementos?
T ml(n-m)
(Combinaciones) \
Si NX
RV””I — ﬂm Vnm — ”!
(n—m)!
(Variaciones con Repeticién) (Variaciones)
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10.- Experimentos Compuestos. Diagrama en Arbol:

Hay una serie de técnicas que ayudan a efectuar recuentos. La mds prdctica y sencilla
es el diagrama en drbol, que permite representar de forma clara y ordenada el proceso que se
sigue al ir contando los diferentes casos que pueden presentarse.

Para la construccién de tal diagrama se partird poniendo una rama para cada una de las
distintas posibilidades, acompafiada de su probabilidad. El final de cada rama parcial,
constituye a su vez un nudo, del cual parten nuevas ramas, segln las posibilidades del
siguiente paso, salvo si el hudo presenta un posible final del experimento (nudo final).

Hay que fener en cuenta:

e En cada nudo, la suma de las probabilidades de todas las ramas que parten de él es
igual a uno.

e La probabilidad de cada suceso se calcula multiplicando las probabilidades de cada
rama.

Ejemplo: Un jugador lleva en su bolsillo dos monedas: una moneda con cara y cruz y otra con dos caras. Elige una de
ellas ala azar y sale cara. ¢Cudl es la probabilidad de que haya elegido la moneda hormal?.

Si representamos las distintas posibilidades en un diagrama en drbol, tenemos:

Cara P(NormalnCara) = 0,5-0,5 = 0,25
Moneda Normal <:
Cruz P(NormalnCruz) = 0,505 = 0,25

Obtencién de moneda \

Moneda Trucada — p.Cara P(TrucadanCara) =05-1=0,5
11
; P(Normal N Cara) 22 1
P Ce = = ==
Asi, P(Normal / Cara) P(cara) 1.1+1.1 3
22 2

11 .- Formula de Bernouilli en una probabilidad o distribucion binomial
Sea un experimento aleatorio en el que se verifican estas hipétesis:

o El resultado de cada prueba pertenece a uno de estos dos sucesos, A é A.
e La probabilidad del suceso A es la misma en cada prueba.
e Los resultados de cada prueba son independientes entre si.

Si p es la probabilidad del suceso A en cada sola prueba y q=1-p es la probabilidad del suceso
A en una sola prueba, la probabilidad de que el suceso A se presente exactamente x veces en
n pruebas (y no se presente en las n-x pruebas restantes ) es:
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Ejemplo : Explica cudl es la férmula de la probabilidad de que al lanzar 3 monadas bien construidas se obtengan x
caras.
La Férmula de Bernouilli.

Supongamos ahora que se han lanzado tres monedas bien construidas Se pide
a) Cudl es la probabilidad de obtener exactamente 1 cara:

ST AETEE
b) <Cudl es la probabilidad de obtener 3 caras?

e -8 -
c) <Cudl es la probabilidad de obtener al menos 2 caras?

P(x <2)= P(x =2)+ Px =1)+ P(x = 0) = @[;] G] . @@ [%] . (g J[;] [%] -3,

O lo que es lo mismo: P(3 caras)=1-P(x=3)=1-= =%

| w
+
| =
Il
[« IR

d) Si sabemos que se ha obtenido un nidmero impar de caras. Cudl es la probabilidad de que el nimero de caras

sea 1?
P(impar)=P(x =1)+ P(x =3) = (13][%] (%J + [;](%J (%J = % + é = g = %

31
Plcara\impar) _82 _

P(1cara / impar) = )

oo w

il
2
12.- ACTIVIDADES

1.- Si Ay B son dos sucesos tales que P(A)=0,6 y P(B)=0,7, calcular P(AUB) y P(ANB), si
sabemos que: P(AUB)P(ANB)=0,4.

2.- Explica qué significa que dos sucesos A y B sean independientes. Se lanza un dado al aire y
se consideran los sucesos A "Obtener miltiplo de 3", B "Obtener nimero par”. Justificar si
los sucesos A y B son o no son independientes.

3.- Dos sucesos A y B verifican P(ANB)=03, P(A)=04, P(B)=05. Hallar
P(AUB)Yy P(ANB).

4.- En una ciudad hay 55% de mujeres y 45 % de hombres. El 60% de las mujeres y el 40% de
los hombres padecen dolores de cabeza.
¢Cudl es la probabilidad de que una persona de esa ciudad sufra dolores de cabeza?.

5.- Sacamos al azar, tres cartas de una baraja espafiola de 40 naipes. Calcular:
a) La probabilidad de que las tres cartas sean copas.
b) La probabilidad de que dos de las tres cartas sean ases y una rey.
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6.- Las tres bolas blancas y las cuatro bolas negras de una urna tienen la misma probabilidad
de ser extraidas. Se sacan tres bolas sucesivas y con reemplazamiento.

a) Hallar la probabilidad de que sean las tres del mismo color.

b) La probabilidad de que aparezcan dos blancas y una negra.

7.- En una reunidn se encuentran 4 matrimonios. Se eligen al azar cuatro personas. Calcular las
siguientes probabilidades dando el resultado en forma de fraccion irreducible.

a) Las cuatro personas son mujeres.

b) Dos hombres y dos mujeres.

8.- Una urna A contiene 3 bolas numeradas del 1 al 3,y otra B contiene 6 bolas numeradas del
1 al 6. La urna A tiene el doble de probabilidad de ser elegida que la urna B. Se elige una urna
al azar y se extrae una bola.

a) Cual es la probabilidad de que sea una bola con el numero 1.

b) Si extraida la bola con el numero uno, ¢Cudl es la probabilidad de que sea de la urna

A?.

9.- En una caja hay seis bolas rojas y cuatro blancas. Se extraen a la vez dos bolas al azar.
a) Describe el espacio muestral.
b) Obtener la probabilidad de cada suceso elemental.

10.- Una caja contiene 3 monedas. Una es corriente, otra tiene dos caras y la otra estd
cargada de modo que la probabilidad de obtener cara es 1/3. Se selecciona una moneda al azar
y se lanza al aire. Hallar la probabilidad de que salga cara.

11.- En una urna hay 5 bolas rojas, 3 bolas negras y dos bolas blancas. Al azar se extrae una
bola y sin devolverla se extrae otra.

a) Calcular la probabilidad de que ambas sean del mismo color.

b) Calcular la probabilidad de que ambas sean de distinto color.

13.- Soluciones:

1.- 5/ A y B son dos sucesos tales que P(A)=0,6 y P(B)=0,7, calcular P(AJB) y P(ANB), si

sabemos que: P(AUB)P(ANB)=04.
Tenemos que como A B # ¢, los sucesos son compatibles, por tanto:

P(AUB) = P(A)+P(B)-P(AN B)

Y como
P(AUB)P(ANB)=0,4
Entonces:
0,4 2 _
P(AURB) = 1,3—m > (P(AUB)) -1,3P(AUB)+0,4=0

Resolviendo esta ecuacién de segundo grado obtenemos: P(AU B) = {8:
0,5

Y si sustituimos en (AU B)P(ANB)=0,4 obtenemos: P(ANB) = {O 8
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Como P(AUB)>P(ANB)  Tenemos que: |[P(AUB)=0,8  P(ANB)=0,5]

2.- Explica qué significa que dos sucesos A y B sean independientes. Se lanza un dado al
aire y se consideran los sucesos A "Obtener miltiplo de 3”, B "Obtener nimero par”.
Justificar si los sucesos A y B son o no son independientes.

Dos sucesos son independientes si el resultado de uno no influye en el otro.

El espacio muestral es: E={1,2,3,4,5,6}, el suceso A={3,6} y el suceso B={2,4,6}

El suceso AN 8 ={6} P(AN B) :%
El suceso AUB={2346)  PAUB)= % _ %
1 1 11 1
Por tanto P(A)—§ y ,D(,Q)_E > P(A) P(B)_EE_E

Asi que los sucesos son independientes porque dos sucesos son independientes si ocurre que:

P(ANB) = P(A)P(B)

3.- Dos sucesos A y B verifican P(ANB)=03, P(A)=04, P(B)=05. Hallar
P(AUB)Y P(ANB).

Tenemos que P(ANB)=03 y que P(A)=04, por tanto P(A)=1-P(A)=1-04=06 y
P(B)=1-P(B)=1-05=05

Como son procesos dependientes: P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=06+05-03=0,8
P(ANB) 03

P(AUB)=08 y P(A/ B) = G o

=06

4.- En una ciudad hay 557% de mujeres y 45 7% de hombres. El 60% de las mujeres y el
40% de los hombres padecen dolores de cabeza.
cCudl es la probabilidad de que una persona de esa ciudad sufra dolores de cabeza?.
Representamos en una tabla:

Hombres Mujeres Total
Dolor de Cabeza 18 33 51
Sin dolor de Cabeza 27 22 49
45 55 100
La probabilidad de que una persona de la cuidad sufra dolor de cabezaes: A, . = % =051

También lo podemos calcular como:
Pooior = P(Mujer N Dolor) + P(Hombre N Dolor) = 55 60 45 40 _ 51

+ = =051
100 100 100 100 100

5. - Sacamos al azar, tres cartas de una baraja espafiola de 40 naipes. Calcular:
a) La probabilidad de que las tres cartas sean copas.
b) La probabilidad de gque dos de las tres cartas sean ases y una rey.
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a) Enuna baraja espaiiola hay 10 cartas de copas.

La Probabilidad de que la primera sea copas es % la probabilidad de que la segunda sea

copas es: % y la probabilidad de que la tercera también lo sea es: %

Si sacamos tres cartas la probabilidad de que las tres sean copas: 2 105 8 _ 0,012

Copas :4_039§_ ‘
b) En la baraja espafiola hay 4 reyes y 3 ases.

Podemos obtener el suceso A={(R,A,A), (AR,A), (A,AR)}
Entonces la probabilidad de obtener 2 Ases y 1 Rey es:

4 43 4 43 4 3 4 348
PAA = . .20+ T o T O T = 00024
()=2039'38 T 2039'38 T 403938 403938

6.- Las ftres bolas blancas y las cuatro bolas negras de una urna tienen la misma
probabilidad de ser extraidas. Se sacan tres bolas sucesivas y con reemplazamiento.
a) Hallar la probabilidad de que sean las tres del mismo color.
b) La probabilidad de que aparezcan dos blancas y una negra.
a) Tenemos 7 bolas en una urna en la que extraemos las bolas con reemplazamiento.

Vamos a hacer un esquema en drbol:

Sabemos que la probabilidad de que sea blanca es 3/7 y la de que sea negra es 4/7.

/ B BBB P=0,078
B
\N BBN P=0,105
B
B BNB P=0,105
N <
N BNN
Reunidn
B NBB P=0,105
B
N NBN
N
B NNB
N

N NNN P=0,187
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Por tanto la probabilidad de que las tres bolas sean del mismo color es:

P(XXX)=P(BBB)+P(NNN)=0,078+0,187 =0,265

Y la probabilidad de que sean 2 blancas y una negra es:

P(28,N) = P(BBN) + P(BNB) + P(NBB) = 30,105 = 0,315

7.- En una reunion se encuentran 4 matrimonios. Se eligen al azar cuatro personas. Calcular
las siguientes probabilidades dando el resultado en forma de fraccion irreducible.

a) Las cuatro personas son mujeres.

b) Dos hombres y dos mujeres.

A) Tenemos 4 hombres y 4 mujeres: Si hacemos una drbol:
La Probabilidad de que las 4 sean mujeres es:

4321 24
P B 2.0 oY 3
(MMMM) =87 65 " 1680~

b) La probabilidad de que sean 2 hombres y dos mujeres es:

PXXYY) = P(HHMM) + P(HMMH) + P(HMHM) + PUMMHH) + PIMHHM) + PIMHMH ) =

_p4343_864 ;5
8765 1680
H HHHH
54
> / M HHHM
H HHMH
\M < HHMM
H M
_wH HMHH
H
M T HMHM
H
M <i HMMH
Reunidn ¢ HAN
H MHHH
"<
H M MHHM
H MHMH
n <
M M MHMM
H MMHH
<
M M MMHM
H  MMMH
m
M MMMM
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8.- Una urna A contiene 3 bolas numeradas del 1 al 3, y otra B contiene 6 bolas numeradas
del/ 1 al 6. La urna A tiene el doble de probabilidad de ser elegida que la urna B. Se
elige una urna al azar y se extrae una bola.

a) Cual es la probabilidad de gque sea una bola con el numero 1.
b) Si extraida la bola con el numero uno, cCudl es la probabilidad de que sea de la urna
A2

a) La probabilidad de que la bola sea una bola con el ndmero 1 es:

1 Al P=53=%
A/ 2 A2 P=4i=%
/ _>\> 3 A3 p-21_2
Extraccidn 1 B1 p-li_1L
/ 2 B2 p-li_1L
i 3 B3 P=it=%
4 B4 P=3¢=%
5 B5 P=3¢=%
6 B6 P=3¢=%
2 1 5
P ==+—-===0,28
W=5+15=18=2
10
PANA) _54
B) P(A/1)=—" =22 _-083
B/ - =5t =3
18

9.- En una caja hay seis bolas rojas y cuatro blancas. Se extraen a la vez dos bolas al
azar.

a) Describe el espacio muestral.

b) Obtener la probabilidad de cada suceso elemental.

a) Siextraemos a la vez dos bolas, o son blancas, o son rojas o una blanca y una roja, por
tanto: E={BB, RR, RB}.

b) En la urna hay 10 bolas.

43
P(BB)=—==0,133
(B8)=159=9
65
P(RR)=—==0,33
(RR) =159 =0
: 6 4
P(Roja — Blanca) = P(RB) + P(BR) = ZES =0,52
10.- Una caja contiene 3 monedas. Una es corriente, otra tiene dos caras y la otra estd

cargada de modo que la probabilidad de obtener cara es 1/3. Se selecciona una moneda
al azar y se lanza al aire. Hallar la probabilidad de que salga cara.
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C P=1/31/2
A <

3 Monedas B —» C P=1/3-1
c P=1/3-1/3
o <:
+
11 1. 11 11
pcaray=2L g LU g
(Cara)=35+31+33-17706

11.- En una urna hay 5 bolas rojas, 3 bolas negras y dos bolas blancas. Al azar se extrae
una bola y sin devolveria se extrae otra.
a) Calcular la probabilidad de que ambas sean del mismo color.
b) calcular la probabilidad de que ambas sean de distinto color.

54 21 32 28 14
p P(RR) + P(BB) + P(NN)) = 097109 ~ 90 a5~ 31
(XX) = ARR) + P(BB) + AINN) =155+ 1097109 " 90 ~ 45

La probabilidad de que sean de distinto color es el caso contrario a que sean del mismo color:
P(XY)=1-P(XX)=1-0,311=0,688
Junio 2000:
Una urna contiene 15 bolas blancas y 10 negras. Se realiza la extraccion simultdnea de
dos bolas de la urna. cCudl es la probabilidad de que las dos bolas sean negras? cCudl es
la probabilidad de gque tengan el mismo color?.
P(NN) = 0,15
P(XX) = P(BB) + P(NN) =0,35+0,15=0,50
Septiembre 2000:

Cual es la probabilidad de que en un grupo de 5 personas, nacidas en la misma semana,
haya dos exactamente que nacieron el jueves.

Utilizaremos la férmula de la distribucién binomial de Bernoulli:
P(X) = [” ]Px-q"‘x - {” ]P*(l Py
X X

Tenemos que el humero de aciertos es 2. (X=2) y que son 5 personas:

P=1/7 1-P=6/7
PX =2) = @/ﬂa _py - %(0,14)2-(0,86)3 _0,12
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Escogidas 5 personas al azar, cCudl es la probabilidad de que al menos dos de ellas hayan
nacido en el mismo dia de la semana?

P[Ninguna coincidencia] = 1-P[2? en dist. dia que la 1%]-......... -P[5° dist. Dia de la 1%,2%,3% y 4°]=
16543360 o
7777 2401
Por tanto P[Alguna coincidencia] = 1- P[Ninguna coincidencia]=1- 0,15 = 0,85

Septiembre 2001 & Junio 2003:

Hallar la probabilidad de un suceso, sabiendo gque el cuadrado de esta probabilidad
menos el cuadrado de la del suceso contrario es O, 3.

P(AY - P(AY =0,3
P(AY: -(1-P(A)) =0,3
P(AY —1- P(AY +2P(A)=0,3

2P(A) =13
P(A) = 173 _0,65

Septiembre 2002 :

En la urna A hay 2 bolas blancas y 3 negras, y en la urna B hay 3 bolas blancas y a
negras. Una persona elige una urna y extrae una bola. Calcular el valor de a para que la
probabilidad de que la bola extraida sea blanca sea 0, 5.

p(,g):l.EJrl.L_l
25 23+1 2
2 3
En la urna B hay 2 bolas blancas. = =
a urna B hay 2 bolas blanca 5+3+a
a=2

Junio 2004:

Calcular la probabilidad de que un nimero de 4 cifras, tomadas del O al 9, no contenga
ningtn 5.

P(5)=0,1 1-P(5)=0,9

Probabilidad de ningdn cinco: N° de éxitos = 0: P(X =0)= [ngo(l—P)“ =(0,9)* =0,65

Septiembre 2004

En una caja hay cien bolas, numeradas del 1 al 100. Se extrae una bola. Calcular la
probabilidad de que el nidmero de la bola extraida sea:

a) mdltiplo de tres.

b) mdltiplo de cinco.
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¢) mdltiplo de tres, sabiendo que es multiplo de cinco.

a) Sea A el suceso multiplo de 3, A={(3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45,48 51,54 57,
60,63,66,69,72,75,78,81,84,87,90,93,96,99}

PA) =3 ~0,33
100

b) Sea B el suceso multiplo de 5 B={5,10,15,20,25,30,35,40,45,50,55,60,65,70,75,80,85,90,
95,100}
25

P(AY =22 202
(A) 100 -2 5
€) Calculamos AN 8 ={15,30,45,60,75,90} > P(ANB) = 0,06
P(ANB) 0,06
P(A/ B) = . -0,24
(478) P(B) 025

Junio 2005

Se lanza un dado dos veces. Calcular las probabilidades de los siguientes sucesos:
a) Que la suma de las caras sea 3.
b) Que la suma sea menor o igual que 9.
a) Para que la suma sea tres, tenemos que obtener 1 en la primera tirada y 2 en la segunda, 6
2 en la primera tirada y 1 en la segunda.
1191 1 C N2

P(Suma = 3) _EZJFEE_%_E

b) Para que la suma sea menor o igual que 9:

Tenemos 30 casos en los que la suma de los dos dados es menor o igual que 9, como la
probabilidad de cada caso es 1/36.
1 30

P(Sant Ol S il O g3
(Suma <9)=303¢=3g=0.

Junio 2007

Se elige al azar un nimero de 8 cifras, cCudl es la probabilidad de que el numero
elegido presente unicamente cuatro digitos distintos?.

Casos Posibles: 10 ndmeros y usamos 8 con repeticién: RV =10°

|
Casos Favorables: 10 niimeros y usamos 4 sin repeticién: I = 1(% =5040
Probabilidad de que tenga 4 digitos: P(A) = 51%420 =5,04107°
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Septiembre 2007

Dados diez puntos del plano tales que no hay 3 alineados, se nombra a cuatro de ellos
con las letras A,B,C,D. De todos los tridngulos gque se pueden dibujar con ese conjunto
de puntos se elige uno. cCudl es la probabilidad de que el tridngulo elegido tenga
rotulado todos sus vértices con letras?

|
Posibles tridngulos con 10 puntos: ¢ =~ 120
3171
|
Posibles tridngulos cuyos vértices esten marcados con letras: € = % =4
. . 4 1
Probabilidad de que los tridngulos esten rotulados: P(A) = 1720-30
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