RESOLUCION
DE PROBLEMAS
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1. UN PROBLEMA MUY ANTIGUO

Los precios de un toro, un cordero y un pollo son 25 pra, 5 P1A y 0,25 PTA, res-
pectivamente. Se compran 500 animales por 500 PrA.

¢Cuantos se han comprado de cada especie?
e Llamamos:
n.° de pollos — x
n.° de corderos — y
n.° de toros — z
Tenemos que:
— Se compran 500 animales — x+y+z=500 — x=500-y—z
— Cuestan 500 prA — 0,25x + 5y + 252 = 500 — x + 20y + 100z = 2000
Sustituimos x en la 2.* ecuacion:
500 -y —z+ 20y + 100z =2000 — 19y +99z=1500 — 19y = 1500 -99z

e Como x, y, z son numeros enteros, 1500 — 99z ha de ser multiplo de 19. Hagamos
una tabla con todas las posibilidades:

| I | N N N N N N
[ 1500 — 99z ] [1500] [1 401] [1 302] [1 203] [1 104] [1 005 [ 906 | [ 807 |

(a0 el

T = s w]fu]f2]B][4][15]
| 1500 - 992 |[ 708 ][ 609 [ 510 | 411 ]| 312] [213][124] [ 15 |

| st |[no[nof[no]|wo|[no|[wo|f e |[no]

El tnico multiplo de 19 es 114 = 19 - 6, que corresponde a
z=14 — py=6 — x=500-06-14=480

Por tanto, se han comprado 480 pollos, 6 corderos y 14 toros.

Resolucién de problemas




2. UN NOMERO MUY INTERESANTE

El matematico Hardy visité en el hospital al matematico indio Ramanujan. Le
comento: “He venido en el taxi 1729, un nimero muy soso”. “De ninguna ma-
nera” —contestéo Ramanujan—. “Es un nimero muy interesante: es el menor
que se puede expresar como suma de dos cubos de dos maneras diferentes”.
Demuéstralo.

La raiz cibica de 1729 es Y1729 = 12,0023...

Por tanto, al expresar 1729 como suma de dos cubos, solo pueden intervenir los
cubos de 1 a 12.

=1 Advertimos que 123 + 13 = 1729.

22=38

3% =27 ¢Cuiles son los otros dos cubos que, sumados, dan el nimero busca-

45 = 64 do? Observando, vemos que 93 + 103 = 1729.

53 =125

63 =216 Ya hemos comprobado que 1729 se puede expresar como suma de

73 = 343 dos cubos naturales de dos formas distintas.

8 =512

93 = 729 Para ver que es el menor nimero que cumple esta propiedad, tantea-
103 = 1000 mos con los cubos del 1 al 11 y comprobamos que no se puede ob-
113 = 1331 tener el mismo nimero mediante dos sumas distintas.
123 = 1728

3. DiAs DEL ANO

Demuestra que el nimero 365 es el inico que es suma de los cuadrados de tres
nimeros consecutivos y, también, suma de los cuadrados de los dos siguientes.

Empezamos tanteando:
La mitad del nimero es 182,5. Su raiz cuadrada es V1825 = 13,5...

Por tanto, suponemos que los dos nimeros consecutivos cuya suma de cuadrados es
365 son 13 y 14. Lo comprobamos: 132 + 142 = 365.

Pues bien, los tres anteriores, 10, 11 y 12, cumplen que la suma de sus cuadrados es,
también, 365:

102 + 112 + 122 = 365

¢Es 365 el tinico que cumple esto? Si nos vamos hacia atras, 92 + 10% + 112 < 122 + 132
y cuanto mds hacia atrds nos vayamos, mas pequenos son los cuadrados de los tres
menores en comparacion con los cuadrados de los dos siguientes.

Y, al revés, si nos vamos hacia adelante,
112 + 122 + 132 > 142 + 152

y cuanto mayores los tomemos, mayor ventaja sacan los cuadrados de los tres meno-
res a los de los dos mayores.

Por tanto, 365 es el Gnico.

Resolucién de problemas
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Otra resolucion
El problema se resuelve muy ficilmente por dlgebra:

nt+m+12+m+2)2=m+3)2+n+ 47?2

=2
Operando y simplificando se llega a 72 — 81 —20 = 0 < 10
n=

Solucion: 102 + 112 + 122 = 132 + 142

Otra solucion: (=2)? + (=1)? + 0% = 12 + 22 = 5, evidentemente.

Si no nos gusta esta otra solucion (“el 5 es, también, un nimero que se puede obtener
sumando los cuadrados de tres nimeros consecutivos o bien los cuadrados de los dos
siguientes”), en el enunciado deberiamos poner “...tres nimeros naturales consecuti-

»

VOS...".
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4., EMPAQUETANDO LAPICES

Disponemos de un nimero de lipices comprendido entre 300 y 400, y de un
cierto nimero de cajas. En cada caja caben 7 lapices.

En un cierto momento hemos llenado las 5/6 partes de las cajas con las 3/5 partes
de los lapices.

¢Cuantas cajas mas necesitamos para que se puedan guardar todos los lapices?

CAJAS LLENAS = 15k 3k
— — v
H } + } } ’
Y Y
10 - 7 - k LAPICES 15 - 7 - k LAPICES

El nimero de lapiceses 157 k+ 10 -7 - k= 175k en total.

Como sabemos que esta comprendido entre 300 y 400, habra 175 - 2 = 350 lapices.
Asi, k=2.

Grupos de 7 lapices que quedan sin empaquetar: 10k = 20

Cajas que quedan vacias: 3k =06

Por tanto, 20 — 6 = 14 cajas que faltan.

Resolucién de problemas




5. CUADRILLA DE SEGADORES

Una cuadrilla de segadores ha de segar dos prados. Uno tiene doble superficie
que el otro.

Durante medio dia trabajan todos en el grande. El resto del dia trabaja la mitad
en el grande y la otra mitad en el pequeiio. Al dia siguiente, lo que quedaba del
prado pequefio lo segé un unico trabajador en jornada completa.

¢Cuantos segadores tiene la cuadrilla?

Observando el esquema, deducimos que 1 tra-
bajador siega 1/9 del total en una jornada.

Es decir, 1/18 del total en media jornada.

PRIMER PRADO SEGUNDO PRADO

Asi, deducimos que, en total, son 8 segadores (pues la 1.* manana segaron entre todos

8
—; es decir — del total).

9 18
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6. GOLEADA

¢De cuantas formas se puede llegar al resultado 5-0? ;De cuantas al resultado
4-1? Por tanto, ¢;de cuantas a 5-1?

Al resultado 5-0 se podra llegar de 1 forma. Al 4-1, de 5 formas. Por tanto, al 5-1 de
1+ 5 =6 formas.

7 . CAMINO DEL EMPATE

Si ademas de saber que el partido terminé 4-4, sabemos que pasé por 3-1, ;de
cuantas formas pudo evolucionar el resultado?

El esquema ahora serfa asi:

tintas.

3-1
El resultado pudo evolucionar de 16 formas dis- /@\
4-1 3-2

@\ /@\

OGO
B O
4-4

Resolucién de problemas
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8. MUCHAS MATES T T T
’ E E E E
¢De cuantas formas se puede formar la pala- S : S - S B S - s
bra mMaTES uniendo letras contiguas en la figu-
T T T
ra de la derecha?
A A
M

Consideramos la mitad de la figura.

Veamos de cudntas formas se puede llegar a la S, formando la palabra MaTES. Los
nimeros puestos al lado de cada letra indican las formas de llegar a ella.

/\
/\/\
/\/\/\
/\/\/\/\

Sumamos las posibilidades:
1+4+6+4+1=16 formas
Multiplicamos por 2 para considerar la otra mitad de la figura.

Por tanto, hay 32 maneras de formar la palabra MATEs en la figura dada.

9. 1LEGAR A UN 8-0
En un partido de baloncesto se va por el resultado 8-0. Si sabemos que no se ha
marcado ningun triple, ;de cuantas formas se ha podido llegar a ese resultado?

(Comprueba que son 34).

@ Baloncesto: solo canastas de 1y 2.

T T o T o T oo . ow o . ow
O-0—0-0—2-0—G-0—U-0—6-0—06G-0—T-0—B8-0

O] @ ® ® ® ®) @

El nimero de formas que nos lleva a cada resultado se obtiene sumando los dos an-
teriores.

Resolucién de problemas




10. soLo cON cANASTAS DE 1 Y 2

Averigua de cuantas formas se puede llegar al resultado 4-4 en un partido de
baloncesto sin triples. (Por asombroso que parezca hay 556 formas. Com-
pruébalo).

Hacemos un diagrama en el que aparezcan las distintas posibilidades de llegar a
cada resultado:

0-0
1
1-0 0-1
1 1
2-0 1-1 0-2
2 2 2
3-0 2-1 1-2 0-3
3 5 5 3
4-0 3-1 2-2 1-3 0—4
5 10 14 10 5
5-0 4-1 3-2 2-3 1-4 0-5
8 20 32 32 20 8
5-1 3-3 0-6
38 84 13
6-1 5-2 2-5
71 149 149
8-0 7-1 6-2 5-3 4-4 3-5 2-06 1-7 0-8
34 130 304 478 556 478 304 130 34

Observa que cada resultado del diagrama lo obtenemos sumando los dos que tiene
encima hacia la derecha con los dos que tiene encima hacia la izquierda.

Vemos que al resultado 4-4, sin triples, se puede llegar de 556 formas.

Resolucién de problemas
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11. coN cANASTASDE1,2Y 3

Comprueba que, si en un partido de baloncesto se ha llegado en un cierto
momento al resultado 4-4, esto ha podido ser de 784 formas distintas (te-
niendo en cuenta que se han podido marcar canastas de 1, 2 y 3 puntos).

Hacemos un diagrama en el que aparezcan las distintas posibilidades de llegar a
cada resultado:

-3 1
06
2-5 1-06 0-7
11 209 118 44
8-0 7-1 - 5-3 4-4 3-5 2-6 1-7 0-8
81 244 477 698 784 698 477 244 81
Observa que cada resultado del diagrama lo obtenemos sumando los tres que tiene

encima hacia la derecha con los tres que tiene encima hacia la izquierda. Asi, vemos
que al resultado 4-4 se ha podido llegar de 784 formas.

Pagina 14
12. ESCALERA MECANICA 2

En una cierta escalera mecanica, la velocidad de subida de Andrea es 10 ve-
ces la de su hermanita pequeiia, Marta. Andrea llega arriba subiendo 40 esca-
lones. Marta llega arriba subiendo 10 escalones. ;Cuantos escalones visibles
tiene ese tramo de escalera?

Velocidad de Andrea, 10a

Velocidad de Marta, a n—40
Velocidad de la escalera, b I
ANDREA - ESCALERA:
40  n—40 . b n-40
10a b a 4 10
MARTA - ESCALERA: 10
0 _n-10 _ b _n-10
a b a 1 0 ANDREA MARTA

n—-40 n-10
4 10

— 51 -200=21n-20 - 3n =180 — n =00

La escalera tiene 60 escalones visibles.

Resolucién de problemas
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13.

14.

ESCALERA MECANICA 4

Leticia tarda 10 s en bajar 50 escalones y completar, asi, un tramo de escalera
mecanica. Eva, mas pausada, tarda 20 s y baja 30 escalones en el mismo tramo.

¢Cuantos escalones tiene ese tramo de escalera? ;Cuanto tardaria cada una de
ellas en bajarla si estuviera estropeado el mecanismo?

Llamamos v a la velocidad (en escalones por segundo) del mecanismo de la escalera.

LETICIA: 50 esc en 10 s — n.° de escalones visibles = 50 + 10v
EVA: 30 esc en 20 s — n.° de escalones visibles = 30 + 20v

50+ 100 =30 + 200 — 100 =20 — v =2 esc/s

N.° de escalones visibles = 50 + 10 - 2 = 70

50 TARDA EN BAJAR 70
Velocidad de 1ET1C1A = — = 5 es¢/s ———— > — = 14 segundos
10 70 ESCALONES 5

30 TARDA EN BAJAR 70
Velocidad de EvA = — = 1,5 esc/s = 46,7 segundos
20 70 ESCALONES 1,5

ESCALERAS DE SUBIDA Y BAJADA

Mario sube por la escalera mecanica de subida recorriendo un total de 60 es-
calones. Pero si sube por la de bajada (!) recorre 120 escalones. ;Cuantos es-
calones visibles tienen esos tramos?

(Se supone que ambos tramos tienen la misma longitud y que sus velocida-
des son iguales).

ESCALERA sube
n — 60 esc.

Velocidad de Mario, a

HAY MARIO sube Velocidad de la escalera, b
60 esc.

. 60 _ n-060 :>2_n—60
’ a b a 60
120 120 —-n b 120 = n
—_— :> _— = —
a b a 120
n—060 120-n
ESCALERA baja MARIO sube 50 = 120 - 2(n—-060) =

120 — n esc. 120 esc.

=120-n = 3n =120+ 120 = n =80

La escalera tiene 80 escalones visibles.

Resolucién de problemas
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15. UN sISTEMA

3 5 _

-2 +1
Resuelve el sistema: { > 5 Y 2

+ =12
x-2 y+1
. . 1
Hacemos un cambio de variable llamando: =X, =Y
X =2 y+1

Resolvemos el sistema que obtenemos:

3X-5Y=1 X=2
5X+2Y=12 Y=1
Deshacemos el cambio:

1
xX—2

=2 = 1=2x-4 — 5=2x — x=%

y+1=1 - 1l=y+1 — y=0

Solucion: x = %, y=0

16. UNA ECUACION
Resuelve la siguiente ecuacion, haciendo un cambio de variable adecuado:
(x2-2x+1)2-2(x-1)?%-15=0
La ecuacion la expresamos ast:
[(x— D2~ 2(x-12-15=0
Hacemos el cambio de variable z = (x— 1)2 y obtenemos:
z2-22-15=0 - z,=-3, z,=5
Deshacemos el cambio:
z,=-3 — (x —D?=-3. Imposible
z,=5 - &-1D*=5 — x—1=+5 — x1=1+\/§, x2=1—\/§

Soluciones: x; =1+ \/E; x,=1- \/3

Resolucién de problemas
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17. Deduce, paso a paso, justificadamente, una formula para despejar x en las
ecuaciones del tipo x*—mx + n=0.

2

x‘—mx+mn=0
U
4x? —4mx +4n =0
U
2x)%2-2-2x-m+ m?>—m?+4n=0
U
Qx—m)?=m?—4n
U
2x—m=im
U
oo Mt m? —4n
2

18. Demuestra que si x; y x, son las dos raices de la ecuacion ax?+ bx + ¢ =0,
entonces x, + x,=-b/ay x,*x,=c/a.

Las dos raices de la ecuacion ax? + bx + ¢ =0 son:

—b+ b2 -4ac _ —b—-\b?—4ac

1 2a » % 2a
v b b —dac b -Nb?—dac _-2b _ b
1 2 2a 2a 2a a
b+ \b%*—4ac -b-\Nb*>—4ac _
XX T 2a . 2a N
_ bz—(\lbz—4ac)2 _ b*—(V*—4ac) _ 4ac _ c
Qa)? 4a? 4a®> a

19. Demuestra que n3—n es miltiplo de 6.
mw-n=nm?*-D=nn-Dn+1D=n-Dnln+1)

Es el producto de tres nimeros enteros consecutivos. Alguno de ellos es multiplo de
3, y alguno de ellos es multiplo de 2. Por tanto, el producto es multiplo de 0.

Resolucién de problemas
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demuestra

20. Si x es la media aritmética de n» nmimeros x,, X,, X35 eees X
que:

n’

Z(x; - x)? ~ Ix}

n n

~ Z(x; — X)? ~ I(xf - 2,8 + X2) ~

n n

Ix}  X2xx) XxX? Zx} -2XXx; ZIX?
Lo+ + = Lo+ +
n n n n n n

Observamos que:
RE x, Z X,

1
n_kn

=kXx

X k = nk, pues es el resultado de sumar 7 veces el nimero k.

T} nx? Eux?
= —x2

Por tanto: A = —-2XXx +
n n

21. Demuestra que las tres medianas de un triangulo se cortan en un punto.

La mediana m, corta a m, en un punto
P tal que PB=2PB’

La mediana m_ cortaa m, en un punto
Q tal que OB =20B’

Por tanto, P y Q son el mismo punto.

Es decir, las tres medianas se cortan en un punto.

22. Demuestra que la suma de los angulos de un triangulo es 180°.
Trazamos una recta que pasa por C y es paralela a AB.
A
1 = B por ser angulos alternos internos (la recta CB corta a un par de paralelas).
AA
3 = A por ser angulos alternos internos (la recta AC corta a un par de paralelas).
AAA
1 +2 + 3 = 180° evidentemente.

AAA
Por tanto, B+ C + A = 180°

Resolucién de problemas 11




23. Demuestra que un angulo inscrito en una semicircunferencia es, necesaria-
mente, recto.

Los triangulos AOB y BOC son isosceles, pues cada
uno de ellos tiene dos lados iguales a un radio de la cir-
cunferencia. Cada uno de ellos tiene un par de dngulos
iguales.

A
Observamos que el angulo B del triangulo ABC mide
o + B, lo mismo que la suma de los otros dos. Como

AN
entre los tres suman 180°, B = 90°.

24, Demuestra que la suma de los angulos de un poligono de n lados es
180°(n — 2).

Es asi, pues un poligono de 7 lados se puede descomponer
en n — 2 tridngulos, la suma de cuyos dngulos coincide con
la suma de los angulos del poligono.

60°
25. Demuestra que cada angulo de un n-agono regular es 180° — 3 s

Si un poligono es regular, cada angulo mide:

— . o . o __ o 600
(n-2)-180° _ n-180°-360° ., 3
n n

Pagina 19

26. Demuestra las siguientes desigualdades:
) m2/(1 + mH <1/2
b)(m? + 3)/\Nm? +2 >2
a) Si m = 0, la desigualdad se cumple, evidentemente.

Si m #0, podemos invertir en los dos miembros, cambiando el sentido de la de-

sigualdad:
2 1 1+ mt 1+ mt
<o, mE0 & — 22 & — 220 &
1+m 2 m m
o _ o2 2y2 _ 9,2
1m22m20<:>(m) 22m+120<:>
m m
2_1)2
=D 5
m2

La dltima desigualdad es cierta (un cociente de cuadrados es nulo si lo es el nu-
merador, o es positivo). Por tanto, es cierta la primera desigualdad, pues son equi-
valentes.

12 Resolucién de problemas
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b) Puesto que tanto numerador como denominador son positivos, podemos elevar al
cuadrado sin que se produzcan alteraciones:

2 4 m* + 6m? + m* + 6m? +
m2+ 2 m2+ 2 m2+ 2
m*+ 6m?+9—4m? -8 m*+2m? + 1
>0 & —mm >0 &
m2+ 2 m2+ 2
(m2+1)2

> 0, lo cual es evidente.
m2+ 2

Por tanto, se cumple la primera desigualdad.
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27. Demuestra que \/3 es irracional.

La demostracion es absolutamente similar a la de \/E

28. Tres de los angulos de un cuadrilitero miden 30°, 130° y 140°. Demuestra
que no se puede inscribir en una circunferencia.

\ 0
B L OJI80° — o
@ Ten en cuenta que los dngulos de un cuadrildtero suman
360° y que si un cuadrildtero estd inscrito en una circunfe-
rencia, sus dngulos opuestos son suplementarios.

Supongamos que el cuadrilitero descrito si se pudiera inscribir en una circunferen-
cia. En tal caso, cada dos dngulos opuestos sumarian 180°.

Pero los cuatro dngulos de este cuadrildtero, que miden 30°, 130°, 140° y 60°, no se
pueden emparejar de modo que cada dos sumen 180°.

Por tanto, este cuadrilatero no se puede inscribir en una circunferencia.

Pagina 21

29. Demuestra que n3 — n es miiltiplo de 6 para cualquier valor natural de n.

Ya se ha demostrado en el ejercicio 19. Ahora, lo haremos aplicando el método de
induccion.

DPara n=1 — 13-1=0=6 (miltiplo de 6).
b) Supongamos que es cierto para 7 = k; es decir, que:
k3 — k= é; veamos si se cumple para 7 =k+ 1:
(k+ 1P —(k+ 1) =k3+3k2+3k+1—k—1=Fk —k+3k%+3k=
= (R — k) +3k(k+1) = 6+6= é, como queriamos probar.
Observacion: k3 —k = é por la hipétesis de induccion.

3k(k+1) = é, pues k(k+ 1) siempre es par.

Resolucién de problemas 13
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30. Demuestra que n3 + 57 es miiltiplo de 6 para cualquier valor natural de n.

DPara n=1 — 13+5-1=6=6 (multiplo de 6).
b) Supongamos que es cierto para n = k; es decir, que:
k3 + 5k = é; veamos si se cumple para n =k + 1:
(k+ 13 +5(k+1)=k>+3k*+3k+1+5k+5=Fk>+5k+3k*+3k+06=
= (k3 +5k) + 3k(k+ D+ 6=6+6+6=06
como querfamos probar.
Observacion: k3 + 5k =6 por la hipétesis de induccion.

3k(k+1) = é, pues k(k+ 1) siempre es par.

31. Demuestra que 62" —1 es divisible por 35 para cualquier valor de n (natural).

Que 627 —1 sea divisible por 35 significa que 6*" — 1 es multiplo de 35; es decir,
tenemos que probar que:

61— 1 =735 para cualquier n (35 significa multiplo de 35).
Lo probamos mediante el método de induccion completa:
DPara n=1 — 62—1=35=35
b) Supongamos que es cierto para n = k; es decir, que:
62k _1 = 3.5; veamos si se cumple para 7 =k+ 1:
G2R+D _ = G2k+2 _ 1 =2k . 52 _1 =62/€~56—1 =62k(35 +1)-1=

= 6% - 35 + (6% — 1) = 35 + 35 = 35, como queriamos probar.

32. Demuestra la igualdad para # natural: (1 +2+...+n)?2=13+23+ .. +#n3

a)Para n=1, queda: 1=1 — Es cierta la igualdad.
b) Supongamos que es cierta para 7 = k; es decir, que:
(I+2+ . +R?=1+25+ . + 43
Veamos si, en este supuesto, es cierta para 7 = k+ 1:
A+2+ . +k++ D) =Q+2+ . +R2+k+D2+2(1+2+ ... +RD(k+1) =
=P+2+ L+ B+ G+ D+ 20+ DA +2+ ... +/e)(f)
2

hipétesis de induccion

=1+ 4+ L+ B+ (k+ D2+ 20+ 1D

(ke + 1)/e) _
2

PB+22+ .+ R+ k+ D?+ (k+ 1)2k(f)
=P+ +  + B+ k+D2A+hA =

=13+25+ . + R+ (k+ 13, como queriamos demostrar.

Resolucién de problemas
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_(k+ DR

5 Quees la suma de k tér-

Notas: ) Hemos utilizado que 1+2+ ... + &

minos de una progresion aritmética de a, =1y d=1.

) En los dos ultimos sumandos hemos sacado (k+ 1)? factor comun.
2 2
n“(n +1)
33. Demuestraque 13+23+33+ . +n3= — %
Lo haremos, también, por induccion completa:
e Para n=1:
PRIMER MIEMBRO: 13 = 1

1222 Coinciden
=1

SEGUNDO MIEMBRO:

La igualdad es cierta para n = 1.
e La suponemos cierta para 7. ;Lo serd para n + 1?
P+22+383+  +n03+n+1D3=3+25+33+ . +nw)+n+1)3=

2 2 2
=%+(ﬂ+1)3=(7l+1)2[%+(”+1)

anitdn+ 4 (n+ D+ 2)? (4 DA+ D+ 1)°
+1) i i - i

Y este es el segundo miembro de la igualdad, pero cambiando 7z por 7 +1.

Resolucién de problemas
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PROBLEMAS PARA PRACTICAR

NUmeros

1. MAYOR ENTERO

Halla el mayor nimero entero 7 tal que: n2°0 < 5300
72200 < 5300 P (nZ)loo < (53)100 & nic 53 o nlic 125

Como V125 = 11,18, tenemos que:

112 = 121 < 125
n=11

122 = 144 > 125

El ndmero 11 es el mayor entero tal que #7290 < 5300,

2. ENTEROS CONSECUTIVOS

El producto de cuatro enteros consecutivos es igual a 7590 024. ;Cuales son
dichos nimeros?

Como 4\J7 590024 = 52, 488, probamos con ndmeros cercanos a 52.
Tanteando, obtenemos que: 51 - 52 - 53 - 54 = 7590024

Por tanto, los nimeros son 51, 52, 53 y 54.

3. DIGITO DISTINTO DE CERO
Elnimero1-2-3-4-...-48-49 - 50 es un nimero enormemente grande.

¢Qué lugar ocupa el primer digito distinto de cero empezando desde las uni-
dades?

Contamos el nimero de veces que aparece el factor 5 (el factor 2 aparecerd mas ve-
ces):

10 + 2 = 12 veces

Por tanto, el nimero dado acaba en 12 ceros; y, asi, el primer digito distinto de cero
empezando desde las unidades es el que ocupa el lugar nimero 13.

16 Resolucién de problemas
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4. ¢QUE NUMEROS SON?

El niimero 248 — 1 es divisible exactamente por dos niimeros comprendidos
entre 60 y 70. ;Cudles son dichos niimeros?

* Haz uso de la propiedad a®" —1 = (a" + 1) (a" —1).
Utilizando la propiedad a?” -1 = (a” + 1)(a”* — 1), tenemos que:
28 1=¥+DR¥-D =¥+ D2+ DR2-D =
=¥+ D-RE+D -+ D 2-D =¥+ D22+ 1D 6365

Por tanto, los nimeros buscados son 63 y 65.

5. NO TENIAN CALCULADORA, CLARO

En 1856 se publicé un libro (gordisimo) que contenia los cuadrados de los
niimeros desde el uno bhasta el mil millones. ;Para qué? Para multiplicar. Te
toca a ti averiguar y explicar co6mo. Para ello, relaciona el producto de dos
numeros m - n con la diferencia de los cuadradosde m+n y m—n.

Explica como se usaria “el libro de los cuadrados” para efectuar el producto
de dos nimeros muy gordos (por ejemplo, 57 839 - 8 756) mediante opera-
ciones mas sencillas.

(m+n)2—(m—-n)2=m2+2mn+n?—m?+2mn—-n?=4mn
Por tanto:

_ (m+n)?— (m—n)? (m + n)? y (m - n)? se miran en
4 "el libro gordo de los cuadrados".

mmn

Por ejemplo:

(57839 + 8750)2 — (57839 — 8756)% _ 66595% — 49083% _
4 4

4434894025 — 2409 14088
_ 1431891025 4 2 . 506438 284

57839 - 8756 =

6. CUEsTA ARRIBA, CUESTA ABAJO

Un corredor asciende una colina a una velocidad de 4 km/h. ;A qué veloci-
dad habra de descender si pretende que la velocidad media final sea de
7 km/h?

Llamamos L a la longitud del camino (subida o bajada).

L
El tiempo de subida es: 7, = "
. . L . .
El tiempo de bajada es: ¢, = o (v es la velocidad de bajada)
. 2L
El tiempo total es: £, + 1, = EB

Resolucién de problemas
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Ll 1
4

Por tanto: e
v 7

SN

1 2
—=— — v=28km/h
v 7

NOTA INTERESANTE

¢Qué relacion hay entre la velocidad media, 7 km/h, con las velocidades de subida,
4 km/h, y bajada, 28 km/h?

Evidentemente, no es la media aritmética de las velocidades. Es otra media. Se lla-
ma media armonica.

1 1
1 4 T3 lainversa de la media arménica es la media aritmética
e 2 de las inversas de los dos componentes.
Ecuaciones

7. ¢CUANTO VALEN LOS VERTICES?

En este triangulo, el nimero encerrado en un circulo es la suma de los vérti-
ces correspondientes:

18

() &
14 (29) 10

a) Siguiendo esta misma ley, ¢cual es el valor de los vér-
tices en este otro triangulo? @ @

&
b) ¢Cuil es el valor de los vértices @) CD
en este cuadrado? 2 54
@
x x+ty= 60 Y= 60 — x
y+Z=82 600—-x+2=82 — —x+z=22
x+z=38 x+z=38
@ @ Sumando estas dos ultimas:
2z=60 — z=30
z 62 y  X¥738-2=38-30-8 , x=8 y=52 2-30

y=60-x=060-8=52

Resolucién de problemas



x+y=238
y+z=54
z+1=41
t+x=25

UNIDAD | O
y=38-x x 52 v
38
z=54-y=54-38+x=16+x <~
z=41-1

(N
B/

x=25-1 (2@

y=38-(25-1)=13+1

®

z=10+x=10+25-t=41-1
Hay infinitas soluciones. Todas las de la forma:
r=2

x=25-A; p=13+L; z=41-1%;

siendo A cualquier ndmero real.

8. RESUELVE

Halla las soluciones del siguiente sistema:

L1,
x“+1 y“+1
2 1
221 2 =09
x“+1 py“+1
1 1
W1 e
5 Y 1 Hacemos un cambio de variables:
2 YY) =09
x+1 pe+1
1 1
T2 ;b=
xc+1 yo+1

Asi, el sistema queda como sigue:
a=b-03

a—b=—0,3}
2(b-03)+b=09 - 3b=15 - b=05 > a=05-03=0,2

2a +b =109

Ahora es ficil obtener los valores de x e y:

1
a= .X'Z]:f'l =O72 — 1=O,2(.X'2+1) - E=x2+l SN
= 5=x2+1 — 4d=x2 — x=+V4=42
b=—— 205 - 1=0502+1) — ——=12+1 —
y2+1 ’ AV 05 y

- 2=92+1 = 1=9)> — y=4_r\/T=J_rl

Por tanto, hay cuatro soluciones para el sistema:
X =-2 Xy =2 x5=2 X, =2
== =1 V3 =- yi=1

Resolucién de problemas
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9. EL REMERO

Un remero va desde un punto A hasta otro B y vuelve otraveza B en 10
horas. La distancia entre 4 y B es de 20 km.

Halla la velocidad de la corriente del agua, sabiendo que rema 2 km aguas
arriba en el mismo tiempo que rema 3 km aguas abajo (se supone que su
efectividad en cada remada siempre es la misma).

e Llamamos x a la velocidad de subida; asi, la velocidad de bajada es %x

e La velocidad media de todo el viaje es:

40 km
v= 10 horas 4 km/h

20
Tiempo invertido en la ida: 7, = ~

20
(3/2)x

Tiempo invertido en la vuelta: ¢, =

Por tanto, la velocidad media se obtiene asi:

L 40 km _ 40 _ 40 _120x _ 6x
MEDIA 20 20 20 40 100 100 5
=+ horas —t =
x  (3/2x x  3x 3x

Igualamos la velocidad media a su valor y asi obtenemos el valor de x:

6% =4 — x= TO =~ 3,33 km/h es la velocidad de subida.
1
Velocidad de bajada: %x = % ~ TO =5 km/h

La velocidad de la corriente es:

UCORRIEI\'TE - UBAJADA - UREMERO

o bien:
UCORRIENTE = Z)REMERO - USUBIDA
Sumando:
2UCORRIENTE = UBAJADA - USUBIDA
1 10 1 5 5
* Por tanto, v, o= E(S -3 =5 3 =5~ 0,83 km/h

Resolucién de problemas
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Figuras

10. CAMPO TRIANGULAR

Un granjero tiene un campo triangular rodeado de tres campos cuadrados de
manera que cada uno de estos tiene un lado comiin con el triangulo. Las su-
perficies de los campos cuadrados son 4 225 m?, 1369 m? y 5594 m?. ;Qué su-
perficie tiene el campo triangular?

Hacemos un dibujo:

Observamos que:
5594 = 1369 + 4225; es decir, que:
5594 m? c?=a’+b?

Por tanto, el triangulo es rectangulo.

1 1369 m? < Su drea sera:
S b o bra 525 1369 _
i , 2 2
4225 m? ! = 65237 =1202,5 m?

11. BALON DE PLAYA

Un gran balén de playa de 100 cm de radio
esta apoyado sobre una pared que forma un
angulo recto con el suelo. ¢Cual es el radio
de la pelota mas grande que puede situarse
entre la pared, el suelo y el balon de playa?

Hacemos un dibujo:

7C = 100 cm; CD = 100 cm

AB=r, AT=r, OB =r

OC = V1002 + 100 = 100V2 cm
OA=r-\2

Por tanto, como: OC= 0A+ AT+ TC
tenemos que: 100V2 = 7+ V2 + r+ 100

Despejamos  r:
_1000M2-1D _ 1002 - 1)?

- = 1003 = 2V2) = 17,16 cm
N2+ 1) "2+ na2-D

Resolucién de problemas
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12. FIGURAS QUE CRECEN

Enuncia en los dos casos una regla para pasar de una figura a la siguiente.

a [ [ | | |

ST W\

Después de 20 pasos:

— ¢Cuantos cuadraditos contendra la figura resultante en el caso a)?
— ¢Cuantos triangulitos contendra la figura resultante en el caso b)?
Intenta responder a estas mismas preguntas despues de n pasos.

a) Sucesion con cuadrados:

dy =1
A, = d, +4
dy = d, +8
dy = dy+ 12
Lo=L

a,=d, +4n-1

n n
Sumando: a,=1+4+8+ 12+ ... +4(n-1)

an=1+4(1+2+3+...+(n—1))(2

1+ —-Dln-1
2

=1+4- =1+2(n-Dn

) Es la suma de 7 — 1 elementos de una progresién aritmética en la que a, =1
y d=1.

Por tanto: a, =1+ 2n(n—-1

Al cabo de los 20 pasos habria 761 cuadraditos.

Resolucién de problemas
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b) Sucesién con triangulos:

=1
d, = d, +3
Ay =y + 6
Ay = dy+9
Lo=L

a,=d, ;+3n-1)

n

Sumando: a,=1+3+6+9+ ... +3(n-1)

O+ -Din-1 _

an=1+3(1+2+...+(n—1))(;)1+3 5

=1+ %n(n— D
Por tanto: a, =1+ én(n— D
: n 2
Al cabo de los 20 pasos habria 571 triangulitos.

Demostrar

13. TRIANGULO RECTANGULO

En un triangulo rectangulo, a y b son sus catetos y c¢ su hipotenusa. Lla-
mamos h ala altura correspondiente a la hipotenusa.

Demuestra que el triangulo con lados h, ¢+ h y a + b es rectingulo.

2

Sabemos que a?+ b? = ¢, pues nos dicen que el triingulo de lados a, b y ¢ es

rectangulo.

Tenemos que probar que el tridngulo de lados h,
c+h y a+b es rectingulo; es decir, que:

(a+b)?+h?=(c+h)?

Pero (a+b)? +h%=a?+b2+2ab+h? = c2+ 2ch + h? = (c+ b2, como queria-

mos demostrar. v

c2

) Si consideramos como base el lado a, el drea del tridngulo es ; 'y sicon-

sideramos como base el lado ¢, el drea del triangulo es

ab ‘
Por tanto: > = — ab=ch

Resolucién de problemas
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Demuestra que si p es un nliimero primo mayor que 3, entonces pZ—1 esun
multiplo de 12.

@& Podemos escribir p?> —1=(p —1) (p + 1). Ten en cuenta que un miiltiplo de 12 ha
de ser miiltiplo de 3 y de 4.

Podemos descomponer, como se indica en la ayuda, p?—1 de la forma:

pP-1=p-D@E+D

e Como p esimpar (pues p es primo mayor que 3), p—1 y p+ 1 son pares. Al
multiplicar dos nimeros pares, necesariamente obtenemos un multiplo de 4.

Es decir, p?—1 es miliplo de 4.

e Ademais, como p no es multiplo de 3 (pues p es primo mayor que 3), o bien
p—1, obien p+ 1 ha de ser multiplo de 3 (pues p—1, p, p+ 1 son tres nu-
meros consecutivos; uno de ellos ha de ser multiplo de 3). Luego p?—1 es mdl-

tiplo de 3.

e Como p?—1 es miltiplo de 4 y de 3, lo serd de 12, como querfamos probar.

15. PRIMOS LEJANOS

a) Demuestra que existen dos nimeros primos consecutivos cuya diferencia
es mayor que 1000.

b) Demuestra que, por grande que sea m, existen dos nimeros primos con-

secutivos cuya diferencia es mayor que m. (Es decir, que hay m nume-
ros compuestos consecutivos).

a) El nimero 1001! + 1 es primo, pues no es divisible por ninguno de los 1001 pri-
meros nimeros.

Los nimeros 1001! + n, siendo n = 2, 3, 4, ..., 1001 no son primos.
Por ejemplo, 1001! + 719 es multiplo de 719, pues 1001! lo es.
Por tanto, hay mil o mds nimeros compuestos consecutivos.

b) Anidlogamente se razona que (m + D!+ 1 es un nimero primo y los m + 1 nu-
meros enteros siguientes son compuestos.

Resolucién de problemas
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16. POR REDUCCION AL ABSURDO

Si a y b son dos nimeros distintos y ambos positivos, demuestra, por el
método de reduccion al absurdo, las siguientes desigualdades:

a) a+b> 2ab

2 a+b
a+b
b) > > Nab

a) Supongamos que la desigualdad es falsa, es decir, que:

a+b < 2ab
2 a+b

como a y b son positivos, a+ b también lo es; entonces: (a + b)? < 4ab

Desarrollamos el cuadrado y agrupamos términos:
a’+2ab + b? < 4ab
a?—2ab+b*<0
(a-b*<0

Pero como a # b, (a — b)* no es cero y nunca puede ser negativo. Hemos lle-
gado a un absurdo; por tanto:

a+b 2ab
—>—
2 a+b

b) Suponemos que es falsa la desigualdad; es decir, que:

a +
2

b <A~Nab

Elevando al cuadrado (a + b es positivo, por serlo a y b) y operando:

a+b<2Vab
(a+ b)*< 4ab
a’+2ab + b? < 4ab
a*—2ab + b*<0
(a-b?*<0
Llegamos a la misma conclusion que en el apartado anterior; es un absurdo, vy,

por tanto:

a+b

2>\/E

Resolucién de problemas
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17. DESIGUALDAD

Sim>0 vy n=>0, demuestra:

Como m=20y n=20 =

m+n m? + n?

=4

18. mpuccion

(m+ n)/2 < \N(m? + n?)/2

20 y tenemos que:

m+n\2 _ m?+n?
< 1=
2 2
m2+n+2mn _ m?+n?
< =
4 2

m?+n?+2mn<2m?+2n? o

0<m?+n?-2mn<0<(m—-n)? locuales cierto.

Aplicando el método de induccion completa, demuestra en cada caso:

a) 2" >2p + 1 para cualquier natural = > 3.

b)1-4+2-7+3-10+ ..

.+n@Bn+1)=n(n+1)? para cualquier n natural.

a)D) Para n=3 — 23=8>2-3+1 — escierta

ID Supongamos que es cierta para 7 = k; es decir, que:

2k > 2k + 1

Tenemos que probar que se cumple para 7 = k+ 1; esto es, que es cierta la

igualdad:

2R > 2+ 1) + 1

Veamoslo:

2R+ =2k .2 > 2k+1)-2=4k+2=2k+3+QRk-1)>2k+3 si k>3

1

hipétesis de induccion

Por tanto, al cumplirse el principio de inducciéon completa (k2> 3), es cierta

la desigualdad.

Resolucién de problemas
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b)) Para n=1 — 1-B3+1) =122 — escierta
I Supongamos que es cierta para n = k; es decir, que:
1-4+2-7+3-10+ ... +kBk+1) = k(k+ 1)?
Tenemos que probar que se cumple para 7 = k+ 1:

I1~4+2~7+3-1O+...+/e(3/e+1)l+(/e+1)(3/e+4)=

hipotesis de induccion

=k(k+ 1?2+ (k+DBk+4) =+ D[k(k+ 1) + Bk+ 4] =
T

sacamos (k + 1) factor comin

=(k2+k+3k+4)=(k+ Dk*+4k+4) =(k+1D(k+2)?

Por tanto, se cumple el principio de induccion completa para cualquier 7.

Pagina 24

19. MAs INDUCCION

Utiliza el método de inducciéon completa para demostrar estas igualdades pa-
ra n natural:

aA)1+3+6+10+...+ nn+1)  nm+1)(n+2)

2 6
1 1 1 1 n
D 2 2334 T amr D T wed
a)D) Para n=1 — 1'(12+1)=1; 1.(1+é)(1+2)=1 — es cierta

I Supongamos que es cierta para n = k; es decir, que:

k(k+ 1) kR(k+ 1D)(k+ 2)
+ =
2 6

1+3+06+ ...

Tenemos que probar que, en este caso, seria cierta para n = &+ 1:

14346+, + /e(/e2+ 1) . (k+ 1)2(/e+ 2) _kk+ 1g(le+ 2) . (k + 1)2(/e+ 2) _

L | | 1

hipotesis de induccion

_ (et D(k+2) (£+1)= (k+ D+ 2)(k+3)
2 3 6

Como queriamos demostrar.

Resolucién de problemas
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b)) Para n=1 — ﬁ:1+1 — es cierta

ID Supongamos que se cumple para 7 = k; es decir, que:

I SR R B
1-2 2-3 3-4 77 k(k+1) k+1

Tenemos que probar que, en este caso, seria cierta para 7 = k+ 1:

1 + 1 + 1 + + 1 + 1 _ k + 1 _
1-2 23 34 77 kk+1 (k+DR+2) k+1 (k+D+2)
L I J
hipétesis de induccion
S N PR N B U .S e I
k+1 k+2] k+1 R+ 2
R+ 2k + 1 (k+1D? R+l

Tkt Dk+2) (R D(k+2) k+2

Como queriamos demostrar.

20. BUSCA UNA REGLA GENERAL
Observa que:
1=1
1-4=—-(1+2)
1-4+9=1+2+3

¢Qué regla general siguen estas igualdades?

Exprésalo en la notacion conveniente y demuéstralo.
Observamos que:

12=1

12-22=-(1+2)

12-22+3=(1+2+3)

12-22+32-42=-Q+2+3+4

Es decir, en general:

ﬁ D42 = (et ilz

i=1

Resolucién de problemas
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Demostracion

Aplicaremos el método de induccion. Partiremos de la igualdad para 7 y, a partir
de ella, demostraremos la igualdad para n + 1.

(*) — %11(_1)141 . 1-2 =‘7_21‘1(_1)z‘+1 . iz + (_1)n+2(n + 1)2

Tenemos en cuenta que:

(_Dn+l viﬂ. - (_Dn+1(1 +24+3+ ..+ n) - (_Dn+1 w
Por tanto:
*) = (_Dn+1 w _ (_1)n+1 (n + 1)2 - (_Dnﬂ w —(n+ 1)2] =
- o 2= DR -y D] s 1 - 2 -
n+l
= (D" 2 (n + 1)”T+2 e (=12 ;li que es a lo que queriamos llegar.
W+ DEEZ 14243+ a0t Ga D)

Principio del palomar

21.

22.

PALOMAS Y ORIFICIOS

Un conjunto de 40 palomas llegan volando y se introducen en el palomar
por los 36 orificios que hay. Explica por qué tendremos la seguridad de que
por alguno de los orificios han entrado al menos dos palomas.

La idea que sustenta esta situacion es la que permite resolver los siguientes

ejercicios.

Si las 36 primeras palomas entran, cada una, por un orificio, la siguiente ha de en-
trar, necesariamente, por un orificio repetido. En este contexto, el razonamiento es
muy sencillo. Lo llamamos, en general, PRINCIPIO DEL PALOMAR.

CUMPLEANOS COINCIDENTE

En un instituto de 450 estudiantes, demuestra que hay, al menos, dos perso-
nas con la misma fecha de cumpleafos.

Aplicamos el principio del palomar:

Hay 365 (o 3606) fechas posibles para el cumpleanos; si hay 450 personas, deben
coincidir, al menos, dos de ellas.

Resolucién de problemas 20
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23.

24,

25.

26.

PIN DE CUATRO DIGITOS

Los “numeros secretos” de las tarjetas de crédito constan de cuatro digitos.
Por ejemplo, 2704, 0012, 9461 son posibles nimeros.

Demuestra que, con seguridad, hay dos tarjetas que tienen el mismo nimero.

El nimero de tarjetas de crédito existentes supera a 10000, que es el nimero de po-
sibles “ntimeros secretos”. Aplicando el principio del palomar, con seguridad, hay
dos tarjetas que tienen el mismo “ndmero secreto”.

AUNQUE NO HAYA CALVOS

¢Podrias asegurar que en tu comunidad auténoma hay, al menos, dos perso-
nas con el mismo numero de pelos en la cabeza?

El nimero de pelos en la cabeza de una persona no supera los 200 000. El nimero
de habitantes en tu comunidad auténoma, si. Por el principio del palomar, habri, al
menos, dos personas con el mismo nimero de pelos en la cabeza.

NUMERO DE AMIGOS

En una fiesta hay 50 personas. Demuestra que, al menos, dos de ellas tienen
el mismo nimero de amigos en la fiesta.

Aplicaremos el principio del palomar.

Tenemos las siguientes posibilidades para el nimero de amigos de cada persona:
0, 1, 2, ..., 49 (consideramos que si una persona es amiga de otra, la otra lo es de
la primera; y que uno no se cuenta como amigo suyo). Tendriamos 50 posibilida-
des, pero todas a la vez no se pueden dar. Si hay una persona con 0 amigos, no
puede haber otra con 49 amigos, pues la de 0 amigos no serfa amiga suya. Estas
dos posibilidades no se pueden dar a la vez.

Por tanto, como mucho, tenemos 49 posibilidades; y hay 50 personas. Si asociamos
a cada persona una posibilidad, necesariamente habra dos personas (al menos) con
la misma posibilidad, es decir, con el mismo nimero de amigos.

PUNTOS EN UN TRIANGULO

Sea ABC un triangulo equilatero de lado 2 cm. Demues-
tra que si se eligen cinco puntos de su interior, hay, co-
mo minimo, dos puntos que distan menos de 1 cm.

Desde luego, podriamos dibujar cientos de configura-
ciones de cinco puntos interiores y comprobariamos
que siempre se verifica. Pero esto no es suficiente. A C

Para demostrar lo que se nos pide, dividamos el tridngulo en cuatro tridngulos equi-
lateros, tal como se indica en la figura.

Los lados de cada tridngulo tienen 1 ¢cm de lado.

Si elegimos 5 puntos cualesquiera, necesariamente en uno de los tridngulos peque-
nos habrd, al menos, dos de los puntos. Por tanto, la distancia entre ellos es menor
que 1 cm.
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Como puede verse, hemos aplicado el principio del pa-
lomar (5 puntos se debian introducir en 4 tridngulos).

27. OVEJAS CERCANAS

En un campo cuadrado de 35 m de lado introducimos 26 ovejas para que
pasten. Demuestra que siempre hay, al menos, dos de ellas que estan a me-
nos de 10 m.

7 m
7 m Dividimos el cuadrado de lado 35 m en 25 cuadraditos
de lado 7 m cada uno.

35m Al haber 26 ovejas, necesariamente han de estar, al me-
nos dos, en un mismo cuadradito. Y la distancia maxi-
ma dentro del cuadradito es su diagonal, que mide:

35 m V72 +72 =498 < 10 m

28. cuADRICULAS

En la cuadricula 4 X 6 que aparece a la derecha, hemos coloreado algunos de
los cuadrados y otros los hemos dejado en blanco.

Esto se puede hacer de muchas formas. Intenta en-
contrar una de ellas en la cual no se pueda hallar un
rectangulo con los cuatro vértices del mismo color
(en la que hemos dibujado no sucede esto, como se
ve con los cuatro cuadrados sefialados en rojo).

Sin embargo, si la cuadricula fuera 4 X 7 no seria posible encontrar una con-
figuracion en la que no hubiera un rectaingulo con los cuatro vértices del
mismo color.

e Veamos una forma en la que no se
puede hallar un rectingulo con los
cuatro vértices del mismo color:

Cuadricula 4 x 6

e Hay 6 formas distintas de colorear dos cuadrados en una columna de 4. Si la cua-
dricula fuese de 4 x 7, tendriamos 7 columnas para solo 6 posibilidades; por tan-
to, al menos una tendrd que repetirse.

e Si colorearamos solo un cuadrado, tendriamos 4 formas distintas; y colorear 3
cuadrados es equivalente a colorear solo uno.

e Si coloreamos un namero distinto de cuadrados en cada columna, aumentamos las
posibilidades de coincidencia.

Resolucién de problemas
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SISTEMAS DE ECUACIONES.
METODO DE GAUSS

Pagina 29

REFLEXIONA Y RESUELVE

Ecuaciones e incognitas. Sistemas de ecuaciones

1. ;Podemos decir que las dos ecuaciones siguientes son dos “datos distintos”?
¢No es cierto que la segunda dice lo mismo que la primera?

2x+ y=5
4x +2y=10

B Represéntalas graficamente y obser-
va que se trata de la misma recta.

Se trata de la misma recta.

uny

H Escribe otro sistema de dos ecuacio-
nes con dos incognitas en el que la
segunda ecuacion sea, en esencia,
igual que la primera. Interprétalo
graficamente.

x+ y=1 \
3x+3y=3

Graficamente son la misma recta.

x+y=1

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss




2. Observa las ecuaciones siguientes:

2x+ y=5
x— y=1
x+2y=4

B Represéntalas graficamente y observa
que las dos primeras rectas determi-
nan un punto (con esos dos datos se
responde a las dos preguntas: x = 2,
y =1). Comprueba que la tercera rec-
ta también pasa por ese punto.

B Da otra ecuacion que también sea
“consecuencia” de las dos primeras.

Por ejemplo:
2-(AH+3-(29
Represéntala y observa que también

pasapor x=2, y=1.

2:-12+3:22 - Tx-y=13

3. Considera ahora estas ecuaciones:

2x+y=5
2x+y=7

Observa que lo que dice la segunda
ecuacion es contradictorio con lo que
dice la primera.

B Represéntalas y observa que se trata
de dos rectas paralelas, es decir, no
tienen soluciéon comiin, pues las rec-
tas no se cortan en ningdn punto.

—y=n
X +2yF4 i
1 /1
2x+ =5
=1
X +2y 4 *
1 @, 1
2x+y=5
7x—-yl=1
|
2%+ =7
2x Hy =5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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B Modifica el término independiente de la segunda ecuacion del sistema que in-
ventaste en el ejercicio 1y representa de nuevo las dos rectas.

Observa que lo que dicen ambas ecuaciones es ahora contradictorio y que se
representan mediante rectas paralelas.

x+ y=1 \
Rectas paralelas: !
3x+3y=0
x+y=1
3x+ 3y =10
Pagina 31
1. Sin resolverlos, explica por qué son equivalentes los siguientes pares de siste-
mas:
x+y=5 x+y—z=5
a 7 b{ Y
2x—y=7 x+y =7
x+y= 5 z=2
3x =12 x+y =7
x+ y—z=
Y > x+ y—z=11
)y x+ =7 d)
x+2y—z= 7
2x+2y—z=12
z=2 x+y—z=11
x+y =7 y =—-4
a) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de sumar las dos que tenia-
mos.

b) Hemos sustituido la primera ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

©) En el primer sistema, la tercera ecuacion se obtiene sumando las dos primeras. El
resto es igual que en b).

d) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1. Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

2x + y=1 x + y+z=6 x+y+z=6 x+y+z=6
a)3x+2y=4 b) y—z=1 ¢ x+y+z=0 d) y—z=1
x+ y=3 x + 2y =7 x -z=0 z=1

A2x+ y=1| - py=1-2x
3x+2y=4 1-2x=3-x — x=-2, p=3-(-2)=5
x+ y=3| = py=3-x
Veamos si cumple la 2.2 ecuacion: 3-(-2)+2-5=-6+10=4
Solucion: x =-2, y=>5. Son tres rectas que se cortan en el punto (-2, 5).
b)x+ y+2z=06

La 3.2 ecuacién se obtiene sumando las dos primeras;

y—z=1
podemos prescindir de ella.

X+ 2y =7

x+y=6—z} x=6-2z-y=6-2z-1-2=5-2z

y=1l+z| y=1+=z2

Solucion: x=5-2\, y=1+ A, z=A Son tres planos que se cortan en una recta.

+ + = . . . .
Ax+y+z=06| 140 dos primeras ecuaciones son contradictorias.
x+y+z=0_ Elsistema es incompatible.

x _z=0| Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.
dDx+y+z=6| z=1
y—z=1 y=1+z=2
z=1| x=6-y-2z=6-2-1=3

Solucion: x =3, y=2 z=1. Son tres planos que se cortan en el punto (3, 2, 1.

x+2y=3
2. a) Resuelve este sistemas: { Y
x— y=4

b) Afiade una tercera ecuacion de modo que siga siendo compatible.
c) Afiade una tercera ecuacion de modo que sea incompatible.

d) Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso.

-1
a)X+2y=3} x=3-2y| 3-W=dry > -1=3y = y=—

X — y=4 .X'=4+y =4 =4_l=£
NEATyEAmEE
P 11 -1
Solucion: x=—, y=—
3 3

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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b) Por ejemplo: 2x + py =7 (suma de las dos anteriores).

¢) Por ejemplo: 2x+y=9

d) En a) - Son dos rectas que se cortan en (13—1, %)
. 11 -1
En b) - La nueva recta también pasa por 3 3)

En ¢) — La nueva recta no pasa por (E

-t
373

las tres rectas. Se cortan dos a dos.

—_—

No existe ningun punto comun a
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1. Reconoce como escalonados los siguientes sistemas y resuélvelos:
[2x =6
3x =7
a) x—2y=5 b)y x+y+3z=7
Y |5 — z=4
2x -2t=6 [ 2 +32=0
Oy x+y+ 3z = dy x+3y— z=7
52 — z+il=4 | 4x =4
Lo
a) 3x =7 3 Solucion: x=1, y=_—4
x—-2y=5 _x-5_4 3 3
YT 3
b) 2x =0 2x =6| x=3
x+y+3z=7 ¢ 5x - z=4;, z=5x-4=11
5x - z=4 x+ty+3z=7] y=7-x-32z=7-3-33=-29

Solucion: x =3, y=-29, z=11

C) 2x —-2t=6 2x =6+2f| x=3+1
x+y+3z =7 5x — z=4-¢ z=5x—-4+1=11+ 6¢
5x - z+1l=4 x+y+3z=7 y=7-x-3z=-29-19¢

Soluciones: x =3+ A, y=-29—-19\, z=11+06A, 1= A

=1
D2 +32=0| 4x — 4 x_—Zx_—Z
X+3y— z=7; 2x +3z=0\! *T 73 T3
4o =4 x+3y—- z=7 _7-x+z_ 16
y_—__
3 9
Solucion: x=1, y= 1—6, z= =2
-9 3

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss




2. ;Son escalonados estos sistemas? Resuélvelos:

2y+ z=1
x+y+z=7 x+y+z=3
a) 2y =1 b) ©) d
2 —z=4 x—y =2
x+2y+2z=1
x
1
a) 2+ z=1 2y = ry==
=l arE=le oq 2-0
xX+2p+2z=1 X+20+z= x=1-2y—2=0
L 1
Solucion: x =0, y=E, z=0
_ z
b) x+y+z=7} 2 =4d+z| X2+
2x —z=4 x+y=7-z V'7—Z—x_5—3—22

Qx+y+z=3| x =2+y| x=2+y
x—y =2 3-y

Soluciones: x =2+, y=A, z=1-2A

d) z+ =3 2z =2 z=1
y+3z-2t=4 z+ t=3 1=3-z=2
2z =2 Y+3z2-2t=4| y=4-3z+2t=5
X - z+2=5 X - Z+2=5] x=5+z-2t=2

Solucion: x=2, y=5, z=1, t=2
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3. Transforma en escalonados y resuelve:

[(x— y+3z=—4

2x — =21
a){ X3y b){x+ y+ z= 2

= 4
3y | x+2y— z= 6

x+y+z= 6 ¥- yriz )

Ay x—y—z=-4 d)

3x+ytz= 8 Xr2Zy- zhSws

y

0

3x -2y —5z+ 7w =-32

18

| x=3y+ z+2w=-26

z+ t=3
+3z-2t=4

2z =
— z+2t=5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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a) 2x-3y=21] (15 2x-3y=21] x=3
- . (2a a _ 21 - 2x
3x+ p=4 3.2+ 1Y 11x =33 e
-3
Solucion: x =3, y=-5
b)x— y+3z=-4 a5 x— y+3z=—4| X—y+3z=—4
X+ y+ z= 2 @H-09 2y—2z= 6 ¢ @9:2 y— z=3
x+2y— z= 6 35-a9 3y— 4z=10 G 3y—4z=10
A X—-y+3z=—4| z=-1
@9 Y- z= 3 y=3+z=2
35-3-2H == 1| x=-4+y-32=1
Solucion: x=1, y=2, z=-1
O x+y+z= 6 a9 xX+y+ z= 6 ) xtyiz-6
X—-y—z=-4; @9H-019 —2y—2z=-10 )
G -3 (19 Q23 :(=2) y+z= 5
3x+y+z= 8 =2y —-2z=-10

(Podemos prescindir de la 3.2, pues es igual que la 2.%).

x+y=6—z} x=6-z-yp=6-z-5+z=1

y=5-z| y=5-z

Soluciones: x =1, y=5—-A, z=1A

d x— y+3z = 0 0o x— y+ 3z = 0
Bx—2y-5Sz+7w=-32| (o_3.q9 y - ldz + 7w = -32
X+2y— z+3w= 18 (BH -0 3y— 4z +3w= 18

(7)) = ()

X—3y+ z+2w=-26 2y — 2z + 2w =-26

x—-)y+ 3z = 0
) )
2.9 Y- 142 + Jw = —32 2.9
3H-3-2H 38z — 18w = 114 GH:2

45+ 222 15-(3H +19 - (4.9

-30z + 16w = -90

X—y+ 3z = 0 w=0
y—ldz + 7w =-32 Z=571f%=3
19z~ 9w= 57

y=-32+ 14z - 7w =10
3dw= 0 x=y-3z=1

Solucion: x=1, y=10, z=3, w=20

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1. Resuelve estos sistemas de ecuaciones utilizando el método de Gauss:

x+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x—=2y =-3
a){ 3x—-2y— z=4 b)|2x-3y+ z=2 Oy 2x+3y+ z= 4
2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x+ y—-5z= 4
A xt Yyt Z=20 1 1 1| 2 0 11 12
3x—2y— z=4 3 2 -1] 4] - @v-3-09 0 -5 -4 |-=2| -
2x+ pH+2z=2 -2 1 2 2 BGH+2-AH 0 3 4 6
1112 x+y+ z=2] 273
a.s 2 -4z
- @YD 05 4|2 Sy+4z= 2, y= 5 =-2
D5+ Q2H - -
G5+ @22 - 3 0 0 81|24 22—24_ x=2-y—z=
Solucion: x=1, y=-2, z=3
by Sx—dy+2z=1\ (3 4 2 |1 A9-2-GY =7 =2 019
2x-3y+ z=2, |23 1|2 - @y-65 -7 =2 0|3
Sx— y+ z=5 5 -1 1 5 (3.9 5 -1 1 5

Las dos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

@ xm =312 003 as 1 2 0|3
“2x+3y+ z= 4 2 3 14| 5 @v+2-a9 0 -1 1| =2 =
2x+ y-5z= 4 2 1 5| 4 BH-2-03 0 5 =5/ 10

a.s 1 -2 0| =3 x =2y - 3] x=-3+2y
- @9 0o -1 1 2| - ~ ~
BH+5-2H 0O 0 0 0 -y +z=-2 =2+ y
Soluciones: x=-3+2\, y=\ z=-2+A
2. Resuelve mediante el método de Gauss:
2x — + w=0 2x — + w= 9
x— y+2z=2 Y ¥
x—-2y+z =0 x—-2y+z =11
a){—x+3y+ z=3 b) <)
5x— y+z+ w=0 S5x— y+z+ w=24
x+ y+5z=7
5x-2y—z+2w=0 5x-2y—z+2w= 0

A x— y*r22=2| (1 1 22 @ 1 -1 2 2
“Xx+3y+ z=3 -1 3 1 3 - en+an 0o 2 3 51 —»

X + y + SZ = 7 1 1 5 7 (3.2‘) - (1-3) O 2 3 5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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x—y+22=2}x—y=2—22 xX=2-2z+y
5-3z 5 3z
2y + 3z = 2y=5-3z = =2 _ 2=
3 ° V=53 2 2 2
x=2_2z+2_23%_92 _ 7z
2 2 2 2
. 9 5
Soluciones: x=E—77», y=5—37», z =2\
b) 2x — + w=0
) Y 2 -1 0 1]0 e
X-2y+z =0t =2 1 00 )
%
Sx— y+z+ w=0 5 -1 1 1]0 (G)@)
_ — 43) -2 - A
2 -1 0 10 n 2 -1 0 10
1 =2 1 00| @ 12 1 00|
3 0 1 00 (CREXCS) 4 0 0 01O
1 0 -1 010 4. 1 0 -1 010
26—y +w=0]| x=0
xX—-2y+z =0 z=0
%
4x =0 y=0
X -z =0] w=0
Solucion: x=0, y=0, z=0, w=20
C) 2x — + w= 9
) ‘ 2 -1 0 1]9 o
X=-2y+z =11 121 011} ey
Sx— y+tz+ w=24 5 -1 1 1|24 BH-0H
Sx—-2y—z+2w= 0 5 2 -1 2 0 “4H-2-09
2 -1 0 1] 9 s 2 -1 1] 9
L2 1 0|1 = oy 1 2 1 0/ 11
3 0 1 0/ 15 (CORACH) 4 0 0 3
1 0 -1 01-18 4. 1 0 -1 01l -18
26—y +w= 9
xX—-2y+z = 11
4x = -3
X -z =-18
=3 09 x+z-11 _ 11 53
-2 =x+18= 22 “XTE- =9-_2x+y=22
X 4 zZ=X % y > 4 w=9-2x+y %
Solucio’n.~x=—3 y=£ z=6—9 w=z
47 47 47 4

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1. Discute, en funcion del parametro &, estos sistemas de ecuaciones:

4x+2y =k 4x + 2y =k
a)y x+ y—z=2 b)y x+ y—z=2
kx+ y+z=1 kx+ y+z=0

a) 4x + 2y =k
X+ y—z=2

k a.m 4 2 0
21 - @9 1 1 -1
1 BH+23H k+1 2 O

=
—_ =N
|
—

kx + y+z=1

" 4 20
- @29 1 1 -1
GH-0a.5 k-3 0 O

*Si k=3, queda:

f ? 01 ]; X+ y—z=2} x—z=2—y}
00 ol o0 4x + 2y = 4x =3-2y
S _3 )
YT T Td T2

Z=x—2+y=—3_42y —2+y==
Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: x = % -\, y=2\, z= % + A

e Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2

4x + 2y =k
(k=3)x =3-5k
3-k
=2"8_3

A

y=ﬂ=w=2+ﬁ

2 2 2

k R

Z=x+y—2=—1+2+?—2=—1+?

Solucion: x = -1, y=2+§, z=—1+§

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



bydx +2y  =k| (4 2 0 | & s 4 2 0
X+ y—z=2 1 1-1] 2 > @ 1 1 -1
kx + y+2z=0 k1 1 0 B.H+@2H k+1 2 0
- QY 1 1 -1 2

3.9 -A.9 k—3 0 0 2—k
e Si k=3, queda:
4 2 0] 3
1 1 -1 | 2| Elsistema es incompatible.
00 0]~

e Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2

4 + 2y =k

(k- 3)x =2-4k
wo 2=k

k-3
_k—d4x _ R*+k-8
VT 2% -6

2—k R2+k-8 k?>—5k+8

=x+y-2-= + —-2=-———
Ty k—3  2(k-3) 2%k—6

g 2—k R+ k-8 k> —5k+8
Sol s x= = =
oo X T VT 6 2k — 6

UNIDAD | 1

2. Discute estos sistemas de ecuaciones en funcion del parametro k:

kx+y—z=8 x+ y+ z=1
a)y x+y+z=0 b) yt+tkz=1
2x tz=k x+ 2y =k
a)kX+y_Z=8 k1 -1 8 1.5 — (2.9 k-1 0
x+y+z=0¢1 1 1 | 0] - @y 1
2 +z=kh 2 0 1 k (3GY 2 0
A +2- Gy k+ 30 O S+ 2k
- @y o1 0
€8] 2 0 1 k

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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e Si k=-3, queda:

0 0 O 2
1 1 1 | 0| Sistema incompatible.
20 1] -3
e Si k#-3, escompatible determinado. Lo resolvemos:
(kR +3)x =8+ 2k
x+y+z=0
2x +z=k
oo S 2R
k+3
2
z=k-2x= k-k-16
k+3
2
:%_Z=—k—k+8
k+3
2 2
Solucion: x = 8+2l€, y = —k —/e+8’ Lo kP—k-106
R+ 3 k+3 b+ 3
PDx+ y+ z=11 /1 1 1|1 0 11 1 1
y+hkz=1 01 &k 1] - @ 01 & 1 -
X+ 2y A 1 2 01| &k BH-a1y 01 -1 | k=1
a.s 11 1 1
- @29 0 1 k 1
(G5 -2 0 0 -1—-k | k=2

*Si k=-1, queda:

11 1 1
0 1 1| 1| Sistema incompatible.
00 01]-3

e Si k#-1, es compatible determinado. Lo resolvemos:

x+y + z=1
y +kz=1
“l-hz=k-2
o k-2 _2-k
-1-k 1+k
_ 2 2 2
y+/e(2 /e)=l N yzl_zle—/e _1+k-2k+k*_1-k+k
1+k 1+k 1+k 1+4k
2 _ 2 2
x=1—y—z=1—1_k+k 2—k _1+k-1+k-k*-2+k_2+3k—F
1+k 1+k 1+4k 1+4k
2 2 _
Solucién:x=_2+3k_k,y=1_k+k,Z=2 k
1+k 1+k 1+k

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Resolucion e interpretacion geométrica de sistemas lineales

Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

—x+2y= 0 x+2y=5

Ay 2+ y=-5 b){ 3x— y=1

| 3/2)x-3y= 0 2x+4y=0
-1 20 R -1 210 5 1 200
a) 2 1 _5 - Q2H+2-0H 0 5 _5 B 0 5 _5
32 310 @2/3) - (3.9 1 =21]0 G+ 1.9 0 00

—x+2y=0 | x=2y==-2
5y =-5 =-1

Solucion: (=2, -1)

Geométricamente, son tres rectas que se cortan en el punto (=2, —1).

b)| x+2y=5
3x—- y=1
2x +4y =0

Si dividimos la 3.2 ecuacion entre 2, obtenemos: x + 2y = 0. La 1.? ecuacion es
x + 2y =5. Son contradictorias, luego el sistema es incompatible.

La 1.* y la 3.* ecuacion representan dos rectas paralelas; la 2.2 las corta.

Halla, si existe, la solucion de los siguientes sistemas e interprétalos geo-
métricamente:

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones.

3x + =2
Y x+2y=-1
x— y=1
a) b)y 2x— y= 3
56— y=4
5x+ y= 8
2x+2y=1
Los resolvemos por el método de Gauss:
a3 1|2 A5 3 @29 0 4 | -1
1 -1 |1 2.9 1 -1/ 1
5 -1 | 4|7 Ga-5-@n 0 4 | -1
2 2 11 “H-2-29 0 4 | -1

Método de Gauss

13
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Podemos prescindir de las dos ultimas filas, pues coinciden con la primera.
Quedaria:

4p=-1 > y=—

(3 —1)
Solucion: ( 4

. -1
El sistema representa cuatro rectas que se cortan en el punto (%, T)

b (1 2| -1 a 1 2 |-

2 -1 3] > @v-2-09 0 51| 5

5 1| 8 BH-5-0Y 0 9113
De la 2.% ecuacion, obtenemos y = —1; de la 3.* ecuacion, obtenemos y = _;—3

Luego el sistema es incompatible.

El sistema representa tres rectas que se cortan dos a dos, pero no hay ningin
punto comun a las tres.

Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

x+ty—z=2 2x +y =3
a3 2x +z=2 b)y x—y+z=1
x—y =0 3x +tz=4

2 | xX+y—z=2
2x +z=2

| X -y =0
Lo resolvemos por el método de Gauss:

1 1 -1 2 ams 1 1 -1
2 0 1 2 - @ev-2-a» 0 -2 3

1 -1 010 G- 0 2 1

2
2| -

-2

1.9 1 1 -1 2
— @9 0 =2 3 | =2
(3.5 =(22) 0O 0 =2 0

X+y— z= 2 x+y- z= 2 x+ y= 2| x=2-y=1
=2y +3z=-2 -2y + 3z =-2 2y==2¢ y=1
—2z= 0 z= 0 z= 0] z=0

Solucion: (1, 1, 0)

Geométricamente, son tres planos que se cortan en el punto (1, 1, 0).

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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b) | 2x+y =3
x—-y+z=1
3x tz=4

Observamos que la 3.% ecuacion es la suma de la 1.2 y la 2.*: podemos prescin-
dir de ella.

2x +y =3| 2x=3-y
_)
xX-y+z=1] x+z=1+y

U S
R 2
3-y 1 3y
=l+yp—-x=1+p—-—"—<2L =_— 4+
o yo-x Y 2 2 2
s

Hacemos A = 5

Solucion:

x=%—k, y=22 Z=—%+37\,

Geométricamente, se trata de tres planos que se cortan en una recta que pasa por

3 1
303

con direccion (-1, 2, 3).

4 |Resuelve e interpreta geométricamente estos sistemas:

x+y—z=5 2x+y—z=1

a)y x—y+z=3 b){2x+y—-=z=3

2x =0 y—-z=0
A x+ty-z=5 y—-z=5
X—y+z=3; > -y+z=3
2x =0 X =0

La 2.2 ecuacién contradice la opuesta de la 1.2. No tiene solucion.
Geométricamente, se trata de tres planos que se cortan dos a dos.

b)|2x+y-z=1
2x+y—z=3
y—z=0

La 1.2y la 2.* ecuacion son contradictorias. No tiene solucion.

Geométricamente, se trata de dos planos paralelos que son cortados por un ter-
cero.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Razona si estos sistemas tienen solucion e interprétalos geométricamente:

x+2y—z=3 ) —x+3y+6z=3
2x +4y—-2z=1 (2/3)x—2y—4z=2

a) x+2y—- z=3

Si dividimos la 2.* ecuacion entre 2, obtenemos:
2x+4y—2z=1

xX+2y—z= %, que contradice la 1.2,
El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.
b))  —x+3y+6z=3 2 )
Si multiplicamos por — = la 1.% ecuacion, obtenemos:
2/3)x—2y—4z=2 3

Ex — 2y — 4z = -2, que contradice la 2.* ecuacion.

3

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

Sistemas escalonados

Resuelve los siguientes sistemas reconociendo previamente que son escalo-
nados:

-y+ z=1
) 2x— y= 7 b 9z =2
a =
23y =—69
| 3x—y+ z=3
2x =0 [2x—3y+2=0
) x+y—z=9 DY 3x— y =
x —-z=2 | 2y =
a)2x— y= 7]r=-3
23_)/:—69 x=7+y=2
Solucion: (2, =3)
b —y+ z=1
_ 2 —7 3+y—z _ 2
=2 =2 =r_1=_2 =2 7= _ 2
= T yo 9 o 3 3
3x—-y+ z=3
Solucion: (E, i, E)
3°9°9
) —2x =0
X+y—-z=9r x=0 z=x—-2=-2 y=9+z-x=7
X —z=2

Solucion: (0, 7, —2)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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_
UNIDAD F

d2x-3y+2=0

1 Yy 1 7
_ =0 = > =2 = = =_ =L
3x— y y=5 xX=3 =% z=-2x+ 3y ¢
2y =1
Solucion: (%, %, %)
Resuelve los siguientes sistemas:
xX—y+z=2 2x+ty+z=4
a){ y b){ y
y =5 y+z=2
xX+y—z+ t=4 x+y—t =2
) y+tz— t=3 d) y +z=4
z+2t=1 y+it—z=1

A x—y+z=2| y=5
y =5| x=2-z+y=7-z2

Soluciones: (7 —\, 5, L)
_4d-z-y _4-z-2+=z

X = =1
2 2

y+z=2 y=2-z

b)2x+y+z=4} 2x+y=4—z} y=2-2

Soluciones: (1,2 =\, \)

Ox+y—z+ t=4| x+y—-z=4— 1t
y+z— 1t=3 y+z=3+ 1
z+2t=1 z=1-21

z=1-2t y=3+t-2z=2+3t x=4-t+z-y=3-0¢

Soluciones: (3 — 6\, 2 + 3\, 1 — 2\, A)

dDx+y-t =2 y=4-z2
Yy tz=4; t=1l-y+z=1-(4-2)+2=-3+22
y+ril—z=1| x=2-y+t=2-(4—-2)-3+2z=-5+3z

Soluciones: (=5 + 3\, 4—A, A, =3 + 2L)

Transforma en escalonados y resuelve los sistemas siguientes:

3x-2y=5 x+2y=1
a)y x+ y=0 b)y x+ y=0
x— y=2 2x+ y=3

17
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A 3x-2y=5| (3 2 |5 2 1 110
x+ =0 1 1 0] - a» 3 25| >
x— p=2| |1 -1 ]2 35 1 -1 2
s 1 110 s 1 10
- @H-3-09 0 5|5 > @:5 0 -1| 1| =
3.9 -0.9 0 -2 2 3.H:2 0 -1 1
D) 1 10 x+y=0
- @9 0O -1 1) - B }y=—1 x=-y=1
3GH -2 0 010 =1
Solucion: (1, -1)
b x+2y=11 /1 2 |1 @s 1 21
x+ y=0 1 1 O » @v-a» 0 -1 |-1
2+ p=3| \2 113 GH=-2-1.9 0 311

La 2.2y 3.2 filas son contradictorias. No tiene solucion.

Transforma en escalonados y resuelve los siguientes sistemas:

—_ y+z=1
2x— y= 7
b)y x—-2y—z=2
5x +3y=-10
3x— y+z=3
a)2x- y= 7 (2 -1‘ 7 as (z -1‘ 7)
- -
Sx+3y=-10 15 3 [-10 ey+3-an  \11 0 |11
A ST =2x-7=-5
e =11 Y7 Yol

Solucion: (1, -5)

b) —)/ +z=1 0O -1 1 1 2.9 1 2 -1 2
x—-2y—-z=2 1 =2 1| 2| - a» 0 -1 1 1] -
Ax — y+z= 3 3 -1 1 3 39 3 -1 1 3
a9 1 -2 -1 2 a9 1 -2 112
- @Y 0 -1 1 1]—-> @ 0 -1 1 1] -
B =3 = (") 0 5 4 |-=3 BH+5-@29 0O 0 9 2
xX—-2y-—z=2
2 —7 2
- -y tz= z= = =z-1=—/ X=2+2p+z=—
4 9 J 9 rrETS
9z =2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Método de Gauss
s10 |Resuelve aplicando el método de Gauss:
[x+y =1 [ x+ y+ z=0

a) yt+tz=-2 b)y x+3y+2z=0
| x +z=3 |2x+4y+32=0

x+ y—z=1 (3x+4y— z= 3

O)3x+ 2y+ z=1 d)§ 6x—6y+2z=-16
[S5x+3y+3z=1 | x— y+2z=-6

Dx+y =11 1 1 01 @s 1 1 01

y+z=-2 0 1 1 |=2|-> e 0 1 1 |=2|>
X +z= 3 1 0 13 G = () 0o -1 112
s 1 1 01 x+y =1
- @9 0O 1 1|=2] — y+ z=-2
B+ @29 0 0 210 2= 0
z=0 y=-2-z=-2 x=1-p=3
Solucion: (3, -2, 0)

by x+ y+ 2=0| 1 1 10 as 1 1 10
x+3y+2z=0 1 3 2|0 » @ev-a» 0 10| —»
2x+ 4y +32=0 2 4 310 GH-2-A9 0 1 0

0 11 1]0 X+ y+z=0 . .
- QY 0 2 1 0 — o y=_— _x:_y_Z=__
3G - @ 00 0/0 y+z=0 2 2
A A
Soluciones: |——, ——, A
oluciones > )

O x+ y—z=1| 11 1 1|1 s 11 -1 1
3x+2p+ z=1 3 2 1 1| » ev-3-a» 0 -1 4 | 2] —
Sca3pasz=1] |53 3 11 Goesant o 2 8 | -4

. 1 - 1 x+yp— z= 1
AO) 0 -1 4 | 2| = Y 4_ }
3GH-2-29Y 00 010 4z =2
y=4dz+2
x=1-y+z=1-Uz+2)+z=-1-32
z=A
Soluciones: (=1 — 3\, 2+ 4\, A)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Solucion: (-1, 1, =2)

2z =1

Solucion: (%, -2, l)

D3x+dy- z= 3| 13 4 1| 3 G5 1 -1 2 | -6
6x—0y+22=-16p |6 -6 2 | -16]| - @9:2 3 3 1 | -8 >
x— y+2z= 6| \1 -1 2| -6 s 3 4 -1 3
(1.9 1 -1 2 -6 (1.9 1 -1 2 -6
- @2H»-3-1d 0 0 5|10 = @9:3 0 0 1 2| =
3.H -3 1Y o 7 -7 21 GH:7 0o 1 -1 3
— Y+ 2z =—
rorTes y=3+z=3-2=1
=
- x=-6+y-2z=-6+1+4=-1
y— z= 3

Resuelve aplicando el método de Gauss:

2x + 5y =16 3x+2y+ z=1
a)y x+3y—2z=-2 b){5x+3y+3z=3
x + z= 4 x+ y+ z=0
A2c+5y =161 12 5 o |16 @) 25016
X+3y—2z=-2 1 3 2|2 5 @9+2-GH 33006 —
¥ o+ 2= 4| \1 0 1|4 3 101/ 4
s 250 |16 a9-5- @23 30 0|6
- @29:3 1 1 0 21 = @ 1 1 0| 2| —>
3.9 1 0 1 4 3.9 1 0 1 4
—3x = =-2
- x+y = y=2-x=4
x +z=4| z=4-x=6
Solucion: (=2, 4, 6)
b)3x+2y+ z=1 3 2 1 1 ) 11 110
Sx+3y+3z=3 53 33> @9 53 3|3 >
x+ pt+ oz=0| \1 1 1[0 a 3211
) 1 1 1 0 1 1 1 1 0
— @H-5-03 0 -2 =2 3] > @ 0o -2 2 3 =
3H-3-0Y 0 -1 =2 1 -2-39H+2» 0O 0 2 1
x+y+ z=0
1 3+ 2z 3
2y — 2> = = L - - _ = =2
- y—2z=13 z > Y > 2 X=-y-z >

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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s12 |Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:
x+2y+z=
Y ? x+2y+z= 3
a)y x— y—z=-10 b)
2x— y+z=-1
| 2x— y+z= 5
>—x+2y— z=1 2x-3y+z=0
0)32x—4y+2z=3 d)3x— y =0
| x+ y+ z=2 4x+ y—z=0
) x+2y+z= 901 2 1|9 ) 1 2 1109
x— y—z=-10¢|1 -1 -1 |-10|—> -@H+a» 0 3 2|19 |—>
2x — y + z = 5 2 -1 1 5 BH-2-09 0 -5 —-1|-13
as 1 2 1 9 xX+2p+ z= 9
- @y 0 3 2 19| — 3y +2z=19
@9+2- 3 0 -7 0 | -7 7y -7
y=1 z=19;3y=8 x=9-2y—z=-1
Solucion: (-1, 1, 8)
b) x+2y+z= 3 (1 2 1 3) a (1 2 1‘3)_)
2x— y+z=-1 2 -1 1 |- =27 % 2= @A) 05 117
_I1_Z
_, X+2y=3-2z V7575
Sy=7-z 14 2z 1 3z
= — — 2y = — ——— e = =
X=3-z-ly=d-z-g o T
Si hacemos z = 5\, las soluciones son: (— 3\, % -\, 57»)
O-—x+2y- z=1 -1 2 -1 ] 1 (3.9 11 1 |2
2x — 4y + 2z =3 2 -4 2 3] = @y 2 -4 2 31 =
x+ y+ z=2 11 1|2 s -1 2 -1 |1
1. 1 1 1 2 1. 1 1 112
- 2H-2-09 0 -6 0 |-1] - @v+2-69 00 0]>5
B.H+ A 0 3 0 3 3.5 03 013
La segunda ecuacion es imposible: Ox + 0y + 0z =5
El sistema es incompatible.
Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 21
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d) 2x—3y+Z=O 2 _3 1 O (1.%) 2 —3 1 0
3x— y =0 3 -1 0|0 —»> @ 3 -1 0|0 -
4x + y_z=0 4 1 -1 0 3.9+ 6 -2 0 0

a 23 11]0 2x =3y +2z=0
- 9 3 -1 00| — B
BH-2-29 0 0 00 x—ypy =0
y=3x
z=-2x+3y=-2x+9x="7x
x=»X
Soluciones: (A, 3\, 7\)
Pagina 45
s13 |Estudia y resuelve por el método de Gauss:
[ + y+3z=-2 y+ z=-1

a) 4x+2y— z= 5 b)ix— y =1
[ 2x+4y—Tz= 1 | x+2y+3z=-2
[5x+2y+32= 4 [ x— y+3z—14t=0

c)y2x+2y+ z= 3 d)2x-2y+3z+ t=0
| x-2y+2z=-3 [3x—3y+5z+ 6t=0

a)-x+ y+3z=-2 11 3 | = a9 -11 3| =2
4x+2y— z= 5 4 2 -1 5| -> @u+i-ad 0 6 11| 3| -
2x+ 4y —T7z= 1 2 4 =711 BH+2-1YH 0 6 -1 =3

a.s -11 3 |2
- @9 0 6 11 | -3 | — Sistema compatible determinado.
3BH -0y 0 0-12| O

Lo resolvemos:

X +y+ 3z=-2
6y + 11z =-3
z= 0

y=_

Solucion: (é, —l, O)
2 2

x=y+52+2=%

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



UNIDAD | 1
b) yrz=-1 0 1 1 |- o) 1 -1 0] 1
x— Y =1 1 -1 0 1[— a» 0O 1 1| -1|—
x+2p+3z=—2| \1 2 3 |-2 3G9 1 2 3| =2
as -1 01 as 1 -1 0|1
- Q9 0O 1 1| -1|—-= @ 0O 1 1 |-1
BH-1H 0 3 3| -3 BH-3- @Y 0 0 010
Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
x=1+y
X =y =1
tr= ] z=~-1-y
y y - x
Soluciones: (1 + A, A, =1 -L)
OSx+2p+3z= 4 5 2 3| 4 G5 1 2 2] =3
2x+ 2+ z= 3 2 2 1 31 = @9 2 2 1 31 =
x—2y+2z=-3 1 -2 213 an 5 2 3| 4
D) 1 -2 2 -3 D) 1 -2 2 -3
- @yH-2-09 0 6 3/ 9] = @93 0 2 -1] 3
BH-5-19 0 12 =7 | 19 GH-2- @23 0 0 -1/ 1
Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:
Xx—2y+2z=-3| z=-1
2y— z= 3¢ py=1
== 1 =3+2)-2z=1
Solucion: (1,1, -1)
d x— y+3z2-14=0| 11 _4 3 -141 0
2x—-2y+3z+ =0 (2 -2 3 1 O)%
3x—3y+5z+ 6t=0|\3 35 60
) 1 -13 -14|0 . 1 -13-14|0
- @2H-2-09 0 0 -32 0]= @ 0 0-32 1|0
G =3 = (L) 0 0 -4 48 |0 —4- Q2.9+ 3132 0O 0 0 2810
Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
t=0
X—y+3z—14t=0
z=0
-3z +29r=0
xX=y
28t=0
y=»A
Soluciones: (A, A, 0, 0)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Clasifica los siguientes sistemas en compatibles o incompatibles:

x+y+z=3 x+y+z=3

aAyx+y—=z=3 b){2x—-y+z=2
z=0 x—-y+z=1
D x+y+z=3| x+y =3
x+y—z=3p x+)y =3¢ Compatible indeterminado.
z=0 z=0
by x+y+z=3 111 1 13 a 11 1
2x—y+z=2 2 -1 1|2 > @9-2-a9 0 -3 -1
x—y+z=1 1 -1 111 3H-0a9 0 -2 0

— Compatible determinado.

Estudia y resuelve por el método de Gauss:

x+ y+ z=2 2x—-3y+z=0
a)|2x+3y+5z=11 b)y x+2y—2z=0
x—5y+6z=29 4x+ y—z=0
a) x+ y+ z= 2 1 1 11 2
2x + 3y +5z=11 (2 3 5 11) —
X -5y +6z=29 1 -5 6129
as 11 12 as 111
- 2H-2-09 0 1 3|7 —= @ 01 3
3BH-0 0 -6 5|27 BH+6- 25 0 0 23
x+y+ z= 2| z=3
- y+3z= 7 y=7-3z=-2

23z2=09 | x=2-y-z=1

El sistema es compatible determinado, con solucion (1, -2, 3).

b) 2x — 3_)/ +z=0 2 3 1 0 1.9 2 -3 1
X+2y—-2z=0 1 2 -1]0| » @v+ad 3 -1 0 -
4dx+ y—2z=0 4 1 -110 BH+aH 6 =2 0
a. 2 =3 1/]0
- @9 3 -1 0 | 0| — Sistema compatible indeterminado.
GBH-2-@2H 00 010
= 5x
2x=3y+z=0 Y
Lo resolvemos: z==2x+3y=-2x+9%x="Tx
X — ) =0 A
x =

Soluciones: (A, 3\, 7\)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Discusion de sistemas de ecuaciones

16 | Discute los siguientes sistemas segiin los valores del parametro m:

>x+2y=3 [ x—2y+ z=3
a) y=1 b) y+2z=0
2y=m—-2 | 3y+7z=m
[ x+ y— z=1 [ x-—=y =0
<) 2y+8z=3 d)| 3x +2=0
mz=1 | (m—-5)z=0
aAx+2y=3 1 2 3 (1.9 1 2 3
y=1 0 1 1 - 2y 0 1 1
2p=m -2 0 2 Im=-2 GBGH-2-2%H 0 0l m-4
e Si m =4 — Sistema compatible determinado.
e Si m#4 — Sistema incompatible.
b) x-2y+ z=3 1 =2 1 3 1.9 1 -2 1 3
y+2z=0 0 1 2 o] » @» 0 1 0
3y +7z=m 0 3 71 m (GH-3-0 0 0 1! m

Sistema compatible determinado para todo m.

D+ y—z=11 (1 1 -1 |1
—2y+8z=3; [0 -2 8 | 3
mz=11 0 0 m |1

e Si m =0 — Sistema incompatible.

eSi m#0 — Sistema compatible determinado.

D x-py =0 /1 1 0
3x +z=0 3 0 1

0
0
m-5z=0| \0 0 m=510

eSi m =5 — Sistema compatible indeterminado.

eSi m#5 — Sistema compatible determinado con solucion (0, 0, 0).

s17 | Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

2x—y = 4 2x+ y— z=1
a)y—x+y/2=-2 b)y x-2y+ z=3
x+ky = 2 5x-5y+2z=m

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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A2x-y = 4
X+ y/2==2
x+hky = 2

°Si Ie=—l -
2

. 1
°Si k- — —
! 2

2x — y=4
QR+ 1Dy=0
Solucion: (2, 0)

b)2x+ y- z=1
xX—-2y+ z=13
Sx—5y+2z=m

X=2y+ z= 3
Sy—3z=-5

Hacemos z = SA.

Soluciones: (1 + A,

Resuelve cada uno de
hacen compatible:

x+2y=3
a)i2x— y=1
4x+3y=m

2x—y=4 — {

2 -1 4 1.9 A | 4
-1 12 | 22| - 2-@y+ad 0 0 0
1 k 2 2-33H-019 0 2k+1 0

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

y=2x-4
x=A

Soluciones: (A, 2\ — 4)

Sistema compatible determinado.

y=0
X =2

2 1 -1 1 @9 1 2 1
1 2 1] 3]> a» 2 1 -1

5 5 2 m 3.9 5 -5 2

a 1 -2 1 3
- @29-2-09 0 5 3 -5 —

BH-5-01 0 5 -3 | m-15
a.s 1 -2 1 3

- 29 0o 5 3 -5
3.9 -2 0O 0 0 m — 10

eSi m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

=ﬁ=_1+2
5 5
x=3+2y—z=3—2+6—52—z=1+—§
—1 + 3k, 5M)

eSi m#10 — Incompatible.

los siguientes sistemas para los valores de m que lo

x— y—2z=2
2x+ y+3z=1
3x + z=3

x+2y+5z=m

b)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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_3-7z 7z
x—y-22= 2| V=73 ~"l-7%
W=D i oiye2e—2-1- -1 2
3 3
Haciendo z = 3\
Soluciones: (1 — Ak, =1 — 7k, 30)
eSi m#-1 — Sistema incompatible.
PARA RESOLVER
Resuelve por el método de Gauss:
x +2z=11 x+y+z+t= 1
x + =3 x—y+z—t= 0
Y b 7
y+ z=13 x+y—z—-t=-1
x+y+ z=10 xX+y+z—t= 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

UNIDAD
a) X + 2_)/ =3 1 2 3 (1.9 1 2 3
20— y=1 2-1 1] > @v-2-0» 0 -5 -5 -
4x +3y=m 4 3 |'m GH-4-0an 0 -5 | m-12
as L2 3
- 29H:3 0 1 1
3GH-29 00 |m-7
eSi m=7 — Sistema compatible determinacdo.
x+2y=3
i } x=3-2y=1
y=1
Solucion: (1, 1)
eSi m#7 — Sistema incompatible.
b) x— y-2z=2 1 21 212
2x+ py+3z=1 2 1 3 1
%
3x + z=3 3 0 1 3
X+2y+5z=m 12 5 1m
o) 1 -1 -2 2 s 1 -1 =2 2
2H-2-019 03 7| 3 @3 0o 3 7 -3
™ 3H-3-an 03 7| =3 |7 6o-e 0 0 0 0
@5 -5 03 7 |m-2 @9 -9 0 0 0| m+1

27
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10211 w9 102 |11
x+y =3 110 3 Q5= 1.5 0 2 | -8
- -
y+ z=13 0 1 1 13 (€] 0 1 13
49 -0 _ _
xty+ z=10] \L 1 1110 “4H-a9 0 1 -1 | -1
s 102 |11 s 10211
N @9 0 1-21|-8 N @9 01 -2|-8 N
BH-2H 0 0 3 |21 BH-3-AH 00 010
@D -2y 0 0 1 7 4 0 01 7
x +2z=11
- y=-8+22=-8+14=6
-  y-2z=-8
x=11-2z=11-14=-3
z
Solucion: (=3, 6, 7)
Dx+y+z+t=1\ 1 1 1 11
x—y+z—t= 0 1 -1 1 -1,0 N
x+y—z—-t=-1| |1 1 -1 -1]-1
xty+zog= 2| V1 1 102
x+y+z+ =1
@5 11 1 1]1 Y
@H-a3 0 -2 0 -2|-1 -2y -2t=-1
- , -
BH-0a9 00 -2 =2|=2 z+ t=1
49 -2 _
@H-an \o 0 0 -2 1 o= 1
1 1 3 2t -1
r=—— =l-r=1+—==2 = =1 =l-y-—z-t=-1
2~ 22 VT3 rTATrmE
Solucion: (—1, 1, é,—l
2 2
Discute los siguientes sistemas de ecuaciones:
x—y— z=£k [ x+ y— z=0
a)y x—y+2z=1 b)y x+3y+ z=0
[2x+y+kz=0 |3x+ay+4z=0
x=2y+ z= 1 —3x+2y+az=1
coymx+ y— z=1 d){5x+3y+3z=2
| 3x+4y—-2z=-3 | x+ y— z=1
A x-y- z=k| 1 1 -1 |k s 1 -1 -1 k
Xx—y+2z=1 1 -1 2 | 1| > ey-ad 0 0 3 1-+k
20+ y+kz=0 2 1 & 0 GBH=28(1=) 0 3 k+2 -2k

Sistema compatible determinado para todo k.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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b x+ y-2=0] 111 2110 s 1 1 -1]0
x+3y+ z=0 1 3 1 0o » ev-as 0o 2 2 0] -
sxtay+dz=0] \3 @ 410 Gusan’ {oa-37 [0
a9 1 1 =110 o 1 1 -11]0
- @3:2 0 1 1 0] » @ 0 1 1 0
(3G 0a-3 7 |0 BH-7-2H 0a-10 0 | O
e Si a=10 — Sistema compatible indeterminado.
e Si a#10 — Sistema compatible determinado.
O x-2p+ z= 1\ 11 2 1 |1 s 1 21 |1
mx+ y— z= 1 m 1 -1 1| - 69 3 4 2| 3 -
3x + 4y —2z=-3 3 4 2|3 @9 m 1 -1 1
(1. 1 211
- @9H+2-09 5 0 0 | -1
3. +a.H m+1 -1 0 2
Compatible determinado para todo m.
d) 3x + 2_]/ +az=1 3 2 a 1 3.9 1 1 =1 1
Sx+3y+3z=2¢ |5 3 3| 2] 5 @9 53 3 2 —
x+ yo z=1| \1 1111 am 32 a1l
0 11 -1 |1 o 11 -1 1
- 2H-5-a3 0 -2 8 S |—= @y 0 -2 8 -3
3H-3-AH 0 -1 a+3| -2 -2-3H+2H 0 0 2-2a 1
2-2a=0 — a=1
e Si a=1 — Sistema incompatible.
e Si a#1 — Sistema compatible determinado.
s21 | Discute y resuelve en funcion del parimetro:
—-x+my+ z= 2 x+ y+ z=0
a)y 2x— y+2z= 0 b){3x+2y+az=5
—-X —3z=-2 2x+ y+ z=3
A —x+my+ z= 2| 11 m 1 2 _39 1 0 3| 2
2x— y+2z= 0 2 -1 2 0] - @» 2 -1 2 0] —
x 3= | \-1 0 3| =2 . -1 m 1| 2
1. 1 0 3 2 .2 1 0 3 2
- @9-2-09H 0 -1 4 | 4] » -@» 0O 1 4| 4
GBH+aH 0O m 4 4 GH+2H 0 m-1 0 0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss




30

522

)]

_)

X

eSi m=1 — Sistema compatible indeterminado.

‘3 ) x=2-3z
X z =
y=4-4z
y+tidz=4
z=A

Soluciones: (2 — 3\, 4 — 4\, \)

eSi m#1 — Sistema compatible determinado.

+3z=2|y=0
y+idz=4,2z=1

(m - 1Dy =0 x=2-3z=-1

b) x+ y+ z=0
3x +2p+az=>5 (

2x+ y+ z=3

(1.9

BH-3-0.Y

1 1 1 0 as 1 1 1 0
3 2 a 5 ) - 39 ( 2 1 1 3 ) -
2 1 1 3 @9 3 2 a 5
11 1 [0 1 11 1 [0
@2 (O -1 -1 3) - 23 (O 1 1 -3 )
0 -1 a-3| 5 GH-2H 0 0 a-2| 2

Solucion: (-1, 0, 1)

eSi a=2 — Sistema incompatible.

eSi a#2 — Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

x+y+ z= 0
y z=-3
(a-2z= 2
2
Z_
a—2
_ 2 =__L_4—3a
S e R
=_y_Z_—4+5a_ 2 _3a-6
a—2 a—2 a—2
Solucion: 3a-6 4-3a 2

ox —

x—oy=20—-1

a-2"a-2"a-2

Discute los siguientes sistemas segun los valores de o e interprétalos geo-
métricamente:

_ 1 x—y = 1
y b)q 2x +3y—5z=-16
xtoy— z= 0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Q) ox— = 1 (oc _1‘ 1 ) as ((x -1 1 )
x—oy=20—-1]\1 —o|200—1 29-a-0a95 0 1-0? 208 -0 —1
o#0

e Si a#1, queda:

(1 -1

1 . . . . o
0 0 O) Sistema compatible indeterminado. Son dos rectas coincidentes.

e Si o =-1, queda:

(—1 -1

1
0 0 2) Sistema incompatible. Son dos rectas paralelas.

eSi a1 y aa#-1 — Sistema compatible determinado. Son dos rectas se-

cantes.
by x—y = 1|11 0 |1 s 1 21 o0l 1
2x +3y-5z=-10 (2 3 =5 —16)—> Q9H-2-09 (O 5 -5 —18)—>
x+toy—z= 0 1 oo -1 1] 0 GH -1y Oo+1 -1 -1
@9 1 -1 0 1
- @y 0 5 -5 | -18
5-BH-2d 0 50 0 13

e Si a0 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan
en un punto.

e Si =0 — Sistema incompatible. Los planos se cortan dos a dos, pero no
hay ningin punto comun a los tres.

A, By C son tres amigos. A le dice a B: si te doy la tercera parte de mi dine-
ro, los tres tendremos la misma cantidad.
Calcula lo que tiene cada uno si entre los tres tienen 60 €.
Llamamos: x dinero que tiene A
y dinero que tiene B
z dinero que tiene C
Con los datos planteamos el siguiente sistema:
y + i = Z_x Y- 1 =0
5 3 3 »x*y =0
2x 2 2x -3z= 0
— =z —x—-z=0
3 3 X+ y+ z=060

x+y+z=060 | x+y+z=060

Solucion: x =30, y=10, z =20
A tiene 30 €, B, 10 €,y C, 20 €.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Un almacenista dispone de tres tipos de café: el A, de 9,80 €/kg; el B, de
8,75 €/kg, y el C, de 9,50 €/kg. Desea hacer una mezcla con los tres tipos de
10,5 kg a 9,40 €/kg. ;Cuantos kilos de cada tipo debe mezclar si tiene que
poner del tipo C el doble de lo que ponga del A y del B?

Llamamos x a la cantidad de A, y alade By z aladeC.
Planteamos el sistema:

x+y+z=105
z=2x+Yy)
9,8x + 8,75y + 9,52 =10,5-9,4 =987

Solucion: x=15, y=2; z=7

Debe mezclar 1,5 kg de A, 2 kg de By 7 kg de C.

Halla un nimero de tres cifras sabiendo que estas suman 9; que si al nime-
ro dado se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la dife-
rencia es 198, y que la cifra de las decenas es media aritmética de las otras
dos.

@ Si x es la cifra de las unidades; y, la de las decenas, y z, la de las centenas, el ni-
mero serd x + 10y + 100z.

Llamamos x a la cifra de las unidades, y ala de las decenas y z ala cifra de las
centenas.

zyx — n°=x+10y+ 100z
Tenemos que:
x+y+z=9

x+)y+z=9
x + 10y + 100z — (z + 10y + 100x) = 198

—-99x + 99z = 198

xX+z

y= 5 2y=x+z
X+t y+z=9 11119 @9 10 12 s

-X +z=2 -1 0 1|2 = ay 11 1]9]— @y+an
xX—2y+2z=0 121710 € 12110 R
-1 0 1|2 . -10 1] 2 1.9 -1 0 1] 2
01 211 - @9 01 2 11| > @ 01 2|11
0 -2 212 (3.5:2 0 -11 1 BH+@2H 0 0 31|12

y+2z=11; y=11-22=11-8=3
3z=12| x=z-2=2

Solucion: El namero es el 432.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



UNIDAD F

Pagina 46

526 | Dos amigos invierten 20 000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A
al 4% de interés; una cantidad B, al 5%, y el resto, al 6%. El otro invierte la
misma cantidad A al 5%; la B, al 6%, y el resto, al 4%.

Determina las cantidades A, B y C sabiendo que el primero obtiene unos in-
tereses de 1050 €, y el segundo, de 950 €.

A+ B+ C' = 20000 A+ B+ C= 20000
0,044 + 0,05B + 0,06C = 1050 ; 44 + 5B + 6C = 105000
0,054 + 0,068 + 0,04C = 950 | 54 + 6B +4C= 95000

1 11 20000 (1.2 1 11 20000 1.

4 5 6 |105 OOO) = @H-4-aH (O 1 2 |25 OOO) - @9

5 6 4 | 95000 (BH-5-19 0 1 -1 | =5000 _G3.5) + 2.9
1 2 25000 — B+ 2C=25000 B= 5000

0 0 3 30000 3C=30000| A= 5000

Solucion: A =5000€; B=5000€; C¢=10000€

s27 |Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de
6384 €. El precio original era de 12 €, pero también ha vendido copias de-
fectuosas con descuentos del 30% y del 40%.

Sabiendo que el nimero de copias defectuosas vendidas fue la mitad que el
de copias en buen estado, calcula a cuantas copias se les aplicé el 30% de
descuento.

Llamamos x al n.° de copias vendidas al precio original, 12 €; » al n.° de copias
vendidas con un 30% de descuento, 0,7 - 12 =84 €;y z al n.° de copias vendi-
das con un 40% de descuento, 0,6 - 12 =72 €.

Asi:

X +y+z=0600

X+ y+z=0600
12x + 8,4y + 7,2z = 6384

12x + 8,4y + 7,2z = 6384

y+z=% x—-2y-2z=0

1 1 1 600 1.2 1 1 1 |600 1.2
1284726384 | » —@v+12-a9 0 3648|816 - @

1 -2 -2 0 -G+ A 0 3 3 | 600 39:3
1 1 1 | 600 ) 1 1 1 |600
03648816 - G 0 1 1 {200
0 1 1 |200 (3H-36-(3Y 0 0 1,2] 96

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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x+y+ z=0600| z= 80
y+ z=200 py=120
12z= 96 | x =400

Solucion: El 30% de descuento se le aplico a 120 copias.

Se dispone de tres cajas A, By C con monedas de 1 euro. Se sabe que en to-
tal hay 36 euros. El nimero de monedas de A excede en 2 a la suma de las
monedas de las otras dos cajas. Si se traslada una moneda de la caja B a la
caja A, esta tendra el doble de monedas que B. Averigua cuantas monedas ha-
bia en cada caja.

Llamamos x al n.° de monedas que hay en la caja A, y al n.° de monedas que
hay en la caja B, y z al n.° de monedas que hay en la caja C. Tenemos que:

x+y+z=36 | x+y+z=30| x+ y+z=30
xX=y+tz+2 X—y—z=2 X— y—z= 2
x+1=2(0-D| x+1=2y-2] x-2p =-3
Sumando las dos primeras ecuaciones: 2x =38 — x =19

xX+3 _
2

De la 3.7 ecuacion — y= 11

z=36-y-x=06

Solucion: Habia 19 monedas en la caja A, 11 enla By 6 enla C.

Un automovil sube las cuestas a 54 km/h, las baja a 90 km/h y en llano mar-
cha a 80 km/h. Para ir de A a B tarda 2 horas y 30 minutos, y para volver de
B a A, 2 horas y 45 minutos. ;/Cual es la longitud de camino llano entre Ay B
si sabemos que la distancia entre A y B es de 192 km?

Llamamos x a la longitud de camino llano entre Ay B, » a la longitud de cues-
ta arriba yendo de A a By =z a la longitud de cuesta abajo yendo de A a B.
Tenemos que:

x+y+z=192 km

X y . 2s5h x+ y+ z=192
—_— L4+ =
80 54 90 o7 oM 27x + 40y + 24z = 5400

D E s homs | 22025940

80 90 54
1 1 1 192 1.9 1 1 1 192 (1.2
27 40 24 | 5400 > @H-27-09 0 13 -3 | 216]—> @»
27 24 40 | 5940 (3.H-27-1Y 0 -3 13 756 GH - 3+@2Y 13

0 13 -3 216 13y -3z = 216 z=065475km
0 160 0 | 5076 160y =5076 | x= 94,800 km

(1 1 1 192)er y+ z= 192| y=31,725km

Solucion: La longitud de camino llano entre A y B es de 94,8 km.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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s30 | Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que cuando uno
pierda entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada
uno posea en ese momento. Cada uno perdié una partida, y al final cada
uno tenia 24 €. ;Cuanto tenia cada jugador al comenzar?
Hacemos una tabla que resuma la situacion:
COMIENZO |'| 1.9 PARTIDA |'| 2.9 PARTIDA |'| 3.9 PARTIDA
X X—y—-2 2x-2y-2z 4x-4y-4z
dx — 4y —4z =24 X— y— z= 6 1 -1 -1 6 e
2x+6y—2z=24; —x+3y— z=12 -1 3 -1 | 12| » es+a»
X— y+Tz=24| —x— y+7z=24 -1 -1 7 | 24 GH+ay
1-1-116 am 1-1-11]6 s 1-1-11]6
0 2 =2 18— @9:2 01 -1 9= @y 01 -11]9
0 -2 6 |30 (3 :2 0 -1 3 |15 BH+@2H 00 2 |24
X—-y—z= 6| z=12
y—z= 9 y=9+2z=21
2z=24| x=6+y+z=39
Solucion: El jugador que perdio primero tenia 39 euros, el que perdié en 2.° lugar
tenia 21 € y el que perdi6 en 3. lugar tenia 12 €.
s31 | Una persona ha obtenido 6 000 € de beneficio por invertir un total de 60 000 €
en tres empresas: A, By C. La suma del dinero invertido en A y B fue m
veces el invertido en C, y los beneficios fueron el 5% en A, el 10% en By el
20% en C.
a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar la cantidad invertida en
cada empresa.
b) Prueba que si m > 0, el sistema es compatible determinado.
c) Halla la solucion para m = 5.
a) Sean x, yp, z las cantidades invertidas en A, B y C, respectivamente. Plantea-
mos el sistema:
x+ y+  z=60000 x+ y+  z=60000
x+ oy =  mz X+ y—- mz= 0
0,05x + 0,1y + 0,2z = 6000| 0,05x + 0,1y + 0,2z = 6000
1 1 1 | 60000 s 11 1 60000
b)| 1 1 -m 0 - 2y»-ad 0 0 -m-1/| 60000
0,05 0,1 02 | 6000 (3.4 = 0,05 - (1.9 0 0,05 0,15 3000

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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e Si m = -1: El sistema es incompatible.

e Si m # —1: El sistema es compatible determinado.

Por tanto, si m > 0, el sistema es compatible determinado.

¢) m =5, solucion: x=20000€, y=30000<€, z=10000 €.

Las edades de un hijo, su padre y su abuelo cumplen las siguientes condi-
ciones: La suma de las edades del padre, del hijo y el doble de la del abuelo
es 182 afios.

El doble de la edad del hijo mas la del abuelo es 100 afios, y la del padre es
o. veces la de su hijo.

a) Halla sus edades suponiendo que o = 2.
b) ¢Es posible que o = 3?

c)Si a=3 yen la primera condicion la suma es 200, ;qué ocurre con el pro-
blema?

Sean x, y, z las edades del hijo, del padre y del abuelo.
Planteamos el sistema:
x+y+ 2z=182

2x + z =100
y = ox

a) Si o =2: solucion: x =18, y =36, y=064
El hijo tiene 18 anos, el padre, 36 anos, y el abuelo, 64 anos.

b)Si o = 3: el sistema es incompatible. Por tanto, no es posible que o = 3.

x4y + 22 = 200
YT ez hx + 22 = 200

) 2x + z=100;, —
2x+ z=100
y = 3x

El sistema es compatible indeterminado, hay infinitas soluciones.

CUESTIONES TEORICAS

¢Es posible convertir este sistema en compatible indeterminado cambiando
un signo?

x+y+z=1
x—y+z=1
x+y—z=1

Si. Si cambiamos la 2.4 ecuacion por x + y + z =1, o bien, si cambiamos la 3.2
ecuacion por x + y + z =1, el sistema resultante serd compatible indeterminado.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



s34

35

36

s37

38

_
UNIDAD F

Define cuando dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes. Justi-
fica si son equivalentes o no los siguientes sistemas:

x= 2
y=1

{x+y+z=2
z=-1

x+y—z=4

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando todas las soluciones
del 1.°" sistema lo son también del 2.°, y al revés.

Los dos sistemas dados no son equivalentes, puesto que el 1.° es compatible indeter-
minado (tiene infinitas soluciones) y el 2.° es determinado (solo tiene una solucion).

Si tenemos un sistema compatible indeterminado de dos ecuaciones linea-
les con dos incégnitas, ;se puede conseguir un sistema incompatible afia-
diendo una tercera ecuacion?

Si. Por ejemplo:

xX*2y=3 } Compatible indeterminado
Incompatible | 2x + 4y =0

x+2y=1

Si a un sistema de dos ecuaciones con dos incoégnitas incompatible le agrega-
mos otra ecuacion, ;podriamos lograr que fuera compatible indeterminado?
¢Y determinado? Justifica las respuestas.

No. Si el sistema es incompatible, las dos ecuaciones iniciales son contradictorias.
Anadiendo otra ecuacion, no podemos cambiar este hecho; el sistema seguird
siendo incompatible.

Sean S y S’ dos sistemas equivalentes con solucion tinica que tienen igua-
les los términos independientes. ;Podemos asegurar que tienen iguales los
coeficientes de las incognitas?

No. Por ejemplo, los sistemas:

x+y=3 2x— =3

S: S

x—-y=1 2x-3y =1
son equivalentes, con solucion Gnica (2, 1), tienen iguales los términos indepen-
dientes, pero no los coeficientes de las incognitas.
Encuentra razonadamente un valor de a para el cual el siguiente sistema
es incompatible:

x+y+ 2z=0
(a-Dx =1
x + 3z=2
(a-2)z=0

¢Puede ser compatible indeterminado para el valor a = 2?

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 37




xX+y+ 2z=0

(a - Dx =1
X + 3z=2
(a-2)z=0

eSi a=1, la2®ecuacion es Ox = 1. El sistema es incompatible.

e Si a=2, la4.*ecuacion es trivial, el sistema es compatible determinado. Luego
no puede ser compatible indeterminado.

Pagina 47

PARA PROFUNDIZAR

s39 | Discute los siguientes sistemas en funcion del parametro a y resuélvelos
en el caso en que sean compatibles indeterminados:

x+ y+ z=a-1 ax+ y—z=0
a)y2x+ y+az= a b){ 2x+ay =2
x+tay+ z= 1 -X +z=1

a) x+ y+ z=a-1
2x+ yt+taz=a (

a-1 (1.9
a | - @v-2-a

3.9 - (1.9

x+ay+ z=1

1 1 1 a-—1
0o -1 a— 2 —a + 2
0 a-1 0

eSi a=1, queda:

1 1 1 0
0 -1 -1 1 — Sistema incompatible.
0 0 O 1

e Si a=2, queda:
1 1 11 a 111
0-10]0] = @v+39 0 0 0
01010 E3) 010

— Sistema compatible indeterminado.

1
of —
0

Lo resolvemos en este caso:

x+y+z=1| x+ z=1 = x=1-=z
y =0 y =0
z=2A
Soluciones: (1 — A, 0, &)

eSi a%#l y a#2 — Sistema compatible determinado.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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byax+ y-z=0| /4, 1110 (3.9 -10 1|1 a9
2x + ay =2 2 a 02> @ 2 a 0| 2= @
. +x=1]\-10 1|1 ) a 1l-1]0 G+
-1 0 11 a9 -1 0 1 1
2 a 0| 2> @» 2 a 0 2
a-1 1 01 —a- (Y + 29 —a*+a+2 0 0 | 2-a
a#0

—a’+a+2=0 > a-=

-1+V1+8 _-1+%£3 a=-1
= =) <

-2 a= 2

e Si a=-1, queda:

-1 0 1 1
2 -1 0 2 —  Sistema incompatible.
0 0 013

eSi a=2, queda:

=1+
-10 11 as -10 1 [ 1) _, .- = X
2 2 0|2 5 @9:2 1101 . ~ y=1-x
0000 39 0000 XV T L_a

Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: (A, 1 —A, 1+ L)

eSi az-1y a#2 — Sistema compatible determinado.

Encuentra razonadamente dos valores del parametro a para los cuales el
siguiente sistema sea incompatible:

x+y+2z=0
ax+y+2z=1
x +3z=2
2x +az=3

xrywzEs0ln 20 a9 1 1210
ax + y +2z=1 a 1 2 1 N 2.5 = (1.5 a—-1 0 0 1 o
x  +3z=2( |10 3|2 G 1 0 3 2
2x  +az=3| ‘2 0 al3 49 2 0 al 3
s 1 1 2 0
g; ¢ I ! 8 g ; Si a=1 o a=0, elsistema es incom-
“H-2-GY 0 a-6 -1 patible.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Resuelve el siguiente sistema:

[ x+y+z+t =17
x+y+z +w=16
x+y +t+w=15
x tz+t+rw=14

y+z+t+w=14

@ Si sumas las cinco igualdades, obtendrds otra con la que se te pueden simplifi-
car mucho los cdlculos.

x+y+z+t =17
xX+y+z +w=16
x+y +r+w=15
x tz+t+tw=14

yrz+t+rw=14

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4 + 4y + 4z + 41 + 4w = 706, es decir:
4(x+y+z+1+w =76, obien:

xX+y+z+i+w=19

Portanto: (x+y+z+D+w=17+w=19 — w=2
+y+z+w +1=16+1 =19 — (=3
+y+t+tw+z=15+2=19 — =z=4
x+z+t+w+y=14+y=19 — yp=5
+r+z+li+w+x=14+x=19 —> x=5

Una cuadrilla de cinco jardineros debia podar una plantacion trabajando de
lunes a viernes. Cada dia, cuatro podaban y el otro les ayudaba. Cada jardi-
nero podo el mismo nimero de arboles cada dia.

Los resultados de la poda fueron: lunes, 35 arboles podados; martes, 36;
miércoles, 38; jueves, 39, y el viernes no sabemos si fueron 36 6 38.

Calcula cuantos arboles diarios pod6 cada uno, sabiendo que fueron nime-
ros enteros y que ninguno podé los cinco dias.

Llamamos:

w = n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el lunes.

t = n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el martes.

z = n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el miércoles.
» = n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el jueves.

x = n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el viernes.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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xX+y+z+i =35
x+y+z +w=306
x+y +1+w=38
X +z+t+w=39

yrz+i+rw==~

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4x + 4y + 4z + 41 + 4w = 148 + k, es decir:
4x+y+z+1+w) =148 + k, o bien:

x+y+z+t+w=37+%

Si x, ¥, z, t, w son nimeros enteros, su suma también lo serd; luego, k& debe
ser multiplo de 4. Como nos dicen que vale 36 6 38, tenemos que ha de ser
k=36 (pues 38 no es multiplo de 4).

Resolvemos el sistema, ahora que sabemos que & = 30:
La suma de las cinco igualdades dara lugar a:

x+y+z+t+w=37+%=37+9=46

Portanto: (x+y+z+D+w=35+w=46 — w=11
xXx+y+z+w +1t=36+1 =46 — =10
x+y+t+w)+z=38+z=46 — z=8
(x+z+t+w+y=39+y=46 — y=7

+z+t+w+x=36+x=46 — x=10

Asi, el jardinero que descansa el lunes poda 11 drboles; el que descansa el martes,
10; el que descansa el miércoles, 8; el que descansa el jueves, 7, y el que descan-
sa el viernes, 10.

AUTOEVALUACION
1. Resuelve e interpreta geométricamente los sistemas siguientes:
2x+6y= 0
2x—y =
a)y 3x—-2y=11 b){
y—-z=3
—-x+3y= 0
aA)2x+6y= 0
_ a.» 2x+6y= 0 Sumando la 1.2 fila
3x—-2y=11
3 @7 9x — 6y = 33 con 3 veces la 2.2
-x+3y= 0 - -
11x =33 - x=3 - y=-1

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

41



42

Comprobamos en la 3.2 ecuacion:

-3+3D =0
El sistema es incompatible. Son tres rectas que se cortan dos a dos.
5 A
_ = 2x=5+A = x=—+—
b)2x -y 5 x =5 X=o

} Hacemos y =\
y-z=3

El sistema es compatible indeterminado.

%+&, A =3 +A

Solucion:
olucion B

Representa dos planos que se cortan en una recta.

2. Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema e interprétalo geométri-
camente:

x-3y— z=-1
x+5y+3z= 3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

x-3y—- z=-1

1 -3 -1 -1 39 11 1] 1
X+5)+3z= 3 i
Y 1 5 3 3 N QB 1 5 3 N
x+ y+ z=1 1 1 1 1 ) 1 -3 -1 | -1
3x+7y+sz= 5 5 7 5 S 4. 3 7 5 5
as 11 1 |1 @) 1111
Q9 -1 0 4 2 2 Q25:2 0 2 1|1
7 Go-an 0 4 =2 | 2| 7 Go+ey 000 o
@EH-3-09 0 4 2 2 @D -2y 00010
z=1-2y
X+ y+z= )
- x=1-y—2z-=
2p+z=1 Y Y
y=2A

Soluciones: (A, A, 1 -2 A). Son cuatro planos con una recta en comun.

3. Una compaiiia tiene tres camiones (P, Q y R), en los que caben exactamente
un cierto niimero de contenedores de tres tipos (A, By C), de acuerdo con la
siguiente tabla:

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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UNIDAD F

Si se han de transportar 45 contenedores del tipo A, 44 del tipo B y 58 del tipo
C, ¢cuantos viajes ha de hacer cada camion si todos los viajes los efectiian to-
talmente llenos?

Sean x, y, z el nimero de viajes que hacen los camiones P, Q y R, respectiva-
mente.

S5x + 2y + 4z = 45 52 445\ (o 52 4|45
3Bx+5y+3z=44 — |3 5 3|44 s-@9H-3-a 019 3|85
45 6158 5-G9H-4-09 0 17 14]110

4x + 5y + 6z = 58

s 5 2 4 |45 Sx+ 2y+ 4z =45
@3 ( 019 3 |85 ) - 19y + 3z =85
19-(35-17 29 0 0 215|645 2152 = 645

Resolvemos este sistema escalonado:

z=3
y= 85_3Z=85_9=4
19 19
_45-2y—4z _ 45-8-12 _
X 5 5 5

Por tanto, el camion P debe hacer 5 viajes, el camion Q debe hacer 4 viajes y el ca-
mién R debe hacer 3 viajes.

3x—2y+z= 5
2x—-3y+z=—4

»

Sean las ecuaciones: {

a) Afiade una ecuaciéon para que el sistema sea incompatible.
b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido.
a) Para que sea incompatible, la ecuacion que anadamos ha de ser de la forma:
aBx—2y+2)+bQRx—-3y+2) =k con k#5a-—4b.
Si tomamos, por ejemplo, a=1, b=0, k=1, queda:
3x—2p+z=1

Anadiendo esta ecuacion, el sistema seria incompatible.
b) Por ejemplo, anadiendo y =0, queda:

3x-2y+z= 5| 3x +z= 5(x= 9
2x=3y+z=—4 ¢ 2x +z=-4, y= 0 Compatible determinado.
y =0 y = 0| z=-22

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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5. Se considera el sistema de ecuaciones lineales:
x + 2y+3z=1
X+ ay+3z=2
2x+(2+a)y+6z=3

a) Encuentra un valor de a para el cual el sistema sea incompatible.

b) Discute si existe algin valor de a para el cual el sistema sea compatible de-
terminado.

c) Resuelve el sistema para a = 0.

X + 2y+52=1 1 2 3 1 . 1 2 3 1
X+ ay + 3z =72 1 a 312 > @ey-a9 0a-2 0| 1] -
2+ Q+ay+62=3| \2Q2+a)6]3 GH=20 00 0a-2011
1.5 1 2 311
- @9 0a-2 011
3BH-29 0O 0 01! 0

a)Si a =2, la2.® ecuacion no tiene solucion: 0y = 1. El sistema es incompatible.

b) No existe ningin valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado,
porque la 3.2 ecuacion se puede suprimir (Ox + 0y + 0z =0) y el sistema queda con
dos ecuaciones y tres incognitas.

o) Si a =0, queda:

y=-1/2
x+20+3z=1
x—1+32=1 — x=2-3z
_Zy =1
z=A
. 1
Soluciones: |2 — 3, —?,k

6. Discute este sistema segun los valores de a. Interprétalo geométricamente:
ax+ y+z—-4=0
x+ y+z+1=0

x—ay+z—-1=0

ax+ y+z—-4=0| ax+ y+z= 4 a 1 11| 4 29
x+ y+z+1=0 x+ y+z=-1 1 1 1]-1]—> a»
x—ay+z-1=0 x—ay+z= 1 L —a 1 1 2
1 1 1] -1 ay 1 11 | -
a 1 1| 4| - @v-ad a-1 0 0 5
1 —a 1 1 3H-05 0O —a-1 0 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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eSi a=1, queda:

1 1 1|-1
0 0 0 5 — Sistema incompatible.
0 -2 0] 2

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.

e Si a=-1, queda:

11 1]~
-2 0 0 5 | = Sistema incompatible.
0 0 0] 2

Los dos ultimos planos son paralelos y el primero los corta.

eSi azl y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se
cortan en un punto.

45
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Eleccion de presidente

B Ayudandote de la tabla, estudia detalladamente los resultados de la votacion,
analiza algunas caracteristicas de los participantes y opina quién crees que de-
beria ser presidente.

4 ({1 -1 -1 -1 -1 -1
B|f-1 0 1 0 -1 O
cj]0 1 1 1 0 O
D|-1 0 1 0 -1 O
E|-1 1 1 1 -1 O
F\-1 0 0 0 -1 O

De la tabla podemos deducir muchas cosas:

— Al consejero A no le gusta ninguno de sus colegas como presidente.

— B solo tiene un candidato (el O).

— Dos consejeros (C y E) estan de acuerdo en los mismos candidatos (B, Cy D).
— El consejero F no opta por ninguno de sus companeros.

— Al candidato E no le prefiere ninguno de los otros consejeros. De hecho, es el tUni-
co que no se considera idéneo para el cargo.

— Los candidatos B y D han obtenido los mismos resultados.

— Solo A y C se consideran idoneos para el puesto de presidente.

Segun los resultados, el candidato C es el mas idoneo para presidir la empresa (por lo
menos eso piensan sus companeros del consejo).

Unidad 2. Algebra de matrices




Vuelos internacionales

B Aqui tienes representados, mediante flechas, los vuelos que hay el martes des-
de el pais B hasta el pais C. Representa, mediante una tabla, la informaciéon
recogida en el diagrama.

Conexiones de vuelos

B Supon que una persona quiere salir el lunes de A, pasar la noche en B vy lle-
gar el martes a C.

¢Cuantas posibles combinaciones tiene por cada punto de salida y cada punto
de llegada? Es decir, ;de cuantas formas puede irde 4, a C;,de 4, a C,, de
4, a C,, etc.?

Continua ti, rellenando razonadamente el resto de la tabla y explicando, en
cada caso, como llegas a la respuesta.

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Escribe las matrices traspuestas de:

Pagina 51
3
A=|2
.
5
2
D=
0
6
i (3 2 7
4 (1 5 6)

D=

— R ]
S =N
~N = O

oW O
—_—

1

[<2 QY]

[SVRIEU SN

N O =

1 -1
(257) 55
B= C=0241
410
610 3
17 4
E=(7-10 F=( 461
40 3
X Lo
B'={5 1 cl=
20 5 4 0
11 3
1 7 4 Z
E'=[7 -1 0 Fi=|,
4 0 3 .

2. Escribe una matriz X tal que X’ = X; esto es, que sea simétrica.

Por ejemplo, X =

1
2

NS}

3 0
-1 0 4

3. Escribe una matriz que describa lo siguiente:

21 000
010 20
001160
00 0 0O
00 01 2
00 01O

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Sean las matrices:
A 1 0 =2 B -1 0 1
413 41 3
7 1 1 -3 1 5
D=
8 -10 0) (6 2 4)
Calcula E=24—-3B+ C-2D.

g I N T

8 2 -6 -12.3 9 8 -10 0 12 4 8 16 -15 -23
Pagina 55
2. Efectaa todos los posibles productos entre las siguientes matrices:
7 0
2 7 1 5 1 -1 1
1 2 3 -1 1
A= B= c=[6 3 0 0 D=(0 5 2
-2 5 1 0 1 2.5 1 0 2 3 _3
3 4
7 14 21
8 -2 4 5 7 18 —4 =3 3 =2
A-C= ., A-D-= . B-A=
(24 —4 -1 —10)’ (0 30 5)’ -2 5 1
-5 26 13
22 28 -6 -1 2 5 3 -3 —4
C-B=|39 3|, D-Cc=|26 5 2 0|, D-D=|4 31 4
-9 —4 28 38 -1 10 -4 4 17

3. Intenta conseguir una matriz I, de dimensiéon 3 x 3 que, multiplicada por
cualquier matriz cuadrada A(3 x 3), la deje igual.

Esdecir: A-I;=I;-A=4
La matriz I, que verifica la igualdad anterior se llama matriz unidad de orden 3.

Una vez que sepas cudl es su fisonomia, sabras obtener la matriz unidad de
cualquier orden.

1
L,=10
0

S = O

0
0
1

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Comprueba las propiedades 2 y 3 del producto de nimeros por matrices, to-

mando:
3 5 -1 7 =2 1
a=3 b=6 A_(z -3 0) B_(4 6 8

PROPIEDAD 2

9A=(27 45 —9)
18 =27 0

6 -9 0 12 =18 0 18 =27 0
94 =34 + 6A

PROPIEDAD 3

10 3 0 30 9 0
A+ DB = =
B 3(6 3 8) (18924)
_[9 15 =3 21 -6 3|_(30 9 0
A+ 38 (6 9 o)+(12 18 24) (18 9 24)
34+ B) =34+3B
Pagina 57
2. Comprueba las propiedades distributivas para las siguientes matrices:
1
1 4
-156 7 41 60 2
A=(0 5 = C= D=
309 =2 0-15S5 -5
16
3
6 15 2 68 19
A-(B+C)=A-(3 12 7)= 155 70 15
511430 121 0 96 25
11 5 42 -1 4 =3 26 20 15 2 68 19
A-B+A-C=|150 45 -10|+|0 =5 25 25| =15 =5 70 15
17 5 60 -5 4 =5 36 30 21 0 96 25/

A B+C=A-B+A-C

(36 127, _ (-2
B+O-D (5 114 5) b (—60)
) n_| 0 24 _ —24
R e DA R et B

B+ D=B-D+C-D

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Calcula, utilizando el método de Gauss, la inversa de cada una de las siguien-
tes matrices o averigua que no la tiene:

) 11 b) 12 ) 1 2
Plo 1 3 4 N2 —4
~ 1 111 O (1.2) = (2.2 1 0|1 -1
0 1l0 1/ @» 0 1|0 1
-1
A, 111t _(1 -1
0 1 0 1
b) 1 2(1 0 1. 1 211 0 1.9+ 22
410 1 25-3-ay 0 213 1 2%
1 0]-2 1} a» 1 0| =2 1
0 11-3 1 1/2) - 2. 0 1 3/2 -1/2
(1 21! -2 1
As =
o (3 4) (3/2 _1/2)
o 1 2111 0} a» 1 211 O
2 —4l0 1] @»H+2-ad 0 02 1

En la parte de la izquierda, la 2.2 fila estd compuesta de ceros. Por tanto, la matriz
1 2
-2 -4

2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices o averigua que no la
tiene:

no tiene inversa.

12 3 12 3 113
a)|4 5 6 b)[0 1 2 ol|ll 2 1
7 8 9 12 4 200
1 2 3 1 O O (1_a) 1 2 3 1 O O (1'3)
a4 5 6]0 1 0] ev-4-a9 0 3 6|-4 1 0] @v
7 8 90 0 1/ GH-7-a9H 0 -6 -12|-7 0 1] G»H-2-@»H
1 2 311 0 O
0 3 6|-4 1 0
0O 0 0|1 =21

En la parte de la izquierda, la 3.? fila estd compuesta de ceros. Por tanto, la ma-

1 2 3
triz|4 S5 6| no tiene inversa.
7 8 9

Unidad 2. Algebra de matrices
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b)|0 1
1 2
1 2
0 1
0 0
1
Asi, [0
1
1 1
oll 2
2 0
1 1
0o 1
0 0
1 1
0 -5
0 0
1 1
0 1
0 0
1
Asi, |1
2

Pagina 61

3. Calcula «x,

2 1) [x y|_(2x—z 2y—t|_(5 1
0 1)\z ¢ z 1 0 2
5
2x—z=5 x==
3
y—t=1 y==1 Solucion: x| o523
z t 0 2
z=0 z=0
t=2 r=2 |
Unidad 2. Algebra de matrices
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3[1 0 0\ an L 2 311 0 0 an-3-69
210 1 0] @» 0O 1 20 1 Q2H-2-GH
410 0 1] GH-09H 0 0 1|-1 0 1/ G

04 0 -3\ as_2 @ 1 0 0]o =21

o2 1 =2 2.9 0O 1 02 1 -2

11-1 0 1 3 0O 0 1(-1 0 1

2 3\-1 0 -2 1

1 2 =2 1 =2{.

2 4 -1 0 1

310 0 as 11 31 0 0} as

110 1 0] ev-an 0 1 =2|-1 1 0] e

010 0 1 GBH-2-a» 0 =2 =6|-2 0 1 G +2- 25
311 0 0\ an

-2 1|-1 1 0 -5 - 23+ BYH
-10|-4 2 1] -110-GH

3(1 0 0 A -3-Go

o1 -3 1 -1/ - 29

112/5 -1/5 -1/10] 35

o(-1/5 3/5 3/5 19— 2.9 1 0 0 O 0 2/5
o(-1/5 3/5 -1/5| @o 0 1 0|-1/5 3/5 -1/5
1|25 -1/5 -1/10) G5 0 o0 1|25 -1/5 -1/10
1 3\ 0 0 2/5

2 1| =|-1/5 35 -1/5

0 0 2/5 -1/5 -1/10

¥, z, t para que se cumpla:

2 1) (xy 51

01 z t 0 2

ERYR AR
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4. Para las matrices A4 = 11

, comprueba:

1 o) B=(—1 5) c-
27/ 4 -1/
aA)A-(B+C)=(A-B)+(4-C)
b)(A+B)-C=(4-C)+(B-C)
)A-(B-C)=(4-B)-C

o _ 35\ (3 5
DA B+C)=4 (5 o) (41 10)

A-B+C)=A-B+A4-C

A-BrA-Cc=|TL 04[O (35
26 3 15 7 41 10

05 ~_[5 5
warm el 3 e-(3 )

A+B)-C=A-C+B-C

A,C+B,C:(4 0)+(1 5)=(5 5)
15 7] |15 <1 30 6

C)A~(B~C)=A-(1 5)=(1 5)
15 -1 107 3
A-B-C)=A-B-C

) L5 [ 1 5
“-n-c (26 3) « (107 3)

06
1 3 Encuentra X que cumpla: 3-X—-2-4=5-B

5. Sean A= y B=
5 -1

ax=58+24=[0 30| 4[6 0}_[6 30}  _(2 10
5 -15 10 -2 15 -17 5 -17/3

6. Encuentra dos matrices, A y B, de dimension 2 X 2 que cumplan:

14 -1 2)
2A+B= _ -
20 1 0
weref
Sumando: 3A=(g g) N Az((l) (2))
A B=(_1 2)
1 0

wea-3 30 -0 30

Solucion: A = 0 2, B= 10
1 0 0 0

Unidad 2. Algebra de matrices
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7. Encuentra dos matrices X e Y que verifiquen:

ax—3y=[* 2|y x—y=["°
EECRE VIPY I Al PR
(1 5 _2y=|1 5
2X—3Y (4 2) 2X—3Y (4 2)
10 (2 0
X—Y—(3 6) —2X+2Y—(_6 _12)

Sumando: -Y = ( 3 5 ) N y=(—3 —5)
-2 =10 2 10

(10l (-1 0\ (3 -5|_[(~4 -5
X (5 6)+Y (5 6)+(2 10) (5 16)

Solucion: X = —4 _5’ y = -3 -5
5 16 2 10

8. Averigua como ha de ser una matriz X que cumpla la siguiente condicion:

11 11
X- = - X
01 01
x=*7
z
X.11=11.11=xx+y
0 1 0 1 0 1 z z+t
11.X=11_xy=x+zy+t
0 1 0 1) \z ¢ z t

xX=x+z
X+y=y+it X =1

z=z
z+i=t z=0
. _xoy P .
Solucion: X = , donde x e y son nimeros reales cualesquiera.
X

Unidad 2. Algebra de matrices
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9. Efectua las siguientes operaciones con las matrices dadas:

(1 2) (—4 7) (1 -1)
A= B= Cc=
03 3 0 3 2
AU -B)+A-0O)
b)(4-B)-C
c)A-B-C
. (2 7V (7 3\_[9 10
DA - B+A-C (9 O)+(9 6) (18 6)

(5 5| (1 1) _[-10 <15
wu-m-c-(3 3)[1 2)-[0 Y)
C)A-B~C=(2 7),(1 —1)2(25 12)

9 0 3 2 9 -9

1

10. Dada la matriz A = 0
(A_])2=02.02=OO

0 0 0 0 0 O

11. Halla la inversa de estas matrices:

7 3 3 -2 1 oo
a)( ) b) |0 2 0
21 -8 5
001
2O(7 3 (x y)=(1 0) R (7x+32 7y + 3¢ =(1
2 1)\z ¢ 0 1 2x+z 20+t 0

7x+32=1}x= 1 7y+3t=0}y=—3

2x+ z=0|z=-2 29+ t=1| t=7
Por tanto, la inversa es ( -3 )
-2 7
b) 3 2\ (x y|_(1 O dx—-2z 3Jy-2
-8 5)\z ¢ 0 1 —8x + 5z -8y +5¢
3x -2z = x=-5 3y—2t=0|y=-2
8x+5z=0] 2z=-8 8y+5t=1| t=-3
Por tanto, la inversa es (_5 _2).
-8 -3

0
1

|

2
L ), comprueba que (4—-1)?=0.

1 2 3
d)|jo 1 2
011
1 0
0 1

Unidad 2. Algebra de matrices
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1 0 0\fa b c 1 0 O a b ¢ 1 0 O
A|l0 2 0f|ld e [f|l=[0 1 0| — [2d2e 2f|=]|0 1
0 0 1f\g b i 0 0 1 g b i 0 0 1

a=1,b=0 ¢c=0, 2d=0, 2e=1, 2f=0, g=0, h=0, i=1

Por tanto, la inversa es

S O -
[u—y
~
Do
[«

1 2 3\[|a b c
Do 1 2|(d e [
0 1 1)\g b i

Il
S O -
O = O

a+2d+3g b+2e+3b c+2f+3i 1 0 O
- d+2g e+2h S+ 2 =0 1 O
d+g e+bh f+i 0 0 1

a+t22d+3g=1a=1 b+2e+3h=0( b=-1 c+2f+3i=0| c=-1

d+2g=0pd=0 e+2h=1pe=-1 [f+2i=0p f=2
d+g=0] g=0 e+h=0| h=1 fri=1] g=-1
1 -1 -1
Por tanto, la inversa es ([0 -1 2 |.
0o 1 -1
Pagina 62

1. Considera u(7, 4,-2), v(5,0, 6), w(4, 6,-3), a=8, b=-5, elementos de R3
y de R.

Comprueba las ocho propiedades que se enumeran arriba.
o Asociativa: (4 + V) +w= U+ (V+w)
(U +v)+w= (12,4, 49 +w = (16, 10, 1)
U+(V+w) =1 +09,06,3) = (16,10, D
o Conmutativa: U +V =
U+v=>244=v
e Vector nulo: v+ 0 = v
V0=(50,6+(0,0,0=(506=V
e Vector opuesto: v+ (—V) = 0

V+ (=) =(5,0,6) +(=5,0,-6) = (0, 0, 0)

Unidad 2. Algebra de matrices 11
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e Asociativa: (a-b) -Vv=a-(b-V)

(@ b) V=08 (=5)" (5,06 =40 (5,0,06) = (=200, 0, —240)

a - (b-V)=8-1-5(50 6]=8" (=25 0,-30) = (=200, 0, —240)
Distributival: (a+b) - V=a-v+b-v

(@a+b)-v=3-(506=(5,0,18)

a-v+b-v=8-(50,6-5-(50,06) = (40, 0, 48) — (25, 0, 30) = (15, 0, 18)

DistributivaIl. a-(U+V)=a-u+a-v

a-(U+v)=8-(12,4, 4 = (96, 32, 32)
a-u+a-v=8-(7,4,-2)+8-(5,0,6) = (56, 32, =16) + (40, 0, 48) = (96, 32, 32)

Productopor 1: 1V =V

1-v=1-(506=(50,6 =v

Pagina 64

Comprueba si los siguientes conjuntos de n-uplas son L.I. o L.D.

2. (3,0,1,0),(,-1,5,0),(0,0,1, 1), (4,-2, 0,-5)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(3,0,1,0 +p(2 -1,50 +2(0,0,1, D + w4, -2, 0, -5) = (0, 0, 0, 0)
Operando, llegamos a:
Gx + 2y + 4w, =y — 2w, x + 59 + z, z = 5w) = (0, 0, 0, 0)
Esta igualdad da lugar al siguiente sistema:

3x+2y +4w=0
-y -2w=0
xX+5y+z =0

z-=5w=0

Este sistema tiene como solucién unica x =0, y =0, z=0, w= 0. Por tanto, los
vectores son linealmente independientes.

3.(3,0,1,0),(2,-1,5,0,(,0,1,1),(,0,0,1)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(3,0,1,0 +y(2,-1,5 0 + 200,01, 1) + w(, 0,0, 1D = (0, 0, 0, 0)
Operando, llegamos a:

BGx+2y, =y, x+5p+z z+w =(,0,0,0

Unidad 2. Algebra de matrices
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Esta igualdad da lugar al sistema:

3x + 2y =0

-y =0

xX+5+z =0
z+w=

Este sistema tiene como solucion dnica x =0, y =0, z=0, w= 0. Por tanto, los
vectores son linealmente independientes.

P

2,-4,7),1,0,2),(0,1,2)
Aplicamos la propiedad fundamental:

x(2,-4,7) +y(1,0,2) + 20,1, 2) =0, 0, 0)
Operando, llegamos a:

Qx+y, —4x+ 2z 7x + 2y + 22) = (0, 0, 0)
Esta igualdad da lugar al sistema:

2x+ y =0
—4x + z=0
Tx+2y+2z=0

Este sistema tiene como solucion dnica x =0, y =0, z=0. Por tanto, los vectores
son linealmente independientes.

5.(1,0,0),(@,1,0),(0,0,0)

Explica por qué si en un conjunto de vectores esta el vector cero, entonces
son L.D.

e Aplicamos la propiedad fundamental:
x(1,0,0 +», 1,0 +=z(0, 0,0 = (0,0, 0
Si hacemos x =0, y =0, z puede tomar cualquier valor, por tanto, los vectores
son linealmente dependientes.
. . - - - P
* Si en un conjunto de vectores uy, u,, ..., u, estd el vector cero, podemos conse-

guir una combinacion lineal de ellos:

L +%,0=(0,0,0, ..., 0)

U+ x,U, + ...+ u
XUy F XU T T X, Uy,

enlaque x;=x,=...=x,_,=0 vy x,#0. Como no todos los coeficientes son

nulos, los vectores son linealmente dependientes.
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 4 -1 1 3 -1
A=|-1 3 2 B=|2 -1 5
2 2 0 1 10 -8
1 0 2 1 -1
1 -2 0 -3
2 -1 1 2
c=|-1 3 1 4 D=
-1 1 3 2 0
2 1 5 -1
0 8 7 9 4
1 4 -1\ as 14 -1\ @y 1 4 -1
A=1-13 2| @H+a»d 07 1] @» 07 1|—>ran(4) =3
2 2 0] GBH-2-a9 0-6 2 BH-2-29 0-20 0
13 -1} ay 13 -1} a» 1 3 -1
B=1|2 -1 5| @y-2-08 0 -7 71 @» 0 -7 7| —>ran(B) =2
1 10 =8] BH-09 0 7 =7 GH+Q@H 0O 0 O
1 =2 0 -3\ as 12 0 -3\ a»
c=|-1 3 1 4| eyv+an 01 1 1 2.9
2 1 5 -1] GH-2-09 05 5 5 B.H =529
1 -2 0 -3
01 1 1| = ran(C)=2
0O 0 0 0
10 2 1 -1\ gy 10 2 1 -1\ gy
D= o 2 -1 1 2 2.9 02 -1 1 2 D)

-1 1 3 2 0] Go+an 01 5 3 1| =2-65+@»
0 8 7 9 4 4. 08 7 9 4 “H-4-2H
10 2 1 -1\ gu 10 2 1 -1
0 2 -1 1 2 @ 02 -1 1 2 B
0 0 -11-5 4] 3o 00 -11-5 4| 2> anW=3
0 0 11 5 —4 @5 +GYH 0 0 O 0

14 Unidad 2. Algebra de matrices
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ESTILO MATEMATICO
1. Demuestra que los vectores (7, 2, -1, 0), (0, 4, 0, 5), (0, 0, -2, 0) son L.L
o(7,2, -1, 0) + BC0, 4, 0, 5) + v(0, 0, =2, 0) = (0, 0, 0, O)
La primera coordenada es 700+ 0B +0y=0 — o =0
La igualdad queda: (0, 4, 0, 5) + (0, 0, =2, 0) = (0, 0, 0, 0)
La segunda coordenada es 4B +0y=0 — B =0
La igualdad queda: (0, 0, -2, 0) = (0, 0, 0, 0)
La tercera coordenada es —2y=0 — y=0

Como a=0, B=0vy v=0, losvectores son L.

Unidad 2. Algebra de matrices
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Operaciones con matrices

. _[7 -2 _[-30 .
1 |Dadas las matrices 4 = ( 31 ) y B (_2 e calcula:
a)—24 + 3B b) > A-B ) B+ (-4) d)A-A-B-B
N [-23 4 -17/2 =2 21 -6 43 -16| (9 0) _ (34 -16
d)(—lz 4) b)(—ll/z 1) C)(S —6) d)(24 —5) (2 4) (22 —9)

2 |Efectiia el producto (-3 2)(; —21)((1))

7 7)((1) -7

3 |a) ¢Son iguales las matrices A4 =

2
) y B=(2 3)?
3
b)Halla, si es posible, las matrices AB; BA; A+ B; A'— B.
a) No, A tiene dimension 2x 1 y B tiene dimension 1 X 2. Para que dos matri-
ces sean iguales, deben tener la misma dimension y coincidir término a término.

4 6
6

ma dimension.

A'-B=2 3)-2 3)=0 0

b)A-B= ; B-A=(1 3); A+ B no se puede hacer, pues no tienen la mis-

comprueba que:

4 |Dadas las matrices A=(1 —2 1) B—(4 0 -

301 =21 0
a)(4+B)}=4'+ B!
b)(34) = 34!

5 1
- —5_20t—_
‘;1)(A+B)f—(1 1 1)—(21)

A+B'=4"+B

Unidad 2. Algebra de matrices
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39
b)(SA)’=(3 ‘06 §)t= 60
33

13 39
-2 0|=[-60
11 33

5 |Calcula 344%-21I, siendo 4 =(

3AAZ_21=3(3 1)(3 5)_(2 o)=3(10 17)_(2 o)=
s 2/t 2/ o 2 17 29/ |0 2

_(30 51} (2 o) _{(28 51
s1.87/ (0 2] |51 85

. _[3 1 _[1 2
6 |Dadas las matrices A—(2 _3)yB (0 1

(BA)" = 34!

34'=3

31
5 2/

, comprueba que (4- B)=B'- A

A-B=(‘3 5) = (A-B)f=(‘3 ‘2)
21 501

A-B'=8B" A

w36

7 |Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:

3 -1 5 (4 0 6 -1 4 _[-5 4
D10 3780 2 2 Dz, —2)_33'(0 —1)
a)B=(4 0 6)_(3 -1 5)=(1 1 1)

0 2 2 1 0 3 -1 2 -1
-1 4| L,_[-5 4 _o (-1 4) _[-5 4|_[3 4
wal ) -3 ) - (3 5[0 )15 )

B=(1 4/3)

-2 -1
8 |Comprueba que la matriz A = (_31 _21 verifica (4 + I)? =6I.

a3 2 a2 00 Y
5 d) el

Luego (A +1)?* =061

A+D?*=

Unidad 2. Algebra de matrices 17




9 |Dada la matriz:

3 0 8
A=|3 -1 6
-2 0 -5

comprueba que (4 + I)? =0 y expresa A?> como combinacién lineal de A

e I
3 0 8 1 0 0 4 0 8
A+7I=|13 =1 6|+]0 1 0]=[3 0 6
-2 0 -5 0 0 1 -2 0 —4

4 0 8\/4 0 8 00
A+D*=[3 0 6|3 0 6|=|0 0
2 0 —4/\=2 0 -4 0 0

oS O O

Expresamos A% como combinacion lineal de 4 e I
A+D?=0 5> A+DU+D=A’+A+A+T=A>+24+1=0 —
— A?=24-1

Ecuaciones con matrices

s10 |Halla las matrices X e Y que verifican el sistema:

1 4 1 -1
2X+Y= 2 O,X—Y— 1 0)
1 4
2x+v-(5 o]
Sumando las dos ecuaciones, queda:
1 -1
x-v-[1 )
3X=2 3 —>X=2/3 1
30 1 0

Despejamos Y en la 2.2 ecuacion:

1 -1} _(2/3 1} (1 -1} _[-1/3 2
1 0 1 0 1 0 0 0
2/3 1 _[-1/3 2

1 0) N Y_( 0 o)'

vex-|

Por tanto, X = (

s11 |Calcula X tal que X— B%=A4- B, siendo:

|
[uY

B=

N O =

10
A=|11
00

oS- -
o R o
ol

18 Unidad 2. Algebra de matrices
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X=A-B+B?
10 0\ |
A-B=|2 1 0
0 0 2 2 0 -2
X=[4 2 1
1 0 -2 0 0 3
B*=|2 1 1
0 0 1
Determina los valores de m para los cuales X = ('(;l (2) verifique:

XZ—%X+I=0

205906 -

{146

5 m 0| [(m O
22 - _
e [)[5 )

+

1 0)_(m*-(G/2m+1 0} _(0 0O
0 1 0 0 0 0

Tiene que cumplirse que:

5

m2—3m+1=0 > 2miP-5m+2=0 —
m=51V25—16=5¢3<m=2
4 4 m=%

i 1
Hay dos soluciones: m, = 2; m, = EY

Resuelve:
1-1)(x)_(1 x|(3
3 2)\y y -1/\2
1T 1) (x|_[1 x|(3 | Xy _[3+2x
3 2] \y y —1)\{2 3x + 2y 3y -2
X— y=3+2x x+y=-3
- 3x+2y=3y-2 3x—y=-2
Sumando:
- ) -3 _x=3+2-"
4x5—>x4—>y3x3+44
on: x= 2. p="L
Solucion: x VT

Unidad 2. Algebra de matrices
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15

Halla dos matrices A y B tales que:

9 -2 16
A=5B-(17 1 -10|=

9 5 13

2
Solucion: A=|3 4 0
0

Dadas las matrices:

halla dos matrices X e

X=3N+ 2M=3(; 0)+

8 4 7
24+3B=|18 11 -6
8 3 13
9 -2 16
-A+5B=(17 1 -10
9 5 13
8 4 7
24+3B=|18 11 -6
8 3 13
18 -4 32
24 +10B=[34 2 =20 Multiplicamos por 2 la 2.2 ecuacion.
18 10 26
26 0 39
13B={52 13 =26 Sumamos miembro a miembro.
26 13 39
2 0 3 1
B=l4 1 =2 Multiplicamos por 3
2 1 3 5

Despejamos A en la 2.2 ecuacion:

10 0 15 9 -2 16 1 2 -1
20 5 -10(-f17 1 -10|={3 4 O

105 15/ {9 5 13] \1 0 2
2 0 3
CB=|4 1 -2
2 1 3
(15 (10
M'—ls)yN (3 o)

Y que verifiquen:
X-2M=3N; M+ N-Y=1

o[1 5| _(3 o
-1 3/ 19 o0

+

2 10| _(5 10
-2 6 7 6

Unidad 2. Algebra de matrices
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Matriz inversa

Comprueba que la matriz inversade A es A™:

121 3 -6 -1
A=10 1 0 A—1= 0 1 0
203 2 4 1
A-A1=1
Dada la matriz A = ((1) _l), prueba cual de las siguientes matrices es su in-
versa:
_(3/2 3/2 (1 1/2
M_(I/Z 1/2) N (0 1/2)
o (11} (320 3/2) (1 1 _
au (O 2) (1/2 1/2) (1 1)- M no es inversa de A.

(1 o) (1 o12)_ (1 o o
AN—(O 2) (O 1/2) (O 1).Nesla1nversade A.

101
18 |Halla las matrices inversas de A = L 2, B= -10 y C=({0 1 0],
-10 2 4
011
0 -1
- -1
4l=2 - 4 (1/2 1/2)
-1 0
=_ -1 =
|B]=-4 > B (1/2 1/4)
1 1 -1
Il =1 - ¢'=(0 1 0
0o -1 1
Pagina 73
Rango de una matriz
19 |Estudia el rango de las matrices siguientes:
1 2 3
W2y By il
- - - 12 24 36
123 1030 001
D=2 40 E=(0 2 0 3 F=(100
360 0101 010
Unidad 2. Algebra de matrices 21




(1 2 3 4) a1 (1 2 3

4 —
-2 4 -6 8] @H+2-01H 1 ) — ran (A) =2

B=(1 3 8) — ran (B) = 2

-1 0
1 =2 3\ an 1 2 3
C=[-2 4 -6 ev+2-a9 0 0 0 - ran(C)=1

12 24 36) GH-12-0.9 0O 0 0

1 2 3} a» 1 2 3 1
D= 4 0 @9H-2-an 0 0 -6|] @
3 6 0 GH-3-01d 0 0 -9/ 6:GH-9-2»
1 2 3
0 —-6| - ran(D)=2
o 0 O
1 0 3 0\ an 1 0 3 O
E=10 2 0 3| @» 0 2 0 3| - ran(E)=3
0 1 0 1] =265+ 0 0 0 1
0O 0 1
F=(1 0 0] = ran(F)=3
0O 1 0

s20 |Estudia el rango de estas matrices y di, en cada caso, el niimero de colum-
nas que son L.L:

R T I
A=|2 3 5 11| B=|4 2 -1| C= D=
1-1 6 29 6 3 2 11 -1
37 5 5 11 1 -1
1 1 2 a.m 1 1 1 2 as
A=12 3 5 11| e@v-2-ad 013 7| @
1 -1 6 29/ GH-0y 0 =2 5 27 GH+2-2H
1 1 1 2
013 7] —>ran(4)=3
0 0 11 41
Hay 3 columnas linealmente independientes en A.
21 3 an 21 3 a» 213
B=[4 2 -1| evy-2-a» 00 -7] @ 00 =7 —>ran (B) =2
63 2| GBH-3-019 00 —7] GH-@H 00 0

Hay 2 columnas linealmente independientes en B.

Unidad 2. Algebra de matrices
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1 -3 -1 -1
15 3 3
=111 1 1

37 5 5

11 1 1

0 4 2 2

0 -4 -2 =2

0 4 2 2

3.9
)
()
4.

(1.9
2.9
GH+2H
@nH-25H

W = = =
|

N =

~l

W

1
0
0
0

UNIDAD | 2

T 1) asn
3 3 @)= (1.2
-1 -1 Gy-a
5 5] @H-3-a
1 1 1
4 2 2
00 0 — ran (C) =2
0O 0 O

Hay dos columnas linealmente independientes en C.

11 1 1
111 4
D=1y 1 1 4

11 1 -1

.

@3 -0
3BH -1y
“4.H-an

1 1 1
-2 0 =2
0 -2 -2 — ran (D) =4
0O 0 =2

Las cuatro columnas de D son linealmente independientes.

PARA RESOLVER

Comprueba que 42 =241, siendo A =

5 —4 2
2 -1 1 | e I la matriz unidad
-4 4 -1

de orden 3. Utiliza esa igualdad para calcular A%

9 -8 4
A’=A-A=[4 3 2
-8 8 -3
10 -8 4 100
2A-1=4 -2 2|-|0 1 0
-8 8 -2/ |0 0 1

Calculamos A%

A?=24-1
9 -8 4
4 -3 2
-8 8 -3

At =(UD2=QA-D?=QRA-DQRA-1) =442 -24 - 24+ I*=

=4QRA-1)—-4A+1=8A -4 —-4A+1=44 - 3] =

5 -4 2 100
=412 -1 1|-3[(0 1 0Of=
-4 4 -1 0 0 1
20 =16 8 300 17 -16 8
=8 -4 4(|-|0 3 0|=|8 -7 4
-16 16 -4 0 0 3 -16 16 -7

Unidad 2. Algebra de matrices
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s24

1 2

Dada la matriz A = ( 2 1

), halla una matriz B tal que A - B = (0 3)

3 0/

A~B=(O 5) = A—1A3=A-1-(0 3) = B=A~(O 5)
30 30 30

Calculamos A7L: |4|=-3, 471 = —_31( 1 —2)

-2 1
Por tanto:
g=—L[|1 =2} (0 3)_[1 =2 (0 1) _[2 -1
3 \-2 1 3 0 -2 1 -1 0 -1 2
0 2-1
Dadalamatriz A=|0 0 1|, prueba que 43 es la matriz nula.
000

Demuestra después que la matriz 7+ A + A*> es la matriz inversa de I—A.

& Multiplica I+ A +A? por I-A.

)

00 2 00 0
A%2=]10 0 0| A3=42-4=|0 0 0
000 00 0

Veamos que [+ A + A? es la inversa de [— A:
U+ A+AHUT-AD=T1-A+A-A*+A2-A3=1-A3=1-0=1

Como U+ A+ A% -(I-A) =1 entonces [+ A+ A% eslainversa de I— A.

Calcula A" y B" siendo:

ey

1/7 1/7
A=(0 1 O B=((1) g)
0 0 1
1 17 17\ (1 1/7 1/7 1 2/7 2/7
eA2=4-A=0 1 0 [|0 1 0 |=(0 1 O
0O 0 1/]l0 0 1 0 0 1
1 2/7 2/7\ (1 1/7 1/7 1 3/7 3/7
A3=42-4=(0 1 O[O0 1T O |=|0 1 0
0O 0 1 0O 0 1 0o 0 1
1 n/7 n/7
Asi, A"=10 1 0 |. Lo probamos por induccion:
0O 0 1

Acabamos de comprobar que para 7 =2 (primer caso relevante), funciona.

Unidad 2. Algebra de matrices
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Suponemos que es cierto para 7 — 1:

1 n-1/7 n-1/7 1 1/7 1/7 1 n/7 n/7
At =A""1.4=10 1 0 -0 1 0]={0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
ezl O)[t of_(1 0)_[t 0
0 3/10 3 0 32 0 9
Bg=leB=10 1 0)_(1 O)_(1 O
0 9/lo 3/ lo27] lo 33
Por tanto, B" = ((1) 3071 . Lo probamos por induccion:
Igual que en el caso anterior, para 7 = 2 se cumple.
Suponemos que es cierto para 7 — 1:
g1l 0 | [t o)_[1 0
0 37171 0 5 0 311
4 5 -1
s25 |Dadalamatriz A=|-3 —4 1|, calcula 42, 43, ..., A128,
-3 -4 0
4 4 1 1 0 O
A2=A4 - A=|-3 3 —1|;, A3=42-4=|0 1 O|=F A1=43-A=1 A=4
0o 1 -1 0 0 1
4 4 1
A128=A42-3+2=(A3)42,A2=I42.A2:[.A7:A2: -3 -3 -1
0o 1 -1

26 |Determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (4—kI)? seala
matriz nula, siendo:

0 -1-2
A=(-1 0 -2
113
0 -1 =2 k 0 O -k -1 =2
A—-RkI=|-1 0 =2|-|0 k O|=|-1 -k =2
1 1 3 0 0 &k 1 1 3-k

-k -1 =2 \[-k -1 =2 kR2—1 2k-2 4k — 4
-1 -k 2 |=|2k-2 k2-1 4k — 4 =
1 1 3-kJ\1 1 3-F 2-2k 2-2k kE-06k+5

|

|
—_

|
Byl
S}

(A-kD?=

I
S O O
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Estudia la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos
de vectores:

a) ﬁl =(1,-1,3,7), fiz =(2,5,0,4) ydicuil es el rango de la matriz cuyas
columnas son fil y fiz.

b)?’l = (1’ 0,-2, 3, 1), ;)72 = (27 -1, 3,0, 2)7 ‘_}3 = (4, —1, —]., 6, 4) Y di cual es el

. - —
rango de la matriz cuyas filas son v,, v, y v,.

L 21 an I 2\ am
-1 5] en+an 0 7 @5
Q)M = 3 0 3H-3-019 0 -6 6-2H+7-3YH

7 4 “4H =71 0 =10 10- 23 +7 - (4.9
1 2

0 7

00 — ran (M) =2

00

Los vectores u; y u, son linealmente independientes.

1 0-2 3 1\ a» 1 0-2 3 1) an
bhM=[2-13 0 2| @9H-2-09 0-17 -60]| @

4 -1-1 6 4] GH-4-0 0-17 =60 GH-2H

1 0-2 3 1

0-17 —60| - rann=2

00 0 0 O

El conjunto de vectores 71, 72, (/)3 es linealmente dependiente. Hay dos vecto-
res linealmente independientes.

Estudia la dependencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores segin
los valores de :

a) ﬁl = (1, _1, Oa 2), ?12 = (2, 0’ 1’ _2), ?13 = (3, 1’ 1’ t)
b)v, =(2,-2,0,0), v,=(1,5,3,3), v;=(1, 1,4, 1), v,=(2,6,4,4

a) Debemos estudiar el rango de la matriz:

1-1 0 2\ ao 1-1 0 2\ ao
M=(2 0 1 =2] @vy-2-a9 02 1 -6 @
31 1 ¢t)] GH-3-09 0 4 11r-6/ GH-2-@H
1 -1 0 2
02 1 -6 — ran (M) = 3 para cualquier valor de ¢
0 4 -11+6

Los tres vectores son linealmente independientes, cualquiera que sea el valor de .
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b) Hallamos el rango de la matriz:
22 0 0\ 9.2 1 -1 0 0\ gs
M= 1.5 3 3] @y 15 3 3| ev-an
1 1 ¢ 1] ¢4y:2 1 3 2 2] GH-a»
2 6 4 4] 6o 1 1 ¢ 1/ G4v-a»
1 -1 0 0\ gy 1 -1 0 0\ gs 1-1 0 0
06 3 3| @vy:3 02 1 1| @y 02 1 1
0 4 2 2| B3H:2 02 1 1 GH-@2» 00 0 O
0 2 ¢t 1] @9 0 2 1] @4H-29H 00¢r-10
eSi t=1, ran (M) =2 — Hay dos vectores linealmente independientes.
eSi t#1, ran (M) =3 — Hay tres vectores linealmente independientes.
s29 |Estudia el rango de las siguientes matrices segin el valor del parametro k:
1-1-1 2 -1 4 1 3 2 -1 -11 0 2
M=|1-1 2 N=(-21 3 P=(2 6 4 k Qo=(1310
21 k 1 k 2 4 12 8 —4 210 3 k
1 -1 -1\ o 1-1 -1
M=|1-1 2| @y-am 00 3 — ran (M) = 3 para cual-
2 1 k BH-2-19 0 3 k+2 quier valor de k.
2 -1 4\ a 2 -1 4 .
N=[-2 1 3| @»+ad 0 0 7| = 1+2k=0 si k=-—=
1 k 2] 2:G6H-09H 0 1+2k O 2
. 1
e Si /e=—E, ran (N) = 2.
. 1
e Si /ei—E, ran (N) = 3.
13 2 -1\ as 3 2 -1\ as 132 -1
P=12 6 4 k| GH:4 1 3 2 -1 ey-an 000 O
4 12 8 —4| @9 2 6 4 k| GH-2-09 0 0 0 kR+2
eSi k=-2 — ranP =1
o Si k-2 — ran(P) =2
-11 02\ as 110 2\ as
O=(1 3 10| ey+ad 04 1 2 2.
2 10 3 k BGH+2-09 0 12 3k+4 BH-3-29H
-11 0 2
04 1 2
00 0 k-2
eSi k=2 — ran(Q) =2
e Si k2 — ran(Q) =3

Unidad 2. Algebra de matrices
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En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen
4 ventanas pequeiias y 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequeiias y 4 gran-
des, y las L5, 6 pequeiias y 5 grandes.

Cada ventana pequeiia tiene 2 cristales y 4 bisagras, y las grandes, 4 crista-
les y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el nimero y el tamafio de las ventanas
de cada vivienda y otra que exprese el nimero de cristales y bisagras de
cada tipo de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el nimero de cristales y de bisagras de ca-
da tipo de vivienda.

4 3 CB
L
oLd|s 4|, F (2 4)
L5 16 5 Gl4 6
PG c B C B
13 (4 3 13 (20 34
M4 |s 4|-F (2 2)=L4 26 44
516 s/ G4 15 |32 54
Pagina 74

s31

Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O).

De cada tipo se hacen cuatro modelos: M;, M, M; y M.

T O
M, [ 300 200
M, | 400 250
M; | 250 180
M, | 500 300

Esta tabla muestra la produccién semanal de bombillas de cada tipo y modelo.

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M,, el 5% en
el M,, el 8% en el M; y el 10% en el M.

Calcula la matriz que expresa el nimero de bombillas transparentes y opa-
cas, buenas y defectuosas, que se producen.

T O
M M, M; My M; (300 200 T ) T O
D (0,02 0,05 0,08 0,1 .M, [400 250| _ D [ 96 609|.D [ 96 61
B (0,98 095 092 09/ Ms;|250 180| B (1354 869,1) B (1354 869)
M, \500 300
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al 0 101
Halla todas las matrices X de laforma [0 b 1| talesque X*=|0 1 0
00 c 001
a1l 0\fa 1 0\ (a2a+b 1 101
X2=(0 b 1||10 b 1|=|0 B2 b+c|=[0 1 0
0 0 c¢/l0 0 ¢ 0 0 c? 0 0 1
a*=1 a=+1
a+b=0| a=-b
bz_l b=il a= 1 —> b=—1 - c= 1
=-1 - b=1 — c=-1
b+c=0]| c=-b
c?=1 c=xl
1 10 -11 0
Hay dos soluciones: {0 =1 1| y |0 1 1
0 01 0 0 -1

Calcula una matriz X que conmute con la matriz A, estoes, A- X= X" A4,

siendo A4 = (1)1) Después, calcula 42 + 2471 - X.
1 1j(a b atc b+d
b 4 X_( 1\c d] | ¢ d )
x-=? - han de ser iguales.
c d P b\(1 1) _|a a+b
c dj\0 1 c c+d
a+c=a c=0
- _ a b
b+d=a+b; d=a X = 0 al con a, be R
d=c+d c=0
1 2 1 -1\(a b 1 2 a b-a
2 1.y o - _
ATx A X(01+2(01 0 a 01)+20 a
_[(1+2a 2+2b-2a
0 1+ 2a

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan
con A).

Sean A y B las matrices dadas por:

520 ab 0
A=(2 50 B=|c ¢c 0
001 001

a) Encuentra las condiciones que deben cumplir los coeficientes a, b, ¢
para que se verifique A- B=B- A.

b)Para a=b=c=1, calcula B,
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5 2 0\[a b O S5a+2c 5b+2c 0
DA -B=[2 5 0||lc ¢ 0|=|2a+5c 2b+5c 0
0O 0 1/\0 O 1 0 0 1
a b 0\[5 2 0 Sa +2b 2a+5b 0
B-A=|c ¢ 0|2 5 0]= 7c¢ 7c 0
0 0 1/\0 0 1 0 0 1
Para que A - B=B- A, debe cumplirse que:
Sa+2c=5a+2b)| c=b
Sb+2c=2a+5b| c=a b
2a +5c=7c 7c=7c oTe
2b+5c=7c Jc=7c¢
1 1 0
bB=(1 1 0
0 0 1
1 1 0\/1 1 O 2 2 0
B%Z=|1 1 Of|1 1 0|=(2 2 0O
0O 0 1/10 0 1 0 0 1
2 2 0\(1 10 4 4 0 22 22 0
B3=B%2-B=|2 2 0|1 1 0|=(4 4 0f|=|22 22 0
0 0 1/)\0 0 1 0 0 1 0O 0 1
2 2 0\(2 2 0 8 8 0 23 23 0
BY=pB2-B2=|2 2 0|2 2 0|=|8 8 0|=|23 25 0
0 0 1/\0 0 1 0 0 1 0O 0 1
22 22 0
Asi, BIO=129 29 0
0 0 1

Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su
traspuesta. Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal:

3/5 x 0
A=y -3/5 0
0 0 1

@ Haz A-A'=1
Si A1=A4! hadeser A-A'=1I entonces:

3/5 x 0\ (35 y» 0
A-A'=|y =3/5 0|-| x =3/5 0| =
0O 0 1 0O 0 1

9/25 + x* (3/5)y - (3/5)x

0 100
= B/5y-G/Sx  y*+9/25 0]=(010
0 0 1 001

Unidad 2. Algebra de matrices
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%+x2=1 x2=%ﬂ x=i%
%y—%x=0> y=x y=x
Hay dos soluciones: xl=%, y1=%; x2=—%, y2=_%

s36 |Resuelve la siguiente ecuacion matricial:

11 4 2\ (6 4
(34’X°(—1 0)'(22 14)
oAyt (4 1) (4 =2 _[0 -1
3 4 =3 1/ \-1 0 -1/2 -2
Por tanto:
11 4 2\ (6 4 (4 1) (6 4} [0 —1)_
(5 4 'X'(—l o)_(zz 14) - X_(—s 1) (22 14) (—1/2 —2)

-3 o) -6

L -1 -6
Solucion: X = (_1 —8)

CUESTIONES TEORICAS

s37 |Justifica por qué no es cierta la igualdad:
(A4+B)-(A4-B)=A>-B

cuando A y B son dos matrices cualesquiera.

(A+B)-(A-B) = A*> - AB + BA - B?

Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; vy, en general, no es
cierto para dos matrices cualesquiera.

s38 [Sea A una matriz de dimensiéon 2 x 3:

a) ¢Existe una matriz B tal que A - B sea una matriz de una sola fila?
b)¢Y para B- A?

Pon un ejemplo para cada caso, siendo:

100)

4=121 o

Unidad 2. Algebra de matrices
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s39

s40

s41

a) No; A - B tendra 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando A4 = (1

1
4

1
y B=|2|, tenemos que: A~B=(
0

b) Si; si tomamos una matriz de dimension 1 X 2 (ha de tener dos columnas para
poder multiplicar B - A), el resultado tendra una sola fila. Por ejemplo:

1 0 0

S1A=(2 10

)yB=(1 2), entonces B-A=(G 2 0)

Sean A y B dos matrices cuadradas de igual orden. Si A y B son simétri-
cas, ¢lo es también su producto A4 - B?

Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un contrae-
jemplo.

Si A y B son dos matrices cuadradas de igual tamano, simétricas, su produc-
to, A - B, no tiene por qué ser una matriz simétrica. Por ejemplo:

1 20 -1 31 511
Si A=|2 1 1] y B=|3 -10 — A-B=(2 5 1| no es simétrica.
01 1 1 0 -1 4 -1 -1
03 4
Dada la matriz A =| 1 —4 —5|, prueba que se verifica 43 + I = 0 y utiliza
-13 4

esta igualdad para obtener A0,

@ Haz A'0 = (43)3-A y ten en cuenta que A3 = —I.

-10 1 -10 0 0 00
A2=|1 4 4|, A3=[0 -1 0| > A4A3+7=[0 0 O
-1-3 3 00 -1 000

Obtenemos A'Y (teniendo en cuenta que A3 +7=0 — A3=-I):

0 -3 —4
A= (A3 - A=(D3 A=-T-A=-A=|-1 4 5
1 -3 -4

Sea A una matriz de dos filas y dos columnas cuyo rango es 2. ;Puede va-
riar su rango si le afiadimos una fila o una columna?

No, porque el nimero de filas linealmente independientes coincide con el nime-
ro de columnas linealmente independientes. Si afadimos una fila, 4 seguirfa te-
niendo dos columnas; y si afiadimos una columna, A seguiria teniendo dos filas.
Por tanto, el rango seguira siendo 2.

Unidad 2. Algebra de matrices
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Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3.
a) ¢Como puede variar el rango si quitamos una columna?

b) Si suprimimos una fila y una columna, ;podemos asegurar que el rango
de la matriz resultante sera 2?

a) Tendrad rango 2.

b) No. Podria ser 2 6 1. Por ejemplo:

1 1
Sien A=1[(0 1

1
1| suprimimos la 1.2 fila y la 3.* columna, queda (0 1),
0 0 1

0 0

que tiene rango 1 (A4 tenia rango 3).

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 tal que a i 0 si i#j (A esuna ma-
triz diagonal).

Prueba que el producto de dos matrices diagonales es una matriz diagonal.

a, 0 0 b, 0 0

Si A=|0 ay 0|y B=[0 by 0| suproducto es:
0 0 ay 0 0 by

a; by, 0 0
A-B=| 0 ayb,, 0 | quetambién es una matriz diagonal.
0 0 a33b33

Definimos la traza de una matriz cuadrada A de orden 2 como:
tr(4) = a,, +a,,
Prueba que si A y B son dos matrices cuadradas de orden 2, entonces:

tr(A-B)=tr(B-A)

dyy dyy

Si A= entonces:

y B= (bll b12 ;
bZl b22

dy dy

ay by +apby  ayby, +oagnby,

A-B= ) —

Ay byy + ayby  ay by, + ayby,
= (A B)=ay by + apby, +ay by, + ayby,

byyayy + byyay  byag, + byyay,

B-A=
by gy + byyay  byag, + byay,

= (B A =ay by +ayby, +apby +ayby,

Por tanto, tr(A - B) = tr (B - A).

Unidad 2. Algebra de matrices 33
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PARA PROFUNDIZAR

45 |Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden.

De la igualdad 4 - B= A - C no puede deducirse, en general, que B= C.

a) Prueba esta afirmacion buscando dos matrices B y C distintas tales que:
1 1)

A-B=A-C, siendo A= 11

b) ¢Qué condicion debe cumplir la matriz A paraquede A-B=A4- C se pue-
da deducir que B= C?

(3
yC‘(o1

. (141
a) Por ejemplo, si B = (2 3

, entonces:

3 2
3 2

b) Debe existir A7L.

A-B=( )=A-C, pero B # C.

s46 a)Si A es una matriz regular de orden n y existe una matriz B tal que
AB + BA =0, probar que BA' + A'B=0.

3 -2

b)Si A= i 3

, halla una matriz B# 0 tal que AB+ BA = 0.

a) Multiplicamos por A~' por la izquierda en la igualdad:
AB+BA=0 — A'AB+A47'BA=0 — B+A'BA=0
Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por A~! por la derecha:

BA7'+ A'BAA =0 — BA1+A47'B=0

b)Si B= @ , entonces:

c d
Aop|B3 2| |a b)_[Ba-2c 3b-2d

4 3 c d 4a +3c  4b+ 3d
B.oA=|9 bl (-3 —2=—3a+4b —2a + 3b

c d 4 3 —3c+4d —2c+ 3d
Asi:

_[-6a+4b-2c 2a-2d | [0 O
AB+BA=| 4+ 4a 4b—2c+6d)_(0 o)
—6a + 4b — 2¢ =0 3a-2b+c =0
2a —2d=0] 4 * d=0}d=_a
4a vdd=0[ ¢ vod=0

2b—c+3d=0 — 3a-2b+c=0 —

4b—2c+6d =0 S c=—3a+2b

34 Unidad 2. Algebra de matrices
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a b

c . B=
Por tanto 3a+ 2 _a,ol;tOyb;tO

Por ejemplo, con a=1y b=1, queda B= (_11 _11)

Halla una matriz cuadrada de orden 2, distinta de I y de —1, cuya inversa
coincida con su traspuesta.

Sea A= a
c

b o -
al Si su inversa, A~!, coincide con su traspuesta, A’, ha de tenerse que

A - Al = I Es decir:

a b
c d

a c
b d

A- A=

a*+b* ac+bd|_[1 0
ac +bd c*+ d? 0 1

a’+b*=1

. 0O 1} (0 =1} [0 1} [0 =1
ac + bd = 0 ¢ Por ejemplo, obtenemos, entre otras: (1 O)’ (1 0 ), (_1 O)’ (_1 0 )
ct+d?=1

a) Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimétrica
At =-4).

b) Los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétrica son ce-
ros. Demuéstralo.

. _|a b ;_la ¢ _|—a b
a)S1A—Cd,entoncesA—bd y —A —c—d)'
Para que A’ =-A, ha de ser:
a=-a| a=0
a c|\_|-a b N ==b|c=-b
b d — —d =—
d=-d| d=0
Por tanto, una matriz antisimétrica de orden 2 es de la forma —Ob 1(9))
b)eSi A= (ay),z < los elementos de su diagonal principal son a,, i=1,2, ..., n
e La traspuesta es A’ = (a jz‘) 1 x . los elementos de su diagonal principal también

serdin a,;; (los mismos que los de A.

e La opuesta de la traspuesta es —-A’ = (a,)

i x los elementos de su diagonal
principal serin —a,,.

e Para que —-A’ = A, han de ser a,=—a, portanto, a,;=0, i=1,..., n (es
decir, los elementos de la diagonal principal son ceros).

35
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Una matriz cuadrada es mdgica de suma k cuando la suma de los elemen-
tos de cada fila, de cada columna y de las dos diagonales es, en todos los ca-
sos, igual a k.

¢Cuanto vale k si una matriz magica es antisimétrica? Halla todas las ma-
trices magicas antisimétricas de orden 3.

e Hemos visto en el ejercicio anterior que, en una matriz antisimétrica, los elemen-
tos de la diagonal principal son ceros. Por tanto, si la matriz es antisimétrica,
k=0.

e Buscamos las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3: (sabemos que, en es-
te caso, la suma ha de ser cero).

Veamos coOmo es una matriz antisimétrica de orden 3:

a b c a d g
A=|d e [f| — A'=|b e b| -A antisimétricasi A" =—-A; es decir:
g b i c f i
a d g -a -b —c a=-a b=- c=-8
b e b|l=|-d-e -] — =-b =— [=-/
c f i —-g —h —i =_c - f =i

Luego, una matriz antisimétrica de orden 3 es de la forma:

0 b c
A=|-b 0 f
- —f 0

Para que A sea mdgica, ha de tenerse que:
b+tc=0|-b-c=0
-b+f=0 b—-f=0¢, esdecir: {f
—=f=0] c+/=0

)
= b

Por tanto, las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3 son de la forma:

0 b b
A=|-b 0 b |, con beR.
b -b 0

Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k= 0.

Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma:

A= (pues A = A'). Para que sea magica con k=0, ha de ser:

o

b
d
e

~ o o

Unidad 2. Algebra de matrices
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4.5 -as

(CR)

A

~ Qo

=-b-c
b=-e=f
c=0
e=f
d=0

UNIDAD

=

arbrc - 111000][0
b +d+e = 010110 0
c te+f=0 001011 0] —>
2+ d _ 00210010
11100 0]0 s
0101100 @)
0010110 —= 39
0-1-11 0 1] 0 @)+ @5
002100100 G
1110000 am
0101100 @9
0010110 > 3
0 0-1211]O0 45+ 3Y
00 21 0 010 GH-2-GYH
11 1000]0 1
0101100 pe
001011 0] > 39
00 0 2 2 20 49 :2
0O 0 0 1 =2=21l0 G.H +EH
111000]0 arbrc =0
0101100 b +d+e =0
0010110 - c te+f=0
0001110 d+e+f=0
0003 00"0 3d _ o
Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k=0, es de la forma:
< f 0
A=/ 0 —-f], confeR.
0/
51 |Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k= 3.
a b
Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma: A =(b d
c e
Para que sea mdgica con k=3, ha de ser:

Unidad 2. Algebra de matrices
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a+ b+ ¢ = 1110
b +d+e =3| 10 1 0 1
¢ te+f=3 0010
a +d +f=3 10 01
2+ d _ 00 21
1110003 s
01 01103 2
001011[3] > 6
0-1-11 0 1|0 4.5 + @Y
00210013 .5
1110003 s
0101103 @9
001011 3> 69
0 0-1211]3 45 + (3.)
00210013 (55-2-GY
1110003 as
01 011013 @9
0010113 - 69
00022 2|6 (49 : 2
000 1-=2-2]-3 (5. + (42
[a+b+c =3 = a=3-b
b +d+e =3 - b=3-d
c te+f=3 —> c=3-¢
d+e+f=3 — e=3-d
3d =3 > d=1

OO = = O

O 3 (1'a)
013 @
1] 3] - 69
1 3 “4 -1
0 3 6.9
1 110 00 3
0101 1/0 3
0010 1/1 3
0001 1/1 3
00 0 3 0/0 3
—f-1=2-f
=3-1-2+f=f
=3-2+/-f=1
=3-1-f=2-/

Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k=3, es de la forma:

2-f f 1

A=| f 1 2-f|, confe R

1 2-f f

Por ejemplo, con f=0, queda: 4 =

— O N

o= O

S N

Unidad 2. Algebra de matrices
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AUTOEVALUACION

1. Calcula la matriz M = P? - 3P - 21, siendo I la matriz identidad de orden 2y

(-1 3
-] 1).

e[ G

et R RO

=23 )[4 el

2. Calcula las matrices A y B que verifican:

3 21

(-6 0 2
313 ZA'ZB'( )

+ B=
AB( 2 22

1
e Multiplicamos por > los dos miembros de la segunda ecuacion y sumamos des-

pués las dos ecuaciones:

e Despejamos B en la primera ecuacion:

32 1)
31 3

01 1)=(310

B=( 21 2) (101

3. a) Comprueba que lainversade 4 es A

502 1/5 -2/5 0
A=|0 0 1 A1=1-3/5 6/5 1
310 0 1 0
b) Calcula la matriz X que verifica XA = B, siendo A la matriz anterior y
B=(1 -2 3).
A A-At=1

Unidad 2. Algebra de matrices
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b) X-A=B - X-A-A'=B-A71 - X=B-A4"

Por tanto:
1/5 =2/5 0 .
X=(1 -2 3|-35 6/5 1 =(1 S —2)
o 1 o] ‘> 5>

verifique A% = A.

Determina a y b de forma que la matriz A = ( z-

a b
2112 -1 4—a 2-b
22 4. 4= =
AT=4-4 a blla b 2a +ab —a+ b?
4—a=2 - =2
_ - _ 2-b=-1 - b=-1
W4 o [Ama 2-b) _(2-1)
2a +ab —-a+ b a b 22a+ab=a — 4-2=2
—a+bt=b — 2+1=-1

Portanto, a=2y b=-1.

Halla el valor de k para que el rango de la matriz A sea 2.

5 -5-6

A=|-53 1

0 k& 7
5 -5-6 as 5 -5 -6 a.m 5 -5 -6
=5 3 -1 Q2.9 + (1.9 0 -2 -7 D) 0o -2 -7
0 k 7 3.9 0 k 7 3.9 +@2H 0 k=20

Para que ran (4) =2, ha de ser k-2 = 0; es decir, k= 2.
Razona si es posible afiadir una fila a la matriz de forma que la nueva matriz
tenga rango 4.

12 0 3
01-1-2
2730

Calculemos el rango de la matriz dada:

120 3 a9 12 0 3 am 12 0 3
01 -1 -2 2.9 01 -1 =2 2.5 o1 -1 2
2 7 -3 0 BGH-2-1AY 0 3 -3 -6 BH-3-23 00 0 0

Tiene rango 2; luego, anadiendo una fila, la matriz resultante no podra tener rango 4
(tendria rango 2 6 3).

Unidad 2. Algebra de matrices
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Calcula 422 -12A42% + 24, siendo A4 = (1) 611.
|1 a 2_ (1 al|l a)_[1 2a
A=l 1) >4 o 1)lo 1/ 1o 1
: 1 2a\ll a 1 3a
3. 42, 4= -
ATm AT (0 1)lo 1)/ lo 1
1 2a\(l1 2a 1 4a 1 na
d_ 42 42 - n =
AT= At 4 (o 1/lo 1 (0 1) 74 o
1 22a
2 _
e[y
1 22a 1 2a 1 a
2 2494 = _ + -
A 124 2A (O 1 12 0 1 2 01
_[1-12+2 22a-24a+2a)_[-9 O
0 1-12+2 0o -9

La tabla adjunta muestra la cantidad de vitaminas A, By C que posee cada uno
de los productos P, Q, R, S por unidad de peso:

A B C
P[1 2 0
Q1 o 2
R|{2 1 o
sl1 1 1

a) Queremos elaborar una dieta en la que entren todos los productos, de mane-
ra que contenga 20 unidades de vitamina A, 25 de vitamina By 6 de C.

¢Es posible hacerlo? ;De cuantas formas?

b) Obtén, en funcion de la cantidad de Q que entre en la dieta, las cantidades
de los otros productos.

¢Entre qué valores habria de estar la cantidad de producto Q?

a) Llamemos (x y z t) a las cantidades de cada uno de los productos P, Q, Ry S
que intervienen en la dieta.

Para que la dieta tenga las cantidades de vitaminas requeridas, debe cumplirse la
siguiente igualdad:

B
P QRS

P A B C
x y z t) - Q

R

S

= (20 25 0)

_ N = = >
e T =R )
— o NN O 0O
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b)

Multiplicando e igualando las matrices llegamos al sistema:

x +y+2z+1 = 20
2x + z+t =25
2y +1 =0

Mediante el método de Gauss podemos comprobar que el sistema es compatible
indeterminado.

Por ello, pueden elaborarse infinitas dietas de los productos P, Q, R, S con las vi-
taminas exigidas.

Resolvemos el sistema en funcién de y (cantidad de producto Q que interviene
en la dieta).

Hacemos y=A y obtenemos las soluciones (8 + A, A, 3, 6—2A), que nos in-
dican la cantidad de P, Q, Ry S que forman cada una de las posibles dietas.

Para que estas cantidades no sean negativas, A debe variar entre 0 y 3. Es decir:
0<A<3

Unidad 2. Algebra de matrices
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Determinantes de orden 2

H Resuelve los siguientes sistemas y calcula el determinante de cada matriz de

coeficientes:
2x +3y=29
a)
3x— y= 5
4x+ y=17
5x+2y=19
18x + 24y =6
15x + 20y =5
26+ 3y =2
o XTI P 2 31-1#0
3x — y= 5 3 -1
S5x—3y= 8 5 -3 0
—10x + 6y = -16 -10 6
4+ y=17 4 1
c 5x+2y=19} 5 2‘—37&0
—-6y=7 _
AT e
—6x + 4y =11 -6 4
18x + 24y = 6} 18 24
e) =0
15x+ 20y =5 15 20‘
3x + 11y = 128 3 11
=-1
8x— Ty= 46} 8 —7‘ 09#0

Unidad 3. Determinantes

5x-3y= 8
—10x + 6y =16

Ix—-6y= 7
—6x+ 4y =11

3x+ 11y =128
8x— 7y= 46

Solucion: x =4, y=7

Solucion: x =5 + ék, y=A
5 5

Solucion: x=5, y=-3

Incompatible

Solucion: x = L _ ik, y=»A
3 3

B _ 1402 . 886

Solucion: x=—=, y= —

109 109




Determinantes de orden 3

B Queremos calcular todos los posibles productos (de tres factores) en los que in-
tervengan un elemento de cada fila y uno de cada columna de esta matriz:

693
258
4 71
a) Averigua cuantos productos hay y calcilalos.
b) Hazlo de nuevo para una matriz 3 X 3 cualquiera.
41 412 Y43
A Gy 93

a3y dszp dsg

a) Hay 6 productos:

6-5-1=30 3-5-4=060
2-7-3=42 7-8-6=336
9-8-4=288 2:9-1=18
b)a, a, as; b3 dyp 3
dy3 dyy ds) Ay a3 a3
Ay Gz A3 dyp dy d33

Determinantes de orden 4

B En una matriz 4 X 4, scuantos productos de 4 factores hay en los que interven-
gan un elemento de cada fila y uno de cada columna?

Hay 4! = 24 productos.

Determinantes de orden n

B ;Sabrias decir, en general, en una matriz cuadrada n X n, cuantos productos
de n factores, uno de cada fila y uno de cada columna, pueden darse?

Hay n! productos.

Unidad 3. Determinantes
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1.

Calcula el valor de los siguientes determinantes y di por qué son cero algunos
de ellos:

13 6 13 6 10
b
D4 2‘ )’4 _2‘ 11 0‘
7 =2 3 11 -140 7
d f
|7 —2‘ 9 77‘ )‘ 60 —3‘
13 6
=2
a) 4 2‘
13 6
b =-50
)" _2‘ 5
o) 111 8 ‘ = 0, porque tiene una columna de ceros.
7 =2|_ . g
d . 2‘ = 0, porque tiene sus dos filas iguales.
3 11 _ . . a na
e) )1 77’ = 0, porque sus filas son proporcionales: (1.%) - 7 = (2.%)
-140 7| _ 18 dos o ionales. (2@ —(1a
1) 60 -3|° 0, porque sus dos columnas son proporcionales: (2.%) - (-20) = (1.%)

Calcula el valor de los siguientes determinantes teniendo en cuenta estos da-
tos:

-[! "’) 4| =13
n p
n p l 4m 1
a) ! m b)[64] <) n 4p d a7
) ’l" Z‘L f/L ’Z‘=—<—13>=15

b)|6A|=‘6l 6m‘=6~6‘7{l Z‘=36-(—13)=—468

6m Op
ol 4m‘=4‘l m‘=4-(—13)=—52
n 4p n p
Dla-at=]al- |4 =1 > 4= Zr = oo =
|lA] 13 13

Unidad 3. Determinantes
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1. Calcula los siguientes determinantes:

5 1 4 9 0 3
a)|0 3 6 b)l-1 1 0
9 6 8 0 2 1
51 4 9 0 3
2|0 3 6|=-114 b|-1 1 0
9 6 8 0o 2 1
2. Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
a1 2 1 b) |0 10 91
3 0 1 0 0 10
4 -1 10 47 59
ADl1l 2 1[=14 b)[0 10 91|= 1000
0 1 0 0 10
Pagina 83
3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:
3 -1 7 4 1 7
a0 0 0/=0 b2 9 1
1 11 4 -8 -2 14
7 4 1 45 11 10
ol2 9 7(=0 |4 1 1
27 94 71 5 1 0

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).

b) La 3.2 fila es proporcional a la 1.2

(3.2 =(=2) - 1Y) (propiedad 6)

¢) La 3.2 fila es combinacion lineal de las dos primeras:

(32=12+10- 2% (propiedad 9)

d) La 1.2 fila es combinacion lineal de las otras dos:

(12 =10-22+ 33 (propiedad 9)

Unidad 3. Determinantes
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4. Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto

sin desarrollar:

X Yy z 3x 3y 3z 5x 5y 5z X y z
5 0 3|=1 a|5 0 3 b)|1 0 3/5 o) 2x+5 2y 2z+3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1
3x 3y 3z Xy z
a5 0 3[=3(50 3[/=3-1=3
1 1 1 1 1 1
5x 5y 5z 1xy z
b1 0 3/5/=5-—=|5 0 3|=1-1=1
11 1 1111
x Y z X )y z
o |2x+5 2y 2z+3|=(5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 1 11
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1. Justifica que los siguientes determinantes valen:
a)0
b) 0
c) 96 6 96
d16-1
43 1 27 1 0 1 0
)1 1 4 9 b) 2 4 0 3
P12 4 21 36 612 704 410 103
06 2 54 6 7 4 1
4 0 00 1 0 00
0 0 80 4 -1 00
9o 0 01 DIz 110
0300 31 41

a) La 4. columna es proporcional a la 2.2 (4.2 =9 - 2% luego el determinante vale
0 (propiedad 6).

b) La 3.2 fila es combinacion lineal de las otras tres (3.2 = 100 - 4.2 + 10 - 1.2 + 2.9),
luego el determinante es 0 (propiedad 9).

481 (=3) =-96; este es el tnico producto posible distinto de cero. Luego, el
determinante valdrd 96 6 —96, segun el signo que le corresponda a dicho producto.

dD1-(=D-1-1=-1es el tnico producto posible distinto de cero. Luego, el deter-
minante valdrda 1 6 -1, segtn el signo que le corresponda a dicho producto.

Unidad 3. Determinantes
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1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la ma-

triz M.
2 3-15
4 6 2 7
M=|5-12 6
4 11 5
0 0 3 4
Menores de orden dos; por ejemplo:
2 3| -1 5
4 6] 2 7
M=5 12 6 ‘2 5‘=o, 2 6‘=4
i1 |1 5 4 6 15
0 0 3 4
Menores de orden tres; por ejemplo:
2 3 —-1|5
4 6 2|7 2 3 -1 -1 2 6
M=1|5|-1 2|6 4 6 2|=68 |1 1 5=
411 1 5 5 -1 2 0 3 4
010 3 4

2. Halla el menor complementario y el adjunto de los elementos «,,, as;; Y g

de la matriz:

0 2 46
(2135
4111 2 3
4 6 57
235
a,={1 2 3|=-2 A4,=CD'"?2 0,=-1-(2=2
45 7
0 26
Oy =2 =1 5[ =108 Ay =133 o5 =1-108 =108
4 6 7
0 26
Oy = f —11 ; =16; A;3=(CD4 3o =-1-16=-16

Unidad 3. Determinantes
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1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollan-
dolo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
526
9 8 4

=3:2:44(=5) 8 (D +7:6:9-(=1)2:9- 6837 (=5) 4 =456

Desarrollando por la 1.2 fila:

S 2 6 6 2
52 6 =3‘ ‘—7“5 ‘—1“5 ‘=3'(—40)—7-(—74)—1~(—58)=
o 8 4 8 4 9 4 9 8

=-120 + 518 + 58 = 456

Desarrollando por la 2.2 fila:

—zsé 21 =5‘; ‘41‘+2B _41‘—6‘3 ;‘=5~56+2-21—6~(—59)=
= 180 + 42 + 234 = 456

Desarrollando por la 3.2 fila:

—55 Z _61 =9‘7 _1‘—8‘3 g3 7‘=9'44—8‘13+4-41=

9 8 4 2.6 - 6 -5 2

=396 — 104 + 164 = 456

Desarrollando por la 1.# columna:

3 7 -1
5 6loal?2 0l.5|7 7 - _a. g4 _ 4l =
95 2 3‘8 4‘+>’8 4 +92 6 3-(=40)+5-36+9

=120 + 180 + 396 = 456

Desarrollando por la 2.# columna:

3 7 41
52 6)==72 0422 N_g|3 Mo (pH+2-21-8 13-
5 8 4 ‘94‘ ‘94 56 7 5

=518 + 42 — 104 = 456

Unidad 3. Determinantes




Desarrollando por la 3.2 columna:

3 7 -1 _
52 6|=-1[ 26 7|+4]3 7158 -6 (39 +4 41 -
9384 98‘ 98+ 5 2 (-58) (=39) +
=58 + 234 + 164 = 456
3 7 -1
2. Dada la matriz|-5 2 6 |:
9 8 4

a) Halla la suma de los productos de cada elemento de la 1.2 fila por el corres-
pondiente adjunto de la 3.2 fila.

b)Halla la suma de los productos de cada elemento de la 3.2 columna por el ad-
junto de los correspondientes elementos de la 2.2 columna.

c) Justifica por qué los dos resultados anteriores son cero.

3)“11'A31+“12'A32+“13'A33=3~‘7 _1’+7-(—1)~‘3 _1‘—1~‘3 7‘=

2 6 -5 0 =S 2
=3-44-7-13-1-41=132—-91-41=0
_ -5 0 3 -1 3 -1 _
b)“w'A12+”23'A22+“33'A32_‘1'(_1)"9 4+6"9 4 +4'(_D"_5 6’_
=1-(74)+6-21-4-13=-74+126-52=0
¢) Por la propiedad 12.
3. Calcula los siguientes determinantes:
70 -3 4 31-13 003 4 3140
40 4 7 1 4 -1 4 1110 5 6 20
V37 69 Plo3 25 203 s Do 1 30
10109 20 0 2 0201 8 6 71
7 0 =3 4
A T
a) =714 4 7|=-7-290=-2030
37 6 9 11 9
1 0 1 9
(1) Desarrollando por la 2.2 columna.
Li g de P
b) =204 -1 4[+2|1 4 -1|=-2-28+2-28=0
03 25 3 2 5 03 2
2 0 0 2

(1) Desarrollando por la 4. fila.

También podriamos haber observado que la 4.# columna es igual a la suma de las
otras tres; y, por tanto, el determinante vale cero.

Unidad 3. Determinantes
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o) =312 0 5/-4|2 0 3[=3-(-12)-4-(-2)=-36+8=-28
2035 0 21 020
0 2 0 1
(1) Desarrollando por la 1.2 fila.
3 -1 40
3 -1 4
2 D
o2 ¢ 2 YYIs 6 2f-s
0 130 0 1 3
8 6 7 1
(1) Desarrollando por la 4. columna.
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1. Calcula los siguientes determinantes:
4 2 7 1 3 5 2 2 (1)(2)(1)31§ 0O 0 1 2
2536 4 7 827 . 3 010
VN2 o 43 Pl1 5312 c);(l"ol(z)i D21 03
6 2 8 0 5 1 06 2.3.10 2 0 -4 21
COLUMNAS
3 —25 g é 2'2_3'(22‘) Ii —25 ;; é g 2 -
D02 0 4 -3 = Go-4-e 2 0 4 3] % 127 243 _65 B
6 2 8 0 C™ 0 2 0 O
=2-145 =290
(1) Desarrollando por la 4. fila.
COLUMNAS
3 5 2 2 PENENCE 28 -5 2 32
Wl 7 8 27| L es 31 7 8 -15| @ _2581 . .
1 5 3 12|~ 6o 24 5 3 —18| ~ 2431;‘
5 1 0 6 “4.5H-6-29 0 1 0 0 B a
(1) Desarrollando por la 4.2 fila.
2 0 3 4 — 1 2 0 3 4
1 .
an
0 O 1 —1 3 (2.3) O O 1 —1 3 1 g ? 2
ofll 0 -1 2 1|= GH+2dH 10014=—§101=
31 0 0 1 “4H 31 0 0 1 23 s
-2 -3 -1 0 2 6GY+EH -2 -3 0 -1 5
FILAS
1.5H-3 29 —2 2 O —8 _2 2 —8
@Y 1 0 1 4| 301 1|=-16
ER) 31 0 1)y o
@ +@2H -1 3 0 9 -1 =509

Unidad 3. Determinantes
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FILAS

00 1 2| au 0 0 1 2 o 1 o
d)3010_(2,a) 3010=310=
2 1 0 3| 69 21 0 3 "_8 2 13
0 -4 2 1 4.3+ @2 -8 0 2 13
COLUMNAS
as 0 1 0
= 29 13 1 —2=‘3 _2‘=27—16=9
2 @Y+ G 8 2 of 89
Pagina 90
1. Calcula el rango de las siguientes matrices:
12 30-14 4 215 3
43101 12 |2 3265
41 3106 6 5 312 8
7 0 32 1 8 12 10 6 23 16
1 0 01-1 21 0 -1
11210 |51 37
€=lo 000 1 D=l7 2 3 _8
11000 10 2 2
1 213 0-14
4|30 2
41 3106
7 0 3 2 1 8
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ; 21‘ =-7#0

Luego, las dos primeras filas son linealmente independientes.

Observamos que la 3.2 fila es la suma de las dos primeras, y que la 4.2 fila es la suma
de la 2.2 y la 3.2 Por tanto, ran (A) = 2.

4 211 5 3
2 32 6 5
6 5 3 12 8
12 10 6 23 16

B =

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

4 ﬂ=8¢o
3

Luego las dos primeras filas son linealmente independientes.

Unidad 3. Determinantes
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Veamos si la 3.2 fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 5
2 3 6|=8#0 — Las3 primeras filas son linealmente independientes.
6 5 12

Veamos si la 4.% fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 1 5 4 2 5 3
2.3 2 6f_, 2.3 6 5|_,
6 5 3 12| "Y1|6 5 12 8|~
12 10 6 23 12 10 23 16

Por tanto, ran (B) = 3.

[ e S S

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

‘1 _01‘ =1#0. Luego las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

0 1 -1
Como [2 1 0= ‘g 1‘ = -2 #0, las tres primeras filas son linealmente indepen-
00 1 !
dientes.
S I
Como =—12 1 0|=2#0, entonces ran (C) =4
0O 0 0 1 00 1
1 0 0 O
2 1 0 -1
|15 1 3 -7
P=17 2 3 s
1 0 2 2
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘2 1 ‘ =-3#0. Luego las dos pri-
meras filas son linealmente independientes. >
210
Como |5 1 -3|=-9#0, lal? 22y 4.2 fila son linealmente independientes.
10 2

La 3.2 fila es la suma de las dos primeras. Luego ran (D) = 3.

Unidad 3. Determinantes
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Determinantes de orden 2y 3

1 |Calcula el valor de estos determinantes:

7 -3 15 8 780
a B b |0 =7 3
s ‘2‘ )‘9‘4’ )1 01

0 31 0 4 -1 101
-2 0 2 o1 2 1 21 1

3 40 3 0 1 1-10

7 3 15 8 80

Sl-1 b - 12 5o -7 3| =25
D s —2‘ | —4‘ c)1 01

0 31 4 1 10 1
dl-2 0 2|=10 ol1 2 1]=14 Hl—2 1 1]=2

3 40 0 1 -1 0

2 |Resuelve estas ecuaciones:

a)1+x 1-x

=12
1-x 1+x

byl¥ -2 1—2x‘=6
X X

1+x 1-x

a)l L+ ‘=12—>(1+x)2—(1—x)2=12—>
- X X
- 1+2x+x2-1+2x—-x%2=12 - 4x=12 > x=3
x—2 1-2x]|_ _ _
b) =6 - x(x-2)—-x(1-2x)=6 > x(x-2-1+2x)=6 —
X

- x3x-3)=6 - 3%%2-3x-6=0 > x*-x-2=0 —

1+N1+8 1+3 x=2
I 2 - <x=—l

Unidad 3. Determinantes
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s3 |Resuelve las siguientes ecuaciones:
3 4 -5 a-1 1 -1
a|l -1 1|=0 b)] 0 a+6 3|=0
1 -1 a a-1 2 0
211 a+l 11
o)l0 2 2(=0 dDf 1 2 a|=0
2 3 a? 1 a2
3 4 -5
|l -1 1|=3+5+4-5+3-4a=4—-4a=0 — a=1
1 -1 a
a-1 1 -1
b)| 0 a+6 3|=3@-D+@-D@+6)-6(a-1) =
a-1 2 0
@-DB+a+6-6=@-DG+a-0<_ " .
=(a- a —0l=(a- a) =
a=-3
2 11
)l0 2 2|=4a’+4-4-12=4a*>-12=0 — a2=3<d_\/g
2 3 a° =3
a+1 1 1
Dl 1 2 al=4@a+D+a+a-2-a*a+1)-2=
1 a 2
=4a+4+2a-2-a’-a* 2=-a’-a’*+6a=-a@+a-6=0 —
< a=0
—1+N1+24 _-1%5 a= 2
2+a-6=0 = =
a*+a - a 5 5 < o= 3
Propiedades de los determinantes
4 |Si Z Z‘ = 7, razona cual es el valor de los siguientes determinantes:
a c b a 3a b a b+2a 2a 2b
d
a)b d b)‘d c C)SC d‘ )c d+2c e)2c Zd‘
a) Z 2 =7, ya que el determinante de una matriz es igual que el de su traspuesta.
b) 2 4 = —7, ya que si se permutan dos columnas el determinante cambia de signo.
o) g? 2 =3 -7 =21, ya que si multiplicamos por 3 la 1.2 fila, el determinante
queda multiplicado por 3.

Unidad 3. Determinantes
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s5

s6

d)“ b+ 2a

=7, ya que si a la 2.* columna le sumamos el producto por 2 de la
c d+2c

1.2, su determinante no varia.

2a 2b

e 2d

‘ =227 =28, yaque si multiplicamos por 2 la 1.7 y la 2,2 fila, el de-

terminante queda multiplicado por 4.

De las siguientes operaciones con determinantes de orden 2 x 2, sefiala las
que son correctas y, en su caso, enuncia las propiedades que se utilizan:

a a 2 2 11 2 2 11
=0 b =4 =
Dy b )‘2 6‘ ‘1 3‘ 2 6‘ ‘1 3‘
a) a-1 a|_|-1 a e 2a a->b -2p | a—->b
b+2 b 2 b 2b b 1 1

a) Verdadero. Tiene las dos columnas iguales.

b) Verdadero. Si una fila estd multiplicada por un nimero, el determinante queda
multiplicado por ese nimero.

¢) Falso; seria

2 2 1 1
=4 .
AR

d) Verdadero. Si restamos la 2.2 columna a la 1.2, el valor del determinante no varia.

e) Verdadero. Si una fila o una columna estd multiplicada por un nimero, el de-
terminante queda multiplicado por ese nimero.

m n

Si =-5, ¢cual es el valor de cada uno de los siguientes determinantes?

Justifica las respuestas:

ay|m+3n p+3q‘ by [P ™ opn —m
n q qn 3g »

d)pZm o 1 n/m f)mSm
q 2n mp mq p 5p

21)m+3n p+3q|_ \mp|l_|mmn|__
n q [Vn q|P|p q
pom|_|\p qgl_ _|mn__ s _

DI Y A I EECORE

3n —m| _ nom_ oo MmN _ sy

9] 3q —p %" qp<3)3‘pq 3 (=5) 15

D 2m|_ S|P m|_ 5 |P qgl_ 5 mnl_ 5 =y

d)q 2n (4)2qn(2)2mn(3)2‘pq 2:(5=10

Unidad 3. Determinantes
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‘1 w/m|_ 1 Imoa|_|mn|_ g
mp mq |@® m p 4q| P 4g
) ‘21 557;‘ =0, pues las dos columnas son proporcionales.

(1) Si a una fila le sumamos otra multiplicada por un nimero, el determinante
no varia.

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

(3) Si cambiamos de orden dos filas o dos columnas, el determinante cambia de
signo.

(4) Si multiplicamos una fila 0 una columna por un nimero, el determinante
queda multiplicado por ese nimero.

7 |Sustituye los puntos suspensivos por los nimeros adecuados para que se
verifiquen las siguientes igualdades:

a)37=27+---7 b)—43=6—1+ ------
5 _3 3 3| [... 3 2 0 2 0 2 0
a)37=27+17 b)—43=6—1+—104
5 =31 |3 3| |2 3 2 .00 |2 0 2.0
111
s8 |Sabiendo que |a b c| =5, calcula el valor de los siguientes determinantes:
Xy z
1 1 1 ab c 0 0 1
a)la+7 b+7 c+7 b)lx y =z co|c—a b-c c
x/2 y/2 =z/2 111 zZ—-x y—-z =z
1-x 1-y 1-z X y z
d)ja+2x b+2y c+2z e)|lx—a y—-b =z-c
2x 2y 2z 3 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Dla+7 b+7 C+7(T) a b c |+| 7 7 7 >
x/2 y/2  Z/2 xX/2 y/2 zZ/2| |x/2 y/2 z/2

1 11
=lgbc+0=l~5=i
2 2 2
x y z

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.
(2) Sacamos % factor comun de la 3.2 fila. El 2.° determinante es 0, pues las dos

primeras filas son proporcionales.

Unidad 3. Determinantes
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b c 1 11
b) y 1l=|a b c|=5
1 z X Yy z

= K8 Q

(1) Cuando cambiamos de orden dos filas consecutivas, el determinante cambia

de signo.
COLUMNAS
0 0 1] am_@gol |-1 1 1 11 1
Olc—a b-c cl|l= enH+3y -a b ¢ o a b c¢|=-5
z—-x y-z =z (3. - y z Yy oz

(1) Sacamos -1 factor comun de la 1.2 columna.

FILAS

l-x 1-py 1-z 1.9 l-x 1-y 1-2z
dDla+2x b+2y c+2z|= 2H-3YH a b ke
2x 2y 2z 3.9 2x 2y 2z
FILAS
l-x 1-y 1-2z A9 + (3.3 1 11
=2| a b c |= @ 2la b ¢c|=2-5=10
X Y z &) Xy z
(1) Sacamos factor comun el 2 de la 3.2 fila.
FILAS
X Y z a9 x y =z 3 3 3
e)|lx—a y-b z-c|l= @H-am -a -b —c ar e -b — 5
3 3 3 G 3 3 3 x y z
3 3 3 1 1 1
=la b ¢ 3 3la b c|=15
x Yy z X y =z

(1) Cuando permutamos dos filas, el determinante cambia de signo.
(2) Sacamos -1 factor comun de la 2.2 fila.

(3) Sacamos 3 factor comun de la 1.2 fila.

Determinantes de orden cualquiera

Halla el valor de los siguientes determinantes de orden 4:

1 0 2 O 2 1 3 1
03 0 0 31 1 0
Dlg o 0 5 L
0 6 0 1 5 2 21
EEE I
2) _ 204 0 s|=2-(12)=-24
0 6 0 1

(1) Desarrollamos por la 3.2 columna.

Unidad 3. Determinantes
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FILAS

-3 1

1
1

N

O —
&

1
-1 6 0

o

2
3

4.9 -a

1

-2

(D) El determinante se anula, puesto que tiene dos filas iguales.
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Rango de una matriz

|

20 3
1-1-2
730

- AN e
0N \o O
AN O
-

1
-2
1B
0
3 5 1
6 10 -2
110 1
415 0

17

s10 | Calcula el valor de los siguientes determinantes:

s11 |Halla el rango de las siguientes matrices:
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01

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘5 :

‘=—5¢O — ran (A =2

Las dos ultimas filas son linealmente independientes.

Veamos si la 2.2 fila depende linealmente de las dos dltimas:

6 10 -2
110 1]=0. La22fila depende linealmente de las dos ultimas.
415 0

Veamos si la 1.2 fila depende de las dos ultimas:

3 5 1
110 1|=10=20. Portanto, ran (A) = 3.
415 0
1 2 3 1-1
B=[4 5|6 2 1
1 0|0 3 4
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘f g =-5#0

Las dos primeras columnas son linealmente independientes. Luego, ran (B) = 2.

Veamos si la 3.2 columna depende linealmente de las dos primeras:

1 2 3
4 5 06|= ‘2 2‘ =3 #0. Por tanto, ran (B) = 3.
1 0 of P
2 -1 0 0
0o 0 2 -1
““lo 2 21 0
2 0 -1 0

Calculamos | C:

FILAS

10 0| am

2 2

=0 0 2 ey 002—1=2g_21"01_
0 2 -1 0 (G.H 0 2 -1 0w 1 -1 0
2 0 -1 0 @5 -1 0 1 -1 0

=2QR2-1D=2#0 = ran(C) =4

(1) Desarrollamos por la 1.* columna.
1 200 3

D=0 1/-1 -2
2 7-30

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘1 f #0

Unidad 3. Determinantes
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Las dos primeras filas son linealmente independientes.

Veamos si la 3.2 fila depende linealmente de las dos primeras:

1 2 0
0 1 -1|=-3-4+7=0
2 7 =3 > La 3.2 fila depende linealmen-
1 2 3 te de las otras dos.
1 2[=-8-6+14=0
2 7 0

Por tanto, ran (D) = 2

Estudia el rango de las siguientes matrices segiin el valor del parametro que
aparece en ellas:

21 0 a 1 0

a)A=|11 -2 b)B=|-1 2a -2
31 a 1 -1 2
2 -1 a 1 11

coC=|la 3 4 dD=|1 -a 1
3 -1 2 1 1 a
2 1 0

a) |Al=|1 1 2|=2a-6+4-a=a-2=0 — a=2
3 1 a

21

*Si a=2 — Como |A|=Oy‘1 1‘=1¢O — ran (A =2

eSia#2 — |A|#0 — ran(4) =3

a 1 O
b) |B|=|-1 2a -2|=4a*>-2-2a+2=4a*-2a=0 —
1 -1 2
a=0
—>2a(2a—1)=0< 1
=
2
1 0

Observamos que
-1 2

‘=2¢0 — ran (B) = 2
eSia=0 - |B|=0 — ran(B) =2

1
 Si a=- = |B| =0 — ran (B) =2

1
eSi az0 yars = |B| #0 — ran(B) =3

Unidad 3. Determinantes
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o |C|=

Observamos que

W QN

_7+V49+32 _7+V81 _ 729 a=-

—_

3

—_

=12-a?-12-9a+8+2a=-a*-7a+8=0 —

[NCRNTNGIN

Por tanto:

-2 -2

-2 =1

3 4
-1 2

‘=10¢0 — ran (C) =2

eSia=1 - |C|=0 — ran(C) =2

eSia=-8 — |[C|=0 — ran(C)=2

eSia#1lya#-8 — |C|#0 — ran(C)=3

1
d D] =1
1

eSia=-1 - D=

1

1

1
a=1
—a l|=-a?+1+1+a-1-a=-a*>+1=0
<a=—1
a
1 1 1
eSia=1 5 D=1 -1 1| > [! Y20 > ran ) =2
1 -1
1 1 1
1 1
1 1 —>‘1 1 #0 — ran (D) =2
1 1 -1 1 -1

eSia#1ya#-1 — |D|#0 - ran(D)=3

Estudia el rango de estas matrices segun el valor del parametro a:

1 ; —13 22; 123 a
aA)A= b)B=|2 4 6 8
a -1 -1 1 36 912
1 -1 1 =2
oc=? -1 1 D= a-2 1-2a -1
1 —a 2a-1 a a 2a

Si |4|=0 = a=2

eSia=2 — ran(4) =3

eSia+2 —

1
b)B=|2
3

eSia

-Siu;at4—>‘5 a
6 8

ran (A) = 4

Las cuatro filas son proporcionales — ran (B) = 1

#0 = ran (B) =2

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD | 3
-1 1 a -1 a= 1
c=4 7 =—a2+1=0
D=1 4 2a- 1) R -1
eSi a=1, queda:
c=|t 1 1 5 ran (C) =1
1 -1 1
e Si a=-1, queda:
c=t 11 T llo2z0 5 mn =2
1 1 -3 1 3
eSia#xlya+-1 — ran(C) =2
D= a—2 1—2a§—1 a—2 1_“=a2—2a—a+a2=
a a | 2a a a
a=0
= 2a% - 3a = 0 < 3
a==
2
eSia=0 » p=|2 L 1} ran (D) =1
0 0 O
. 3 -1/2 -1/2 -1
eSia=— — D=
2 32 32 3
Las dos filas son proporcionales — ran (D) =1
°Si a20 vy a;t% — ran (D) = 2
PARA RESOLVER
s14 | Justifica, sin desarrollar, que los siguientes determinantes son nulos:
-8 25 40 5 5 5
a)(2/5 3 2 b)| a b c
0 27 0 btc a+tc a+b
a) La 1.2 y la 3. columnas son proporcionales (Ia 3.2 es =5 por la 1.%).
b) Sumamos la 3.% fila a la 2.
5 5 5 5 5 5
a b ¢ |=latb+c a+b+tc a+tb+c|=
b+tc a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 L
=5(a+ b +¢) 1 1 1 =0
b+c a+c a+b
(*) Puesto que tiene dos filas iguales.
Unidad 3. Determinantes 21




s15 |Resuelve las ecuaciones siguientes:

x 1 0

0 a b c
0x 10
a)OOxl_O b)Z:;—O
10 0 x
-x 1 0 1 x -1-10
1 —x1 0 -x x -11
No 11|70 DIy 1 x 1|0
1 0 1 —x 1 -10 x
g ; (1) 8 x 10| |1 00
a) =x|0 x 1|-|x 1 O|l=nx-23-1=x%-1=0 —
0 0 x 1] 0 0 x 0 x 1 @)
1 0 0 x
4 x= 1
- x=+\1 <x= o
(1) Desarrollamos por la 1. columna.
(2) Son determinantes de matrices triangulares.
FILAS
a b C 1. a b C ,X'=b
bla x c|= ey-am 0 x=b 0 =a(x—b)(x—c)=0< -
) ) X=c
a b x 3B.H-a.9 0 0 x-—c

(Suponemos que a # 0).

-x 1 0 1 2-x 1 0 1 1 1 0 1
1 —x 1 0 2—-x —x 1 0 1 —x 1 0
) 0 1 —x 1|m[2=x 1 —x 1 6>(2'X) 1 1 —x 1|
1 0 1 —x 2—-x 0 1 —x 1 0 1 —x

FILAS
a» o1 0 1 w—1 1 -1
_ @v-ay 0 —x-1 1 L2l 0 s o |-
BH -0 0 0 —X 0 3 1 1 1 “®
@n-as . |o -1 1 —x-1 - =
- —x -1 -1 |_ 2 _ 2 -
=X = x[(x-1D"=-1l==x[x*+1+2x-1] =
-1 —x-1

= —x(x?+2x) =—x*(x+2)=0 <§:_g

(1) Sumamos a la 1.2 columna las demas.
(2) Sacamos (2 — x) factor comin de la 1.2 columna.

(3) Desarrollamos por la 1.* columna.

(4) Desarrollamos por la 2.2 fila.

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD | 3
x -1 -1 0] |x-1-1 -1 0 . 11
-x x -1 1 0O x -1 1
DIy x 1ldo a4 x 1|a® b j ’5 916'
1 -1 0 «x 0 -1 0 «x

x=1
B+1=0 - x=-1

=(x—1)(x3+1+x—x)=(x—1)(x3+1)=O<

(1) Sumamos a la 1.2 columna la 2.2,

(2) Desarrollamos por la 1.* columna.

Estudia el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro
que contienen:

£ 0 (2) 1 3 3 1 m m—1 m(m—-1)
aA)A= b)B=|k k 3 -1 c)C=|m 1 m
> k000 13 3 0 m 1 m-1
1 0 2 1
FILAS
Rk =1 2] qo_s.un |k-2 kB =5 0
')|A|=3_k 0 0f_ @y 3 —k 0 Of_
4 5 k 0 0 69 5 k0 0|
1 0 2 1 4 1 0 2 1
k-2 k -5 i
= 3 -k 0 =—5‘3 _le"=—40/e=O—>/e=0
s &k ol|® 5
(1) Desarrollamos por la 4.* columna.
(2) Desarrollamos por la 3.* columna.
RN NE
eSi k=0 > A= = |5 0 0|20 - ran(4) =3
5 0 0 O 1 2 1
1 0 2 1
eSi k20 — |A|20 — ran(A) =4
1 3 3 1 1 3 3
b)B=|k k 3 -1| — Hacemos |k k 3|=0 > 6k-18=0 — k=3
-1 3 3 0 -1 3 3
1 3 3 1 1 3 1
eSi k=3 > B=(3 3 3 1| - |3 3 -1|#0 = ran(B)=3
-1 3 3 0 -1 3 0

eSi k23 — ran (B)=3

Por tanto, ran (B) = 3 para cualquier valor de 4.

Unidad 3. Determinantes
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17

m m—-1 m(@m—1) 1 m-1 m@m-1)
olcl=|m 1 m = m|l 1 m =
m 1 m—1

=m(m—2)=0<Z:(2)

(1) Sacando m factor comun de la 1.2 columna.

0 -1 0

esim=0 - c={0 1 0| »|' %020 5 ran-2
01 -1 T -
212

esim=2 5 c=[2 12| 5|1 220 > ran(©) =2
211 11

eSimz0y m#2 — |C|#0 = ran(C) =3

Estudia, segin los valores del parametro, el rango de cada matriz:

k1 -2 0 t 2 2
aAd=|-1-1 k 1 b)B=|2 ¢ ©
11 1 k 1t ¢
11 -1 o0 1 0 —a 1
oc=|2 1 -1 0 dD=|1 a+3 4—a 0
-t 6 3—t 9-1t 1 a+3 a’?+2 a+2
B 1 -2 0 B o1 -2 b 1
DA=|-1-1k 1| > |1 -1 k|=k2+1=0<_,__,
11 1 k 11 1
1 1 -2 0 1 20
eSi k=1 > A=|-1-1 1 1| = -1 1 1|20 - ran) =3
11 1 1 11 1
1 1 =2 0 1 1 0
eSik=-1 — A=|-1-1 -1 1 —>—1—11=0y“2 O%0 -
11 1 -1 11 -1 -1

— ran (4) = 2

eSi Rx-1 — ran(4) =3

ro2 2 ro2 2 1=0
mB=[2 t 0| = |B|=|2 t o|=t3-2t=0 t=12
1 ¢t ¢ 1 ¢t ¢ r=-\2

Unidad 3. Determinantes



eSi t#9 — ran(C) =3

eSi a#-2 — ran (D) =3

Unidad 3. Determinantes

UNIDAD | 3
0 2
eSit=0 = B=|2 0 0 —>‘O 2120 S ranB) =2
2 0
100
V2 2
. V2 2
esit=V2 5 B=|2 2 o] > ) \/E¢O—>mn(B)=2
1 V2 2
~2 2 2
. A2 2
esit=—2 5 B=2 2 0o | > 20 — ran (B) =2
2 2
1 2 A2

eSi t#0, txV2 y tN2 > |B|#20 - ran(B) =3

11 -1 0 11 -1
oc=l21 21 0o |>5|21 “1]|=t-9=0>1=9
-t 6 3—t 9-1 -t 6 3—1t
1 1 -1 0
eSit=9 > Cc=[2 1 -1 0 —>‘1 N0 = ran ) =2
9 6 -6 0 2 1

1 0 —ad -1 1 0 —ad
D=1 a+3 4-a 0 S |1 a+3 4-a| =
1 a+3 a’+2 a+2 1 a+3 at+2|®
1 0 —a =1
=(a+3)|1 1 4—a =(a+3)(a2+a—2)=0< =-2
W 11 a?+2 G-
(1) Sacamos (a + 3) factor comun de la 2.2 columna.
1 0 -1 -1 0 -1 -1
eSia=1 > D=|1 4 3 0| =14 3 0|20 = ran(D)=3
1 4 3 3 4 3 3
1 0 2 -1 1 0 -1
eSia=—2 > D=1 1 6 0| > |1 1 O=Oy‘1 HETE
11 6 0 1 0 1 1
— ran (D) =2
1 0 3 -1 1 3 -1
eSia=-3 - D=1 0 7 0| = |1 7 0|#0 — ran(D)=3
1 0 11 -1 1 11 -1

25



Pagina 97

18

26

Calcula el rango de estas matrices en funcion del parametro #:

t 1 1 2
aA=(2 t t2 1
21 1 2

t t 0

b)B=| 2 t+1 -1
20+1 0 —1-3

3—-t 3 2t
2 0 -1
AC=| 1 3 24y
t+2 0 ¢t
11 11 =0
DA=|2 t 2 1| - |2 t ¢ =—t3+3t2—2t=0<t=1
2 1 1 2 1 1 /=2
01 1 2 01 2
eSit=0 > A=|2 O 1l - 12 0 1120 = ranA4) =3
21 1 2 2 1 2
1 1 1 1 1
eSit=1 > A=(2 1 1 1| = |2 1 1|20 > ran4) =3
2 1 1 2 1
2 1 1 2 2 1
°Sit=2 - A=|2 2 1 > |2 2 1=Oy‘2 Yo -
2 1 1 2 2 1 2 2
— ran (A) =2
eSi t#2 — ran(A) =3
I3 I3 0 I3 I3 0
bB=| 2 (1+1 -1 = |B|=| 2 1+1 -1 =

2t +1 0 —1-3

=0
=l‘(t2—3t+2)=0<t=1
r=2
0 0 0
eSi t=0 —- B=|2 1 -1 e‘
1 0 -3
1 1 0

eSit=1 > B-=

\S)
\S)
o
l

2t +1 0 -3

2 1
1 0
2 2
3 0

#0 — ran (B) =2

#0 — ran (B) =2

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD | 3
2 2 0
eSit=2 - B=|2 3 1 —>‘§ 2120 = ranB) =2
5 0 -5 5
eSi t#0, t#1y t#2 — ran(B) =3
U R PR
o) C= 1 P B -2 0 -1 |=3Gt-60)=0 — =2
12 0 / 1 3 2+t
LA s
eSit=2 — C- S22 o0 “afl=0y L 3lz0 5
1 3 4 A 0 2 —2 0
4 0 2
— ran (C) =2
eSi t#2 — ran(C) =3
Halla, en funciéon de a, el valor de los determinantes siguientes:
a+1l a a a
+1
a,- a a a a
a a a+l a
a a a a+1l
aa a a
2 a a a
4, = 32 aa
4 3 2 a
a+l a a a 4da+1 a a a
4= @ at+tl a a | |4a+1 a+1 a a | _
17| a a+1 a |O|4a+1 a a+1 a |@
a a a a+1 4da+1 a a a+1
FILAS
1 a a a ) 1 a a a
_ 1 a+1 a a | @ey-an 010 0] _
=UarD L 4i1 a4 |7 Gm-an Ga+Dlo o 1 0|G
1 a a a+1 45 -1y 00 0 1
1 0 O
=(Ua+1D|0 1 0|=0Ga+1 1=4a+1
0 0 1

(1) Sumamos a la 1.2 columna las demas.
(2) Sacamos (4a + 1) factor comun, de la 1.2 columna.

(3) Desarrollamos por la 1.2 columna.

Unidad 3. Determinantes
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FILAS

a a a a a1 a a a a
A = 2 a a a _ @n-an 2—a 0 0 0 _
2 13 2 a a BH-0YH 3—a 2-a 0 0w
4 3 2 a “4H-a5 4—a 3-a 2-0 0
2—a 0 0
=—al3-a 2-a 0 (3)—@(2—01)3=a(a—2)3
4—a 3-a 2-a

(1 Desarrollamos por la 4.* columna.

(2) Es el determinante de una matriz triangular.

Prueba, sin desarrollarlos, que el valor de los siguientes determinantes es 0:

x x+1 x+2 Yz xz Xy
aA|lx x+3 x+4 b)| 1 1 1
X x+5 x+6 1/x 1y 1/z

FILAS

x x+1 x+2 . x x+1 x+2
Alx x+3 x+4|= @y-a» 0 2 2 | =0,
X x+5 x+6 BH -0 0 4 4

pues las dos ultimas filas son proporcionales.

Yz Xz Xy
b| 1 1 1=

111 XYz XYz XYz
Ux 1y 1z|P*Y =

X y z |=0
1 1 1 |@

1 11 W
(1) Sacamos factor comin g ; y S en la 1.2, 2.2y 3.2 columnas.

(2) La 1.2 y 3.2 fila son proporcionales (xyz - 1.2 = 3.%).

a b c
Considera la matriz A=|2a —b 3c|, donde a, b y ¢ son no nulos.
3a 0 4c

a) Determina el nimero de columnas de A que son linealmente indepen-
dientes.

b) Calcula el rango de A.

a b c 1 11
|A|=|2a =b 3c|=abc|2 -1 3|=abc-0=0
3a 0 4c 3 0 4
Pero 2&; bb’ =—ab + 2ab =ab # 0, pues a y b son no nulos.

Unidad 3. Determinantes
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_
UNIDAD H

Por tanto:
a) Hay dos columnas en la matriz A que son linealmente independientes.

b) ran (4) = 2
Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valoresde a, b y c:

5 5 5
M=| a b c
b+c a+c a+b

5 5 5 5 5 5
|M|=| a b ¢ (T)a+b+c a+b+c a+b+cé)
b+c a+c a+b b+c a+c a+b

5 5 5
=(a+b+ o0 1 1 1 (?) 0
b+c a+c a+b
(1) Sumamos a la 2.2 fila la 3.2.
(2) Sacamos (a + b + ¢) factor comun de la 2.2 fila.
(3) Las dos primeras filas son proporcionales.

Luego, ran (M) < 2. Tenemos que:

> 5=519—5a=0 — b=ua
a b

5 5 -s5c-56=0 > c=b
b ¢
5 5

a C

=5c-5a=0 — a=c

Por tanto:
eSia=b=c — ran M) =1

eSiazb o bxc o a#c — ran (M) =2

Estudia el rango de la matriz:

cos o —sen o 0
A=|seno coso O
0 0 1

cosao, —send O
|A]| = [seno cosa 0 5
0 0 1

cos oL —sen o
sen o cos o

=cos? o+ sen?a =1

(1) Desarrollamos el determinante por la 3.2 fila o por la 3.* columna.

Por tanto, como |A| #0, tenemos que ran (A) = 3.

Unidad 3. Determinantes 20
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CUESTIONES TEORICAS

¢Cual es el valor del determinante de la matriz unidad de orden n? ;Y el de
una matriz triangular de orden n?

Justifica tus respuestas.

det (I,) = 1. El determinante de una matriz triangular de orden n es el producto
de los elementos de su diagonal principal (pues el resto de los productos que in-
tervienen en la obtencion del determinante serian cero). En el caso de la matriz uni-
dad de orden 7, tenemos un ejemplo de matriz triangular en la que los elemen-
tos de su diagonal principal son unos. Por eso, el determinante vale 1.

Prueba que el determinante de una matriz de orden 3 es igual al de su tras-
puesta.

ayy dy, dys dyy by Az
Si A=|dy ay dy|, entonces Al =|dy, dy dy .
gy dsy Oy iz dyz A3

Aplicando la definicién de determinante, obtenemos que |A4’| = |A|. Lo vemos:

|l = ayy ay, ass + ay ayy a3 + ays ay azy = ay ay az - ay ay az, - ayy ay dgy
=

| A= ayy ayy ass + agy ays agy + agy ay) a3y — Ay ay, gy — gy Ay asy —dy, ay) dsg

Luego |4]| =14

¢Sabrias decir cual de estos dos productos puede formar parte del desarro-
llo de un determinante de orden 4?:

Aa,-ay-az - a, b)a, - ay - ay; - as,

Solo podria ser b), puesto que en cada producto ha de aparecer un factor de cada
fila y uno de cada columna.

Comprueba que: det(A - B) = det(A) - det(B) siendo A y B dos matrices
diagonales de orden 3.

ap, 00 by 00
Sea: A=[ 0 ay 0| B={0 by 0
0 0 a 0 0 by
ayby 0 0
A-B=| 0 ayby, 0 = |4 B|=ay by ay, by, as; by
0 0 assbs

lAl = a,, a,, a;

|B| = by, by, by, } lAl - 1Bl = ay, by, ay, by, azy bsy

Luego, |4 - B[ =14]-|B|

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD | 3

1
det(4)’

& Ten en cuenta que: A-A7 =1

Justifica que det(4™) =

Sabemos que |4 - B|=|A| |B|. Como A-A~'=1 tenemos que:
|A] - |47t =]1]. Pero|I] = 1 (véase ejercicio 24). Por tanto, queda:

1

lAl -4 =1 — a7 =
|4]

(Observacion: | 4| # 0, puesto que existe 47!, luego podemos dividir entre |A4]).

Si A es una matriz cuadrada de orden 4, ;puedes saber el valor de:
Ay Ayt aydptayAdta g,
sin conocer los elementos de la matriz?

El resultado es 0, pues tenemos un producto de los elementos de una fila (Ia 2.%)
por los adjuntos de otra (Ia 1.%).

Las matrices A y B tienen 3 filas y 12 columnas, pero, en el proceso de edi-
cion, algunas de estas se han borrado.
1 1 =1 e eee ene 2 -1 3 e
A=|3 -1 0 -+ v - B=(3 0 1 .. ...
7 5 2 5 4 Q oo oen e

¢Puedes averiguar algo sobre los posibles valores de su rango?

Si llamamos C a la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos
matrices A y B, ¢cudl sera el rangode C?

1 1 -1.. 1 1 -1
A=|3 -1 0 ...]. Como ! 11‘=—4¢0 y |3 -1 0|=0, sabemos que
-7 5 2. B -7 5 -2

ran (A) = 2. También sabemos, puesto que A solo tiene 3 filas, que ran (4) < 3.
Por tanto, podemos afirmar que 2 < ran (4A) < 3; es decir, ran (4) podria ser 2 6 3.

e En el caso de la matriz B, tenemos que:

2 -1 3 .. 2 -1 3
B=1|3 0 1 ..|]. Como |3 0 1|=23#0;, y B solo tiene tres filas,
5 4 0 .. 5 4 0

entonces ran (B) = 3.

e Si C es la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos matrices A4 y

B, por los resultados anteriores tendremos que ran (C) = 3.

Unidad 3. Determinantes
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Sila matriz 4 = | % b ; tiene rango 2, ;qué rango tendra la matriz B?
m n
a b c
B= m n p

m—-a n-b p-c

Observamos que la 3. fila de B (la que hemos anadido respecto a A), es com-
binacion lineal de las dos primeras (se obtiene restando la 2.* menos la 1.%). Por
tanto, B tendrd el mismo rango que A, es decir, ran (B) = 2.

Dadas la matrices A y B deorden 4 x4 con |A|=3 y |B| =2, calcula |47},
|B*A| y |(AB™V)!|. Justifica las respuestas.

] % (véase ejercicio 28).

5 4l = 1514l 5181 -lal=2-3=6

1
ABD!| = |aB7 = |A]| - |B7Y| = 4] -
(B 5 1B 5 Jal - 1B = Al = 5 =

(1) Tenemos en cuenta que |4 - B| = |A4]| - |B|.

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

De una matriz cuadrada A se sabe que su determinante vale —1, y que el de-
terminante de 24 vale —8. ;Cual es el orden de la matriz A? Razona la res-
puesta.

|24] = -8 =-1-8=—-1-23=23-]A4|. Sitenemos en cuenta la siguiente propie-
dad de los determinantes:

“Si multiplicamos una fila 0 una columna de una matriz por un n.°, el determinan-
te queda multiplicado por ese n.°”; entonces, si A es una matriz cuadrada de or-
den n:

|24]| = 2" - |A|. En nuestro caso concreto, serd 7 = 3.
Es decir, A es una matriz de orden 3.
8i llamamos c,, c,, c; a los vectores columna de una matriz A4, el deter-
minante puede designarse asi:
det(4) = det(cl, C,, CS)
Si det(A) =5, scual sera el valor de estos determinantes?
a) det (¢, — 3c,, c,, ¢3)
b) det(cl, c,, 203)

c) det(c,, c, — c,, (:3)

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD | 3

(
a) det(c, - 3c,, ¢,, ¢3) D det(cy, ¢, ¢3) =5

(1) Sumamos a la 1.* columna la 2.* multiplicada por 3.

2)
b) det(c,, c,, 263) = 2 det(c, c,, 63) =2-5=10

(2) Si multiplicamos una columna de una matriz por un ndmero, el determinan-
te queda multiplicado por ese nimero.

3 2
o) det(cy, ¢; = ¢,, ¢3) = det(c), —¢,, ¢;) = —det(cy, c,, ¢;) =5

(3) Restamos a la 2.2 columna la 1.2,

35 |a) Define a qué se llama rango de una matriz.

b) Indica, razonando la respuesta, cuales de las siguientes afirmaciones son
ciertas:

D ran(A) = ran(-A) (—A es la matriz opuesta de A).

n) ran(A) = ran(4') (4! es la matriz traspuesta de A).

m) ran(4A + B) = ran(A) + ran(B)

v) ran(42) = [ran (A]?

v) ran(A) = ran(4™) si A tiene inversa (4! es la matriz inversa de A).
a) El rango de una matriz es el nimero de filas (o de columnas) linealmente inde-

pendientes. También podemos definirlo como el miximo orden de sus menores
no nulos.

b) 1) Verdadera. El hecho de cambiar de signo los elementos de A, solo afectard
al signo de los menores; pero el maximo orden de los menores no nulos (el
rango) no se ve influido.

) Verdadera. El ndmero de filas y el nimero de columnas linealmente inde-
pendientes es el mismo. En A’ solo hemos cambiado filas por columnas.

1) Falsa. Por ejemplo:

12} (12} L g (24
23 -2 -3 00

A=

ran (A) = ran (B) =2 (pues |[A|20 y [B|20) y ran (A + B) = 1.

1v) Falsa. Por ejemplo, si 4 es una matriz de orden 2y con ran (4) = 2, A?
también serd de orden 2; luego ran (4% <2, y [ran (AD)? =22 =4 (si A?
es de orden 2 no puede tener rango 4).

V) Si A es una matriz cuadrada de orden 7, y existe su inversa, entonces |A| # 0
(y |47Y #0). Luego ran (A) = ran (A™") = n. Por tanto, la igualdad es ver-
dadera.
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33



s36

s37

s38

34

Sea A una matriz cuadrada tal que A% = A. Demuestra que det(4) =0 o

det(4) = 1.

|42[ = 1[4 - A] = |4] - |l = 4P = 4] — [4aP-]4]=0 -

= Jaldal-1»=0<l4l=0

lal =1

(Hemos tenido en cuenta que |4 - B| = |A4] - |B]).

Escribe dos matrices A y Be M
a) det(A + B) # det(A) + det(B)
b)det(A + B) = det(A) + det(B)

;B=(3 5);A+B=(5 8)
1 -2

2% 2 tales que:

2 3
-1 2

a) Por ejemplo: A4 =(
|41 = 7 18] = 115 |4+ Bl = 04| +]B] = —4

Y
2 2 6 8

2 3

b) Por ejemplo: A = (4 e

lA[=0; |B]=0; [4+B|=0=]A]+]B]|

PARA PROFUNDIZAR

Demuestra, sin desarrollar el determinante, que:

a? ab b?
2a a+b 2b|=(a-0b)3

a+b b b
2 1 2b|=

2
o o 1|7

1 1 1
@ Haz c;—c; y ¢, —c; Asipodrds sacar factor comin (a —b)?. Después, haz
¢; —2c,.
COLUMNAS
a’> ab b 15 - 32 a-b ab-b* b
2a a+b 2b|= @H-3YH 2a-2b a-b 2b|=
1 1 1 (ER) 0 0 1
(a+b)(a-b) bla-b b
= 2(a - b) (a—b) 2b 5 (a— b)?
0 0 1
= (a- b)z a+b b
2

1‘=(a—b)2(a+b—2b)=(a—b)2(a—b)=(a—b)3

(1) Sacamos (a — b) factor comin de la 1.2 y de la 2.* columna.

(2) Desarrollamos por la 3.2 fila.
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UNIDAD | 3

Demuestra, sin desarrollar, que:

2 2

1 a? a3 |bc a a
1 b% b3|=|ac b b?
1 2 3| |ab ¢ 2

@ En el segundo miembro, multiplica y divide la primera fila por a; la segunda, por
b, y la tercera, por c.

Procediendo como se indica en la ayuda, tenemos que:

bc a a? bca a* a 1 a? a 1 a? ad
ac b Pl=acv 2 B=Ll w2 o=l » »
ab ¢ c? a% Nabe 2 3 abc 1 ¢ &3 1 ¢ 3
1 1 1
Pruebaque: (a b c|=(b-a)(c—a)(c-b)
a? b* 2

@ Este determinante se llama de Vandermonde. Haz ¢, —c, y c¢;—c;. Extrae el
Sfactor (b —a) dela2.% columnay (c—-a) dela 3.% columna.

1 1 1 1 0 0 1 0 0
a b cl=|la b-a c—a |=|a (b-a) (c—a) =
ar b* ¢ a*? b*—a* 2 -a? a> b+a)b-a) (c+a)c-a)
1 0 0
=(b-a)(c-—a)|a 1 1 =b-a)c-a)(cta-b-—a) =

a*> b+a c+a
=(b-a)(c—a)(c-b)

Determina las matrices cuadradas de orden 2 cuyos elementos sean nime-
ros enteros, con determinante igual a —1, y tal que su inversa coincida con
su traspuesta.

@ Haz A-A'=1 y |A|=-1.

Hay 4 soluciones.

Si A=[% b,entonces At={% €| si A'= A1 ha de ser:
c b d
blla ¢ a’+b> ac+ bd 1 0
A-Al=17 - |4 = = -
c d)\b d ac + bd 2+ d? 01
a’t+ b* =1
ac +bd =0
ac +bd =0
E+d*=1

Como a, b, ¢, d son enteros, tenemos solo cuatro soluciones:

1 0\ (0o-1) (1 o)
o 1) \-10/) lo -1/

-1 0
0 1

)
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s42 |Escribe una matriz con 3 filas y 3 columnas, que tenga 3 elementos nulos y
tal que ninguno de sus menores de orden 2 sea nulo.
0 1 1
Por gjemplo: |1 0 1
1 1 O
Yaque:o 17&0,0 1¢O, 1;r&Oy1 1¢0
1 0 1 1 1 1 O
43 | Calcula el valor de estos determinantes:
110 01 1 1 0 0 0
10 0 1 1 -1 1 1 0 O
a)|01 10 1 b0 -1 1 1 0
01 011 0O 0 -1 1 1
11111 0O 0 0 -1 1
11001 o 11001
(1.9 _
1 0 0 1 1 2 -1 0-1010 11? (1) (1)
20 110 1= gy 01 10 =17 |-
01 0 1 1] @ 01 0 1 1 0110
1 1 1 11 (6. =) 0O 0 1 10
FILAS
1. -1 0 1 0 11 1
_ @H+an 01 1 1 __lo 2 1]-
BH+A3 00 2 11m 11 0
D) 0110
FILAS
1. 11
= 29 —-10 2 1 5 —(2)=2
3.4 -1 0 0 —1|~
(1) Desarrollamos por la 1.* columna.
(2) Es el determinante de una matriz triangular.
1 1.0 0 0 o 1100 0
.
-11 1 0 0 @ + (1Y) 02100 _211 (1) 8
Mo -1 1 1 0f= Gy 0 -1 1 1 0f=F"" = l=
o 0 -1 1 1 4.5 0O 0-111 00 -1 1
0O 0 0 -1 1 6.9 00 0-11
FILAS
as 21 0 0 2 1 0
- @ ) I ENTRTY
T BH-¢Y 0-12 0|l® 0 -1 2 -
(4.9 0 0 -11
(1) Desarrollamos por la 1.* columna.
(2) Desarrollamos por la 4.* columna.
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44 | Demostracion de que |4 -

3

UNIDAD H

B| =|A| - |B| para determinantes de orden 2:

|AB| = a1 42| (b b _ (11011 * 412051041 015+ A3 055
a,, ayl| \by b, Ay by + a0y 05,00, + ay by,
_ #1111 911012 + [f1n by 41,05, +
ay by, ay by, ay by, ay by,
(€)) (@)
+ |42 by, a4, by, + |%2 by, a;; by,
ay by, ay by, Ay, by, a3, by,

“@

a) Comprueba que los determinantes (1) y (4) son ambos cero.

b) En (2) y en (3) saca factor comun los elementos bij. Llegaris a |4
como se queria demostrar.

Por tanto, queda:

|[AB| =0+ by ,b,, |A| = b,,b, | Al + 0 = |A| (b,by, — byyby,) =

bll blZ
b21 bZZ

= 4] =4l - B8]

45 | Considera la siguiente matriz:

2 -1 0
A=|3 0 4
2 1 1

a) Halla la matriz (4 I.j) formada por los adjuntos de los elementos de A.

4 o0 o
b) Prueba que A4 - (Al.j)’ =l 0 |4 o[
0 0 |4

©) ;Qué relacion hay entre (4] y |(Al.j)|?

Unidad 3. Determinantes

a, b, a;b
1% 41| _ _ - _ -
D@ S ay1by105, b1y = a1 byydy by = ayyay, by byy = ayy g by by, = 0
21%11 921912
a,by, a,b
12921 41292 _ _ - _ -
G I Sy 15Dy 5y05y = 1305503051 = yy8yDy Dy = Ay, 0y1 0y = O
2021 942292
a,b a,,b a,, a
b)(Z) 11711 12 22_b b 11 12=b b |A|
a-b. a.b 1224 4 11922
21%11 92292 21 922
ayby ayb, iy 9 dyy Gy
&) b a.b |~ by1b15 de a =by1015 = by by, 4]
2021 921912 21 21 922
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_ _0 4]_ _ 13 4 _13 0f_
varls 0 4] ol et mae s a9
-1 0 12 0 |
AZI__‘l 1‘_1 22_‘2 1‘_2 AZ3__‘2 1‘ _4
-1 0 2 0 2 -1
A31=‘O 4‘__4 A32=_‘3 4‘=_8A33_‘3 O‘=3
-4 5 3
ap=11 2 —4
-4 -8 3
b)|A|=-8-8+3=-13
2 -1 0\ [-4 5 3\ (2 -1 0\ [-4 1 -4
A-(Ai,)f=3o4.1 2 —4| =13 0 4|-|5 2 -8|-=
ool2 01 1) (-4 -8 3 2 1 1 3 -4 3
-13 0 0 Al 0o o
=[0 =13 0|=|10 |4 o0
0 0 -13 0 0 |4

O || =169 = (-13)* = | 4|?

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 con |A4| # 0. Busca la relacién que
existe entre |4| v |(4 y)l

Para ello, ten en cuenta el apartado b) del problema anterior y que:

|4 - B| =4 - |B|

e Sabemos que el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta:

|A1‘]‘| = |Aﬁ| .

e Por otra parte, tenemos que (suponemos que existe A~D):

_ 1 _ 1 )3 1 _
Al=—U,) — A1=(—)~A.,=—-A..=A1
T a7 =) 14l PEE |4, = 4]
e También sabemos que:
A-Ar=1 - A -|Aa7Y=|1l=1 - |A*1|=%|

e Uniendo las dos igualdades obtenidas, tenemos que:

1 _ 1

'|A

- |4,/ =14]* (4 de orden 3 x 3)

Al jap i

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD H

Si A es una matriz cuadrada de orden n, da el valor de |(Aij)| en funcion
de |A].

Con el mismo razonamiento que hemos seguido en el ejercicio anterior, llegamos
aquesi A esnXn:

- 1
|4~ = W |AU|
5 L4 lap-
1
) = L
Al

AUTOEVALUACION

1. Calcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado:

R R W

3 x x x
X 3 x x
X x 3 x
X x x 3
X X X 3+3x x X X 1 x x x
3xx_3+3x5XX_(3+5)13xx_
x 3 x|lO|3+3x x 3 x|® xlex_
x x 3 3+3x x x 3 1 x x 3
FILAS
a 1 x X X
_@y-ad 03-x 0 0 _
“Gn-an BTN o 3-x 0 |6
4. -0 0O 0 0 3 _x

3—x 0 0
=B+30| 0 3-x 0 [=@+30)B-x7=31+x (x-3)3
0 0 3-x

(1) Sumamos a la 1.2 columna las demas.

(2) Sacamos (3 + 3x) factor comun de la 1.2 columna.

(3) Desarrollamos por la 1.* columna.

Unidad 3. Determinantes
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2. Calcula el rango de la matriz siguiente:

11 1 2
12 -3 8
M=1, 12 1
1 -1 1 =2

segun los valores del parametro a.

FILAS

11 1 2] 11 1 2
| = 12 3 8] _ e@y-a» 0 1 —4 6 _
a -1 -1 1 BH—a-13 0O -1-a -1-a 1-2al| @
1 -1 1 =2 @9-a9 0 -2 0 —4
1 -4 6 1 -4 6
=|\-1-a -1-a 1-2a|=|1+a l1+a 2a-1|=
-2 0 -4 |9 2 0 4
=41 +a)-8Ra-1 -120 +a) +16(1 + a) =
=81+a)-8R2a-1)=16-8a=0 — a=2
(1) Desarrollamos por la 1.2 columna.
(2) Cambiamos el signo de la 2.2 y 3.2 fila.
1 ; _13 5 111
eSia=2 - M= 5 1 _111 = |1 2 3[=-15#20 = ran M) =3
i 2 -1

eSia#2 — ranM) =4

3. Considera la siguiente matriz:

Estudia su rango segiin los valores del parametro a.

Buscamos los valores que anulen el determinante formado por las tres primeras filas

y las tres primeras columnas:

a+1l 1 1
1 a+1 1
1 1 a+1

a=0
3+ 2=
a’ + 3a <a=—3

=(a+13+1+1-(@+D-(G@+D-(a+1 =

(a+1P¥-3a+D+2=a’>+3a*>+3a+1-3a—-3+2=

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD H

1 1 1 0
eSia=0 - N=|1 1 1 0| — Las tres primeras filas son iguales y la 4.* son
1 1 1 0
ceros — ran (N) =1
21 1 3
eSia=-3 > N=|1 -2 1 3
11 -2 -3

Buscamos algin menor de orden 3 distinto de cero:

-2 1 -3 -2 1 1
1 -2 3|=-3[1-2 1=3-9=27#0 = ran(N)=3
11 3| 11

(1) Sacamos -3 como factor comin de la 3.2 columna.

eSi az0 — ran(N) =3

4. Prueba, sin desarrollarlo, que:

1 2 3 4
l+ta 2+a 3+a 4+a|_

=0
a a a a
5 6 7 8
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
l+a 2+a 3+a 4+a= 1 2 34+aaaa=o+0=0
a a a a |Wla a a a a a a al@
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Hay dos filas iguales en cada uno de los determinantes.

5. Sean c¢,, c,, ¢; las columnas primera, segunda y tercera de una matriz cua-
drada A de orden 3, cuyo determinante vale 6.

Calcula, indicando las propiedades que utilizas:

a) |43] b4~ o) |24]

d) El determinante de una matriz cuadrada cuyas columnas primera, segunda
Y tercera son, respectivamente, 3¢, — c3 2(:3 Yy ¢,

a)Como |4 =6 — |43 =]4-4- 4] 5 [4]3 = 63 = 216

(D El determinante de un producto de matrices es igual al producto de los deter-
minantes.
b) Sabemos que:
1

1
A-AtM=T 5 [4-A=1l=1 - |4 - |4 =1 > |A‘1|=m=€

Unidad 3. Determinantes
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o 24| = 23|4| =8 - 6 =48
(@€)]

(1) Para obtener la matriz 24 hemos multiplicado por 2 todos los elementos de
A. Por ello, podemos sacar factor comin el 2 de cada fila.

D3¢, —¢, 2¢5 ¢ 5 2[3¢,—¢, ¢ ¢ 5 -2[3¢,-¢, ¢, ¢ )

(;)—2'361 ¢, ¢ 5 —0le; ¢, ¢l =—6-6=-36

(1) Sacamos como factor comun el 2 que multiplica a la 2.* columna.
(2) Al permutar la 2. y la 3.* columna, el determinante cambia de signo.
(3) Si sumamos la 2.% columna a la 1.2, el determinante no varia.
(4) Sacamos como factor comun el 3 de la 1.* columna.
6.Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden, ¢se verifica que
|A-B|=|B-A|?
Justifica tu respuesta y pon un ejemplo.

Tendremos en cuenta que |4 - B| = |A| - |B|. Entonces:

|la-Bl=14]-|B

B| - |A| =|B - A|. Por tanto, si se verifica la igualdad.

*)
(*) Aunque el producto de matrices no es conmutativo, el producto de nimeros (los
determinantes son nameros), si lo es.

Por ejemplo:

a=( o m=3 0 <

|4 -Bl=-1-3=—-4
|B-A|l=-16+12=—-4
Comprobamos que |4 - Bl =|B - Al
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RESOLUCION DE SISTEMAS
MEDIANTE DETERMINANTES

Pagina 101

REFLEXIONA Y RESUELVE

Resolucion de sistemas 2 x 2 mediante determinantes

|4, 4,

H Resuelve, aplicando x = Il ey= | f:i , los siguientes sistemas de ecuaciones:
3x—-5y=73
4x+2y= 2
5x+ 4y=33
Tx—11y=13

Comprueba, en cada caso, la solucion.

-5y=7 _
a) 3x—5y 3}|A|=‘3 5

=26
4o+ 2y = 2 4 2‘

LAX|=‘T; :f‘= 156

|4,] - ‘Z 723‘ - 286

Por tanto: x = 156 _ 6; _ 2280 _ 11

26 0 YT T8

b) 5x + 4y =33 4] - 5 4
7x—11y =13 7 -11

‘=—83

4.0 = ‘?g —f1‘ -

|AV|=‘5 33‘=-466
; 7 13

415 _ o _
“es 3 VT g3 2

Por tanto: x =

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes




B ;Como crees que seria la solucion de un sistema de tres ecuaciones con tres in-
cognitas segun la regla anterior?

Pon las formulas correspondientes y aplicalas a la resolucion de estos sistemas:

3x -2+ z2=20 x+ y+z=3
a4y x +3z=14 b){x— y+z=1
y— z=-4 x—=2y =2

Si tenemos un sistema 3 X 3:

ap X+ dpy+azz=G dyp dip A3
Ay X+ dyy+a;z=Cy ¢ yllamamos: A = |Gy Ay |,

- a,, d,, a
Ay X + gy Y + gy 2 = Cy 31 A3y g
€1 dyp dyg dyp € dgg dyp dp G
A= € 9 3| A= |90 | A= |9 9 G
C3 dzp ds3 a3 C3 i3 dz1 d3 G
Al ) Al
entonces: x =

, V= , 25
|4] |4] |4]
(siempre que |A| # 0).
Si aplicamos las férmulas a la resolucion de los sistemas propuestos, tenemos que:

a)3x —2y+ z=20

3 =2 1
x +3z=14, |4|=|1 0 3]=-10
20 =2 1 3 20 1 3 -2 20
|4l =|14 0 3|=-50; |4|=|1 14 3|=10; |a|=|1 0 14|=-30
-4 1 - S0 -4 4 0 1 -4
=50 10 -30
Por tanto: x = —— = 5; =— =1, =2 =
or tanfo: X = —o 5 10 T 3
by x+ y+z=3 111
x— y+z=1; |4|=]1 -1 1|=2
x—2y =2 1 -2 0
301 1 1 3 1 1 1 3
|4 =1 -1 1f=8Jaf=]1 1 1|=2 |a]=|1 -1 1/=—4
2 20 1 2 0 1 -2 2
Portanto:x=§=4; y=£=1; Z=j=—2
2 2 2
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UNIDAD | 4

Inversa de una matriz 2 x 2

_ % y= —n
4|’ |4l

X

Obtén, de forma similar, las expresiones de z y de ¢ Llegaras, asi, a la siguien-
te conclusion:

0 a, a;,; 0
apz+apt=0 } 1 a,, -a,, ay 1 ap,
z= = ;1= =
dpnZ * dypt =1 |4 |4 |4 |4
a_ L [ay —ap
Por tanto: A= = ——
|4] \=ay ayy
Comprueba, efectuando el producto, que:
A-A1=1
A4t =% Gz L (ay —ay|__1 (ayd,, —a,a, 0 -
ay dpl |A| \=dy ay | 4] —dpdy Ty Ay,
__L(ja] o)_[10)_,
A\ 0 |4] 01

26

Aplica la expresién anterior para calcular M1, siendo: M = (

24

M*1=L 6 =7\_ 1 [6 =7)\_[35 =7/10
M| \-2 4 10 (-2 4 -1/5  2/5

Haz los productos M- M~ y M~ - M y comprueba que, en ambos casos, ob-
tienes la matriz unidad.

Caa (4 7\ (35 —710)_(1 0
MM (2 6) (-1/5 2/5) (o 1)

ol

-1/5  2/5 206 0 1

¢Por qué crees que es necesario que el determinante de A sea distinto de cero
para que una matriz cuadrada tenga inversa?

En su obtencion, dividimos por |A].

Es necesario que |A|# 0 para que el sistema que obtenemos tenga solucién Unica.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son
compatibles o incompatibles:

3x-2y= 5 4x+ 5y=7 x+ y+2z =7
a)y x+3y=-2 b)y2x— y=0 A){3x—y +4t=1

2x—y=3 Tx+1ly=4 X—3y—4z+4t=6
a)3x—-2y= 5 E ) 3 -2 5

x+3p=-=2¢ A=[1 3| a={1 3 -2

2x— y= 3 2 -1 2 -1 3

‘3 ‘2‘=11¢o = ran(A) =2

1 3

|A'l=0 — ran(4") =2

El sistema es compatible.

b)dx + 5y =7 4 5 4 5 7
2x— y=0p A=|2 -1 A'=12 -1 O
Tx+ 11y =4 7 11 7 11 4

A" =147 20 — ran(4) =3 #ran(4) =2

El sistema es incompatible.

o) x+ y+2z =7 1

1 2 0 1 1 2 0 7
Bx— y+ 46=1F A=|3 -1 0 4| a=[3 -1 0 4 1
x—3y—dz+dl=6 1 -3 -4 4 1 3 -4 46
Calculamos el rango de A:
1 1 2 1 1 0
‘1 1’=—4¢o; 3 -1 0]=0; 13 -1 4/=0 > ran(a) =2
5 -1 1 -3 -4 1 -3 4

Calculamos el rango de A':

1 1 7
3 -1 1|==-76 = ran(A4’) =3 # ran(A)
1 3 6

El sistema es incompatible.
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2. Siguiendo el mismo proceso que en el ejercicio anterior, averigua si los si-
guientes sistemas son compatibles o incompatibles:

x+3y—z=1 x+3y—=z=1 x+ y+2z = 7
a)1 2x +z=2 b)4 2x +z=2 c)i3x— y +41= 1
2y—z=0 2y—z=5 x—3y—4z+4t=-13
a) x+3y—-z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=12 0 1 A'=12 0 1 2
2y—z=0 02 -1 0 2 -1 0
Calculamos el rango de A4:
1 3|_ - -
‘2 0‘-—6;&0 y |4l =0 — ran(4) =2
Calculamos el rango de A"
1 3 1
2 0 2|=0 (pueslal?yla3.?columna son iguales) — ran(A") =2 =ran (A)
0 2 0

El sistema es compatible.
Observacion: Como la 4.* columna de A’ y la 1. son iguales, necesariamente

ran (A') = ran (A); es decir, el sistema es compatible.

b)x+3y—z=l 1 3 -1 1 3 -1 1

2x + z=2 A=(2 0 1 A'=12 0 1 2
2y—z=5 0 2 -1 0O 2 -1 5

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado a) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A"

1 3 1
2 0 2[=-30%#0 — ran(4") =3 % ran(A)
0 2 5

El sistema es incompatible.

o x+ y+2z = 7 1 1 2 0 11 2 0 7
Bx— p+ 4t= 1%F A=[3 -1 0 4| A'=|3 -1 0 4 1
X—3y—4z+ 4t =-13 1 3 4 4 1 -3 -4 4 -13

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado ¢) del ejercicio anterior).

Calculamos el rango de A"

1 1 7
3 -1 1 (=0 — ran(A’) =2=ran(A)
1 -3 -13

El sistema es compatible.
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1. Enuncia la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres incog-
nitas:
ApX+ apy*a;z=o6
AnX+ apy*a)yz=06
A5 X+ Azp) + a3z =03

dyp dyp Gz
Si |A|= |4y dy dy|#0 — ran(A) =3 =ran(A")
3y dzy dzs
Por tanto, el sistema es compatible.
Al lal la
) y = ) Z = ’
|4l |4l |4l

Su solucion es: x =

siendo A, la matriz que resulta de sustituir en la matriz A la columna de los coefi-
cientes de x por la columna de los términos independientes. Andlogamente, A, y
A, se obtienen sustituyendo en A la columna de los coeficientes de la incognita
correspondiente por la de los términos independientes.

2. Utilizando la regla de Cramer, resuelve el siguiente sistema:

x—3y+5z=-24

2x— y+4z=-8
x+ y =9
x—3y+5z=-24 1 -3 5
2x— y+4z= -8 |A|=]|2 -1 4|=-1=%0
x + y = 9 1 1 0
24 -3 5 1 -24 5 1 -3 -24
|A|=]-8 -1 4|=-7; |Ay|= 2 8 4|=-2 |4, =2 -1 -8|=5
9 1 0 1 9 0 1 1 9

Por tanto: x=7, y=2 z=-5
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3. Demuestra la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres in-
cognitas. Procede de forma analoga a como se ha hecho en esta pagina.

Tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

apxX tapyta;z=o djp dyp g

ApX + apy +dyz=C)r con |A|=|dy dy dy|£0.
_ Ay dyy d

Ay X + Ay + g% = Cy 31 93y d33

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Hemos de despejar cada una de las incognitas. Empecemos por la x.

Para despejar x, hemos de eliminar y, z. Esto se consigue multiplicando las tres ecua-
ciones, que llamamos (1), (2), (3), por los adjuntos de los coeficientes de la x:

DAy = ay Ay x+ap Ay y+agdyz=c A4y

(2) - Ay =y Ay X+ dpy Ay Y+ dy3 Ay 2= ¢, Ay,

B) Ay = a3y Ay X+ az, Ay y+aszs Ay 2= ¢ 45
Sumando, obtenemos una igualdad que vamos a analizar por partes:
e Fl coeficiente de la x es:

ayy Ay ¥ dy Ay +ag) Asy = | A]
e El coeficiente de la y es:
Ayp Ay +dgy Ay +dzy A3 =0
Analogamente, se ve que el coeficiente de z es cero.

e El término independiente es:

¢ Ay + ¢y Ay ¢y Asy, que es el determinante de la matriz A que resulta al
sustituir en A la columna de los coeficientes de x por la columna de los términos
independientes:

€ dyp dyg

A = |G dyp dy

G5 dsp dy
Recapitulamos: al efectuar la suma (1) - 4, +(2) - 4, + (3) - 43;, obtenemos:
[Alx+0y+0z=|A]|

Puesto que |A|# 0, podemos despejar la x, y obtenemos:

4l
4]

Para despejar la p habria que multiplicar las ecuaciones (1), (2), (3) por A,, 4,,, A5,

respectivamente. Y analogamente procederiamos para despejar z, obteniéndose:

Llal o a
la]’ | 4]
Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes 7
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

a)

©)

a)

b)

'x—y+?>z=1 [ x— y+3z=1
3x— y+2z=3 b){3x— y+2z=3
—2y+7z=0 | —2y+7z=10
+ = -
vy 3 3x+4y= 4
y+z=5
d)i 2x+6y=23
x rz=d 2x + 3 1
_x =
|5x—y+2=06 ) Y
xX— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3x— y+2z=3 A=1|3 -1 2 A'=13 -1 2 3
—2y+72=0 0o -2 7 0 -2 710

Calculamos el rango de A:

(1)_; =220y |A|=0 — ran(4) =2

Calculamos el rango de A":

1 -1 1
3 -1 3|=0 (al?yla3.?columna son iguales) — ran(4’) =2
0 -2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
2. ecuacion:

xX—y+3z=1 x—y=1—32%x=y+1—32=1+%

—2y+7z=0 —2y=-7z — y=772
Solucion: x =1+ L, y=7\, z=2A
x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3x— y+2z=3 A=|3 -1 2 A'=(3 -1 2|3
_ 2y +72=10 0 -2 7 0 -2 710

Sabemos, por el apartado a), que ran (A) = 2.

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3|=20#20 — ran(A4A') =3 # ran (A)
0 -2 10

El sistema es incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



O x+y = 1 1 0 1 1 0|3
+z=5 1 1 1 1
y -0 oo 5
x +2-4 1 0 1 1 0 1 |4
Sx_y4 -6 5 -1 1 5 -1 116
1 1 O
Como |0 1 1|=2#20 = ran(4) =3
1 0 1

Calculamos el rango de A':

|A1=0 - ran(4) =3

UNIDAD | 4

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la ul-

tima ecuacion y aplicar la regla de Cramer:

3 1 0 1 3 1 1 3
5 1 1 0 5 0 1 5
x=40—1=_=1;y=L=i=2’2=$=é=3
2 2 2 2 2 2

Solucion: x=1, y=2, z=3

d) 3x+4y= 4 3 4 3 4 | 4

2x+0y=23¢ A=|2 6 A'=[2 6 |23

—2x + 5_)/ = 1 -2 3 -2 3 1
Como |A'| =309 # 0, entonces ran (A") =3 # ran (A).

El sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

—Sx—5y+z=0 [x— y— z=0
a)y x—2y+z=0 b){x+ y+3z=0
| x+y =0 | x—5y-92=0

x+11ly—4z=0

[ x+y+5z =0
2x+ 4+ z=0 Y

- —2t=0
<) x+  y—22=0 d)§3x—y

| x—=y+ z—1=0

| 2x—16y +52=0

a)3x—-5+2z=0 3 5 1
x—-2y+z=0¢ |Al=|1 -2 1|=-5=0
x+ y =0 1 1 0

Por tanto, ran (A) = 3 = n.° de incognitas.

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, =0, z=0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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b)x— Y- z=0 1 -1 =1
x+ py+3z=0¢ |A|=|1 1 3|=0
xX—=5-92=0 -5 -9
Seleccionamos el menor 1 _1‘ =220 = ran(A) =2

Podemos suprimir la 3.% ecuacién y pasar la z al segundo miembro:

X-y==z =z ;
Solucion: x=-A, y=-2A, z=1A
x+y=-3z| y=-2z
o x+1lly-4z=0
2x+ 4+ z=0 Lo -4
-2 4 1|=-18 = ran(A) = 3 = n.°de incognitas

x+ y-2z=0 1 1 =2
2x—16y+52=0

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

d) x+y+5z =0 1 1 5 0
3x—y -2t=0p A=[3 -1 0 -2
X—y+ z—1=0 -1 1 -
1 1 5
3 -1 0|==1420 = ran(A) =3
1 -1 1

Para resolverlo, pasamos la ¢ al 2.° miembro:

xX+py+5z=0 ]
3x—y =2t
X—-y+ z=1 |

0 1 5 1 0 5
20 -1 0 3 2 0
N t -1 1| Tt 1o 1|7t
14 14 2 Y Ry VNP
1 1 0
3 -1 2
S
= _14 EVIR

Solucion: x =ML, y=-A, 2=0, t=2A

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



2. Resuelve:

x—2y+3z=0 X +3z =0
+ z2=0 - t=0
2) ' b) 7
x—-3y+2z=0 x+ y +2t=0
—x + 5y =0 2x+2y+3z+ t=0
a) x—-2y+3z=0 1 2 3
y+ z=0 0o 1 1
A=
X=3y+2z=0 1 -3 2
-+ 5y =0 -15 0

Calculamos el rango de A:

1 2 3 1 2 3
‘1 ‘2‘=1¢0; 0 1 1|=0, |0 1 1|=0
0 1 L 3 o .

Por tanto, ran (A) = 2. El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, podemos prescindir de las dos Gltimas ecuaciones y pasar la z al
2.° miembro:

x—-2y=-3z | x=-3z+2y=-3z-2z=-5z
y=-z y=-z

Solucion: x=-5A, y=-A, z2=1A

b) x + 3z =0 1
y - t=0 0

x+ +2t=0 1
2x+29+3z+ =0

1 0
0 1 =3#0 — ran(A4) = 3 < n.°de incognitas
1 1

S O W

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
4. ecuacion y pasar la ¢t al 2.° miembro:

-x _ 3t
-3z=0 =—=—"=1
X 3z =73 3
y =1 y=t
xX+y =-2f xX=-2t—y==-2(—1=-3t

Solucion: x=-3\, y=A, z=A, t=X

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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1. Discute y resuelve:
x+ yt+taz= 0

a)yax— y =-1
| x+4y+ 62= 0

x+ y=Fk
b)y kx— y=13
| 5x+3y=16
) x+ y+az= 0 1 1 a 1 1 al 0
ax— y =-1 A=|la -1 O A'=la -1 0| -1
xX+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 6 0

|A| = 4a?-5a-6=0 — a=5iw=5i;/ﬁ

I
N
oo |
—
-
INY Q
1 I
& ™
LSS

e Si a=2, queda:

1 1 2 0
A'={2 -1:0 | -1 ‘1 ! ‘=—3¢O — ran(A4) =2
14 60 2 -1
%,—/
A
1 1 0
2 -1 -1{=320 - ran(4A") =3 #ran(A)
1 4 0
El sistema es incompatible.
*Si a=-3/4, queda:
1 1:-3/4]0
A=|-3/4 1. 0 |41 ‘ ! 1‘=i¢0—>mn(A)=2
TV 6 0 -3/4 -1 4
%/—J
A
1 1 0
3/4 -1 =1|=3#20 — ran(A") =3 # ran (4A)
1 4 0

El sistema es incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi a2y a#-3/4 — ran(A) = ran(A") = n.° incognitas = 3, el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

0 1 a 1 0 a
-1 -0 a -1 0
x=046=6_4a-y=106=a—6.
4a*-5a-6  4a*-35a-6’ 42 —5a-6 4a’—5a—-G
1 1 O
a -1 -1
11 4 0 _ 3
z= -
4a*-5a—6  4a’-5a-6
Solucion: x = 6‘#’ y= a-6 - 3
by x+ y= k& 1 1] &
ke =y =13 A=k -1| 13
Sx + 3y =16 5 31 16
—
A
k=2
|A'| =3k*-11k+10=0 — k= 11i@=116i1< .

3
eSi k=2, queda:

1 1 2
A'=|2_ -1/ 13 L ‘ =3#0 = ran(A) =ran(A") = 2 = n.° de incognitas
5 3 | 16) 1271
N
A

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la

3.4 ecuacion:

VT2 G mandos 3x = 15 _S. y-2_x-2_5-3
2y 13 umando: 3x = = x=5 y=2-x=2-5=—

Solucion: x =5, y=-3

*Si k=5/3, queda:

5/3
13
16

1 1
A'=15/3 -1
5 3

|
A

1 1 -8 L
=—#0 — ran(A) = ran (4A") = 2 = n.° de incognitas
5/3 —1‘ 3 s

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
3.2 ecuacion:

5
xX+y=—
5 Sumando: §x=ﬁ - x=ﬁ=£
5 3 3 8 2
Sx-y=13
3
S _ -5 _11_-23
VT3 TYTEI T TG

. 11 —23
S l . = = ==
oluucion: X 50 N4 3

eSi k22 y k#5/3 > ran(A') =3 # ran(A), el sistema es incompatible.

2. Discute y resuelve, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecua-

ciones:
(a-1Dx+ y=0
(a-Dx+(a+1Dy=0
(a—Dx+ y=0 _fa-1 1
(a-Dx+@+Dy=0 a-1 a+1

3 1 1 _ 3 3 _ 3 _ a=0
|A|—(a—1)‘1 a+1‘ (a-D@@a+1-D=ala-1 o<a=1

e Si a=0, queda:

X +y=0 . .
Yy =x. Sistema compatible indeterminado.
—x+y=0

Solucion: x =ML, y=2LA
e Si a=1, queda:

=0
Zy 0 } Sistema compatible indeterminado.
) =

Solucion: x=2A, y=0

e Sia#x0ya+1 - ran(A) =2

El sistema tiene solo la solucion trivial: x =0, =0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Pagina 112
1. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
1 -1 -1
A=|-1 0 3 B=(2 ‘;
25 -3 1-
Calculamos la inversa de la matriz A:
|A] =-1#0 — existe A7!
1
oy —— Adj (D) ———> (Adj (D) —— m(Adj )
-15 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 3 15 8 3
8 5 3| =[-8 5 3| ->|9 5 2] > 1|9 5 2|=4"
-3 2 -1 -3 -2 -1 -5 3 -1 5 3 1
Calculamos la inversa de la matriz B:
|B|=-3#0 — existe B!
1
o, —— Adj(B) ——— (4dj(B) —— E(Adf (B))!
=2 1) =2 -1 (=2 1) L Zh2 1) e
-1 2 1 2 -1 2 311 2
2. Calcula la inversa de estas matrices:
1 -2 3 -1 1100
0O 1 2 0 0110
4=lo 2 3 1 B=loo0 11
3 2 0 1 00 01
Calculamos la inversa de la matriz A:
Al =-5#0 — existe A7
1
o, —— Adj (D) ———> (Adj (D)) —— m(Adj @)
S 6 3 3 -5 -6 3 3 - 0 -5 0
0 3 4 6 0 3 -4 6 -6 3 -8 2
5 8 4 1| 7| 8 4 | 7|3 -4 4 |7
0 2 1 -1 0 2 -1 -1 3 6 -1 -1
-5 0 -5 0
_)__1—6 3 -8 2 _

513 -4 4 -1
3 6 -1 -1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Calculamos la inversa de la matriz B:

|B|=120 — existe B~
1

@y ——— Adj(B) ——— (4d] (B ——— T (4B
10 0 0 1 0 0 0 1 -1 1 -1
110 0 11 0 0 0 1 -1 1
111 0] 711 211 of Zlo o 1 4|~
11 1 1 101 -1 1 0o 0 0 1

1 -1 1 -4

0o 1 1 1|

2 lo o 1 1|78
0o 0 0 1

Pagina 113

1. Expresa en forma matricial y resuelve (ten en cuenta el ejercicio 1 de la pagi-
na anterior):

x— y— z=6
2x— y=7
a) —x +3z=2 b)
x—-2y =11
—2x+5y-3z=0
A x- y- z=6 1 -1 -1\ [«x 6
—x +3z=2 -1 0 3| [y|=]2
2x+5y-32=0 -2 5 3 z 0
—_— — —
A - X =B

En el ejercicio 1 de la pagina 112 hemos calculado A7,

15 8 3 6 106
A X=B = X=A41-B=(9 5 2|-|2]|=| 064
5 3 1 0 36

Solucion: x =106, y =064, z =36

b)2x—- y=7 2 1 x\ (7
x—2y=11 1 =2 |yl \n
— - —
B X = C

En el ejercicio 1 de la pagina 112 hemos calculado B~

e 33 3)-23)-
-1 2 11 3 115 -5

3

Solucion: x=1, y=-5
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2. Expresa en forma matricial y resuelve:

x—2y—-3z—t= 0 x+y =5
+ 2z = 4 +z =-1
a) u »i 7
2y+3z+t= 1 z+t= 4
3x—2y +i=-2 t=
a) x—-2y-3z—-t= 0 1 2 3 -1 x 0
y+2z = 4 01 2 0 y|_|4
2p+3z+1= 1 0 2 3 1 z 1
3x—2y  +t=-2] V¥ 2 0 1 ! -2
—_ - —
A X = B
Calculamos la inversa de la matriz A:
|A]=-5#0 — existe 47!
-5 0 -5 0
a1 i -6 3 -8 2
e S |
3 6 -1 -1
A-X=B - X=4"1-B=
- 0 -5 0 0 -5 1
1|6 3 8 2 41 1 ol _]o
5 l3 4 4 4 1] 5 |-10] |2
3 6 -1 -1 -2 25 -5

Solucion: x=1, y=0, z=2, t=-5

b)x+y =5

1 1 0 O X 5

y+rz  o=-1 01 1 0 | _[-1
>+1= 4 0 0 1 1 z| |4
r= 2 0 0 0 1 t 2
— — —

B - X = C

En el ejercicio 2 de la pagina anterior hemos calculado B~

1 -1 1 -1\ (5 8
0 1 -1 1| |-1]|_[-3

LY = _p-l. _
B-x=C—-Xx=B"C=|, o 1 4|14 5
0 0 0 1 2 2

Solucion: x=8, y=-3, z=2 =2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Pagina 119
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
Estudio y resolucion de sistemas. Regla de Cramer

1 | Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son
compatibles o incompatibles:

[ x-— y=6 [ x+ y— z==2 [ 2x+3y—2=3
a)i4x+ y=-1 b)y2x— y—-3z=-3 c) {—x—-5y+z=0
| 5x +2y=-5 | x-2y-2z=0 [ 3x+ y—2=6
x+ y+ z= 2 ;
x—y—2z=2 x+3y+ z=-1
x=2y-7z= 0
d)2x+y+3z=1 e) N 1 ) x— y— z=-1
y+ z=-
+ z=5 2x+ y+3z=5
| 3x z 2+ 3y _ o [ 2x+ y+ 3z
a) x- y=06 1 -1 6
dx+ y=-1¢t A'=|4 11 <1 Como i _1‘=5¢O y 4] =0,
S5x +2y=-5 5 215
—
A

tenemos que: ran (A) = ran (A') = n.° de incognitas = 2
El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de

la tercera ecuacion:

x—y= 6] Sumando:5x=5 — x=1
y } umando: 5x X }Solucio’n: 1, -5

4x+y=-1| py=-1-4x=-1-4=-5
b) x+ y- z=-2 1 1:-11] -2
2x— y=3z=-3; A'=|2 -1 -3 | 3|
X —-2y—-2z= 0 I =2 =2 0
————
A

Tenemos que |A| =0 y que

1‘=—3¢0 — ran(4A) =2

-1
1 1 =2
Como |2 -1 3|=-3#20 — ranA)=3#ran(4) =2
1 2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD
0 2x +3y—z=3 2 3.1 3
—X —5y+Z=O A= il,,j,s,j 1 0
3x+ y—z=0 3 1 -116
—
A

- 2 3| -
Como |4]=0 vy ‘ 1 5‘ =—-7#0, tenemos que ran (4) = 2.

2 3 3
Ademads, |[-1 =5 0] =0. Luego ran (A") =2 = ran (A) < n.° de incognitas.

31 6

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir
de la tercera ecuacion:
2x+ 3y —z = 3} 2x—z = S—Sy} Sumando: x =3 + 2y

Xx-5y+2z=0| x+z=5y Z=5+x=59+3+2y=3+7y

Soluciones: x=3+2\, y=A, z=3+7A

d) x—y—22=2 1_1 -2 2
x+y+3z=1; A'=|2 13 |1
3x  + z=5 3081 15
|
A
- 2 1) _ -
Como |[A]=0y ‘3 0‘——3#0, tenemos que ran (A) = 2.
1 -1 2
Como (2 1 1|=6#20 = ran () =3=ran(4) =2
3 0 3

Por tanto, el sistema es incompatible.

e) x+ y+ z= 2

11 14 2
x-2y-7z= 0 1 -2 -7 0
A= !
y+ z=-1 0 1 13 -1
2x+3y =0 23 010
%’_/
A
1 1 1
Como |1 =2 =7|=5#0 y |4l =0, tenemos que:
01 1

ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3

El sistema es compatible determinado.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.* ecuacién. Aplicamos la regla de
Cramer:

2 1 1
0o -2 -7
-1 1 1 15
x=tt 11T 15 4
5
1 2 1
1 0 -7
0o -1 1 -10
=19 =t 11 _Z10_ 5
Y 5 5
1 1 2
1 2 0
L-10 1 11 _5_4
5

Solucion: x=3, y=-2, z=1

x+3y+ z=-1 1
x—y— z=-1p A'=(1 -1 -1 | -1
2x+ y+3z=5 2

Como |A| =-14 # 0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3
El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

1031
-1 -1 -1
x=d2 1 31 _ 0 _,
14 14
1 -1 1
1 -1 -1
2 5 3| 14
1= 2> ol _ 1% _ 4
Y 14 14
13 1
1 -1 -1
o121 51 _-=28_,
14 14

Solucion: x=0, y=-1, z=2
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Resuelve los siguientes sistemas aplicando la regla de Cramer:

vz
8x+ 14y= 2 rrry-=
b)y x—y+z=1
3x— 5y=11
|—x+y+z=1
>3x—y = 2 [2x + y+ z=-2
c)i2x+ y+ z=0 d)y x-2y-3z=1
3y+2z=-1 |-x— y+ z=-3
[(x+y—z+21=1
rrry-= xX—y—z+il=4
e)yx—y —t=2 )
x+ty+z—t=2
z—-1t=0

a) 8x + 14y = 2
Y }A’=(8 142)—> |A| =-82#0

3x — Sy=11 3 5 |11
%/_J
A
‘2 14 ‘8 2‘
_ 111 -5 =—164=2. _13 k8 _
-82 -82 -82 -82
Solucion: x=2, y=-1
b)) x+y-z=1 1 1 =111
x—y+z=1,p A'=[1 -1 1 |1| - |A|=-4=20
xty+z=1 11 1 |1
|
A
1 1 -1
1 -1 1
P R
-4 -4
1 1 -1
1 1
-1 1 -4
=1 - -~ _=2_1
) 4 4
1 1 1
1 -1 1
PO e e
-4 —4

Solucion: x=1, y=1, z=1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Q3x -y = 2

3 -1 0| 2
2x+ y+ z=0p A’=|2 1 1 | 0] - |A|=1%#0
3y +22=1 03 2 /-1
| —
A
2 -1 0 3 2 0
0 1 1 2 0 1
oo It I TR N B B R
1 1 1 1
3 -1 2
2 1 0
0 -1
I RS i
1 1
Solucion: x=-1, y=-5, z=7
D2x+ y+ z=-2 2 1 1 | =2
x=2y=32z=1p A'=|1 =2 =3 | 1| > |4|=-11%0
_x_y+ Z=—3 -1 -1 1 —5
| ——
A
-2 1 1 2 =21
1 -2 -3 1 1 -3
U e S ) I TR o e 0 I 2 Y
-11 11 -11 11
2 1 =2
1 -2 1
P e e -1 R T
-11 -11

Solucion: x=-1, y=2, z=-2

e xty—z+r=1 11 —-1:1 |1
xX-y —t=2p A'=[1 -1 012
z—1t=0 00 1:i-11]0
\—ﬁ,—J
A
11 -1
Tenemos que |1 =1 0 |[=-2#0
00 1
1-¢r 1 -1
2+t -1 0
. ¢ 0 1 =—3—z=3+z;
-2 -2 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes

UNIDAD | 4
1 1-¢t -1 1 1 1-¢
1 2+¢ 0 1 -1 2+¢
0 ¢t 1 1+¢  -1-t _ 0 A R, P
y= = ; z= A1 =% =y
-2 -2 2 -2 -2
Soluciones: %, i Bl A, X)
D x—y—z+t=4]x-y=4d+z-1 _
y y L1540
xX+y+z—t=2|x+y=2-z+¢t ] |1 1
4+z—1 —1’ ‘1 4+z—t’
Jle-zer il 6 g0 W1 2-zer] 22w,
2 2 2 2
Soluciones: x=3, y=-1-A+WU, z=A, t=1
Estudia y resuelve estos sistemas, cuando sea posible:
[3x+y—z=0 [ x-2p+ z=22
a)y x+y+z=0 b){ 2x+ y+ z=-2
y—z=1 | X + y—2z=-2
- [ x+y =5
x+2y+z=0
) Y 1 @ x +z=06
) —Xx— =
Y y+z=17
—-y—z=-1
|[2x+y +z=11
A)3x+y-—z=0 31 110
x+y+z=0p A'=(1 1 1 0
y_z=1 01 -1 11
| —
A
Como |A|=-6#0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de
Cramer:

0 1 -1

3 0 -1
0 1 1 1 0 1
1 1 -1 2 0 1 -1| -4 2
X= e = — = — Y= —————— = — = —;
-6 -6 3 -6 -6 3
31 0
1 1 0
0 1 1 2 -1
=1 -1 =-2 ===
-6 -6 3
Solucion: x = i, y= 2, »= L
3 3 3

23
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b) x -2+ z=-2 1 211 )
2x+ p+ oz=-2¢ A'=|-2 1 1 | =2

X+ y-2z=-2 11 -21-2
|
A
1 2| _ _ -

Como 51| -3 y |A| =0, tenemos que ran (4A) = 2.

1 -2 -2
Ademids, |2 1 =-2|=18#0. Luego, ran (A") =3 # ran (A) = 2.

1 1 -2

Por tanto, el sistema es incompatible.

Q) x+2y+z=0 1 20110
x-y = 1lpA=(-1 1701
|
A
1 2 0
Como |A]=0, -1 -1 1|=01y 12 =1#0, tenemos que:
0 -1 -1 -1

ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas. El sistema es compatible indetermi-
nado. Para hallar sus soluciones, podemos prescindir de la 1.* ecuacion y resol-
verlo en funcién de y:

X -y = 1| x=-1-y
-V -z == z=1-y

Soluciones: (=1 =\, A, 1 =N).

D oxty =5 11 0i| s
xoowz=6 1o 16
y+rz=17 0.1 1717
2x+y+z=11 2 11 11
| —
A
1 1 0
Tenemos que |[A’|=0y |1 0 1|=-=2#0.
0 1 1

Luego ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3. El sistema es compatible
determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.% ecuacion:

510 150 115

6 0 1 16 1 106

7 11 —4 07 1 -6 017 -8
=47 2 P2 =" =03 = _T9 _y
. -2 o e -2 -2 5z -2 -2

Solucion: x =2, y=3, z=4

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 4

4 | Encuentra el valor de a para que este sistema sea compatible:

2x+3y=5
x+2y=1
ax+ y=3
2x+ 3y =5 2 3! 5
x+2p=1¢ a=|1 2. 1], |4]=6-7a=0 — a=2,]2 3=120
a 1 7 |1 2
ax+ y=3 a
Si a= g, ran (A) = ran (A") — Sistema compatible.
Si a# g, ran (A) # ran (A" — Sistema incompatible.

5 |Resuelve los siguientes sistemas homogéneos:

[9x+ 3y +22=0

x+y— z=0
){ 12x— 3y —22=0 pyfo¥ " ¥ =0
& 4 8x+ y+4z=0
x—-2y+ z=0

x+2y-2z=0

a x+y- z=0 x+ y- z=0| 1 14

12x — 3y — 2z=0 x=2y+ z=0¢; A=|1 21

x—=2y+ z=0] 12x-3y-2z=0 | 12 -3 -2
Como |A|=0y ‘12 _12‘=—3¢0, entonces, ran (A) = 2,

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir
de la 3.2 ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

z 1 ‘ ‘ 1 =z ‘
X+ y= Z} ez 2 = _z I - 2z _ 2z
X=——""= "=y yp=—"—"Z == ="=
X—2y=-z -3 -3 3 -3 =3 3
Soluciones: &, %, )
3
b) 9x + 3y +22=0 9 3 2
3x— y+ z=0 - 3 1 1
8x+ y+4z=0 8 1 4
X +2)-22=0 bz =
9 3 2
Como |3 -1 1|=-35#0, entonces: ran (A) = 3 = n.°de incognitas
8 1 4

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes




Discusion de sistemas mediante determinantes

Discute los siguientes sistemas segun los valores del parametro m:

[(mx+y+ z=4 [ x+ y+ z=m-1
a) x+ty+ z=m b){2x+ y+mz=m
xX—y+mz= 2 | x+my+ =z=1
[ x+ 2y+32=0 [ x+my+=z=4
)y x+my+ z=0 d) x+ 3y+z=5
[ 2x+ 3y + 4z =2 | mx + y+z=4
x +2z= 3 [2x+ y+ z=1
3x+ y+ z=-1 xX—=2+ z=m
e) Y ) Y
2y— z=-2 x+ y—2z=0
x— y+mz=-5 | X— y— z=m
aAmx+y+ z=4 m 1 11 4
x+y+ z=m; A'=|1 1 1 | m
X—y+mz= 2 I -1 mi 2
—_—
A

m= 1
Al=m?-1=0
4] = m <,

eSi m=1, queda:

11 1|4
a=l11 11 ::I Contradictorias —  Sistema incompatible.
1 -1 112

eSi m=-1, queda:

-1 1 1| 4
A'=|11 1 1 |- ::| Contradictorias —  Sistema incompatible.
1 -1 -1] 2

eSim#1ly m#-1 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3

Sistema compatible determinado.

b x+ y+ z=m-1

1 1 1 | m-1
2+ y+mz=m A'=12 1 m m
x+my+ z=1 1 m 1 1
|
A
3+V9-8 _ 3+1 m=1
Al=-m?+3m—-2=0 — m= =
| A] = —m®+ 3m " ) S Y -2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD ﬁ

eSi m=1, queda:

0
1 ::| Contradictorias —  El sistema es incompatible.
1

1 111
A'=(2 1:2 | 2|. Las columnas 1.4 3.2 y 4.2 son iguales.
1 21 1
—
A
Como ; 1 ‘ =-120 — ran(A) =ran (A) = 2 < n.°de incognitas

El sistema es compatible indeterminado.

eSimzly m#z2 — ran(A) =ran (A") = n.°de incognitas = 3

Sistema compatible determinado.

) x+ 2y+3z=0

1 2 3]0
x+my+ z=0p A'=({1 m 1|0
2x + 3y +4z=2 2.3 412
| —
A
|A|=-2m+2=0 —» m=1
eSi m=1, queda:
1230 120
A'=[1 1:1 | 0|. Como ! 2‘=—1 y |1 1 0|=-2%0, entonces:
273 42 b 2 3 2

ran (A) = 2 # ran (A") = 3. Sistema incompatible.

eSi m#1, queda: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3

Sistema compatible determinado.

d x+tmy+z=4 1 m 1] 4
x+ 3y+z=5, A'=|1 3 1|5
mx + y+z=4 m 1 114

N ——
A

|Al=m?-4m+3=0 — m=

4+N16-12  4+V4 442 m=3
22 < =1

2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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e) x +2z= 3

eSi m=3 queda:

4 S .
5 ::I Contradictorias —  Sistema incompatible.

1 1:1 |4
A'=|1 311 | 5] Lal?yla3.2fila son iguales.
1 1 1 4
-
A
Ademas, 1‘ =2#0. Luego, ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.
eSim#3y m#1 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3.

Sistema compatible determinado.

1 0 2 3
3x+ p+ z=-1 4= 3 1 1 -1
2y - z=-2 loo2 -1 -2
X— y+mz=-5 -1 m1 -5
%/_/
A
FILAS
1 0 2 3| 10 2 3
4] = 31 1 -1f_ ev-3-a 0 1 =5 -10f_
0 2 -1 -2| 6o 0 2 -1 =2
1 -1 m -5 @G9-0a9 0 -1 m-2 -8
FILAS
1 -5 -10 1.2 1 -5 -10
=| 2 -1 -2 |= @y-2-a» 0 9 18 | =
-1 m-2 -8 3.+ (1 0 m-7 -18
9 18 9 1
- - 18 =18(-9-m+7) =
m—7 —18‘ ‘m—7 —1’ H-m+7)
=18-m—-2)=0 — m=-2
1 0 2
Ademds, |3 1 1[({=920 — ran(4) =3
0o 2 -1

eSi m=-2 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3. El sistema es com-
patible determinado.

°Si m#-2 — ran (A) =4 #ran (A = 3. Sistema incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 4

H 2x+ y+ z=1 21 1

1
X—-2y+ z=m A= 1 -2 1 m
x+ y-2z=0 1 1 =2 0
ey zem 1 -1 =11 m
—_———
A
|4 =3m+3=0 - m=-1
-2 1 1
Eliminando de A4 la 32fila, |1 -2 1|=-3%0
1 -1 -1

®Si m=-1, queda:

-2 1 1 1

1 1 =2 0
1 -1 -1 1] -1

Entonces: ran (A) = ran (A") = n.° de incognitas = 3.

Sistema compatible determinado.

®Si m#-1, queda:

3 =ran (A) < ran (A") = 4. Sistema incompatible.

s7 |Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a:

[2x — y+ z=0 [ x+y+ z=0
a)y x+2y-3z=0 b)4 ax +2z=0

| 3x—4y—az=0 | 2x —y+ az=0

[ ax + y— z=0 '3x+3y— z=0
)y x+ 2+ z=0 d)4x+2y—az=0

| 3x+ 10y +42=0 |3x+4y+62=0
a)2x— y+ z=0 2 _1'1

x+2y-32=0p A=[1 23

3x —4y—az =0 3 4 —a

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").

|A|=-5a-25=0 — a=-5

eSi a=-5 — Como =520 — ran(A) =ran (4" =2

2 —1‘

El sistema es compatible indeterminado.

eSi a#-5 — Solo tiene la solucion trivial (0, 0, 0).

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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b) x+y+ z=0 111
ax +2z=0 A'=|a O ,,,,, 2

2x —y+az =0 2 -1 a

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (A").

\/ =-3
Al =—a’—a+6=0 — azli 1+24 _1+5
-2 -2 a= 2
eSi a=-3 0 a=2 — Como (1) §‘=2¢0 — ran (A) = ran (A") = 2

El sistema es compatible indeterminado.

eSia#-3y a#x2 — ran(A) =ran (A) = 3. Solo existe la solucion trivial
(0, 0, 0).

Oax+ y—- z=0

a 1:-1
x+ 2+ z=0¢p A'=|1 21
3x + 10y + 42 =0 310 4

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").

|A|=—2a-5=0 — a=_75

* Si a=—% —  Como

_11’=3¢0 = ran (A) = ran (4") = 2
El sistema es compatible indeterminado.

eSia ;t—% — ran (A) = ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial (0, 0, 0).

d3x+3y- 2=0 3 301
dx+2y—az=0 A'=|4 2i-a
3x+ 4y +6z2=0 3 4 6
|A|=3a-46=0 — a=%
-Sia=%6 — Como 2 2‘=—6¢0 — ran (A) =ran (A4") = 2

El sistema es compatible indeterminado.

46

°Si a+ 3 — ran (A) = ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial (0, 0, 0).
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UNIDAD ﬁ

¢Existe algun valor de a para el cual estos sistemas tengan infinitas solu-
ciones?:

[3x—2y-32= 2

a)4 2x+ ay—5z=-4

x+ y+2z= 2

[ x+ y+ z=a-1

b){2x+ y+taz=a

| xt+tay + z=1

a)3x—-2y—3z= 2 3 2 -3 2
2xtay—-5z=-4; A'=(2 a -5 | —4
X+ y+2z= 2 11 2 2

%,—J
A
|A|=9a+27=0 — a=-3
®Si a=-3, queda:
3 2 3| 2
A'=(2 3 5| 4
1 1 2 2
3 -2 2
Como |2 7%|-_5 y |2 -3 —4| = 20, entonces:
23 11 2

ran (A) = 2 #ran (A") =3 — El sistema es incompatible.

eSi a=-3 — ran(A) =ran(4A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que el sistema tenga infinitas

soluciones.

b) x+ y+ z=a-1 11 1] a-1
2x+ yt+az=a A'=12 1 a a
x+tay+ z=1 1 a1 1

-
A

3+V9-8 _3+1 a=1
-2 <a=2

|[A|=-a?+3a-2=0 — a-= 5

eSi a=1, queda:

1 1 110
A'=12 1 1 |1 :] Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 111

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi a=2, queda:

1 1:1 1
A'=|2 1! 2 | 2. Lascolumnas 1.2, 3.2y 4.2 son iguales, y ‘1 1‘=—1 #0;
21
1 2 1 1
| ——
A

luego, ran (A) = ran (A") = 2. El sistema es compatible indeterminado.

eSiaz#zly a#2 — ran(A) =ran (A) =3 — Compatible determinado.

Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones para a = 2.

Pagina 120

Matriz inversa
9 |Halla la matriz inversa de las siguientes matrices:
2 2

M=

VM= —4)
-5 2
a) |[M| =2#0 — lamatriz M tiene inversa. La calculamos:
1

o, —— Adj M) ——— (Adj D) ——— M(Adj D)

-4 5 -4 -5 -4 2 14 2 _ oyl

-2 2 2 2 -5 2 215 2

mt= 2 1) esla mauiz inversa.

-5/2 1
b) |[N| =6#0 — la matriz N tiene inversa. La calculamos:
1

oy ——— Adj(N) ——— (4dj ()Y ——— W(Adj )

2 -5 2 5 2 0 12 0)_

0 3 0 3 5 3 615 3

a_[1/3 0 o
N ( s/ 172] € la matriz inversa.
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s10 | Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:
121 210
A=(0 1 0 B=(01 3
20 3 211
1 2 1
[A|=]0 1 0|=1#0 — Existe A
2 0 3
. . t -1 _ 1 . I3
o —— Adj (D) ——— (Adj (D) Al = ] (Adj ()
3 0 =2 3 0 -2 3 —6-1 3 —6-1
6 1 -4 - [-61 4| - |01 0] - [0 1 0f|=4a"!
-1 0 1 -1 0 1 2 4 1 2 4 1
2 1 0
[B|=10 1 3|=2#0 — Existe B!
2 1 1
o, —— Adj(B) ——— (AdjB)) Bl = |119| (Adj (B))'
-2 -6 =2 -2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] 5 [-1 2 0| 516 2 -6 >3 1 =3|=p"!
3 6 2 3 -6 2 -2 0 2 -1 0 1

11 | Utiliza las matrices A~! y B! que has calculado en el ejercicio anterior para
resolver estas ecuaciones:

a)AX=B

b)XB=A4

ADAX=B - AMAX=A4"'B - X=4"B

3 -6-1\/2 1 0 4 —4 -19
X=A4'B=(0 1 0[O0 1 3]=l0 1 3
24 1/)\2 1 1 -2 3 13

b)XB=A — XBB'=4B"! - X=A4B"!

1 2 1)\ /(-1 =1/2 3/2 4 3/2 -7/2
X=A4AB1'=[0 1 0||3 1 =3|=|3 1 -3
20 3/\-1 0o 1 -5 -1 6

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Consideramos la matriz siguiente: A4 =

e

0
3
1

8 OR

a) Halla los valores de x paralos que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A1 para x = 2.

a) Existe 47! solo cuando |A|# 0.

x 1 0
|[A|=10 1 3|=x#0 si x#0
x 1 1

Luego, existe A~! para todo x # 0.

b)Para x =2, tenemos que |A|=2#0, luego existe A~ en este caso. La cal-
culamos:

o, —— Adj (D) —— (Adj (D) —— ﬁ(ﬁldj )
2 6 -2 2 6 -2 2 -1 3 1212 32
1 2 0] (-1 2 0]>|6 2 -6]—> (3 1 =3]=A4"
306 2 3 6 2 20 2 a0 1

Forma matricial de un sistema

Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

[2x +y =2 [ x+ y— z= 3
a) y+3z=0 b){2x+ y+ z=-2
(2x+y+ z=2 | x—=2y—-3z=1
>x+y =-1 'x+2y+ z=3
'J) yt+tz==-2 d) 3y+ z=4
| x +z=3 | x+2y+2z=4
a)2x +y =212 1 0| [«x 2
y+3z=0¢10 1 3|-[y]|=]0
2x+y+ Z=2 2 1 1 z 2
—_— -~ -
A X = B
|A]=2#0 — Existe A™'. La calculamos:
o —— Adj () ——— (Adj (WD) ——— ﬁ(Adj )
-2 -6 2 -2 6 2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0> 1|-1 2 0|>1]6 2 -6]—> (3 1 =3|=4"
3 6 2 3 -6 2 -2 0 2 -1 0 1

34
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Luego:
A-X=B — A1 4-X=41B -
-1 -1/2 3/2 2 1
- X=A1-B=|3 1 3|-[0]|=]|0
-1 0 1 2 0
Por tanto: x=1, y=0, =0
b) x+ y- z= 3 11 -1 x 3
2+ p+ z=-2 21 1 y|=[-2
x—2y-3z= 1 T -2-3 z 1
D e - -
A X = B
|A|=11#0 — Existe A7'. La calculamos:
o, —— Adj(A) —— (Adj (D)} ——— ﬁ(Adj(A))t
-1 -7 -5 -1 7 -5 -1 5 2 -1 5 2
5 23|55 23|57 235 L7 2-3]-a
2 3 -1 2 -3 -1 5 3 -1 Wls 3 4
Luego:
A-X=B — A1 4-X=41'B -
-1 5 2 3 -11 -1
> x=4al-B=L|7 2 3| [2|=L]2]|=]2
Wils 5 qf 1] Wi (=2
Por tanto: x=-1, y=2, z=-2
ox+y =-1 11 0 x -1
y+z==2¢ 10 1 1 y|l=[-2
x +2= 3| \1 0 1 z 3
— — —
A X = B
|A]=2#0 — Existe A™'. La calculamos:
o, —— Adj (D) ——— (Adj (WD) ——— ﬁ(Adj(A))t
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1
11 <] {11 1|1 1 ] L1 1 2] =4
11 1 1 -1 1 1011 2\ 011
Luego:
A-X=B - Al -4.-X=41B -
1 -1 1 -1 4 2
S ox=at-p=L|1 1 | |=2|=L|-6]|=|3
2l 1 1) 3] 212 1
Por tanto: x =2, y=-3, z=1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Dax+2y+ 2=31 11 2 1) [«x 3
3y+ z=4p |0 3 1 y|=(4
x+2p+2z=4| \1 2 2 < 4
N - —

A X = B

|A|=3#0 — Existe A™'. La calculamos:

o, ——— Adj(4) —— (Adj (D) —— |le|(Adj @)

4 -1 -3 41 -3 4 -2 1 4 -2 -1
21 0|21 olo(1 1 215 L1 1 1] =4
101 3 11 3 30 3 513 0 3
Luego:

A X=B — A1 - 4-X=41B —>

4 -2 1\ (3
> x=4atl-B=L]1 1 4| |4|=1L
313 0 3 5

Por tanto: x=0, y=1, z=1

Escribe en la forma habitual estos sistemas y resuélvelos si es posible:

13 2\ _(4 2 .
a) y|= b)|3 -1 x)= 0
1-1-1 e 0 2 1]\ 1
A x+3y+2z=4 X+3y=4-2\
x— y-— z=0 xX— y=2»A
4-20 3 ‘1 4—27»‘
e R et R R 11 A b —4+3h_4-3)
1 3 4 R 4 4 4
el
4 4 —
Solucion: x = z}b,y= 437L, z=1
b) x+y=4
3x -y =0 Comprobamos si tiene solucion:
2x-y=1
1 1 4
3 -1 0|=-820 — ran(4) =3
2 -1 1
‘1 1 20 = ran(4) =2
3 -1

Como ran (A) # ran (A"), el sistema es incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD ﬁ

PARA RESOLVER

s15 |Determina los valores de m para los cuales son incompatibles estos siste-

mas:
>mx—y— z=m (m+1Dx+ y+ =z=3
Ay x—-y+tmz=m b) x+2y+mz=4
x+ty+ =-1 X+ my+ 2z=2
2x + y— z=m—4
<) (m-06)y+3z=0
| (m+ D x + 2y =3
ayymx—y— zZ=m m -1 -1 | m
x—-—y+mz=m g A'=|1 -1 m |'m
x+y+ Z=—1 ]. 1 1 —1
S —
A

|A|=-m?-2m—-1=-(m+1?*=0 — m=-1

e Si m=-1, queda:

-1 -1 -1]-1
A'=|1 -1 -1 | -1 :| Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 1 1-1

e Si m#—1, es compatible determinado, pues ran (A) = ran (A") = 3.

e Por tanto, solo es incompatible para m = —1.

by(m+ Dx+ py+ =z=3 m+1D 1 1 3
X+2y+mz=4 p A= 1 2 m | 4
x+my+ 2z=2 1 m 2 2

A
m= 0
|A|=—m3—m2+6m=—m(m—2)(m+3)=0<m= 2
m=-3

e Si m=0, queda:

1 1:1 3
A'=[1.2:0 | 4
1 0 212
-
A
113
Como |} 1‘=1 y |1 2 4| =0, entonces:
L2 10 2

ran (A) = ran (A") =2 —  Compatible indeterminado.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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9)

eSi m=2 queda:

31113
=1 2 2| 4
4 1 2 21 2 ::I Contradictorias —  Sistema incompatible.

®Si m=-3, queda:

-2 1:1 3 2 1 3
A'=[1 2:-3 | 4| Como —2 1‘ =Sy |1 2 4|=-45
1 3 2 2 T2 1 -3 2
[ —
A

entonces: ran (A) =2#ran (4) =3 — Sistema incompatible.

eSi m#0, m#2 y m#-3 — Sistema compatible determinado, pues
ran (A) = ran (A") = 3.

Por tanto, es incompatible para m =2 y para m = —3.

2x + y- z=m-4 2 1 -1 | m—-4
(m-6)y+3z=0 A= 0 m-6 3 0
(m + Dax + 2y =3 m+1 2 0 3
A

|A]=m?-2m—-15=0 —

_2+V4+60 _ 2+8 m=5
m 5 <

2 m=-3

eSi m=5, queda:

2 10411 2 1 1
A=0 =13 | 0] como |? 1‘——2¢Oy 0 -1 0|=o0,
6 2 03 0 -l 2 3
A
A

entonces ran (A) = ran (A") = 2; el sistema es compatible indeterminado.

e Si m=-3, queda:

2 11| -7 2 1 -7
a=l0 93 0] como |* ! ‘=—18 vy |0 -9 0l=72
272 0 3 0 - 2 2 3
[
A

entonces ran (A) = 2 # ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

eSi m#5 y m=#-3 — Sistema compatible determinado, pues
ran (A) = ran (4") = 3.

Por tanto, es incompatible solo para m = -3.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD | 4
Discute y resuelve segiin los valores de a:
at+l)x+2y+z=a+3
ax+ y=2-2a ( ) Y
a) b) ax+ y =a
x+tay=a-1
ax+3y+z=a+2
A ax+ y=2-2a| (45 1 ‘ 2-2a
x+ay=a-1 1 a a—1
—
A
a= 1
lal=a?-1=0< ,_ ;4
*Si a=1, queda:
A= (i 1 8) El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos:
x+y=0 — y=-x Soluciones: x =N, y=-A
eSi a=-1, queda:
A= _11 11 42) Las ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.
eSia#x1lya#-1 — ran(A) =ran (4A) = n.°de incognitas = 2.
El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
2-2a 1 ’
_la-1 al_ 2a%+a+1 _ (2a-D@a-1) _ 2a-1
a’—1 a’—1 (a+ Da-1 a+1
‘a 2 - 2a ‘
y= 1 a-11_ad+a-2 _ (a+2a-1) _a+?2
a’—1 a’ -1 (a+D@a-1 a+1
Solucion: x= —24—=1 cy=4 * 2
a+1 a+1
b)a+Dx+2y+z=a+3 a+1 2 1| a+3
ax+ y =a A'=| a 1 0 a
ax+3y+z=a+2 a 3 lla+2
%/—/
A

|[A|=a+1=0 - a=-1

e Si a=-1, queda:

0 2:1/| 2
A'=[-1 1:0 | -1|. La 1.2 fila es la 3.2 menos la 2.2,
-1 3 1 1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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‘ 0 2‘ =2 #0; luego, ran (A) = ran (A") = 2.
El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo podemos prescindir de la 3.2 ecuacién y poner las otras dos

variables en funcion de y:
2y+z= 2
x=1+y, z=2-2y
—X +y =

Soluciones: x=1+L, y=A, z=2-2L

eSi ax-1 — ran (A =ran(A) =3 — Compatible determinado.

Lo resolvemos:

a+3 21 a+3 a+3 1
a 1 0 a a 0
la+2 3 1| _a+1 B a a+2 1| 0
X = = =1 y= = = 0;
a+1 a+1 a+1 a+1
a+l 2 a+3
a 1 a
_ a 3 a+2 _2a+2_2(a+1)_2
=7 a+1 S a+l a+1

Solucion: x=1, y=0, z=2

Discute y resuelve, segin los diferentes valores del parametro a, estos sis-
temas de ecuaciones:

ax+7y+20z=1 x+ y+ z=1
a)jax +8y+23z=1 b))y ax =2
x —az=1 ay+2z=0
Aax+7y+20z=1 a 7 20 |1
a=1
ax+8y+23z=1¢ A'=|a 8 23 | 1 |A|=1—6l2=0<a=_1
X - az=1 10 —all
\_ﬂ{—d
A

eSi a=1, queda:

1 7 20 |1
A'=11 8 23 | 1|. Observamos que la 1.? y la 3.2 columna son iguales.
10 -1 1
| —
A
Ademas, g‘ = -8 #0; luego ran (A) = ran (4") = 2.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



de la 1.2 ecuacion:

x+8y=1-23z
8y=1-23z2-1-2=-242 — y=-3z
X =1+ =z

Soluciones: (1 + A, =3A, M)

e Si a=-1, queda:

17201 171
A'=[-18123 | 1. como 18‘=—8¢Oy 18 1|==2=0,
101 |1 1o 101
.
A

ran (A) = 2 # ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

eSiazxly a#-1 — ran (A =ran (A) = n.°de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

1 7 20
1 8 23
ool 0 —al _ 1-a _ 1
1— a2 A-aX1+a) 1+a
a 1 20
a 1 23
y= 1 1 —al _3-3a_ 3d-a) _ 3
1—a® 1-a? A-a+a) 1+a
a 7 1
a 8 1
Lo 11 0 11 a-1 . - _ -
1 — a2 -0 +a) A-a+a) 1+a
Solucion: x = — S 3 , = -1
1+a 1+a 1+a
b) x+ y+ z=1 11 1] 1
ax =2 A'=|la 0 O 2
ay+2z=0 0O a 210
—
A

=0
|A|=—a(2—a)=0< a=2

eSi a=0, queda:

o O =

11
A'=(0 O
0 0

1
2|. Sistema incompatible (1a 2.* ecuacion es imposible).
0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi a=2, queda:

1 1 1 1
A'=[2 0 0 | 2| Lal? yla3.?columna son iguales.
02 210
[ ——
A
Ademas, (1)‘ =-2#0; luego ran (A) = ran (4") = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos. Podemos prescindir
de la 3. ecuacion:
x+y+z=1

2x =2

x=1
} } Soluciones: (1, -\, X)
y=l-x-z=-z

eSi a0y a#2 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

1 1 1 1 1 1
2 0 0 a 2 0
1o a 2| _ 20-a 2 1o 0o 2| _ 20-a) _ -2
x = = == y= = ==
—a(2 —a) -a2-a) a —a2 —a) -a2-a) a
1 1 1
a 0 2
o110 a 0l _-aC-a _,
_a(z _ g) —a(Z — Ol)
Solucion: x = E, y= _—2, z=1
a a

s18 | Discute y resuelve los siguientes sistemas:

[ A +2z=0 [(m+2)x+(m-1)y-z=3
a) Ay— z=4 b) mx — y+z=2
x+3y+ z=5 | x + my—z=1
[Ax+3p+ z=1A [ mx+ y+ =z=2
)y x+ly+iz=1 dy 2x+my+mPz=1
x+ y— z=1 | 206+ y+ z=2
a) Ax +2z=0 A0 2 0
Ay— z=Ap A'=|0 A -1 | A
1 3 1 5

x+3y+ z=5

A=A +A=MA+D=0 - A=0y A=-1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 4

eSi A =0, queda:

00 210

A'=1|0 0 -1 | 0]. La 1.2 fila es la 2.* multiplicada por —2.
1:3 115

0 -1f_ _ _

‘5 ) ‘ =3#0; luego ran (A) = ran (A") = 2.

El sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos prescindiendo de la 1.* ecuacion:
=Y 0; x=5-3
z = ; X = —
x+3y+z=5 i

Soluciones: x=5-3\, y=A, 2=0

eSi A=-1, queda:

1012 | 0
a=l0 1 2
1 3 1 5
-1 0 O
‘_1 O‘=1y 0 -1 -1|=2#0; luego 2 =ran (4) <ran (4 = 3.
0 - 135

El sistema es incompatible.

eSi A0 y A=-1:
ran (A) = ran (A") = 3. El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos:

0 0 2
A A -1
5 3 1 —4A 4

WA+  MA+D A+l

o0 2
0 A -1
15 1| AM+3h MA+3) A+3
T 0 MA+D AMA+D A+l

A
0
1

W > O
W > O

_ 202 _ 2
AL+ 1) AL+ A+1

N

4 _7»+3 B 2\
A Y T 1 T

Soluciones: x =

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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b)(m+2x+(m—-1Dy—-z=3 m+2 m-1 -1 3
mx — y+tz=2¢ A'=| m -1 1 2

X+ my—z=1 1 m =111

A
m=0
4] = —m(m +1) =0 <_ e

e Si m=-1, queda:

1 —2i-1 | 3
A'=|-1 -111 2
1 2121 1
1 2 3
’1 ‘2‘=_3 y |-1 -1 2| =120, luego 2 = ran (1) < ran (4" = 3.
-1 - 1 -1 1

El sistema es incompatible.

e Si m=0, queda:

2 -1:-1 | 3
A'=10 171 |2
1 0 -1 1
2 -1 3
‘2 _1‘=—2 y |0 -1 2|=-1#0; luego 2 =ran (A) < ran (4") = 3.
0 -l 10 1

El sistema es incompatible.

°Si mz—-1y m#=0: ran (4) = ran (4" = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
3 m-1 -1
2 -1 1
1 m -1 _ 2m+1

_m(m + 1) m(m + 1)

m+2 3 -1
m 2 1
1 1 -1

-m(m +1)

<

I

I
3|~

m+2 m-1
m -1
1 m 1 2m + 1

= -m(m + 1) ) m(m + 1)

[\SRRON}

Soluciones; x=2m*1 1 _ 2m+1
m(m + 1) m m(m +1)
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UNIDAD | 4
O dx+ 3y e 2= A3 o1
xX+Ay+Az=1, A'=(1 A A | 1
X+ oy— z=1 11 -1/ 1
| —
A
lal =202 + 20 + 4 =0 < A=t
A=2
eSi A=-1, queda:
-1 301 [-1
A'=| 1 -1i-1] 1. La4.2columna es igual ala 1.2y la opuesta de la 3.2,
1 1 -1 1
-1 3

=-2#0; luego ran (4) = ran (4") = 2.

y‘l -1

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos prescindiendo de la
1.2 ecuacion:

xX—-y—-z=1| x-y=1+z

xX+y—z=1] x+y=1+z

L+z _1‘ 1 1+z
l+z 1 2+2z ‘1 1+z’
X = = =l+z, y= ————=0
1 -1 2 Y 2
1 1

Soluciones: x=1+\, y=0, z=»A

®Si A=2 queda:

2 3.1 | 2
A=[1 212 1 |. La 1.2 fila es la suma de las otras dos.
1 1 111
2 3| _ - "=
Y 1#0; luego ran (A) = ran (A") = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos prescindiendo de la
1.% ecuacion:
X+2)+2z= 1} x+2y= 1—22}

x+ y—z=1| x+ y=1+z2

‘1—22 2‘ 1 1-22
T+z 1 -1-4z ‘1 1+z‘ 3z
X = = =1l+4z; y= ———— =—=3z
1 2 -1 Y -1 -1
1 1

Soluciones: x=1+4A, y=-3\, z=1LA

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi A#x—1y A#2: ran(A) = ran (A) = 3. El sistema es compatible deter-
minado.

Lo resolvemos:

A3 1
1 A A
111 a2 a2+ 4
* 2420 +4 2N+ 20+ 4
AA 1
1 1 -\
1 1 -1
=~ =0
Y 202+ 20 + 4
A3 A
1 A 1
D S S 0
202+ 20+ 4

Solucion: x=1, y=0, z=0

dD mx+ y+ z=2 m1l 11 2
2x+my+mPz=1; A'=|2 m m?| 1
2x+ y+  z=2 211 2

-
A

|[Al=-m3+3m?-2m=0 - m=0, m=1, m=2

e Si m=0, queda:

0 1:1 2
A=[2 0i0 | 1
2 1 1 2
0o 1 2
‘0 1‘=—2y 2 0 1|=2#0; luego 2 =ran (A) <ran (A" = 3.
2 0 2 1 2

El sistema es incompatible.

eSi m=1, queda:

2 1 1 2
/ =
4 ; 1 1 é ::I Ecuaciones contradictorias.

El sistema es incompatible.

*Si m=2 queda:

2 101 | 2
A'=[2 214 | 1| Lal?yla22fila son iguales.
2 1 1 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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‘ g ;‘ = 2; luego el sistema es compatible indeterminado.

Lo resolvemos:

2x+ y+ z=2| 2x+ y=2-z
2x+2p+4z=1| 2x+2y=1-4z

2—-z 1
1-4z 2 3+2z 3
= = =_+ .
* 2 1 2 2
HH
‘2 2—2‘
2 1-4z -2 -0z
- = =_1—
y > 5 3z

Soluciones: x = % +A y=-1-3\ z=A

eSim#0, m#1y m+#2: ran (A) = ran (A")
El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos:

2 1 1
1 m m?
oo d2 1 1l
-m3 + 3m? - 2m
m 2 1
2 1 m?
_ 12 2 1 _2m+dmPem -2
Y —m3 + 3m2—-2m —m3 + 3m2-2m
20m—=2) (m*—=(1/2))  2m*-1 .
—m(m — D(m - 2) m2—m’
m 1 2
2 m 1
2 1 2 2m? —5m +2
z= = =
—-m(m —D(m—-2) —mim—1D0m—2)
_ (m-2)C2m-1)  2m+1
—-m(m—-1Dm—-=2) m?-m
) 2m? -1 2m+1
Soluciones: x=0, y=— , Z=—
m=—m me—m

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Discute los siguientes sistemas en funcion del parametro y resuélvelos cuan-
do sean compatibles:

ax +y =0 [ mx + y+z=0
a) —y+2az=0 b) x—my—z=1
|—x + ay =0 | 2x+ y+z=0
(kx + Ry— z=2 x+ 3+ z=5
3x—Fk =0 mx +2z=0
) " )
5x + ky =0 my— z=m
x +2z=1 x— y+ z=0
a) ax+y =0 a 1 0 [0
—y+2az=0p A'=({0 -1 2a |0
_x+gy =O -1 a 0 O
—_—

A

Se trata de un sistema homogéneo, por tanto siempre es compatible.
|A| = -2a>-2a=0 — a=0

e Si a=0, queda:

01010

A'=10 -1:0 |0 Lal?ecuacion es la opuesta de la 2.%
-1 0:0 |0

0 -1 _ _ -

‘ 1 0 ‘ =-1#0; luego ran (4) = ran (4") = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos prescindiendo de la
2.4 ecuacion:
y=0 . . o
: Cualquier valor de =z satisface la ecuacion.
_x =
Solucion: x =0, y=0, z=2XA
eSi a#0: ran (A) = ran (A") = 3. El sistema es compatible determinado y su
Unica solucion es la trivial.

Solucion: x=0, y=0, z=0

b)mx+ y+z=0 m 1 110
x—my—-z=1p A'=(1 -m -1|1
2x+ py+z=0 110

| ———
A

m=1
Al=-m?*+3m-2=0
|A| = -m? + 3m <m—2
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eSi m=1, queda:
1 1:1 [0
A=11 -1-1 |1
2 1 1 10

1 1 0

Dol 5y 1 -1 1]=120; luego 2 = ran (A) < ran (4" = 3.
b 2 1 0

El sistema es incompatible.

e Si m=2 queda:

2 1:1 |0
A'=|1 =2:-1 1| Lal?yla3.2?fila son iguales.
21 1 10

2 1
1 -2

‘ =-5#0; luego ran (A) = ran (A") =2

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos prescindiendo de la
3.2 ecuacion:

2+ y+z=0| 2x+y=-z 2 1] 5
x-2y—-z=1 x-2y=1+z ‘1 —2‘__
PR
1+z 2 z-1_1 =z
-5 ) 5 5
F
_11 1+z| 243z 2 iz
Y s S 50
1 A 2 3
Soluciones: x=——-—, y=————"A, 2=1A
oluciones: x 55 y 5~ 5h z

eSi m#1y m#2 ran(A) =ran (A" = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

0 1 1 m 0 1

1 —-m -1 1 1 -1

0 1 1 2 0 1 m— 2 -1
Xx=——""—"-=0; y= = = ;

—-m?+3m—2 —m?+3m-2 —-(m-2)(m-1 m-1

m 1 0

1 -m 1

2 1 0 -m + 2 1

T T 43m—2 —m-2m-1 m-1

-1 1

)

Soluciones: x =10 =
, Y m—1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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o) kx+ky— z=2 bk —1 2
3x — ky =0 A= 3 k0 0
5x + ky =0 5 k0 0
x  +2z=1 1oz 11

|
A

|A| = -40k=0 — k=0

eSi #0: Como ran (A) <4 y ran (A) = 4, el sistema es incompatible.
eSi k=0, queda:
-1

. La 2y la 3. ecuaciéon son equivalentes.

S O O O
_ O O N

N OO

Podemos eliminar la 3.# ecuacion. La matriz ampliada se transforma en:

0O 0 -1]2
B'=13 0 010
1 0 211
-
B
0 -1 2
Como |B|=0vy [3 0 0|=1520, ran (B) <ran (B") = 3.
1 2 1

Por tanto, en cualquier caso, el sistema es incompatible.

d x+ 3+ z=5

1 3 1 5

mx +2z=0 ) m 0 2 0

my— z=m 0 m -1 m

X— y+ 2=0 1-11 1|0
A

m =0
Al=-m2+7m=0
a1 <"

eSi m#0 y m+7:

Como ran (A) <4 y ran (A") = 4, el sistema es incompatible.

eSi m=0, queda:

1 3 1 5
0 0 0 . a e .

A= 0 0 -1 ol La 2. y la 3.2 fila son equivalentes.
1 -1 1 0

Podemos eliminar la 2.2 ecuacion.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



UNIDAD | 4

La matriz ampliada se transforma en:
1 3 115

B'=10 0 -1/0
1 -1 110

| —
B

Como |B|=-4#0, ran (B) = ran (B") = 3.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

5 3 1 15 1
0 0 -1 0 0 -1
wodO -1 1] _ 55 _l1r o 1l 55,
4 4 4’ Y 4 4 4
1 3 5
0 0 0
P I S GO
—4

1
. Como 2|1=56#0, ran (A" = ran (A) = 3.

-1

|
—_
S O oW
[N
~ O W

El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos prescindiendo de la 4.* ecuacion:

5 3 1
0 0 2
o7 7 -l =28 _ 1
56 56 2
1 5 1
0 2
0 7 -1 70 _5
y=—=_=_
56 56 4
1 3 5
7 0 O
_lo 7 71 98 7
56 56 4
on xe—t o2 T
Soluczon.x——z,y—4,z 7
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Escribe las ecuaciones lineales del sistema AX = B siendo:

1 -1 4 11
A=|3 1 0|y B=| 5|, yresuélvelo.
-1 0 1 2
1 -1 4\ (x 11
AX=B > [3 1 o||ly|=]|>5
-1 0 1/\=z 2

Multiplicando las matrices del primer término:
xX—y+4z=11
3x +y =5
—X + z= 2
Resolvemos el sistema:
1 -1 4 |11
A'=13 1 0|5
-1 0 112

——
A B

—_

()

,_\
Xl D ®|o — L
— SN
—
(@)

|
—_
o
NS}

Solucion: x=1, y=2, z=3

Dada A=(2 3
1 2

, halla una matriz X tal que AXA=(1 1).

23

& Multiplica dos veces por A™, una vez por la izquierda y otra por la derecha.

Calculamos A7 (JA|=1#20 — existe A1)

L (ady Y

e R R F R R A
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Por tanto:

e Pt R IE

s22 |Resuelve la ecuacion AXB = C siendo:
A=(3 2) B2 3) C=(1 1)
4 3 1 2 11
AXB=C — A1 A-X-B-Bl=41.¢c-B! - Xx=41.-C¢c B!
Calculamos 47! y B! (JA|=1 vy |B|=1 — existen 471 y B™):
o, ——— Adj () ———> (Adj ) ——— ﬁ(Adj )
34 L (3 -4) L (3 -2) . (3 -2|_ 44
2 3 -2 3 -4 3 -4 3
o, —— Adj(B) ——— (Adj(B) —— ﬁ(ﬁldj B)
2 1) (2 —1)_> (2 —3)_> (2 —5)=B_1
3 2 3 2 1 2 1 2
Por tanto:
X=A_1'C'B_1=5_2-11.2_5=
-4 3 1 1 -1 2
(1 1) (2 B)\_[1 4
-1 -1 -1 2 -1 1
23 | Dadas las matrices:
4ol 0 1 _[3 o —1) c=(1 2) D=(—8)
1 -1 5 1 1 0 3 -1 -2

halla la matriz X que verifica (AB'+ €)X = D.

AB'+O)X=D — UB'+CO)y'UB'+ O)X=AB' +CO)'D —
- X=WUB"+O'D
1
1+ 2 ) =

A B A R

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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34

e Calculamos E' (|[E|=6#20 — existe E7V):
1

o, —— Adj(E) ——— (Adj E) —— m(Adj B)
-1 1 -1 -1 -1 0 1(-1 o0 4
— =E
0 -6 (o _6)_> (_1 —6)% 6(—1 —6)
e Por tanto:
B _ 1(-1 0)(-8 18 4/3
— Bt 1 = 1= — [ =
X =Bt CmD = ERD 6(—1 —6)(—2) 6(20) (10/3
Halla X tal que 34X = B, siendo:
102 102
A=[01 1 B=|101
101 111
34X=B — X=%A‘1-B
Calculamos A1 (|JA|=-1#%20 — existe A™):
o, ——— Adj(4) ——> (Adj (D) —— ﬁ(Adj(A))’
1 -1 -1 1 1 -1 1 0 =2 -1 0 2
0 -1 0f>10 -1 0] |1 -1 1| —> [-1 1 1]|=4"1
2 1 1 -2 -1 1 -1 0 1 1 0 -1
Por tanto:
-1 0 2 1 0 2 1 20 1/3 2/3 0
x=2]1 1 1|1 0 1]=Lf1 1 0|l=(1313 0
31 0 1) V11 1] 3lo-11 0 -1/3 1/3

Resuelve el siguiente sistema:

2 0 5 x -3 4

1 1=2||y|+|1]|=[—1

11 1) \= 2 1
2 0 5 X 7
1 1 =2 y | =|-2| Calculamos 47! (JA|=1620 — existe A7)
11 1 z -1
—_— - -~

A X = B

fty ——— Adj () ——— (Adj WY ——— T (Adj (Y
3 -1 2 3 1 2 3 5 -5 135—5
—572—)57—2—>179—>—6179
-5 9 2 59 2 2 2 2 161 5 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD | 4
Por tanto:
1 3 5 =5 7 . 16 1
A-X=B - X=A—1~B=_6 1 7 9|-[-2 = 1¢ 16| =|-1
160, 2 2] \af 0146 1
X 1
Luego [» | =|-1]; esdecir: x=1, y=-1, z=1
z 1

Discute el siguiente sistema segiin los valores del parametro a y resuélve-
lo en los casos en que sea compatible:
x - az =-1
x+(@a+3)y+ (4—-a)z=0
x+(@a+3)y+(@+2z=a+2

x+@+3)y+ G-az=0 A'=|1 a+3 4-a 0
x+@+3)y+@+2z=a+2 1 a+3 a*>+2 | a+2
A
-3
|A|=a3+4a2+a—6=0< =2
a:
*Si a=-3, queda:
10 3 | -1
A'=|U 0 D 0
1 0 11 -1
e
A
1 3 -1
Como 2‘=4Y 1 7 0|=-8#0, entonces ran (4) =2 #ran (A" = 3.
1 11 -1

El sistema es incompatible.

eSi a=-2 queda:

1 02 | -1
A'=[1 1:6 0 |. La22yla3.2fila son iguales.
1 1 6 0
-
A
Ademas, (1) #0; luego ran (A) = ran (A") = 2 < n.°de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos en este caso. Podemos
prescindir de la 3.* ecuacion (puesto que es igual que la 1.%):

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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x  +2z=-1| x+2z=-1 1 2
=4
xX+y+6z= 0| x+6z=~—y ‘1 6‘
‘—1 2‘ ‘1 _1‘
ool 6l 62y 11 | _ oyl
4 4 7 4 4
3+A A+ 1
Soluciones: x = > =\ z=- 7

1 0:-1 | -1
A'=|1 4.3 | 0
1 4 3 3
NI
A
1 0 -1
Como ‘=4y 1 4 0]|=12#0, entonces ran (A) = 2 #ran (A') = 3.
1 4 3

El sistema es incompatible.
°Sia#-3, a2y a#l — ran(A4) = ran (A") = 3 = n.° de incognitas.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
-1 0 —a
0 a+3 4-a

a+2 a+3 a*+2| a’+5a+6 ~

(a+3)a+2a-1 (a+3a+2a-1

_ @+3)a+2) 1
S @+3)a+2Da-1 a-1

1 -1 —a
1 0 4—a
11 a+2 a*+2]| a* - 3a - 10 ~
Y G na -1  @a+da+a-1

_ (a+2)a-5) _ a-—5 _ a—>5
(a+3)a+2(a-1 (a+3)a-1) a*+2a-3

1 0 -1

1 a+3 0

1 a+3 a+2| a*+5a+06 ~
(@+3a+2Da-1) (@a+3)a+2a-1)

z

_ @a+3)a+2) 1
(a+3)a+2)a-1) a-1
Soluci o1 __a-5 _ 1
oluciones: X 01—1’ y 0l2+20l—5’ z 4—1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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UNIDAD ﬁ

Averigua los valores de o para los cuales admiten infinitas soluciones los
sistemas siguientes. Obtén todas las soluciones e interpreta geométrica-
mente los resultados obtenidos:

x+ y+2z=3
ox— y=1
a)y x+2y+oz=5 b)
x—oy=20-1
2x+ y—3z=4

a) x+ y+2z=3 11 2 |3
x+2y+0z=5; A'=[1 2 o |5 |[A]=00-9=0 — a=9
2x+ y—3z=4 21 314
| —
A

eSi 0=9, queda

1 11 2 3 1 1 3
A'=11.2:9 51. Como 1 1‘=1 y |1 2 5|=0, entonces:

21 -3 4 L2 2 1 4

[ —

A

ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas. El sistema es compatible indeter-
minado. Lo resolvemos.

Podemos prescindir de la 3.2 ecuacion y pasar la z al 2.° miembro:

3-2z 1‘ ‘1 5—22‘
x+ y=3-2z _ _
y x:M:l-{-Sz;y:% =2_7Z
x+2y=5-9z 1 1

Soluciones: x=1+5\, y=2-7A, z=X

Geométricamente, son tres planos que se cortan en una recta.

eSi %9 — ran (A =ran (A") = n.°de incognitas = 3. El sistema es com-
patible determinado. Lo resolvemos:

3 1 2
5 2 o

PO I T =0c—9=1;
o-9 -9
1 3 2
1 5 o

y= 2 4 3 =20c—18=2(0c—9)=2;
-9 -9 o-9
11 3
1 2 5

z= 1 41__ 0 =0. Solucion: x=1, y=2, z=0
-9 o—-9

Geométricamente, son tres planos que se cortan en el punto (1, 2, 0).

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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b)ox— y=1 }A,zoc —1‘ 1 )
x—oy=20-1 1 —o | 200-1
—
A

- 2 _ (x=1
|A]=—-a?+1 O<oc=—1

eSi o=1, queda:

A= (1 -1 1 . Compatible indeterminado. Lo resolvemos:

1 -1

x—-y=1 — x=1+y Soluciones: x=1+A, y=A»A
Geométricamente, son rectas coincidentes (se trata de la misma recta).
eSi o=-1, queda:

-1 -1 1
1 1 -3

A=

). Las ecuaciones son contradictorias.

El sistema es incompatible. Geométricamente, son dos rectas paralelas.
eSiazly ax-1 — ran (A =ran (A) = n.°incognitas = 2.
El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
201 ol
20-1 -0
x =

= o—1 _ ~1-o _ a1
1-or  d-wl+o (d-wl+e 1+’
il
1 20-1] @-DQa+ D 201
Y 1- 02 -+ o+ 1
Solucion: x = -1 = 20— 1
I+o o+1

Geométricamente, son dos rectas que se cortan en un punto.

Calcula la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices para aque-
llos valores de a que sea posible:

ofe

Rl

2" a

a) A= ? o |A|=a?+ 1#0 para cualquier valor de a.

Luego, existe A~' para cualquier valor de a. La calculamos:

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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o; —— Adj (D) ——— (Adj (A)) —— &T(Adj )y

a 1
a 1 a -1 a 1 a?+1 at+1|_
-1 a 1 a -1 a -1 a
at+1  a*+1
b) A = ? 4l 5 JAl=2a#0 si a#0. Solo existe A7 si a#0.
a

La calculamos en este caso:

o, —— Adj(4) —— (Adj (D) —— ﬁ(Adj )

1 =t
_ _ 2 2

a 1 a —1 a—al _, - 41
a 3 -a 3 -1 3 -1 3
2a 2a

QA=

“52 0) S JAl=(@-2a#0 si a%z0y a%2
a

Existe 47! solo cuando a#0 y a# 2. La calculamos en este caso:

o, —— Adj(4) —— (Adj (D) —— |le|(Adj @)

a 0 a 0 |, yfla 0 ) _ [a-2 - 4
0 a-2 0 a-2 0 a-2 0 1
a
10 -1
Halla, en funcion de a, el rango de lamatriz A=| 0 a -3 | y calcula, si exis-
41 a

te, la matriz inversa A™! enlos casos a=1y a=-1.

10 -1
A=|0 a 3| - |Al=a*+4a+3=0 —>
4 1 a
4+V16-12  —4+V4 442 a=-1
- oas 2 S < 4-3
0 -
a=[0] a \ _‘=—3¢0
4 1 a 0 -3

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Por tanto:

eSia=-10a=-3 — ran(4) =2
eSia#-1ya#-3 — ran(4d =3
Asi, si a =-1, como |A| =0, no existe AL

Para a=1, |A|=8#0, siexiste A~'. La calculamos en este caso:

1 0 -1
A=(0 1 =3
4 1 1
0, ——— Adj(4) ———> (Adj (D) ——— ﬁ(z‘ld](fl))’
4 12 —4 4 —12 —4 4 -1 1 14—11
1 5 1]|—>|-1 5 -1|—> |-12 5 3| > —|-12 5 3|=4"1
1 3 1 1 3 1 —“4 -1 1 -4 -1 1

Halla los valores del parametro ¢ para los cuales las matrices A y B no
son regulares y calcula:

Al sit=1 b)B! si t=2

1 0 4 10 ¢

A=|0 t 4 B=(11 0

-1 3 t 01
4+\N16+48 _ —4+\64 _ 4138 = 2

) |A|=1?2+4-12=0 — t=—

2 2 2 =0
A no es invertible para ¢ =2 ni para ¢ =-6.

Calculamos A~! para 7= 1:

1 0 4
A=[0 1 4] —= |A|=-7

13 1
o —— Adj () ——— (Adj (D) ——— |114T(A6{i )
-11 4 1 -11 -4 1 11 12 -4 —-11 12 -4
125 3| |12 5 3| -4 5 —4| > L[4 5 —4|=4a
4 41 4 -4 1 1 -3 1 711 31

r=1
- 2 =
DIBl=1-12=0< ,_

B no es invertible para =1 ni para t=-1.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes



Calculamos B! para t=2:
10 2
B=|1 1 0| — |B|=-3
2 0 1
o,; —— Adj(B) ——— (Adj (B)) ——— ﬁ(Adj 0:))4
11 =2 1 -1 =2 1 0 -2 -1 0 2
03 0l>(030|>[132]> 211 3 2|-p"
2 2 1 2 2 1 20 1 512 0 a1
Pagina 122
13
s31 | Dadas las matrices A4 = (i 21 7”1 ) y B=|A 0| donde A es cualquier nime-
- 02

ro real:
a) Encuentra los valores de A para los que AB es regular.
b) Determina los valores de A paralos que BA es regular.

c)Dados a y b, numeros reales cualesquiera, ;puede ser el siguiente sis-
tema compatible determinado?

X
Aly|= a
- b
1 3
21)A.B=(1 2 k)_ %ol o1+ 3+2k)
1-1-1) |y 5 1-2A 1

|A-Bl=202+3h-2=0 — r=%N9*16_ 32325 _
4 4

€
2
-2

_-3%+5 A
- = <7L

A - Bes regular cuando ) # % y A#E-2.

13 4 -1 A-3
MB-A=[n 0 -(1 2 x)= AL A2
o 2 W11/ "1 >

|B-A]=0 — B-A no esregular.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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C)A’=(1 21 7‘1 Z; H 21‘=—3 — ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas
\—ﬂf—J
A

El sistema es compatible indeterminado, para cualquier valor de a y b. Por
tanto, no puede ser compatible determinado.

En el supuesto de que exista, calcula una matriz X tal que AX = B en los si-
guientes casos:

201 11 11 201
a)A=[13 0| yB=[21 p)A=(2 1|y B=[1 3 0
513 03 03 513
a)|A|=4#20 — Existe 47!, Luego:
AX=B — A4X=41 "B - X=41'B
Calculamos A™%:
oy —— Adj () ——— (4dj (W) —— |A| ——(Adj (D)’
9 3 -14 9 -3 -14 9 1 -3 19 1 -3
-11 2|51 1 22|23 1 1| =3 1 1|=41
3 -1 6 31 6 14 -2 6 44 2 6
Por tanto:
9 1 -3} (11 1 1
X=l—511-21=%—11
14 2 6 0 3 18 2

b) Para poder efectuar el producto A4 - X = B, X deberia ser (si existiera) de di-
mension 2 X 3.

Sea xX=[* 2V %
a b c
Entonces
11 x+a y+b z+c 2 01
AX =12 1 2x+a 2y+b 2z+c|=|1 3 0
0 3 3c 513
5
3a=5 — a=—=
3
xX+ta=2 — x=2—2=l
3 3
wha=1 — 2x=1-2--2 5 x-_1
3 3

No tiene solucion. Luego no existe X tal que AX = B.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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Dado el sistema:

x—y+(@+Pz=a
S:qx o+ z=8

x - z=0-3B
a) Demuestra que es compatible determinado para cualquier valor de o y f.

b)Resuélvelo para o= = 1.

Dx-y+@a+Pz=a 1 -1 o+B o

x o+ z=f A'=11 0 1 B

x - z=o0-3f o -l o - 3P

| —
A

1 -1 a+p 1

|[A]l=1{1 0 1 =‘ ‘=—2¢O — ran (A) = ran (4) =3
10 -1 | I1-1

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de o y P.

b)Si o =p =1, queda:

1 -1 2 1
A'=11 0 1 | 1], con|4|=-2.
10 -1/ -2
-
A

Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

1 -1
1 0 1
w12 0 11
) -2 2
1 1 2
|1 1 1
1 -2 -1 —
y= =_3=é)
-2 -2 2
1 -1 1
‘1 0 1
o 1 0 -2 _3_3
-2 -2 2
Solucion: x = i, y= i, z=3
2 2 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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CUESTIONES TEORICAS

En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incognitas, el deter-
minante de la matriz de coeficientes es igual a 0. Responde razonadamente
a las siguientes preguntas:

a) ;Puede ser compatible?
b) ;Puede tener solucion vinica?
c) ¢Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si ran (4) = ran (A") < n.° de incog-
nitas.

b) No, pues al ser ran (A) < n.° incognitas, el sistema no puede ser compatible
determinado.

©) Si, si es compatible, pasando al 2.° miembro las incognitas que sea necesario.

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro
ecuaciones y tres incognitas es igual a 3. ;Qué puedes decir de su solucion?
Razona tu respuesta.

Al ser el sistema homogéneo con 3 incognitas, tenemos que ran (A) = ran (A') =
= n.° de incognitas = 3. El sistema seria compatible determinado. Por tanto, ten-
dria como solucion tGnica la solucion trivial (0, 0, 0).

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas es igual a 1. ;Qué rango, como maximo, puede tener la
matriz ampliada?

Como maximo, la matriz ampliada podra tener rango 2.

2 —_— .
¢Existe algiin valor de a para el cual la matriz |4 ¢ 2| no tenga inversa?
a
2 _
oll a 2‘ =a’—a’+2=2#0 para cualquier valor de a.
a

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que la matriz dada no tenga inversa.

) 3x-2y+z=5
Dadas estas ecuaciones:
2x-3y+z=—4
a) Afiade una ecuaciéon para que el sistema sea incompatible.
b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido para anadir la ecuacion.

a) Por ejemplo, 3x— 2y + z =1 contradice la 1.* ecuacion; luego si anadimos es-
ta ecuacion, el sistema obtenido serfa incompatible.

b) Por ejemplo, si anadimos la ecuacion y =0, como

3-21
2 3 1|=- B ﬂ =-1#0, el sistema serfa compatible determinado.
01 0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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s39 |Representa matricialmente los sistemas:

3x+ y=1 5 3x+ y=0
“l11x+4y=0 Tl11x+4y=1

Resuélvelos y averigua si existe alguna relacion entre las soluciones obteni-

das y la inversa de la matriz 131 i) Justifica la relacion obtenida.
SISTEMA S SISTEMA S’
31 _[1 3 1) (x)_[o0
11 4/ \y 0 11 4/ \y 1
Calculamos la inversa de A4 = (131 i) (Al =1#0):
o, —— Adj (D) —— (Adj (D) ——> ﬁ(Adj @)
4 11) 4 —11) 4 —1) . ( 4 —1)=A_1
1 3 -1 3 -11 3 -11 3
SOLUCION DEL SISTEMA S SOLUCION DEL SISTEMA S’
x|_[4 -11[1)_| 4 x| _[ 4 -1|[0)_ (-1
y -11 3/10 -11 y -11 3/\1 3

Las soluciones obtenidas son cada una de las columnas de la matriz inversa.
Observamos que las matrices de los términos independientes de los dos sistemas
son las columnas de la matriz identidad. Por tanto, las incégnitas que hallamos
son los elementos de la matriz inversa.

s40 | Si el rango de la matriz de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
es dos, y el de la matriz ampliada, tres, ;qué interpretaciones geométricas
podemos dar a ese sistema? Pon un ejemplo de un sistema de esas caracte-
risticas y su interpretacion geométrica.

Si ran (A) = 2 # ran (A') = 3, el sistema es incompatible.
Interpretaciones geométricas posibles:

1) Dos planos paralelos 2) Tres planos que se cortan dos a dos,
y otro que los corta: pero sin ningn punto comun a los tres:

- :

Un ejemplo de cada uno de los dos casos seria:

pXxty+rz=1 ) X+t y+z=1
x+y =2 X+ y =2
X+y+z=3 2x+2y+z=5
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Si dos sistemas de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incognitas, AX=B y
AX = B', tienen una misma matriz de coeficientes A, ¢puede ser incompati-
ble uno de los dos sistemas mientras que el otro es compatible determinado?

No. Si uno de ellos es compatible determinado es porque ran (A) = ran (A = 4.
Por tanto, si A es la misma matriz en los dos sistemas, también en el otro sera
ran (A) = 4. Luego los dos serian compatibles determinados.

Determina una matriz A para que el sistema homogéneo AX = 0 sea equi-
valente a la ecuacion matricial:

1 -2
(xy 2|2 1|=00)
1 2

La ecuacion matricial dada la podemos escribir as:

Pagina 123

43
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x+2y+ z=0 X
Y . Sillamamos A4 = 121 y X=|Y»
—2x+ y+2z=0 -2 1 2 >
entonces: AX =0
. ‘ (1 201
Por tanto, la matriz A que buscamos es A = 51 af
PARA PROFUNDIZAR
Estudia y resuelve cuando sea posible:
x+ y +2t=3 ax +z+ t=1
3x— y+ z— t=1 ay + z— t=1
a) 7 b) Y
5x—3y+2z—4t=a ay + z -2t =2
2x+ y+ z+ =2 az — t=0
) xt+ y  +2=3 11 012 | 3
Bx— y+ o zod=1| 0511 1)1
Sx—3y+2z-4t=a 2.1 111 2
2+ y+ z+ =2 532 41la
|
A
1 1 0
|[A]=0y |3 -1 1|==320 — ran(4) =3
2 1 1

(La 4.% columna depende linealmente de las tres primeras).
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11 0 3 am 1 1 [0] 3
3 -1 1 1| @9 3 -111 1__11§ ?_
21 1 2| 69-ev -1 210 1 | 11 an B
5 -3 2 a “4H-2-29 -1 110l a=-2

FILAS
(1.9 11 3
Q25 +0a" 0 3 4 |=3a+1D=0 = a=-1
G + (1.9 0 0 a+1

eSi a=-1 — ran (4A) = ran (A) = 3 < n.° de incognitas. El sistema es
compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.* ecua-
cion y pasar la ¢ al 2.° miembro:

xX+y =3-2¢]
3Bx—y+z=1+ 1
2x+y+z=2— 1|

3-2t 1 0O 1 3-2t 0
1+¢ -1 1 3 1+t 1
2=t 1 1| _2p—5 _5-2¢ |1 2—-t 1| 414 44
x = = = ;Y= = = ;
-3 ) 3 -3 =3 3
1 1 3-2¢
3 -1 1+¢
. 2 1 2-t] 8-5/_-8+5¢
-3 -3 3
Soluciones: x = 5_327‘, y= 4_547‘, z= _8;57‘, t=A

eSi ax-1 — ran(A) =3 #ran (A") = 4. El sistema es incompatible.

b) ax + z+ t=1 a0 1 1 1
ay + z— t=1 A,_Oal—l 1
ay + z -2t =2 0O a 1 -2 2
e -0 00 a -110
| ———
A
FILAS
321_11 a1l -1 a» a 1 -1
|A| = 0 4 1 —2|=@l® 1 2= ev-an a =
0 a -1 3.9 0 a -1
00 a -1
—al® Y-a a2=a3=0 - a=0
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eSi a=0, queda:

00 1 1 1
,_ |00 1T -1 1 S ox=1 .
A= 00 1 -2 ] 5 = 2} Incompatible
00 0 -1 0 - =0

eSi a0 — ran (A) = ran (A') = n.°de incognitas = 4.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:

1 0 1 1
1 a 1 -1
2 a 1 =2
x = 0 0 a -l _Qa+Da _2a+1,
d3 a.?) 6l2 ’
a 1 1 1
o 1 1 -1
o 2 1 =2
)= 0 0 a -1 _a _ 1
a’ a  a?
a 0 1 1
0 a 1 -1
0 a 2 =2
00 0 -1 _p2
<= =—=—;
a’ a3 a
a 0 1 1
0O a 1 1
0O a 1 2
0O 0 a O _ 3
= = i = _1
a’ a3
Soluciones: x = m, y= l, z= 17 f=—1
a? a? a

Discute los siguientes sistemas:

xX—y+ z=2 x+ y+ z=a-1
a)y 2x+3y— 2z=-8

4x+ y+az=>

b)i2x+ yt+taz=a

x+tay+ z=0b

) x— y+ z=2 1-1 1|2
2x+3y—2z=-8; A'=|2 3 -2 | -8
4x+ y+az=>b 41 a | b

|
A

|A]|=5a=0 — a=0
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eSi a=0, queda:

1101 | 2 1 -1 2
A'=(2 3:-2 -8 ! _1‘=5¢0; 2 3 -8[=5b+20=0 — b=-4
i1 0| b]l123 4 1 b
—_—
A

eSia=0y b=—-4 — ran(A) =ran (A" = 2 < n.° de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.
eSia=0y b+x-4 — ran(4A) =2=#ran (A = 3.
El sistema es incompatible.
°Si a0 — ran (A) = ran (A) = n.° de incognitas = 3. El sistema es

compatible determinado, cualquiera que sea el valor de b.

b) x+ y+ z=a-1

11 1]a-1
2x+ ytaz=a A'=|2 1 a a
x+ay+ z=b L a 1 b
-
A
a=1
lal=~(a-D@-2=0<_,_,
*Si a=1, queda:
1 1 1 0
A'=12 1 1 1 ]Contradictorias, a no ser que b =0.
11 1 b

—Sia=1y b#0 — Sistema incompatible.

—Si a=1vy b=0, queda:

11110
A'=(2 111 | 1|. Lal®filayla3.2son iguales.
1 1 1 0

‘1 V20 = ran (A) = ran (A4") = 2 < n.° de incognitas.

2 1

El sistema es compatible indeterminado.

eSi a=2, queda:

1 11 1
A'=[2 1 2 | 2| Lal2columnay la 3.2 son iguales.
12 115

‘1 17&0 — ran (A) = 2
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45

1 1 1
1 2/=-(b-D=0 = b=1
1 2 b

—Sia=2y b#tl — ran(A) =2+ ran (A" = 3.
El sistema es incompatible.

—Sia=2y b=1 — ran (A =ran (A") = 2 < n.° de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

—Sia#ly a#2 — ran (4 =ran (A) =3 = n.°de incognitas.

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de b.

Discute, segiin los valores de los parametros, los sistemas siguientes:
x—3y+z=a ax+ y—z=b-1
a3 x —-z=b b)4 2x + ay =b+1
x tz=c -X +z=b
a) x-3y+z=a 1 3 1 a
X —z=bp A'=|1 0 -1 | b
x tr=¢ 1 0 1 c
| NS
A

|Al=620 — ran (A = ran (A) = n.° de incognitas.
El sistema es compatible determinado para cualquier valor de a, b y c.

bDax+ y-z=b-1

a 1 -1 b-1
2x + ay =b+1p A'=|2 a 0 | b+1
-X +z=b -1 0 1 b

A
o, B a=-1
|A|—a—a—2—0<a= )
eSi a=-1, queda:
-1 1i-1]b-1
A=[2 -1:0 | b+1
-1 0 1 b
’_1 Lo S ran (A) = 2
2 -1
-1 1 b-1
2 -1 b+1|=-3b=0 — b=0
-1 0 b

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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—Sia=-1y b0 — ran(A) =2 #ran (4" = 3.
El sistema es incompatible.
—Sia=-1y b=0 — ran (4 =ran (A") = 2 < n.° de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

e Si a=2, queda:

2 1i-1 ] b-1
A'=[2 210 b+1
-1 0 1 b
2 17&0 — ran (A) =2
2 2
2 1 b-1
2 2 b+1|=3h-3=0 — b=1
-1 0 b

—Sia=2y b+l = ran(A) =2+ ran (4" = 3.
El sistema es incompatible.

—Sia=2y b=1 — ran (A =ran (A") = 2 < n.° de incognitas.
El sistema es compatible indeterminado.

—Siaz-1y a#2 — ran(A) =ran (A) = 3 = n.°de incognilas.

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de b.

46 |Calcula los valores de a y b para los cuales cada uno de estos sistemas tie-
ne infinitas soluciones. Resuélvelos para esos valores:

ax+ y+ z=1 ax+ y+z=4
a)y xtay+ z=0 b)y x+ y+z=-b

x+ ytaz=1 x—ay+z=>b
Dax+ y+ z=1 a1l 111

xtay+ z=by A'=|1 a 1 | Db

x+ ytaz=1 L1 all

\_ﬁ/—J
A

a=1
|Al=a?—3a+2=(a-D2@+2=-0<_ ,__,
eSi a=1, queda:

1
A=

—_ =
_
—_

| —
A
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—Sia=1y b=1 — ran(A) =ran (4) = 1.
El sistema es compatible indeterminado.
x+y+z=1 - x=1-y-=z
Soluciones: x=1-A—W, y=A z=U
—Sia=1y b#1 — Elsistema es incompatible.

eSi a=-2 queda:

-2 1:1 1
A'=(1 =2:1 | b
1 1 =211
[
A
21
= - ran (A) = 2
‘1_2‘ 3 )
-2 1 1
1 =2 b|=3b+6=0 — b=-=2
1 1 1

—Sia=-2y b==-2 — ran(4) =ran (4" = 2.
El sistema es compatible indeterminado.

2x+ y= 1-=z
X—-2y=-2-z

‘1—2 1‘
3 3
‘—2 1—2‘
y- 1 —2-21_32+3 _3@+D _,, .
3 3 3

Soluciones: x=L, y=1+A z=1»A

—Sia=-2y b#x-2 - ran (A =2#ran (A) = 3.
El sistema es incompatible.
—Sia#ly a#-2 — ran (A # ran (A") = n.°de incognitas = 3.

El sistema es compatible determinado.

bax+ y+z=4 a1 11 4
x+ y+z=-by A'=(1 1 1| -b
x—ay+z=>b l—a 110

\+J
A

-1
|A|=(a+1)(a—1)=0<z= 1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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eSi a=-1, queda:

-11 1] 4
=11 1 1]|-b
4 1115 ::| Contradictorias a no ser que b=-b — b=0

—Si a=-1y b#0 — Elsistema es incompatible.

— Si a=-1y b=0, queda:

-1 1:1 | 4
A'=(1 111 | 0] La2%y3.2fila son iguales.
1 1 1 0

‘_1 Ueo = ran (A = ran (A") = 2 < n.° de incognitas.

1 1

El sistema es compatible indeterminado.
—x+y+z=4} x+y=4-z

x+y+z=0 X+y=-z2

Sumando las dos ecuaciones:

y=2-z
2p=4-2z -
X=—z-y=-z-2+z=-2

Soluciones: x =-2, y=2-A z=A

eSi a=1, queda:

1 1 1 4 . .
=11 1 1 W ::I Contradictorias, a no ser que —b=4 — b=-4
1 -1 1 b

—Sia=1y b#-4 — Elsistema es incompatible.

— Si a=1vy b=-4, queda:

1 1 1 4
A'=11 1:1 4 | La12filayla 2.2 son iguales.
1 -1 1| —4

20 — ran (A = ran (4") = 2 < n.° de incognitas

El sistema es compatible indeterminado.

xX+y+z=4 xX+y= 4-z

x—y+z=—4} X—y=-4-z

Sumando las dos ecuaciones:
X=-z

mommE e {y=4—z—x=4—z+z=4

Soluciones: x=-\, y=4, z=1X
eSia# -1y azl — ran (A =ran (A) = n.°de incognitas

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de b.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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AUTOEVALUACION

1. a) Discute, en funcion de a, el siguiente sistema:

x+ay+ z=a+?2
x+ ytaz=-2(a+1)

ax+ y+ z=a
b) Resuelve el sistema anterior para el caso a =-1.

x+ay+ z=a+?2

= 1 a 1 a+?2
a) x+ y+ az = —2(0[+1) A= 1 1 a _2(0l+1)
ax+ y+ z=a a 1 1 a
—
A

a=1
Al=a®-3a+2=0=(a-1DXa+2)=0
|4] 3 (@a-DAa+2=0<_

e Si a=1, queda:

1 1 13
A'=|1 1 1 |-4|. Elsistema es incompatible.
1 1 1|1

1 -2 0
Como _2‘—5 y |1 1 2/|=0,
! 2 1 -2

entonces ran (A) = ran (A") = 2 < n.° de incognitas, el sistema es compatible
indeterminado.

e Sia#1y a-2: ran(A)=ran(A4A) =3

El sistema es compatible determinado.

b)Para a=-1, queda:

A'=[1 1 -1 | 0| ysabemos que |A|=4

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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El sistema en este caso es compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la
regla de Cramer:

1 -1 1
0 1 -1
PR o S U _2_1
4 4 2’
1 1 1
1 0 -1
e s SR U I
y 4 4 27
1 -1 1
1 1 0
-1 1 -1 0
z= y 7 0
Solucio ! ! 0
olucion: X = — =—-———, Z=0.
273/ 2~

2. Demuestra que no hay valores de m para los que este sistema no tenga solu-
cion. Resuélvelo.

x+ 29+ z=3
x+ 3y+2z=5
x+my+3z=7

X+ 2y+ z=3

1 2 1|3
X+ 3y+2z=5 A'=1 3 2|5
x+my+3z=7 Lm 317
| SN
A

|Al=4-m=0 - m=4

e Si m=4:
1 2:11]3
A'=|1 32| 5| La4.?columna se obtiene sumando la 2.2 y la 3.2,
1 4 3|7

Luego, ran (A) = ran (A"). El sistema es compatible. (En este caso seria compati-
ble indeterminado, pues

Lo resolvemos en este caso. Podemos prescindir de la 3. ecuacion:

! i

1
1

; 20 = ran (A) = ran (A) = 2).

xX+2y+ z=3 xX+2y=3- =z

x+3y=5-2z

1

‘=1
1

xX+3y+2z=5

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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3-z 2 ‘ 3-z ‘
x=#=_1+z; y=15+22=2_z

Soluciones: x=-1+X A, y=2-A, z=A

e Si m#4 ran (A) = ran (4") = 3 = n.° de incognilas. El sistema es compatible
determinacdo.

Lo resolvemos en este caso:

3 2 1 1 3 1
5 3 2 1 5 2
_17 m 3| _4-m _ _11r 7 31 _ 0
X 4—m 4—m L Y 4—m 4-m N
1 2 3
1 3 5
1 m 7 8—2m 24 -m)
z = = = =2
4—m 4—m 4 —m

Solucion: x=1, y=0, z=2

Por tanto, no hay ningtn valor de m para el que el sistema no tenga solucion.

3. Determina para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcula dicha

matriz inversa para a = 2, siendo:

2 1 —-a
M=|2a 1 -1
2 a 1

La matriz tendra inversa si su determinante es distinto de O.

2 1 -a 1 1 —a
|M|=2a 1 -1|=2la 1 -1|=20-a-1+a+a-a) =2-a’+a)
2 a 1 1 a 1
a=0
|M|=O—>—2(a3—a)=0%—Za(a2—1)=0<a=1
a=-1

M tiene inversasi a#0, a#1 y a#-1

Para a = 2:

2 1
My, =3; 12=-6 M3 =6
My, =5 My, = 6 My; =2
My, = 1; My, = =65 Mz = =2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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3 -6 6 3 =5 1 1
(Ml.j) =5 6 =2| - (Ml,].)f= -6 6 -6| » M1 =—E(Mij.)f
1 -6 =2 6

/2 -1/2 1/2

-1/4  5/12 -1/12
M=
-1/2 1/6  1/6

Comprobacion:

2 1 =2 -1/4 5/12 -1/12 1 0 O
M-M1t=14 1 -1|-|1/2 -1/2 172 |=]10 1 0
2 0 0 1

2 1 -1/2 1/6 1/6

4. Halla, en cada caso, la matriz X que verifica la igualdad:

aA)A1'XA=B b)(4+ X)B=1

siendo 4=|2 1 y B= -1
-2 -1 2 1
DA XA=B
Multiplicamos por A por la izquierda y por 4~' por la izquierda:
AAT X AAT = ABATY — IX1=ABA™"' — X=ABA™!

—

1 1
Calculamos 471 |4|=-3+2=-1

-1 2 -1 -1
All = —1; AlZ = 2, AZl = _1) AZZ = 3 - (Al_]) = (_1 3) - (Al])[ = ( 2 3)

1 1 1
T ' 1
A |A| (Az_']') — A (_2 _5)

wo[3 1) v )1 1) s =2} (1 1)_[9 1
B B ey R S B ey H A B
DA+X)B=1 - AB+XB=1 — XB=1-AB

Multiplicamos por B~! por la derecha:

XBBl'=(J-AB)B™! - XI=(U-AB)B™' —» X={-AB)B!
-

1
Calculamos B~ |B|=1+2=3

1 -2 1 1

Byy=1, B,=-2 B, =1 B,,=1 — (Bﬁ) = (1 ) ) - (Bl.j-)‘= (_2 1)

1

| B]

Bl =

a_[ 13 1/3
B - Bl—( )

-2/3 1/3

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes

77



78

Calculamos 7 — AB:
AB = 3 1) (1 -1)_[5 -2 —>]—AB=1 0
-2 -1/ \2 1 -4 1 0 1

-4 2

X =
4 0

, ( /3 1/3

-2/3 1/3 4/3  4/3

_ (—8/3 -2/5)

2 )1 )

5. El rango de la matriz de los coeficientes de un sistema de cuatro ecuaciones
con tres incognitas es 3. ;Qué rango puede tener la matriz ampliada? En base a

ello, ;cuantas soluciones tendra el sistema?
La matriz ampliada es una matriz cuadrada de orden 4.

Su rango puede ser 3 (si |A'| =0) o4 (si |A'| = 0).

e Si ran (A) = ran (A") = 3 = n.° de incognitas — El sistema serd compatible

determinado.

e Si ran (A) =3 #ran (A) =4 — El sistema serd incompatible.

x—2y =
. .. . yt z=
6. Discute y resuelve el siguiente sistema: 3
x -3z =
y-— ==

Segun el teorema de Rouché, el sistema tendra solucién si
coeficientes y el de la matriz ampliada son iguales.

1
a
-1
2

el rango de la matriz de

1 -2 0 1
01 1 a
/=
4 10 -3 | -1
01 -1 2
| S ——
A
Como la matriz ampliada es de orden 4, buscamos los valores que anulan su deter-
minante.
FILAS
s 20 1| ., .
. 0 1 1
4] = @ N
GH-0H 0 2 -3 -2 1 1 2
45 0 1 -1 2

= 06-2a-2+3a-2-4=a-14=0 = a=14
e Sia=14

1 -2 0|1
o1 1 |14
A_10—3—2
01 -1/ 2
—_—
A
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0 1 1
Como |1 0 =3(#0 ran (A) = ran (A") = 3 = n.° de incognitas.
0o 1 -1
El sistema es compatible determinado.
e Sia#14 — ran(4) =3 #ran (4") = 4. El sistema es incompatible.
e Resolucion si a = 14:
Tomamos las ecuaciones 2.2, 3.2 y 4.
y+ z=14 De la 1.2 y 3.2 ecuacion obtenemos 2y =16 — p =8
x —3z=-1 z=14-8=06
y— z= 2 Enla2?® x=-1+3z=-1+18=17

Solucion: x=17, y=8, z=06

Otra forma de resolver el problema

Si resolvemos el sistema formado por las ecuaciones 1.2, 3. y 4.2, obtendriamos la
solucion x =17, y=8, z=0.

Llevando estos valores a la 2.2 ecuacion, y+z=a — 8+ 6=a — a=14. Estees
el valor de a que hace el sistema compatible. Para cualquier otro valor de a, el
sistema no tiene solucion.

7. En un sistema homogéneo de 3 ecuaciones y 2 incégnitas, la matriz de los
coeficientes tiene rango 2. Di, razonadamente, cuantas soluciones tendra el
sistema.

En un sistema homogéneo el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz am-
pliada siempre coincide ya que al anadir una columna de ceros no cambia el rango.

Por tanto, tenemos que ran (A) = ran (A") = 2 = n.° de incognitas.

El sistema serd compatible determinado. Solo tiene una solucién que es la trivial:
x=0, y=0.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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VECTORES EN EL ESPACIO

Pagina 133
REFLEXIONA Y RESUELVE

Relaciones trigonométricas en el triangulo

H Halla el area de este paralelogramo en funcion del angulo o:

5 em Area = 8 - 5 sen o = 40 sen 0. cm?
ol
8 cm

B Halla el drea de este tridangulo en funcion del angulo f3:

absen B

a Area tridngulo = 5

Diagonal de un ortoedro

B Halla la diagonal de un ortoedro cuyas dimensiones son c=3cm, b=4cm y
a=12 cm.

Diagonal = V3% + 42 + 122 = V169 = 13 cm
B Escribe la expresion general de la diagonal de un ortoedro de aristas a, b y c.

En general: Diagonal = Va? + b% + ¢?

Unidad 5. Vectores en el espacio 1




Volumen de un paralelepipedo

H Halla el volumen de este paralelepipedo en fun-
cionde o yde f3:

Area base = 40 sen o
Altura = 10 cos B

Volumen = 400 sen o cos p cm?

B ;Cual sera el volumen de un paralelepipedo de
aristas a, b, c, tal que las dos aristas de la base
formen entre si un angulo o, y las aristas latera-
les formen un angulo  con la perpendicular?

Volumen = a b ¢ sen o. cos
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1. La propiedad a-(b-v)=(a- b) -V relaciona el producto de niimeros por vec-
tores con el producto entre nimeros.

a) De los cuatro productos que aparecen, ¢cuiles son del primer tipo y cuales
del segundo?

b) Interpreta dicha propiedad para a=3, b=-2 y v un vector cualquiera re-
presentado sobre el papel.

a) Producto de ndmeros por vectores:
bV, (@a-b-v; a-(b-V)
Producto entre nimeros: a - b

Da-(b-v)=3-(2v)

(a b v =—6v }3'(_2”:@

Unidad 5. Vectores en el espacio
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2. La propiedad distributiva (a + b) V=a-v+b-v relaciona la suma de nimeros
con la suma de vectores.

a) De las dos sumas que aparecen, ¢cual es de cada tipo?

b)Interpreta dicha propiedad para a=3, b=5 y v un vector cualquiera re-
presentado sobre el papel.
a) Suma de nimeros: a + b

— —
Suma de vectores: av + bv

b)(@+b) -V =8v

— — - - 84)= H"'SH
aV+bV=5V+SV} VTSV ey
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1. Si u(=3, 5, 1), v(7, 4,—2), halla las coordenadas:

a) 2u b) OV o) -u d2u+v u-v

) su—3v
D2u=2-(3,5 1= (6,10, 2)

b)0 -V = (0, 0, 0)

O -u=—=351=@3,-5-1

D2U+V =2(=3,5 D +(7, 4 -2) = (1, 14, 0)

QU-V=(3,5 1D~ 4,-2=(-10,1,3)

) 5U -3V =5(=3, 5, 1) -3(7, 4, —2) = (=306, 13, 11)

2. Sean los vectores 2(1, -5, 2), ?(3, 4,-1), 7(6, 3,-5), v_>v(24, —26,—-6). Halla a,
b, ¢ para que se cumpla:

- - - o
ax+by+cz=w

a(l, =5,2) + b(3, 4, -1) + c(6, 3, =5) = (24, =26, —06)

(a +3b + 6¢, -5a + 4b + 3¢, 2a — b — 5¢) = (24, =26, —6)

a+3b+6¢c= 24 1 3 6
—5a + 4b + 3¢ = =26 -5 4 3|=-92
2a— b-5c= -0 2 -1 5

Unidad 5. Vectores en el espacio




24 3 6 1 24 6
‘—26 4 3 -5 =26 3
g0 U SL_ssa oo, 12 6 ST 184,
—92 -92 92 —92
1 3 24
‘_5 4 =26
o121 -6 _ 368 _ 4
—92 -92

Solucion: a=06, b=-2, ¢=4, es decir, 6X — 2? + 47 =w.
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1. Respecto de una base ortonormal, las coordenadas de tres vectores son
- - —
u(3’ _17 s)a V(4, 7a ll)a W(—Z, k, 3)~

a) Calcula u - v.

b)Halla k paraque v y w sean perpendiculares.
DU V=03,-1,5 47,1 =3 4+(=1)-7+5 11 =12-7 +55 = 60

b)Como V#0 y w#0, son perpendiculares si v-w=0 —

- - 2
> Ve ow=4 (2D +7 k+11-3=-8+7k+33=7k+25=0 — /e=—75
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1. Dados los vectores 1_1>(5, -1, 2), 7(—1, 2,-2), calcula:

Du-v b)|u| vy |V O (W, v)

d) Proyeccion de u sobre v y proyeccion de v sobre u. (Segmento y
vector).
e) i}Cuénto tiene que valer x para que el vector (7, 2, x) sea perpendicular a

u?

=5-2-4=-11
D) |u]=V25+1+4 =30 =548
[V=V1+4+4=V9=3

-

S
u-vo_ -1

[l V303

~-0,669 — (U, v)=132°1"26"

=
c)cos(u,v) =

Unidad 5. Vectores en el espacio
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N

<l

d) Segmento proyeccion de U sobre V = |H|
v

Significa que el vector proyeccion de U en la direccion de v tiene médulo 3,67
y sentido contrario al de V.

- -
u-v -11
Vector proyeccion de U sobre v = EE V= o (-1, 2,-2)
v
u-vo -1
Segmento proyeccion de v sobre U = ——— = — =~ —2,008
ul 30
- -
B N > v-u 5 11
Vector proyeccion de v sobre u = lﬂ 2 u=3y 5,-1,2)
u

(5, —1,2)-(7,2,0=35-2+2x=33+2x=0 — x=%

2. Obtén tres vectores perpendiculares a v que no sean paralelos entre si:
-
v(3,2,7)
Un vector, u (x, ¥, 2), es perpendicular a V(3,2,7) si U-v=3x+ 2y +7z=0

Por ejemplo: (0, -7, 2); (=7, 0, 3); (=2, 3, 0)

3. Halla un vector que sea perpendicular a los dos vectores dados:
uG,-1,2)  v(-1,2,-2)

Quer_e)mos hallar las coordenadas de un vector v_v>(x, ¥, 2) que sea perpendicular a u
ya v

wlu = G, -1, 2)(x,),2)=5x—y+22=0

wlv= -1,2,-2)-(x,y,2)=—x+2y—-22=0
Este sistema tiene infinitas soluciones proporcionales. Una de ellas es x = -2, y =8,
z=09.

Es decir, el vector buscado puede ser (=2, 8, 9) o cualquier otro paralelo a €l.
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1. Halla el producto vectorial de u 3,7,-6) vy 7(4, 1, -2).
- -
ux v

X v=(37 -6)x(4,1,-2) = (-8, -18, -25)

2. Halla un vector perpendicular a u (3,7,-6) ya 7(4, 1, -2).

UX V= (3,7, -6) x(4, 1, =2) = (=8, =18, =25) o0 cualquier vector proporcional a él.

Unidad 5. Vectores en el espacio




3. Halla el area del triangulo determinado por los vectores:

ﬁ)(s, 7, _6) Y ;)(47 1, _2)

Area del paralelogramo determinado por u y V-

[Ux V| =3, 7,-6) x4 1, -2)| = |(=8, —18, —25)| = V82 + 182 + 252 = V1013

—_
o
—
JON)

Area del tridngulo = ~ 1591 u?

2
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1. I_{)alla el volumen del paralelepipedo definido por 3(3, -5, 1), 7(7, 4,2) y
w (0, 6, 1).

- > >
V7

[u, v, w] = =53 — Volumen =53 u?

S 1w
[N
_ N

2. Halla el valor de x para que los vectores 3(3, -5, 1), 3(7, 4,2) y 7(1, 14, x)
sean coplanarios (es decir, que el volumen del paralelepipedo determinado
por ellos sea cero).

3 51
7 4 2|=47x=0 — x=0
1 14 x
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Dependencia lineal

1 | Dados los vectores u(3, 3, 2), v(5,-2, 1), w(1, -1, 0):

a) Halla los vectores u—2v+ 37v, 22U+ V—4w.

b)Calcula a y b tales que u=av+bw.

DU-2V+3W=(3,32-205-2D+31,-1,0 = (-4, 4,0
20+ V- 4W = -2(3,3,2) + (5, -2, D - 4(1, -1, 0) = (-5, -4, -3)

b)(3,3,2)=a6G,-2,1D+bd,-1,0) =Ga+ b, -2a-b, a)
3= 5Sa+b | b=-7
3="2a-b  b=-7 ¢ Solucion: a =2, b=-7, es decir: U=2v—7w.

2= a a= 2

2 |Comprueba que no es posible expresar el vector §(3, -1, 0) como combi-
nacii‘))n linealde u(l, 2,-1) y v(2,-3, 5). ¢Son linealmente independien-
tes X, uy v?

X=au+bv — G, -1,0 =a(l, 2, -1 +b(2,-3,5)
3= a+2b 1 2 3
—1=2a-3b A=(2 3 —1)
0=-a+5b -1.5 0

Como |A’| =28 #0, el sistema es incompatible.
. - TR > >
Luego no es posible expresar x como combinacion lineal de u y v.

Como ran (A') = 3, los tres vectores son linealmente independientes.

3 | Comprueba que cualquiera de los vectores 5}(1, 2, 3), 3(2, 1, 3), E)(l, 0,1)
puede expresarse como C.L. de los otros dos.

T=ab+)C = (1,2,3) =x(2, 1,3 +y(1, 0, 1)

1=2x+y| y=-3

N
2= x x= 2 Portanto: a = 2b—3?
3=3x+y| y=-3

-

- 3 =5 -
a+ = Cc= 8

<
2

. - w_ 1 -1 -
De aqui, también obtenemos que: b = > 3 a+

2
3
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Determina m y n para que los siguientes conjuntos de vectores sean
linealmente dependientes:

a) ﬁ}(m’ _39 2)’ ‘?(29 37 m)7 @(49 6’ _4)
b) 3(3’ 2, 5), 7(29 4a 7), V_&(ly _1a n)
m =3 2

|2 3 m|==6mr-24m—-24=-6(m*+4m+4)=-6(m+22=0 - m=-2
4 6 —4

Si m = -2, los vectores son linealmente dependientes.

3 2 5
M2 4 7|=81+5=0 — n==—
1 -1 n 8

Si n= _??, los vectores son linealmente dependientes.

¢Cuales de los siguientes conjuntos de vectores son una base?:
A=1{1,2,1), (1,0, 1), (2,2, 2)}

B={1,1,1), (1,0,1), (1,1, 0), (0,0,1)}

Cc={=3,2,1, (1,2,-1), (1,0, D)}

A=1{1,2,D, (1,0, D, (2, 2, 2)}

Como (2,2,2)=(1,2, D+(1,0, 1), los vectores son linealmente dependientes.
Por tanto, no son una base.

B=1{1,1,D, (1,0, D, (1,1, 0), (0,0, D}
Al ser cuatro vectores en IR3, son dependientes, luego no son una base.

c={-3,2,1D, 1,2 -1, (1,0, D}

-3 2 1
1 2 -1|=-12#0 — Los vectores son linealmente independientes.
1 0 1

Un conjunto de tres vectores de IR3 linealmente independientes es una base de

IR3.
¢Para qué valores de a el conjunto de vectores S =1{(1,1, 1), (a, 1, 1),
(1, a, 0)} es una base?

Como son tres vectores de IR3, formardn base cuando sean linealmente indepen-
dientes:

1 1 1 4=0
a 1 1=a2—a=a(a—1)=0<ﬂ=1
1 a O

Por tanto, S es una base cuando a#0 y a# 1.

Unidad 5. Vectores en el espacio
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UNIDAD ﬁ

Producto escalar

7 |En una base ortonormal tenemos ;(1, 2,2) y b (-4, 5, -3). Calcula:

a)?l)-f)>

5
b)|a| y |b|

9@ b)

d) El vector proyeccion de l—)> sobre a.

D2b=(1,22 (45 -3)=-4+10-6=0

b |al=V1Z+22+22=+9 =3

bl = VCHZ+ 57+ (3)2 = V50 = 5V2 = 7,07
—
o Como 7B =0 - (5 =90°

_ g — d
d) Vector proyecccion de b sobre a = = 0 (vector cero)

8 | Dados los vectores a= i+ mT+ K y b

tores 27+ 47+ mXK halla m para que
los vectores a y b sean:

a) Paralelos.

b) Ortogonales.

2, m, 1; b2, 4, m)

- 2
ba-b=0A,m 12,4, m)==22+4m+m=5m-2=0 — m=§

9 |Halla el vector proyeccion del vector 1_1>(3, 1, 2) sobre el vector 7(1, -1, 2).

. e d
Vector proyeccion de u sobre v:

3,1,2-,-1,2 3-1+4 6
|(1 _1 2)|2 (1; _1, 2) = m(17 _17 2) = _(17 _1; 2) = (17 _1; 2)

6

. . —
La proyeccion es el propio vector V.

Razonadamente:

Longitud de la proyeccion:

=S 1,2)-(1,-1, 2
Dleos (T3 =TT G 1L,2-1,-1,2
V32412422 N 12+ 12 + 22

Unidad 5. Vectores en el espacio 9
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El vector proyeccion se obtiene multiplicando su longitud por un vector unitario
N . S v
que tenga la misma direccion y sentido que v: ﬁ
v
Vector proyeccion de U sobre V:
1,-1,2 V6
V6. —Lbd ¥ a0

Vize12+22 G

¢Son 5)(1, 2,3) vy l_)>(2, —2,1) ortogonales? Si no lo son, halla el angulo que
forman.

a- B =(1,2,3-2,-2,D)=2-4+3=1#0 — no son ortogonales.

Si llamamos o al angulo que forman, entonces:
- o

o a*b 1
cos O = — =
HIERYRD)

= 0,089 — o =84° 53 20"

Calcula m para que el vector Z(l, 3, m) sea ortogonal al vector g(l, -2, 3).

Z1b — a-b=0,3m-(1,-2,3=1-6+3m=3m-5=0 — m=%

Comprueba que el vector u(l/ 2,1/2,0) no es un1tar10 y da las coordena-
das de un vector unitario de la misma direccion que u.

1% [1)? fl
|3|=\/(7) +(7) +0% = ?=%¢1 5 U no es unitario.
2

Un vector unitario de la misma direccion que u  seria:

iz(ﬁﬁ 2 V2

X2 Y2 0] También podiria ¢ (-—
|ﬁ| 2, 2,) ambien podria ser >

Producto vectorial

Dados u 27— ] +K y v=—i+ 3] + 2k comprueba que los vectores uxv
y VX u son opuestos, y halla su médulo.

U2, -1, 1): v(-1,3,2)

UXV=(5-55); vXu=(575-5=-UXV
|0 x V| =V(5)2+(5)2+52 =3-25 =5V3 =866

Halla el area del paralelogramo que forman los vectores a(7,-1, 2) y

b a, 4,-2).

Area = |ax B| = [(=6, 16, 29)| = V(6% + 162 + 207 = V1133 = 33,66 u>

Unidad 5. Vectores en el espacio
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UNIDAD ﬁ

Halla un vector perpendicular a 3(2, 3,1) ya v (-1, 3, 0) y que sea unitario.

UX V= (-3,-1,9

[0 V] =32+ D2+ 9 = Vo1

3 19
Vo1 Vo1’ Vo1

Luego el vector que buscamos es:

Halla un vector ortogonal a o 1,-1,0) y v (2, 0,1) cuyo médulo sea \24.
— — - >
Un vector ortogonal a u ya v es uxv.

T ‘—1 oHo 1 _ (1.1, 2)

u X
0O 11 2

1 -1
120

Un vector unitario perpendiculara u ya v es:

1
—(1,-1,2)

6

— (1,41,2)=
|(_la_1a 2)' ( ' ' )

Para que el modulo sea V24 :

ﬂ(—1, 11,2) = 201,41, 2) = (-2, -2, 4)

6

El vector (=2, -2, 4) es perpendicular a u ya v, y su moédulo es V24 .

También cumple estas condiciones su opuesto: (2, 2, —4).

Producto mixto

Halla el producto mixto de los tres vectores que aparecen en cada caso:
D u(,-3,2), v(1,0,-1), w(2,3,0)

D) UG, 2, 1), v(1,-2,0), W(—4,1,1)

Aud,2,-1), v(3,0,2), w1, 4,—4)

Calcula, en cada apartado, el volumen del paralelepipedo determinado por
los tres vectores.

- - o 1 -3 2
[y, v,wl=11 0 -1|=15
2 3 0

El paralelepipedo tiene un volumen de 15 u?.

N
bl v,wl=|1 =2 0|=-15
-4 1 1

El paralelepipedo tiene un volumen de 15 u3.

Unidad 5. Vectores en el espacio 11
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1 2 -1
oM vw=[3 0 2|=0
1 4 —4

Los tres vectores no forman un paralelepipedo (los vectores son coplanarios).

Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por u(1, 2, 3),
= e B+
Vv(-2,1,0) y w=uXx V.

Justifica por qué el resultado es |u x V|2

e w= ux 7=(1, 2,3) x (=2,1,0) =(=3,-6, 5
1 2 3
[W,v,wl=|-2 1 0/=70 — Volumen =70 u’
-3 -6 5
'Iﬁ)x7l=\l9+36+25=\/7_0
[0, v, wl=(@Wx V) w=@Ux V) @xv)=|ux V]

Calcula el volumen del tetraedro determinado por los vectores siguientes:

23,-1, 1), b(1,7,2), c(2, 1, -4

3 -1 1
- 1
b cl=|1 7 2 |=-111 — Volumen = -+ 111 = 18,503
2 1 —4

galcula el valor de m para que los vectores 1—1)(2, -3, 1), 7(1, m,3)y
w (-4, 5,—1) sean coplanarios.

2 3 1
Mv.wl=|1 m 3|=2m+8=0 — m=-4
-4 5 -1

Pagina 150
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PARA RESOLVER

Prueba que los vectores (1, a, b), (0, 1, ¢), (0, 0, 1) son linealmente inde-
pendientes cualesquiera que sean a, b y c.

1 a b
0 1 c¢|=1#0 paracualquier valorde a, b, c.
0 0 1

Por tanto, son linealmente independientes.

Unidad 5. Vectores en el espacio
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UNIDAD ﬁ

Dados los vectores 5)(1, 2,-1) y g(l, 3,0), comprueba que el vector axb
es perpendicular a a+ l_; ya a— t_;

2(1, 2, -1)

N

b, 3, 0)

2+b =025 -1
2-b=00,-1,-1
- =

axb=0@G3,-11

@+b)-@xb)=(2.5-1)-(3, -1, 1)=0. Portanto, a+b Laxb
- - T
(@-b)-(@xb)=(@,-1,-1)-(@3,-1,1)=0. Portanto, a—b La xb

Hasta aqui, la comprobacion rutinaria, numérica. Mas interesante es la siguiente
reflexion:

- o - o
Los vectores a +b y a —b son las dia-
gonales del paralelogramo determinado
por a y b. Por tanto, estan en el plano
definido por a y b. Y el vector 2 xb
es perpendicular a dicho plano.

- - - -
Asi, a+b y a—-b son perpendicularesa a X b.
a) Comprueba que el paralelogramo determinado por los vectores u u3,-2,1)
y Vv (4 3,—6) es un rectangulo.
b) Halla su area multiplicando la base € por la altura y comprueba que obtie-

nes el mismo resultado si hallas |ux v |.

DU-v=03,-21-4,3-6)=12-6-6=0. Luego v y v son perpendicula-
res, y el paralelogramo es un rectingulo.

b) Base = |u] = V14 ;
Area = V854 = 2922 u?
Altura = |v] = V61

Por otra parte:

|Ux V] =0,22 17)| = V854 = 29,22 u?

Dado el vector v (=2, 2, —4), halla las coordenadas de los siguientes vecto-
res:

a) Unitario y perpendicular a v. b) Paralelos a v y de médulo 6.

DU (x, ¥, 2 ha de cumplir —2x + 2y — 4z = 0 vy ser unitario.

ww)

Por ejemplo, (_ —,0

b (6, V6, 2V6) y (N6, 6, 26)

Unidad 5. Vectores en el espacio 13




14

25

526

s27

s28

Halla un vector ortogonal a 1_1)(2, 3,-1) ya v (1, 4, 2) cuya tercera compo-
nente sea 1.

uxv=(10,-5,5 // (2, -1, 1

El vector que buscamos es (2, -1, 1).

Dados los vectores 31 2,0,0), ﬁ; 0, 1, -3), 1_1; = al_fl + bl_fz, ¢qué relacion

deben cumplir a y b para que ﬁ)s sea ortogonal al vector ?(1, 1, 1)?

U, = a2, 0,0+ b, 1, -3) = (2a, b, ~3b)

Para que 33 sea perpendicular a Vv ha de ser:

G; -V = Qa, b, -3b) - (1,1, D =2a+ b—-3b=2a-2b=0, esdecir, a=>b.
Calcula las coordenadas de un vector u que sea ortogonal a v 1,2,3) vy
- - 5 >

w(1,-1,1) ytal que [u, v, w] = 19.

VX w=(52-3)

Un vector ortogonal a v ya w es de la forma (5k, 2k, —3k).

RN Sk 2k -3k 5 2 3 1
[u,v,wl=|1 2 3 |=Fk|1l 2 3|=k-38=19 —> k==
1 -1 1 1 -1 1 2

Por tanto: G)(i, 1, ﬁ)
2 2

a) Obtén A para que los siguientes vectores sean linealmente dependientes:
l*—;1 = (39 2’ 5)7 ﬁ)Z = (29 47 7)9 33 = (1’ _3, 7\')

b) Para A = 3, expresa el vector v= (7, 11, 14) como combinacion lineal

d—> - -
e u, u, y us

3 2 5 ,
D2 4 7|=sa+27=0 — r==2L
1 3 A 8

b)Para A =3, tenemos que: u,(3,2,5); U,(2, 4, 7); 33(1, -3,3)

-

— . . . — —
Expresamos v como combinacion lineal de u;, u,, us:

(7,11, 14) = a(3,2,5) + b(2,4,7) + c(1, -3, 3)
3a+2b+ ¢c= 7

2a + 4b— 3¢c =11
Sa+7b+ 3¢ =14

NN W
~oA
|
(ON]

Il
N
Ju
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1 4 -3 2 11 3
a7 sl s, 05 sl s
51 51 51 51
3 2 7
2 4 11
N E AR TN
51 51

- - o >
Por tanto: v = 2u; +u,— uy

529 |a) Determina los valores de a para los que resultan linealmente depen-
dientes los vectores (-2, a, a), (a,-2,a) y (a, a,-2).

b) Obtén en esos casos una relacion de dependencia entre los vectores.

-2 a a
a= 1
_ — 2P+ 6a? — 8 = 2a — 2 -
a)Z az dz 2%+ 6a*—8=2a-D(a+2*=0<___ _,

Para a=1 y para a=-2, los tres vectores dados son linealmente dependientes.

b)Para a =1, queda: (-2, 1, 1D, (1,-2, 1, (1, 1, -2), y tenemos que:
-1-(2,1,D-1-1,-2,D=(1,1,-2)
Para a = -2, queda: (-2, -2,-2), (=2, -2, -2), (-2, -2, -2), y tenemos que:
—1-(=2,-2,-2)+0-(=2,-2,-2)=(=2,-2,-2)

s30 | Dados los vectores 3(1, -1, 2) 3(3, 1,-1), halla el c01_1>junt_()) de vectores
que, siendo perpendiculares a u, sean coplanarios con u y v.

N
Sea w(x, y, 2 un vector tal que:

1.°) Es perpendicular a G), es decir:

e,y,2 +1,-1,2)=x-y+2z=0

. - o .
2.°)Es coplanario con u y v, es decir:

I L
[u,v,wl=13 1 -l|=-x+7p+4z=0
x y =z

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:

6z=-6y — z=-

—x+7y+4z=0 X=y-2z=y+2y=3y

x— y+2z=0 x+2z=y
X+ 4z =Ty

} Sumando:

Soluciones: (3h, A, =A) A #0

Unidad 5. Vectores en el espacio
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Dados los vectores ﬁ(a, 1+ a,2a), v (a,1,a) v ‘T)V(l, a, 1), se pide:

a) Halla los valores de a para los que los vectores 3, v Yy w son linealmen-
te dependientes.

b) Estudia si el vector ?(3, 3, 0) depende linealmente de ﬁ, v y w parael
caso a = 2.

c) Justifica razonadamente si para a =0 se cumple la igualdad u- (7 X 7V) =0.

a l1l+a 2a a= 0
Dl vwl=la 1 a =a3—a=a(a2—1)=0<a= 1
1

a=-1
b)Para a =2, los vectores u,v y w son linealmente independientes. Como son
tres vectores de IR3 linealmente independientes, forman una base de IR3.

Asi, cualquier otro vector, y, en particular ?(3, 3, 0), depende linealmente de
ellos.

Obtenemos la combinacion lineal:
Para a =2, tenemos que: L_1>(2, 3, 4), \7(2, 1, 2), v_\;(l, 2, 1)

(3,3,0=x(2,3,49+y2,1,2) +z(1,2, D

2x+ 20+ z=3 2 2 1
Bx+ y+2z=3 31 2[=6
dx+20+ z=0 421
3 2 1
31 2
_102z 11 _9_-3
* 6 6 2°
2 31
3 3 2
14 0 11 9 3
e e ¥
2 2 3
3 1 3
14 2 0l 18 _
Z_T 5 3
Por tanto:
E)=_—33+27+3x7v
2 2
Ou-(Vx v_v>)=[ﬁ>,7,v—v>]=0 para a = 0. Esta probado en el apartado a).

Unidad 5. Vectores en el espacio
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s32 |a) Halla el nimero de vectores linealmente independientes que hay en el
conjunto § ={(1, 1, 1), (0, 2, 1), (2, 0, -3), (-1, 1, 2)}.

b) Un vector no nulo tiene sus tres componentes iguales. ;Puede escribirse
como combinacion lineal de los dos primeros vectores de S?

c) Determina un vector que, teniendo sus dos primeras componentes igua-

les a 1, se pueda poner como combinacion lineal de los vectores segundo
y tercero de S.

a) Tenemos que hallar el rango de la matriz:

RN

M=\ Como [0 2 1|==8%0, ran (M) = 3.
2 0 3 2 0 -3
-1 1 2

Por tanto, hay tres vectores linealmente independientes en .

P . N
b) Si. Si tiene sus tres componentes iguales y es no nulo, es de la forma: u = (k, &, &)

con k# 0. Entonces, podemos obtenerlo a partir de los dos primeros vectores
de § como sigue:

U=k -(1,1,D+0-(0,2,1
¢) Sea 7(1, 1, x) el vector que buscamos. Para que se pueda poner como combi-
nacion lineal de los vectores segundo y tercero de S, tenemos que:

1,1, =a,2, 1D+ b0 -3)

2b=1 Debe tener solucion: b = —;, a=—;
2a =1 . 3 5
a—3b=x ?—7=x—>x=_7=—1 — x=-1

Por tanto, el vector es 7(1, 1, -1).

s33 |Halla un vector u (Le la misma direccion que v(,-2,3) y tal que deter-
mine con el vector w (-2, 4, —1) un paralelogramo de drea 25 u?.

Si U es de la misma direccién que \7(1, -2, 3), serd de la forma H(x, —2x, 3x),
con x #0.

Para que forme con W (=2, 4, —1) un paralelogramo de drea 25 u?, ha de ser:

| U xw| = |(=10x, —5x, 0)] = V100x2 + 25x2 = |x|V125 = 25;

es decir: 125x2=625 — x2=5 — x=#V5

Por tanto, hay dos soluciones: (5, -2v5, 3V5) y V5, 275, -3v5)

Unidad 5. Vectores en el espacio
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Halla un vector v coplanario con 5}(2, -1,y f; (1, 0, 3) y ortogonal a <
(2, 3, 0).

Sea 7(96, y, 2) tal que:

. - g .
1.°) es coplanario con a y b, es decir:

X y =z
2 -1 1|==3x-5p+z=0
1 0 3

2.°) es ortogonal a a es decir: (x, y,2) +(2,3,00=2x+3y=0

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:

- _5y_2,-L
—3x—5y+z:O} Bx+z= 5y FEYHIX=Y -Gy
2x+ 3 =0 2 =3 3
V Y x=-2y

Soluciones: (<3A ,2Ah , L) (A #0)

Todos los vectores de esta forma cumplen las condiciones. Por ejemplo, para
A =1, tenemos el vector (=3, 2, 1).

—

2 - 2 g
Sean a y b talesque |a|=4 y |b|=2, con (a, b) = 60°.

Calcula |;+f)>| y |Z—f;|

[A+bP=@+b) - @+b)=a-2+b-b+2a-b =
P
— |22+ |bP+212| |b| cos(a,B) =

16+4+2-4-2-¢cos60°=16+4+8=28 — |Z+B|=@=2\F7

Por otra parte:

-

+b-b-2a-b -

[A-BP=G@-b) - @-F=a-a

N
— |22+ |bP=2]2] |b|- cos(a B) =

16+4-8=12 — |a—b| =12 =2V3

De dos vectores U y v sabemos que son ortogonales y que |u|=6 y |v|=10.

Halla [u+v|y [u-v]|.

Siu y v son ortogonales, entonces U-vV=0. Asi:
[U+ V2 =W+V) - (U+V)=U-U+V -V +2U-V =

= U]+ V]2 +0=36+100=136 — |u+v]=1"136 = 11,66
P=@-V)-@-V)=u-u+v-v -2u-V =136 —

- |u=v] =136 = 11,66

- -
|u—-v

Unidad 5. Vectores en el espacio
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Unidad 5. Vectores en el espacio

UNIDAD ﬁ

Observac10n Sl ul V entonces forman los lados de un rectangulo con base y
altura |u] v |V]. En este caso, U+V y U—Vv son sus diagonales, que tienen
el mismo médulo (por tratarse de un rectingulo). Ademds, para hallar la longitud
de la diagonal, podemos aplicar en este caso el teorema de Pitagoras:

6 x2=102+62 - x2=136 — x=1V136 = 11,66

10

Calcula el angulo que forman a y b sabiendo que |a| =3, |b|
|3+ b=

- —
Puesto que |a + b |2 = (a+ b) @+b ), empecemos desarrollando esta expresion:

|2+ b|2=(@+Db)-(@2+Db)=a-a+a-b+b-a+b-b =
— |22+ b2+ 2GE - D)

L SN = - > >
Sustituimos |2 + b|, |a| y |b| por sus valores, y a+b por su expresion,

RN

=
b =|2] |B| cos (@, b):

72=32+5242-3-5¢c0s (4, b)

=S 1 =
cos (a, b) =5 — (a, b) = 60°

Veamos otra forma de resolverlo, basada en la resolucion de tridngulos aprendida
en 1.° de Bachillerato:

Aplicamos el teorema del coseno a este tridngulo:

b 72-32+52_2.3-5c050 —
7 723 -
5 - = =_— = 120°
cos o 235 5 — o

3 a
Observamos que el angulo buscado es el suplementario de o

N
a

Tl
Tl

>
(4, b) = 180° — o. = 180° — 120° = 60°

19



38 De los vectores, u y v sabemos que cumplen u+v= 5,; 21_1); 3v= R siendo
a(2 -1,0) vy b(l 3,—1). Halla el angulo formado por u y v.
U+ V= Z} 30+ 3V =32 20+ 2v=2a
-
20-2V=b] 20-3V- b 20+ 3V=-b
s =33+ b 5v=2a-b

El angulo formado por u y v coincide con el angulo formado por U= su y

- -
V' = 5v

u'=(7,0,-D; V=(3, -5 1
u - vi=20

E 20
cos (U, v) = = = 0,4781

[l vl V5035

S5 S g
(u, v) = (', v") = 61° 26' 21"

i L .
39 |Los vectores u, v y w cumplen las siguientes condiciones:
—

- - — - o o
lul=5, |v]=4, |[W|=7, u+v+w=0
e e T T
Calcula u-v+u-w+v-w.
@ Desarrolla el siguiente producto escalar:
(u+v+w)-(u+v+w)
Desarrollando el producto escalar indicado:
T - - - - - - - - - - -
(u+V+w)-(u+V+w)=|u|2+|v|2+|w|2+2(u-;5+2(u~w)+2(v-w)
- o5 o - -5 - - -
Por otra parte: (u+v+w)-(U+v+w)=0-0=0
- - -

Ast: 32+ 42472420 VHU-W+VewW) =0

90

3-7+3-$+7-@=_7=-45
Pagina 151
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e e 4 - =
40 [Si u-v=u-w, ;podemos asegurar que v =w?

No. Por ejemplo, si 3(3, -2, 0), 7(5, 1,0 vy v_v)(7, 4, 0), tenemos que:

N
- =u-w

Uev=15-2=13] » > -
N u-v=
u-w=21-8=13

. - -
Sin embargo, v #w.

20 Unidad 5. Vectores en el espacio
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entonces

Prueba, utilizando el producto escalar, que si alb y alc

al (ml? + ng).

;J_g — a-E)=O

— - -
Para demostrar que a L (mb + nc), tenemos que probar que su producto
escalar es cero:
N - - - - >
a-(mb+nc)=ma-b+na-c=m-0+n-0=0

— - -
Por tanto, a 1L (mb + nc).

P T . .
Demuestraque si a y b son dos vectores no nulos que tienen el mismo
_ — - — -
modulo, entonces a+ b y a—b son ortogonales.
-

Supongamos que |a|=]|b|#0, entonces:

@+b)-@-b)=a-a+a-b-a-b-b-b

. B-b-b=[2F-|bP=0 (pues |7]=|bD

Observacion: Si recordamoi que §+ b y Z-b son las diagonales del parale-
logramo determinado por a y b, hemos probado que las diagonales de un
rombo son perpendiculares.

a) ;Puede haber dos vectores u y v talesque u-v=3, |[u|=1, |v|=2?

. . - — Ed B Bed > . _
b) Si dos vectores verifican |u-v|=|u||v]|, ¢qué puedes decir del angulo que
forman?

RN e - =
=|ul||v]cos(u,v)=1 2 cos(u,v)=2cos(u,v)=-3 —
S 3 .
— cos (u,v) = ) > 1 Imposible.

Luego no existen dos vectores que cumplan estas condiciones.
+ ||| V] cos (?\7)
bsi [dlVI=1d-v] - [dlvI= < :

N
13|V cos (u, V)

N AN aN
[l VI=]a]|V]cos (U, v) — cos(u,v) =1 — (u,v) =0°

)

AN AN
|G| |V]=<u||V]cos (U, V) — cos (U, v)=-1 — (u,v) = 180°

- - . . . 2
Por tanto, u y Vv tenen la misma direccion.

- —
Justifica por qué el producto mixto de los vectores a,bya+b es igual a

. > P
0 cualesquiera que sean a y b.

- D 5 2 . .
Los vectores a, b y a+ b son coplanarios; luego el volumen del paralelepipedo
determinado por ellos (que coincide con su producto mixto en valor absoluto) es
cero.

Unidad 5. Vectores en el espacio 21
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Dados los vectores 5)(1, -2, 3), l_))(s, 1, 1), ?(—2, 0, 1), comprueba que:
a)Zx (§+ E))=Z>< l_)>+5>>< c
b) (a x B)) X C#a X (I_)>>< <)
Dax B+ =(1,-23)x1,1,2)=(7,1,3)
AX b+ aXC=(=5,8 7+ (2 -7, -4 = (-7, 1, 3)
b) @x b)x <= (5,8 7)x(=2,0, 1) = (8,9, 16)
- o
ax(bxc)=0U,-2,3x0,-5 2 =~101,1,-3)
Si ax b=ax ?, ées b = ¢ necesariamente? Pon ejemplos.
. . . - - -,
No. Por ejemplo, si consideramos a(1, 2, 3), b(2, 4, 6) y c(3, 6, 9), entonces:
;X B) = 8 } - o

- - o
— ax b=axc pero b#c
axc=0

- P - . . . .
Sean a, b, c tres vectores linealmente independientes. Indica razonada-
mente cual o cuales de los siguientes productos mixtos valen 0:

[5)+ E), ;—E), Z+B>+E>], [?1)+ E), l_)>, z_f+f)>], [;—E), 3_3, _b>—2_l>]
Puesto que Z E), y 3 son L.I., los tomamos como base. Por tanto:
2+C=0,0 1 2-2C=0,0,-1); 2+b+c=(1, 1,1
1 0 1
[@+C a-C a+b+cl=[1 0 -1|=1%0. SonLL
1 1 1
Analogamente:
1 0 1
[Z+C b, a+bl=|0 1 0[=-1#0. SonLl.
1 1 0
1 0 -1
@-C 2-b, b-2al=|0 -1 1|=0. SonLD.
-1 1

Interpretacion geométrica de este ultimo resultado:

- - - D P - b-4
Los vectores a—c¢, ¢c—b, b—a son

los lados del tridngulo cuyos vértices
son los extremos de 5) b y ¢ cuan-
do los sﬁuamoa con or1gen comun Por
tanto, a- c c-b y b-2 son co-

planarios.

Unidad 5. Vectores en el espacio
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PARA PROFUNDIZAR

“Las tres alturas de un triangulo se cortan en un punto”.

c

1y

A B

Para demostarlo, llamamos H al punto en que se cortan dos alturas, AH
Y BHj. Dalos pasos que se indican a continuacion:

— — —
HA-(HC-HB) =0

a) Justifica que | - N N
HB-(HC—-HA) =0

b) De las igualdades anteriores se llega a:
— — —
HC-(HB—-HA)=0

N
y de aqui se concluye que HC 1 AB vy, por tanto, que las tres alturas se
cortan en H. (Justifica las afirmaciones anteriores).

- - -
a) HC — HB = BC; y, como AH, es la altura correspondiente al lado BC, entonces:

— - — - — — - - —
BCJ_AHA — BClHA — HA-BC=0 — HA-(HC-HB)=0

— -

— — — —
Andlogamente, como HC - HA = AC, tenemos que: HB - (HC— HA) =0

- — — - — — — — - — - (1D
b) HC - (HB — HA) = HC - HB— HC +- HA = HB - HC — HA - HC =

— — - (2

— — - —
=HB-HC—-HA-HB=HB-(HC- HA) =0

— - —

- - — — -
()HA-HC-HA-HB =0 — HA-HC=HA-HB

- — -
(2) HB - (HC— HA) =0

o — — — - - — -
Por tanto, si HC + (HB - HA) =0, como HB - HA = AB, entonces HC 1 AB;
luego H también pertenece a la altura correspondiente al vértice C. Asi, las
tres alturas se cortan en el mismo punto, H.

Unidad 5. Vectores en el espacio
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AUTOEVALUACION

1. a) Halla el valor de m para el cual 3(1, 2, -1), 7(0, 1,2) y ;)v(—l, m, 3) son
linealmente dependientes.

. o - . - = —>
b) Obtén, en este caso, una relacion de dependencia entre u, vy w.

- -
a) Para que u, Vv

nor que 3. Ast:

1 2 -1
M=10 1 2
-1 m 3

|M|=-2-2m=0 = m=-1

- .
y w sean L.D., el rango de la matriz que forman ha de ser me-

. i -
Si m=-1, los vectores u, v y w son L.D.

b Sea U =ov+Pw — (1,2, -1 = a0, 1, 2) + B(=1, -1, 3) —

1= -B B-1
- 2= oa-B o1
-1 =20 + 3B

P
Asi, u=v-—w.

)

N~
2. U3, -2, \3), v(4, 2, —4). Halla |ul, |v], (u, V) y el vector proyeccion de
sobre V.

el

e W] =V3T+ 22+ (V32 = Vo +4+3 =16 =4

o« V=24 2%+ C4? =16 +4 + 16 =36 = 6

- o

S UV 34+() (D +(H\3
e cos(U, V) =—5——5= =
[ul-|v] 4-6
12+4-4V3 16-4V3 4-43
= = = = 0,3780
24 24 6

(U, v) = arc cos (0,3780) = 67° 47' 26"

e Vector proyeccion de U sobre Vv
G-V o 16-413
2 u= 16 4, -2, -4 =1~

g) (4a _Za _4)

—
|u

Unidad 5. Vectores en el espacio



3. Dados los vectores 3(3, -4,0) y 7(m, 0, 7):
a) Halla m para que los vectores u Yy Vv sean perpendiculares.
b)Halla un vector w perpendiculara u ya v.
¢) Obtén tres vectores umtarlos u v 5 7V', que tengan, respectivamente, la mis-
ma direccion que u v Yy w.

d) ;Forman u', v y W' una base ortonormal?

2) Como |u|#0 y [V]£0, ULV & u-v=0
U-V=3m+(4) - 0+0-7=3m=0 — m=0
Asi, V0,0, 7).

Vv es perpendicular a u ya v.

b) W = ux
-
W

(3, -4, 0) x (0, 0, 7) = (=28, —21, 0)
U =V32+ (42 +0% = \25 =5

V-

|W] = 742 + (32 +02 =725 =7 - 5= 35

Sean:
- 1 (3 -4 -
== v_470 '_7_70//
WG4 0 5 N
1
Vi==00,0,7 V0,0, D //V
W= = (-28,-21, 0) ?v'(—i Solrw
35 5757
3‘, 7’, W' tienen médulo 1.
d (3‘, \_7)', W) no son coplanarios al ser perpendiculares entre si. Por tanto, forman
una base.

. P P o - = 2,
Por ser perpendiculares entre si y, ademas, unitarios, la base (u', v, w'") es
ortonormal.

4., Halla el area del triangulo determinado por los vectores 1_)1(5, -1,3) vy 7(4, 0, 7).

Area = %Bx V] = %l(—z 23, 4)| = % N(7)2 +(=23) + 42 = % V594 = 12,2 u?

5. Halla el volumen del tetraedro determinado por los vectores:
6)(59 _1, S)a ‘_7)(4’ 0, 7)a ;)V(_Z, 6a 3)
5 -1 3

1 1 6
Volumen = — - valor absoluto de || 4 0  7|| =—=]-112] = 20 18,7 ud
6 6 3
-2 6 3
Unidad 5. Vectores en el espacio 25




6. Halla un vector de médulo 10 que sea perpendicular a (3, -1, 0) y forme un an-
gulo de 60° con (0, 0, 1).

Llamamos (x, y, 2) al vector buscado:
e Sumoédulo es 10 = Vx?2+yp? +2%2 =10 —» x?2+p2+2z2=100
e Es perpendiculara (3,-1,0) — 3x—-y=0
e Forma un dngulo de 60° con (0, 0, 1) —
0,0, D (x, p, 2 z 1
- =cos60° > ——=— - 22=10 - z=5
€0, 0, DI - [¢x, 2, 2) 1-10 2
Asti:

x2+92+22=100| x%?+p?+22=100
3x —y = 0 y= 3x
z= 5 z= 5

Sustituyendo la 3.# y 2.% ecuacion en la 1.%:

1
X2+ 9x2+25=100 - 10x%2=75 — x=i’\’75

,15 ,15 ,15 ’15
2;5 275)37(_ 27_3 275)

Soluciones:

Unidad 5. Vectores en el espacio



PUNTOS, RECTAS
Y PLANOS EN EL ESPACIO
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Puntos alineados en el plano

B Comprueba que los puntos A(5, 2), B(8,3) y C(13,5) no estan alineados.

— —
AB =(3,1); BC=(5,2)

No tienen las coordenadas proporcionales; luego no estin alineados.

B Halla el valor de n para que el punto D(9, n) esté alineado con los puntos A
y B del grafico anterior.

— —>
AB =3, D; BD =, n-3)

—> —>
AB=k-BD — 3, D=k, n-3 —

k=3

- 1=k(n_3)} = 1=3n-3) - n-3=

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 1




Rectas en el plano

E Para hallar las ecuacignes paramétricas de la recta 7 que aparece a continua-
cion, toma el vector p(1, 4) para situarte en ellay el vector d(5, 2) para des-

lizarte por ella.

Halla también su ecuacion implicita.

O,

\3

Ecuaciones paramélricas:

x=1+5\
y=4+2\

Ecuacion implicita:
—2x =-2-10A
5y =20 + 10L
2x+59=18 = 2x-5y+18=0

B Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de la recta s.

La recta s pasa por el punto (-1, 0) y tiene la direccion del vector d (1, —-1).

Ecuaciones paramétricas:

x=-1+A
y=-A

Ecuacion implicita:

Sumando las dos anteriores: x+y=-1 — x+ypy+1=0

Pagina 154

1. Representa los puntos siguientes: Z

P(S’ 29 3)a Q(39 _Za 5)’ R(l’ 4a 0)9

5(0,0,4) y 7(0, 6, 3).

PG5, 2,3)
Q@G, -2,5)
R(1, 4,0)
50, 0, 4)
7(0, 6, 3)

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio



2. Sitia sobre unos ejes coordenados un VA
punto P. Proyéctalo, P’, sobre el plano
XY. Sigue el proceso hasta determinar las
coordenadas de P. (Observa que el dnico JE LR ECE o
paso no determinado es decidir la situa- : T
cion de P’).

P@3,5,2)
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1. Calcula m y n para que los puntos P(7,-1, m), Q(8,6,3) y R(10, n, 9) estén
alineados.

—> —>
PO(1,7,3—m), OR =2, n-6,0)

— = 2
P, O, R estin alineados — PQ//QR — 1" =—

n-06 6
=2 - n=20 ——=2 > m=0
7 3-m

Luego m =0y n=20.

2. Halla las coordenadas de los puntos medios de los lados del triangulo de vérti-
ces A(la _39 5)’ B(O’ 7’ 2) Y C(_la 5’ 6)-

40,35 C,=(1+o 3+7 5+2)=(i21)
\\ 27 ,2

27 2 72

A,=(O—1’ 7+5. 2+6)=(—%,6,4)

c(-1, 5, 6) 2 2 2

B/=(1_1, _3+57 5+6)=(0717£)
2 2 2 2

3. Dados los puntos A(-3,5,11) y B3, 5,-1):
a) Halla el punto medio del segmento AB.
b)Halla el simétrico de B respecto de A.
©) Obtén un punto M de AB talque AM=2MB.

d)Obtén un punto N de AB tal que NB=3AN.
M _[(3+3 5+5 11-1

a) F———— M
) B AB 2 7 2 72

=@,5 5

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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b)Sea B'(a, B, 7) el simétrico de B respecto de A. Asi:

____________________ i
t

Bla, B, P A(=3,5,11) B@3, 5, -1)

=5 > B=5 B'(-9, 5, 23)

¢) Sea M(x,y, 2):
M

A(=3,5,11) B3, 5, -1

(x+3,y-52z-1D=2@3-x5-y,-1-2 —
x+3= 6-2x
- ¥-5=10-2y ¢ - x=1, y=5, z=3 - M({,5,3)
z—-11=-2-2z
d) Sea N(x, y, 2):
N
A(=3,5,11) ' ~ B@G,5,-D

B-x5-y,-1-2=3x+3,y-52z-11D) —

3—-x=3x+9
- 5-ypy=3y-15 —>x=_—23,y=5,z=8—>N(_—23,5,8)
-1-z=3z-33

Pagina 157
1. Halla las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por:
a) A(2,0,5) y B(-1,4,6)
b)M(5,1,7) y N9, -3,-1)
9 P1,0,-3) y 0(1,4,-3)
d) R(0,2,3) y $(0,2,1)
a) Vector direccién: AB = (3,4, D

x=2-3\
Ecuaciones paramétricas: 4 ) = 4A
z=5+A

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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b) Vector direccion: MN = (4,-4,-8) // 1, -1, -2)
xX=5+A
Ecuaciones paramétricas: ¢y =1-2A
z=7-2MA
%
¢) Vector direccion: PQ = (0, 4, 0)
x=1
Ecuaciones paramétricas: 1y = 4A
=-3
s
d) Vector direccion: RS = (0, 0, -2)
x=0

Ecuaciones paramétricas: §y = 2
z=3-2L
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2. Obtén las ecuaciones paramétricas, la ecuacion en forma continua y las ecua-
ciones implicitas de la recta que pasa por estos puntos: (-5, 3, 7) y (2, -3, 3)

Vector direccion: (2, =3, 3) — (=5, 3, 7) = (7, =6, —4)

Ecuaciones paramétricas:

x= 2+7A
y=-3-0A
z= 3—4A

Ecuacion continua:

x-2_y*3 _z-3
7 -6 —4

Ecuaciones implicitas:

x-2_0y+3 _ -
7 5 Gx + 12 =7y + 21 N {6x+7y + 9=0
—x;2=z__43 > —dx+ 8=7z-21 dct 72-29=0

3. Localiza seis puntos, ademas de los dados, de la recta anterior.

Dandole valores a A, obtenemos:
A=1 — 0,9 -D A=4
A=2 — (16,-15, -5 A=-2 — (=12,9, 1D
A=-3 — (=19, 15, 15)

- (30, =27, -13)

A=3 — (23,-21,-9)

(Para A =0 y A =-1, obtenemos los puntos que tenfamos).

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio




4. Comprueba si alguno de los puntos que se dan a continuaciéon pertenecen o no
ala recta dada r:

x=5-2A
A(5, 0, 0) B@3, 3, 4) c(15,-15, 4) D(1, 6, 0) riyy= 31
z=4

Aer, pues z#4

[5-20=3 > A=1

B: 3. =3 — A=1; Ber
4=4

[5-20= 15 - A=-5

C ABA=-15 —»> A=-5; Cer
4=4

D¢ r, pues z#4
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1. Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x= 1-5)L x=1 x=3+2\ =—1-6)\
a)|y= 2+3L y=1 b)yy=1- A y= 3+3\
z=-5+1 z=1 z=5 z=5
D P=(1,2 -5 d =531
0=01,1,0 d, = 0,0, 1
%
PO=(0,-1,5

-5 0:0
M = ( 3 0] —1); |M'|=-5 — ran (M) =3 — Las rectas se cruzan.

1 1.5
—
M
b P=(31,5 d, = -1,0
0=(1,375) d,=(=6,3,0
%
PO =(-4,20

0 00
—

M

2 -6 -4
M = (—1 3 2 ); ran (M) = ran (M') =1 — Las dos rectas coinciden.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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2. Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x=A x=3 x=3+A x= =2\
a){y=A>A y=3 b){y=-2-1 y= 3+2A
z=0 z=A z=1 =-1
D) P=(0,0,0) d =a,1,0
0-3,30 d,=,0,1)
%
PQ=(3,3,0
1 0:3
M=(1 0:i3|; ran (M) =ran (M') =2 — Las rectas se cortan.
0 1:0
%/_/
M

Hallamos el punto de corte:

A=3
A =3 Se cortan en el punto (3, 3, 0).
O=pn
b P=(3,-21 d, =(1,-1,0
0=1(0,3,- d,=(2,2,0
_)
PQ=(-3,5-2
1 23
M=|-1 2 51, ran (M) =1; ran (M') =2 — Las rectas son paralelas.
0 0i-2
—

M

Pagina 165

1. a) Halla las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita del plano que pasa
Por P(l, 7, _2), Q(4, 5, 0) Y R(67 3, 8)'
b) Halla otros tres puntos del plano.

c) Calcula n paraque A(1, n, 5) pertenezca al plano.

- —
a) El plano es paraleloa PQ=(3,-2,2) ya QR=(2,-2,8//,-1,4)

xX=4+3L+ U
Ecuaciones paramélricas: y=5-2A— U
z= 2A + 4u

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio




Ecuacion implicita:

x-4 3 1
y=5 =2 -1|=0, esdecir: 6x+ 10y +z-74=0
z 2 4

PDA=1 u=0 — (7,3,2); A=0, u=1 — (5,4,49; A=1, u=1 — (8,2,06)
©) Sustituimos en la ecuacion implicita:
063

6-1+10-n+5-74=0 - 6+10n+5-74=0 — 10n=063 — n=ﬁ
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1. Estudia la posicion relativa del plano y de la recta:

x=2+3)L
T:2x—y+3z=8 r:qy=-1+3\
z= - A

Hallamos los puntos de corte de » y
22 +30) - (-1 +30) +3(-0) =8
4+600L+1-3L-3L=8 — O0A=3 — No tiene solucion.

La recta y el plano son paralelos, pues no tienen ningin punto en comun.

2. Dados estos tres planos, estudia la posicion relativa entre cada dos de ellos:
2x— y+3z=8
x+3y— z=5
2x+6y—2z=5
¢Tienen los tres planos algin punto comun?
2x— y+3z=8

Se cortan en una recta.
x+3y—- z=

x+3y— z=5
2x+ 6y—2z=5

} Son paralelos.

2x— y+3z=8

} Se cortan en una recta.

2x+ 6y—2z=5 .
No hay ninglin punto comun a los tres planos. V

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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LENGUAJE MATEMATICO

1. Escribe las ecuaciones implicitas y paramétricas de las siguientes figuras:

Zﬁ © 7 ©
EJE X
© - l ® z

» puede tomar cualquier valor.

a) x siempre vale 0.

z puede tomar cualquier valor.

x=0
Tox=0 — W iy=»A
z=u

b)x puede tomar cualquier valor.
y siempre vale 0.

z siempre vale 0.

=0
Eje X: {y -
z=0

noe R
[
S

¢) z puede tomar cualquier valor.
El plano ® en su interseccion con el plano XY determina la recta » de ecuacion:

r:2x—-—y=20

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 9




10

Asi, en el espacio XYZ:

x=A
M2x—-yp=0 — T {y=2L
z=U

d) Calculamos la ecuacion de la recta en el plano XZ:
%
r pasa por A4, 0) y B,3) — AB=(-4,3)
x=4— 4\
r:
z= 3L — A= %

x=4—iz
3

r:3x + 4z =12 en el plano XZ.

En el espacio XYZ la recta no toma valores en y, por tanto, y = 0. Luego la
ecuacion de la recta 7 en el espacio XYZ es:

X =4—4\
y=0
r: — r: =0
3x + 4z =12
z =3\

e) x puede tomar cualquier valor.
z puede tomar cualquier valor.

y siempre vale 7.

x=A
my=7 —> W yy=7
Z=Hu
f) y puede tener cualquier valor.
Calculamos la recta que determina el plano p en su interseccion con el plano XZ:
r pasa por A4, 0) y B0, 3).
Por el apartado d):

r:3x +4z =12 en el plano XZ.

Asi:
X =4 -4\
mi3x+4z=12 — mWw {y=U
z =3\

2. Representa las figuras dadas por las siguientes ecuaciones:

x=A\ x=\ x=A\
a)z=4 b)yy=u A y=h dyy=0
z=4 z=4 z=4

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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x=3
=0 x=0
S} f) 2y=0 h){y=0
z=4 z=0
z=A+U
x+y+z<1
x=3 x=A\ Y
x>0
Diy=4 PDiy=u Kx+y+z=1 D >0
z=5 z=1 Y
z>20

jAtencion! Una de ellas representa un punto, y otra, todo el espacio. Hay una
que tiene dos parametros, pero actiian como si solo hubiera uno.

a)z=4 — z siempre vale 4. Z

x e y pueden tomar cualquier
valor.

[(x=1 > «x puede tomar cualquier valor.
b){y=W1 — » puede tomar cualquier valor.

| z=4 — =z siempre vale 4.

Es el mismo plano que el del apartado anterior.

x=h— X e ) siempre toman los mismos valores.
C) y _ 7\‘ / o

| z=4 — =z siempre vale 4. .

Como solo hay un parametro, es una recta
(paralela al plano XY).

x=A — x puede tomar cualquier valor.
dDyy=0 — y siempre vale 0.
z=4 — z siempre vale 4.
Como solo hay un parimetro, es una recta.

Como yp =0 siempre, es una recta del
plano XZ.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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y=0 o .
e) { 4 Es la ecuacion implicita de la recta anterior.
Z =

z
x=0 — x siempre vale 0.
) {z=0 — =z siempre vale 0.
y puede tomar cualquier valor.
Es la ecuacion del eje V. Y
X
2 y=0 — p siempre vale 0. z
x puede tomar cualquier valor.
z puede tomar cualquier valor.
Es la ecuacion del plano XZ. Y
X
x=3
hyy=0
z=A+WU — sihacemos A+U=p, pe R, tenemos:
x=3 — Xx siempre vale 3.
y=0 — y siempre vale 0. — Nos movemos en el plano XZ.
z=p — z puede tomar cualquier valor. 7
-
Como solo hay un parametro, es una recta.
Y
a
) Z
x=3 — x siempre vale 3. J S
) {y=4 — y siempre vale 4. e e
z=5 — z siempre vale 5. SRR SELE 0
Es un punto.
5 e Y

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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x=A — x puede tomar cualquier valor.
) yy=u — » puede tomar cualquier valor.
z=p — 2z puede tomar cualquier valor.
Representa todo el espacio.
k)x +y+z=1. Es un plano.
z
Calculamos las intersecciones con los ejes:
y=0
Eje X: - x=1 — (1,0,0)
z=0
Be vi {7 ° 1 - 01,0
: — = —
© z2=0 Y n Y

x=0
Eje Z:{ - z=1 — (0,0, 1
y=0

D [x+y+2z<1 — Describe la region limitada por el plano anterior, cuyas
coordenadas estin por debajo de él.

x20

y20 > Las tres variables tienen que ser positivas.

z 2=

Z
Representa la region comprendida entre
la parte positiva de los planos XY, YZ,
Y XZ yelplano x+y+ z=1.
X

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Puntos

1 |Las coordenadas de los puntos representados en
esta figura son:

(0, 0, 3); (0, 3,3) (3,3, 3)s 3,0, 3); 3,0, 0);
(3, 3, 0); (0, 3, 0); (0, 3/2, 3); (0, 3,3/2); (3, 3/2, 0);
3, 0,3/2)

Asocia a cada punto sus coordenadas.

A0, 0, 3); B(O, 3,3); CG,3,3); D@G,0,3); EG3,0,0; F@G,3,0; GO, 3,0
P(0, 3/2, 3); Q(0, 3, 3/2); R(3,3/2,0); S(,0,3/2)

2 |Comprueba si los puntos A(1, -2, 1), B(2,3,0) y C(-1, 0, —4) estan

alineados.

%

‘f a,5,-D } Sus coordenadas no son proporcionales.
AC (=2, 2, -5) | Luego los puntos no estan alineados.

3 |Calcula a y b para que los puntos A(1, 2,-1), B(3,0,-2) y C(4, a, b) es-
tén alineados.

ﬁ
AB (2, -2, -1) _

— } Para que estén alineados ha de ser: 3_a-2_b+1
ACB,a-2,b+1) 2 -2 -1
Por tanto:

a-2_3 L, 4-2-3 = a--1

-2 2
br1_3 - b=ﬁ—l - b=i

-1 2 2 2

— 3 - — 2 - .
4 Halla los puntos P y Q tales que AQ = ;AB y AP = 3 AQ, siendo
A(Z, 0’ 1) Y B(77 59 _4)-
P Q
42,0, 1) © B(,5 -9

N
AB (5, 5, -5)

—> —> 3 —

00 = 04 +gAB =(2,0,D+(@3,3,-3)=(5,3,-2)

—> — > — 2 —
OP = OA + AP = OA +§AQ=(2’ 0, D+(2,2,-2)=(4,2,-1

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Halla el simétrico del punto A(-2, 3, 0) respecto del punto M(1, -1, 2).

LA Sea A'(x, y, z) el simétrico de A respecto del punto M.
i Como M es el punto medio del segmento AA’, entonces:
iy x-2 Y*3 z)_ 1 -1.2
" M 2 bl 2 ) 2 ( ) bl )
- +
X2y e PO a5 Zo0 Ly ey
A 2 2 2

Por tanto: A'(4, =5, 4)

Los puntos A(1, 3,-1), B(2,0,2) y C(4,—1,-3) son vértices consecutivos
de un paralelogramo. Halla el cuarto vértice, D, y el centro del paralelo-
gramo.

B’ --------------------- .A P
: Sea D(x, y, 2) el otro vértice:
h N — —> —> —> —>
;! K BA=CD — OD=0C+CCD =
/ .,"' ,-' T
LM ; =0C+ BA =
= (4, -1,-3) +(-1,3,-3) = (3,2, -6
P 2L LR T T —— D

Si M es el centro del paralelogramo, es el punto medio de CA.

—> —  — — 1 = 1
OM = OC + CM = OC+ECA = (4, —1,—3)+3(—3, 4,2) =

3 5
-G 22 1) - (2, 1,-2)
Rectas
Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(-3, 2, 1)
5 3
Y B|- 29 25 0|

. . —=>(1 -1
Un vector direccion de la recta » es AB (E’ - —1).
- —
Tomamos el vector d(1, -1, =2)//AB.

e FEcuacion vectorial:

(x, 3,2 =(3,2, D+ A1, -1, -2)

e FEcuaciones parameéltricas:

=_-3+ k
y= 2—- A
z= 1-2A
Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 15




16

s10

e Forma continua:

x+3_)V-2 _=z-1
1 -1 -2

e Forma implicita:

x;3=y__—12 - x-3=y-2 — x+y+1=0
XI3=Z‘21 - 2x-6=z-1 — 2x+z+5=0

Comprueba si existe alguna recta que pase por los puntos P(3, 1, 0),
Q((), _5’ 1) Y R(6’ _57 1)°

%

PQ (=3, -0, 1)}

3 Sus coordenadas no son proporcionales. Luego los puntos
PR (3, -6, 1)

no estan alineados.

Escribe las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones implicitas de los ejes
de coordenadas.

Paramétricas:
x=A x=0 x=0
Fie OX — 4y=0  FEje OY —» {y=A Fje OZ — 1y=0
z=0 z=0 z=A
Implicitas:
) y=0 ) x=0 ) x=0
Eje OX — Eje OY — Eje OZ —
z=0 z=0 y=0

Halla las ecuaciones (paramétricas, implicitas, forma continua...) de la rec-
ta que pasa por el punto A(—4, 2, 5) y es paralela al eje OZ.

Si es paralela al eje OZ, tiene como vector direccion (0, 0, 1).
e Ecuacion vectorial:
(x,,2) =(=4,2,5 + M0, 0, D

e Ecuaciones paraméltricas:

x=-4
y= 2
z= S5+A

e Forma continua:

x+4_YV-2 _=z-5
0 0 1

e Forma implicita:
xX=-4 — x+4=0
y=2 —= y-2=0

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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s11 |Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1,-3, 0) y es

uxv=10(0,4,2//0,21

e Ecuacion vectorial:
(x, 9,2 =(1,-3,0 + MO, 2, 1)
e [Ecuaciones paramétricas:
x=1
=_3+ 2\
z=A

e Forma continua:

x-1_y+*+3 _z-0
0 2 1

e Forma implicita:

paralela al vector ux 7, siendo 3(1, -1,2) y ‘_7)(2, 0, 0).

X = - x-1=0

s12 |Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas y halla el punto de cor-

te, cuando sea posible:

x—1 y+2 =z-1
a)r: 3 =5 "

-1 -1 -2
by == 2

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio

x+2 y-3 =z-2
S > 3

s:x—4 _y-4_z-5

-1 2 1 4 1 2
) _ _z+1 x—-2y— 1=0
r:i—=y—1= 3 s: 3y—z+1=0
X x=3+4\
d)r.x;=l=E s:1y=3+06L
2 3 4
z=4+ 8\
a) 3,(3, 2,4); P(1,-2,1)
d-1,2,3) P2, 3,2)
_)
PP'(=3,5, 1)
3 -1.-3
M=(2 215 — |M'|=-51#20 — Las rectas se cruzan.
4 311
H_/
M

17
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bd (1,2 1; PA,1,2)

d4,1,2); P4, 4,5

%
PP'(3, 3, 3)

-1 4 3
M=[2 1i3| = |M|=0y 2 N30 S5 anD=ranh=2 —

3 1 2

1 2{3

—

M — Las rectas se cortan.

Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x=1- A
riyy=1+2k
z=2+ A
x=4+4u
ssyy=4+ U
z=5+2U

1- A=4+4n| Sumandolallyla3®3=9+6u — u=-1
1+2h=4+ p ¢ Sustituyendoenlal®1-A=4-4 — A=1
2+ A=5+2u

Haciendo A =1 en las ecuaciones de » (o bien W =-1 en las de s), obtene-
mos el punto de corte: (0, 3, 3).

0 d.2 1,3, PO,1,-D
d(1,-2,00x(0,3,-D =2, 1,3)

Tienen la misma direccion, y el punto P e r, pero P ¢ s, luego las rectas son
paralelas.

dd.2, 3, 4

- Tienen la misma direccion.
d(4, 6, 8)

Veamos si el punto P(1, 0, 0) € r, pertenece también a s:

34+44h=1 — A=-1/2
3+6L=0 — A=-1/2; Pes
4+8L=0 — A=-1/2

Por tanto, las rectas 7 y s coinciden, son la misma recta.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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s13 |Obtén el valor de a para el cual las rectas r y s se cortan:
2x-1 y+3 =z-2
rix=y=z-—a s: = =
Y 3 2 0
Calcula el punto de corte de r y s para el valor de a que has calculado.
@ En s, divide por 2 el numerador y el denominador de la primera fraccion.
rx=y=z-a — d0,1,1; P00, a
x-12 y+3 =z-2 3 1
: - - - d|Z -2 0 Pl -3, 2
R T
— (1
PP’ (—, 32— a)
2
1 3/2: 1/2
M=(1 -2 -3 - ran (M) =2
1 0 2-a
(R—
M
Para que las rectas se corten, ha de ser ran (M') = 2; es decir, |M'| = 0:
7a — 21
|M’|=T; |M]=0 = a=3
Para hallar el punto de corte, escribimos las rectas en forma paramétrica:
1,3
= = — 4+ —
X A x=S+SH
ryy= A S y=3_2
z=3+2 z =2
_1,3
7L B 2 + 2 “ . . . -
h=—3-21 El sistema tiene soluciéon: A =-1; u=-1
3+A=2
Sustituyendo A = -1 en las ecuaciones de r (0 W =-1 enlasde s), obtenemos
el punto de corte: (-1, -1, 2).
s14 |Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas:
x=5+4\ X 3
x - z+
r:yy=3+ A s Yo ETD
m 3 n
z= — A
d4,1,-1
Las coordenadas han de ser proporcionales:
3S(m, 3, n)
M3 w12 n-3
i1 mease
Para m =12 y n = -3, las dos rectas tienen la misma direccion.
Como el punto P(0, 1, -3) € s pero P& r, las rectas son paralelas.
Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 19




Pagina 177

15

16

s17

20

a) Halla el vector director de la recta determinada por los planos:

x—y =0
y+z=2

b) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta anterior.
Dd=,-1,0x0,1,1)=C1,-1, 1D

b) Obtenemos un punto de la recta haciendo y = 0:

x=0
2} El punto (0, 0, 2) pertenece a la recta.
z =
x=-\
Ecuaciones paramétricas: 4§y = —A
z=2+A

Expresa la siguiente recta como interseccion de dos planos:

x_y+1_

2 -1
X
5=z - x=2z - x-2z=0
§=y_+11 S X=2942 o x+2p+2=0

¢Se puede construir un triangulo que tenga dos de sus lados sobre las rectas
ry s?
x= 2\
x—1
r— =y=z+1 syy=-1+ A
z= A

Estudiamos la posicion relativa de las rectas:

d 1,1, P, 0,-D

d@ 1,1
Las dos rectas tienen la misma direccion. Ademas, P(1, 0, -1) € r, pero P ¢ s
2A =1 - A=1/2
puesto que: -1 +A=0 — A=1
=1

Por tanto, las rectas son paralelas. Luego no se puede construir un tridngulo que
tenga dos de sus lados sobre las rectas 7 y s.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Planos

Halla la ecuacion implicita de cada uno de los siguientes planos:

a) Determinado por el punto A(1, -3, 2) y por los vectores 71)(2, 1,0) vy
-
V(_19 07 3)-

b)Pasa por el punto P(2,-3, 1) y su vector normal es H(S, -3, —4).

c) Perpendicular a la recta % = " § Y que pasa por el punto (1, 0, 1).

DUXV=(2,1,0x(1,0,3) =3, -6 1)
3x-D-6(y+3)+(z-2)=0
3x -6y +z-23=0

b)5(x—2) =3y +3)—4(z—1) =0
Sx—3y—4z-15=0

o n2, -1, 3)
2-D-(@-0)+3=-1D=0
2x—y+3z-5=0

Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de los planos OXY, OYZ,
OXZ.

Plano OXY:
x=»A
Paramétricas: |y =L Implicita: z =0
z=0
Plano OYZ:
x=0
Paramétricas: {y = A Implicita: x =0
zZ=H
Plano OXZ:
x=2A
Paramétricas: 4y =0 Implicita: y =0
zZ=u

Escribe las ecuaciones paramétricas de los planos:

a)z=3 b)x=-1 Ay=2
x=A =-1 =)
aAyy=u b)qy =~ Ay =2
z=3 zZ=UL zZ=U

21
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¢Cual es el vector normal del plano x =-1? Escribe las ecuaciones de una
recta perpendicular a ese plano que pase por 4 (2, 3, 0).

El vector normal al plano x = -1 es n(1, 0, 0).

x=2+A
Recta: =3
z=0

Calcula m y n para que los planos siguientes sean paralelos:

omx+y—3z—1=0 B:2x+nmy—z-3=0

¢{Pueden ser o y B coincidentes?
5
n.Gm, 1,-3)
N Las coordenadas han de ser proporcionales:
nB(Z, n, =1)

m_1_3 . =6 n=+

2 n -1 3

Asi, quedaria:

obx+y—3z-1=0 — O6x+y-3z-1=0

S

B: 2x + At 3=0 - Ox+y-32-9=0

Los planos son paralelos, no coincidentes. No pueden ser coincidentes pues los
términos independientes no son proporcionales a los anteriores.
Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos siguientes:
0(0, 0, 0), A(2,2,0), B(1,1,2)
(2,2,0x(1,1,2) =4, -4,00 — n,-1,0)
P(0,0,0)
El planoes: x—y =0

Estudia la posicion relativa de la recta y el plano siguientes:

r:T=T=Z Tx—y+z-3=0
x=3+2\
reqy=-1+A»

mx—-—y+z-3=0
BG+20V -1+ + (M -3=0
3+2L+1-A-A-3=0 — 1=0

La recta es paralela al plano (pues no tienen ninglin punto en comin).

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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525 |Determina las ecuaciones paramétricas del plano que contiene al punto
P(2,1, 2) y ala recta siguiente:

ri:x—2= % = z__34

Si contiene a la recta, contendra al punto Q(2, 3, 4) y sera paralelo a 3(1, -1, -3).
También serd paralelo a P_Q>(O, 2,2)//0,1, D).

Un vector normal al plano es: (1, -1, -3) X (0, 1, D =(2, -1, 1

La ecuacion del plano es: 2(x—2) —(y— D +(z-2) =0

2x—-y+z-5=0

526 | Considera las rectas siguientes:
x—1 5 x —2z=5
=y=z-— :
2 7 x—2y =11

r:

a) Comprueba que r y s son paralelas.

b)Halla la ecuacion implicita del plano que contienea r ya s.

0d (2,1, D; P(1,0,2)
d.=(1,0,-2)x(1,-2,0 = (4,-2,-2)//(2,1, 1D
Las rectas r y s tienen la misma direccion. Ademas, P(1,0, 2) € r, pero P ¢ s.
Luego las rectas son paralelas.
b)
Obtenemos un punto, Q, de s haciendo y = 0:

Xx—-2z=5 x =11 1. 0. 3)
x=11 z= 3 QUL 0,

El plano que buscamos sera paralelo a 8V(2, 1,D vya }?Q (10, 0, D.
Un vector normal es: (2, 1, 1) x (10, 0, 1) = (1, 8, —10)
La ecuacion del plano sera:

1 x-D+8 (y—-0-10-(z-2)=0 - x+8—-10z+19=0

s27 | ¢Son coplanarios los puntos A(1, 0, 0), B(0,1,0), C(2,1,0) y D(-1, 2, 1)?

En caso afirmativo, escribe la ecuacion del plano que los contiene.
.
AB=(-1,1,0) 1 1

AL 0
AC=(1,1,0 1 1 0|l==2%0
AD=(=22 1) |72 2 1

Los puntos no son coplanarios.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 23
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Otra forma de resolverlo

e Obtenemos la ecuacion del plano m que contienea A, B y C
AB X AC = (-1,1,0 x(1, 1,0 = (0, 0,-2)// (0, 0, 1) es normal al plano.
Ecuacion de m: O(x— 1D +0(y— 0O+ 1(z— 0 =0 - z=0

(Podriamos haber advertido que z =0 es el plano que pasa por 4, By C
observando que en los tres puntos la tercera coordenada es cero).

e Comprobamos si el punto D pertenece a este plano:
(=1, 2, 1) pertenece a z = 0? Evidentemente, no.

Por tanto, los cuatro puntos no son coplanarios.

Estudia la posicion relativa de los tres planos en cada uno de los siguientes
casos:

x+2y— 2-3=0 2x—y+2z-3=0 x— y+ z—-1=0

a) 3y+2z—1=0 b))y x—-y+z-2=0 ) 3x+ y—-2z =0

x+ y+ z—2=0 3x—y+z—-4=0 2x+2y—-3z+4=0
x+2y- z=3 1 2-1]3
) 3y+2z=1F M=|0 3 2 | 1
1 1 112

X+ y+ z=2

M| =8 — ran (M) = ran (M") =3 — Los tres planos se cortan en un punto.

Xx—y+z=3 21113
b) x—y+z=2 M=|1-11 2
3x—y+z=4 31114
| —
M

La 3.% columna es —1 - 2.%; y la 4.* columna se obtiene sumando la 1.7 y la 3.2

Luego ran (M) =ran (M') =2 — Los tres planos se cortan en una recta.

x—y+ z=1 1-11 11
) 3x+ y-2z= 0y M'=(3 1 -2 0
2x+ 2y —3z=-4 2 2314
| ——
M

1 1| _ _ _
‘5 1‘—4¢Oy|M|—O — ran (M) =2
1 -1 1

31 0|=-1220 — ran M) =3

2 2 —4

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningiin punto comun a los tres.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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529 | Calcula la ecuacion del plano que determinan el punto A(1, 0, 1) y la recta:
x+y— z+1=0
“|2x—y+2z =0

Un vector direccion de la 7 es: 3 =(1,1,-Dx@2,-1,2) =1, -4, -3)

Obtenemos un punto de r haciendo x = 0:

y— z+1=0} Sumando: z+1=0 — z=-1

-y + 2z =0] y=2z=-2

PO, -2, -1

El plano es paralelo a 8(1, -4,-3) ya E‘l(l, 2, 2).
Un vector normal al plano es: (1, -4, -3) X (1, 2, 2) = (=2, -5, 0) // (2, 5, -=6)
La ecuacion del plano es: 2(x—1) +5(y-0) - 6(z-1) =0

2x+5y—-6z+4=0
Pagina 178
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s30 |Calcula b para que las rectas r y s se corten. ¢Cuil es el punto de corte?
x—-1 y+5 =z+1
r: = =
2 -3 2

d,2 -3, 2 P(1,-5,-D)
d.(4,-1,2); PO, b, 1)

PP(-1, b+ 5, 2)

2 4 -1
M'=[-3 -1 b+5| — Paraque las rectas se corten, ha de ser |M'| =0
2 2 2 (para que ran (M) = ran (M') = 2).
(S
M

|M'|=4b+44=0 — b=-11

Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x= 1+2\ X =4
riyy=-5- 3\ ssyy=-11-pn
=-1+2A z=1+2u

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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1+ 2\ =4p
-5 —3A=-11-u ¢ Restando la 3.2 ecuacion a la 1.%: 2 =-1+ 21
“1+2A=1+2u

-3 w15
H 2 A 2 2
Sustituyendo A = % en las ecuaciones de r (o W= % en las de s), obtenemos

el punto de corte: (6, _—55, 4).

Determina, en cada caso, el valor de k para que las rectas r y s sean co-
planarias. Halla, después, el plano que las contiene:

X _y-k_=z  X=6_y-3 _=z-3
AT, b)r: =3 2 1
x=1+A x=06+06\
stqyy= 1-1 s:\y=4+k\

z=-1+A\ z=3+2A

D d,, 1,0 PO,k 0)
d.(1, -1, 1; P, 1,-D

%
PP(1,1—k 1)

1 1 1
M'=|1 -1 1-k| — Paraque las rectas sean coplanarias, ha de ser |M| = 0.
1 -1

|M|=k+2=0 — k=-2
Un vector normal al plano es: Hr X ES =(1,1,00x,-1,H=01,-1,-2)
El plano que las contiene es: 1(x— 1) - 1(y -1 -2(z+ 1) =0
X—-y—-2z-2=0
b d, (3,2, 1) PG, 3,3
d,(6, k, 2); P'(6, 4, 3)

%

PP(0, 1, 0)
3 6 0

M'=[2 k 1| — Para que las rectas sean coplanarias, ha de ser [M'| = 0.
1 2 0

|M'|=6—-6=0 — Para todos los valores de & las rectas r y s son coplanarias.

Un vector normal al plano es: 87 X 85 =(3,2, DX,k 2)=0G~-Fk0,3k-12).

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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UNIDAD ﬁ

Tiene sentido siempre que £ # 4.
El plano que las contiene es: (4 — B)(x — 6) +0(y — 4) + Bk — 12)(z - 3) = 0
4 —lx+ Bk-12)z+ (12 -3k =0

Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(2, 2, 1), B(6, 1, -1)
y C(0,-2,-1) de dos formas distintas:

a) Mediante vectores.

b)Llamando ax + by + cz+ d =0 al plano y obligando a que los tres puntos
cumplan la ecuacion. Se obtiene, asi, un sistema de ecuaciones.

) AB = (4, -1, -2); AC = (-2, -4, -2)
Un vector normal al plano es: AB X AC = (4, -1, 2) X (=2, -4, -2) = (=6, 12, -18)
Tomamos como vector normal del plano: (-1, 2, -3)
El plano pedido es: —(x—2)+2(y —2)-3(z—-1 =0
—-x+2y-3z+1=0

b) Obligando a que los tres puntos cumplan la ecuacion ax + by + cz +d = 0:

20+ 2b+c+d=0| 2a+2b+c=—-d a=—d
6a+ b-—c+d=0p 6a+ b-—c=-d; — b=2d

2b—-—c+d=0 2b—c=—-d c=-3d
Asi:

ax+by+cz+d=0 - —dx+2dy-3dz+d=0 — d(—x+2y-3z+1 =0

Basta tomar d = 1 para ver que obtenemos la misma ecuacién que en el
apartado a).

Dadas la recta 7, determinada por los puntos A(1,1,1) y B(3,1,2), yla

recta:

x —-2z-1=0

st
y -2=0

estudia su posicion relativa y halla, si existe, la ecuacion del plano que las
contiene.
— —
dr=AB=(2,0,1; A1, 1, D

N Las rectas son paralelas.
d,=(1,0,-2)x(0,1,00=(2,0,1); Ag s

Obtenemos un punto de s haciendo z = 0:

} P(1, 2, 0)

27
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El plano que buscamos es paralelo a (Tr ya A_})’(O, 1, -D.
Un vector normal al plano es: n= c—l; X /E)—"’ =(2,0,H)x(,1,-1)=(1,2 2
El planoes: -1 - (x-D+2 - (y—-D+2-(z-1 =0

X +2)+2z-3=0

Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1, 3,2) y B(-2,5,0)

x= 33— A
yes paraleloalarecta {y= 2+ A.
z=-2-3)\

El plano sera paralelo a E(—S, 2,-2) ya 3(—1, 1, -3).
Un vector normal al plano es: (=3, 2, -2) x (1, 1, =3) = (=4, —7,-1) — n(4,7, 1)
El planoes: 4x—- D +7(y-3) + 1(z-=2)=0

4x+Ty+2-27=0

x= 2+3\
Halla la ecuacion del plano que contiene alarecta r:{y=-1— A yes pa-
z= A

ralelo a:

El plano serd paralelo a gr(S, -1, ya HS(S, 2, -3).
Un vector normal al plano sera: n=G@G3,-1,1Dx (5,2 -3)=(1, 14, 11)
Un punto del plano es (2, -1, 0).
Por tanto, el planoes: 1(x—-2)+ 14(y + D + 11(z-0) =0
x+ 14y +11z+12=0

Calcula el valor de m para que los puntos A(m, 0, 1), B(0, 1, 2), C(1, 2, 3)
y D(7,2,1) estén en un mismo plano. ;Cual es la ecuacion de ese plano?
Hallamos la ecuacion del plano que contiene a B, C 'y D.

El plano sera paralelo a J?C(l, 1, D ya C_l>)(6, 0, —2), es decir,a (1,1, Dya
(3, 0, =1). Un vector normal al plano es:

(1,1, DX (3,0, -1 = (-1, 4,-3) — n(l, -4, 3)
La ecuacion del plano es: 1(x—0) —4(y— 1D +3(z-2) =0
X—4y+3z-2=0
Para que A pertenezca al mismo plano, ha de ser:

m-4-0+3-1-2=0 — m+1=0 — m=-1

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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UNIDAD | 6
x—1=y—2 _zt

1
halla I
1 I > » hallala

ecuacion del plano que contiene a la recta » y es perpendicular al plano 7.

Dado el plano n: 2x—3y + z=0 ylarecta 7:

El plano sera paralelo a (2, -3, 1) y a (1, -1, 2).
Un vector normal al plano es: (2, -3, D x (1, -1,2) =(-5,-3, 1) — H(S, 3, -1)
El punto (1, 2, —1) pertenece al plano.
La ecuacion del plano es: 5(x— 1D +3(y—2)—-1(z+1) =0
Sx+3y—z-12=0

Halla las ecuaciones de la recta determinada por la intersecciéon de los pla-
nos 1, y T,

x=2 —-u

T Y= 3L+ Tyx+y—z=3
z=3— 3\

Los puntos de la recta tienen que cumplir las ecuaciones de los dos planos. Susti-
tuimos los valores de m, en w0,

2
2-U+3A+u-3+3Lk=3 - OA=4 — k=g
Las ecuaciones paramétricas de la recta son, por tanto:
xX=2-U

y=2+u
z=1

Estudia la posicion relativa de la recta y el plano siguientes:
b
r: T:z=1
y=2
Son perpendiculares y se cortan en el punto (3, 2, 1).
3x—y+z =0

2x  _z+3=p YEIPlanO ax—y+d4z-2-=0.

Sean la recta r: {
a) Calcula el valor de a para que » sea paralela al plano.

b) ¢Existe algiin valor de a para el cual » sea perpendicular al plano?
Un vector direccion de r es: 8 =@G3,-1, D x2,0,-D=(1,5,2)

Un vector normal al plano es n="(a,-1,4).

a) Para que 7 sea paralela al plano, d y n han de ser perpendiculares:

1,5, 2)+(a,-1,9)=a-5+8=a+3=0 — a=-3

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 29
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— N . .
b)Los vectores d y n deberfan tener sus coordenadas proporcionales.

Como il # %, no es posible; es decir, no existe ningin valor de a para el

cual 7 sea perpendicular al plano.

-2z+3=0

— 2—4=0 yelplano 7: x + 2y +3z—1=0, hallala

x
Dados la recta 7: {
y
ecuacion de una recta s contenida en el plano © que pase por el punto
P(2,1,-1) y sea perpendicular a 7.

@ FEl vector direccion de s ba de ser perpendicular al vector direccion de r y al
vector normal del plano.

Un vector direccion de 7 es: 5 =(1,0,-2)x(,1,-D=(@2,1, D
Un vector normal al plano es n=(1,2,3).

Un vector direccion de la recta que buscamos es: (2, 1, 1) x (1, 2, 3) = (1, -5, 3)

x=2+X
Larectaes: {y=1-5A
z=-1+3A

Pagina 179
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Halla la ecuacion de una recta que cumpla las condiciones siguientes:
D Es paralela a la recta de ecuaciones:
x +2z=5
: { y+3z=5
II) Pasa por el punto de interseccion de la recta s con el plano T

x—1 y+3 =z+2
S 2 3

Tmx—y+z=7.

Un vector direccion de la recta es: (1, 0, 2) x (0, 1, 3) = (=2, -3, 1) // (2, 3, -1)

Escribimos la recta s en forma paramétrica para hallar el punto de corte de s y

x=1+4Ar Tx—ytz=7
st 9y =-3+2A 1+4A0+3-2AL-2+3A=7
= -2+ 3} 5A=5 — A=1

El punto de corte de s y © es (5, -1, 1.

Por tanto, la recta que buscamos es:

x= 5+2\ .
+
y=—1+3% obien X=2-2"°_2-1
2 3 -1
z=1- A

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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UNIDAD ﬁ

Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,-3,2) y B(0,1,1)
y es paralelo a la recta:

. {Sx—Zy +1=0
2y +32-3=0
Un vector direccion de r es: (3, =2, 0) X (0, 2, 3) = (=6, -9, 6) // (2, 3, =2)
AB (-1, 4, -1)
El plano que buscamos es paralelo a (2, 3, -2) y a (-1, 4, —-1).
Un vector normal al plano es: n=(23-2)x (1,4, -1)=(5,4,11)
La ecuacion del plano es: 5(x—0) +4(y— 1D + 11(z—= 1 =0
Sx+4y+11z-15=0

Dados los planos mx +2y—3z—1=0 y 2x—4y+6z+5 =0, halla m para
que sean:

a) Paralelos.

b) Perpendiculares.

a) Las coordenadas de (m, 2, -3) y de (2, -4, 6) han de ser proporcionales:

b)(m, 2,-3)+(2,-4,6)=2m—-8-18=2m—-26=0 — m=13

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3) y es perpen-
dicular al plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1,1) y
c@,2, 1.

—> —>
Un vector normal al plano es: OB x OC =(1,1, D x (1,2, 1) =(1,0, D
Este vector es un vector direccion de la recta que buscamos.

Las ecuaciones de la recta son:

x=1-2A
y=2
z=3+A
_ x+y -1=0
Escribe la ecuacion del plano que contiene a la recta 7:
2x—y+z =0
—_ + 2
y es paralelo a s: —2x = %= z_ Z

Un vector direccion de r» es: (1,1, 0) x (2, -1, D = (1, -1, -3)

El plano que buscamos es paralelo a (1, -1, =3) y a (=2, 3, —=4). Un vector normal
al plano es: n = (1, -1, =3) x (=2, 3, —4) = (13, 10, 1

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Obtenemos un punto de r haciendo x = 0:

—1-0 - y-=1
Y Y 1}13(0,1,1)

) +z=0 — z=y-=

La ecuacion del plano es: 13(x—0) + 10(y— D + 1(z—= 1D =0
13x+ 10y +2z—11=0

Dados los vectores u (2, 3,5), v(6,-3,2), W (4, -6, 3), p(8, 0, a), y los
planos:
(x, y,2)=(1,2,3)+Au+uv w:(x,p, 2)=(1,2,3)+Aw+ up
estudia la posicion relativade © y ' segun los valores de a.
Obtenemos las ecuaciones implicitas de los dos planos:
Uxv=(21, 26, —24)

21— 1) + 26(y —2) - 24(z-3) =0

p: 2lx + 26y — 24z —-1=0
W X p = (=6a, 24 — 4a, 48)

' —6alx — 1) + (24 —4a) (y—2) + 48(z - 3) =0

T —6ax + (24 — 4a) y + 48z + (14a — 192) = 0

21 26 24 1
—6a 24—4a 48 | 192 — l4a

! —

M

‘ 21 24

Y 48‘=1008—1440l=0 — a=7

e Si a=7, queda:

21 26 24 Ll Los planos se cortan en una recta.
—42 -4 48 | 94
e Siax7 — ran ) = ran (M'). Los planos se cortan en una recta.
Los planos se cortan en una recta cualquiera sea cual sea el valor de a (aunque
no sea siempre la misma recta).
Estudia la posicion relativa de los siguientes planos segin los valores de m:
X+ y =1
my+ z=0
x+(A+my+mz=m+1

x+ v =1 1 1 0o 1
my+ z=0 M=(0 m 1 0
x+@A+my+ mz=m+1 Ll+m m | m+]1
\—ﬂf—/
M

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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m =0
— 2 —
|Ml=m?—m=0<_, _,

e Si m =0, queda:
1101
0 0 1 1 0] Ell.°yel3.°son el mismo plano; el 2.° los corta. Por tanto, se
1 10 1/ cortan en una recta.

e Si m=1, queda:

1 1 0 1
M=|0 1 1 0

1 2 1 2

%/—"

M

1 1 _ _
‘o 1‘=1¢Oy|M|—O — ran (M) =2
1 1 1
01 0|=1#20 — ranWM) =3
1 2 2

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningtin punto comun a los tres.
e Sim#0y m#1 — ran (M) =ran (M') =3. Los planos se cortan en un punto.

Halla las ecuaciones de la recta » que pasa por el punto P(2, 0,-1) y cor-
ta a las rectas:

x—=2 y-2 =z+1

U 1 1
x+y +4=0
Syt y_3z+3-0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

xoer ix 5,(2, 2, -1 =l 3; S,(-1, -3, 0)
Sy =2- S 9y=-3+3
Y d2 -1, Y dy-3,3, D

La recta r esta determinada por los siguientes planos:
Plano o
Este plano contiene a la recta s; y al punto P, luego:
d,2, -1, D/, PS,0, 2, 00//a, P2,0,-1 e a
La ecuacion de o es, por tanto:

x—-2 y z+1
2 -1 1 |=0 & x-2z-4=0
0 2 0

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio

33



34

s50

s51

Plano
Este plano contiene a la recta s, y al punto P, luego:
d, (=3, 3, D//B, PS,(=3,-3, D//B, P2,0,-De B
La ecuacion de B es, por tanto:
x—-2 y z+1

=3 3 1 |=0 & x+3z2+1=0
-3 3 1

X—2z-4=0
Asi, 7:
X+3z+1=0

Estudia las posiciones relativas del plano n: x + ay — z =1 y de la recta

2x+y—az=2
r:{xyaz

x—y— z=a-1 segun los valores de a.

T x+tay— z=1 1 a -1 | 1
2x+ y—az=2 M=(2 1 -a
r ‘
x— y— z=a-1 -1 -1 ia-1
| —
M

|M|=-a’+a+2=0 — a=

—1i\/1+8_—1i3_<“=_1
) I a= 2
e Si a=-1, queda:

1 -1 -1 1

M=(2 1 1 2 ::|Planos paralelos. La recta es paralela al plano.
1 -1 -1 =2

e Si a=2 queda:
1 2 -1:1

M=[2 1 =22 La 1. ecuacion se obtiene restindole a la 2.4 la 3.2,
1 -1 11

Por tanto, la recta estd contenida en el plano.

e Sia#z-1y a#2 — Larectay el plano se cortan en un punto.

Dados los planos m:ax+y+z=a y nn':x—ay+ az=-1 comprueba que
se cortan en una recta para cualquier valor de a. Obtén el vector direccion
de esa recta en funcion de a.

moax+ y+t z=a M=l 11

. x—ay+az=-1 1 —a a

? 1 =—a’-1=—-(a?>+ 1) #0 para todo valor de a.
—a

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Por tanto, ran (M) = 2 para cualquier valor de a; es decir, los planos se cortan
en una recta (cualquiera que sea el valor de a).

e Vector direccién de la recta: (a, 1, 1) x (1, —a, @) = Qa, 1 — a?, —a* - 1)

a) Halla la ecuacion de un plano 7, que pasa por el punto A(-1,-1,1) y
cuyo vector normal es 3(1, -2, -1).

b) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta » que se obtiene al cor-
tarse T, con mM,:z—1=0.

AR x+D -2+ D -1z-1D =0
My X—2y—2z=0

b) Resolvemos el sistema de ecuaciones T, y T,

x=1+2\

x-2y—-z=0 oo _ N
z=1 Y )
z =

Considera las rectas siguientes:
x—3y +6=0 x—2ay+4a—-1=0
" | ax -3z+3=0 5 2y— z—4=0

a) Averigua si existe algin valor de a para el cual las rectas estan conteni-
das en un plano. En caso afirmativo, calcula la ecuacion de dicho plano.

b) Determina, cuando sea posible, los valores de a para los cuales las rec-
tas son paralelas y los valores de a para los que las rectas se cruzan.

a) Obtenemos un vector direccion de cada una de las rectas:
(1,-3, 0 % (a, 0,-3) = (9, 3,3a) // 3, 1, @) = d,
(1, =2a, 0) x (0, 2, -1 = (2a, 1, 2) = d_

Las coordenadas de los dos vectores no son proporcionales para ningtn valor
de a; por tanto, las rectas no son paralelas ni coincidentes. Para que estén en
un mismo plano, se han de cortar en un punto.

Obtenemos un punto de cada una de las rectas:
rx=0 —> ypy=2 z=1 — P02 D

s$$y=0 — z=-4 x=1-4a — P -4a,0,-4)
—>

PP'(1 - 4a, -2, -5)

—>
Para que las rectas se corten, los vectores 3r, 35 y PP’ han de ser coplana-
rios:

3 1 a
2a 1 2|=a-1=0 — a=1
1-4a -2 -5
Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 35
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Si a =1, las rectas son secantes, y, por tanto, estin contenidas en un plano.

El plano sera paralelo a (3, 1, 1) y a (2, 1, 2). Un vector normal al plano sera:
n=0G,1,1Dx(2,1,2=01,-4 1.

Un punto del plano es, por ejemplo, P(0, 2, 1). Asi, la ecuacion del plano es:
Mx-0)-4(y-2)+1(z-=D =0
X—4y+z+7=0

b) Por lo obtenido en el apartado anterior, sabemos que:
e No hay ningin valor de a para el que las rectas sean paralelas.

e Si a# 1, las rectas se cruzan.

Halla la ecuacion de la recta que pasa por A(1, 1, 1), es paralela al plano
x=1

mx—y+z—3=0 ycorta larecta s: { .
y=3

e Como corta a s, pasard por el punto P(1, 3, k) para cierto valor de 4.
e Como pasa por A(1,1, Dy por P(1, 3, k), un vector direccion es: ﬁ’(o, 2, k—1).

e Como ha de ser paralelo al plano w, serd perpendicular al vector normal de T,
n(1, -1, 1). Por tanto:

— —
AP -1 ==2+k-1=0 — k=3, esdecir: AP(0,2,2)//(0,1, 1)

e Las ecuaciones de la recta son:

x=1
y=1+A
z=1+A

Pagina 180
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CUESTIONES TEORICAS

Llamamos S al punto simétrico de A respecto de B.

N
Expresa OS (coordenadas del punto §) mediante suma de vectores de dos
formas distintas.

- = — — —> —> A
OS5 =0A+2AB y OS = OB + AB

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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UNIDAD ﬁ

Un plano queda determinado por un punto A y dos vectores u y v. éQué
condicion tienen que cumplir estos dos vectores?

Tener distinta direccion.

a) Explica como se obtienen las ecuaciones paramétricas de un plano del que
se conoce la ecuacion implicita. Aplicalo al plano x +2y—z—-1=0.

b) ¢Como se hace si en la ecuacion no aparece una de las incégnitas? Aplicalo
al plano 2x—z+8=0.

a) Hacemos, por ejemplo, y =LA, z = y despejamos x.

En el caso del plano x + 2y -2z -1 =0, quedaria: x=1-2y + z; es decir:

x=1-2A+p
y=Ar son sus ecuaciones paramétricas.
z=U

b) Se procede de la misma manera. Hacemos, por ejemplo, x =X, y = y despe-
jamos z. En el caso del plano 2x—z +8 =0, quedaria: z =2x +8; es decir:

x=2A
y=u son sus ecuaciones paramétricas.
z=8+2\

x—4 y+3 =z-1

?
0 0 2

¢Cuales son las ecuaciones implicitas de la recta

No es admisible que el denominador de una fraccion sea cero. Por tanto, esta
expresion solo tiene valor simbdlico. Se trata de una recta que pasa por el punto
P(4,-3, 1) y es paralela al vector (0, 0, 2).

X =4
Sus ecuaciones paramétricas son: =-3
z=1+2\
o x =4
Las ecuaciones implicitas son:
y=-3
x=3
Las ecuaciones () =5 tienen dos parametros y sin embargo no re-
z=2+A+

presentan un plano. Explica por qué. ;Qué figura es?

Realmente, los dos paridmetros se comportan como uno solo. Estas ecuaciones
paramétricas son equivalentes a estas otras:

x=3
y=5
z=A
Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 37
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Si interpretamos las primeras ecuaciones en for- 7z
ma vectorial, se trata de una figura que pasa por
(3, 5, 2) y se genera con los vectores (0, 0, 1)y
(0, 0, 1. Obviamente, es un Gnico vector paralelo
al eje Z. Por tanto, es una recta paralela al eje
Z que pasa por (3, 5, 2).

X

¢Qué posicion relativa deben tener dos rectas para que determinen un plano?

Deben ser paralelas o secantes.

Sean 1, y 7, dos planos paralelosy r, y r, dos rectas contenidas en 7,
y T, respectivamente. ;Podemos asegurar que 7, y 7, son paralelas?

No. Pueden ser paralelas o cruzarse.

Las rectas » y s se cruzan. Si hallamos el plano que contiene a r y es
paralelo a s, y el plano que contiene a s y es paralelo a 7, ;como son entre
si esos planos?

Paralelos.

Sean A(x,,y,,%,) Y B(x,,y,, z,) dos puntos del plano ax + by + cz+d =0.
Prueba analiticamente que el vector AB es perpendicular al vector H(a, b, o).

@ Sustituye las coordenadas de A y de B en la ecuacion del plano y resta las igual-
dades que obtienes.

Aen — ax +by +cz+d=0

Bem — ax,+by,+cz,+d=0

Restando, obtenemos:

alx, —x) + by, —y) + c(z, - z) = 0; es decir:
— S5 =

(a,b,c)- AB=0 — n- AB=0

—> . —
Por tanto, AB es perpendicular a n.

Considera la recta y el plano siguientes:
ax +by+cz+d =0
r: ma'x+b"y+c'z+d"=0
ax+by+cz+d'=0

a) ¢Qué significa geométricamente que el sistema que se obtiene juntando
las ecuaciones de la recta y el plano sea incompatible?

b)Y si el sistema resulta compatible indeterminado?

a) Si el sistema es incompatible, significa que la recta y el plano son paralelos.

b) Si es compatible indeterminado, significa que la recta estd contenida en el plano.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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65 |Indica qué condicion deben cumplir a, b, c y d para que el plano 7: ax +
by +cz+d=0 sea:

a) Paralelo al plano OXY.
b)Perpendicular al plano OXY.

c) Paralelo al eje Z.

d)Perpendicular al eje X.

€) No sea paralelo a ninguno de los ejes.

ADa=b=0, c20, d#0

b)c=0
c)c=0, d#0
dDb=c=0

eaz#z0, b#0, c#0

66 |a) Demuestra que la ecuacion del plano que corta a los ejes de coordenadas
en los puntos A(a, 0,0), B(0,b,0) y C(0,0, ¢), siendo a, b y ¢ no nu-
los, puede escribirse asi:

x
— +
a

S

z
+—=1
c

+

b) Calcula los puntos de corte del plano % + =1 con los ejes de

coordenadas.

N[
NN

a) Si sustituimos las coordenadas de los puntos 4, B y C en la ecuacion dada,
vemos que la cumplen.

Por otra parte, para ver los puntos de corte con los ejes de coordenadas del
plano dado, hacemos lo siguiente:

ecorteconeleje X —» y=2=0 — x=a — A0, 0

ecorteconeleje ¥ - x=2=0 — py=b — BO, b 0

ecorteconeleje Z7 — x=py=0 — z=c — 0,00
b) Evidentemente, los puntos de corte son:

(5, 0, 0, (0, 2, 0), (0, 0, 7)

PARA PROFUNDIZAR

67 |Considera el plano m: ax + y + z + 1 =0 vy las rectas:

x=1 x=2 x=3
7y yoz 7y y=22 3 y=3z
Calcula el valor de a para que los puntos de corte del plano con cada una

de las rectas estén alineados.

@ Halla, en funcion de a, los puntos de corte P, Q y R. Expresa después la de-
pendencia lineal entre los vectores PQ y QOR.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Hallamos los puntos de corte del plano con cada una de las tres rectas:

Tcon r: a+2z+1=0 - Z=—12—Ol
P(1,—1_‘“,—1—“)
2 2
Tocon ry 2a+3z+1=0 — Z:—1;261
Q(Z, —2;46i, —1;2@)
mocon ry 3a+t4z+1=0 — z=_1;3“

R|3,

-3 —-9a —1—5@)
4 7 4

—> —>
Los vectores PQ y QR han de tener sus coordenadas proporcionales:

— ([ _1_-5q 1—a) —>( A1-1la 1-a
POl1, —=24 . OR|[1, = —4

Q(7 6 ) 6 7Q b 12 b 12
-1-5a _ -1-1la

- 2-10a=-1-1la — a-=1
6 12

Por tanto, a = 1.
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68 | PUNTOS INTERIORES EN UN SEGMENTO

Dividimos el segmento PQ en cinco partes iguales y situamos el punto V
a dos unidades de P y atres de Q.

¢Cuales son las coordenadas de V? Para hallarlas, procedemos asi.
— —
Llamamos: B = OP, (_i =0Q

= 5 2 =2 S5 2 5 5 3> 2
ov=p+ Z=PO=p+ =(q- =2 p+ =
P SQ P 5(q P) sProd

./\\/.V/*//.Q
P

- -
p q

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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a)Si P(4,-1,8) y Q(-1, 9, 8), halla las coordenadas de V.

b) Obtén las coordenadas de un punto W situado en el segmento PQ del
siguiente modo: se divide el segmento en 7 partes iguales y situamos W
a2de P. Aplicalo a los puntos P(2, 11,-15), Q(9, -3, 6).

c) Demuestra que si dividimos el segmento PQ en m + n partes y situamos

X a m unidades de P, las coordenadas de X son:
n - + m —
m+n p m+n 1

d)Demuestraque si 0 <o <1, entonces (1— o) B + oca es un punto de PQ.

) V= % (4,-1,8) + % (-1,9.8) = (2,3, 8)

b) Razonando como en el caso anterior, llegamos a:

=, 2 2 2o 2 - —)_5—>
OW =p+ = PQ—p+7(q—p)—7p+

- q

NN

Si consideramos el caso P(2, 11, -15) y Q(9, -3, 6), entonces:

W= %(2, 11, -15) + % 9, -3, 6) = (4, 7, -9)

¢) Razonando como en los casos anteriores, tenemos que:

—> — m — — m - -
OX =p+ PQ =p+ -p)=
pr PR =Pt~ —(q-p)
n =2 nm ot 7 =2 m ot
=11- + = +
( m+n)p 1’I’L+ﬂq m+np m+nq

d) Llamamos d = |P_Q) |. Sea X un punto del segmento PQ que esté a una dis-
tancia od de Py (1-o)d de Q. (Como 0<a<1, entonces 0 < ad < d,
luego X pertenece al segmento PQ).

Razonando como en los apartados anteriores, tenemos que las coordenadas de
X son:

M5+ _da, es decir, (1 -p + aq

o
d d

Por tanto, este punto (que es X) es un punto del segmento PQ.
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AUTOEVALUACION

1. Conociendo A(—4, 3,3) y B(6, 3,-2), calcula:
a) El punto medio de AB.
b) El punto simétrico de B respecto de A.

c) El punto Q:

A Q B
-4+6 3+3 3-2 1
a)MAB— > 5 5 > )—(1,3,?)
b) Llamamos S(a, B, y) al punto simétrico de B respecto de A. Asi:
6+a=—4 = o =-14]
2
S : P_os Sp-3 | scidss
_22+ Y _ 3 S oy-8

—> —> — — 2 — 2
¢ OQ = 0A+ AQ = OA+?AB = (-4, 3, 3)+?(10, 0,-5) =

= (_47 37 3) + (47 07 _2) = (Oa 33 1)
Por lo tanto, Q(0, 3, 1).

2. Dados los puntos A(1, 3,-2), B(-5,4,1) y C(7, 2, 4):
a) Determina la recta » que pasa por A y B.
b)Halla m y n para que P(3, m, n) pertenezcaa r.
c) Determina la ecuacion del plano © que pasa por 4, By C.
d)Halla k para que Q(k, 7,—1) pertenezcaa T.

e) ¢Cual es la posicion relativade r y n?

x=1-06A
D) AB(=6,1,3), r:i{y=3+L
z=-2+3\

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio



b) Sustituyendo P(3, m, n) en las ecuaciones de 7:

3=1-6\ — 7L=i
3

-1 8

=3 s =3[ 5

=243 ——— n=—2+3~(_—31)=—3

. 8 8
Asi, m=—y n=-3, luego P|3, 3 —5)-

3

O AB(-6,1,3);, AC(G,-1,6)

— —
Hallamos un vector perpendiculara AB y AC:

AB X AC = (=6,1,3) x (6, -1, 6) = (9, 54, 0) // (1, 6, 0)

Por tanto, la ecuaciéon de 7 sera:
x-D+06(y-3)+0z+2)=0
x+0y-19=0

e Otra forma de hacerlo seria:

x-1 y-3 =z-2

-6 1 3 |=0 > x+6y-19=0

6 -1 6
Por supuesto, llegariamos a la misma solucion.
e Otra forma:
Tax+by+cz+d=0

Aen — a+3b-2c+d=0
Benmwm - Sa+4b+ c+d=0
Cem - TJa+2b+4c+d=0

Resolviendo el sistema se obtiene una solucion indeterminada:

a=A b=06L ¢=0 = —19A
Haciendo A =1 se llega a la ecuacion anterior:

x+0y-19=0

dSi Ok, 7,-1) € m, tiene que cumplir su ecuacion:

k+6-7-19=0 = k=-23 - Q(-23,7,-Demn

e)Como r pasapor Ay B, y m pasa por A, B y C, obviamente r estd con-

tenida en .

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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3.r

x =15+ 4\
s:qy=-2- A
z=19 + kA

x—17 y-1 =z-8
7 0 2

Halla la posicion relativa de las rectas r y s (si se cortan, di en qué punto):

a)Para k= 2.
b)Para k=5.
k=2

d.(7,0, 2, R7,1,8 € r

- } SR (2,3, -11)
d,(4, -1, 2); §(15,-2,19 € s

Veamos el rango de estos tres vectores:

7 0o 2
4 -1 2 |=77+24+4—-42=6320
2 3 11

Los tres vectores son linealmente independientes. Las rectas, por tanto, se cruzan.

b) k=5

d.(7,0,2; RA7,1,8) € r

N } SR (2,3, —11)
d,(4, -1, 5); §(15,-2,19 € s

Veamos el rango de estos tres vectores:

7 0 2
4 -1 51=0
2 3 -11

—> — -
El vector SR depende linealmente de d, y d;. Las rectas, por tanto, se cortan.

Expresamos 7 en paramétricas e igualamos coordenada a coordenada:

x=17+7u 17 + 70 = 15 + 4\
riqy=1 - =-2- A
z=8+2U 8 +2U =19 + 5A

El sistema tiene solucion: A =-3; W =-2
Sustituimos A =-3 en s:

x=15+4(3)=3
y==2-(3=1 Se cortan en el punto (3, 1, 4)
z=19+5(=3) = 4

Se obtiene el mismo punto sustituyendo W = -2 en las ecuaciones de 7.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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4. Determina las ecuaciones de la rectaque cortaa r ya s yes paralelaa ¢:

x=2+A x=3 x= 8- A
r:iy=-3—-»L s:yy= A t:yy= 5+ LA
z=6+L z=-9-\ =—6+2\

Tomamos un punto genérico de 7, RQ+A,-3— A, 6+M0), yotrode s, S3, 1, -9 — .

N
Forzamos al vector RS a que sea paralelo al vector director de #, (-1, 1, 2), ha-
ciendo que sus coordenadas sean proporcionales.

17?;=(1_x,3+X+u,—15—l—Lt)//(—l, 1,2

1-A_ 3+A+u
11
1-A_ -15-A-p
1 2

La solucion de este sistema es: A = -3, U = -4

Para A =-3 obtenemos el punto (-1, 0, 3), que pertenece a 7 y a la recta buscada. Por
tanto, la ecuacion de esta es:

x=-1- A
y= A
z= 3+2)\

5. Considera el punto P(2, 0, 1) y las rectas:

x=1 x= 7-A
rEyy=5+A>L ry:qy=-15+ 3%
z=2+2) z= 7

Halla una recta s que pasa por P ycortaa roya r,.

La recta pedida, s, serd la interseccion de dos planos:

* T, que contienea P ya 7.

1
* T, quecontienea P ya 7,
El vector director de la recta 7, 81(0, 1, 2), es paralelo al plano y el vector que va

desde el punto P al punto R(1, 5, 2) de la recta 7, ]71%1(—1, 5, 1), también lo es.
Por lo tanto, el plano m, sera:

x-2 y z-1
-1 5 1 =0 5 Yx-2+2)-(z-1D=0 T:9%+2y-2-17=0
0 1 2
De la misma forma, m, vendrd dado asi:

x-2 y z-1
5 <15 6 |=0 —> -18(x-2)-06y=0 Ty 3x+y—-6=0
-1 3 0

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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s es la interseccion de los planos T, y T,

Ox+2)—2—-17=0

3x+ y

x=A
B 6=0} - y=06-3A
z=-5+3\

6. Describe y representa cada una de las siguientes figuras:

ay=3

z=0

x=0
d){

a) Plano

d) Recta

Z

a)

[(x=0 x=0
b)iy=3 A y=3
(z=A z=0
[x =2
e)yy=u Dx=y==z
1z2=0
b) Recta ¢) Punto
e) Plano f) Recta
Z
9]
Y
X

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Diagonal de un ortoedro

H Halla la diagonal de los ortoedros cuyas dimensiones son las siguientes:

Da=2,b=1, c=2 IDa=4, b=12, c=3 MDa=7, b=4, c=5
DV22+12+22=49 =3

) V42 + 122 + 37 = V169 =13

D V72 + 42+ 52 = V90 = 9,49

Distancia entre dos puntos

B Halla la distancia de P(1, 3,6) a Q(5, 5, 7).

PO =VG-D7+(-32+T-67% =Va2+ 22+ 12 =21 =458

Distancia de un punto a una recta

B Siguiendo el proceso anterior, halla la distancia del punto P(8, 6,12) alarecta 7:

x=2
riy=1- 1A
z=7+2\

e Ecuacion del plano m que contiene a P y es perpendicular a 7:
0-(x=8)-1-(-060)+2-(z-12)=0; esdecir, m: =y +2z-18=0
e Punto, Q, de corte de r y m:
-A-M+27+20)-18=0
“1+A+14+41-18=0
5L-5=0 — A=1
El punto es Q(2, 0, 9).
e Calculamos la distancia:

dist (P, ) = dist (P, Q) = | PO|= (=6, -6, =3)| = V36 + 36 +9 = V81 =9

Unidad 7. Problemas métricos




Distancia de un punto a un plano

B Halla, paso a paso, la distancia del punto P(4, 35, 70) al plano T
m:5y+12z—-1=0

4 — Hallamos la ecuacion de la recta, 7, que pasa por
P y es perpendicular a .
4 *0 — Obtenemos el punto, Q, de interseccion de » y .
' — La distancia de P a m es igual a la distancia entre
o Py O

Para el punto y el plano dados:

e Recta, 7, que pasa por P y es perpendiculara m:

x=4
7 y=35+5k
z=70+ 12\

e Punto, Q, de interseccion de r y m:
5(35 + 50 +12(70 + 120 -1 =0
175 + 250 + 840 + 144L -1 =10
169L +1014=0 — A=-6
El punto es Q(4, 5, -2).
e Calculamos la distancia:

dist (P, 1) = dist (P, Q) = | PO| = [(0, =30, =72)| = V900 + 5184 = V6084 = 78
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1. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (1, 0, 7) y es per-
pendicular al plano 5x—3z + 4 = 0.

g . . 2
El vector normal al plano, n(5, 0, —3), es un vector direccion de la recta » que bus-
camos. Por tanto, las ecuaciones paramétricas son:

x=1+5\
r: =0
z=7-3\

2. Halla la ecuacion implicita del plano que pasa por (1, -3, 5) y es perpendicular

x
ala recta T=—=—.

Si el plano que buscamos, w, es perpendicular a la recta dada, un vector normal al
plano es el vector direccion de la recta: (5, —6, 1). Por tanto, la ecuacion de T es:

5-D-6@p+3)+1(=-5=0 > 5x—-0y+2-28=0

Unidad 7. Problemas métricos
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3. Halla la ecuacion del plano paraleloa 5x—y +4 =0 que pasa por (1, 0, -3).

Si son paralelos, el vector normal es el mismo, (5, =1, 0). Por tanto, la ecuacion del
plano que buscamos es:

S5(-1D-y+0(=z+3)=0 = 5x-y-5=0

4. Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pasa por (5,7, —-2).

x= 3+5A\
riyy=-1+2\
z= 4—06\A

Si el plano que buscamos, m, es perpendicular a 7, un vector normal al plano es el
vector direccion de la recta: (5, 2, —6)

Por tanto, la ecuacion de 1 es:

5= +2@+7DN-6E+2)=0 > Sx+2y-62-23=0
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5. Halla la ecuacion del plano T que contiene a r y es paralelo a s:

[x= 5+
riyy=-1
|z= 8+2)
[2=4+3)
s:yy=3— A
|Z=5+4\L

El plano pasa por (5, -1, 8) y es paralelo a (1, 0, 2) y a (3, -1, 4). Un vector normal al
plano es:

(1,0,2)x(@3,-1,4 =2, 2, -1
La ecuacion del plano es:

26=5) +2(p+ D - 1(z—=8) = 0; es decir: 2x + 2y — 2z =0

6. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta paralela a r que pasa por
P(0,-1,-3):
{3x—5y+ 7z-4=0
r:

x—2y+ z+1=0

Un vector direccion de la recta es: (3, -5, 7) x (1, =2, 1) = (9, 4, 1)

x=9A
Las ecuaciones paramétricas son: § y = -1 + 44
-3
Unidad 7. Problemas métricos 3
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1. Halla el angulo entre las rectas r y s:
x= 3-5\

r:yy-= 2+ 3\ s:{
z=-1

x—2y+3z =0
2x— y +4=0

El vector direccion de 7 es Er =(-5,3,0=u
El vector direccion de s es el producto vectorial de los vectores normales de los pla-
nos que la determinan:
d =(1,-2,3)x@2-1,00=3,63/1,2 1=V
Por tanto:
lu-vI_ e5,3,0-0,2, D] _
Wl [Vl V23 +9+0vi+d+1 V346

= 0,070014 — o = 85°59' 7"

2
2. Calcula el angulo que forma la recta 7r: x7 = =— = con el plano
Tmx+3y—z+1=0.

p . . 3 = .
Llamamos 90° — o al angulo formado por las direcciones de d y n sin tener en
cuenta sus sentidos.

d7.-1.3) //r B, 3.-DLln
ld-A _7-3-3] _ 1
Idl- |nl V59 -v11 V649

90° — o =87°45"1" — o =2°14' 59"

cos (90° — ) = = (0,039
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1. Halla razonadamente la distancia de P(5, 6, 6) a la recta »: (51, 2 — A, ).
Hazlo por cada uno de los tres métodos que has aprendido.

— Solucion, obteniendo previamente el punto P

e Plano, m, que pasa por P y es perpendicular a 7
S =5 -1 -6+ 1z-06 =0

L : es decir: T:5x—-y+z-25=0

e Interseccion, P, de m y
56M -2 -M+A-25=0
250 —2+A+A-25=0
27h=-27=0 — A=1
El punto es P'(5, 1, D).
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e Distancia entre P y 7t

dist (P, 7) = dist (P, P") = |PP'| = (0, =5, =5)| = V50 = 5V2 = 7,07

— Segundo método:
R(A, 2 -, A) es un punto genérico de la recta 7.
El vector RP (5-5M4+A 6-XN) esvariable.

El vector que nos interesa es perpendicular a la rec-
ta. Por tanto, cumple:

5, -1, 1)'R—ﬁ=0; es decir:
55-50) -1+ +1(6-2) =0
25-25A—4-A+6-A=0
27A+27=0 — A=1

El resto, es igual que con el método anterior.

— Solucion directa a partir del producto vectorial:

. I% —>|
dist (P, 7) = Area _ IRPX d
Base |3|
I — =
e ] RP xd=(5,4,6)x(5,-1,1) =0, 25, -25)

> —

| RP x d| = V100 + 625 + 625 = V1350

ldl=v25+1+1=v27

V1350
dist (P, 1) = \é—; =50 =5V2 = 7,07
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2. Halla la distancia del punto P(8, 5,—6) al plano 1: x + 2y —2z + 3 = 0.

|8+ 10 + 12 + 3| =ﬁ=11u

N1+4+4 3

dist (P, ) =

3. Halla la distancia de los puntos Q(3, 0,3) y R(0, 0, 0) al plano del ejercicio
anterior.

dist(Q,n)=J3_§—+3|-=O ©Oemn

dist (R, 1) = %= 1

Unidad 7. Problemas métricos
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4. Calcula la distancia entre la recta y el plano:
r:(1-30,2+A,1-2) T:x+3y=0
5
d-3,1,-D//
—>(3 : V} d-7=-3+3=0 = dln = r/n
n, 3 01lw

Puesto que la recta es paralela al plano (o, acaso, contenida en €l), la distancia de r
a T se obtiene calculando la distancia de cualquier punto de r a m:

dist (r, m) = dist [(1, 2, 1), ] = ﬁ = ﬁ = 2,21
5. Calcula la distancia entre estos planos:
M:y—5z+4=0 m':2y—10z =0
Los planos son paralelos, pues sus coeficientes son proporcionales. Por tanto, la dis-
tancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro:
P0,5,1 esun punto de w. Por tanto:
|5-5+4| _ 4

dist (n, ©) = dist (P, ) =
N1 +25 26

= 0,78
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6. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante cada uno de los tres mé-
todos aprendidos:

x =13+ 12\ x=6
r:yy= 2 s:;iy= 6+
z= 8+ 5\ z=-9

e Primer método:
Hallamos el plano, m, que contiene a » y es paralelo a s:

(12.0.5 /77 } (12,0,5 %x(0,1,0=(-5,0,12) L =
©0,1,0 //s
El punto (13, 2, 8) es de 7, vy, por tanto, de T.
Ecuacion de m: —5(x —13) + 0(y — 2) + 12(z — 8) = 0, es decir:
—Sx+122-31=0
[-30—108 - 31| _ 169 _,
V25 + 144 13

dist (r, s) = dist (s, ) = dist [(6, 6, -9), 7| = 3

e Segundo método:
Punto genérico de 7 R(13 + 12\, 2, 8 + 50)
Punto genérico de s: S(6, 6 + [, —9)

Unidad 7. Problemas métricos



_
UNIDAD ﬁ

Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en § es:
—>
RS = (=7 =12\, 4 + W, =17 = 5)

—
De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las
dos rectas:

{1?@-(12,0,5)=0—> 160 - 169 =0 — A=-1
]75)-(0,1,0)=0 - 4+u=0 - u=-4

Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S R(1, 2, 3), S(6, 2, -9)

dist (r, s) = dist (R, $) = (5,0, -12)| = V25 + 144 =169 =13

e Tercer método:

RS, d, |
. _ Volumen del paralelepipedo _ , d, d
St S) = = =
dist (r, ) Area de la base Id x d
R(3,2,8  d120,9
-
S(6, 6, -9) d', 1, 0
—
RS (=7, 4, -17)
7 4 -17
— - >
[RS,d, d]=]12 0 5 |=-169 — Volumen = 169
0 1 0

|dx d'| = (=5, 0, 12)] = V25 + 144 = V169 = 13

Por tanto: dist (r, s) =

169
13 13

7. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante tres métodos distintos:

x= 5k x=5+7u
r:qy=2— A sqy=1-5u
z= A z=1-5u

e Primer método:

Hallamos el plano, m, que contiene a r y es paralelo a s:

B,-1,D//r

(7,-5,-5//'s

El punto (0, 2, 0) es de r, vy, por tanto, de .

Ecuaciéon de m: 5(x—0) + 16(y —2) —9(z - 0) = 0, es decir:
S5x+ 16y -9z —-32=0

| = [25 + 16 -9 — 32| ~ 0
V25 + 256 + 81

} 5, -1, D x (7, -5, -5) = (10, 32, -18) //(5,16,-9) L =

dist (r, s) = dist (s, ®) = dist [(5, 1, 1), T

(Las rectas r y s se cortan).
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e Segundo método:
Punto genérico de 7 R(5\, 2 — A, A)
Punto genérico de s: S(5+7u, 1 —5u, 1 —5W)

Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en § es:
—
RS =G+7u-5A-1-5u+A 1-50-2)

De todos los posibles vectores RS , buscamos aquel que sea perpendicular a las
dos rectas:
{1?5 c(5,-1, D=0 — 27+351-27A=0 = pn=0
RS +(7,-5,-5)=0 = 35+99u-35L=0 — A=1
Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S: R(5,1, 1), S5, 1, D.
dist (r, s) = dist (R, S) = 0

e Tercer método:

- 5 >
dist (7, $) = Volumen del paralelepipedo _ |[Ri, d,_>d'1|
Area de la base Id x di|
-
R0, 2, 0) d, -1, D
$G,1, D di(7, -5 -5
—
RS(5,-1, D
5 -1 1
— o >
[RS,d,d]=|5 -1 1|=0 (as dos primeras filas son iguales).
7 -5 -5

Por tanto: dist (7, s) = 0
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1. Calcula el area del triingulo que tiene sus vértices en estos puntos:

A(17 3, 5), B(Z’ 5’ 8) Y C(57 la _11)

%
ABA, 2, 3) N
N AB X AC = (=26, 28, -10)
AC(4, =2, -16)
|AB x AC| = V262 + 287 + 102 = V1560
P V1560
Area del tridngulo = 25 ~ 19,75 u?
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2. Calcula el volumen de un tetraedro cuyos vértices son A4(2, 1, 4), B(1, 0, 2),
c4,3,2) vy DQ,5,0).

%

AB (-1, -1, -2) 1 -1 -2

— - = —>

AC(2,2,-2) [AB, AC,AD]=|2 2 -2|=-30
%

AD(-1, 4, 2) -1 4 2

Volumen = % =54l
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1. Halla el L.G. de los puntos que equidistan de:
aA4,-1,7) vy B(-2,5,1)
b)nu:x+y+z-2=0y n:x—y+2-2=0
)n:x—3y+2z—8=0y n:x—-3y+2z=0

a) dist (X, A) = dist (X, B)

V- 92+ (+ D2+ (=72 =N+ 22+ (-5 + (- D?
X2 —8x+16+1Y? +2p+1+22 - 14z +49 =x? +4x+ 4+ 9> 10y + 25+ 22 -2z + 1
—12x+12y-12z+36=0 — x-p+z-3=0

Es un plano: el plano mediador del segmento AB.

b) dist (X, ©) = dist (X, ")

[x+y+z-2] _ |x—p+z-2|

V3 V3

ex+y+z—-2= x-y+z-2 — 2=0 — yp=0

Dos posibilidades:

ex+Yy+z—2=-x+y—2z+2 — 2x+2z-4=0 —> x+z-2=0

Son dos planos: los planos bisectores de los dngulos diedros formados por © y .
Los dos planos obtenidos se cortan en la recta 7 determinada por los puntos (1, 0, 1)

y (0, 0, 2), al igual que © y w'.
Ademas, son perpendiculares, pues (0, 1, 0) - (1, 0, 1) = 0.

o) dist (X, ) = dist (X, )
|x=3y+2z-8] _ |x—3y+2z|

V1+9+4 N1+9+4

ex—-3y+2z-8= x-3y+2z = -8=0 — Imposible.

Dos posibilidades:

ex—3y+2z-8=x+3y-2z —> 2x-0y+4z-8=0 — x-3p+2z-4=0

Los planos m y m son paralelos. El plano obtenido es también paralelo a ellos.
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2. Averigua si x? + y2 + 22 + 2x — 10y + 25 = 0 corresponde a la ecuacion de una
esfera, y halla su centro y su radio.

\/(i)(é)(g)g T B 0.5 -1

2 2

Es una esfera de radio 1. Su centro es (-1, 5, 0).

3. Halla el radio de la circunferencia en la que el plano 4x—-32—-33 =0 cortaa
la esfera (x—2)%+ (y +5)% + 22 = 169.

La esfera tiene el centro en Q(2, -5, 0) y su radio es R = 13.

La distancia de Q al plano es: d = 18-0-35] _ 25 _ 5

Por tanto: 7= VR —d? = V169 — 25 = V144 = 12

El radio de la circunferencia es 12.

4. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya suma de cuadrados
de distancias a 0(0, 0,0) y Q(10, 0, 0) es 68. Tras efectuar los calculos, com-
prueba que la superficie resulta ser una esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.

(% + 9%+ 29 + [(x = 1002 + y?> + 2%] = 68
X2+ Y2+ 22+ x2 = 20x + 100 + p? + 22 = 68
2x2 + 292+ 222 -20x+32=0

X2+ +22-10x+16=0
x2—10x+25+)?+22-9=0
(x=5)2+)2+22=0

Es una esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.
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5. Halla el L.G. de los puntos cuya suma de distancias a F(0, 0,5) y F'(0, 0,-5)
es 26.

dist (X, F) + dist (X, F') = 26
VaZ+ )2+ (=52 + Va2 + 12 + (z + 5% = 26

TGS = 26- N T G5
X2+ 92+ (2 =52 =676 + )2 + )+ £+ 2 — 52 NxF+ 7+ (34 52

S2Vx2+ 92+ (2 +5)2 =676+ x2 + 9% + 22 + 25 + 10z — x% — p? — 22— 25 + 10z

52 Va2 + p2 + (2 + 5)2 = 20z + 676
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13 Va2 + 92 + (2 + 5)2 = 52 + 169

169 [x? + y? + (z + 5)%] = 2522 + 1690z + 28561

169 [x? + p? + 22 + 10z + 25] = 2522 + 1690z + 28561

169x2 + 169y? + 16922 + 1690z + 4225 = 2522 + 1690% + 28561
169x% + 1692 + 14422 = 24336

R - LR

144 144 169

Es un elipsoide.

Halla el L.G. de los puntos cuya diferencia de distancias a F(5,0,0) y
F'(-5,0,0) es6.

| dist (X, F) — dist (X, F')| =6

Vor—52+p2+ 22 —N(x + 52+ 2 + 22 =16

Vix =52+ 2 + 22 =46 + V(x + 5)% + y? + 22

x2—10x+25+p2+ 22 =36+ (x+ 52+ 2+ 22 + 12 V(x + 5)% + y? + 22
A+ B+ + =36+ +10x+ 25+ + AL+ 12w+ 52+ )2 + 22

+12 V(x + 5)2 + p2 + 22 = 20x + 36

3V + 352+ )2 +22 =5x+9

9x? + 10x + 25 + p? + 2% = 25x2 + 90x + 81
9x% + 90« + 225 + 9p? + 922 = 25x% + 90K + 81
—16x% + 9y + 922 = —144

Es un hiperboloide.

1
Halla el L.G. de los puntos que equidistan del plano x + i 0 vy del punto

1 P . .
(Z, 0, 0). ¢A qué se parece la ecuacion obtenida?

1 1
dist (X, ) = dist (X, ), donde T x+ =0 y F(— 0, 0).

4 4’
LV, 5.
X —-——| + + z4 =
\/( 4) Y
oo sa

x =92 + 22

L1
A
4

Es un paraboloide. Su ecuacion es muy similar a la de una parabola.

Unidad 7. Problemas métricos
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Angulos

1 |Halla el angulo que forman las rectas » y s en cada caso. Comprueba, pre-
viamente, que las rectas se cortan:

x=5=-2\ x=5—- A
a)r:yy=4+3\ s:yy=4+5\
z= =2\ z= A

~ x=3+ 3\
b)r:{x_;)_'_z:_lz S:yy= 2\
z=15+5A

ad, (-2,3,-2); P(5, 4, 0)
d, (1,5, 1); P54, 0)

- -
Como P =Py d; no es proporcional a d,., entonces sabemos que se cortan
en el punto P.

Para ver el angulo que forman, hacemos el producto escalar de 5,, y CT5

|d.-d| =123 -2-1,5 Dl =|2+15-2 =15

|d]=V4+9+4=\17; |[d]="1+25+1 =27
[15]

V17 27

b) Las ecuaciones paramétricas de r son:

cos o = =0,7 > o =45° 33" 42"

x= 3+A
riqy= A
z=15- A

Por lo tanto:
d (,1,-D; P@G3,0,15)
d (3,2,5; P'G3,0,15

- -
Como P =Py d, no es proporcional a d,, entonces sabemos que r y s se
cortan en el punto P.

|d-d|=1(1,1,-1-(3,2,5=3+2-5=0

Como su producto escalar es 0, sabemos que son perpendiculares, por lo que
o = 90°.
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2 |Halla el valor de m paraque r y s formen un angulo de 90°:

x= 2-5A\ x=2+ A
riyy= A s:yy= 2\
=2- A z= mA\

(_])1’ (_57 17 _1)7 C_il (1, 2, m)

Para que » y s formen 90°, el producto escalar de d_:, y c_fS tiene que ser 0:

- -

d-d=(51-D-0,2,m=-5+2-m=0 — m=-3

s3 |Halla, en cada caso, el angulo que forman la recta y el plano:

ar = "5 "2 T:x—2y—2+1=0

b)r:x=2A y=1+2\, z=-2 T2x—y+z=0
-1 -

c)r:x—=u=E T x+z=17

) d(=2, 4, 2); n(1, -2, -1

cos(90°—oc)=|d'rl _bk2=8-2 12 L g gm0 o =00

ldlsl - V246 12

.- xd - . . . . 2
Observacion: Los vectores d y n tienen la misma direccion; luego la recta y el
plano son perpendiculares, es decir, o = 90°.

b da, 2, 0); n(2, -1, 1)
|8'H|= [2-2+0]
ldIRl 56
o d@2,1,1; n(1,0, 1

ld-dl _ |2 +1 3 _ 3 _\3
ldIRl V6-N2 N1z 23 2

— 90°—o=30° — o =060°

cos (90° — o) = 0 = 90°-0a=90° — a=0°

cos (90° — o) =

%

s4 | Calcula el angulo que forman los dos planos siguientes:

owz=3 B:x—y+2z+4=0
1,0, 0, 1; mg(1, -1, 2)
cos @ = lﬁ_‘j"fﬁl -2 -0816 — @=35°1552"
EAIEA RS
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Halla los tres angulos de los tridngulos cuyos vértices son:
a)A(0,0,0), B(1,2,1), €(3,1,1)
b)A(Z’ 7, 3)a B(l, 2a 5)9 C(_l’ _27 5)

-
A AB =(1,2,1
—
AC =3,1, D

AB - AC 6
cos A = = =0,73855 — A = 42° 23' 31"

laBl Al 6 11

N
BA = (-1, -2, -1)

_
BC = (2, -1, 0)

BA - BC 0
cos B = = =0 —> B=90°

1BallBS] 65

C =180 - A — B = 47° 36' 29"

AC =(=3,-9, 2)
AB - AC 52

cos A = - = =0,97922 — A =11°42'6"
laBl14C] 30 - Vo4

-

BA=(1,5,-2)

-
BC = (=2, -4, 0)

BA - BC 22
cos B = = — =-0,898 — B = 153°54' 50"

BAl B 30 - V20

C =180 - A — B = 14° 22' 58"

Calcula el angulo que forma el plano siguiente con cada uno de los ejes
coordenados:

T:x—2y+z=0
El angulo entre una recta y un plano es complementario del que forma dicha rec-
ta con la direccion normal al plano.

El vector normal a m es n(l, -2, 1)

e El dngulo que forma m con el eje X, de vector director (1, 0, 0), es:

A, 0,0-a,-2,D] __ 1
I, 0,00 11, -2, D] 1-+6

cos (90° — o) =

= 0,408 —

— 90° -0l = 65° 54' 19" — o = 24° 5' 41"
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e El dngulo que forma m con el eje Y, de vector director (0, 1, 0), es:

|0, 1,0 -, -2, D] _[-2]
o, 1,0l @, -2, DI 6

cos (90° — B) = =0,8165 —

— 90° - B =35°15'52" — P =54°44'8"

e El angulo que forma m con el eje Z, de vector director (0, 0, 1), es:
0,0, D-1,-2, D] _ 1

5 (90° — ) = — =04
cos 00" =V = G0, DI, =2, 0 Ng 8 7

— 90° —y=65°54' 19" — y=24°5 41"

Distancias

Calcula la distancia que hay entre los siguientes pares de puntos:

a)A(27 5, _2), B(_]-’ 1’ _2) b)A(_l’ 77 4)’ B(_l’ 27 16)
—>

a) dist (A, B) = |AB| = |(-3, -4, 0)| =5 u

b) dist (A, B) = | AB| = |0, =5, 12)] = 13 u

Considera la recta r y el plano © siguientes:

x—y =3
r: Mmx+y—2z=1
X +z=1

a) Halla las coordenadas del punto § donde se cortan » y .

b) Calcula la distancia del punto P(4, 0, 1) al punto S del apartado ante-
rior.

a) Para hallar el punto § donde se intersecan r y 7, resolvemos el sistema de
ecuaciones:

X—-y =-3
x + z= 1 - 80,3 D
x+y—-2z=1

b) dist (P, $) = | PS | = [(=4, 3, )| =5 u

Tenemos la recta » ylos planos © y ¢ siguientes:

x= 8L
’ Mx+2y—z=1
r: =
Y O:x— y+z=3
z=3-06\

a) Halla el punto P donde se cortan la recta r y el plano T.
b) Calcula las coordenadas del punto Q donde se cortan r y ©.

c) Obtén la distancia que separa a los puntos P y Q de los apartados ante-
riores.
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a) La interseccion de r con m la podemos hallar sustituyendo las coordenadas
de r en m:

8BL+22)-B3-6M=1 = A=0
Por lo que el punto es P = (0, 2, 3)
b) De la misma forma hallamos Q:
SAL—2+3-0A=3 > A=1
Asi, O =8, 2, -3).
o dist (P, Q) = PO| =8, 0,-6)] = 10 u
Calcula, en cada caso, la distancia entre el punto P y el plano m:
aPR2,-3,1), 1:3x—4z=3

b)P(0,1,3), t: x—y—-2z+3=0
A)P2,0,1), m:x+y—2z=0

a)P2,-3,1); m:3x—4z-3=0

3-2-4-1-3] _1

dist (P, ) = —=0,2u
V32 + 42 5
b) PO, 1,3); mx—y—-2z+3=0
_1-2. 4
distpomy = 10=1=23+3l 4 s

N1 +1+22 V6
AOPR0,D; mx+y—22=0

2 - 2|

N1+1+4

dist (P, ) = =0u
Calcula la distancia entre el punto (3, -4, 1) y el plano y = 3.
P3,-4,1); m y—3=0

dist (P, = 1242305

V1

Calcula la distancia entre el punto Q(2,-1, 0) y el plano que contiene a

x=3-2A
P(2,0,4) ya s:{y=2+3L
z=4

N
El plano ®, que contiene a P y a s, tiene como vectores direccion E{S y PP,
siendo P’ un punto de s como P'(3, 2, 4).
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Hallamos el vector normal al plano:

N —

n=d x PP =(=2,3,0x(1,2,0) =(0,0,-7)
Tomamos un vector proporcional a n: (0, 0, 1)

Por tanto, el plano es m: z =4

: |0 — 4]
dist (Q, 1) = ———=4u
V1

Halla la distancia entre los siguientes pares de planos:
AT x—2y+3=0; T,:2x—4y+1=0
b)n;:3x—-2y+2z-2=0; M:2x—y+z=-5

a) Vemos claramente que los dos planos son paralelos. Por tanto, tomamos un
punto P de m; y hallamos la distancia del punto P al plano ,.

P(=3,0,0) € 7,
2-(3)+1] _ 5
22 + 42 \20

b) Los vectores normales a los dos planos no son proporcionales, por lo que los
planos se cortan. La distancia es, por tanto, cero.

dist (P, mt,) =

=1,12u
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Halla la distancia de la recta » al plano © en cada caso:
[ x= 2+4)

a)r:y y= 3\ m:3x—4y—-3=0

| z=-1+7A

[x=3+2)
b)r:qy=5 m7x—2y—z+1=0
|z=4+ A

Lo primero que tenemos que ver es si el plano y la recta se cortan: si el vector
normal al plano es perpendicular al vector direccion de la recta, entonces, o son
paralelos, o la recta estd contenida en el plano.

d,(4,3,7; 0B, 4,0
8, -n=12-12=0 — son perpendiculares
Como el punto P(2, 0, -1) € r no esta contenido en el plano, » y @ son pa-

ralelos, por lo que la distancia de » a m es igual a la distancia de cualquier
punto de r a m. Tomamos P como punto de 7.

o l3izd-0-38_3 o

V32 + 42 5

dist (r, ) = dist (P,
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»d.(2,0,1; 07, -2-D

-

d, - n=14-1=13#0 — no son perpendiculares — 7 y T se cortan —>

— dist (r, t) =0

Calcula la distancia que hay entre el punto P(3, 1, 6) y la recta
X= 4+4\

r:4 y= 2+ L mediante los siguientes pasos:
z=-1-3A

a) Halla un plano, n, perpendicular a » que contengaa P.

b) Obtén la interseccion de © con 7. Llama a ese punto Q.

c) Calcula la distanciade P a Q.

a) El vector normal al plano ® es el vector direccion de la recta 7.
La ecuacion de m es: 4x—-3)+(p -1 -3(z-0)=0
M4x +y—-3z2+5=0
b) Para hallar la interseccion de m con 7, sustituimos las coordenadas genéricas
de r en la ecuacion de m:
44+40+Q+M-3-1-30)+5=0 - A=-1

Sustituimos A en las ecuaciones paramétricas de » — Q(0, 1, 2)

o dist (P, ) = dist (P, Q) =VB - 02+ (1 -1?+(6-22=V9+16 =5

x= 9+12\
Halla la distancia entre el punto P(2, 2,-11) y larecta r:§ y=-1— 3\
z= 6+ 5L

siguiendo los pasos del ejercicio anterior.

e d.(12,-3,5; P2, 2 -1D
12— 2) - 3@y -2 +5(z+11) = 0
T 12x -3y +5z2+37=0

e Sustituimos las coordenadas de 7 en m para hallar la interseccion de r y m
129+ 120) = 3(-1 =30 + 5(6 + 5A) + 37 =0 — A =-1

El punto de interseccion es Q(=3, 2, 1.

o dist (P, Q) = |PO|=(=5,0,12)| = 13 u
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17 |Calcula la distancia que hay entre el punto P(3, 1, 6) y la recta

xX= 4+4\
r:{ y= 2+ A mediante los siguientes pasos:
z=-1-3L

N
a) Halla el vector PQ, siendo Q un punto de la recta 7.

b)Halla el area del paralelogramo descrito por el vector lTé y el vector
direccion de 7.

¢) Divide dicha area entre el médulo del vector direccion de 7.

A PB3,1,6, 04,2, -Der
—
PQ(1,1,-7)
b) PO xd, = (4,25, -3)
Area del paralelogramo = |P_Q) X 8,| =42 + 252 + 32 =650

e
o dist (P, 1) - Area del paralelogramo _ |PO x dr| _ V650 _

Longitud de la base |a | \26
.
x= 9+ 12\
18 |Halla la distancia entre el punto P(2, 2, -11) ylarecta r: {y=-1— 3A
z= 6+ 5\
siguiendo los pasos del ejercicio anterior.
hd Q(9a _1a 6)
s
PQ=(7,-3,17)

e d.(12,-3,5

Area paralelogramo = |P_>Q X 87| = (36, 169, 15)| = V30082
o |d | =178

dist (P, Q) = =13 u

Unidad 7. Problemas métricos
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Calcula la distancia que hay entre estas rectas:

x = 4\ x=2-12\
r:{y=-10—-3L s:qy=1+ 9A
z= 9+5\ z=4+ A

Para ello, sigue estos pasos:
a) Halla el plano © que contenga a la recta » y sea paralelo a la recta s.

b) Halla la distancia de un punto (el que quieras) de s al plano .

ri R(0, =10, 9), d (4, -3, 5)

5:52,1, 4, d-12,9, D

D) d.xd =4 -3 5% (12,9, 1) = (—48, =64, 0) // (3,4, 0) L«
n estd definido por un punto, R(0,-10, 9), y un vector normal, (3, 4, 0).
T3x—-0)+4p+10)+0z-— 9D =0 - m3x+4y+40=0

“2+4-1+40
b) dist (r, s) = dist (s, ™) = dist (S, ) = 5 * i 20 10

V32 + 42 + 02 5

Halla la distancia que hay entre estas rectas siguiendo los pasos del ejerci-
cio anterior:

x=-7+ 5L x=10-10\
r:yy= 4+ LA s:qy=-2+ 5L
z=19 + 12} z=26—24)\

e Elvector normal a 7 serd n= arx 85 = (5,1, 12) X (-10, 5, =24) = (=84, 0, 35)
—84(x+7) +35(z-19) =0
T —84x + 352 — 1253 =0

e 0(10,-2,20) € s

|-84 - 10 +35 - 26 —1253] _ 1183 _

dist (r, s) = dist (Q, ™) = 13 u
“,842 + 352 91
Calcula la distancia que hay entre estas rectas:
X = 4\ x=2-12\
r:{y=-10-3L s:{ y=1+ 9A
z= 9+5) z=4+ A

Para ello, haz lo siguiente:

s
a) Halla el vector PQ, siendo P y Q puntos de las rectas r y s, respecti-
vamente.

Unidad 7. Problemas métricos
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b)Halla el volumen, V, del paralelepipedo descrito por I?Q y los vectores
direccion de » y s.

c) Halla el area, A, del paralelogramo descrito por los vectores direccion de
rys.

d)La distancia de r a s coincide con el resultado de dividir V entre A.
P, -10,9) € r, d(4,-3,5)
02, 1, Hes d-12,9 1

N
a) PO(2, 11, -5)

b)
4 35
N
[d,d, PO1=|-12 9 1|=-800
2 11 -5

V= |-800| =800 u’

22 |Halla la distancia que hay entre estas rectas siguiendo los pasos del ejerci-
cio anterior:

x=-7+ 5\ x=10-10\
r:yy= 4+ A s:y y=-2+ 5\
z=19 + 12\ z=26—24A\

e P(=7,4,19; 0Q10, -2, 26)
-
PrPQQ7,-6,7)

. 3,,(5, 1, 12)
d (10,5, -24)

— — —> 5 1 12
v=|d, d, POll=|-10 5 -24|=1183u3
17 -6 7

e A= |ar>< abl = |(=84, 0, 35)| = 91 u?

1183 _

o1 13 u

- Y.
o dist (r,s) = i

Unidad 7. Problemas métricos
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Areas y volomenes

23 |Halla el area de cada uno de los triangulos:
a)A(2,7,3), B(1,-5,4), C(7,0,11)
b)AG3,-7,4), B(-1,2,5), C(-5,11,6)

Justifica la solucion del segundo.
— —
) AB(-1, =12, ; AC(5, -7, 8)

|ABxAC|  [(=89,13,67)| 12579
2 2 -2

Area = = 56,08 u?

—> —>
b) AB(—4,9, 1); AC (-8, 18, 2)
Las coordenadas son proporcionales, luego los puntos estin alineados:

|AB x AC | =0
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24 | Calcula, en cada caso, el volumen del tetraedro con vértices:
a)(2,1,4); (1,0,2); (4,3,2); (1,5,6)
b)(4, 1, 2); (2,0, 1); (2,3,4); (6,5, 1)

a) A2, 1, 4); B(1, 0, 2); C(4,3,2); D(,5,06)
—> —> —>
AB(-1, -1, -2); AC (2, 2,-2); AD (-1, 4, 2)

-1 -1 =2
2 2 2|=-30 — Volumen=%-30=5u3
-1 4 2

b) A4, 1, 2); B(2,0,1); C(2, 3, 4); D, 5, 1)
—> —> —>
AB(=2, -1, -1); AC (=2, 2,2); AD (2, 4,-1)

2 -1 -1
-1 2 2|=3 = Volumen=%'30=5u3
2 4 -1

25 |Calcula el area total y el volumen del tetraedro de vértices:

A(27 37 1)’ B(4, 1, _2), C(6, 39 7)7 D(_S, _4, 8)

e Area del triingulo ABC:

AB X AC = (2, -2, -3) x (4, 0, 6) = (12, —24, 8)

- —
o _laBxaCl 784 _ 28 ,
Area = 5 == = > =14u

Unidad 7. Problemas métricos
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UNIDAD | 7

e Area del triingulo ABD:
—> —
AB x AD = (2, =2, -3) X (-7, =7, 7) = (=35, 7, =28)
— —>
l4B x AD| 3058

2 2
e Area del triingulo ACD:

Area = = 22,68 L12
— —>
AC X AD = (4,0, 6) X (-7, =7, 7) = (42, =70, =28)

-  —>
) lACx AD| 7448
Area = = >

e Area del tridngulo BCD:

= 43,15 u?

— —>
BC X BD = (2, 2,9) x (=9, =5, 10) = (65, —101, 8)

i |BCx BD|
Area = : = 142490 = (0,19 u?

e Area total = 14 + 22,68 + 43,15 + 60,19 = 140,02 u?

— — —
e Volumen: ABQ,-2,-3); AC4,0,6); AD(7,-7,7)

2 -2 3 6
4 0 6[|=308 — Volumen=£251,33 ud

-7 -7 7 0

Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el
plano:

6x-5y+32-30=0

@ Recuerda que V = (1/3) - drea base X altura. En este caso es muy sencillo obtener
ambas por ser un tetraedro con tres aristas perpendiculares entre si. Hazlo,
también, utilizando el producto mixto, y comprueba que obtienes el mismo resultado.

e Hallamos los vértices:
x=0, y=0 - z=10 — A4(0, 0, 10)
=0, 2=0 > x=5 — B(5,0,0)
x=0,z=0 > y=-6 - C(0,-6,0)

0(0, 0, 0)
e Calculamos el volumen:
1 1
=—.— .5 . - 2
Vv 3 2(10 5-6)=50u
e Lo calculamos utilizando el producto mixto:
0 0 10
1, - = —
V=—1|0A4, OB, OCll=—]|5 0 0| =50ud
0 %o —6 0

Unidad 7. Problemas métricos
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s27

28

+
Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta X > "3 T Yaue

pasa por el punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada por el
plano anterior y los tres planos coordenados.
Un vector normal al plano es n(2, 3, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x+ 1) +3(y -1 +4(z— 0) =0
2x+3y+4z-1=0

Calculamos los vértices:

1
x=y=0 — z=7

1 1
= = = — B_
y=z=0 = Xx > - (2,0,0)

1 1
=z=0 - y=7% - CO,—,O)
roE Y73 ( 3
0(0, 0, 0)
Votumen = (L. L4 L
olumen 6 4 2 5 14411
Esfera

Justifica cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a esferas y di su
centro y su radio:

a)x?+y%2-2x+4y-8=0
b)2x%—-2y2 + 222 +4x-16=0

) 2x%+2y%2+22%2+4x-16=0
DxZ+3y2+22-2x2-4=0
€)3x%+3y%+322+6x-122-3=0
f)3x%+3y%+322+6x—-122-30=0
) 2x%+2y%+22%2 —4x+6y—-3/2=0

a) No tiene término en 2z2. No es una esfera.

2

b) Los coeficientes de x?, 2, z? no son iguales, luego no es una esfera.

2

©) Los coeficientes de x?, y2, z? son iguales. Dividimos la ecuacion entre 2:

x*+p?+ 22+ 2x-8=0

2 2 2
(ﬁ) +(§) +(£) —D=1+0+0-(=8)=9 — radio=V9 =3
2 2 2
Cent =(é b g)=<1oo>
entro _2,_27_2 —4 Y

Unidad 7. Problemas métricos



e) Los coeficientes de x?, y

d) Los coeficientes de x?, y2, z

2

2

f) Los coeficientes de x?, y?,

2

9) Los coeficientes de x?, y?,

_

UNIDAD ﬁ

2 no son iguales, luego no es una esfera.

, 2% son iguales. Dividimos la ecuacion entre 3:

X2+ 2+ 22+ 2x-42-1=0

2 2 2
(é) +(§) +(£) ~D=1+0+4-(-1)=6 — radio=16
2 2 2
o= 42 €] 0
eniro _27_27_2 Y

2% son iguales. Dividimos la ecuacion entre 3:

X2+ 92+ 2242x-42-10=0

2 (B\2 2
(%) +(E) +(%) -D=1+0+4-(-10) =15 — radio= 15
Ci z‘r—(é b g)-(lOZ)
eniro _2,_27_2 4 Y

2% son iguales. Dividimos la ecuacion entre 2:

x2+y2+zz—2x+3y—%=0

A2 (B2 (C)\2 B 9 3) _ .
(_2) (E) +(3) —D—1+—4+0—(——4)—4 —  radio =2
entro = (-4, -5, €} (L1,-2.)
entro —2,—2,—2 _7_2a

29 |Halla la ecuacion de las siguientes esferas:

Unidad 7. Problemas métricos

b) El centro es el punto medio de AB: C =

a) Centro (1, 0, -5) y radio 1.

b)Diametro A(3, -4, 2), B(5, 2, 0).

c) Centro (4, -2, 3) y tangente al plano x—z = 0.
d) Centro (3, -1, 2) y tangente al plano YZ.

) (x—D?+yp2+(z+5)?2=1, obien, x*+ 2+ 22 -2x+10z+25=0

345 4+2 2+0
2 2 2

=H4,-1,D

El radio es la distancia de € a uno de los puntos:
|AC| = Y12+ 3%+ 12 = V11
La ecuacion es: (x — 4)% + (y + 1)? + (z — 1)? = 11, o bien:

x*+ 2+ 22 -8x+2p-22+7=0

25



©) El radio es la distancia del centro C(4, -2, 3) al plano m: x — 2z = 0:

- 1
r=dist(C,n)=u=_ N B

ARG 2

1
La ecuacion serd: (x— 49>+ + 2?2 +(z-3)% = 5 © bien:

)

5
x2+y2+22—8x+4y—6z+57=0 —
- 2x?+ 292+ 222 -16x+8y—-122+57 =0

d El plano YZ es el plano m: x = 0.
El radio es la distancia del centro C'(3, —1, 2) al plano m: r= dist (C, ) =3
La ecuacion serd:  (x—3)2+ (y+ 1)? +(z—2)2=9, o bien:
X2+ p?+ 22 —6x+2y—42z+5=0
30 |Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (2, -1, 4) es
iguala 7.
Es una esfera de centro (2, -1, 4) y radio 7:

(x=22+@+D?+(z-42=49, obien, x>+ y> + 2> —4x+2y-82-28=0

PARA RESOLVER

) x+ y—z+1=0
s31 |Halla la ecuacion del plano © que contiene a la recta 7:
x+2y+z =0

y es ortogonal al plano ¢: 2x—y+3z+1=0.

Obtén también las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por =«
y ©.

Obtenemos un punto y un vector direccion de la recta 7:
PA,-1,Der — P(A,-1,Den
(1,1,-Dx(1,2,D=@G,-2D=d/r - d3,-2, D/

Si m es ortogonal a o, el vector normal de ¢ es paralelo a m:

n,(2,-1,3Llc - 2,-1,3//=n
Obtenemos un vector normala m: (3, -2, 1) x (2,-1,3) =(-5,-7, 1) — (5,7, -1

La ecuacion del plano © es: S(x-D+7(y+ D -1z-1 =0
Sx+7y—z+3=0
e Ecuaciones paramétricas de la recta determinada por m y ©:
T Sx+ 7y — z+3=0}
O: 2x— y+3z+1=0
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UNIDAD | 7

Vector direccion de la recta: (5, 7, =1) X (2, -1, 3) = (20, =17, —=19)

Punto de la recta:

1
x=0 — Ty- Z+3=O}y___2 ( 1 1)
R(0, —— ——

1

2

—y+3z+1=0] ___ 27 2
x = 20\
1
Ecuaciones de la recta: 4~ ~ 2~ 17A
1
Z———2—197\,
x —-2z+3=0
Dados la recta r:{ 4 0yelplano T: x+2y+3z—1=0, hallala
y— z-4-

ecuacion de una recta situada en el plano 7, que pase por el punto P(2,1,-1)
y sea perpendicular a 7.

Un vector direccion de 7 es: (1,0, -2) x (0,1, -1 =2, 1, 1)

La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) y perpendicular a
(1, 2, 3) (pues esta situada en el plano m). Un vector direccion de la recta es:

(2,1, Dx,2,3=01,-5,3

El punto P(2, 1, -1) pertenece al plano y debe pertenecer a la recta buscada.
Luego la recta es:

x= 2+ A
y= 1-5h
=-1+3A
x 1-y =z+1
Dados la recta ros—y - 3 yvelplano m: x + 3y—3z+3 =0, hallael

plano que contiene a » y es perpendicular a T.

~1 1
P Z; - P, 1,-D; d@2, -1, 3)

Tx+3y-32+3=0 — 0,3 -3)
El plano sera paralelo a d yan, ycontendria P.
Un vector normal sera: (2, -1, 3) x (1,3, -3) =(-=6,9,7) — (6,-9, -7)

La ecuacion del plano es: 6(x— 0) =9y -1 -7(z+ 1) =0
6x—9y—-7z+2=0

Unidad 7. Problemas métricos
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Determina la recta perpendicular comun a las rectas siguientes:

X+ y=z+4 x =-2=0
Na+r2zp= 7 7 y+3=0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x+ y=z+4| Restando la 1.2 ecuacionala 2 y=3-z
r:
x+ 2y 7] x=7-2y=7-2B83-2=1+2z

Haciendo z = A:

+ 2M
-A —  Un punto genérico de r es R(1+2A, 3-A L)

S
ST

I
S W =

x=2
x—2=0
S — s:9¥y=-3 — Un punto genérico de s es S(2, -3, W
y+3=0
Z=u
—
Un vector variable de origen en 7 y extremo en s es RS(1-2A, -6+ A, L —A).
Este vector debe ser perpendiculara » ya s:

RS- (2,-1,1)=0 — 2-4A+6-A+pu-A=0 — —6x+p+8=o}
—
RS-(0,0,1D)=0 = Uu-A=0 — HU=A —> U=A

8 8
SA+8=0 A== =~
SA + - 5’” 5
ASI:
21 7 8
R_7_)_
(5 5 J 11 22
RS(——,——, o) — d, 2,0
8 5° 5
s[2, -3 =
(, 5,5)

La perpendicular comun a las rectas es:

x=2+A
y=-3+2\
z=8/5

a)Halla p para que las rectas r; y r, sean perpendiculares:

x y-1 =z x-1 y—-p =z-3
ro == L =p—1= 3

b) Calcula su punto de interseccion y la ecuacion del plano que las contiene
para el valor de p que has hallado.

a4, -2,2)-1,p-1,3)=4-2p+2+6=12-2p=0 — p=06
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X = 4N x=1+
b)r:yy=1-2A ryyy=06+5u
z= 2\ z=3+3u

e Punto de interseccion:

4A=1+ U
1-2A=06+5U ¢ Sumando las dos ultimas ecuaciones:
2h=3+3u

1=9+8u4 —> -8=8u —> u=-1

L3t _3-3
2 2

1.2 ecuacion: 4 - 0=1-1. Luego A =0, u=-1.

Sustituyendo A = 0 en las ecuaciones de r; (obien w=-1 enlasde r,),
obtenemos el punto de corte: (0, 1, 0)

e Ecuacion del plano que las contiene:

(4, -2,2)x (1,5, 3) =(=16,-10, 22) — (8,5,-11) es un vector normal al plano.

Ecuacion: 8(x—-0) +5( - 1D —-11(z-=0) =0

8x+5y—-11z-5=0
s36 |Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta perpen-
dicularmente a la recta siguiente:
{x—y—z=1
r:

X +z=2

Escribimos 7 en forma paramétrica:

x-y—-z=1 = y=x-z-1=2-2-z-1=1-122
7
X+ z=2 = x=2-z

x=2- A
r:9y=1-20 — Un punto genérico de r es: R(2—A, 1 -2\ L)
z= A
—
P2 1) Si llamamos al punto P(1, 2, 1), el vector PR ha
: L de ser perpendicular a 7, es decir, perpendicular a
d-1, -2, ».

Por tanto, como ITR)(l - A -1=2A -1 +MA):

PR-d=0 — (1= A -1-2h -1+A)-(-1,-2, 1) =0

1 +A+2+41L—-1+A=0 = 6AL=0 — A=0

La recta que buscamos pasa por el punto P(1, 2, 1) y por el punto Q(2, 1, 0)
(Q se obtiene sustituyendo A = 0 en las ecuaciones de 7).

Unidad 7. Problemas métricos
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—s
Un vector direccion sera: PQ(1, -1, —=1)

x=1+A2
Larectaes: ¢ y=2—A
z=1-A

Los vértices del triangulo ABC son los puntos de corte del plano
2x + y—3z =6 con los ejes coordenados. Halla la ecuacion de la altura que
parte del vértice B que esta en el eje OY.

Los vértices del tridngulo son:
=0, 2z=0 > 2x=6 — x=3 — A(3,0,0)
x=0,z=0 - y=6 — B(0,06,0
x=0,y=0 > B3z=06 - z=-2 — C(0,0,-2)
Debemos hallar la ecuacion de la altura que parte de B.
Su vector direccion a(a, b, ¢) debe ser:
— —
e Ortogonala AC — AC - d=o0

e Ortogonal al vector normal del plano ABC, es decir, del plano 2x + y — 3z = 6,
puesto que la altura debe estar contenida en dicho plano — (2,1, -3)-d =0

Luego tenemos que:
—
AC -d=0 = (=3,0,-2)+(a,b,0)=0 — 3a+2c=0 }
2,1,-3)-d=0 — 2,1,-3) (@, b,0)=0 — 2a+b-3c=0
Soluciones: (=2t,13t,31) — Si t=-1, d(2, 13, -3)

Pagina 207

s38

X = 2\

Ecuacion de la altura que pasa por B: §y =6 — 13\

= -3\

x—1 y+1 =z e
Halla el punto P delarecta 7: — 1 ° 3 que equidiste de los planos:
= _3 + 7\1

ouwx+y+z=-3 y P:yy= -—-A+tu
z=-6 +

e Un punto genérico de la recta 7 es: R(1 + 2A, =1 + A, 30)

e Escribimos el plano B en forma implicita:

x+3 1 0
y -1 1|=0 - PBx+y-z-3=0
z+6 0 1
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[1+2L—1+A+30+3] _ |1+2L—1+A-3A-3]|
V1+1+1 Vi+1+1

6A+3= 3 = O6h=0 — A= 0
(+31=3 < G35 & 6h-6 — A

Hay dos soluciones: P(1,-1,0) y P'(-1, -2, -3)

, es decir:

_

UNIDAD ﬁ

e La distanciade R a o ya B hade serla misma: dist (R, o) = dist (R, B)

s39 |Sea r larecta de interseccion de los planos ax +9y—-3z=8 y x+ay—z=0.

Determina el valor de a para que:
a) Los dos planos sean paralelos.

b) Los dos planos sean perpendiculares.

coordenadas sea igual a V2.

a) Las coordenadas de (a, 9,-3) y (1, a,—1) han de ser proporcionales:

@ 3
z=2=—_3<1_—1%d i
N
a -1

b) Los vectores normales han de ser perpendiculares:

(@,9,-3)- (I, a,-D=a+9a+3=10a+3=0 — a=%

plano OXY:
_ 3= = a
ax+9y-3z=38 ax+ 9y =8 41 = 9=d2_9
x+ay— z=0 x+ay=0 a

z=0

Si a=3 o a=-3, elsistema es incompatible).

8 9
Al= = 8a
|4, ‘O a‘
_la 8|_
l4,0=1 0‘__8
_ 8a _ -8 ~0
X d2_97y ﬂz 972

Unidad 7. Problemas métricos

c)Larecta r corte al plano OXY en un punto cuya distancia al origen de

©) El plano OXY es el plano z = 0. Hallamos el punto de corte de r con el

(El problema solo tiene soluciéon si a®> — 9 # 0, es decir, si a#3 y a#-3.
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s40

41

_8a -8
at—9 > -9’

2 g \2
dist(P,O)=\/( 8”’)+( 8) -2
a*-9 a* -9

8a )2+( -8 )2=2 64a2+64=
9 at-9 (a* - 9)?

El punto de corte es P 0]. Su distancia al origen ha de ser V2:

64a? + 64 = 2(at + 81 — 18a?) — 64a? + 64 = 2a' + 162 — 364>
0=2a*-100a2+98 — a*—-50a2+49=0

a2=501\/2500—196=50i\/2504=50i48< a?=49 - a=z7
2 2 2 a*=1 = a=+1

Hay cuatro soluciones: a, =-7, a,=7, az = -1, a,=1

Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta de ecuaciones paramétri-
cas (=1 +3A, 1+ 2\, 2+ 1) yes perpendicular al plano 2x +y—3z+4=0.

Determina también el angulo formado por la recta y el plano dados.
Un vector normal al plano es: (3, 2, D x (2, 1,-3) = (-7, 11,-1) — (7,-11, D
Un punto del plano es (-1, 1, 2) (pues contiene a la recta).
e La ecuacion del plano sera:
7x+1D-11y-D+1(z=-2=0
Tx—1ly+z+16=0
e Angulo formado por la recta y el plano dados:
d3, 2, 1; 02, 1,-3)
d-3 6+2—
||§| R IRkl
90° — o= 69° 4' 31" — o = 20° 55" 29"

cos (90° — ) =

Dado un cubo (hexaedro regular) de lado 6 cm, halla la minima distancia de
una diagonal del cubo a una diagonal de una de sus caras, sabiendo que las
rectas de ambas diagonales se cruzan.

@ Dibuja el cubo con un vértice en el origen y los contiguos sobre los ejes coorde-
nados.

e La diagonal del cubo pasa por O(0, 0, 0) y por C(6, 6, 6):

N
ST

I
> > >
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e La diagonal de la cara pasa por A6, 0, 6) y

por B(6, 6, 0):
x=06
S:yy= u
z=6-U

o i _ Volumen del paralelepipedo _
dist (r, $) Area de la base

o1
d d oa=0 1 -1|=-6
6 0 6

dxd=(1,1, D% 1,-D=(=21,1 — |dxd|=6

Por tanto: dist (r, s) = i =6

V6

s42 |Halla la ecuacion del plano cuyo punto mas préximo al origen es (1, 3, 2).

Si el punto mis proximo al origen es P(1, 3, 2), el vector O_1>D(1, 3, 2) es normal
al plano.
Por tanto, la ecuacién del plano es:

Ix-=D+3(-3)+2(z-2)=0

xX+3Yy+2z-14=0

43 | Determina las condiciones que deben cumplir a y b para que estos tres
planos:

ax+z—-1=0, x+bz+2=0, \/§x+3y+2z—3=0
se corten en un punto.

Haciendo a =2 y b =1, obtén las ecuaciones paramétricas de la recta
determinada por los dos primeros, asi como el angulo que esta forma con

el tercero.
ax + z=1
X +bz=-2} Para que los tres planos se corten en un punto, el

\5x + 3p+22= 3 sistema ha de tener solucion UGnica, es decir:

a 0 1
1 0 b|=3ab-1=#0 — ab#1
V5 3 2
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e Si a=2 vy b=1, la recta determinada por los dos primeros planos es:
2x+z -1 =0} Restando: x—3=0 — x=3

X+z+2=0| z=2-x=-2-3=-5

x=3
Ecuaciones paramétricas: { = A
=-5
e Angulo que forma la recta con el 3.° plano:

do, 1,0 n(Vs, 3, 2)

cos (90° — Q) = =5 = = =
ldl7l - 1V18 342

ld- 5 3 g — 90° —a =45° — o =45°

Halla los puntos simétricos de P(1, 2, 3) respecto del plano
x—y +3=0

o: x—3y—2z+4 =0 yrespecto de la recta r: {4x . —o

— Simétrico respecto del plano:

e Ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendicular a o

x=1+ A
y=2-3\
z=3-2\

e Punto de corte de a con la recta anterior:
A+M-32-30)-23-20) +4=0
1+A-6+9A-6+4A+4=0
WA-7=0 - A==

La recta y el plano se cortan en

1
%, > 2). Este es el punto medio del segmento

PP, siendo P’ el simétrico de P respecto del plano . Luego, si P'(x, y, 2),

36
22

x+1 y+2 z+3
27 27 2

entonces:

2) - P'Q,-1,D

— Simétrico respecto de la recta:

e Escribimos la recta en paramétricas:

v3-0 ‘3 x=A
— = % =
X =) y=Xx S ordy=3+2
4x—z=0 — z=d4x
z =4\
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e Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a » que pasa por P:
Mx-D+1(py-2)+4(z-3)=0
x+y+4z-15=0

e Obtenemos el punto de interseccion de la recta » con el plano:

A+3+A+16L-15=0

2
18L-12=0 — A=—

3
2 8 .

El punto de corte es 33 g) Este es el punto medio del segmento PP,
siendo P el simétrico de P respecto de la recta ». Asi, si P"(a, b, ¢,

: a+1 b+2 c+3 (2 11 8 ”(1 16 7)

entonces: , , == = = - =, =

2 2 2 3733 333

x+y =0

1
45 |a) Encuentra los puntos de »: { que disten 3 del plano:
x - z=
m2x—y+2z+1=0.
1
b) Obtén los puntos de © que distan 3 de los puntos hallados en el apar-

tado anterior.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

x= A
=
J;_ x} — ryy=-A — Unpunto de r esdelaforma RQA, -A, L)
z= A

PA+A+20+1] [sa+1] _ 1 Sh+1=1 — A=0

dist (R, ) =
ist (R, ™ V4 +1+4 3 3<57\.+1=—1%7»=—2/5

2 2
Hay dos puntos: (0, 0, 0) y (— ;, g, —g)

1
b) Los dos puntos obtenidos estidn a distancia 3 de m.

Se trata de encontrar la proyeccion de estos puntos sobre el plano .
e Para (0, 0, 0):

Obtenemos la recta que pasa por (0, 0, 0) y es perpendicular a

x =2\
=\
z=2\
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Hallamos el punto de corte de esta recta con T

MrA+ A +1=0 - h=-1 — x=_%

El punto es z 1 2)
u s |-— = ——|
P 9979
p 2 2)
e Para|-—, — ——|
5757 5
Hallamos la recta que pasa por este punto y es perpendicular a
x=-2/5+2A
y=2/5- A
z=-2/5+2\

Obtenemos el punto de corte de esta recta con m:

2—%+2X—%—k +2—%+2k +1=0
—é+4%—%+k—%+4k+1=0
A-1=0 — K—l
9
13 8
El punto es 45 a5 a5

Sean los puntos P(3,1,5)y Q(-1, 7, 3). Por el punto medio del segmento PQ
trazamos un plano © perpendicular a dicho segmento. Este plano corta a los
ejes coordenados en los puntos 4, By C.

a) Escribe la ecuacion de m.

b) Calcula el area del triangulo ABC.

a) El plano es perpendicular al vector P_Q>(—4, 6, —2); un vector normal al plano
es (2, -3, 1).

Pasa por el punto medio del segmento PQ: M(1, 4, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x— 1) -3(y -4 + 1(z—4) =0
M2x—-3y+z+6=0
b) Hallamos los vértices del tridngulo:
=0, z=0 - 2x+6=0 —> x=-3 — A(3,0,0
x=0, 2=0 - By+6=0 —> py= 2 — B0 20
x=0, =0 — z+6=0 - z=-6 — (0,0, -6)

— —
AB@3, 2,0 AC(3,0,-06)
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AB x AC = (12,18, -6) — |AB x AC | = V504

i} laB xAC| A
Area = ; = 5204 = 11,22 u?

Dados los puntos A(1, 5,-2), B(4,0,1) y C(-3, 2, 0):
a) Prueba que son los vértices de un triangulo.

b) Halla la longitud del segmento que determina el punto B y su proyeccion
sobre AC.

a) Hay que probar que los puntos no estan alineados.

%
Af)@, -5,3) Sus coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no
AC(—4, -3, 2) | estin alineados. Son los vértices de un tridngulo.

b) e Obtenemos la ecuacion del lado AC:

x=-3—4\
reqyy= 2-3\
z= 2\

e Hallamos el plano que pasa por B y es perpendicular a 7:
—4x-4)-3(y-0+2z-1D =0
T —4x -3y +2z+14=0
e Obtenemos el punto de interseccion de » con
—4(=3 —40) —3(2 =30 + 4L + 14 =0
12+ 16A -6+ 9\ + 4L + 14 =0

00+20=0 — A==
29
-7 118 —40
E B v
| punto (proyeccion de B sobre AC) es: ( 29’ 29 29 )

e La longitud del segmento es la distancia entre B y B’

3| - |(123 -8 6 \/33814 =\/1166 )

De otra forma:

Lo Area _ 1ACxABl _ |01, 18, 29)] _ .,
Base |A—C)| N16+9 + 4
1166 ~ 6,34 .
29

Unidad 7. Problemas métricos
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Determina la ecuacion de un plano n paralelo al plano x -2y +3z+6=0
y que dista 12 unidades del origen.

Un plano paraleloa x—2y+3z+6=0 esdelaforma m x—2y+3z+ k=0.
Tenemos que hallar & para que la distancia al origen sea de 12 unidades:

: k| Ikl = 12v1
dist [(0, 0, 0), ©| = | =12
Vi+4+9 14 <Ie——12\l

Hay dos planos: x— 2y + 3z + 12N¥14 =0 vy x—2y+5z—12m=0

3x+2y+2z=0
Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta r: y
x—=2y+2z=0

x—-3 y-1 =z+5
tro lado sob : = = .
otro lado sobre s: — =1 >

a) Calcula el area del cuadrado.

b) Si uno de los vértices del cuadrado es el (0, 0, 0), ;cudl es el otro vértice
situado sobre la recta »?

Para que el enunciado sea correcto, las dos rectas deben ser paralelas. Veamos si
es ast:

Escribimos la recta 7 en forma paramétrica:

(3,2,2)xA,-2,2)=(8,-4,-8) //(2,-1,-2) = a)r; 0@,0,0) er

x =2\
ryy= _}\« — a;‘(27 _17 _2)’ P(O’ 0’ 0)
z==2\

- -
Puesto que d; = d, las dos rectas tienen la misma direccion.
Ademas P(0, 0, 0) € », pero P(0,0,0) ¢ s. Por tanto, las rectas son paralelas.

a) El lado del cuadrado es la distancia entre las dos rectas.

Area del paralel
dist (r, s) = dist (P, s) = rea del paralelogramo _

Base

— o
i PO > d| _ &7, -4, 5| V90 =10 =
1@l N

a2,

-1,-2)

Por tanto, Area = (N10)? = 10 u?

b) P’ 0(0, 0, 0) P s

—
Si P (o P") es el otro vértice del cuadrado situado sobre la recta r, OP vy

—> -
OP' son vectores con la misma direccion que d,. y con médulo V10:

Unidad 7. Problemas métricos
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V10 V10

d=——=0-1,-2 =—30 2,-1,-2) =

"oN4+1+4

~ p|2310, 5, 21| v pr|-2vi, %m,%m)

3

P y P' son las posibles posiciones del segundo vértice del cuadrado situado
en 7. Los otros vértices estdn en la recta s.

Sea r, larecta que pasa por A(2,4,0) y B(6, 2,0) ysea r, larecta que
pasa por C(0,0,7) y D(3, 2, 0).

Obtén, de manera razonada, la distancia entre r, y r,.

e Escribimos las rectas en forma paramétrica:

[x=2+2)
N
ri AB(4,-2,0)//(2,-1,00 1 yy=4- A
|z=0
[ x = 3u
N
ry: CD(3,2,=7) Y= 21
| z2=7—-7WL

e Estudiamos la posicion relativa de », y 7,

s
AC(=2,-4,7)
2 3 =2
-1 2 —-4|=-21#0 — Las rectas se cruzan.
0o -7 7

e Hallamos la distancia entre 7, y 7,

) _ Volumen del paralelepipedo 21 B
dist (ry, 1) = Area de la base @2, -1, 0% (3,2, -D]
21 21 ~122

T 17,14, D] V204

Pagina 208

s51

Halla la ecuacion general del plano determinado por los puntos A(1, 1, 1),
B(-2,0,-1), C€(1,-2, 0), y calcula el volumen del tetraedro que limita con
los planos cartesianos.

%
AB(-3, -1, -2)

— Son paralelos al plano.
AC(0, -3, -1

Unidad 7. Problemas métricos
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La ecuacion del plano es:

x-1 3 0
y=1 1 3/=0 — 5x+3y-9z+1=0
z—-1 2 1
e Vértices del tetraedro: 0(0, 0, 0)
1 1
y=0, z=0 — 5x=-1 —>x=—; —>A(—;,0,0)
1 1
x=0,z=0 — 3y=-1 —>y=_§ _>B(o7_€,())
1
x=0, =0 = -9z=-1 = z= 3 —>C(0,0, 9)

1
Volumen = —

6

Sean los puntos P(5,1,3) y Q(3, 7,-1). Por el punto medio del segmento
PQ trazamos un plano n perpendicular a dicho segmento.

Este plano corta a los ejes coordenados en los puntos A, By C:

a) Escribe la ecuacion del plano m.

b) Calcula el volumen del tetraedro de vértices O, A, By C (O es el origen
de R3).

a) El plano es perpendicular a P@(—Z, 6, —4) // (1, =3, 2). Pasa por el punto
medio del segmento PQ: M = (4, 4, 1).
La ecuacion del plano es: 1(x—4) —3(y—4) + 2(z—-1) =0

Tx—3y+2z+6=0

b) Hallamos los vértices del tetraedro:
=0, z=0 — x+6=0 = x=-6 = A(=6,0,0)
x=0,z=0 > B3y+6=0 —> y= 2 — B0O,20
x=0, =0 > 2z+6=0 > z=-3 — C(0,0,-3)

Volumen=%(6-2-3)=6u3

Halla el punto del plano de ecuacion x — z = 3 que estd mas cerca del
punto P(3, 1, 4), asi como la distancia entre el punto P y el plano dado.

e Hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por P(3, 1, 4):

X=3+A
ryy=1
z=4—-A

Unidad 7. Problemas métricos
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e El punto que buscamos es el punto de corte de 7 y el plano:
B+M-U-M=3
3+A-4+A=3 > 2Ah=4 — Ar=2
El punto es P'(5, 1, 2)

e La distancia entre P vy el plano es igual a la distancia entre P y P

dist (P, P) = |PP'| = (2,0, -2)|= V4 +4 = V8 =283

Se consideran los puntos P(2,1,-1), Q(1,4,1) y R(1, 3, 1):

a) Comprueba que no estan alineados y halla el area del triangulo que deter-
minan.

b) Si desde el punto V(1, 1,-1) se trazan rectas a cada uno de los puntos P,
Q Yy R, se obtiene una piramide. Halla la altura de dicha piramide y su
volumen.

N
2) PQ(-1, 3, 2) | No tienen las coordenadas proporcionales; luego los puntos no
}53)(_17 2,2) | estin alineados.

POX PR =2,01) — A —1POx PR|=Vi+1 =15

= %5 ~ 1,12 u?

TRIANGULO 2

PARALELOGRAMO

b) La altura es la distancia de V al plano determinado por P, Q y R.

Un vector normal al plano es P_Q> x PR = (2,0, 1. La ecuacion del plano es:
2=+ 1z+ D=0
M2x+z-3=0
|2-1-3] 2
s
Vs 21

1 . 1
Volumen = g [Area base - altural] = g — ==

2 45 3

Altura = dist (V, ) =

Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo
que A(1,0,0), B(2,3,0), C(4,0,5) y E(7,6, 3).

Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.
Hallamos las coordenadas de los restantes vértices:
e Vértice D(d,, d,, d3):

— —>

BA=CD — (-1,-3,0) = (d, -4, d,, dy — )

D(3,-3,5)

Unidad 7. Problemas métricos
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e Vértice F(fl,fz,f3): H

AL = BF - 6,6,3) =(f; =2,/,-3./y E(7,6,3)

F(8,9,3)

G

e Vértice G(g, &, &3) v veértice H(by, by, by):
— —>
AE = CG — (06, 6, 3)=(8—48, 8-
C(4,0,5)
G(10, 6, 8)
A(1, 0, 0) B(2,3,0)
— —>
AE =DH — (6,6,3)=(h =3, b, +3,h;-5)

H(, 3,8)

— — —

AB(, 3,0), AD(2,-3,5), AE (6, 6, 3)

- = —

[AB, AD, AE1=|2 -3 5|=33 — Volumen = 33 u3

Dadas las rectas:

x—1 y+1 =z-2
" 2 1

x—y+z= 2
s:
3x—y—z=—4%

determina la posicion relativa de ambas rectas y el area de uno de los cua-
drados, dos de cuyos lados estan sobre » y s.

e Escribimos la recta s en forma paramétrica:

Y +tz=2-x }Sumando: 2y=-2-4x — y=1+2x

y—z=-4-3x| z=2-x+y=3+x
x=»A

ssyy=1+2A
z=3+A

e Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:
da, 2 1, PA,-1,2)
N
d.(1, 2, D; 00,1, 3)

Las rectas tienen la misma direccion; P e r, pero P ¢ s; luego las rectas r y

s son paralelas.

Unidad 7. Problemas métricos
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e El lado del cuadrado es igual a la distancia entre las rectas 7 y s.

—>

or, -2, -1

— -

oP xd,=(1,-2,-Dx1,2,1)=(0,-2,4

|PQ><d | 0,2, 9] _
|d| [(1,2, D]

S

dist (r, 8) = dist (P, s) =

e F] area del cuadrado es:
10 :
Area = \'— _ 10 u?
3 3

Halla la ecuacion de la proyeccion ortogonal 7' de la recta:
x—1 -1 z-
r: -2 =

2
> "1 "3 sobre el plano o: x—3y + 2z + 12 = 0.

La proyeccion ortogonal de r sobre o es la recta interseccion del plano o con
otro plano w, perpendicular a o y que contiene a 7.

P, 1, 2); 37(2, 1,2); n(1, -3, 2)
d xfi=(21,2)x(1,-3,2 =8 -2 -7
La ecuacion de m es: 8x— 1D —-2(y-1D-7(z-2)=0
T8x—-2y—-72+8=0
La proyeccion ortogonal de r sobre o es:
) x—-3y+2z+12=0
" 8x—-2y-7z+ 8=0

Considera las rectas » y s:

x= U
X3y _z-1 |
T2 T1T 1 Ny

=

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacion de la
perpendicular comina » y s.

Un punto genérico de 7 es R(3 + 2, A, 1+ A)
Un punto genérico de s es S(u, —u, -l

Un vector genérico de origen en 7 y extremo en s es:

175)(—3—2X+u,—k—u,—1—k—u)

Unidad 7. Problemas métricos
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Este vector debe ser perpendiculara » ya s:
RS -(2,1,1)=0 — —6A=7=0 — A=-—

N
RS -(1,-1,-1)=0 — —2+3u=0 — =

wln O~

Los puntos que dan la minima distancia son:

PUESE AU U E R
37676 Y3 T3
La perpendicular comun es la recta que pasa por R y S:

— 1 1 -
RS (0, —, —E) — d, 1,-D

2
L2
3
5
La recta es: y=—€+7x
1
Z=—€—7\,

Los puntos P(0,1,0) y Q(-1, 1, 1) son dos vértices de un triangulo, y el

x=4

tercero, S, pertenece a la recta »: { T
z =

La recta que contienea P ya S es perpendicular a la recta 7.

a) Determina las coordenadas de S.

b) Calcula el area del triangulo PQS.
— — —> -
ayps Ld, - PS-d.=0
4, -1,1D-0,1,0=A-1=0 — A=1

S“4,1, D

PO, 1, 0)

«-

b PS (4,0, 1); PO(-1,0, 1)

— —>
PS x PO =(4,0, D x(~1,0, 1) =(0,-5,0)
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60 |Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1,—1) y tiene uno de
sus lados en la recta:

x-2 y-1 =z-1
r: = =
1 1 0

a) Halla la ecuacion del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

a) Es el plano, m, que contienea C ya 7r: ar(l, 1,0); PR, 1, 1D e r
c,1,-1)

—

PC(-1,0,-2)// 7

Un vector normal al plano es:
n=(1,1,0 x(1,0,2) =(2,-2, -1
La ecuacion del plano es:

2-D=-20-D-1z+1D =0

2x-2y—-2z—-1=0

b) La distancia de C a r es la mitad del lado del

cuadrado. e, 1, —1’)
d.xPC=(1,1,0x(-1,0,-2) = (-2, 2, )
ld,|=VT+1 =42

. POxdl Ni+d+1 o 3 32
dist (C, r) = = = - L2 2=

d| \2 V2 2 2
2

é= % — lado del cuadrado =1/ = 3\/5 =424

s61 |En la figura adjunta, calcula el angulo que forma la recta BC

D

con la recta que une B con el punto medio del lado AD. B
Vamos a considerar el cubo de lado 1 con un vértice en el origen: e
A
1
Asi: A(1,0,0); B(,1,D; C,1,0; D(,0, 1) M(l, 0, 7)
— —> 1
BC(-1, 0, -1); BM(O, -1, —?)
ok |BC-BMl 12
I IR =
|5l Bl N2 5/4
1
=——=0,316 — o =71°33 54"
V10
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3x+2y—2z-1=0
Sea la recta r:
x+y —=-1=0

a) Determina la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a » y
pasa por (0, 2, 2), y las coordenadas del punto P interseccionde » y s.

b) Halla la ecuacion del plano © que contienea r ya s, yladelarecta ¢
perpendicular a © por el punto P.

c) Si Q es cualquier punto de #, explica, sin hacer ningin calculo, qué re-
lacion hay entre las distanciasde Q a », a s ya T.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

x=A
{3x+2y—z—1=0 - z=3x+2y—1=1+x} Y
riyy=1-
X+ -1=0 — =1-x
Y Y z=1+A

Un punto genérico de r es R(A, 1 —A, 1+ ).

AR ha de ser perpendicular a 7; es decir:
AR -d. =0

A -1-A-1+0-(1,-1, D=0
A+1+A-1+A=0 = 3A=0 = A =0
RO 1-M1+0 RO, 1,1

d(1, -1, 1

La recta s pasa por A(0, 2, 2) ypor R(0, 1, 1.

x=0
N
RAM,1,1) — s3y=1+2A
z=1+A

El punto de interseccion de » y s es P(0, 1, 1).

b) Ecuacion del plano m que contiene a 7 ya s:
n=01,-1,1Dx0,1,1D=(2-1,1; PO, 1,Den
2x-0-1py-D+1z-D=0
T 2x—-y+z=0

Ecuacion de la recta ¢ perpendicular a © por el punto P:

x=-2\
Eyy=1-2A
z=1+A

OSi Qet — dist (Q, r) =dist (Q,s) = dist (Q, ® = dist (Q, P)

Las tres distancias coinciden con la distancia de Q al punto P, luego las tres
son iguales entre si.

Unidad 7. Problemas métricos
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a) Halla la distancia del punto P(1,-1, 3) a la recta que pasa por los puntos
Q(la 2a 1) Y R(la 09 _1)-

b) Encuentra todos los puntos S del plano determinado por P, Q y R, de
manera que el cuadrilatero de vértices P, Q, R y S sea un paralelogra-
mo.

a) Si r esla recta que pasa por R y por Q;
entonces:

. —  —>
Area |RP><RQ|

dist (P, r) =

Base |R_Q>|
RP(0, -1, 4
RP(0, -1, )} RP x RO = (<10, 0, 0)
RO, 2, 2)
dist (p,pp = 1E10.0. 0 10 10 _ 10 _ 5 _ 55,

b) Hay dos posibilidades: que P y Q sean vértices consecutivos, o que lo sean
Py R

Sl
-Q . .
et e Si P y (Q son consecutivos, obtenemos
__fv‘::' B S (x, p, 2):
S, AT =
el | A QP = RS, — (0,-3,2=-1,y,z+1
| Y
eV LR $,,-3, D
S
Q

e Si P y R son consecutivos, obtenemos S,(a, b, ©):

— =
RP =05, = (0,-1,9=(@-1,b-2c-1 — S501,1,5

Halla el plano de la familia mx + y + z—(m + 1) = 0 que esta situado a
distancia 1 del origen.

Hallamos la distancia del origen, (0, 0, 0), al plano y la igualamos a 1:

dist = [m-0+0+0-(m+D| _ |[m+1]| -1
m2+1+1 m?+ 2
[m+1]=Vm?+2 — (m+D*=m?>+2 — m?>+1+2m=m>+2
1

2m=1 — =—
m m2

1 3 .
El plano es: Ex+y+z—5=0; es decir: x+2y+22-3=0
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Halla el lugar geométrico de los puntos P(x,y, ) que equidistan de los pun-
tos A(l,_—)l, 0) y B(2, 3,—4). Comprueba que obtienes un plano perpendi-
cular a AB y que pasa por el punto medio de AB.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico: dist (P, A) = dist (P, B) —

> Na-D2+ g r D2+ 2 =@ -22+ (=37 + (3 + 42
X—2x+1+ 2+ 2p+ 1+ =) —dx+d+)yf—6p+9+22+82+16

m 2x +8y—8z—27=0 — Ecuacion de un plano.

e Veamos que T es perpendicular a AB:
AB = (1, 4, -4
N —
Vector normal al plano — n(2, 8, -8) // AB

—
Luego AB 1 m.

e Comprobamos que T pasa por el punto medio de AB:

M_(1+2 -1+3 0—4)_(3 )

) ’ Y 1, -2
2 2 2 2

3

2- ?)+8-1—8~(—2)—27=O - Memw

El plano m es el plano mediador del segmento AB.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos siguien-
tes:

o 3x+y—2z+1=0 B: x—=3y+22-3=0

@ Hay dos soluciones. Son los planos bisectores del diedro que determinan o. y B.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

|3x+y—2z+1| _ |x—-3y+2z-3|

VO +1+4 N1+9+4

[3x+y—2z+1]|= |x-3y+2z-3|

dist (P, o) = dist (P, ) —

< Ax+y-—2z+1=x-3p+22-3 > 2x+4y—42+4=0 > x+2-22+2=0
Ax+y—2z+1==x+3y—-22+3 > 4x-2y-2=0 - 2x—-y-1=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan o ) P.

Halla las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del plano
x =y quedistan 1 del plano 2x—y + 2z = 2.

Si P es un punto del plano x =y, entonces es de la forma P(x, x, 2). La distan-
cia de P al plano dado ha de ser igual a 1, es decir:

Unidad 7. Problemas métricos
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[2x—x+22-2| _ |x+2z-2] _
N4+ 1+4

X+2z—-2= 3 —> x+2z-5=0
X+ 2z-2|=
| | 5<x+2,z—2=—3 - x+2z+1=0

1

xX+2z-5=0 xXxX+2z+1=0
Son dos rectas: 7: s

X=y X=y

a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de
ecuaciones 3x—4y+5=0y 2x—-2y+z+9=0.

b) ¢Qué puntos del eje OY equidistan de ambos planos?

a) Si P(x, y, ) es uno de los puntos del lugar geométrico, entonces:

|3x—4p+5| _ [2x—2p+z+9]
N9 + 16 N4 +4+1
[3x -4y +5] _ |2x—2y+z+9]
5 3

3[3x—4y+5[=5|2x=-2y+z+9|

9x — 12y +15= 10x—-10y + 5z + 45 — x+ 2y+5z+30=0
Ox — 12y + 15 =-10x + 10y =5z - 45 — 19x— 22y + 5z + 60 =0

Son los planos bisectores del diedro que determinan los dos planos dados.
b) Un punto del eje OY es de la forma Q(0, y, 0). La distancia de Q a cada uno

de los planos ha de ser la misma, es decir:

|=dp+5] _ |=2v+9] _, -4v+5] _ |-2p+9|
Vo+16  Ni+4+1 5 3

3|=4y + 5] =5|-2y+9]|

12y +15=-10y+45 — 2y=30 — y=-15

s

12y +15=10y-45 — -22y=-60 — y=%
H: ) i 30
ay dos puntos: Q,(0, 15, 0) y Q,|0, R 0

Calcula el conjunto de puntos de R3 que estan a igual distancia de P(-1, 2, 5)
Y Q (_37 49 1).

¢A qué distancia se encuentra el punto P de dicho conjunto?

Si A(x, y, 2) es un punto del conjunto, su distancia a P ya Q ha de ser la mis-

ma, es decir:
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dist (A, P) = dist (A, Q) —

S5 V@ + D2+ (-2 +@-52 =V +32+(-D*+=@-D? -
— +2x+1+)yf—dy+4+£-10z+25=
=)+ 0x+9+)F -8+ 16+ -22+1 — —dx+4y-8z+4=0 —
- Mmx-)y+2z-1=0
Es el plano mediador del segmento que une Py Q.
La distancia de P a dicho plano serd igual a la mitad de la distancia entre P y O:

dist (P, Q) = | PO | = (=2, 2, 4| = VA + 4+ 16 = V24 =2V6 —

— dist (P, T0) = 2—\2% =6 =245

70 |Halla la ecuacion de la esfera que pasa por:

A1,1, D, BQ,2,D, €(1,1,2), D2,1,1)

La ecuacion es de la forma x? + y2 + 2%+ ax+ by + cz +d = 0.

Sustituimos cada uno de los cuatro puntos en la ecuacion:
l+1+1+a+b+c+d=0 = a+b+c+d=-3 a=-—
l+4+1+a+2b+c+d=0 — a+2b+c+d=-6| b=-

l+1+4+a+b+2c+d=0 = a+b+2c+d=-6| c=-
4+41+1+2a+b+c+d=0 — 2a+b+c+d=-6| d= 6

La ecuacion es: x%+ y?+ 2> -3x—-3y—-3z+6=0

71 |a) Halla la ecuacion del plano tangente a la esfera x% +y?+ 22— 2x—-4y+4=0
en el punto P(1, 2, 1).

b) ¢Cuil es el punto diametralmente opuesto a P en la esfera dada?

a) El punto P es un punto de la esfera.
El centro de la esfera es C (1, 2, 0).
El plano que buscamos pasa por P vy es perpendicular al vector C_l)’(O, 0, D.
Su ecuaciones: 0 - (x—D+0-(y-2+1-(z-1 =0, esdecirr z—1=0
b) Es el simétrico de P respecto del centro de la esfera.

Si llamamos P'(x, y, 2) al punto que buscamos, C es el punto medio del seg-
mento PP’, es decir:

1+x 2%ty 1+z
2 7 2 0 2

=(1,2,0 —» P(Q,2,-D
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72 |Halla la ecuacion de la esfera tangente a los planos x—2z-8=0 y
2x—z+5 =0 y que tiene su centro en la recta:

x=-2
r:
y=0

El centro de la esfera es de la forma C(-2, 0, 2) (pues pertenece a la recta 7).
La distancia del centro a cada uno de los planos es la misma. Ademas, esta distan-
cia es el radio de la esfera:
|2-22-8] |-4-—z+5]| R |2z-10| |-z+1]
V1+4 Vi +1 Vs Vs
22-10=-2+1 — z=-11 — C(=2,0,-1D
= |21 < 1
2z-10=z-1 - 3z=9 — z=-3 — C,(-2,0,-3)

— |-2z-10| =

Hay dos soluciones:

12
e C(-2,0,-11) — Radio=—=

Vs
144

Ecuacion: (x + 2)2 + p2 +(z + 11)? = -

4
© C)-2,0,-3) — Radio=—

Vs

1
Ecuacion: (x + 2)% + y2 +(z + 3)? = S

73 |Laesfera (x—3)?+ (y +2)?>+(z—1)?>=25 cortaal plano 2x—-2y+z—-2=0
en una circunferencia. Halla su centro y su radio.
e Obtengamos el centro de la circunferencia:

—FI centro de la esfera es P(3, -2, 1).

—La recta que pasa por P y es perpendicu-
lar al plano es:

x= 3+2\
y=-2-2A
z= 1+ A

—Fl punto de corte de esta recta con el pla-
no dado es el centro de la circunferencia:

23+ 20) —2(2-20)+(1+AM)-2=0
6+4L+4+4A+14+A-2=0 — 9A+9=0 — A=-1
0(1, 0, 0)
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e Calculamos el radio de la circunferencia:

La distancia entre los centros P y Q es:
d=|0P|=1@2 21| =Vi+4+1=3

El radio de la esfera es R = 5.

Luego el radio de la circunferencia es: = VRZ—d? =V25-9 =16 =4

a) Halla la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos A(4, 1, -3) y

B(3, 2,1) y que tiene su centro en la recta:

x-8 y-3 =z+4
2 1 -1

b) ¢Cuil es la ecuacion del plano tangente en B a dicha esfera?

a) Escribimos la recta en paramétricas:

x= 8+ 2\
y= 3+ X
z=—4—- A

Como el centro pertenece a esta recta, es de la forma C(8 + 24, 3 + A, —4 — A)

La distancia de C alos puntos A y B ha de ser la misma. Ademas, esta dis-

tancia es el radio de la esfera:
— —
dist (A, C) = dist (B, C) — |AC|= |BC|

|[QA+4,A+2 -A-—D|=|Cr+5 A+1 -A-5)]

VL + D2+ A +22+((A-1D2 =vAL+52+ A+ D2+ (L —5)2

PE+16+ 160+ )+ 4+ 40+ )2+ 1+20 =
= 417 + 25+ 200 + )&+ 1+ 2% + }E + 25 + 101
-10A=30 —» A=-3 — C(2,0,-D
— —
| AC | = | BC| = 3 = radio de la esfera.

La ecuacion es: (x — 2)? + y? +(z + D? =9, o bien:

X2+ p?+ 22 —bdx+22-4=0

b) Un vector normal al plano es C_é =(1, 2, 2).
El plano pasa por B(3, 2, 1). Su ecuacion es:
1- x=3)+2 (y-2)+2-(z-1D=0
X—3+2y—4+2z-2=0
X+20+2z-9=0
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75 |Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a A(-2, 3, 4) sea el
doble de la distancia a B(3, -1, -2).

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico, debe cumplir:

dist (P, A) = 2dist (P, B)

Ve + 22+ (=32 + @ -2 =2V =32+ (p + D2 + (z + 2)?

X2 H+4x+4+9?—6p+9+22—82+16=22 —6x+9+ 2+ 2+ 1+ 2%+ 4z + 4]
X2+ 2+ 22 +4x -6y —82+29 = 2x? + 292 + 222 — 12x + 4y + 8z + 28

X2+ 92+ 22— 16x+ 10y +162-1=0

Es una esfera de centro (8, =5, —8) y radio V154 = 12,4.

76 |Dados A(4,2,0) y B(2,6,—4), halla el lugar geométrico de los puntos P
tales que PA sea perpendicular a PB.

Si P(x, y, ) es un punto del lugar geométrico:

N
AP(x—4,y-2 2)

N } han de ser perpendiculares, es decir:
BP(x—-2,y-06,z+4)

O —

AP+ BP =0 - x-9Dx-2+0p-2@p-0)+zE+49D=0
X2 —6x+8+9p? -8y +12+22+42=0

X2+ )2+ 22— 6x—-8y+4z+20=0

Es una esfera de centro (3, 4, =2) y radio 3.

77 |Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a (2,0, 0) y
(=2, 0, 0) sea igual a 6.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

V=22 +p2+22 +V(x + 22 +p2 + 22 =6

V=22 +92+22 =6-V(x+ 22+ p2 + 22

x2—dx+4d+y2+ 22 =30+ a2+ dx+ 4+ P+ 2212 V(o + 22+ )2+ 22

12V + 2)2 + 2 + 22 = 8x + 36

3N+ 22 +)2+22 =2x+9

Olx? + 4x + 4 + y2 + 22| = 4x% + 36x + 81
9x2 + 36x + 36 + 9y? + 922 = 4x% + 36x + 81
5x% + 9p? + 922 = 45

2 2 2
X L2

9 5 5
Es un elipsoide.
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34

Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de
(0, 0, 3) ydel plano z=-3.

Sea P(x, y, z) un punto del lugar geométrico pedido. Entonces:

dist = (P, (0, 0, 3)) = dist (P, {z = -3

Va2 +p2+ (2 -3 = |Z\/+I3| = |z + 3]

Por tanto:

x*+p?+ (z-3)P=(z+3)7

WA yr -0z =L+ 0z +4
x2+92-122=0

Se trata de un paraboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a
(0, 5,0) y (0,5, 0) sea igual a 4.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

INaZ+ (p =52+ 22 — 2+ (p+ 352+ 22| =4

Va2 + p2 =10y + 25 +22 —Na? + p2 + 10y + 25 +22 = +4

Va2 + p2 — 10y + 25 +22 = 24 + \x? + p2 + 10y + 25 +22

X2+ p2—10p+ 25+ 22 =16+ 2 + p2 + 10y + 25 + 22 + 8 Vx? + y2 + 10y + 25 +2?

+8 Va2 + p2 + 10y + 25 +22 = 20y + 16

+2 Va2 +p2 + 10y + 25 +22 =5y + 4
4(x% + 2 + 10y + 25 + 22) = 2592 + 40y + 16
4% + 42 + 40p + 100 + 422 = 25y + 40y + 16

4x% — 212 + 427 = 84

Es un hiperboloide.

¢Cual es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los pun-
tos (2, 3,4) y (2, 3, —4) es igual a 8? ;Como se llama la superficie que obtienes?

V=22 + @ -3+ @-9 +Vw-22+ @ +37%+(z-4?2 =8
(2P + (y =3P + (47 = 64 + (x—=27 + (y + 3)? + (=4 —
—16 V(x =202+ (y + 302 + (z — 4)?

16V =22+ (@ +32+(z-4? =64 + 12y
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AN -22+ (p+37 +(z-47 =16+ 3y
16 (= 4x + 4+ )2 + 6y + 9 + 22 — 82 + 16) = 256 + 96y + 9)?
16 x*+ 7% + 1622 — 64x — 1282 + 208 = 0

Se trata de un elipsoide.

¢Cual es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los
puntos (-4, 3, 1) y (4, 3, 1) es igual a 62

Vo + 42+ (@ -32+@-12 —Vx-9D2+(@p-32+E-1D* =6

4x—9=3Vx -9+ -372+ (- 1?
7x% = 9)? — 922 + 54y + 182 — 153 =0

Se trata de un hiperboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano x =y ydel
punto (0, -2, 1).

dist(P, ) = M—\éy' dist(P, Q) = V@2 + (p + 22 + (z - 1)?

2
M) =2+ P4y + 4+ 2222+ 1

V2

X+ -2y =202 +2)? +8y+8+222 —4z+2
X2+ 92+ 222+ 2xp + 8y —4z+10=0

Se trata de un paraboloide.
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CUESTIONES TEORICAS

La ecuacion ax + by + cz + d=0 representa un plano del espacio. Explica qué
caracteristica tiene dicho plano en cada uno de los casos siguientes:

Da=0, b=0

m) b=0, c=0
ma=0, c=0
v) d=0

D Es perpendicular al eje OZ. (Paralelo al plano OXY).
m Es perpendicular al eje OX. (Paralelo al plano OYZ).
un) Es perpendicular al eje OY. (Paralelo al plano OXZ2).
1v) Pasa por el origen, (0, 0, 0).
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Define la proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano © y expli-

ca el procedimiento que emplearias para obtenerla.

La proyeccion ortogonal de un punto, P, sobre un plano, m, es un punto, P’
—>

tal que el vector PP’ es perpendicular a m. Un procedimiento para obtener P’

seria el siguiente:

Se halla la recta, 7, perpendiculara m que pasa por P. El punto de corte entre
r y m es el punto buscado, P

Dada una recta » y un punto P de ella, ;cuantas rectas perpendiculares a
r que pasen por el punto P se pueden trazar?

Infinitas. Todas las que, pasando por P, estan contenidas en el plano perpendi-
cular a 7 que pasa por P.

Dado el plano m: x —3y + 2z—1 = 0, escribe las condiciones que deben cum-
plir las coordenadas de un vector v(a, b, ©) para que tenga la direccion de
alguna recta contenida en el plano.

V(a, b, ¢©) debe ser perpendicular al vector normal del plano m, n(1, =3, 2); es
decir: (a, b,c)-(1,-3,2)=a—-3b+2c=0

Justifica que la distancia del punto A(x,, y,, z,) alarecta:

X—X Y-)_Z-%
a b

se puede calcular mediante la formula:

|(x2 — X0 Vo=V Zp— Zp5) X (4, b, C)l

\Va?* + b* + ¢?

Llamamos P(x;, y;, z)) Y a(a, b, ©). P es un punto de la recta y d un vector
direccion de esta.

d A, r) =

La distancia de A4 ala recta r es igual a la altura del paralelogramo determinado
—
por PA 'y 3, es decir:
_ — -
Area paralelogramo |PA x dI _

dist (A, r) = = =
Base |d|

g =y, 9, =0y, 2 - 2D X (@, b, o

Na?+ b + ¢?
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88 |Sean r la recta determinada por el punto A yelvector d. y s larectade-
terminada por el punto B y el vector d.. Sabemos que » y s se cruzan.

a) Justifica que la distancia entre r y s se puede calcular asi:
R T
l4B, @, d]]
- -
|d, xdj|
b)Justifica que la perpendicular commin a 7 ya s se puede obtener asi:
e T Y
det(4X,d,.,d xd) =0
det(BX,d_,d xd)=0

dist(r, s) =

a) dist (r, s) = altura del paralelepipedo determinado por:

e
a4, 4l

s Volumen
4B, d y d -~ ’

R A Area de la base |d xd|

r S

- -
b) La recta, p, perpendiculara r ya s, tiene por vector direccion d, X d. Esta
recta, p, es la interseccion de los planos o y B, siendo:

o: Plano que contiene a s y al vector 3,, X Z{S; es decir:
S T S
o: det(AX, d,, d.xdy) =0, donde X = (x,y, 2)
B: Plano que contiene a 7 vy al vector E{r X E{S; es decir:

B: det(BX, I, d xd) =0

det(AX, d., d.x d) =0
Por tanto: p: 5
P aer %, 3, T x dy =0

89 |Sean A(x,,y;, z,) un punto del plano n: ax + by + cz+ d =0 y B(x,,,,2,)
un punto tal que A_é - (a, b, ¢) = 0. Demuestra que, entonces, B e T.
AB - (a, b, ) =0 — alx,—x)+ b, —y) +c(zy—2)=0 —
- (ax, + by, + cz,) —(ax; + by, +cz) =0 —
—d (pues A € m)

— ax,+by,+cz,+d=0 — Bemn

PARA PROFUNDIZAR

s90 |Los puntos P(1,-1,1) y Q(3,-3, 3) son dos vértices opuestos de un cua-
drado. Sabemos que dicho cuadrado esta contenido en un plano perpendi-
cular al plano de ecuaciéon x +y = 0.

a) Halla los vértices restantes.

b) Calcula el perimetro del cuadrado.
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a) Los otros dos vértices, R y S, pertenecen a la mediatriz .,
del segmento PQ. R 0

La mediatriz del segmento PQ tiene como vector direccion .
el vector normal al plano x + y = 0; es decir, (1, 1, 0). ,"(\

Pasa por el punto medio del segmento PQ; es decir, por
M(2, -2, 2). Luego la ecuacion de la mediatriz es:

x=2+A
riyy=-2+A>
z=2

Un punto de 7 es de la forma R(2 + A, -2 + A, 2).
- — —
Buscamos R tal que PR - QR =0 (es decir PR 1L QR):

P_]>3(1 + A -1+A 1D

N }ﬁe-@)e=k2—1+x2—1—1=2x2—3=0 -
OR(-1+A, 1+A, =D

V6

3.
2 2

>
Il

Los vértices son: R

4+N6 —4+6 ) (4—% —4-6
) L2l y S , , 2

2 2 2 2

La longitud de la diagonal es:
d=1PQ|= |2 -2 2|=12

A?=1P+12 - d*=2" - 12=2 - [=-6

El perimetro serd: P = 476

Considera los puntos siguientes:
A(a, 0,0), B(0, b, 0), C(0,0, c)

Prueba que la distancia, d, del origen de coordenadas al plano ABC
verifica:

1 1 1 1

PP

El plano que pasa por A, B 'y C es:

T % + % + % =1 (véase ejercicio 66 a) de la unidad 6),

1 1

. 1
esdecirr m: —x+—9)p +—2z-1=0
cir P by -

Unidad 7. Problemas métricos



Asi, si O(0, 0, 0), entonces:
1 1 1
—0+—-0+—-0-1
a b c 1
dist (O, ) = = -d -
VG A
— +|=| + = — + —+ =
a c a* b* c?
1 1, 1,11
dz bZ C2 d az bZ CZ dZ
92 |Considera las rectas r, s y &:
x =-2 2x tz=-2 x —-z=0
7r: S t:
y—z=20 x+y =0 y+z=-1

Halla las coordenadas de un punto P que estd en la recta ¢ y que determi-
na con la recta s un plano que contiene a 7.

El enunciado es enrevesado, pero el problema, una vez estudiado, es sencillo:

Las rectas » y s deben ser coplanarias. El plano que determinan, m, ha de tener
un punto, P, situado en la recta .

En la resolucién, empezaremos viendo si 7 y s son coplanarias. Si lo son, halla-
remos el plano © que determinan. La interseccién de # y m es el punto P bus-
cado.

Escribimos las ecuaciones de 7, s y ¢ en forma paramétrica:

x=-2 X = 1) X = kR
ryy= A Sy y= -1 Lyy=-1-k
z= A =-2-21 z= k

e Son r y s coplanarias?
Evidentemente, no son paralelas, pues (0, 1, 1) no es paralelo a (1, -1, -2).
Veamos si se cortan. Para ello, igualamos, una a una, sus coordenadas:

_2=M

=2 A=2
A=-u } "
A=-2-2l — 2=-2-2-(=2)Si, es cierto. Por tanto, se cortan.

El punto de corte de 7 y s se obtiene haciendo A =2 en las ecuaciones de
r, obien W =-2 en las ecuaciones de s. Se obtiene el punto (-2, 2, 2).

e Hallamos la ecuacion del plano © determinado por r» y s:
Un vector normal al plano es:
dxd=010Dx0-1,-2=¢1,1,-1) - nd,-1, D
Luego el planoes: m 1x+2)-1(y—-2)+1(z-2)=0

Tx—)y+z+2=0

Unidad 7. Problemas métricos
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e P esel punto de corte de m con la recta &
k—(-1-RB+k+2=0 — k+tl+thk+k+2=0 — 3k+3=0 — k=-1
El punto es P(-1, 0, =1).

2 2 L2
Halla las intersecciones de la superficie :—5 + 31;_6 + % =1 con los tres planos
coordenados. ;Qué figuras obtienes? ;Como se llama la superficie dada?
2 2 2

XL YL E
25 16 9

y2 22
Con x = 0: 6 + 5 =1 — Elipse de semiejes 4 y 3.

X2 2
Con y = 0: 5 + 5 1 — Elipse de semiejes 5 y 3.

X2 2
Con z=0: s + 6 - 1 — Elipse de semiejes 5y 4.

Es un elipsoide.

Halla el centro y las longitudes de los ejes del elipsoide siguiente:
2x2+3)2+22-8x+6y—4z-3=0

202+ 312+ 22 —8x+6y—42z-3=0

2P —4x+D+30P+2p+ D+ (P —4z+4)=3+8+3+4

2(x =22 +3(@p+ 1?2+ (z-2)? =18

x-27  Q+D* (=-27 _

9 6 s !
Centro: (2, -1, 2)
Semiejes: 3, V6 y V18 =3V2
. . Lox2oy? 22
Halla las intersecciones de la superficie 5 + % 716" 1 con los planos

coordenados, y describe qué tipo de curvas obtienes.
¢Como se llama la superfice dada?
2 2 2

y

X z

|

9 "4 16
y2 22

Con x =0: T 16 1 — Hipérbola, semieje real 2.
x? 2?2

Con y = 0: 35 + ST 1 — Hipérbola, semieje real 3.
X2 2

Con z=0: o + T 1 — Elipse de semiejes 3y 2.

Es un hiperboloide.

Unidad 7. Problemas métricos
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96

Haz de planos

m:2x+3y—2—-4=0 . »
La recta 7: es la interseccion de los planos © y ©.
o: x—2y+z+1=0

El conjunto de todos los planos que contienen a 7 se llama HAZ DE PLANOS
de arista r, y su expresion analitica es:

ax+3y—z—-4)+b(x-2y+z+1)=0

/

[

|

Para cada par de valores de a y b (salvo para a=0 y b= 0), se obtiene la
ecuacion de un plano del haz.

a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.

b) ¢Para qué valor de k& uno de los planos del haz es perpendicular a la recta

¢Cual es ese plano del haz?
c) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.
d) Escribe la expresion del haz de planos cuya arista es la recta s:

. x-=5 y+1 =z-3
T3 -2 1

e) ¢Cual de los planos de este haz dista mas del origen de coordenadas?

a) El término independiente serd cero: —4a + b=0 — b =4a. Luego:
ax+3y—z—4) +4alx -2y +z+ 1) =0, es decir:
2x+3y—z—-4+4x-2y+z+ 1 =0
2x+3y—2z—-4+4x—-8y+4z+4=0
6x—35y+3z=0

b) Un plano del haz es:
Qa + bx+ BRa-2b)y+(—a+ bz+(4a+b) =0

Un vector normal al plano es: nQa + b, 3a — 2b, —a + b)

Unidad 7. Problemas métricos
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Para que el plano sea perpendicular a la recta, el vector normal del plano y el
vector direccion de la recta han de ser paralelos, es decir, sus coordenadas de-
ben ser proporcionales:
2a+b _3a-2b _-a+b
3 5 k
10a +5b= 9a—-6b | a+11b=0 — a=-11b
2ka + kb =-3a +3b | 2k+ 3)a+ (k—-3)b=0
112k +3) +(k-3)=0 — -22k-33+k-3=0
36 -12 12

21k-36=0 — k=2=12 5 p=_12
21 7 7

El plano del haz es:
“11bQRx +3y—z—-4) + blx -2y +z+1) =0
“112x+3y—z-D+x-2y+2z+1D =0
“22x-33y+1lz+44+x-2p+2+1=0
21x-35y+ 122+ 45 =0

Otra resolucion:

Si la recta es perpendicular a un cierto plano del haz, serd perpendicular a to-
das las rectas contenidas en ese plano, y, en concreto, a la recta r, arista del

haz.
Vector direccion de 7: d = 2,3, -DxA,-2,1)=(,-3,-7)
Vector direccion de #: d' = 3,5, k)

d-d=0 5 1,-3,-7-3,5k=3-15-7k=0 — /e=#

A partir de aqui, obtendriamos la relacion entre a y b, y el plano del haz
como en el caso anterior.

©) Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son los puntos de la
recta 7. Por ejemplo: (1,0, -2) y (0, 3, 5).

d) Escribimos la recta s en forma implicita:

x-5 yp+1
T= - - 2x+10=3y+3 —> 2x-3y+7=0
x;5=213 S X-5-32-9 — x-32+4-0
2x+3y -7=0
5
xXx-3z+4=0

La expresion del haz de planos cuya arista es s es:

aCx +3y—-7)+blx-3z+4) =0

Unidad 7. Problemas métricos
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e) Es el plano que contiene a la recta (puesto que es del haz) y es perpendicular a

O_())’, siendo O(0, 0, 0) y O’ la proyeccion de O sobre la recta.

Lo calculamos en el caso de la recta s:

o 0(0, 0, 0)
Un punto genérico de la recta s es: .

PG5 +3N -1-2\,3+M0)
Un vector direccion de s es 35(3, -2, D.

—> -
El vector OP ha de ser perpendicular a d_:

OP-d =0 - 3G+30)-2-1-20+B+1) =0

=20 -10
15+ +2+4A+3+A=0 — 141 +20=0 — k=7=7
Luego:
13 11 13 11
/%, 73, 7), y el vector normal al plano es ()_(5’(%, 73,7; o bien (5, 13, 1D).
5 13 11
El pl i 5|x— 2|+ 13y - = + 11|z - = =
plano sera: 5|x - + 13(y 5 +11{z 7) 0

Sx+ 13+ 112-45=0

Pagina 211

AUTOEVALUACION
x =11+ 4\ x=11-9)\
lorp:qy= 5+2) ry{y= 5-5\
z= T7+3\A z= 7-=T7A

a) Halla las distancias entre los puntos de corte de », y r», con:
T:2x—5y+32—-4=0
b)Halla el angulo de r; con r,.

c) Halla el angulo de r, con T.

a) Veamos primeramente que 7, y 7, se cortan con T, es decir, que no son perpen-
diculares al vector normal a T.

(4,2,3+:(2,-5,3)=7#0 = r, cortaa T

(-9,-5,-7)-@2,-5,3)=-14#0 = r, cortaa T

Unidad 7. Problemas métricos
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Hallamos ahora los puntos de corte de 7, y r», con @. Para ello, en cada caso sus-
tituimos las coordenadas del punto genérico de la recta en la ecuacién del plano:

* 7, con T
211 +40) -5 +20) +3(7 +30 —-4=0
Operando se obtiene A = -2. Por tanto, el punto de corte es P(3, 1, 1.
e 7, con T
211 - 9 =55 =50 +3(7-7M) -4 =0
Operando se obtiene A = 1. Por tanto, el punto de corte es Q(2, 0, 0).
La distancia entre los dos puntos es:

dist (P, ) =VB-22+(1-02+(1-02 =13

b) Las rectas 7, y r, se cortan, evidentemente, en el punto (11, 5, 7). Veamos su an-
gulo:

~. D +2- 5 +3 ) 67
cos (ry, 1,) = = = 0,99933237
P 2224329252472 V294155
s
rp, Fy = 2°5' 38"
o~ 4242 (- :
©) cos (90° — (m, rl))=| *2 (533 ! = 0,2108663

V20 22+ 52432 2938
90° — (T, 7,) = 77° 49' 37"

(T, 7,) = 12° 10" 23"

o:2x+5y—7z+4=0

B:S5x—y+2z—-4=0

Y:2x+5y—7z+49=0

Calcula la distanciaentre o0 y B yentre o y 7.

Los planos o y B se cortan, ya que sus coeficientes no son proporcionales. Por lo
tanto, la distancia entre o y B es 0.

Los planos o y 7y son paralelos, puesto que sus coeficientes son proporcionales.
Por tanto, la distancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de
ellos al otro.

P(=2,0,0) esun punto de o. Por tanto:

2-2+5-0-7-0+49 45 _15\78
V22 + 52+ 72 V78 26

dist (o, y) = dist (P, y) =
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3. Calcula m para que dist (P, Q) =5, siendo P(3,-1,11) y Q(7,-1, m).

dist (P, Q) =N(7 =32+ (=1 + 1> +(m—-11)> =5 — 42+ (m—11)> =25

Hay dos soluciones: m =14 y m =8

x—2 4-2y z+1
5 2 3

4, Halla la distancia de P(1,—-4,3) alarecta: r:

(Ojo con el numerador de la segunda fraccion).
La recta 7 se puede expresar como:

x-=2 y-2 z+1

5 -1 3

En la segunda fraccion hemos dividido numerador y denominador entre 2 para que
el coeficiente de y sea 1.

El vector director de 7 es d = (5, -1, 3.
—> —>
Hallamos el vector PQ, siendo Q(2,2,-1) un punto de la recta ». PQ = (1, 6, —4)

POxdl J1s+6-D-4-3 13 1335

d| V52 4 12 + 32 Vs 35

dist (P, r) =

5. Calcula la distancia entre las rectas siguientes:

x=3+2\
3 2x—y+ z+4=0
riyy=5—- LA s
x + 3z =0
z=4+ A

Expresamos la recta s en ecuaciones paramétricas para que sea facil tomar un pun-
to, P, y un vector director, d de dicha recta. Hacemos z =A y despejamos:

x= =3\
s4y=d-5L PO 40Mes d(3-5D
z = A

5
Q y d, son, respectivamente, un punto y un vector director de la recta 7:

0G,5, 9er, d@-1,1

Hallamos el vector P_Q> =(3,1, 4.

|[ar’ av@]l - = —> 2 _1 1
dist (1, §) =—=——=—— [d,, dS,PQ] =13 -5 1|=-45
[, | 3 1 4
|?1rxas| = |_47 5, 13| =\/42+52+152 =\/21O

|-45| _ 45 3210
V210 210 14

dist (r, s) =
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6. Halla las ecuaciones de la recta que corta perpendicularmente a » y s.

[x=-3+ A
r:yy=-2+5\
12=0
(x= 3
S: y=—6+47&
2= 2+ A

Las rectas 7 y s se cruzan.

Por ser la recta buscada, ¢, perpendiculara » ya s, su vector director es:
- - —
d,=d,xdg=(1,5,0%x(0,4,1D=(,-1,4

Vamos a definir la recta ¢ como interseccion de dos planos:

Plano o: contienea 7 ya ¢t
El vector normal al plano sera:
d,xd. = (5, -1, 4 x(1,5,0) = (=20, 4, 26) // (~10, 2, 13)
Como contiene a 7, pasa por el punto (-3, =2, 0). Por tanto:
o —10(x +3) +2(y +2) + 132 =0

o —10x + 2y +132-26=0

Plano B: contienea s ya ¢
El vector normal al plano sera:
d;xdy = (5,1, 9 x (0, 4, 1) = (=17, =5, 20)
Como contiene a s, pasa por el punto (3, -6, 2). Por tanto:
B: —17(x=3) =5y +6) +20(z —=2) = 0
B: =17x -5y + 20z - 19 = 0
Por tanto, la recta t es:

—10x + 2y + 132 -26=0
-17x -5y +20z-19=0

En paramétricas:

=-2+5)\
1y y= 3- A
z= 4N
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7. a)Halla el area del triangulo determinado por los puntos de corte del plano
3x +y+2z—6=0 con los tres ejes coordenados.

b)Halla el volumen de la piramide determinada por esos tres puntos y el origen
de coordenadas.

a) Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes coordenados:

=0
e Fie X: {y
z=0
3x-6=0 — x=2; P2,0,0)
x=0
e Fje Y. {
z=0
y—6=0 — y=6; 00,6, 0

x=0
e Fje Z: {
»=0
22-6=0 - z=3; RQ,O0,3
El area del tridangulo de vértices P, Q y R es la mitad del area del paralelogramo
—> —

formado por los vectores PQ y PR.

PG x PRl (2,60 % (-2,0,3)] _

A =

TRIANGULO 2 2
18,6, -12)| 18% + 62 + 122
_1as 2’ | _ 5 =3V14 u?
Area tridngulo - altura
b) VFETRAEDRO = 5

La altura es la distancia del origen de coordenadas al plano.

ol 6

altura = = u
V32412422 14
PUraaE
_ Vg
VTETRAEDRO - x = 6u
Otra forma:

La piramide es la sexta parte del
ortoedro de aristas 2, 3y 6.

V=—-2-3-6=06u’

O\l»—l

Unidad 7. Problemas métricos
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8. a) Halla el centro y el radio de esta esfera:
S:x?+y2+22-4x+22-20=0

b) Calcula el radio de la circunferencia que determina el plano 3x -4z +5 =0
al cortar a S.

a) Completamos cuadrados en la ecuacion de la esfera:
(x=272+p?+(z+1)? =52
Por tanto, el radio es 5, y el centro, C(2, 0, -1).

b) Hallamos la distancia del centro de la esfera al plano m: 3x — 4z +5 = 0:

324D + 5| B
\32 + 42 5

dist (C, m) =

Por Pitagoras:

r=vN52-3%=4u

Unidad 7. Problemas métricos
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CONTINUIDAD
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Algunos limites elementales

B Utiliza tu sentido comuin para dar el valor de los siguientes limites:

a) lim x2, lim x3, lim (x3-3x2%)
X — +oo X — +oo X —> +oo
b) lim x2, lim x3, lim (x3-x2)
X — —o0 X — —oo X —> —oo
o) lim x?, lim x3, lim (x3 - 5x% + 3)
x—2 x—2 x—2
1 1
d) lim —, lim —, lim —;
X —> +o0 X x —> +o0 X x>t X4+ 1
1
e) lim — im — lim
x-)-oox, x-)-ooxz, x-)-ooxz"'l
1 1
f) lim —, lim —, lim —
x—>0X x—>0X x—>0x“+1
Q) lim x5 lim M
x_>+oox2+1’ X — +oo x2+1
) x3 ) 2
h) lim ———, lim
xo—e X+ 1 Xx—>-03X+5
a) lim x% = +oo; lim X3 = +oo; lim (x3 — 3x2) = +oo
X — +oo X —> +oo X = +oo
b) lim x? = +oo; lim x3 = —oo; lim (x3 — x2) = —oo
X — —oo X = —co X = —oo
o) lim x? = 4; lim x> =8, lim (x3 — 5x? + 3) = -9
x— 2 X =2 X =2
~ 1 ~ 1 ~ X
d) lim — =0 lim —=0 lim 5 =0
X — +oo X X = oo X x> e X7+ 1
B 1 B 1 ~ X
e) lim — =0; lim — = 0; lim — =0
x— —co X x— —co X x> e X+ 1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad




£) lim — = +oo; lim — = +eo i 5 =
x—>0X x—0X x—ox“+1
. x3 o xd—5x2
g lim — = +oo; lim = +oo
x— +oo X7+ 1 x>t X7t 1
3 2
, , X
h) lim — = —oo; = —oco
x— —o0 X 1 X ——00 3X +5

Exponenciales y logaritmicas

Recuerda como son las graficas de algunas funciones exponenciales y logarit-
micas:

y=log,x

y= log] X

B A la vista de estas graficas, asigna valor a los siguientes limites:

a) lim 2%, lim 2~
X —>—oo X —> +oo

b) lim 27, lim 27

X —> —oo X — +oo

c) lim log,x, lim log,x, lim log,x
X — = x—0 x—+

oo

d) lim log,,x, lim log,,x, lm log,  ,x
X — —oo x—0 X —> +oo

a) lim 2X=0, [im 2%= +oo
X — —o0 X — +oo

b) lim 2™ =40, [im 27 =0

X — —oo X —> +oo

o Ilim log,x no existe, [lim log,x =—eo, lim log,x = +eo
X —> —oo x— 0" X —> too

d lim log, ,x no existe, [lim log,,x =+, lim log, ,x =—oco
X — —oo x— 0" X = +oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Con calculadora

Tanteando con la calculadora, da el valor de los siguientes limites:

sen x

a) lim
x—>0 X

b) lim (x—3):-In(x-3)

x—3

2
c) lim 1+i ¥
x

X = oo

senx
a) [lim =
x—0 X

b) lim (x-3)-n(x-3)=0

x—3

o lim
X = +oo

3 2x
1+ ;) = o = 403.43
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1. Asigna limite (finito o infinito) a las siguientes sucesiones e identifica a las
que no tienen limite:

n+s n?
a)a,=n>—10n2 b)b, = 5—3n> c)cn=2_n d)dn=n+1
e) e,= sen%n f)fn = 2" g) g, =-2" h)h" = (=2)*
a)a, =n’-10n?

(=9, —32, —63, —96, 125, —144, 147, =128, =81, 0, 121, ...) a, —> +oo

b)b, =5 - 3n? (2, =7, =22, —43, =70, =103, =142, =187, =283, ...) b — —co

+
C) cn—;l 5 (6, -3 —%, —?, —%, —%, —1—65, —%, ) ¢, ~>-1

2

N I N AR -
e, =sen ik (7, L,=50-—-1L-—0, ) e, no tiene limite
D f,=2" (2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, ...) Sy, = Foo
9g,=-2" (=2, —4, -8, —16, —32, —64, —128, —256, ...) g, — —oo
h b, =2)" (=2, 4, =8, 16, =32, 64, =128, 256, ...) h, no tiene limite

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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1. Si u(x) > 2 vy v(x) > -3 cuando x — +, calcula el limite cuando x — +

de:

a)u(x) +v(x)
c) 54
e)u(x) - v(x)

Q) lim [(x) + (X)) =2 +(=3) = -1

X = +oo

o lim 51 =52=25

X = +oo

o) Im [u(0) - v@]=2-(3)=-6

X = +oo

b) v(x)/u(x)
dVov(x)
£) Yu(x)

vx) _ -3

5 4o U(X) 2

d) lim ~Nv(x) no existe

X — +oo

f) lim 3\lu(x =%E

2.8 u(x) >-1y v(x) > 0 cuando x — +, calcula el limite cuando x — +co

de:
a)u(x)—v(x)
o) v(x)/u(x)

e)ulx) v(x)

a) lim [ulx) -vx]=-1-0=-1

X = +eo

b) lim [v) —-ux]=0-(1=1

X = +oo

o lim v _ 0 =0
)x—> +oo U(X) -1

d lim  log,v(x) = {

X = 4oo

e Ilim [ulx) v]=-1-0=0

X —> +oo
6 im Nuo =3-1 =1
X —> +oo
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3. Halla los siguientes limites:

a) lim (x%2+3x—x3)
X —> +oo

) lim (% +3x—x3) =—oo
X —> +oo

—o si v(x) = 0F

no existe si v(x) = 0~

b) v(x)—u(x)
d) log, v(x)
f) 3\! u(x)

b) lim (-5 - 22%)

X = +oo

b) lim (=5 -2%) = —c

X = +oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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4. Calcula estos limites:

a) lim IxZ+2 b) lim (-2log,, x)
X — +oo X — too

a) lim NxZ+ 2 = +oo

X = +oo

b) lim (=2log,, x) = —e0

X = +oo
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5. Indica cuiles de las siguientes expresiones son infinitos (+«) cuando x — +oo:

a)3x5—Va +1 b)0,5* ) -1,5%

d log, x e)1/(x3+1) £)Va

g 4" h)4~ ) —4~

a) lim Bxd—Vx +1) =+ — S
X —> +oo

b) lim 05=0 — No o Ilim (-15%) =-00 — Si
X — +oo X —> too

d) lim log,x = +e0 — Si e Ilim =0 — No
X —> +oo X teo XD+ 1

£) lim Nx =40 — Si Q) lim 4% =400 — Si
X — +oo X —> too

h) lim 4%=0 — No )