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Integrales Definidas. Aplicaciones 

1. ÁREAS DE RECINTOS PLANOS. INTEGRAL DEFINIDA

Nos planteamos el cálculo de áreas de recintos limitados por curvas que vienen dadas por funciones reales 
,como por ejemplo el área sombreada de la figura siguiente, que es el área limitada por la función 2)( xxf =  
entre x = 1 y x = 3 y el eje OX 

Lo que vamos a hacer es trocear el intervalo en subintervalos, y a esto lo llamamos una partición del intervalo. 
Definición.- Dado un intervalo cerrado [a, b], diremos que un conjunto ordenado y finito de números reales P = 
{ xn xxxxx ,,...,,, 1210 − } es una PARTICIÖN del intervalo [a, b]  si se cumple que 

bxxxxxa nn =<<<<<= −1210 ... ,  con lo que los (n+1) números reales dividen al intervalo [a, b] en n 

subintervalos. 
Gráficamente quedaría así: 

Aquí en el dibujo hemos hecho los subintervalos de la misma amplitud pero no es necesario, pueden tenerla 
diferente. 

Consideremos ahora que queremos calcular el área siguiente: el determinado por la función y = f(x) y el eje OX 
entre a y b 
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Vamos a tomar una partición del intervalo P = { xn xxxxx ,,...,,, 1210 − } cumpliendo que 

bxxxxxa xn =<<<<<= −1210 ...  

Y en cada subintervalo de la forma  ],[ 1+ii xx , tomamos el mínimo absoluto que alcanza la función en ese 

intervalo y lo llamamos im  y podemos construir mediante rectángulos una aproximación por defecto del área a 

determinar, como podemos observar en el dibujo siguiente: 
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El área de cada rectángulo es base por altura:  11 )·( ++ − iii mxx  con 10 −≤≤ ni  y si los sumamos todas las 

áreas de los rectángulos obtenemos la aproximación del área que queremos calcular. A esta suma la llamamos 
sumas inferiores asociada a la partición P y se representa por s(P). Así: 
s(P) = 101 )·( mxx − + 212 )·( mxx − + 323 )·( mxx − +…….+ 121 )·( −−− − nnn mxx + nnn mxx )·( 1−−  

Que abreviando con el signo sumatorio nos queda: s(P)  = ∑
−

=
++ −

1

0
11 )·(

n

i
iii mxx  

Análogamente para la misma partición P podemos ahora tomar los máximos absolutos en cada intervalo 
],[ 1+ii xx  y los notamos por iM . Podemos obtener una aproximación por exceso del área a determinar, como 

podemos observar en el dibujo siguiente: 

 
 

El área de cada rectángulo es base por altura:  11 )·( ++ − iii Mxx  con 10 −≤≤ ni  y si sumamos todas las áreas 

de los rectángulos obtenemos la aproximación del área que queremos calcular. A esta suma la llamamos sumas 
superiores  asociada a la partición P y se representa por S(P). Así: 
S(P) = 101 )·( Mxx − + 212 )·( Mxx − + 323 )·( Mxx − +…….+ 121 )·( −−− − nnn Mxx + nnn Mxx )·( 1−−  

Que abreviando con el signo sumatorio nos queda: S(P)  = ∑
−

=
++ −

1

0
11 )·(

n

i
iii Mxx  

 
Fácilmente se observa que: )()( PSÁreaPs ≤≤ . Esto es para esta partición, supongamos que la partición la 
vamos haciendo mucha más fina (aumentamos n, el nº de puntos en que dividimos el intervalo), es más, 
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hacemos )(Pslím
n +∞→

  y )(PSlím
n +∞→

. Estos límites darán como resultado el área pedida, y podemos concluir 

que: )()( PSlímÁreaPslím
nn +∞→+∞→

==  

El ejemplo de función que hemos usado es continua, creciente y positiva en [a, b] pero funciona igual para 
funciones que sean continuas en [a, b], lo único que pasa que si es negativa, el resultado puede tener signo 
positivo o negativo 
Definición.- Dada una función f continua en un intervalo cerrado [a, b], se define la integral definida de la 

función f  en el intervalo [a, b] que se representa como ∫
b

a

dxxf )(  al siguiente valor: 

=∫
b

a

dxxf )( )()( PSlímPslím
nn +∞→+∞→

=  

Al nº b  se le llama límite superior de integración y al nº a  se le llama límite inferior de integración 
 
NOTAS: Para calcular el área tenemos que tener muy en cuenta el signo de la función, como vemos a 
continuación 

1) Si la función es positiva en el intervalo [a, b], entonces  Área = ∫
b

a

dxxf )(  

 

2) Si la función es definida negativa en el intervalo [a, b], entonces  Área = ∫−
b

a

dxxf )( , pues tenemos que 

por la definición 0)( ≤∫
b

a

dxxf  
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3) Si la función cambia de signo en el intervalo [a, b], entonces tenemos que trocear la integral (véase el dibujo) 
separando las partes positivas de las negativas:  Área = Área-1 + Área-2 + Área-3 = 

∫−
c

a

dxxf )( ∫+
d

c

dxxf )( ∫−
b

d

dxxf )( . Por tanto será necesario conocer los puntos de corte de la función 

con el eje OX 

 
 
 
Propiedades de la integral indefinida: 
 
1.- Si los límites de integración son iguales, la integral definida es nula 

0)( =∫
a

a

dxxf  

 

2.- Si )(xfy =  es positiva en el intervalo [a, b], entonces 0)( >∫
b

a

dxxf , y coincide con el área del recinto. 

 

3.- Si )(xfy =  es negativa en el intervalo [a, b], entonces 0)( <∫
b

a

dxxf , y coincide con el área del recinto 

pero de signo opuesto. 
 

4.- Si c .es un punto interior del intervalo [a, b], se cumple que: ∫
c

a

dxxf )( =+ ∫
b

c

dxxf )( ∫
b

a

dxxf )(  

 

5.- Al intercambiar los límites de integración, la integral cambia de signo: ∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(  

 
6.- Linealidad de la integral indefinida: 
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[ ] ∫∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )(    )()()(  

 

∫∫ =
b

a

b

a

dxxfkdxxfk )()(·  

 

7.- Si )()( xgxf ≤  en el intervalo [a, b], entonces ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  

 
Ejemplo 1.- Con los datos del dibujo, que representa una función y el área de determinadas regiones con el eje 
OX, vemos que:: 

 

a) 7)(
2

=∫
π

π

dxxf   b) 
4)(

5

−=∫
π

π
dxxf

  c) 37)4()()()(
2

5

2

5

=+−=+= ∫∫∫
π

π

π

π

π

π
dxxfdxxfdxxf  

d) 7)(
2

−=∫
π

π

dxxf   e) 
1274)(

5

12

5

=−+−=∫

π

π
dxxf

  f) 
13274)(

5

12

5

=++=∫

π

π
dxxf
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2. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO INTEGRAL. REGLA DE BARROW 
 
Teorema fundamental del cálculo integral:  
 
Dada un función )(xfy =  continua en un intervalo cerrado [a, b] y consideramos la función asociada 

∫=
x

a

dttfxG )()(    con ∈x [a, b], entonces se tiene que: 

   - G  es derivable en [a, b] 
   - G  es un primitiva de f , es decir, )()(' xfxG =   ∈∀x [a, b] 
 
 
Regla de Barrow: 
 
La integral definida de una función f  continua en un intervalo cerrado [a, b] es igual a la diferencia de los 
valores que toma una primitiva cualquiera F  de  f  de los extremos superior e inferior del intervalo [a, b] 
Se denota por: 

   [ ] )()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a

−==∫  

 
 
 

Resumiendo, para calcular integrales definidas ∫
b

a

dxxf )(   hacemos los siguientes pasos: 

1. Calculamos la integral indefinida correspondiente  I = ∫ dxxf )(  

2. Tomamos una primitiva cualquiera, normalmente se toma para C = 0. 
3. Aplicamos la Regla de Barrow a esa primitiva. 

 

Ejemplo 2.- Calcular ∫
−

+−
3

2

2 )22( dxxx  

Calculamos la integral indefinida correspondiente: 

I = ∫ +− dxxx )22( 2
 = Cx

xx ++− 2
23

2 23

 

Tomamos una de las primitivas (por ejemplo para C = 0)   x
xx

xF 2
23

2
)(

23

+−=  

Aplicamos la Regla de Barrow:  
 

∫
−

+−
3

2

2 )22( dxxx = 
3

2

23

2
23

2

−








+− x

xx
= 








+− 3·2

2

3

3

3·2 23

 - 







−+−−−

)2·(2
2

)2(

3

)2·(2 23

� 

∫
−

+−
3

2

2 )22( dxxx  = 






 +− 6
2

9

3

54
 - 







 −−−
4

2

4

3

16
= 

6

117
- 







 −
6

68
= 

6

185
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Ejemplo 3.- Calcular ∫ +
−8

3 1

1
dx

xx
 

Calculamos la integral indefinida: 

I = ∫ +
−

dx
xx 1

1
 mediante sustitución o cambio de variable. 

Hacemos el cambio: 12 += xt �





=
−=
dttdx

tx

··2

12

 y sustituimos. 

I = ∫
−

−
dtt

tt
··2

)1(

1
22

 = ∫ −
−

dt
t )1(

2
2

 y nos resulta otra integral que hemos de hacer por descomposición en 

fracciones simples, como obviamente: )1)(1(12 +−=− ttt , tenemos que poner: 

11)1(

2
2 +

+
−

=
−

−
t

B

t

A

t
�

)1)(1(

)1()1(

)1(

2
2 +−

−++=
−

−
tt

tBtA

t
� )1()1(2 −++=− tBtA  

Damos valores: Para 1=t � 2·2 A=− � 1−=A  
   Para 1−=t � )2·(2 −=− B � 1=B   
 

I = ∫ +++−−=
+

+
−

−
Cttdx

tt
1ln1ln)

1

1

1

1
( �I = C

t

t +
−
+
1

1
ln Por último, deshacemos el cambio, pues como 

12 += xt � 1+= xt : 

I = C
x

x +
−+
++
11

11
ln  

Tomamos la primitiva con C = 0� 
11

11
ln)(

−+
++=

x

x
xF  

Por último aplicamos la regla de Barrow: 
 

∫ +
−8

3 1

1
dx

xx
= 

8

3
11

11
ln













−+
++

x

x
= 

118

118
ln

−+
++

 - 
113

113
ln

−+
++

 = 3ln2ln − = 
3

2
ln  

 
VER: Ejercicios resueltos del libro de texto de la página 373 
EJERCICIOS: De la página 386, el ejercicio 4, 5, 6, 7 y 8. 
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3. ÁREA ENCERRADA BAJO UNA CURVA 

Vamos a calcular en este punto el área determinada por una función )(xfy = , el eje OX y las rectas verticales 
x = a   y  x= b 

 
 
Para poder realizar este cálculo debemos de: 

- Representar gráficamente la función )(xfy =  (especialmente en el intervalo [a, b]). 
- Delimitar el recinto cuya área queremos calcular. 
- Tener en cuenta el signo de la función. Si es negativa, la integral indefinida saldrá negativa y le 

tendremos que cambiar el signo para dar el resultado correcto del área. 
- Además, si la función cambia de signo en el intervalo, hemos de dividir el cálculo del área en partes 

con signo constante para tener en cuenta los signos de las integrales. 
- Tener en cuenta posibles simetrías del recinto para no hacer cálculos innecesarios. 

 
NOTA: Ver página 374 del libro de texto para que nos quede claro las apreciaciones anteriores 
 
Veamos ejemplos donde apliquemos lo dicho: 
 
Ejemplo 4.- Calcular el área del recinto limitado por la curva 2xy =  y las rectas de ecuaciones x = -1 y x = 2 
  
Lo primero que hemos de hacer es representar gráficamente la función, que en este caso por ser una parábola es 
fácilmente representable como podéis observar en el dibujo. 
Lo que nos piden es el área sombreada, y como la función es positiva, podemos poner que: 
 

Área = ∫
−

2

1

2dxx =  
2

1

3

3 −







 x
= 

3

1

3

8 −− =3 u2   
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Ejemplo 5.- Calcular el área del recinto limitado por la curva xxy 43 −=  y las rectas de ecuaciones x = 0 y x 
= 2 
 
Os dejo a vosotros el estudio de la función para su representación gráfica (dominio, puntos de corte, monotonía, 
extremos, curvatura, etc.). Os tiene que salir la siguiente gráfica: 
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El área que nos piden es:  

 
Como vemos la función entre 0 y 2 es negativa, por tanto la integral indefinida entre 0 y 2 saldrá negativa. Así 

lo  que tenemos es que: Área = ∫ −−
2

0

3 )4( dxxx . Vamos a calcular la integral indefinida y al resultado le 

cambiamos el signo para que nos de el área 
 

I = ∫ − dxxx )4( 3
= Cx
x +− 2
4

2
4

� ∫ −
2

0

3 )4( dxxx  = 
2

0

2
4

2
4 








− x

x
= - 4 

Área = -(-4) u2 = 4 u2 
 

Ejemplo 6.- Dada la función 








≥+−
<<−+−

−≤++
=

2128

224

286

)(
2

2

2

xsixx

xsix

xsixx

xf , se pide calcular el área de la región 

limitada por la función y el eje OX 
 
Lo primero es hacer la representación gráfica de la función dada, que es definida a trozos (cada uno es una 
porción de parábola). Os lo dejo a vosotros pero os tiene que salir esto: 
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El área pedida es la suma de las áreas 1, 2 y 3: 
 

Área-1 = ∫
−

−

−
2

4

)( dxxf  = ∫
−

−

++−
2

4

2 )86( dxxx = 
2

4

2
3

83
3

−

−








++− xx

x
= 

( ) ( ) ( ) ( )






















−+−+−−









−+−+−− )4·(84·3

3

4
)2·(82·3

3

2 2
3

2
3

 = 
3

4

3

4 =






 −− u2 

 

Área-2 = ∫
−

2

2

)( dxxf  = ∫
−

+−
2

2

2 )4( dxx = 
2

2

3

4
3 −









+−

x
x

= 
( )























−+−−−








+−

)2·(4
3

2
2·4

3

2 33

 = 
3

32
u2 

 

Área-3 = ∫−
6

2

)( dxxf  = ∫ +−−
6

2

2 )128( dxxx = 
6

2

2
3

124
3 








+−− xx

x
= 
















+−−








+−− 2·122·4

3

2
6·126·4

3

6 2
3

2
3

 

= 
3

32
u2 

Por tanto, Área = 






 ++
3

32

3

32

3

4
u2 = 

3

68
u2 

 
VER: Ejercicios resueltos del libro de texto de la página 375 
EJERCICIOS: De la página 386, el ejercicio 9, 10, 12, 13, 16, 37. 
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4. ÁREA ENCERRADA POR DOS CURVAS 

 
Supongamos que tenemos dos funciones, )(xfy =  e )(xgy = , y queremos calcular el área del recinto limitado 
por las dos gráficas. Para ello nos va a hacer falta conocer los puntos de corte de ambas funciones y dibujarlas 
para saber cual de ellas es mayor que la otra. 
Si fuera como en el dibujo siguiente, 

 
Tenemos que se cortan en ax =  y en bx = , y el área que tenemos que calcular (la sombreada) se obtiene 
mediante la siguiente integral indefinida: 
 

[ ]∫ −=
b

a

dxxgxfÁrea )()(
  pues )()( xgxf ≥  [ ]bax ,∈∀  

Aquí no importa si una función es negativa, lo que importa es cual está por encima o por debajo. 
 

Ejemplo 7.- Calcular el área del recinto limitado por las gráficas de las funciones xxf =)(  y 
2

3
)(

2 xx
xg

−=  

Lo primero que hemos de hacer es la gráfica de cada una de las funciones, que son fáciles y os la dejo a 
vosotros (os tiene que salir así) 

 
 
Vamos a calcular los puntos de corte de las dos funciones: 
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






−=

=

2

32 xx
y

xy
�

2

32 xx
x

−= � xxx 32 2 −= �(elevamos al cuadrado) 234 964 xxxx +−= � 

0496 234 =−+− xxxx � ( ) 0496· 23 =−+− xxxx �









=
=
=

qué?¿por   válidaes nosolución  Esta 1

4

0

x

x

x

 

Así que, 
 

Área = dx
xx

x∫ 






 −−
4

0

2

2

3
 = dx

xx
x∫ 








+−

4

0

2

2

3

2  =

4

0

23
3

4

3

63

2








+− xx

x = 






 +− 12
3

32

3

16
 

Área = 
2

3

20
u  

 
Ejemplo 8.- (Selectividad  2010) 

Considera la función xxf −= 5)(  y la función 
x

xg
4

)( =  para 0≠x  

a) Esboza el recinto limitado por las gráficas de esas dos funciones indicando sus puntos de corte. 
b) Calcula el área de dicho recinto 

 

a) Son funciones fáciles de dibujar pues f  es una recta y g es la hipérbola 
x

y
1=  multiplicada por 4 

Vamos a calcular los puntos de corte: 







=

−=

x
y

xy
4

5
� x

x
−= 5

4
�

x

xx

x

254 −= �
254 xx −= � 0452 =+− xx �





=→=
=→=
14

41

yx

yx
 Por tanto los puntos 

de corte son )4,1(P  y )1,4(Q . El recinto es la zona sombreada: 

 
b) Como vemos )()( xgxf ≥  [ ]4,1∈∀x , por tanto el área del recinto es: 
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Área = ( )∫ 




 −−
4

1

4
5 dx

x
x  = (una primitiva es muy fácil de calcular para aplicar la regla de Barrow) 

Área = 

4

1

2

ln4
2

5 







−− x

x
x = [ ] 




 −−−−− 0·4
2

1
54ln4820 � Área = 







 − 4ln4
2

15
 u2 

Ejemplo 9.- Considera las funciones RRf →:  y RRg →:  definidas por: 

1)( −= xexf      y     
xexg −= 1)(

a) Esboza las gráficas de f y g y determina su punto de corte
b) Calcula el área del recinto limitado por el eje OY y las gráficas de f y g

a) f  es una función similar a la exponencial xey =  y g  es similar a xey −= , que debemos conocer del año
pasado y además estudiamos sus características básicas (monotonía, extremos, dominio, etc.) 

El punto de corte �




=
=

−

−

x

x

ey

ey
1

1

�
xx ee −− = 11
� xx −=− 11 � 1=x � 10 == ey � )1,1(P

Nos queda la siguiente gráfica y el recinto sombreado es el área que hay que calcular en el apartado b) 

c) El área pedida dado que f  es mayor que g  en el intervalo [0,1] es: Área = [ ]∫
−− −

1

0

11 dxee xx

Calculamos las primitivas correspondientes: 

( )∫ +−−=−= −−−− CeedxeeI xxxx 1111  (hacedla vosotros, es fácil)

Así: Área = [ ] ( ) ( )11001

0
11 −−− −−−−−=−− eeeeee xx  � Área = 12 −++− ee � Área = 

( )
e

e 21−
u2

Ejemplo 10.-  (Selectividad 2006) El área del recinto limitado por las curvas 
a

x
y

2

=  e  axy =  con 0>a , 

vale 3. Calcula el valor de a  



  

UNIDAD 6.- Integrales Definidas. Aplicaciones  16 

Dado que las curvas dadas dependen de un parámetro a , vamos a intentar hacer unas gráficas aproximadas de 
ellas. 

 
a

x
y

2

= �
21
x

a
y =  Se trata por tanto de una curva similar a la parábola canónica 2xy =   multiplicada por un 

nº positivo  luego también es U  y pasa por  el punto (0,0) 
 

axy = � xay = , es similar a la curva xy =  multiplicada por un nº positivo  
 
Veamos dónde se cortan: 








=

=

axy
a

x
y

2

� ax
a

x =
2

�(elevando al cuadrado) ax
a

x =
2

4

� xax 34 = � 034 =− xax � ( ) 0· 33 =− axx  

�





=→=→=
=→=

ayaxax

yx
33

00
 Hay dos puntos de corte )0,0(O  y ),( aaP . 

Las gráficas y el recinto nos quedarán asÍ. 

 

Tenemos por tanto que el área del recinto sombreado es: Área = ∫ 







−

a

dx
a

x
ax

0

2

. Calculamos la integral 

indefinida ( )∫∫∫ −=−=
a

x
dxaax

a
dx

a

x
dxaxI

3
··

1 3

2

12

 = 
( )

C
a

x
xa

aa

xax

a
+−=−

3
·

3

2

3
2

3
1 3

33
3

2

3

.  

Área = 
a

a
aa

aa

x
xa

a

a

3
·

3

2

3
·

3

2 3
33

0

3
33 −=



















− = 
33

2 22 aa − = 
3

2a
 Como Área = 3� 3

3

2

=a
�





−=
=
 válidaNo 3

3

a

a
 

 
VER: Ejercicios resueltos del libro de texto de la página 377 
EJERCICIOS: De la página 386, el ejercicio 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15. 
 


