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1 Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

x+3y=5 y+z-2x=0
a)y 2x— y=3 b){x+z-2y=0

x+ y=2 x+y—-2z=0
a) x+3y=5

2x — » =3 Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones 2. y 3.%:
x+ y=2
2x—y=3} 3x=5 — x=5/3

x+y=2| y=2-x — y=1/3

5 1 . -
Comprobamos si (g, 3 verifica la 1.* ecuacion:

EN
3 3
El sistema no tiene solucion. Representa tres rectas que se cortan dos a dos.
b)y+z-2x=0 xX=2y+ z=0
x+2z—-2y=0 Ordenamos las incognitas y las ecuaciones: x+ y-2z=0
x+y—-2z=0 —2x+ y+ z=0

Para resolverlo, aplicamos el método de Gauss:

FILAS
1 -2 110\ ao 1 210
1 1 20| @v-a» 0 3 3|0
-2 1 1 0 BGH+2-03 0 -3 3 0
FILAS
s 1 =210
@5 0 3 3|0
BH+2YH 0O 0 O 0

El sistema es compatible indeterminado.

x=2y+ z=0 X=2y=-2 xX=-A+2A=A
%
3y—-3z2=0
Soluciones: (A, A, V).

%
y= z y=Ar
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2 Comprueba que el siguiente sistema es compatible determinado. Halla su so-
lucion e interprétalo geométricamente:
—-x+ y+ z=1
4y +3z=2
x + 2y =1
x+3y+2z=1
Si el sistema es compatible determinado, debe verificarse que ran (M) = ran (M") = 3,

seglin el teorema de Rouché. Como M’ es una matriz cuadrada de orden 4, su de-
terminante debe ser igual a 0.

FILAS

-1 1 1 1 a9 -1 1 1 1
A 0 4 3 2 _ @y 0 4 3 2 .
R 1 2 0 1| 6Gy+a» 0 3 1 2| 0 porque la 2. y 4. filas
1 3 2 1 A4 + (1.9 0 4 3 2 son iguales.

Podemos eliminar la Gltima ecuacion y resolverlo por la regla de Cramer:

X+ y+ o z=1 -1 1 1
4y + 3z =2 0 4 3|=5
X +2y =1 120
11 1 -1 1 1 -1 1 1
4 3 0 2 3 0 4 2
oodll 20 =_iy= 1 1 o0of_4 __11 2 _ 2
5 5’ 5 5 5 5
L 3 4 2
Solucion: —g, g, —g) Representa cuatro planos que se cortan en un punto.

3 Discute este sistema segiin los valores del parametro a y resuélvelo cuando
tenga solucion.

ax+ y =a
(a+Dx+2y+z=a+3
2y +z=2

ax+ y =a
(a+ Dx+2y+z=a+3 ; Segin el teorema de Rouché, el sistema serd compati-
2y +z=2 ble si ran (M) = ran (M").

Estudiamos el rango de M buscando los valores que hacen |M| = 0:

a 1 O
at+l 2 1|l=-a-1=0 — a=-1
0 2 1

Si a=-1, ran (M) =2 porque
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Estudiamos el rango de M’ para a = -1:

-1 1 0o -1 -1 1 -1
M=(0 2 1 2| =10 2 2[=0—=ranWM)=2
0 2 1 2 0 2 2

Ast:

e Si a=-1. ran (M) = ran (M") =2, el sistema es compatible indeterminado.

e Si a#-1: ran (M) = ran (M") = 3, el sistema es compatible determinado.
— Resolucion si a = —1:

2y+z= 2

—x+y =-1| y=A 5 x=1+Ar
z=2-2y 5 z=2-2\

Soluciones: (1 + A, A, 2 = 2M\).

— Resolucion si a #-1. Aplicamos la regla de Cramer:

a 1 0 a a 0
a+3 2 1 a+1l a+3 1
= 2 2 1 -1 )= 0 2 1 -0
—-(a+1 —(a+1

a 1 a
atl 2 a+3
0 2 2

z= =2
—(a+D

Solucion: (1, 0, 2)

4 Considera este sistema:
—-x+ y+ z=1
4y +az=2
x+ 2y =1
x+ay+2z=1
a) ¢Es posible encontrar valores de a tales que el sistema sea incompatible?

b) ¢Es posible encontrar valores de a tales que el sistema sea compatible in-
determinado?

Justifica tus respuestas.

a) El sistema serd incompatible si ran (M) # ran (M"). Estudiemos el rango de M"

FILAS
11 1 1 . 101 11
a
0 4 a 2| _ @ 04&12_;”1’;_
1 2 0 1| 65+ad o 3 1 2| 1 ; -
1 a 2 1| @Gv+ad 0 a+1 3 2 atl 3

=2a*+6a==2aa-3)=0 - a=0, a=3

Siaz0y a+3, ran (M) =4 y ran (M) <4 para cualquier valor de a. Por
tanto, el sistema es incompatible.
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b) Estudiemos el rango de M y M’ enloscasos a=0y a=3:

e a=0:
IREIE N
1 > 011 0 4 0|==4#0 - ran (M) =ran M) =3
1 0 2 1 20

og=3
U g
1 2 011 0 4 3(=520 = ranM) =ran(M') =3
Ty 120

El sistema es compatible determinado.
No existe ningun valor de a tal que el sistema sea compatible indeterminado.
2 5

5 Dadala matriz A = (2 1 halla los valores de m y n para que se verifique

A% + mA + ul = 0.

et 3 2 3

2 —1/\2 -1 2 11
S (M S5 a2 S et 020 O
2 11 2 -1 0 1 0 0
4 5),(2m 5m| (n 0)_[0 O
2 11 2m —m 0 n 0 0

14+2m+n=0

14 +2m+n 5+5m
2+2m 11-m+n

0 0) R 5+5m=0 - m=-1
0 0 2+2m=0

11-m+n=0 — n=-12
Asi, =-1y n=-12

6 a)Despeja la matriz X en la siguiente ecuacion y halla su valor:
21
3 2

1 -1
0 2

24— AX = BX, siendo A =

-1

0 0
b)Dada la matriz A =|1 0|, calcula A2 + 471,
0 1

0
0
A)24-AX=BX - 24=BX+AX — 24=B+AHDX —

> B+ 24=B+ADTB+AHX >
> B+A124=7T-X > X=B+A"124
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B+a=[L 142 L2 0
0 2 3 2 \3 4
Hallamos (B + A~
15+ 4] - 12, Ad;’(B+A>=(g ‘33) 5
; o400 a_(1/3 0
> lAdj B+ 4] (—3 3) 7 BT 4
B+ayl=|1/3 0)
SVAVALL (s o (4 2| (45 23
_[4 2 -1/4 1/4/\6 4] \1/2 1/2
24 =
6 4
0-10) (010 [-1 0 0
bAZ=|1 0 0|1 0 O|=[0 -1 0O
00 1/ \0o 0 1 0 0 1
-1 0 0\ [-<1 0 0 1 0
A% =42-42=|10 -1 0|0 -1 0]|=(0 1 0]|=1
0 0o 1/ 10 o0 1 0 1
A2 = g4 . 44 . 44 =3 =7
Hallamos A~
0-10
|Al=1 = 4dj( D =[1 0 0] —
00 1
0 1 0 01 0
- UAdiDrF=1-1 0 0| - A7'=|-1 0 O
0 0 1 0 0 1
100 0 1 0 1 1 0
A2 +41=0 1 0]|+|-1 0 Of|=[-1 1 o0
00 1 0 0 1 0 0 2

7 Sea M una matriz de orden tres cuyas filas son F,, F,, F; y de la que sabe-
mos que det (M) =-2. ;Cual sera el valor del determinante de la matriz cuyas

filas son F,—F,, 2F,, F, + F;? Justifica tu respuesta.

M=(F F, Fy, |M|=-2

F =5 e, Boe |5
20, | =—| P =2 H-F =21 =2-2)=-4
F, +F, F, +F, F,+F, F,

(1) Cambiamos el signo del determinante al permutar F, y F,.
(2) Sacamos como factor comtin el 2 en F, y-len F,

(3) El valor del determinante no cambia al restar /7, a F,, nial sumar F, a F;.
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8 Prueba, sin desarrollar el determinante, esta igualdad:

9

a? ab ba
ab @ b2|= @ (@ - b2
ab b? a?

a’> ab ba D a ab  ba @ 1 b b
ab @ b2 |l=alb a* b:|=42|b a* b?
ab b2 a2 b bz az b bz az
FILAS
a.m 1 b b1
= @29-bad a0 a*-b? 0 = a? (a® - b?)?
(BYH-bAY 0 0 a* — b?

(1) Sacamos a como factor comun de la 1.2 columna.
(2) Sacamos a como factor comun de la 1.2 fila.

(3) El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de
la diagonal principal.

Una cooperativa farmacéutica distribuye un producto en tres tipos de enva-
ses, A, By C, cuyos precios y pesos son los de esta tabla:

’_‘ PESO (g) H PRECIO ()

A 250 1,00
B 500 1,80
C | 1000 3,30

A una farmacia se le ha suministrado un pedido de 5 envases con un peso to-
tal de 2,5 kg por un importe de 8,90 €. ;Cuantos envases de cada tipo ha com-
prado la farmacia?

x =n.° de envases de A x+ y+ z=5
Llamemos: ¥ =n.°de envasesde B — 4§ 0,25x+ 0,5+ z=25
z =n.° de envases de C x+18y+332=89

Resolvemos por la regla de Cramer:

11 1
025 0,5 1 |=-0,025
1 18 33
5 1 1 15 1 1 1 s
25 05 1 025 25 1 025 05 25
oo 189 18 331 _, 11 89 331 _, 11 18 89
~0,025 ~0,025 ~0,025

Solucion: La farmacia ha comprado 2 envases del producto A, 2 del B y 1del C.
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m—1 1 -1
10 Dada la matriz A = 0 m-2 1
m 0 2

a) Estudia su rango segun los valores de m, y di para cuales de ellos es inver-
tible.

b)Halla, si es posible, la inversa para m = 2, y comprueba el resultado.

a) Calculamos los valores de m tales que |A]| = 0:

|Al=2m-Dm -2 +m+m(m—-2)=3m?>-7Tm+4 —

m=1
2_Tm+4=0
— 3m?*—T7m + <m=4/3

. 4 , N
e Sim#ly m;tg: ran (M) =3 — la matriz A es invertible.

e Sim=1:
0 1 -1
A=[0 -1 1
1.0 2
‘_1 1 20 = ran (M) =2
0 2
e Si m—i-
3
1/3 1 -1
A= 0 -2/3:1
4/3 0 2
‘1(/)3 _21/3 20 = ran (M) = 2

-1

1 1
b)Si m=2, |A|#0; lamatriz A={0 0 1| esregular.
2 0 2

Calculamos A~

|[A|=3-22-7-2+4=2

0 2 0 0 -2 1 0 -1 1/2

Adj(A) =|-2 4 2| > UAdjDr=|2 4 -1| > 4a1=|1 2 -1/2
1 -1 0 0 2 0 0 1 0

Comprobamos el resultado:
1 1 -1\ [0 -1 1/2 1 0 0

A-A7t=10 0 1]-11 2 -1/2|=(0 1 O
2 0 2 0 1 0 0 0 1
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3 2 -1

11 Dada la matriz 4 =|-1 0 1|, determina todas las matrices no nulas

-1 -2 3
X =| » | que verifican la igualdad AX = mX, para algin valor de m.
z

mx [ 3x+2y— 2 =mx

3 2 -1\ [x
-1 0 1|y |=lmy| — 4 —x + z=m —
-1 =2 3/\=z mz | —x—2y + 3z =mz
[ 3 —mx+ 2y- z=0
- X —my + z=0
—x—-2y+B-mz=0

Estudiamos el sistema segtn los valores de m:
3-m 2 -1
-1 -m 1 |=-m3+6m?>-12m+8 —

-1 -2 3-m

— —m3+6m?-12m+8=0 — m =2 (raiz triple)

Si m=2:
x+2y—-2=0
Xx—-2)+z=0
—-Xx—-2y+z=0

Todas las ecuaciones son proporcionales. El sistema tiene infinitas soluciones de la
forma (U — 24, A, W.

u— 2
Para m = 2, hay infinitas matrices X = A con A, uelR, no simultinea-

u

mente iguales a 0, que verifican la igualdad AX = mX.

-1 -1
Porejemplo,si A=1y u=1 —> A| 1 |=2]|1
1 1
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, obtén todas las matrices B que conmutan con A;

0 1

12 Dada la matriz A = (1 1

es decir, tales que A- B= B- A.

b
Sea B=|4
ea - d)
0 1 a b c d
A B=( - )
1 -1 C d a—-c b-d c d )_(b ﬂ—b)_>
soafa b) o 1) _(b a-b a-c b-d d c-d
c d 1 -1 d c—-d
c=b
d=a->b
d=a-b
- a—c=d}

b-d=c-d — b=c¢

Hay infinitas soluciones. Las matrices B que cumplen A - B=B- A son de la forma:

B= Z aﬁb con a, belR
Por ejemplo, si a=1y b= 2
(1 2

2 -1
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SISTEMAS DE ECUACIONES.
METODO DE GAUSS

Pagina 29

REFLEXIONA Y RESUELVE

Ecuaciones e incognitas. Sistemas de ecuaciones

1. ;Podemos decir que las dos ecuaciones siguientes son dos “datos distintos”?
¢No es cierto que la segunda dice lo mismo que la primera?

2x+ y=5
4x+2y=10

B Represéntalas graficamente y obser-
va que se trata de la misma recta.

Se trata de la misma recta.

uny

B Escribe otro sistema de dos ecuacio-
nes con dos incognitas en el que la
segunda ecuacion sea, en esencia,
igual que la primera. Interprétalo
graficamente.

x+ y=1 \
3x+3y=3

Graficamente son la misma recta.

x+y=1

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss




2. Observa las ecuaciones siguientes:

2x+ y=5
x— y=1
x+2y=4

B Represéntalas graficamente y observa
que las dos primeras rectas determi-
nan un punto (con esos dos datos se
responde a las dos preguntas: x = 2,
y =1). Comprueba que la tercera rec-
ta también pasa por ese punto.

B Da otra ecuacion que también sea
“consecuencia” de las dos primeras.

Por ejemplo:
2-(AH+3-(29
Represéntala y observa que también

pasapor x=2, y=1.

2:-12+3:22 -5 Tx-y=13

3. Considera ahora estas ecuaciones:

2x+y=5
2x+y=7

Observa que lo que dice la segunda
ecuacion es contradictorio con lo que
dice la primera.

B Represéntalas y observa que se trata
de dos rectas paralelas, es decir, no
tienen soluciéon comiin, pues las rec-
tas no se cortan en ningdn punto.

—y=n
X +2yF4 *y
1 2] 1
2x+ =5
—y=l
X +2y 4 *
1 @, 1
2x+y=5
7x—-yl=1
|
2%+ =7
2x Hy =5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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B Modifica el término independiente de la segunda ecuacion del sistema que in-
ventaste en el ejercicio 1y representa de nuevo las dos rectas.

Observa que lo que dicen ambas ecuaciones es ahora contradictorio y que se
representan mediante rectas paralelas.

x+ y=1
3x+3y=0

iy

} Rectas paralelas:

Pagina 31
1. Sin resolverlos, explica por qué son equivalentes los siguientes pares de siste-
mas:
x+y=5 x+y—z=5
a 7 p{* Y
2x—y=7 x+y =7
x+y= 5 z=2
3x =12 x+y =7
+ —_~ =
xry-z=5 x+ y—z=11
Oy x+ y = 7 d)
x+2y—z= 7
2x +2y—z=12
z=2 x+y—z=11
x+y =7 y =-4
a) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de sumar las dos que tenia-
mos.

b) Hemos sustituido la primera ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

©) En el primer sistema, la tercera ecuacion se obtiene sumando las dos primeras. El
resto es igual que en b).

d) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1. Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

2x+ y=1 X+ y+z=6 xX+y+z=6 xX+y+z=6
a)3x+2y=4 b) y—z=1 o) x+y+z=0 d) y—z=1
x+ y=3 x + 2y =7 x -z=0 z=1

A2x+ y=1| - py=1-2x

3Ax+2y=4 1-2x=3-x - x=-2, yp=3-(-2)=5
x+ y=3| = py=3-x

Veamos si cumple la 2.2 ecuacion: 3-(=2)+2-5=-6+10=4

Solucion: x =-2, y=5. Son tres rectas que se cortan en el punto (=2, 5).

b)x+ y+2z=6
y-z=1 La 3.2 ecuacién se obtiene sumando las dos primeras;
X+ 2y - podemos prescindir de ella.

x+y=6—z} x=6-2z-y=6-2-1-2=5-2z

y=1l+z] y=1+=z2

Solucion: x=5-2\, y=1+ AL, z=A Son tres planos que se cortan en una recta.

+ + = . . . .
DX+ y+z=01 145 dos primeras ecuaciones son contradictorias.

x+y+z=0 El sistema es incompatible.
x —z=0| Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.

dDx+y+z=6| z=1
y—z=1p y=1+2z=2
z=1| x=6-y-2z=6-2-1=3

Solucion: x =3, y=2 z=1. Son tres planos que se cortan en el punto (3, 2, 1.

x+2y=3

2. a) Resuelve este sistema: {
x— y=4

b) Afiade una tercera ecuacion de modo que siga siendo compatible.
c) Afiade una tercera ecuacion de modo que sea incompatible.

d) Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso.

-1
a)X+2y=3} x=3-2y| 3-=d+y - -1=3y = y=—

.X'—y=4 .X'=4+y =4 =4_l=£
NEATyEATEEg
P 11 -1
Solucion: x=—, y=—
3 3
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b) Por ejemplo: 2x + py =7 (suma de las dos anteriores).

¢) Por ejemplo: 2x+y=9

d) En a) - Son dos rectas que se cortan en (13—1, %)
. 11 -1
En b) - La nueva recta también pasa por 3 3)

En ¢) — La nueva recta no pasa por (E

-t
373

las tres rectas. Se cortan dos a dos.

—_—

No existe ningun punto comun a
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1. Reconoce como escalonados los siguientes sistemas y resuélvelos:
[2x =6
3x =7
a) x—2y=5 b)y x+y+3z=7
7 [5x - z=4
2x -2t=6 [ 2 +32=0
0y x+y+ 3z = dy x+3y— z=7
52 — zZ+il=4 | 4x =4
Lo
a) 3x =7 3 Solucion: x=1, y=_—4
x—-2y=5 _x-5_4 3 3
YT 3
b) 2x =0 2x =6| x=3
x+y+3z=7 ¢ 5x - z=4;, z=5x-4=11
5x - z=4 X+y+3z=7| y=7-x-32=7-3-33=-29

Solucion: x =3, y=-29, z=11

o) 2x -2t=06| 2« =0+2| x=3+1
xX+y+3z =7, 5x - z=4-t z=5x-4+1=11+0¢
5x - z+1=4 x+y+3z=7 y=7-x-3z=-29-19¢

Soluciones: x =3+ A, y=-29—-19\, z=11+06A, 1= A

=1
D2 +32=0| 4x — 4 x_—Zx_—Z
X+3y— z=7; 2x +3z=0\! 73 T3
4o =4 x+3y—- z=7 _7-x+z_16
y_—__
3 9
Solucion: x=1, y= 1—6, z= =2
9 3
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2. ;Son escalonados estos sistemas? Resuélvelos:

2y+ z=1

xX+y+z=7 x+y+z=3
a) 2y =1 b) Y c Y d)
2x —z=4 x—y =2
x+2y+2z=1
x
1
a) 2+ z=1 2y = ry==
=l arE=le ooy 2-0
x+2y+2z=1 X+20+z= x=1-2y—2=0
L 1
Solucion: x =0, y=E, z=0
_ z
b) x+y+z=7} 2x —4tz| X¥X=2+5
2x —z=4 x+y=7-z y‘7—Z—X‘5—3—ZZ

Soluciones: x=2+\, y=5-3\ z=2A

Ox+y+z=3 X =2+y| x=2+y
x— =2 xX+z=3-y| z=3-y-2-y=1-2

Soluciones: x =2+, y=A, z=1-2A

d) z+ =3 2z =2 z=1
y+3z-2t=4 z+ =3 1=3-2z=2
2z =2 Y+3z2-2t=4| y=4-3z+2t=5
X - z+2t=5 X — z+2k=5| x=5+z-2t=2

Solucion: x=2, y=5 z=1, t=2
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3. Transforma en escalonados y resuelve:

[x— y+3z=—4

2x—3y =21
a){ ¥-3y b){x+ y+ z= 2

+ y=4
xry |x+2y— z= 6

x+y+z= 6 ¥- yriz i

Oy x—y—z=-4 d)

3x+y+z= 8 Xr2Zy- zvSws

z+ t=3

y+3z-2t=4
2z =

— z+2t=5

0

3x -2y —5z+ 7w =-32

18

| x=3y+ z+2w=-26

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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a) 2x-3y=21] (5 2x-3p=21] ¥=3
Bx+ y=4 3.2+ 1Y 11x =33 ,_2l-2x _ o
-3
Solucion: x =3, y=-5
bx— y+3z=—4| x— y+3z=—4| x—=y+3z=—4
X+ y+ z= 2 @H-09 2y—2z= 6 ¢ @9:2 y— z=3
x+2y_ >= 6 3909 3)/—4Z=10 3.9 3}/—4Z=10
s X—-y+3z=—4| z=-1
@9 Y- z= 3 y=3+z=2
35-3-2H —== 1| x=-4+y-32=1
Solucion: x=1, y=2, z=-1
O x+y+z= 6 a9 xX+y+ z= 6 ) xtyrz6
X—y—z=—4, @H-1H —2y—2z=-10 )
(BH-3-AY @02 yrz=>5
3x+y+z= 8 =2y -2z =-10

(Podemos prescindir de la 3.2, pues es igual que la 2.%).

x+y=6—z} x=6-z-y=6-z-5+z=1

y=5-z| y=5-z

Soluciones: x =1, y=5—-A, z=1A

d x— y+3z = 0 s x— y+ 3z = 0
Bx—2y-5z+T7w=-32| (o_3.q9 y - ldz + 7w = -32
X+2y— z+3w= 18 (BH -0 3y— 4z +3w= 18

(7)) = ()

X—=3y+ z+2w=-26 2y — 2z + 2w =-26

x—-)y+ 3z = 0
9 ()
2.9 Y- 142 + Jw = —32 2.9
3H-3-2H 38z — 18w = 114 GH:2

45+ 222 15-(3H +19 - (4.9

-30z + 16w = -90

xX—-y+ 3z = 0 w=0
y-ldz+ Tw=-32| L_27%ow g
19 w= 57 19
=T y=-32+ ldz — 7w =10
J4w= 0 x=y-3z=1

Solucion: x=1, y=10, z=3, w=20

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1. Resuelve estos sistemas de ecuaciones utilizando el método de Gauss:

x+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x—=2y =-3
a)y 3x—-2y— z=4 b)|2x-3y+ =z=2 O 2x+3y+ z= 4
2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x+ y—-5z= 4
A xt Yyt Z=21 1 1 1|2 0 11 12
3x—-2y— z=4 3 2 -1 4| » @v-3-a9 0 -5 -4 | 2>
ox+ p+2e=2| =21 2|2 GH+2-0H 0 3 4|6
1112 x+y+ z=2] 273
a.s 2 -4z
— @2y D 05 4|2 = Sy+4z= 2, y= 5 = -2
BH-5+2H-3 0 0 8|24 2z =24 | %=2_y_z-=
Solucion: x=1, y=-2, z=13
by Sx—dy+2z=1\ (3 4 2 |1 aH-2-GY -7 =2 019
2x-=3y+ z=2, |23 1|2 - @y-65 -7 =2 0|3
5 -1 115 (EN) 5 -1 1|5

Sx— y+ z=5

Las dos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

@ x- =312 03 as 1 2 0|3
2x+3y+ z= 4 2 3 14| - @v+2-0d 0 -1 1| =2 —
2x+ y-5z= 4 2 1 5| 4 BGH-2-03 0 5 =5/ 10

a.s 1 -2 0| =3 x_2 _ 3 - 3+2
- @y 0 -1 1| =2|> Y _ } ) Y
BH+5-Q2H 0 0 0 0 -y t+tz=-2 =2+ y
Soluciones: x=-3+2\, y=\ z=-2+A
2. Resuelve mediante el método de Gauss:
2x — + w=0 2x — + w=
xX— y+2z=2 Y ¥ 9
x—-2y+z =0 x—-2y+z =11
a)—x+3y+ z=3 b) ©)
50— y+z+ w=0 S5x— y+z+ w=24
X+ y+5z=7
5x-2y—z+2w=0 5x-2y—z+2w= 0

) x— y*22=2| (1 1 22 @ 1 -1 2 2

—x+3y+ z=3¢ |-1 3 1| 3] - @v+a» 0 2 3| 5| >
1 517 (BH-1Y 0 2 31| 5

X+ y+5z=7 1

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



UNIDAD | 1

x—y+22=2}x—y=2—22 xX=2-2z+y
5-3z 5 3z
2y + 3z = 2y=5-3z = =2 _ 2=
3 ° V=53 2 2 2
x=2-2;+42_32_9 _7Iz
2 2 2 2
) 9 5
Soluciones: x=E—77», y=5—37», z =2\
b) 2x — + w=0
) Y 2 -1 0 1]0 e
X-2y+z =0 |t -2 1 00 )
%
Sx— y+z+ w=0 5 -1 1 1]0 (G)@)
_ — 43) -2 - A
Sx—2y—z+2w=0 5 -2 -1 210 “H-2-05
2 -1 0 10 a5 2 -1 0 1[0
1 =2 1 00| @ 1 =2 1 00|
30 1 01O (CREXCS) 4 0 0 00
1 0 -1 010 4. 1 0 -1 010
26—y +w=0]| x=0
xX—-20+z =0 z=0
%
4x =0 y=0
X -z =0 w=0
Solucion: x=0, y=0, z=0, w=0
C) 2x — + w= 9
) ‘ 2 -1 0 19 o
X=2y+z =1 1 -2 1 0 11 @9
Sx— y+tz+ w=24 5 1 1 1|24 7 Gm-an
Sx—=2y—z+2w= 0 5 2 -1 2 0 “4H-2-09
2 -1 0 119 as 2 -1 10 9
1 -2 1 0] 11 2.9 1 2 1 0| 11
30 1 0157 Gn+ay 4 0 0| -3
1 0 -1 01-18 4. 1 0 -1 01l -18
26—y +w= 9
xX—-2y+z = 11
4x = -3
X -z =-18
=3 09 x+z-11 _ 11 53
== =x+18= 22 =272 a2 =9-_2x+y=22
X 4 z=X % y > 4 w=9-2x+y %
Solucio’n:x=—3 y=£ z=6—9 w=z
47 47 47 4

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1. Discute, en funcion del parametro &, estos sistemas de ecuaciones:

4x+2y =k 4x + 2y =k
a) X+ y—z=2 b)y x+ y—z=2
kx+ y+z=1 kx+ y+z=0

a) 4x + 2y =k

4 2 a.m 4 2 0
X+ y—z=2 1 1 -1
k1

k
21 - @ 1 1 -1
1 (3G.H+@2YH k+1 2 0

kx + y+z=1

" 4 20
- @29 1 1 -1
GH-0a.5 k-3 0 O

e Si k=3, queda:

f ? 01 ]; X+ y—z=2} x—z=2—y}
00 ol o0 4x + 2y = 4x =3-2y
_3- _3 )
YT T d T2

Z=x—2+y=—3_42y —2+y=Z=
Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: x = % -\, y=2\, z= % +

e Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2

4x + 2y =k
(k—3)x =3-5k
_3-k__
R
pokodx _krd_, k
2 2 2
k k

Z=x+y—2=—1+2+?—2=—1+?

Solucion: x = -1, y=2+§, z=—l+§

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



b dx +2y  =k| (4 2 0 | & s 4 2 0
X+ y—z=2 1 1-1] 2 > @ 1 1 -1
kx + y+z=0 k1 1 0 B.H+@2H k+1 2 0
- QY 1 1 -1 2

3.9 -A.9 k-3 0 O 2—F
e Si k=3, queda:
4 2 0] 3
1 1 -1 | 2| Elsistema es incompatible.
00 0]~

* Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2

4o + 2y =k

(k- 3)x =2-4k
w2k

k-3
_k—4x _ R*+k-8
VT 2% -6

2—k R2+k-8 k?>—5k+8

c=x+yp—2-= + _2=RZORTS
Ty k-3  2(k-3) 2%k—6

g 2—k R+ k-8 k> —5k+8
Sol s x= = =
olucion: x =3 y ST z h -6

UNIDAD | 1

2. Discute estos sistemas de ecuaciones en funcion del parametro k:

kx+y—z=8 x+ y+ z=1
a)y x+y+z=0 b) ytkz=1
2x tz=k x+ 2y =k
a)kX+y_Z=8 k1 -1 8 1.5 — (2.9 k-1 0
x+y+z=0¢ (1 1 1 0] - @» 11
2 +z=kh 2 0 1 k (GH 2 0
A +2- Gy k+ 30 O 8+ 2k
- @29 11 0
E) 2 0 1 k

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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e Si k=-3, queda:

0 0 O 2
111 0 | Sistema incompatible.
20 1] -3
e Si k+#-3, es compatible determinado. Lo resolvemos:
(k+ 3)x =8+ 2k
x+y+z=0
2x +z=k
oo S 2R
k+3
z=k—2x= K —k=16
k+3
—k*—k+8
= _x ju— =
Y k+3
2 2
Solucio’n:x=8+2l€, -k —/e+8’ k?— k- 16
k+3 k+3 k+3
PDx+ y+ z=11 /1 1 1|1 Y 0 11 1 1
y+hkz=1 01 &k 1] - @9 01 & 1 -
X+ 2y -k 1 2 01| &k GH-a1 01 -1 | k=1
as 11 1 1
- @9 01 & 1
3.H-2H 0 0 -1-Fk | k=2
e Si k=-1, queda:
1 1 1 1
0 1 1| 1| Sistema incompatible.
0 0 0]-=3

o Si k#-1, es compatible determinado. Lo resolvemos:

x+y + z=1
y +kz=1
(-l1-kz=k-2
k-2 _2-k
-1-k 1+k
y+k(£:£)=l S oy 2k=k_ltk-2kr ke _ 1k
1+k 1+k 1+k 1+ £k

1—k+k? 2-kR _1+k-1+k-—k*-2+k _ -2+3k-—k

=]l—p—2z=1-—
v y-% 1+k 1+k 1+k 1+k
2 2 _
Solucién:x=_2+3k_k,y=1_k+k,Z=2 k
1+k 1+k 1+k

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Resolucion e interpretacion geométrica de sistemas lineales

Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

—x+2y= 0 x+2y=5

a) 2x+ y=-5 b){ 3x— y=1

| B3/2)x-3y= 0 2x+4y=0
-1 20 R -1 210 P 1 200
a) 2 1 -5 - Q2H+2-0H 0 5 |5 —» 2.5 0 5 |-5
32 310 @2/3) - (3.9 1 =21]0 G+ 19 0 00

—x+2y=0 | x=2p==2
5y =-5 =-1

Solucion: (=2, -1)

Geométricamente, son tres rectas que se cortan en el punto (-2, —1).

b)| x+2y=5
3x— py=1
2x + 4y =20

Si dividimos la 3.2 ecuacion entre 2, obtenemos: x + 2y = 0. La 1.? ecuacion es
x + 2y =5. Son contradictorias, luego el sistema es incompatible.

La 1.* y la 3.* ecuacion representan dos rectas paralelas; la 2.2 las corta.

Halla, si existe, la solucion de los siguientes sistemas e interprétalos geo-
métricamente:

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones.

3x + =2
Y x+2y=-1
x— y=1
a) b)y 2x— y= 3
5x— y=4
5x+ y= 8
2x+2y=1
Los resolvemos por el método de Gauss:
a3 1 |2 A5 3 @29 0 4 | -1
1 -1 |1 2.9 1 -1/ 1
5 -1 | 4|7 Ga-5-@n 0 4 | -1
2 2 11 “H-2-29 0 4 | -1

Método de Gauss

13
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Podemos prescindir de las dos ultimas filas, pues coinciden con la primera.
Quedaria:

4p=-1 > y=—

(3 —1)
Solucion: ( 4

. -1
El sistema representa cuatro rectas que se cortan en el punto (%, T)

b (1 2| -1 a 1 2 |-

2 -1 3] > @v-2-09 0 51| 5

5 1| 8 BH-5-0Y 0 9113
De la 2.% ecuacion, obtenemos y = —1; de la 3.* ecuacion, obtenemos y = _;—3

Luego el sistema es incompatible.

El sistema representa tres rectas que se cortan dos a dos, pero no hay ningin
punto comun a las tres.

Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

x+ty—z=2 2x +y =3
a)y 2x +z=2 b)y x—y+z=1
x—y =0 3x +tz=4

2 | X+y—z=2
2x +z=2

| x—-y =0
Lo resolvemos por el método de Gauss:

1 1 -1 2 ams 1 1 -1
2 0 1 2 - @ev-2-a» 0 -2 3

1 -1 010 G- 0 2 1

2
2| -

-2

1.9 1 1 -1 2
— @9 0 -2 3 |2
(3.5 =(22) 0O 0 =2 0

X+y— z= 2 x+y- z= 2 x+ y= 2| x=2-y=1
=2y +3z=-2 -2y + 3z =-2 2y==2¢ y=1
—2z= 0 z= 0 z= 0] z=0

Solucion: (1, 1, 0)

Geométricamente, son tres planos que se cortan en el punto (1, 1, 0).

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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b) | 2x+y =3
x—-y+z=1
3x  +tz=4

Observamos que la 3.* ecuacion es la suma de la 1.* y la 2.%: podemos prescin-
dir de ella.

2x +y =3| 2x=3-y
_)
x-y+z=1] x+z=1+y

==Y
R 2
3—-y 1 3y
=l+y—x=1+yp—— < =_— +2
o yo-x Y 2 2 2
s

Hacemos A = 5

Solucion:

X=%—7», y =21, Z=—%+37L

Geométricamente, se trata de tres planos que se cortan en una recta que pasa por

3 1
303

con direccion (-1, 2, 3).

4 |Resuelve e interpreta geométricamente estos sistemas:

x+y—z=5 2x+y—z=1

a)y x—y+z=3 b)| 2x+y—-=z=3

2x =0 y—z=0
A x+ty-z=5 y—-z=5
X—-)y+z=3; > -y+z=3
2x =0 X =0

La 2.2 ecuacién contradice la opuesta de la 1.2. No tiene solucion.
Geométricamente, se trata de tres planos que se cortan dos a dos.

b)|2x+y-z=1
2x+y—z=3
y—z=0

La 1.2y la 2.* ecuacion son contradictorias. No tiene solucion.

Geométricamente, se trata de dos planos paralelos que son cortados por un ter-
cero.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Razona si estos sistemas tienen solucion e interprétalos geométricamente:

x+2y- z=3 ) —x+3y+6z=3
2x +4y—-2z=1 2/3)x—2y—4z=2

A x+2p— z=3 o ) By
Si dividimos la 2.2 ecuacion entre 2, obtenemos:
2x+4y—2z=1

x+2y—z= %, que contradice la 1.2,

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

b))  —x+3y+6z=3 2 )
Si multiplicamos por — = la 1.* ecuacion, obtenemos:
(2/3)x -2y —4z=2 3

Ex — 2y — 4z = -2, que contradice la 2.* ecuacion.

3

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

Sistemas escalonados

Resuelve los siguientes sistemas reconociendo previamente que son escalo-
nados:

-y+ z=1
) 2x— y= 7 b 9z =2
a =
23y =—69
| 3x—y+ z=3
—2x =0 [2x—3y+2=0
) x+ty—z=9 DY 3x— y =
x —-z=2 | 2y =
A2x- y= 7]|ry=-3
23_]/:—69 x=7+y=2
Solucion: (2, -3)
b —y+ z=1
_ 2 —7 3+y—z _ 2
=2 =2 =z_1=_"L =2 7= _ 2
z T yoz 9 o 3 3
3x-y+ z=3
Solucion: (E, i, E)
3°9°9
) —2x =0
X+y—z=9¢r x=0 z=x—-2=-2 y=9+z-x=7
X —z=2

Solucion: (0, 7, —2)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



d2x-3y+2=0

1 Yy 1 7
_ =0 =4 =2 =2 = _ =L
3x— y V=5 X=3 =% z=-2x+3y ¢
2y =1
Solucion: (%, %, %)
7 |Resuelve los siguientes sistemas:
xX—y+z=2 2x+ty+z=4
a){ y b){ y
y =5 y+z=2
xX+y—z+ t=4 x+y—t =2
o) y+tz— t=3 d y +z=4
z+2t=1 y+it—z=1

A x-—y+z=2| y=5
y =5| x=2-z+y=7-%2

Soluciones: (7 —\, 5, L)
y+tz=2

y=2-z| x =

_4d-z-y 4d-z-2+z _

b)2x+y+z=4} 2x+y=4—z} y=2-z
2 2
Soluciones: (1,2 =\, L)

Ox+y—z+ t=4| x+y—-z=4— 1t
y+z— t=3 y+z=3+ 1
z+2t=1 z=1-21

z=1-2t yp=3+t-2z=2+3t x=4-1+z—-y=3-061
Soluciones: (3 — 6\, 2 + 3\, 1 — 2\, A)

dDx+y—-t =2 y=4-z
Yy tz=4; t=1l-y+z=1-G4-2)+2=-3+22

Soluciones: (=5 + 3\, 4—A, A, =3 + 2L)

8 | Transforma en escalonados y resuelve los sistemas siguientes:

3x-2y=5 x+2y=1
a)y x+ y=0 b)y x+ y=0
x— y=2 2x+ y=3

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

y+ril—z=1| x=2-y+t=2-(4—-2)-3+2z=-5+3z

_

UNIDAD F
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A 3x-2y=5| (3 2 |5 2 1 110
x+ =0 1 1 0] - a» 3 25| >
x— y=2| |1 -1 ]2 35 1 -1 2
s 1 110 s 1 10
- @H-3-09 0 5|5 > @:5 0 -1| 1| -
3.9 -0.9 0 -2 2 3.H:2 0 -1 1
D) 1 10 x+y=0
- @9 0O -1 1) - B }y=—1 x=-y=1
3GH -2 0 010 =1
Solucion: (1, -1)
by x+2y=11 /1 2 |1 @s 1 21
x+ y=0 1 1 O » @v-a» 0 -1 1|-1
2x+ p=3| \2 113 GH=-2-1.9 0 3|1

La 2.2y 3.2 filas son contradictorias. No tiene solucion.

Transforma en escalonados y resuelve los siguientes sistemas:

—_ y+z=1
2x— y= 7
b)y x—-2y—z=2
5x + 3y =-10
3x— y+z=3
) 2x- y= 7 (2 -1‘ 7 as (z -1‘ 7)
- -
Sx+3y=-10|\5 3 1-10 @y+3-an  \11 0 | 11
=7 AN -1 =2-7=-5
e =11 Y7 Yol

Solucion: (1, -5)

b) —)/ +z=1 0O -1 1 1 2.9 1 2 -1 2
x—-2y—z=2 1 =2 1| 2| - a» 0 -1 1 1] -
3x— y+z=3 3 -1 1 3 39 3 -1 1 3
1. 1 -2 1] 2 (1.9 1 -2 -1 |2
- @9 0 -1 1 1]1—= @ 0o -1 1 11—
GBH-3-0Y 0 5 4 | -3 (BH+5-@2 0 0 9 |2
xX—-2y—z=2
2 -7 2
- -y +z= z== =z-1=— XxX=2+2p+z= =
Y 9 Y 9 Y 3
9z =2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Método de Gauss
s10 |Resuelve aplicando el método de Gauss:
—x+_y =1 [ x+ y+ z=0

a) y+z=-2 b)Yy x+3y+2z=0
| x +z=3 [2x+4y+32=0

x+ y—z=1 (3x+4y— z= 3

O 3x+ 2y+ z=1 d){ 6x—6y +2z=-16
[ 5x+3y+3z=1 | x— y+2z=-6

Dx+y =111 1 01 @s 1 1 01

y+z=-2 0 1 1 |=2|-> @ 0 1 1 |=2|->
X +z= 3 1 0 13 G = () 0 -1 11| 2
s 1 1 01 x+y = 1
- @9 0O 1 1|=2] - y+ z=-2
B+ @29 0 0 210 2= 0
z=0 y=-2-z=-2 x=1-yp=3
Solucion: (3, -2, 0)

b) x+ y+ 2=0] 1 1 1]0 as 1 1 1[0
x+3y+2z=0 1 3 2|0 » @ev-a» 0 1|0 —
2x+ 4y +32=0 2 4 310 GH-2-A9 0 1 0

0 111]0 X+ y+z=0 . .
- @3 0 2 1|0 — o y=—-—= X=—y—-z=—-—
3G - @ 00 0/0 y+z=0 2 2
A A
Soluciones: |——, ——, A
oluciones > )

QO x+ y—z=1| 11 1 11 s 11 -1 1
3x+ 2+ z=1 3 2 1 1| - ev-3-a» 0 -1 4 | 2] —
Sx+3p+3z=1) (5 3 3 11 easan o 2 8| -4

s 11 -1 1 ety a= ]
- @9 0 -1 4 | 2| = Y B }
3GH-2-29Y 00 010 4z =2
y=4dz+2
x=1-y+z=1-Uz+2)+z=-1-32
z=A
Soluciones: (=1 — 3\, 2 + 4\, A)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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s11

6x—06y+2z=-16; (6 -6 2

d3x+4y- z= 3 (3 4 -1
x— y+2z=-6| \1 -1 2

1.9 -1 2

- @9H-3-09 0 0 -5

(BH-3-0 0 7 -7
X—y+2z=—
- z=-
y— z= 3

Solucion: (-1, 1, =2)

2z=1

Solucion: (%, -2, l)

3 (3.2 1 -1 2 -6
16| - @9:2 3 -3 1 -8 =

_6 1.

21 B 7

-6 ) 1 -1 2 -6
10 - @9: 0o 0 1 2] =

y=3+z=3-2=1
x=-6+y-2z=-06+1+4=-1

Resuelve aplicando el método de Gauss:

2x + 5y =16 3x+2y+ z=1
a)y x+3y—2z=-2 b){5x+3y+3z=3
x + z= 4 x+ y+ z=0
A2x+5y  =16| 5 5 o |16 o) 25 016
X+3y—2z=-2 1 3 22|22 5 @9+2-GH 33006 —
¥ o+ 2= 4| \1 0 114 3 101/ 4
s 250 |16 a9-5- @23 30 06
- @29:3 1 1 0 21 = @ 11 0| 2| —>
3.9 1 0 1 4 3.9 1 0 1 4
—3x = =-2
- Xty = y=2-x=4
x +z=4| z=4-x=6
Solucion: (=2, 4, 6)
b)3x+2y+ z=1 32 111 ) 11 110
Sx+3y+3z=3 53 33> @9 53 3|3 >
x+ pt+ oz=0| \1 1 10 a 3211
) 1 1 1 0 1 1 1 1 0
— @H-5-03 0 -2 =2 3] > @ 0o -2 2 3 =
3H-3-0Y 0 -1 =2 1 -2-39H+2» 0 0 2 1
x+y+ z=0
1 3+ 2z 3
2y — 2> = = L - - _ = p_z=2
- y—2z=13 z > v > 2 X=—y-z >

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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s12 |Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:
x+2y+z=
Y ? xX+2y+z= 3
a)y x— y—z=-10 b)
2x— y+z=-1
| 2x— y+z= 5
>—x+2y— z=1 2x-3y+z=0
)2x—4y+2z=3 d){3x— y =0
| x+ y+ z=2 dx+ y—z=0
) x+2p+z= 911 2 1|9 ) 1 2 119
x— y—z=-10¢|1 -1 -1 | -10|—> -@H+a» 0 3 2|19 |—>
2x — y + z = 5 2 -1 1 5 BH-2-09 0 -5 —-1|-13
a 12 119 A D 4
- @ 0 3 2 19 —» 3y +2z=19
@9+2- 3 0 -7 0 | -7 7y -7
y=1 z=19;3y=8 x=9-2y—z=-1
Solucion: (-1, 1, 8)
b)) x+2y+z= 3 (1 2 1 3) .9 (1 2 1‘3)
- -
2x— y+z=-1 2 -1 1 |- =27 % 2= @A) 05 117
_I1_Z
_, X+2y=3-2z V=575
Sy=7-z 14 2z 1 3z
= — — 2y = — —— e = =
X=3-z-ly=3-z-g o T
Si hacemos z = 5\, las soluciones son: (— 3\, % A, 57»)
O—x+2y- z=1 -1 2 -1 ] 1 (3.9 11 1 |2
2x —4y + 2z =3 2 -4 2 3] = @y 2 -4 2 31 =
x+ y+ z=2 11 1|2 s -1 2 -1 |1
1. 1 1 1 2 1. 1 1 112
- @9-2-09 0 -6 0 |-1] - @v+2-69 00 0|5
B.H+ A 0 3 0 3 3.5 03 013
La segunda ecuacion es imposible: Ox + 0y + 0z =5
El sistema es incompatible.
Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 21




d) Zx - 3y +z= O 2 _3 1 O (1.%) 2 —3 1 0
3x— y =0 3 -1 0|0 —»> @ 3 -1 0|0 -
4 + y—z= 0 4 1 -1 0 3.9+ 6 -2 0 0

a 23110 2x =3y +z2=0
- @9 3 -1 00| — B
GH-2-@2Y 0 0 010 -y =0
y=3x
Z=-2x+3y=-2x+9x="7x
x=»A
Soluciones: (A, 3\, 7N)
Pagina 45
s13 |Estudia y resuelve por el método de Gauss:
[—x + y+3z=-2 [ y+ z=-1

a)y4x+2y— z= 5 b)yx— y =1
[2x+4y—Tz= 1 | X +2y+3z=-2
[5x+2y+32= 4 [ x— y+3z—14t=0

c)2x+2y+ z= 3 d)2x-2y+3z+ t=0
| x-2y+2z=-3 [3x—3y+5z+ 6t=0

a)-x+ y+3z=-2 11 3 | = a9 -11 3| =2
4x+2y— z= 5 4 2 -1 5| -> @u+i-ad 0 6 11| 3| -
2x+4y—-7z= 1 2 4711 GH+2-A9 0 6 -1|-3

a.s -11 3 | -2
- @9 0 6 11 | =3 | — Sistema compatible determinado.
3H-a"H 0 0-12| O
Lo resolvemos:
X +y+ 3z=-2
6y + 11z =-3 y=—% x=y+52+2=%
z= 0
Solucion: (é, —l, O)
2 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



b) Y+ z=-1 0 1 1
x— )y =1 (

-1 @
1 — Ay

) 3.9

X+ 2y+3z=-2 r 2 3

x=1+y
X =y =1
t =] z=~-1-y

Soluciones: (1 + A, A, -1 -NL)

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

t=0

X—y+3z—14t=0
z=0

-3z +29t=0
28r=0] ¥ 77
y=>

Soluciones: (A, A, 0, 0)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

. 1 -1 01 .
- 2 0 1 1 -1 = @»
B9 -1 0 3 3| -3 BH-3- 29

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

UNIDAD | 1

OS5x+2y+3z= 4 5 2 3| 4 G5 -2 21| 3
2x+ 2+ z= 3 2 2 1 31 = @9 2 1 31 =
X—2p+2z=-3 1 -2 213 i 2 3] 4
. 1 -2 2|3 (1.9 1 -2 2|3
- @2H-2-09 0 6 3| 9] = @9:3 0 2 -1| 3
3G5-5-18 0 12 7|19 35-2-@9 0 0171
Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:
xX—2y+2z=-3| z=-1
2y— z= 3, py=1
—=z= 1] x=-3+2y-2z=1
Solucion: (1,1, -1)
d x—- py+3z2-14t=0 1 -1 3 -14]0
2x—-2y+3z+ =0 (2 -2 3 1 O)%
3x—3y+5z+ 6t=0|\3 35 60
) 1 -13 -14|0 . 1 -13-14]0
- 2H-2-09 0 0-32 |0]> @» 0 0-32 |0
3H-3-0YH 0 0 -4 48 |0 -4-2H+3-GYH 0O 0 0 2810

23
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24

Clasifica los siguientes sistemas en compatibles o incompatibles:

x+y+z=3 x+y+z=3

aAyx+y—=z=3 b)i2x—y+z=2
z=0 x—-y+z=1
ADx+y+z=3| x+y =3
x+y—z=3p x+y =3¢ Compatible indeterminado.
z=0 z=0
by x+y+z=3 111 1 13 a 11 1
2x—y+z=2 2 -1 1|2 > @9-2-a9 0 -3 -1
x—y+z=1 1 -1 111 3H-0a9 0 -2 0

— Compatible determinado.

Estudia y resuelve por el método de Gauss:

x+ y+ z=2
a)|2x+3y+5z=11
x—5y+6z=29

2x—-3y+z=0
b)y x+2y—2=0

4x+ y—z=0

) x+ y+ z= 2 1 1 1 2

2x + 3y +5z=11 (2 3 5 11) —

X -5y +6z=29 1 -5 6129
a.m 1 1 1|2 .9 1 11

- Q2H-2-0»H o 1 3| 7] —> @9 01 3
3BH-0 0 -6 5|27 BH+6- 25 0 0 23
x+y+ z= 2| z=3

- Y+ 3z= 7 ¢ y=7-3z=-2

222=09 | x=2-y-z=1

El sistema es compatible determinado, con solucion (1, -2, 3).

b) 2x — 3_)/ +z=0 2 3 1 0 1.9 2 -3 1
X+2y—-2z=0 1 2 -1]0| » @v+ad 3 -1 0 -
4dx+ y—2z=0 4 1 -110 BH+aH 6 =2 0
a. 2 =3 1/]0
- @9 3 -1 0 | 0| — Sistema compatible indeterminado.
GBH-2-@2H 00 010
= Sx
2x=3y+z=0 Y
Lo resolvemos: Zz==2x+3y=-2x+9%="Tx
X — ) =0 A
x =

Soluciones: (A, 3\, 7\)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



UNIDAD | 1

Discusion de sistemas de ecuaciones

16 | Discute los siguientes sistemas segiin los valores del parametro m:

>x+2y=3 [ x—2y+ z=3
a) y=1 b) y+22=0
2y=m-2 | 3y+7z=m
[ 2+ y— z=1 [ x=y =0
<) —2y+8z=3 d)y 3x +2=0
mz =1 | (m—-5)z=0
aAx+2y=3 1 2 3 (1.9 145 3
y=1 0 1 1 - @3 0 1 1
2p=m -2 0 2 Im=-2 GBGH-2-2%H 0 0l m-4
e Si m =4 — Sistema compatible determinado.
e Si m#4 — Sistema incompatible.
b) x-2y+ z=3 1 =2 1 3 1.9 1 -2 1 3
y+2z=0 0 1 2 o] » @» 0 1 0
3y +Tz=m o 3 7 m 3H-3-ay 0 0 1 m

Sistema compatible determinado para todo m.

D+ y—z=11 (1 1 1|1
2y+82=3: |0 -2 8 |3
mz=1| \0 0 m |1

eSi m=0 — Sistema incompatible.

eSi m#0 — Sistema compatible determinado.

D x-y =0 (1 1 0
3x +z=0p (3 0 1
(m-35z=0] \0 0 m=5

0
0
0

eSi m=5 — Sistema compatible indeterminado.

eSi m#5 — Sistema compatible determinado con solucion (0, 0, 0).

s17 | Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

2x—y = 4 2x+ y— z=1
a)y—x+y/2=-2 b)y x-2y+ z=3
x+RkRy = 2 5x-5y+2z=m

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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s18

a)Zx—y = 4 -

4 (1.9 2 -1 4
X+ y/2==2 -1 1/2 | 22| - 2-@»+ad 0 0 0
xthky = 2 1 k|2 2-3H-1 02k+1] 0
°Si k=- % —  Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
y=2x-4

2x—y=4 — { N
x:

Soluciones: (A, 2\ — 4)

o Si k#-— > —  Sistema compatible determinado.

Qk+1Dy=0

X =2

2x — y=4 } y=0
Solucion: (2, 0)

x—-20+ z=3 1 -2 1 3 ) 2 1 -1

b2x+ y- z=1 2 1 -1 1 @ 1 2 1
%
5x — Sy +2z=m 5 —5 2 m 3.9 5 _5 2

a 1 -2 1 3
- @29-2-09 0 5 3 -5 —

(G5 -5 (1.9 0 5 -3 | m-15

a.s 1 -2 1 3
- 29 0o 5 3 -5
3.9 - 2% 0O 0 0 m — 10

eSi m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

_ -5+3z 3z
x-2y+ z= 3 V~7 5 __1+?
y—32=-5 x=3+2y—z=3—2+@—2'=1+E

5 5
Hacemos z = SA.

Soluciones: (1 + A, =1 + 3\, SL)

eSi m#10 — Incompatible.

Resuelve cada uno de los siguientes sistemas para los valores de m que lo
hacen compatible:

x— y—2z=2

x+2y=3
Y 2x+ y+3z=1
a){2x— y=1 b)
3x + z=3
4x+3y=m

x+2y+5z=m

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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_3-7z 7z
x—y-22= 2| V=73 ~"l-7%
S I PO D N R
3 3
Haciendo z = 3\
Soluciones: (1 — Ak, =1 — 7k, 30)
eSi m#-1 — Sistema incompatible.
PARA RESOLVER
Resuelve por el método de Gauss:
x +2z=11 x+y+z+t= 1
X+ =3 x—y+z—-t= 0
Y I
y+ z=13 xX+ty—z—t=-1
x+y+ z=10 x+y+z—t= 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

UNIDAD
a) ,X‘+2_)/=3 1 2 3 (1.9 1 2 3
20— y=1 2-1 1] > @v-2-0» 0 -5 -5 -
4+ 3y =m 4 3 |'m BGH-4-09 0 -5 | m-12
.9 T2 3
- 29H:3 0 1 1
3GH-29 00 |m-7
eSi m=7 — Sistema compatible determinacdo.
x+2y=3
Y } x=3-2y=1
y=1
Solucion: (1, 1)
eSi m#7 — Sistema incompatible.
b) x— y-2z=2 1 21 212
2x+ py+3z=1 2 1 3 1
%
3x + z=3 3 0 1 3
X+2y+5z=m 12 5 1m
o) 1 -1 -2 2 s 1 -1 =2 2
@H-2-09 0 3 7 -3 2.9 0o 3 7 -3
~ 3H-3-an 03 7| =3 |7 6n-e 0 0 0 0
@5 -5 03 7 |m-2 @9 -9 0 0 0 |m+1

27
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s20

a) X +2z=11

10211 w9 102 |11
x+y =3 110 3 Q5= 1.5 0 2 | -8
- -
y+ z=13 01 1 13 (ER) 0 1 13
49 -0 _ _
x+yp+ 2=10 1 1 1 10 49 -1y 0 1 -1 1
s 102 |11 s 10211
N @9 0 1-21|-8 N @9 01 -2|-8 N
BH-2H 0 0 3 |21 BH-3-AH 00 010
@D -2y 0 0 1 7 4 0 01 7
x +2z=11
- y=-8+22=-8+14=6
-  y-2z=-8
x=11-2z=11-14=-3
z
Solucion: (=3, 6, 7)
Dx+y+z+t=1\ 1 1 1 1|1
x—y+z—t= 0 1 -1 1 -1,0 N
X+y—z—t=-1 11 -1 -1/|-1
xty+zog= 2| V111 102
x+y+z+ =1
@5 11 1 1/]1 Y
@H-a3 0 -2 0 -2|-1 -2y -2t=-1
- , -
BH-0a9 00 -2 -2|-2 z+ =1
49 -2 A
(CORYIN) 00 0 —2|1 o= ]
1 1 3 2t -1
r=—— =l-r=1+==2 = =1 =l-y-—z-t=-1
2 = 22 VT3 roaTrmE
Solucion: (—1, 1, é,—l
2 2
Discute los siguientes sistemas de ecuaciones:
[ x—-y— z=£k [ x+ y— z=0
a)y x—y+2z=1 b)y x+3y+ z=0
|2x+y+kz=0 |3x+ay+4z=0
x=2y+ z=1 —3x+2y+az=1
Qimx+ y— z= 1 d){5x+3y+3z=2
| 3x+4y—-2z=-3 | x+ y— z=1
A x-y- z=k| 1 1 -1 |k s 1 -1 -1 k
Xx—y+2z=1 1 -1 2 | 1| > ey-ad 0 0 3 1-+k
2x+y+kz=0 2 1 & 0 GBH=28(1=) 0 3 k+2 -2k

Sistema compatible determinado para todo k.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



UNIDAD | 1

b) x+ y- z=0| |1

1 -11]0 ) 1 1 =110
x+3y+ z=0 1 3 1 0] - eyv-a»n 0o 2 2 o —»
Bx+ay+dz=0] \3 a 410 Gy-=3:an (0a-3 7 |0
(1.9 1 1 =110 1. 1 1 -1 10
- 29:2 0 1 1 of - @» 0 1 1 0
(3. 0a-3 7 0 BGH-7-2H 0 a-10 0 0

e Si a=10 — Sistema compatible indeterminado.

e Si a#10 — Sistema compatible determinado.

O x-=2p+ z=1 (1 2 1

1 as 1 21 | 1
mx+ y— z= 1 m 1 -1 1)—> (3.5 (5 4—2—5)%
3o+ dy— 22 = — 3 4 2| -3 @9 m 1 -1 | 1

as =211
= @H+2 19 5 0 0| -1

BH+ 1Y (m+1 -1 0 2)

Compatible determinado para todo m.

D3x+2y+az=1| (3

a |1 3.5 1 1 -1 1
Sx+3y+3z=2¢ |5 3 3| 2] > @9 53 3 2 —
x+ y— z=1| \1 1 -111 as 32 a1l
0 11 -1 |1 o 11 -1 1
- @H-5-a3 0 -2 8 S |—= @y 0 -2 8 -3
3H-3-AH 0 -1 a+3| -2 -2-3H+2H 0 0 2-2a 1
2-2a=0 — a=1
e Si a=1 — Sistema incompatible.
e Si a#1 — Sistema compatible determinado.
s21 | Discute y resuelve en funcion del pariametro:
—Xx+my+ z= 2 x+ y+ z=0
a)y 2x— y+2z= 0 b){3x+2y+az=>5
—-X —3z=-2 2x+ y+ z=3
A —x+my+ z= 2| 11 m 1 2 _39 1 0 3| 2
2x— y+2z= 0 2 -1 2 0] - @» 2 -1 2 0] —
x 3= | \-1 0 3| =2 . -1 m 1 2
1. 1 0 3 2 .2 1 0 3 2
- @9-2-09 0 -1 4 | 4] » -@» 0 1 4 | 4
GBH+aH 0O m 4 4 GH+2H 0O m-1 0 0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss




30

522

N

_)

X

eSi m=1 — Sistema compatible indeterminado.

'3 ) x=2-3z
X z =
y=4-4z
y+iz=4
z=A

Soluciones: (2 -3\, 4 — 4\, \)

eSi m#1 — Sistema compatible determinado.

+3z=2|y=0
y+idz=4,2z=1

(m - 1Dy =0|x=2-3z=-1

b) x+ y+ z=0
3x+2y+az=5 (

2x+ y+ z=3

(1.9

BH-3-0.Y

1 1 1 0 as 1 1 1 0
3 2 a 5 ) - 39 ( 2 1 1 3 ) -
2 1 1 3 @9 3 2 a 5
11 1 [0 1 11 1 |0
@2 (O -1 -1 3) - 23 (0 1 1 -3 )
0 -1 a-3| 5 GH-2H 0 0 a-2| 2

Solucion: (-1, 0, 1)

eSi a=2 — Sistema incompatible.

eSi a#2 — Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

x+y+ z= 0
y+ z=-3
(a-2z= 2
2
Z_
a—2
\ =__L_4—3a
S N R
=_y_Z_—4+5a_ 2 _3a-6
a—2 a—2 a—2
Solucion: 3a—-6 4-3a 2

ox —

x—oy=20—-1

a-2" a-2"a-2

Discute los siguientes sistemas segun los valores de o e interprétalos geo-
métricamente:

_ 1 x—y = 1
y b)q 2x +3y—5z=-16
xtoy— z= 0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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UNIDAD F

Q) ox— = 1 (oc _1‘ 1 ) as ((x -1 1 )
x—oy=200—1]\1 —o|200—-1 29-a-0a95 0 1-0? 208 -0 —1
o#0

e Si a#1, queda:

(1 -1

1 . . . . o
0 0 O) Sistema compatible indeterminado. Son dos rectas coincidentes.

e Si o =-1, queda:

(—1 -1

1
0 0 2) Sistema incompatible. Son dos rectas paralelas.

oSi a#1l y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son dos rectas se-

cantes.
by x—y = 1|11 0 |1 s 1 -1 o0l 1
2x + 3y —5z=-10 (2 3 =5 —16)—> Q9H-2-09 (O 5 -5 —18)—>
x+oy—z= 0 1 o -1 1] 0 ER)S(0L) Oo+1 -1 -1
@9 1 -1 0 1
- @9 0 5 -5 | -18
5-35H-029 0 5o 0 13

e Si a0 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan
en un punto.

e Si =0 — Sistema incompatible. Los planos se cortan dos a dos, pero no
hay ningin punto comun a los tres.

A, By C son tres amigos. A le dice a B: si te doy la tercera parte de mi dine-
ro, los tres tendremos la misma cantidad.
Calcula lo que tiene cada uno si entre los tres tienen 60 €.
Llamamos: x dinero que tiene A
y dinero que tiene B
z dinero que tiene C
Con los datos planteamos el siguiente sistema:
y + i = Z_x Y- 1 =0
5 3 3 »x*y =0
2x 2 2x -3z= 0
— =z —x—-z=0
3 3 X+ y+ z=060

x+y+z=060 | x+y+z=060

Solucion: x =30, y=10, z =20
A tiene 30 €, B, 10 €,y C, 20 €.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

_
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s24

s25

Un almacenista dispone de tres tipos de café: el A, de 9,80 €/kg; el B, de
8,75 €/kg, y el C, de 9,50 €/kg. Desea hacer una mezcla con los tres tipos de
10,5 kg a 9,40 €/kg. ;Cuantos kilos de cada tipo debe mezclar si tiene que
poner del tipo C el doble de lo que ponga del A y del B?

Llamamos x a la cantidad de A, y alade By z aladeC.
Planteamos el sistema:

x+y+z=105
z=2x+Yy)
9,8x + 8,75y + 9,52=10,5-9,4 =987

Solucion: x=15; y=2; z=7

Debe mezclar 1,5 kg de A, 2 kg de By 7 kg de C.

Halla un nimero de tres cifras sabiendo que estas suman 9; que si al nime-
ro dado se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la dife-
rencia es 198, y que la cifra de las decenas es media aritmética de las otras
dos.

@ Si x es la cifra de las unidades; y, la de las decenas, y z, la de las centenas, el nii-
mero serd x + 10y + 100z.

Llamamos x a la cifra de las unidades, y ala de las decenas y z ala cifra de las
centenas.

zyx — n°=x+10y+ 100z
Tenemos que:

xX+y+z=9

x+)y+z=9
x + 10y + 100z — (z + 10y + 100x) = 198

—-99x + 99z = 198

xX+z

y= 5 y=x+z
X+t y+z=9 11119 @9 10 12 s

—X +z=2 -1 0 1|2 = ay 11 1]9]— @y+an
xX—=2y+2z=0 121710 € 12110 R
-1 0 1|2 . -10 1] 2 1.9 -1 0 1] 2
01 211 - @9 01 2 11| > @ 01 2 11
0 -2 212 (3.5:2 0 -11 1 BH+@2H 0 0 31|12

-x + z= 2| z=4
y+2z=11; y=11-22=11-8=3
3z=12| x=2-2=2

Solucion: El namero es el 432.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



UNIDAD F

Pagina 46

526 | Dos amigos invierten 20 000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A
al 4% de interés; una cantidad B, al 5%, y el resto, al 6%. El otro invierte la
misma cantidad A al 5%; la B, al 6%, y el resto, al 4%.

Determina las cantidades A, B y C sabiendo que el primero obtiene unos in-
tereses de 1050 €, y el segundo, de 950 €.

A+ B+ C' = 20000 A+ B+ C= 20000
0,044 + 0,05B + 0,06C' = 1050 ; 44 + 5B + 6C = 105000
0,054 + 0,068 + 0,04C = 950 | 54 + 6B +4C= 95000

1 1 1 | 20000 1. 1 1 1 | 20000 as

4 5 6 |105 OOO) - @2H-4-09 (O 1 2 |25 OOO) )

5 6 4 | 95000 (BH-5-19 0 1 -1 | =5000 _G3.5) + 2.9
1 2 25000 — B+ 2C=25000, B= 5000

0 0 3 | 30000 3C=30000| A= 5000

Solucion: A =5000€; B=5000€; C¢=10000<€

s27 |Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de
6384 €. El precio original era de 12 €, pero también ha vendido copias de-
fectuosas con descuentos del 30% y del 40%.

Sabiendo que el nimero de copias defectuosas vendidas fue la mitad que el
de copias en buen estado, calcula a cuantas copias se les aplicé el 30% de
descuento.

Llamamos x al n.° de copias vendidas al precio original, 12 €; y al n.° de copias
vendidas con un 30% de descuento, 0,7 - 12 =84 €;y z al n.° de copias vendi-
das con un 40% de descuento, 0,6 - 12 =72 €.

Asi:

X +y+z=0600

X+ y+z=0600
12x + 8,4y + 7,2z = 6384

12x + 8,4y + 7,2z = 6384

y+z=% x—2y—-2z=0

1 1 1 600 1.2 1 1 1 |600 1.2
1284726384 | » —@v+12-a9 0 3648|816 - @

1 -2 -2 0 -39+ A 0 3 3 | 600 39:3
1 1 1 | 600 ) 1 1 1 |600
03648816 - G 0 1 1 {200
0 1 1 |200 (3H-36-(3Y 0 0 1,2] 96

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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x+y+ z=0600| z= 80
y+ z=200p py=120
12z= 96 | x =400

Solucion: El 30% de descuento se le aplico a 120 copias.

Se dispone de tres cajas A, By C con monedas de 1 euro. Se sabe que en to-
tal hay 36 euros. El nimero de monedas de A excede en 2 a la suma de las
monedas de las otras dos cajas. Si se traslada una moneda de la caja B a la
caja A, esta tendra el doble de monedas que B. Averigua cuantas monedas ha-
bia en cada caja.

Llamamos x al n.° de monedas que hay en la caja A, y al n.° de monedas que
hay en la caja B, y z al n.° de monedas que hay en la caja C. Tenemos que:

x+y+z=36 | x+y+z2=36| x+ p+z=30
xX=y+tz+2 X—y—z=2 X— y—z= 2
x+1=2(0-D| x+1=2y-2] x-2p =-3
Sumando las dos primeras ecuaciones: 2x =38 — x =19

xX+3 _
2

De la 3.* ecuacion — y= 11

z=36-y-x=06

Solucion: Habia 19 monedas en la caja A, 11 enla By 6 enla C.

Un automovil sube las cuestas a 54 km/h, las baja a 90 km/h y en llano mar-
cha a 80 km/h. Para ir de A a B tarda 2 horas y 30 minutos, y para volver de
B aA, 2 horas y 45 minutos. ;/Cual es la longitud de camino llano entre Ay B
si sabemos que la distancia entre A y B es de 192 km?

Llamamos x a la longitud de camino llano entre Ay B, » a la longitud de cues-
ta arriba yendo de A a By z a la longitud de cuesta abajo yendo de A a B.
Tenemos que:

x+y+z=192 km

X y . 2s5h x+ y+ z=192
R+ — =
80 54 90 7O 27x + 40y + 24z = 5400

s E s homs | FXF 2025940

80 90 54
1 1 1 192 1.9 1 1 1 192 (1.2
27 40 24 | 5400 > @H-27-09 0 13 -3 | 216]—> @»
27 24 40 | 5940 (3.H-27-1Y 0 -3 13 756 GH - 3+@2Y 13

0 13 -3 216 13y -3z = 216 ¢ z=065475km
0 160 0 | 5076 160y =5076 | x= 94,800 km

(1 1 1 192)er y+ z= 192| y=31,725km

Solucion: La longitud de camino llano entre A y B es de 94,8 km.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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UNIDAD F

s30 | Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que cuando uno
pierda entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada
uno posea en ese momento. Cada uno perdié una partida, y al final cada
uno tenia 24 €. ;Cuanto tenia cada jugador al comenzar?
Hacemos una tabla que resuma la situacion:
COMIENZO |'| 1.9 PARTIDA |'| 2.9 PARTIDA |'| 3.9 PARTIDA
X X—y—2 2x-2y-2z 4x-4y-4z
dx — 4y —4z =24 X— y— z= 6 1 -1 -1 6 )
2x+6y—-2z=24; —x+3y— z=12 -1 3 -1 | 12| » es+a»
X— y+Tz=24| —x— y+7z=24 -1 -1 7 | 24 G5 +AH
1-1-116 am 1-1-11]6 an 1-1-1]6
0 2 =2 18— @9:2 01 -1 9= @y 01 -11]9
0 -2 6 |30 (3.5:2 0 -1 3 |15 B+ @29 0 0 2 |24
X—-y—z= 6| z=12
y—z= 9 y=9+z=21
22=24| x=06+ypy+2z=39
Solucion: El jugador que perdio primero tenia 39 euros, el que perdi6 en 2.° lugar
tenia 21 € y el que perdi6 en 3. lugar tenia 12 €.
s31 | Una persona ha obtenido 6 000 € de beneficio por invertir un total de 60 000 €
en tres empresas: A, By C. La suma del dinero invertido en A y B fue m
veces el invertido en C, y los beneficios fueron el 5% en A, el 10% en By el
20% en C.
a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar la cantidad invertida en
cada empresa.
b) Prueba que si m > 0, el sistema es compatible determinado.
c) Halla la solucion para m = 5.
a) Sean x, y, z las cantidades invertidas en A, B y C, respectivamente. Plantea-
mos el sistema:
x+ y+  z=60000 x+ y+  z=60000
x+ oy =  mz X+ y—- mz-= 0
0,05x + 0,1y + 0,2z = 6000| 0,05x + 0,1y + 0,2z = 6000
1 1 1 | 60000 s 11 1 60000
b)| 1 1 -m 0 - 2»-ad 0 0 -m-1/| -60000
0,05 0,1 02 | 6000 (3.4 = 0,05 - (1.9 0 0,05 0,15 3000

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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e Si m = -1: El sistema es incompatible.

e Si m # —1: El sistema es compatible determinado.

Por tanto, si m > 0, el sistema es compatible determinado.

¢ m =5, solucion: x= 20000 €, y=30000<€, z=10000 €.

Las edades de un hijo, su padre y su abuelo cumplen las siguientes condi-
ciones: La suma de las edades del padre, del hijo y el doble de la del abuelo
es 182 afios.

El doble de la edad del hijo mas la del abuelo es 100 afios, y la del padre es
o. veces la de su hijo.

a) Halla sus edades suponiendo que o = 2.
b) ¢Es posible que o = 3?

c)Si a=3 yen la primera condicion la suma es 200, ;qué ocurre con el pro-
blema?

Sean x, y, z las edades del hijo, del padre y del abuelo.
Planteamos el sistema:
x+y+2z=182

2x + z =100
y = ox

a) Si o =2: solucion: x =18, y =36, y=064
El hijo tiene 18 anos, el padre, 36 anos, y el abuelo, 64 anos.

b)Si o = 3: el sistema es incompatible. Por tanto, no es posible que o = 3.

x4y + 22 = 200
Yoz hx + 22 = 200

) 2x + z=100;, —
2x+ z =100
y = 3x

El sistema es compatible indeterminado, hay infinitas soluciones.

CUESTIONES TEORICAS

¢Es posible convertir este sistema en compatible indeterminado cambiando
un signo?

x+y+z=1
x—y+z=1
x+y—z=1

Si. Si cambiamos la 2.4 ecuacion por x + y + z =1, o bien, si cambiamos la 3.2
ecuacion por x + y + z =1, el sistema resultante serd compatible indeterminado.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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UNIDAD F

Define cuando dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes. Justi-
fica si son equivalentes o no los siguientes sistemas:

x= 2
y=1

{x+y+z=2
z=-1

x+y—z=4

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando todas las soluciones
del 1.°" sistema lo son también del 2.°, y al revés.

Los dos sistemas dados no son equivalentes, puesto que el 1.° es compatible indeter-
minado (tiene infinitas soluciones) y el 2.° es determinado (solo tiene una solucion).

Si tenemos un sistema compatible indeterminado de dos ecuaciones linea-
les con dos incégnitas, ;se puede conseguir un sistema incompatible afa-
diendo una tercera ecuacion?

Si. Por ejemplo:

xX+2y=3 } Compatible indeterminado
Incompatible | 2x + 4y =0

x+2=1

Si a un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas incompatible le agrega-
mos otra ecuacion, ;podriamos lograr que fuera compatible indeterminado?
¢Y determinado? Justifica las respuestas.

No. Si el sistema es incompatible, las dos ecuaciones iniciales son contradictorias.
Anadiendo otra ecuacién, no podemos cambiar este hecho; el sistema seguird
siendo incompatible.

Sean S y S’ dos sistemas equivalentes con solucion tinica que tienen igua-
les los términos independientes. ;Podemos asegurar que tienen iguales los
coeficientes de las incognitas?

No. Por ejemplo, los sistemas:

x+y=3 2x— =3

S: S

x—-y=1 2x-3y=1
son equivalentes, con solucion Gnica (2, 1), tienen iguales los términos indepen-
dientes, pero no los coeficientes de las incognitas.
Encuentra razonadamente un valor de a para el cual el siguiente sistema
es incompatible:

x+y+ 2z=0
(a-1Dx =1
x o+ 3z=2
(a-2)z=0

¢Puede ser compatible indeterminado para el valor a = 2?
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xX+y+ 2z=0

(a — Dx =1
X + 3z=2
(a-2)z=0

eSi a=1, la2®ecuacion es Ox = 1. El sistema es incompatible.

e Si a=2, la4.?ecuacion es trivial, el sistema es compatible determinado. Luego
no puede ser compatible indeterminado.
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PARA PROFUNDIZAR

s39 | Discute los siguientes sistemas en funcion del parametro a y resuélvelos
en el caso en que sean compatibles indeterminados:

x+ y+ z=a-1 ax+ y—z=0
a)y2x+ y+az= a b){ 2x+ay =2
x+tay+ z= 1 -X +z=1

a) x+ y+ z=a-1
2x+ y+taz=a (

a—1 (1.9
a | - @v-2-a

3.9 - (1.9

x+ay+ z=1

1 1 1 a-—1
0o -1 a— 2 —a + 2
0 a-1 0 2—a

eSi a=1, queda:

1 1 1 0
0 -1 -1 1 —  Sistema incompatible.
0 0 O 1

eSi a=2 queda:
1 1 11 a 1 11
0-10]0] = @v+39 0 0 0
01010 E3) 01 0

— Sistema compatible indeterminado.

1
of —
0

Lo resolvemos en este caso:

x+y+z=1 x+ =z=1 - x=1-z2
y =0 y =0
z=2A
Soluciones: (1 — A, 0, &)

eSi a1l y a#2 — Sistema compatible determinado.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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2
a-—1

—a’+a+2=0 > a-=

0 1
a 0
1 0

1 a
21— @
1

a#0

b) ax + y—Z=O a 1-110
2x + ay =2 (2 a 0 |2
—x +z=1 -1 0 1 1

—a- 39 +2H

_

UNIDAD F

39 (—1 0 1 1) a.s
- @9 2 a 0| 2> @
) a1l -11]0 BGH+ 1Y
-1 0 1 1
( 2 a 0 2 )
—a*+a+2 0 0 | 2-a

e Si a=-1, queda:

-1 0 1 |1
2 -1 0

0 0 0

3

eSi a=2, queda:

a= 2

-1+NV1+8 _-1+%£3 a=-1
= =) <

-2

2) — Sistema incompatible.

s40

0 1
1 0
0 0

-10 1] 1 1.5 -1
2 2 0|2 =5 @9:2
00 01O (3.9

Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: (A, 1 —A, 1+ L)

eSi az-1y a#2 — Sistema compatible determinado.

Encuentra razonadamente dos valores del parametro a para los cuales el
siguiente sistema sea incompatible:

x+y+2z=0
ax+y+2z=1
x +3z=2

2x +az=3

xryezs0ln 20 as 1 1210
ax + y +2z=1 a 1 2 1 N 2.5 = (1.5 a-1 0 0 1 o
x  +3z=2( |10 3|2 G 1 03 2
2x  +az=3| ‘2 0 al3 &) 2 0 al 3
s 1 1 2 0
g; ¢ I ! 8 g ; Si a=1 o a=0, elsistema es incom-
“H-2-GY 0 a6 -1 patible.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Resuelve el siguiente sistema:

[ x+y+z+t =17
x+y+z +w=16
x+y +tt+w=15
x tz+t+tw=14

y+z+rt+w=14

@ Si sumas las cinco igualdades, obtendrds otra con la que se te pueden simplifi-
car mucho los cdlculos.

x+y+z+1t =17
x+y+z +w=16
x+y +r+w=15
x tz+t+w=14
yrz+t+rw=14
Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4o + 4y + 4z + 41 + 4w = 706, es decir:
4+y+z+1t+w =76, obien:

xX+y+z+i+w=19

Por tanto: (+y+z+D+w=17+w=19 — w=2
x+y+z+w+1=16+1t =19 — (=3
x+y+t+rw+z=15+2=19 — z=4
(x+z+t+w+y=14+y=19 — yp=5
t+tz+t+tw+x=14+x=19 — x=5

Una cuadrilla de cinco jardineros debia podar una plantaciéon trabajando de
lunes a viernes. Cada dia, cuatro podaban y el otro les ayudaba. Cada jardi-
nero podo el mismo nimero de arboles cada dia.

Los resultados de la poda fueron: lunes, 35 arboles podados; martes, 36;
miércoles, 38; jueves, 39, y el viernes no sabemos si fueron 36 6 38.

Calcula cuantos arboles diarios pod6 cada uno, sabiendo que fueron nime-
ros enteros y que ninguno podé los cinco dias.

Llamamos:

w = n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el lunes.

t = n.° de drboles diarios que poda el jardinero que descansa el martes.

z = n.° de drboles diarios que poda el jardinero que descansa el miércoles.
» =n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el jueves.

x =n.° de arboles diarios que poda el jardinero que descansa el viernes.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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xX+y+z+i =35
x+y+z +w=306
x+y +1+w=38
X tz+r+w=39

yrz+t+rw==~rk

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4x + 4y + 4z + 41 + 4w = 148 + k, es decir:
4x+y+z+1+w) =148 + k, o bien:

x+y+z+t+w=37+%

Si x, ¥, z, t, w son nimeros enteros, su suma también lo serd; luego, k& debe
ser multiplo de 4. Como nos dicen que vale 36 6 38, tenemos que ha de ser
k=36 (pues 38 no es multiplo de 4).

Resolvemos el sistema, ahora que sabemos que & = 30:
La suma de las cinco igualdades dara lugar a:

x+y+z+t+w=37+%=37+9=46

Portanto: (x+y+z+D+w=35+w=46 - w=11
x+y+z+w +1t=36+1 =46 — =10
x+y+t+w)+z=38+z=46 — z=38
(x+z+t+w)+y=39+y=46 — y=7

+z+t+w+x=36+x=46 — x=10

Asi, el jardinero que descansa el lunes poda 11 arboles; el que descansa el martes,
10; el que descansa el miércoles, 8; el que descansa el jueves, 7, y el que descan-
sa el viernes, 10.

AUTOEVALUACION
1. Resuelve e interpreta geométricamente los sistemas siguientes:
2x+6y= 0
2x—y =
a)3 3x—-2y=11 b){
y—-z=3
—-x+3y= 0
aA)2x+6y= 0
_ a.» 2x+6y= 0 Sumando la 1.2 fila
3x—-2y=11
3 @7 9x — 6y = 33 con 3 veces la 2.2
-x+3y= 0 - -
11x =33 - x=3 - y=-1

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Comprobamos en la 3.2 ecuacion:

-3+3D=#0
El sistema es incompatible. Son tres rectas que se cortan dos a dos.
5 A
_ = 2x=5+A = x=—+—
b) 2x -y 5 x =5 X=o

} Hacemos y =\
y-z=3

El sistema es compatible indeterminado.

%+&, A =3 +A

Solucion:
otucion 2

Representa dos planos que se cortan en una recta.

2. Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema e interprétalo geométri-
camente:

x-3y— z=-1
xX+5p+3z= 3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

x-3y—- z=-1

1 3 1] -1 39 11 1] 1
x+5y+3z= 3 2
Y 1 5 3 3 >, (2.2) 1 5 3 N
x+ y+ z=1 1 1 1 1 as 1 -3 -1 | -1
3-X+7y+52= 5 5 7 5 S G 3 7 5 5
s 11 1 |1 s 1111
Q-0 0 4 2 2 Q2 :2 0 2 1|1
= Gy-an 0 4 -2 | 2| 7 Go+aes 000 o
@EH-3-09 0 4 2 2 @D -2y 00010
z=1-2
X+ y+z= Y
- x=1-y—-z=y
2y+z=1
y=2A

Soluciones: (A, A, 1 -2 A). Son cuatro planos con una recta en comun.

3. Una compaiiia tiene tres camiones (P, Q y R), en los que caben exactamente
un cierto niimero de contenedores de tres tipos (A, By C), de acuerdo con la
siguiente tabla:

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Si se han de transportar 45 contenedores del tipo A, 44 del tipo B y 58 del tipo
C, ¢cuantos viajes ha de hacer cada camion si todos los viajes los efectiian to-
talmente llenos?

Sean x, y, z el nimero de viajes que hacen los camiones P, Q y R, respectiva-
mente.

S5x + 2y + 4z = 45 52 445\ (o 52 4|45
Bx+5y+3z=44 — |3 5 3 44| s5.-2H-3-09 019 3|85
4 5 658/ 5-65H5-4-09 0 17 14110

4x + 5y + 6z =58

a.s 52 4 |45 Sx+ 2+ 4z =45
@3 ( 019 3 |85 ) - 199+ 3z=85
19-GH-17 -2 0 0 215|645 215z = 645

Resolvemos este sistema escalonado:

z=3
y= 85_3Z=85_9=4
19 19
_45-2y—4z _ 45-8-12 _
X 5 5 5

Por tanto, el camién P debe hacer 5 viajes, el camién Q debe hacer 4 viajes y el ca-
mion R debe hacer 3 viajes.

3x—2y+z= 5

»

Sean las ecuaciones:
2x-3y+z=—4

a) Afiade una ecuaciéon para que el sistema sea incompatible.
b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido.
a) Para que sea incompatible, la ecuacion que anadamos ha de ser de la forma:
aBx—-2y+2)+bQ2x—-3y+2) =k con k#5a-4b.
Si tomamos, por ejemplo, a=1, b=0, k=1, queda:
3x—-2y+z=1

Anadiendo esta ecuacion, el sistema seria incompatible.
b) Por ejemplo, anadiendo y =0, queda:

3x-2y+z= 5| 3x +z= 5(x= 9
2x=3y+z=—4 ¢ 2x +z=-4, y= 0 Compatible determinado.
y =0 y =0 =-22

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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5. Se considera el sistema de ecuaciones lineales:
x + 2y+3z=1
X+ ay+3z=2
2x+(2+a)y+6z=3

a) Encuentra un valor de a para el cual el sistema sea incompatible.

b) Discute si existe algin valor de a para el cual el sistema sea compatible de-
terminado.

c) Resuelve el sistema para a = 0.

X + 2y+52=1 1 2 3 1 . 1 2 3 1
X+ ay + 3z =72 1 a 312 > @ey-ay 0Oa-2 0| 1] -
w+Q@raw+62=3] \2Qra 6[3/  Go-zant o a-2 01
1.5 1 2 311
- @9 0a-2 011
3BH-29 0O 0 01! 0

a)Si a =2, la2.® ecuacion no tiene solucion: 0y = 1. El sistema es incompatible.

b) No existe ningin valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado,
porque la 3.2 ecuacion se puede suprimir (Ox + 0y + 0z =0) y el sistema queda con
dos ecuaciones y tres incognitas.

o) Si a =0, queda:

y=-1/2
x+20+3z=1
x—1+32=1 — x=2-3z
_Zy =1
z=A
. 1
Soluciones: |2 — 3, —?,7»

6. Discute este sistema segin los valores de a. Interprétalo geométricamente:
ax+ y+z—-4=0
x+ y+z+1=0

x—ay+z-1=0

ax+ y+z-4=0| ax+ y+z= 4 a 1 11| 4 29
x+ y+z+1=0 x+ y+z=-1 1 1 1]-1] - a»
x—ay+z—-1=0 xX—ay+z= 1 1 —a 1 1 (3.9
1 1 1] -1 as 1 1 1| -1
a 1 1 41 = @v-ad a-1 0 0 5
1 —a 1 1 3H-0 0 —-a-1 0 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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eSi a=1, queda:

1 1 1 |-
0 0 0 5 — Sistema incompatible.
0 -2 0] 2

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.

e Si a=-1, queda:

11 1]~
-2 0 0 5 | = Sistema incompatible.
0 0 0] 2

Los dos ultimos planos son paralelos y el primero los corta.

eSi azl y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se
cortan en un punto.

45



APLICACIONES
DE LAS DERIVADAS
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Relacion del crecimiento con el signo de la primera derivada

H Analiza la curva siguiente:

i
[ decrece [ crece [ decrece [ crece f decrece

f/<0 f/>0 f/<0 f/>0 f/<0

Relacion de la curvatura con el signo de la segunda derivada

B Describe el tramo CD Yy los tramos DE, EF y FG siguientes:

i i

i i
i i i i i i i
i i i i i i i
i i i i i i i
i i i i i i i
i i / i i i i i
' [ convexa ' f concava ! ' ' ' !
i i i i i i i
i i i i i i i
i ’U' i 'U i i i i i
i i i i i i i
' f'decreciente | f'creciente ! ! ! | |
i ,U i U i i i i i
i i i i i i i
i " ‘ " ‘ 1 1 i i
| /<0 h >0 i i ! ' !
i i i i i i i

CD — [ convexa — [’ decreciente — ["<0
DE — [ concava — [’ creciente — f">0
EF — [ convexa — [’ decreciente — ["<0

FG — [ concava — [’ creciente — [f">0
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B Dibuja la grafica de una funcién, f, que cumpla las siguientes condiciones:
e La funcion esta definida en [0, 7].
¢ Solo toma valores positivos.
e Pasa por los puntos (0, 1), (3, 1) y (7, 1).
e En el intervalo (1, 2), la funcion es convexa.
¢ En el intervalo (2, 4), f"> 0.
¢ En el intervalo (4, 6), f' es decreciente.

e En el intervalo (6, 7), f es concava.
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1. Halla las rectas tangentes a la curva:

_ 5x3 + 7x% - 16x
x—2

en los puntos de abscisas 0, 1, 3.

Calculamos la derivada de la funcion:

= (15x2 + 14x — 16)(x — 2) — (5x3 + 7 — 16x)  _ 10x3 — 23x% — 28x + 32
(x—2)? (x—2)?

Ordenadas de los puntos:

y©@=0; p(=4 »p3) =150

¢ Recta tangente en (0, 0): y'(0) =8
y=8x

e Recta tangente en (1, 4): y'(1) = -9
y=4-9x-1D=-9x+13

e Recta tangente en (3, 150): y'(3) = 11
=150 + 11(x—3) = 11x + 117

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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2. Halla las rectas tangentes a la circunferencia:
x2+9%2_2x+4y—-24=0

en los puntos de abscisa x, = 3.

Obtencioén de las ordenadas correspondientes:
32+92-2-3+4y—-24=0
9+ —6+4y-24=0
yi+4y-21=0

_ —4xV16+84 _ —4+V100 _ -4+ 10 y=3 — Punto (3,3
2 2 2 y=-7 — Punto (3, -7)

Para hallar la pendiente en esos puntos, derivamos implicitamente:
2x + 2y’ =2+ 4y'=0
P'QRy+4)=2-2x

2-2x _ 1-x

y'=

2p+4  p+2
Asi: '3, 3) =2, (3,7 = =
5 5

e Recta tangente en (3, 3): y =3 - %(x —-3) = —%x + 2?1

e Recta tangente en (3,—7): y=-7 + %(x -3) = %x— 4—51
Pagina 283
1. Dada la funciéon y = x3 —3x%—9x + 5, averigua:

a) Donde crece. b) Donde decrece.

Y'=3x2—6x-9=30*-2x-3)=3(x-3)(x+1

Ax<-1 — »'>0 — [ escreciente en (—oo, —1)

x>3 — yp'>0 —> f escreciente en (3, +)

b)-1<x<3 — »'<0 — [ esdecreciente en (-1, 3)
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2. Comprueba que la funcion y = x3/(x — 2)? tiene solo dos puntos singulares,
en x=0 yen x=6.

Averigua de qué tipo es cada uno de esos dos puntos singulares; para ello, de-
bes estudiar el signo de la derivada.
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L3P =2 -2 =28 | xPe-2Bx-2)-2x) _

! (v 2t i -2
_ xX*Bx-6-2x _ x*x-0)
(x—2)3 (x—2)3
x=0
p'=0 = x*(x-6)=0 < e
f(=0,00>0
00D > 0 En x =0 hay un punto de inflexion.
/(5,99 <0 - o .
n x= ay un minimo relativo.
716,00 >0

3. a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funciéon
= 3x% + 4x3. Mediante una representacién adecuada, averigua de qué
tipo es cada uno de ellos.

b)idem para y = x* + 8x3 + 22x2 + 24x + 9.

@)y’ =—12x% + 12x* = 12x*(=x + 1

x=0 — Punto (0, 0)
=0 Dos puntos singulares.
Y < x=1 — Punto(d, 1) } P g

Los dos puntos estin en el intervalo [-1; 1,5],
donde la funcion es derivable.

Ademds, f(-1) =7 y f(1,5) =-1,7. A

e En (0, 0) hay un punto de inflexion.

e En (1, 1) hay un maximo relativo.

b) y’ = 4x3 + 24x% + 4dox + 24 = 400+ Dx + 2)(x + 3)

x=-1 — Punto (-1, 0)

y'=0 < =-2 — Punto (-2, 1) ; Tres puntos singulares.

x=-3 — Punto (-3, 0)
9
Los tres puntos estan en el mismo intervalo
[—4, 0], donde la funcién es derivable.

Ademas, f(-4) = f(0) =9.

e Hay un minimo relativo en (=3, 0), un ma-
ximo relativo en (-2, 1) y un minimo relati-
vo en (-1, 0).

—4 -3 21
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1. Estudia la curvatura de esta funcion:
y=3x%—8x3+5
Fl0) = 12x3 — 24x?;  f"(x) = 36x% — 48x

x=0 — Punto (0, 5)
S =0 — 12xGx-4 =0 4

4 121
x =— — Punto [—, ——)
3 (5 27
F) = T2x — 48, [7(0) £ 0 f(%) " 0)
4 121

Los puntos (0, 5) y (g, —7) son puntos de inflexion.

e La funcién es concava en (—eo, 0) U ( +o<>), pues ["(x) > 0.

4
3 ’
e La funcion es convexa en el intervalo (O, %), pues f"(x) < 0.

2. Estudia la curvatura de la funcion siguiente:
y=x3-6x%+9x
S0 =3x%2—12x+9; ["(x) = 6x— 12
f"x=0 — 6x-12=0 — x=2 — Punto(2,2)
(/") = 65 f"(2) #0)
El punto (2, 2) es un punto de inflexion.
e La funcion es convexa en (—oo, 2), pues [f"(x) < 0.

e La funcion es concava en (2, +e0), pues f"(x) > 0.
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1. Halla el nimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea mi-
nima.

Llamamos x al nimero que buscamos. Ha de ser x > 0. Tenemos que minimizar la
funcion:

B
Sx) =x+ »

fly=1-2 X225 g — 75 2 OO

x=-5 (no vale, pues x>0)

(Como  lim f(x) = +eo, [im f(x) = +eo, y la funcion es continua en (0, +oo);
x— 0" X — +oo

hay un minimo en x = 5).

Por tanto, el nimero buscado es x = 5. El minimo es 10.
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2. De todos los triangulos rectingulos cuyos catetos suman 10 cm, halla las di-
mensiones de aquel cuya area es maxima.

x+y=10 — p=10-x
x-y _x-1A0-x _ 10x-x?

Area = , 0<x<10
N 2 2 2
Tenemos que maximizar la funcion:
a2
-] 7 f(x):m—x’o<x<10
2
f/(x)=¥=5—x=0 - x=5 > p=10-5=5

S0 =0; f(10) =0; f(5) = %; y [ es continua. Luego en x =5 esta el maximol|.

Los catetos miden 5 cm cada uno. El drea maxima es de 12,5 cm?.

3. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 m, ¢cual es el que tiene la diago-
nal menor?

d=VO6-x?+x*, 0<x<6
’ Tenemos que minimizar la funcion:
d.’ 6_
N S = NG -x0)?+x?, 0<x<6
' o 2(6-x)+2x _ —12+4x _ —6+2x
S0 = = =
x NG -2 +x2 2V -2+ a2 V(6 =22 + &2

fx=0 - -6+2x=0 — x=3
(f(0)=6; f(6)=6; f(3) =18 =3V2 = 424; y f(x) es continua. Luego en x = 3

hay un minimo).

El rectangulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.

4. Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volu-
men igual a 6,28 litros para que pueda construirse con la menor cantidad po-
sible de hojalata.

Suponemos el recipiente con dos tapas:

O

—_ h Area total = 2mrh + 2wr? =

o =2nrth +r)
G
V=06281=0628 dm?

21r
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Como V=m-72-h=314-r>-h=0628 — h-_028 =%
r

314 - 12

Ast: Areal total = 2757(% + r) = Zﬂ:(& + rz)
r r

Tenemos que hallar el minimo de la funcion:
- 2,2
S =2n[=+r|, r>0
r
_ 3
f’(r)=2n(—%+2r)=2n(2+—22”)=0 - 2+2r3=0 - r=31-=1
r r

(Como lim f(r) = +eo, lim [f(r) = +eo, y [ es continua en (0, +eo); en r=1
r— 0" r—> +oo

hay un minimo).

El cilindro tendra radio 1 dm y altura 2 dm.

Pagina 290

1. Calcula, aplicando L'Hopital:

_ senx(1+ cos x) . e¥X—e™X
a) lim b) lim ———
x—0 X COS X x—>0 Senx

, 1+ , 1+ + —sen
2 lim Senx(+cosx) ( 0 ) = gy Cosx(+ cosx) + senx(senx) _
x—0 X COS X x— 0 cos x + x(=sen x)

by lim M=(2)= lim €Ere™
x>0 Senx 0 x>0 COSX
2. Calcula:
er+x-1 xd+2x%+ x
a) tim & "X~ b) lim —— FEXTEX
)x—>0 x? )x_>_1 x3+x2-x-1
—X _ _p—X —-X
D lim w=(9)= lim e_ﬂz(2)= im € o1
x—=0 x2 x— 0 2X 0 x—0 2 2

X3+ 2x% + x O)_ i 3x2+4x+1_(0)_

b) lim —=(—
xo-1xd+x-—x-1 0 x> -1 3x2+2x—1

- g xt4 2 1
x_>716x+2 —4 2
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3. Aplica L’Hopital:

lim (cos x + sen x)V*
x—0
Para poner lim (cos x + sen x)V/* en forma de cociente, tomamos logaritmos en

x—=0

J(x) = (cos x + sen x)V*,

lim (Zn[f(x)]) = lim lln(cos x+senx)| = lim In(cosx+senx) _ (Q) S
- lim (=sen x + cos x)/(cos x + sen x) _ 1 = lim fo=el=e
x—=0 1 x—=0
4. Calcula:

lim (1-2V*)x

x = +oo

P A o VD R L

tim (1-2Y%)x=lim
x = oo (=1/x2)

X —> +oo x>+ 1/X

0

1 -2l =(o)_

= lim (Y% - In2)=-m2=n 1
X = +oo 2
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1. a) Explica por qué y = sen x cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el
intervalo [0, 7).

b) ¢En qué punto se verifica la tesis del teorema de Rolle?
a) y = sen x es derivable (y, por tanto, continua) en todo R.
Ademas, f(0) = f(qv) = 0. Por tanto, cumple las hipdtesis del teorema de Rolle.

"'=cosx=0
b - x==I
xe (0, m

2. Demuestra que f(x) cumple las hipotesis del teorema del valor medio en el
intervalo [2, 6]. ;En qué punto cumple la tesis?

)= 2x-3 si x<4
S = —x2+10x—-19 si x>4

Iim f(x)= lim 2x-3)=5
x— 4

X = 4

lim f(x) = lim (—x*+ 10x—-19) =5 ¢ /() es continua en x = 4.
x — 4" X4

J@ =5
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Luego f(x) es continua en el intervalo [2, 0]. (Para x # 4 estd formada por dos
polinomios).

Veamos si es derivable:

2 si x<4
2x+ 10 si x>4

S0 = {

En x =4, tenemos que f'(47) = f'(47) = 2. Por tanto, la funcién es derivable en
(2, 6). Su derivada es:

2 si x<4
f’(x)={

—2x+10 si x>4
Luego, se cumplen las hipdtesis del teorema del valor medio.

Veamos donde cumple la tesis:

O -f@) _5-1_4 _,
6-2 i 4
fO=1 - —2x+10=1 — x=%

La tesis se cumple en ¢ = %
3. Aplica el teorema del valor medio, si es posible, a la funcion:
f(x)=x2-3x+2 en[-2,-1]

Calcula el valor correspondiente a c.

f(x) es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en
[-2, —1] y derivable en (=2, —1).

Luego, cumple las hipotesis del teorema del valor medio.

Veamos donde cumple la tesis:

SO - fla) _ fD-f=2) _ 6-12 _ _6
b—a -1 -(=2) —1+2

[l =2x-3=-6 — x=_—23

-3

La tesis se cumple en ¢ = ——.

4. Repite el ejercicio anterior para la funcion:
g =x3-x2-x+1

g(x) es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en
(-2, —1] y derivable en (=2, -1).

Luego, cumple las hipotesis del teorema del valor medio.
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Veamos donde cumple la tesis:

gb)-gla) _ gD -g=2) _ 0-(9 _
b-a -1-(2) —-1+2

9

g =3x*-2x-1=9 — 3x>-2x-10=0

2+V4+120 _ 2124 _ 2+2V31 _ 131 <Xz2,19
6 6 3

X = =
x=-1,52

6

1-+31
—

Por tanto, se cumple la tesis en ¢ =

5. Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que x3—3x + b =0 no puede te-
ner mas de una raiz en el intervalo [-1, 1] cualquiera que sea el valor de b.
(Hazlo por reduccion al absurdo: empieza suponiendo que hay dos raices
en ese intervalo).

e f(x) =x3—3x+ b es continua en [-1, 1] y derivable en (-1, 1).

=-1
oyl - 2 _ 2 —
S0 = 3x* =3 O<x=1

La derivada solo se anulaen x=-1 yen x=1.

e Supongamos que f(x) tiene dos raices en [-1, 1], sean ¢, y c¢,. Por el teorema
de Rolle, como f(c)) = f(c,) = 0, existiria un c € (¢, ¢,) tal que f'(c) = 0.

Pero f"(x) solo se anula en x=-1 yen x =1, que no estin incluidos en
(¢, ¢y, pues =1 <¢, ¢, <1

Hemos llegado a una contradiccién.

e Por tanto, x3—3x + b =0 no puede tener mis de una raiz en el intervalo [-1, 1],
cualquiera que sea el valor de b.

6. Calcula p, m y n para que

S(x) = {

—x2+px si -1<x<3

mx +mn si 3<x<5

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-1, 5]. ;Donde
cumple la tesis? Represéntala.

e Si x# 3, lafuncion es continua, pues estd formada por polinomios. Su dominio es

-1, sI.

e En x =3, para que sea continua, ha de ser:

lim f(x)= lim (=x*+ px) =-9 +3p

X = 3 x—3
lim f(x)= lim (mx+mn)=3m+n -9+3p=3m+n
x— 3" xXx—=3

JR)=3m+n=-9+3p
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e Si xe (-1,5) y x# 3, suderivada es:

—2x+p si -1<x<3
f(x)_{m si 3<x<5
e Para que f(x) sea derivable en x =3, ha de ser:
'(3) =-6
fG) +p}6+p=m
S 3D =m

e Para que se cumplan las hipotesis del teorema de Rolle, ademads, debe tenerse que

JS(=D = f(5); es decir:

fD=-1-p

f(5)=5m+n} -l1-p=5m+n

e Uniendo las tres condiciones anteriores, tenemos que:

-9+3p=3m+n
-6+ p=m m=—-—; n=9 p=-—
-1—- p=5m+n

e Con estos valores:

—2x+1—30 si —-1<x<3
8

— 5 <x<
3 si 3 5

[0 =

10 5
2x+ — =0 — =2 -1,5
X 3 X 36( )

La tesis se cumple en ¢ = %

—x2+1—0x si -1<x<3
S =

—§x+9 si 3<x<5

Udl\l\

43
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Demuestra que: “Si f es continua en [a, b], derivableen (a,b) y f'(x)<0
para x € (a, b), entonces f es decreciente en [a, b]".

Si tomamos dos puntos cualesquiera x; <x, de [a, bl, se cumplen las hipotesis del
teorema del valor medio en [x;, x,] y, por tanto, su tesis:

f(xz) _f(xl)
X

Xy =Xy

=/ <0

Se deduce que f(x,) — f(x)) <0 vy, por tanto, f(x,) < f(x)).

La funcién es, pues, decreciente en [a, b).

Demuestra que: “Si f ’(xo) =0y f ”(xo) <0, entonces f presenta un maximo
en x,”.
0

vl h _ £ ! h
J'(xy) = lim S+ )~ fox) = lim —f (o + 1) <0
h—0 h h— 0 h

Si h <0, entonces:

S'x,+h) >0 — [ escreciente a la izquierda de x; (@D)
Si h >0, entonces:

J'x,+h) <0 — [ esdecreciente a la derecha de x; 2)

Por (1D y (2), [ presenta un maximo en x,, ya que es creciente a la izquierda de x;
y decreciente a su derecha.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Recta tangente

1 |Halla la ecuacién de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
que se indican:

a)y=Imn(tg2x) en x=% b) y = Vsen 5x en x=%
) x?+y?_2x—8y+15=0 en x=2 dDy=(x2+1)"* en x=0

a) e Ordenada en el punto: x = % - =0

2
e Pendiente de la recta: y’= 2A +igm 20 y’(ﬂ) =4
1g 2x 8

e Recta tangente: y = 4(x - %) = 4x — %

ol

b) e Ordenada en el punto: x = % - y=

e Pendiente de la recta:

o Scossx y’(£)= 5(\3/2) _ 53 _ -6
2Nsen S5x 6 2N2/2 2\2 4
e Recta tangente: ) = g — #(x — %)

¢) ® Ordenadas en los puntos:

4492 -4-8y+15=0 — »*-8y+15=0

8+V64—-60 8+2 y=5 — Punto (2,5
y= - == <

4 y=3 — Punto (2, 3)
e Pendiente de las rectas:
2x+ 2yy'=2-8y'=0
2 —2x 1-x

P'R2y-8=2-2x — yp'=

2y-8  y-—+4

’ =1_2 = _

y'(2,5) 54 1
1-2

"2 = =1
R
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e Recta tangente en (2,5): y=5-1-(x-2) — yp=-x+7

e Recta tangente en (2,3): y=3+1-(x-2) — ypy=x+1

d) e Ordenada en el punto: x=0 — =0+ D*"0=19=1 — PO, D

e Pendiente de la recta tangente:

y=2+D%"Y 5 Iny=senx-in(x*+1) —

! 2x
- y—=cosxln(x2+1)+senx‘ >
y x°+1
2x sen x )
— y'=|cosxn (x2+1)+w (x2 + Dsenx

m=[cos0-m1+0/-19=1-0+0)-1=0
e Recta tangente: y=1+0x—- 0 — py=1
2x
s2 |Halla las tangentes a la curva y = Y1 paralelas a la recta 2x + y = 0.

La pendiente de la recta 2x+y =0 es m = -2.

Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

yr= 2= 1D —2x _ 2x-2-2x _ -2
(x — 1)? x2-2x+1 x*-2x+1
y=2 - =2 - 5 5 2=-22(2-2x+1
x2-2x+1

x=0 — Punto (0, 0)

x2-2x+1 — x2-2x=0 — x(x-2)=0
( ) <x=2 —  Punto (2, 4)

Recta tangente en (0, 0): y = —2x

Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x—-2) — py=-2x+8

3 | Obtén la ecuacion de la recta tangente paralela al eje de abscisas en las
siguientes curvas:

aAy=xlnx b)y=x2ex c)y=sen2x
Una recta paralela al eje de abscisas tiene pendiente cero.

Ay =nx+x- —=hx+1

1
x
y'=0 = Inx+1=0 - hx=-1 - x=el=L o y=_—1

e e

La recta tangente en el punto (l, i) es: y= =
e e e
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b)y’=2x e +x% e¥ = 2x +x»e¥. Como e*# 0 paratodo x:

x=0 — Punto (0, 0)

=0 > 2x+x%2=0 > xQ2+x =0
Y < =_-2 — Punto (=2, 4/e?)

e En el punto (0, 0), la recta tangente es: =0

e En el punto (—2, iz), la recta tangente es: y = iz
e e

o) y'=2cos 2x
y'=0 - 26052x=0<

e En los puntos (% + 1k, 1

2x=" ok » x=T 4k > y=1
2 4

2x=37n+2n/e - x=37n+nle - y=-1

, con ke Z, larecta tangente es: y =1

e En los puntos (3'77t + Tk, —1), con ke Z, larecta tangente es: y = —1

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva x7 -y~ =1 en el punto (1, 1).
Para hallar la derivada, tomamos logaritmos:
X -y=1 = ylhx+txlny=mnl — ylhx+xlny=0

Derivamos:
1 '
"] +p- =+ +x-—=0
yinx+y - ny+x 7

y'xylmx+y>+xylny+x’y' =0
yxynx+x?)=—?-xyiny

o VP -xyiny
N N
xyInx+x

', D=-1

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente en (1, 1) es:

y=1-(x-1); esdecir, y=-x+2
Halla el punto de la grafica de y = 2Vx en el que la tangente forma un an-
gulo de 60° con el eje X. Escribe la ecuacion de esa tangente.

e Si la recta tangente forma un angulo de 60° con el eje X, su pendiente es

1g 60° = V3.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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e Buscamos un punto en el que la derivada valga V3.

, 2 1
y:—:_
2Nx X
y/=\r3 - L=\/§ - 1=3x = x== - y=i=&
Vx 3009
2\3
El punto es ,
3
e La recta tangente en ese punto serd:

Maximos y minimos. Puntos de inflexién

Halla los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguientes

(3x—-8)

12

+ 22

(x-1)

+ V1

funciones:
x3

a)y=x3-6x%+9x b) y =

o) y=x%—2x3 d)y=x*

_ 1 f _ X

e)y= 21 dy=e

a) f1(x) =3x*>—12x+9

[0 =0 = 3?-4x+3)=0 — x=4—=
4

Signo de la derivada:

f'>0 . f'<0 f'>0

/1\5/

I+

6-12
2
2<x=3 - =0

2 x=1 — y=4

Hay un minimo en (3, 0) y un miximo en (1, 4).

Puntos de inflexion:

[ =6x-12=0 - x=2 — y=2

Como f"(x) <0 para x<2 y f"(x)>0 para x> 2, el punto (2,2) esun

punto de inflexion.
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3t — 8x3
12

12x3 — 242
12

by =

= x3 - 2x2

S =

x=0 — p=0

SW=0 - Fa-2=0< " =43

/<0 . /<0 . f'>0
\ 1 \ 3 /

Hay un minimo en (2, _T)

x=0 — =0

1" = 2 _ = — =
f'x) =3x*-4x=0 — xGBx-4) O<x=4/3 =y =—(64/8D)

‘/'//>0 . f//<0 . fH>O
0 i
N NG
. . 4 —064
Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otro en 3 B0 )

©) f(x) = 4x3 — 6x?
x=0 — =0

=0 — x2(4x—6)=0<x=5/2 - y=-27/16

SIS0 <0 150
\0\%/

Hay un minimo en (%, _—27)

16

x=0 — =0
S0 = 1202 — 12x = 12x(x — 1) = 0 <<_ Ve

x=1 = py=-1
J'>0 /<0 ,  J">0
N2 N

Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otro en (1, —1).

d) f1C0) = 4x3 — 4x
flo=0 — 4x(x°+1D=0 — x=0 — »=0
f<0 o

~—_ 0 _—

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Hay un minimo en (0, 0).
J(x) = 12x* + 4# 0 para todo x.
No hay puntos de inflexion.
—2x
e fix) = —==—
(x? + 1)?

=0 - 2x=0 - x=0 — y=1

S0 <0

/ ’ \

Hay un maximo en (0, D).

22+ D+ 20 2%+ D20 _ 2%+ D+ 8x% | 6x? -2

"(x) = =
S (% + D (x? + 1)? (x? +1)°
S =0 — x=i'\,;—=i%=ig - y=%

f//>0 . f//<0 . f”>0
3 3
\_/ =5 LA/
Hay un punto de inflexion en (—g, %) y otro en (g, %)

) fllx) =eXx—-1D +e¥=e(x—-1+1) =xe*

fx)=0 — xe*=0 — x=0 (pues e¥#0 paratodo x) — y=-1

f//<0 I f//>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, —1).

[ = e¥ + xer = eX(1 + x)

=2

=0 — x=-1 — y= 5

Jr<0 >0
N\

Hay un punto de inflexion en (—1,

3
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Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los maximos y los

s7
minimos de las siguientes funciones
8-3x _x?+1 __x3
Dy x(x—-2) )y x2-1 Ay x2-1
_ 2x%-3x _x%-1 B 8
Dy=="% )y x Dy x*(x-3)
_ 8-3x _ 8-3x S
)y = = . Dominio = R — {0, 2}
VYT RGe-2 x? =2x
oy — B2 =20 = (8-3x) - 2x—2) _ —3x%+ 6x—16x + 16 + 6x% — 6x _
S0 = - _
(x? — 2x)? (x? — 2x)?
_ -3x?—16x + 16
(x? = 2x)?
S =0 — 3x?-16x+16=0 — - 10= 2656_192=16i6\/&=
16 +8 <
X = 4/5
Signo de la derivada:
fr>0 | f/>0 |f/<0| fr<0 | f’>0
0 i 2 i
La funcion: es creciente en (—o0, 0) U (0, %) U (4, +o0).
es decreciente en (%, 2) U@, 4
(573}
tiene un maximo en |—, —=
37 2
tiene un minimo en ( , —%)
x?+1 .
by = . Dominio = R — {-1, 1}
x? -1
0 = 2x(* - D - ?+ D-2x _ 23 -2x-2x3-2x _  —4x
(% = 1)? (x? — D? (w2 — 1?2
=0 - —-4x=0 - x=0
Signo de la derivada:
/>0 . f'>0 . /<0 . /<0

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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La funcion: es creciente en (—oo, —1) U (=1, 0).
es decreciente en (0, 1) U (1, +o0),

tiene un maximo en (0, —1).

X3

x2-1

Qy= . Dominio = R —{-1, 1}

Sl = 3P =D —ad - 2x _ 3xt —3x? - 2xt | xt-3x? | x2(P-3)

(o = 1)? (2 = 1)? @Z-1? (-1
x=0
flo=0 — xz(x2—3)=o<x=_\/§
x=3

Signo de la derivada:

>0 f<0 <0 f<0 'S0 [0
/_Qg\fi\é\i\v'g/

La funcion: es creciente en (—eo, —V3) U (V3 +o0).

es decreciente en (—V3, -1 U (-1, 1) U (1, V3).
tiene un maximo en (—@ , —#)
tiene un minimo en (\Fs , #)

tiene un punto de inflexién en (0, 0).

2 _
dy= 2x 3x

. Dominio = IR — {2}
2—-Xx

1) = (4x—3) 2 -0 —Qx*=3x) - (1) _ 8x—4x?—6+3x+2x>—3x _

(2 - x)? 2 x?
_ 202+ 8x—6 _ —2(x? - 4x + 3)
2 -’ (2 - x)?
S0=0 - x*-4dx+3=0 — x=4i@= 41’2\/Z _
=4i2 <x=3
2 x:l

Signo de la derivada:

SIS0 Lm0 0 <0

\1/2/5\

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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La funcioén: es creciente en (1, 2) U (2, 3).
es decreciente en (—co, 1) U (3, +c0).
tiene un minimo en (1, —1).
tiene un maximo en (3, -9).

2

-1
ey= o . Dominio = R — {0}
2xx—(x?-1D-1 2x%2—-x2+1 x%2+1
S = 5 = 5 = 5
X x X
x?—
f)=0 — >— = 0. No tiene solucion.
x

Signo de la derivada:
S>0 >0

La funcion es creciente en todo su dominio.

£ y= 8 = 8 . Dominio =R —{0, 3}

x2(x - 3) e 3x2

_ —803x?-6x) _ —8xBx-06) _ -8BGx-06)
@0 - - -
S x*(x - 3)? x4(x - 3)? x3(x — 3)2

=0 - 3x-6=0 —> x=2

Signo de la derivada:

/<0 . f'>0 f'<0 . f'<0
T T

\0 / 2\3\

La funcion: es creciente en (0, 2).

es decreciente en (—o0, 0) U (2, 3) U (3, +o0).

tiene un maximo en (2, -2).

Estudia la concavidad, la convexidad y los puntos de inflexion de las si-
guientes funciones:

a)y=x3-3x+4 b) y = x* - 6x2 Oy=(x-2)*

2—x

d = X =
)y=xe e)y =T 1

Dy=n(x+1)

a) y = x3 - 3x + 4. Dominio = R
S0 = 3x% = 35 f(x) = 6x

[ =0 = 6x=0 — x=0

21
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Signo de f"(x):
f// <0 f// >0
A

La funcion: es convexa en (—oo, 0).

es concava en (0, +o0).

tiene un punto de inflexion en (0, 4).

b) y = x% — 6x2. Dominio = IR
S0 = 4x3 —12x; [0 = 12x% - 12

x=-1

[0 =0 - 122 -1 =0 < o
Signo de f"(x):

f//>0 I f//<0 I fH>O

NN A

La funcién: es concava en (—oo, —1) U (1, +o0).

es convexa en (-1, 1).

tiene un punto de inflexion en (-1, =5) y otro en (1, =5).

o) y = (x—2)* Dominio =R
100 = 4x —2)3; f7(x) = 12(x — 2)?
[ =0 — x=2

S"(x) >0 para x#2

Por tanto, la funcién es concava. No tiene puntos de inflexion.

dy =xe*. Dominio =R

Sl =e“+xe¥=010+xe"; ["x)=e*+ (1 +x)eX¥=Q2+x)e"

S =0 — x=-2 (e*#0 paratodo x)
Signo de f"(x):

N
A

La funcion: es convexa en (—oo, —2).

es concava en (=2, +o0),

tiene un punto de inflexion en (—2, —i).

o2

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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= Z_x . . _
ey= ~ 1 Dominio = R — (-1}
fop - A@FD-Q-0  x-1-2+x 3
(x+ 1)? o+ 1)2 ot 12
6
) = — 2
S (x+ 13

J["(x) #0 para todo x.
Signo de f"(x):

JI<0 [0
Y

La funcién: es convexa en (—co, —1).

es concava en (=1, +o0),

no tiene puntos de inflexion.

) y=I(x+ 1. Dominio = (1, +eo)

1
S0 = x+ 1

1 — -1
S0 YeveT

S0 <0 para x € (=1, +eo)

Por tanto, la funcion es convexa en (=1, +o0).

Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de
inflexion en el punto de abscisa x = 1:

ay=1+((x-1)

b)y=2 +(x—1)4

Qy=3-(x-1°

dDy=-3+2(x-1)

a) ¢ Maximos y minimos: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.
S0 =3x-1D* - 3x-1D*=0 - x=1, (D=1
Estudiamos el signo de la derivada:

j‘/>0 I f/>0

/i/

La funcion crece a la izquierda y a la derecha de x = 1.

No hay ni un maximo ni un minimo.

23
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e Puntos de inflexion: buscamos los puntos en los que f"(x) = 0.
S =6x-1 - 6x-1D=0 - x=1, D=1
Estudiamos el signo de f"(x):

f// <0 I j‘// >0

N\

Es convexa a la izquierda de x =1 y concava a su derecha.

Hay un punto de inflexion en (1, 1).

b) ¢ Miaximos y minimos: buscamos los puntos en los que f'(x) = 0.
S =4x-10 = 4x-13=0 - x=1, (D=2
Estudiamos el signo de la derivada:

f/<0 , j‘/>0

\i/

La funcion decrece a la izquierda de x =1 y crece a su derecha.

Hay un minimo en (1, 2).
e Podemos comprobar que no hay puntos de inflexion con el signo de f"(x):
S0 = 12(x - 1D? — f"(x) 20 para cualquier x.
La funcion es concava en todo su dominio.
¢) ® Miaximos y minimos: buscamos los puntos en los que f’(x) = 0.
S0 ==6(x-11 = -6(x-1P°=0 = x=1, 1)=3
Estudiamos el signo de la derivada:

f/>0 , f/<0

/ ' \

La funcion crece a la izquierda de x =1 y decrece a su derecha.

Hay un maximo en (1, 3).
e Como f"(x) =-30(x — 1)* <0, la funcién es convexa en todo su dominio.
d) ¢ Maximos y minimos: buscamos los puntos en los que f’(x) = 0.
i) =10x-1D* - 10x-D*=0 - x=1, f(1)=-3

Como f/(x) = 10(x — 1* >0, la funcién es creciente en todo su dominio.
No hay maximos ni minimos.

e Estudiamos el signo de f"(x) = 40(x — 1)3
f// < 0 . f” > o

Y

La funcion es convexa a la izquierda de x =1 y concava a su derecha.

Hay un punto de inflexion en (1, =3).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Problemas de optimizacion
Determina dos niumeros reales positivos sabiendo que su suma es 10 y que
el producto de sus cuadrados es maximo.
Llamamos x e ) a los nimeros que buscamos.
x+y=10 - y=10-x
Producto de sus cuadrados:
P=x% p2=x2% (10 - x?% = x2(100 + x% - 20x) = x% — 20x3 + 100x2, con
0 <x < 10.
Tenemos que maximizar la funcion:
P=x%-20x3 +100x2, 0<x<10
P'(x) = 4x3 — 60x2 + 200x; 4x3 — 60x2 + 200x =0 —

x =0 no vale, pues 0 <x<10

- 4x(x2—15x+50)=0<x=5 - y=10-5=5

x =10 no vale, pues 0<x <10

(JIO) = 0; f(10) = 0; f(5) =625; y [ es continua. Luego en x =5 estd el maximo).

Los dos nimeros son el 5. El producto de sus cuadrados es 625.

Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. ;Cudl debe ser el radio de la base?

hZ+R?=100 — R?=100-h?
Volumen = %nth = %n(lOO —h?®h = %n(lOOh —h¥

Tenemos que maximizar la funcion volumen:

S = %nuooh —h3

F(h) = %n(loo - 3h?)

F() =0 = 100-3h2=0 — h=i'\,%

(consideramos la raiz positiva, pues h > 0).

(f’(h) >0 alaizquierda de h = % y /() <0 aladerechade h= '\’%

Luegoen h = '\'% hay un rnéximo).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Por tanto, el radio de la base sera:

R2=100—h2=100—%=% - R=\[%

Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea

8 dm3. Averigua las dimensiones de la caja para que su superficie exterior

sea minima.

8 .

2 J y
32

Superficie = 4xy + 2x? = 4x% +2x% = 22+ 2x2 JE AR
X X ‘

Volumen = x>y =8 dm> — y=

X

Tenemos que hallar el minimo de la funcion superficie: - X
f) = 3x—2 2 o 10 = —3—22 + 4 = —‘52;249“5
Sl =0 — 32+4x3=0 — x3=8 - x=2 — yp=2
(En x =2 hay un minimo, pues f/(x) <0 para x<2 y f'(x) >0 para x> 2).
Por tanto, la caja ha de ser un cubo de lado 2 dm.
Entre todos los tridngulos isésceles de perimetro
30 cm, ¢cudl es el de area maxima?
@ Llama 2b a la base del tridngulo.
Llamemos 2b a la base:
Perimetro =2x+2b=30 — x+b=15 - b=15-x

Altura = h = Va2 — b2 =Vx2 = (15 — 202 = V30x — 225

b g (15 — 2)V30x — 225 = V(15 — 2)2(30x — 225) =

Area =

= V3003 — 112522 + 13500x — 50625

Tenemos que maximizar la funcion area:

F(0) = 30x3 — 112522 + 13500x — 50625

90x2 — 2250x + 13500
2V3003 — 112542 + 13500x — 50625

S0 =

S0 =0 —  90x%—-2250x + 13500 = 0
90(x? — 25x + 150) = 0

L 252625600 _ 2525 _

2 2

25+5 x =15 (no vale)
T T x-10 > b=15-10=5 — 2b=10

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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(x =15 no vale, pues quedaria b =0, al ser perimetro = 30)

(f"(x) >0 alaizquierda de x=10 y f'(x) <0 ala derecha de x = 10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).
Luego, el tridngulo de drea maxima es el equilatero de lado 10 cm, cuya area es

25V3 = 43,3 cm?.

Se desea construir un depdsito de laton con forma de cilindro de area total
54 cm?. Determina el radio de la base y la altura del cilindro para que el
volumen sea maximo.

@ A, =21Rh + 2nR?% V=nR’h

Area total = 2nrh + 2mr? = 54 cm?

h= 54 — 27'C7/'2
2nr

=r(27 —mwrd) = 27r— w3

o2
Volumen = nr?h = wr? - 54— 2mr”
2Tr

Tenemos que maximizar la funcion V() = 27r — mr:
VI(r) = 27 = 3nr?

Viin=0 — 27-3mi=0 — ri=2L-=

27 _ 9 3
3T T

(En r= 3 hay un minimo, pues V'(r) <0 a la izquierda de este valory V’'(») >0

Vn

a su derecha).

3 6

Para r= == — h = ——, dimensiones del cilindro de volumen maximo.

Vn Vn’

Halla la base y la altura de una cartulina i g
rectangular de perimetro 60 cm que, al )

dar la vuelta completa alrededor de un | - !
lado vertical, genere un cilindro de volu-

men maximo.

[

Tenemos que maximizar la funcion:
V() = n(30y? - %)
V'(p) = 60y — 3y%)

Perimetro cartulina = 2x + 2y = 60 — x+y=30 —

- x=30-y

Volumen = ny*x = ny*(30 — y) = ©(30y% - »3)

=0 (no vale)

Vi) =60y -3y°=0 — 5y<20_y)=0<y=20 — x=10

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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(En y = 20 hay un maximo, pues
V'(») <0 a su derecha).

V'(») > 0 a la izquierda de este valor y

Los lados de la cartulina medirin 20 cm y 10 cm.

Pagina 305

s16

Regla de L'Hopital

Calcula, utilizando la regla de L’Hopital, los siguientes limites, que son del

. 0
t — ]z
lpo(o)

. sen x
c) lim ————
x—>0l1l—cosx

_arclg x —x
e) lim arcg X —x
x>0 X—Senx

Q) lim In(cos 3x)
x—>0 x2
2
D) lim 1—-cos“(2x)
x>0 3x2

K) lim 1—cos x
x—>0 eX-1

3
b) lim e+ x?)

x—>0

_ a*-b~
d) lim ————

x— 0 X

A eX — esenx
) im ———
x>0 1—cos x

h) tim AL X

x—0 4\/x3

x—senx)

j) lim
x sen x

x— 0

D tim 8x-8
x— /2 sec x + 10

3 2
A lim Xl g, 3 3 3
x> -1x*-3x-4 x—o-12x-3 -5 5
X 3 2
b) lim n(e*+x°) _ Ii &+ 3x 1
x—0 X x>0 e+ x3
O lim _Senx__ _ .. cosx
x—0 1—cosx x— 0 Senx
Hallamos los limites laterales:
im COSX = o lim cosx _ .
X 0 Sen x x s OF Sen x
X _ X X _ X
& tim LU o gy, @A bTinb =
x— 0 X x— 0 1 b
1y —2x 0x* — 2
_ 2 2\2 293
e) lim arcgx—x _ lim Xt lim A+ X7 _ lim A+ x)° =2
x50 X—Senx x>0 1—cosx x—=0 Senx x— 0 COSX

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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0 Iim X _ psenx = im X — eSenX . ~og x _
x—0 1 —cosx X =0 sen x
— lim e'— MY cos’x + e ¥ senx _
x—0 CcoS X
—3 sen 3x
2 lim Inleos3x%) _ g, COSIX g, 813X _
x—0 x?2 x—0 2x x—0 2x
= lim 90+ 230 9
x—0 2 2
1
 mQ+x o 1+x o 43x
b lim ———== lim = lim ———— =
x—=0 Va3 x—=0 3 x—0 30 +x)
3
4Vx
D m L= cos? (2x) _ lim 2.€08 (2x) sen (2x) - 2 _ lim 2.5en dx
x>0 3x2 x>0 0x x>0 Ox
_ . sendx _ . 4cosdx _ 4
= lim ——— = lim ——— = —
x—=0 X x =0 3 3
D lim x—senx | _ o, 1—cosx - im sen x -0
x— 0\ Xsenx X—>0 SeNX+XCOSX  x—5 (0 COSX+ COSX—XSenx
K Iim 1—-cosx _ lim Senx_ _
x—=0 e*-1 x—0 e¥
1
gx—8 z
D otim —S %o g S5 o, Loy
xo w2 secx+ 10 x5 g senx x— /2 senx
cos? x

Coeficientes de una funcién

Dada la funcién y = ax* + 3bx3 — 3x2 — ax, calcula los valoresde a y b
sabiendo que la funcion tiene dos puntos de inflexion, unoen x =1 y otro
en x=1/2.

[0 = dax3 + 9bx? — 6x—a
S0 = 12ax? + 18bx — 6

f"H=0 > 12a+18h-6=0 2a+3b-1=0
S/ =0 — 3a+9b—-6=0 a+3b—-2=0

Restando las igualdades: a+1=0 — a=-1

Sustituyendo en la 2.* ecuacion: 3b-3=0 — b=1

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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s18 |Sea f(x) = ax3 + bx? + cx + d un polinomio que cumple f(1) =0, £'(0) = 2

19

s20

21

f(x0) = ax? + bx;

f1(x) = 3ax? + 2bx + ¢

/=0 —
S =2 -
(=0 —
f2)=0 —

D=1 - a+

y=x3+ax’>+bx+c
S0 = 3x% + 2ax + b
["(x) = 6x + 2a

-1 - 8

f(x0) = x3 + ax? + bx

["(x) = 6x + 2a

SO=-3 — 3a+b=-3

fED=0 - —l+a—b+c=0

ff2)=0 —- 12+2a=0

() = ax3+ bx?+cx+d

a+b+c+d=0 |

c=2

3a+2b+c=0

12a +4b+c=0

6 )

J1Co) = 3ax? + b

b=1 a=-2
b=3

+4a+2b+c=1

+cC

S0 = 3x% + 2ax + b

y tiene dos extremos relativos para x=1y x=2. Halla a, b, c y d.

a+b+d=-2) a=L
3
c=2 b=ﬁ
2

3a + 2b=-2 c=2
=5
2b=-1 d=—7—

6a + ] Z

Ast: f(x) = %xS—%xz r - 2 Sl =x*=3x+2=(x-1 (x-2)

De la funcion f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x +y=0. Halla a y b.

} J(x) = =2x3 + 3x

La curva y = x3 + ax? + bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =—1 y tiene un
punto de inflexion en (2, 1). Calcula a, b y c.

a-b+c=1 a=-6
4a +2b+c=-7 b=1—30
a=-6 c=3—1

3

La funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f'(1) =0 y que f
no tiene extremo relativoen x=1. Calcula a, b y c.

@ Sies f'(1) =0 y no bay extremo relativo, tiene que baber una inflexion en x = 1.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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=1 - 1l+a+b+c=1 a=-3
S =0 — 3+2a+b=0 b=3 S0 = a3 — 3x? + 3x
fMH=0 - 6+2a=0 c=0

Sea f(x)=x3+ax?+bx+5. Halla a y b para que lacurva y = f(x) ten-
gaen x =1 un punto de inflexiéon con tangente horizontal.

Si la curva tiene un punto de inflexiéon en x =1, debe ser f"(1) = 0.

[0 =3x2+2ax+b — [(x)=6x+2a — [M(1)=6-1+2a = 6+2a=0
Sien x =1 latangente es horizontal, su pendiente serd 0; y, por tanto, f'(1) = 0.
() =3-12+2a-1+b=3+2a+b=0

6+2a=0 > a=-3

Resolvemos:
{3+2a+b=0 - b=-3-2(-3)=3

La curva serd f(x) = x3 — 3x2 + 3x + 5.

PARA RESOLVER

Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 1 en el punto
x

1
3,3-

Comprueba que el segmento de esa recta comprendido entre los ejes de
coordenadas esta dividido en dos partes iguales por el punto de tangencia.

-1 . -1
W= rG=-=
S'(x - J 3

e Ecuacion de la recta tangente en (3, %)

1 1
=5 --Ww-3

Y73

e Puntos de corte de la recta tangente con los ejes coordenados:

x=0 — y=% — Punto (O,%)

y=0 — x=6 — Punto (6, 0)

S R |

dist [(3 %) . 0)] _(6_3)2+ (0 _ %)2 - @

V82
3

W

La distancia es la misma.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Dada la parabola y = 3x2%, encuentra un punto en el que la recta tangente a
la curva en dicho punto sea paralela a la cuerda que une los puntos (0, 0) y
(4, 48).

e La cuerda que une los puntos (0, 0) y (4, 48) tiene pendiente:

=48=

— =12
"=

e Buscamos un punto de la funcién y = 3x? en el que la derivada valga 12:
o) = 6x
[ =12 — 6x=12 — x=2

e El punto es (2, 12).

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 4x3 — 2x% — 10 en su
punto de inflexion.

e Hallamos su punto de inflexion:

100 = 12x% — 4x; f1(x) = 24x— 4

Fr00 = 24x—4=0 — x=%
freo oo Lo
: Hay un punto de inflexion en (—, ——).
1 6 27

e Pendiente de la recta tangente en ese punto: f’(l) = —%

6

e Ecuacion de la recta tangente:

Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y los minimos de la fun-
cion dada por y = |x? + 2x—3|

Definimos la funcion por intervalos. Para ello, calculamos los puntos donde f(x) = 0:

_—21\/4+12=—2J_r4 <x=
x==3

2+2x-3=0 — «x-=
X X — 3 X > >

X2 +2x—-3 si x<-3
Jo=7—x*-2x+3 si 3<x<1

x2+2x—3 s x>1
Hallamos la derivada de f:

2x + 2 si x<-3
flo)=9-2x—-2 si 3<x<1

2x + 2 si x>1

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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En x=-3 no es derivable, pues f'(-37) = -4 # [/(=3%) = 4.
En x =1 no es derivable, pues f'(17) = -4 # f'(17) = 4.

e Veamos donde se anula la derivada:
2x+2=0 = x=-1
Pero f'(x) =2x+ 2 para x<-3 y x>1.
2x-2=0 — x=-1y fllx)=-2x-2 para -3<x<1

Por tanto, f'(x) se anulaen x=-1 — f(-1) = 4.

e Signo de la derivada:

S0 0 <0 150

\:3/:1\i/

e La funcion: es creciente en (=3, —1) U (1, +o0).

es decreciente en (—eo, —3) U (-1, D).
tiene un maximo en (=1, 4).
tiene un minimo en (-3, 0) y otro en (1, 0). Son los puntos don-
de f no es derivable.
Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la

funcion y =|x2—4|.

x2—4 si x<=2

SO =y-x?+4 si 2<x<2

x2—4  siox>2

2x st x<-2
fi) =9-2x si 2<x<2
2x s x> 2
En x = -2 no es derivable, pues f/(-27) = -4 # f'(-2%) = 4.
En x =2 no es derivable, pues f'(27) = -4 # f'(2) = 4.
e La derivada se anula en x = 0.
e Signo de la derivada:
S'<0 />0 <0 >0
\ -2 / 0 \ 2 /

e La funcion tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto  ( /fim  f(x) = lim f(x) = +eo).
X — +oo X —> —o°

e Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mi-
nimo también es absoluto, puesto que f(x) =20 para todo .x.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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X

Halla el valor de ¢ de modo que la funcion y = tenga un inico

x2+c
extremo relativo. ¢Se trata de un maximo, de un minimo o de un punto de
inflexion?

oy €¥P o) —e¥ 2x _ M (x?+c-2x%)
S0 1oy 1oy

S0 =0 = x*-2x+c=0 — x=#
Para que solo haya un extremo relativo, ha de ser: 4 —4c=0 — c=1
En este caso seria:

eX(x + 1)?
(x? +1)?

- e . / =
y T S0

x?+
=0 — x=1
S0 >0 si x#1 — f(x) es creciente si x # 1.

Hay un punto de inflexién en x = 1.

La curva y = x3 + ax? + Bx + y corta al eje de abscisas en x =1 y tiene un
punto de inflexion en (3, 2). Calcula los puntos de la curva que tengan
recta tangente paralela al eje OX.

Fo =x3+ox? +Px+y f(x) =3x7+ 20 + B; (X)) = 6x + 20

=0 —> 1+a+Pf+y=0 o=-9
f3=2 — 27+9%+3B+y=2; PB=24
f"3)=0 — 18+20=0 y=-16

Ast: f(x) = x3 = 9x? + 24x—16; f'(x) = 3x? — 18x + 24

e Puntos con tangente horizontal:

=0 —> x=

18+ V324288 _ 18+V36 _ 186 <x=4
6 6 6 x=2

e Los puntos son (4, 0) y (2, 4.

Halla los puntos de la curva y = 3x2 - 5x + 12 en los que la recta tangente
a ella pase por el origen de coordenadas. Escribe las ecuaciones de dichas
tangentes.

& Mira el ejercicio resuelto 1.
y=3x2-5x+12; [/(x)=06x-5
e La recta tangente en un punto (a, f(a)) es:
y=f(a)+ f'(@)(x—- a); es decir:
y=3a*>-5a+ 12+ (6a—-5)  (x—a)

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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e Para que pase por el origen de coordenadas, ha de ser:
0=3a*-5a+ 12+ (6a->5) - (—~a)
0=3a2— 54+ 12 — 6a> + 4

a=-2
2 _ 2 _
a*=12 — a*=4
3 <6l=2

Hay dos puntos: (=2, 34) y (2, 14)

e Recta tangente en (-2, 34): ['(=2) = -17
y=3-17x+2) — y=-17x

e Recta tangente en (2, 14): f/(2) =7
y=14+7x-2) - y=7x

Halla los puntos de la curva y = % x? + 4x—4 en los que la recta tangente

a esta pase por el punto (0, —8).

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes en dichos puntos.
La ecuacion de la tangente en (a, f(a)) es y = f(a) + f(a)(x - ).

Como fla) = %az +4a—-4y fa)= %a + 4, queda:

y=%a2+4a—4+(%a+4)(x—a)

Si la recta tangente pasa por (0, —8):

—8=%d2+46l—4+(%6l+4)(—ﬂ)

—8=%a2+4ﬁ—4—%a2—4ﬁ

1
—4=—Za2 - -16=-a’ — a2=16<a

e Hay dos puntos: (=4, -16) y (4, 16)

e Recta tangente en (-4, —16): f/(-=4) = 2
=-16+2(x+4 — yp=2x-8

e Recta tangente en (4, 16): f'(4) =6
y=16+06(x+4 — yp=06x-8

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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32 |Halla el angulo que forman las rectas tangentes a las funciones f(x) y g(x)
en el punto de abscisa 2:

Sf(x) =2x — x? g(x)=x?-—x-2
m; —m,
@ Recuerda que el dngulo de dos rectas se puede calcular asi: tg o. = Tvm m.t
donde m; y m, son las pendientes de las rectas. 1772

e La pendiente de la recta tangente a f(x) en x =2 es:
flo=2-2x — fl(2)=-=2

e La pendiente de la recta tangente a g(x) en x =2 es:
g'w=2x-1 — g'@=3

e El dngulo que forman las dos rectas sera:

_|=2=3|_ — 450
g o ‘1—6‘ 1 - a=45
. x? 2
s33 |El punto P(x,y) recorre la elipse de ecuacion: —— + ,)/9_ =1

Deduce las posiciones del punto P para las que su distancia al punto (0, 0)
es maxima y también aquellas para las que su distancia es minima.

La distancia de P a (0, 0) es:
D = \x?+y?

3
o —— 3 Como P es un punto de la elipse:
2 2 2
N Ty
% 25 9 25

Asi, la distancia es:

2 6x2 + 225  \16x2 + 225
D - 249 1_x_ =\/1 =
(0 =\ ¥ ( zs) 25 5

El dominio de la funcion es el intervalo [-5, 5].

o P(x, »

Hallamos el maximo y el minimo de D(x):
32x
10V 16x% + 225

D'(x)=0 — x=0

D'(x) =

(En x = 0 hay un minimo relativo, pues D’(x) < 0 para x <0 y D'(x) >0
para x> 0).

Veamos el valor de D(x) en x =0 y en los extremos del intervalo [-5, 5]:
D(0) =3; D(5) =D(5) =5

Por tanto, las posiciones de P que nos dan la distancia maxima son P(5, 0) y
P(—5, 0); vy las que nos dan la distancia minima son P(0, 3) y P(0, -3).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya
area lateral es 50 cm?. ;Cual debe ser el radio del cilindro para que su volu-
men sea el mayor posible?

@ Busca el mdximo absoluto en los extremos del intervalo de definicion.

50
21r

p . _ _ 5 _
M Area lateral cilindro = 2nrh =50 cm* — h
El volumen del cilindro es:

b V=mr’h = w? -

=25r — V() =25r
21r

Al estar apoyada la base sobre el cuadrado, tenemos
que el dominio de V(») es el intervalo (0, 5].

R0

0

10 om Tenemos que maximizar V(») = 257, con re (0, 5.

Como V() es una funcion creciente, su maximo se alcanza en 7= 5.

Dada la funcién f:[1, e] - IR definida por f(x) = i + In x, determina

cudles de las rectas tangentes a la grafica de f tienen la maxima pendiente.

La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(a). Tenemos que hallar
el maximo de:

f’(x)=_—1+%, xe 1, el
X

Calculamos la derivada de f'(x); es decir, f"(x):

[ =0 — 2-x=0 - x=2 €1,

(En x =2 hay un maximo relativo de f"(x), pues [f"(x) >0 a la izquierda de
ese valory f"(x) <0 a su derecha).

Hallamos f'(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, el:

F12) = % =025 f()=0; fie)=2=L 023

o2

Por tanto, la recta tangente con pendiente maxima es la recta tangente en x = 2.
La hallamos:

1

-1 . oy = L
f@=Lemz re-1

La recta es: y = % +In2+ %(x— 2)

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Entre todos los triangulos inscritos en una semicircunferencia de 10 cm de
diametro, ;cual es el de area maxima?

La base mide 10 cm. El area es:

Area = % ~5h; he (0,5,

, El de area maxima serd el que tenga la maxima
10 cm altura; es decir, h =5 cm. Su 4drea es 25 cm?.

El valor, en millones de euros, de una empresa en funciéon del tiempo ¢
viene dado por f(H)=9—-(t— 2)2, 0 <t<4,5. Deduce en qué valor de ¢ al-
canz6 su maximo valor y en qué valor de ¢ alcanzoé su valor minimo.

Derivamos la funcion f(¢): f'(1) = -2(t - 2)
Los puntos criticos son: f'(1) =0 — 20-2)=0 — t-2=0 — =2
La funcién f tiene un punto critico en (2, 9).

S = -2

S =-2<0 — (2,9 esun maximo.

Ademads, como la funcién es una parabola con las ramas hacia abajo, el minimo se
alcanzara en uno de los extremos del intervalo:

SO =5
f45 =275 — (4,5 2,75 esun minimo.
Por tanto, el maximo se alcanza para ¢ =2 y el minimo para t= 4,5.
En un tridngulo is6sceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se

inscribe un rectangulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del
triangulo y dos de sus vértices sobre los lados iguales:

a) Expresa el area, A, del rectangulo en funcion de la longitud de su base,
x, y di cual es el dominio de la funcion.

b) Halla el valor maximo de esa funcion.

_ _
a) A Los tridngulos ABC y DEC son semejantes; luego:
AB =10 cm E _ 1%,
DE  EC
D Como: AB =10 cm DE =y
) BC=6cm pCc=122%
2
]'3 % ¢ Tenemos que:
N
% 0 __ 6 0 12
D 12 cm Yy 12 -x y  12-x
2
10012 -0 = 12y — y-= 10(1122—90 - 5(126—x) _ 608596

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Por tanto, el area del rectingulo es:

(60 —5x) _ 60x — 5x* _ 60x — 5x2
c c - A —c

A=x-y=x-

x puede tomar valores entre 0 y 12. Por tanto, el dominio de A(x) es:

Dominio = (0, 12)

b) Hallamos el maximo de A(x):

A = 90 —610x

A =0 - 60-10x=0 — x=6 — p=5
(En x =6 hay un maximo, pues A'(x) >0 para x<06 y A'(x) <0 para x> 0).

El miximo de la funcion A(x) se alcanza en x = 6, que corresponde al
rectingulo de base 6 cm y altura 5 cm. En este caso, el 4rea es de 30 cm? (que
es el drea maxima).

Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada
y capacidad 80 cm3. Para la tapa y la superficie lateral, usamos un determi-
nado material, pero para la base, debemos emplear un material un 50% mas
caro. Halla las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor
posible.

80

Volumen = x*y =80 cm®> — y= 5

X

Para la tapa y el lateral — 2z €/cm?

Para la base — 1,5z €/cm?

...............

El precio total sera:

P=z(x%+ 4xp) + 1,52(x?) = Z(xz + 4x - 8—(2)) +1,5x%z =

X

= z(xz + @) +1,5x%2 = z(xz + 320, 1,5x2) = z(Z,sz + @)
x X x

Tenemos que minimizar la funcion que nos da el precio:
P(x) = 2(2,5x2 + ﬁ)
X
P = 25— 20| = 2 5x7 =320
x? x?
Px)=0 — 5x3-320=0 — x3=64 — x=4 — y=5

(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) <0 a la izquierda de ese valory P'(x) >0
a su derecha).

El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm y 5 cm de altura.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Un triangulo isosceles tiene el lado desigual de 12 m y la altura relativa a ese
lado de 5 m.

Encuentra un punto P sobre la altura tal que la suma de distancias de P a
los tres vértices sea minima.

altura = 5 m La suma de las distancias a los tres vértices es:
§=2d, +d,
Pero: dy=\Nx*+36 y d,=5-x
Por tanto:

S(x) =2Vx? +36 +5-x
Tenemos que minimizar la funcion S(x):

2x 2x —\Nx? + 36

S =2 —— 1 =

2Nx2 + 36 - Va2 + 36

S =0 - 2x—-Vx2+36 =0 — 2x=7Vx2+36
4x2=x2+36 — 3x2=36 — x2=12 — x=+V12=2V3

(consideramos solo la raiz positiva, pues x = 0).

(En x=2V3 hay un minimo, pues §'(x) < 0 a la izquierda de este valor y
S'(x) > 0 a su derecha).

Por tanto, el punto buscado se encuentra a 2V3 m de la base, situado sobre la
altura.

Con una limina cuadrada de 10 dm de lado se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello, se recortan unos cuadrados de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.

«—10 dm ——

X 10 — 2x

El volumen de la caja es:

Vix) = x(10 = 2x)%, x € (0, 5)

Tenemos que maximizar esta funcion:
V(x) = x(10 — 2% = (100 + 4x? — 40x) = 4x3 — 40x% + 100x

Vi(x) = 12x2% — 80x + 100 = 4(3x2 — 20x + 25)

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Vix)=0 — x

_ 20 + V400 =300 _ 20 + V100 _ 20 + 10 — x =5 (no vale)
6 6 6 x=5/3

(En x = 5/3 hay un miximo, pues la derivada es positiva a la izquierda de este
valor y es negativa a su derecha).

Por tanto, el lado del cuadradito es x = 5/3.

Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un

cable que una un punto del suelo entre los dos postes con los extremos de
estos.

¢Donde hay que situar el punto del suelo para que la longitud total del cable
sea minima?

18 m
12 m
X . 30 —x
30 m
La longitud total del cable es:
LG = Va2 + 122 + V(30 — 0% + 182; es decir:
L(x) = Vx? + 144 + Vx? — 60x + 1224
10 = 2x N 2x =60 x . x—30

Va2 + 144 2Vx? —60x + 1224 NaZ + 144 Na?— 6Ox + 1224

aNxZ — 60x + 1224 + (x — 30) V2 + 144
V(a2 + 144) (x2 — 60x + 1224)

L'(x) =0 — xVx2—060x+ 1224 + (x—30)Vx2 + 144 =0
xVxZ = 60x + 1224 = —(x — 30)Vx? + 144
x2(x? = 60x + 1224) = (x — 3002 (x? + 144)
Xt = 6003 + 1224x2 = (x% — 60x + 900) (x? + 144)

xt = 60x3 + 1224x2 = xt + 144x2 — 60x3 — 8640x + 900x2 + 129600
180x2 + 8640x — 129600 = 0
x2+48x—-720=0

x=—48¢\/m _ —48+V5184 _ 48+ 72 <X=12
2 2 2 =—-60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 a la izquierda de ese valory L'(x) >0
a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del

poste de 18 m).
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De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determi-
na con los ejes de coordenadas, y en el primer cuadrante, un triangulo de
area minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la

forma: 2 4,2

y=2+mkx-1

Hallamos los puntos de corte con los ejes de la recta:

eConeleje ¥ - x=0 — py=2-m — Punto (0,2-m)

2 2
e Coneleje X —» y=0 —» x=1-— — Punto 1——,0)
m m
El drea del tridngulo es:
1 2 1 4 1 4
AGm) =—(1 ——)(2—m) =—(2—m——+ 2 =—(4—m——)
2 m 2 m 2 m
Hallamos el minimo de la funcion:
At = 31+ Lo
=T T e 2m?

=2 ,1)
Am) =0 — —m2+4=0<m (no vale

m= -2

(m =2 no vale, pues no formara un triangulo en el primer cuadrante la recta con
los ejes).

(En m = -2 hay un minimo, pues A’(m) < 0 a la izquierda de ese valor y
A'(m) > 0 a su derecha).

Por tanto, la recta es:

y=2-2(x-1); esdecir: y=-2x+4

Calcula los siguientes limites:

a) lim cosxm(lgx) b) lim (cos x + sen x)V*
x — (/2) x—0
o) lim (&g x)°s* d) lim (e* + x3)Vx
x — (@/2)” x—0
e lim (1+ x)V* ) lim x |11 %
X — +oo X —> +oo
1 g x
g) lim (1 — sen 2x)°°/83% h) lim —)
x—0 x—0\ X
a)  lim  cosxin(gx) = (0) - (+e0). Es una indeterminacion del tipo O - eo.
x — (/2)”

oo
La expresamos en forma de cociente para transformarla en — y poder aplicar
la regla de L’'Hopital: °

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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1+ g% x
+o0) (1 10X
lim  cosxIn(igx) = lim In(igx) _(*=) D lim L
x — (/2" x — (/2 1 +oo x— @2~  Senx
cos x cos? x

Jim 1+1g%x _ i 98 x(1 +1g% x) _

x — (m/2)" tgz X x — (m/2)” 8= x
CcOS X
= lim cosx|—5—+1/=0-1=0
x = (n/2)" g x

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

b) lim (cos x + sen x)*. Es una indeterminacion del tipo 1*. Tomamos logarit-

x=0 mos para transformarlo en cociente:

B @ . In(cosx+senx) 2 . —senx+cosx
lim In (cos x + sen x)V*¥'= lim = lim ———— =1
x>0 x>0 x x—0 COSX+senx

Por tanto:  lim (cos x + sen x)V¥ = ¢
x—0

(1) Aplicamos el logaritmo de una potencia.
(2) Aplicamos la regla de L'Hopital.

o lim (g x)°*. Es una indeterminacién del tipo (+)?. Tomamos logarit-

%= @2y mos para transformarlo en cociente:
_ o5 D _ @
lim  In(gx)*~*= lim cosx In(gx) =20 (*) (ver apartado a))
x — (n/2)” x — (n/2)”
Por tanto:  lim  (1g x)°** = ¢ = 1

x — (/2

(1 Aplicamos el logaritmo de una potencia.

d) lim (e*+ x3)V* Es una indeterminaciéon del tipo 1. Tomamos logaritmos

* 2R para transformarlo en cociente:

) e+ xd) @ ¥+ 3x?
lim In(e*+ xHV* = lim ————=<= lim —— 3 -
x—0 x—0 X x—>0 e tXx

Por tanto:  lim (e* + x)V¥ =¢
x—0

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

e) lim (1 + x)Y* Esuna indeterminacién del tipo (+e)°. Tomamos logaritmos

X e para transformalo en cociente:
nd+x) o 1
Iim In(+x)Y*= Iim ———== Ilim =0
X — +oo X = +oo X x>+ L +X

Por tanto:  lim (1 +x)V¥=¢0 =1
X = +oo

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.
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1+x . L .
. Es una indeterminacion del tipo e - 0.

) lim xIn

X —> +oo X
1 1\*
tim x| LX) =t xm|1+ | = fim |1+ = =
X = +oo X X — +oo X — +oo X
13('
=n| lim [1+—| |=ne=1
X —> +oo X

x =0 x—=0

—2 CoS 2x

lim In (1 — sen 2x)Y83% = [ijm

Por tanto: lim (1 — sen 2x)c08 3% = ¢=2/3
x—0

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

1 1gx
h) lim (— . Tomamos logaritmos:

x—0\X

, 1\~ _ 1 _
lim ln(;) = lim tgxln(;)= lim  [tg x (-In x)] =

x—=0 x—=0 x—=0

4

2
_ —Inx O X sen® x _ 2 sen x cos x

= lim ———— lim ———— = lim
x—0 COSX x—=0 — x—=0 X x—0 1

sen x Senz X

1 g x
Por tanto: lim (—) =eV=1
x—=0 \X

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

Calcula los siguientes limites:
1 1 )

a) lim
senx x

x—0

b) lim

x — /4

1 g x
cos2x 1-— (4x/n))

e 1 )
e¥*—e x-1

c) lim
x—1

a) lim

( 1 1) x—-senx _ . 1—cosx _
P L v = hm - - T =
x—=0 X

= [lim
sen x X0 Xsenx X ( Sen X + X Cos X

lim Sen x -9
x>0 COSX+cCosXx—xSenx 2

n (1 —sen 2x) 1) . 1-—sen 2 x
= mm —2 =
x—0 x=0 1g 3x x—0 (1 +1g°3x%) 3 3

@) lim (1 —sen 2x)°°83% = [im (1 — sen 2x)1%8 3% Es una indeterminacion del ti-
po 1. Tomamos logaritmos:

-2

=0
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, 1 g x _ 1 — (4x/T0) — 1g X - cos 2x
b) I - = I =
k vy ma\cos2x T T-Ga/m ) " xS (cos 201 — (a/m)
—4/ﬂ—&22x+ 21gx - sen 2x
- lim cos* x _2-4/m
x — /4 =2 sen 2x(1 — (4x/T)) + cos 2x - (=4/T) )
Hallamos los limites laterales:
p P . 1 g x
lim  f(x) = —co, lim  f(x) = +eo [siendo f(x) = - '
x> (n/4)-f x> (n/4)+f 4 cos 2x 1 - (4x/T0)
o lim e 1 \_ lim e-x—e—e“+e _ e’
xo>1le¥—e x-1 x—>1 (e¥—e)(x—1 x—s1@—-e)(x—-1
= lim e—e” = lim —e” -—e- L
xol1e¥x-—D+ -2 xo1e“(x—1) +e¥+eX 2e 2
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CUESTIONES TEORICAS

La grafica adjunta corresponde a la funcion derivada, f’, de una funcion f.

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f y di si tiene maximo o
minimo.

b) Estudia la concavidad y convexidad de f. ;Tiene punto de inflexion?
a) Signo de la derivada:
S'<0 >0
' f'=2=0

\—2 /

Por tanto, la funcién f es decreciente en (—eo, —2).

es creciente en (=2, +oo),

tiene un minimo en Xx = —2.

b) Como f'(x) es una recta con pendiente %, entonces [f"(x) = % > 0.

Por tanto, f es una funcién concava. No tiene puntos de inflexion.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Halla una funciéon f cuya grafica no sea una recta y en la que existan infi-
nitos puntos en los que la recta tangente a su grafica sea y = 1.

[f(x) = cos x

Veamos que la recta tangente a f(x) en los puntos de la forma x = 2wk, con
ke Z, es y=1.

fQmnk) = cos 2nk) =1
[ix) =—=senx — ['Qnk) =-sen 2nk) =0
La recta tangente es:

y=1

Si la funcioén f tiene derivadas primeray segundayes f'(a)=0 vy f"(a)=0,
¢puede presentar f un maximo relativo en el punto a?

En caso afirmativo, pon un ejemplo.
Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:

fGo =-—x* en x=0 estal que:

f/> 0 | f’< 0 f’(x) — —4963 f”(x) - —12962

/ 0 \ Por tanto: f/(0) =0 y f"(0) =0

En (0, 0) hay un maximo relativo.

Un polinomio de 3.°* grado ax3 + bx? + cx + d tiene un maximo relativo en
el punto x = p.

Ese maximo relativo, ;puede ser maximo absoluto de la funcién? Razénalo.
Un polinomio de tercer grado no tiene maximo absoluto.

Veamos por qué:

e Si f(x)=ax3+bx*+cx+d, con a>0, entonces:

lim  f(x) =+ — f(x) no tiene maximo absoluto.
X — +oo

e Si f(x)=ax3+bx*+cx+d, con a<0, entonces:
lim f(x) =+ — f(x) no tiene maximo absoluto.

X —> —oo

a) Si es posible, dibuja la grafica de una funcién continua en el intervalo
[0, 4] que tenga, al menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un
minimo relativo en el punto (3, 4).

b) Si la funcién fuera polinémica, ¢cual ha de ser como minimo su grado?

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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a) Por ejemplo:

NG

!
b)Si f(x) es derivable, para que sea posible lo anterior, debe haber, al menos,
otro maximo y otro minimo.

Por tanto, la derivada se anularia, al menos, en cuatro puntos. Luego la funcion,
si fuera polinémica, tendria, al menos, grado 5.

¢Puede existir una funcion f definida en el intervalo I =[0, 5] continua en
todos los puntos de I, que tenga un maximo local en el punto x = 3, pero
que no sea derivable en x = 3?

Si. Por ejemplo:
e f(x) es continua en [0, 5].

J(x0) e f(x) no es derivable en x = 3, pues

S/ # f1(3D).

e f(x) tiene un maximo en x = 3.

Si y = f(x) es una funcion creciente en x = a, ¢se puede asegurar que
g(x) =—f(x) es decreciente en x = a?

S0 - fla) .

X —da

[(x) es creciente en x = a 0.

Como g(x) = —f(x), tenemos que:

8 —gl@ /) + fla@) _ _(f(x) - flw

<0 >
X—da X—a X—d

— g es decreciente en x = a.

Si f"(x) >0 paratodo x del dominio de f, ;qué podemos decir de la
grafica de f?

Serd una funcién concava.

De una funcién f sabemos que f'(a) =0, f"(a) =0 y f"'(a) =5. ;Podemos
asegurar que f tiene maximo, minimo o punto de inflexiéon en x = a?

/ tiene un punto de inflexion en x = a.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Veamos por qué:

f"a)=5>0 — f" escreciente en x = a.

Como, ademas, f"(a) =0, tenemos que ["(x) <0 alaizquierdade a y [f"(x) >0
a su derecha. Es decir, f(x) cambia de convexa a concava en x = a.

Por tanto, hay un punto de inflexién en x = a.

Si f'(a) = 0, ¢cual de estas proposiciones es cierta?:
a) f tiene un maximo o un minimo en x = a.
b) f tiene una inflexion en x = a.

c) f tiene en x = a tangente paralela al eje OX.

Si f'(a) = 0, solo podemos asegurar que [ tiene en X = a tangente horizontal
(paralela al eje OX).

Podria tener un maximo, un minimo o un punto de inflexién en x = a.

Por tanto, solo es cierta la proposicion ©).

Comprueba que f(x) = x3—18x, definida en el intervalo [0, 3V2 ], verifica

las hipétesis del teorema de Rolle y encuentra el valor c e (0, 3V2 ) para el
que f'(c) =0.

f(x) = x3 — 18x es derivable en todo IR; por tanto, es continua en [0, 3V2] y

derivable en (0, 3V2).

Ademas, f(0) = f(S\/E) = 0. Luego verifica las hipotesis del teorema de Rolle en
[0, 3v21.
Existe, pues, un ¢ € (0, 3V2) tal que f'(c) = 0.

=6 ¢ (0,372
Lo calculamos: f(x) = 3x?> - 18 =0 — x =26 < fc=\/€ c EO ;/3))

Por tanto, ¢ = V6.

Se tiene la funcion:

— si 2<x<-1
x
X

J(x) =

2—
> 5 si-1<x<0

Prueba que f satisface las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0]
y calcula el o los puntos en los que se cumple el teorema.

Veamos que f(x) es continua en [-2, 0]:

e Si x#-1 — f(x) es continua, pues estd formada por dos funciones continuas.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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e Si x=-1:

; = m (L)=-
lim f(x) = lim (x) 1

x— -1" x— -1

lim f(x) = [lim
x— 17

(X - 5) - Sf(x) es continua en x =-1
x— -1

S =-1
Por tanto, f(x) es continua en [-2, 0].
Veamos que f(x) es continua en [-2, 0]:
e Si x#-1y xe(=2,0), [ esderivable. Su derivada es:
-1
S0 =1 x?

X si -1<x<0

si 2<x<-1

e En x=-1, tenemos que:
S 1) =1 =119
Por tanto, f(x) es derivable en (=2, 0).

Su derivada es:

-1
f'(X) — xz

x si —-1<x<0

si 2<x<-1

Como f(x) cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0], existe

fO —f) _ =3/2-(1/2 _ 1

algun punto, ¢ € (-2, 0), tal que f'(co) = 0-(-2) 2 2

Calculamos c¢:

o =T si 2<x<
X

. x=-2 e (=2,-1
== 5 x2=2
2 2 x=V2 e (2-D

e flx)=x si -1<x<0

1
-~ e(-1,0
X 5 (-1, 0)

e Por tanto, hay dos soluciones:

1 —
cl=—E y cz=—\/2

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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¢Es posible calcular a, b, ¢ para que la funcion:
5x+1 si x<1
S = {ax2+bx+3 six>1
cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, c]?

El teorema de Rolle dice: Si f es una funcién continua en [0, ¢] y derivable en
0, o y fl0) = f(o), existe algin punto x € (0, ¢) tal que f"(x) = 0.

Calculamos a y b para que f(x) sea continua y derivable.

e Continuidad:

—Si x#1 — [f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.
—En x =1, tenemos que:

lim _f(o = lim (5x+1) =6 Para que sea continua, ha de ser

x— 1" x—1
lim  f(x) = lim (ax*+bx+3)=a+b+3 a+b+3=0; esdecir:
x— 1" x—1
a+b=3
f=a+b+3
e Derivabilidad:
5 si x<1

—Si x#1 — derivable. Ademas: [f'(x) =
ix f(x) es derivable emas: f'(x) {2ax+b si x> 1

—En x =1, tenemos que:

S A) =5

. Para que sea derivable, ha de ser: 2a+b =5
fan=2a+b

e Con las dos condiciones obtenidas, hallamos @ y b para que f(x) sea conti-
nua y derivable:

a+b=3 b=3-a
2a+b=5 2a+3-a=5 — a=2 — b=1

e Con estos valores de a y b, queda:

S5x+ 1 si x<1 5 si x<1

4x+1 si x2>1

S = { S0 = {

2x%2+x+3 si x2>1

f'x) >0 paratodo x€ R — f(x) escreciente — No existe ningin
valor de ¢ tal que f(0) = f(¢) puesto que:

SO =1
flo)=2c?+c+3

-1 +V1-16

— ¢ =—————— no tiene solucion.

4

}2c2+c+3=1 — 2c2+c+2=0 —>

No existe ningin ¢ tal que f(x) cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en
[0, cl.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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La funcion y = x3 - 5x% + 3x — 2, ;cumple las hipoétesis del teorema del va-
lor medio en el intervalo [0, 4]?

En caso afirmativo, di cual es el x;, que cumple la tesis.

J(x0) = x3 — 5x% + 3x — 2 es continua en [0, 4] y derivable en (0, 4); luego
cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [0, 4].

Veamos en qué punto, o puntos, cumple la tesis:
S0 = 3x%?—10x + 3

[BD-fO _ -6-(2) _ -6+2 _
4-0 4 4

flo=-1 — 3x>—10x+3=-1 — 3x?>—10x+4=0

10+V100-48 _ 1052 _10+2V13 _ 5243

6 6 6 3
Hay dos puntos: x,, = S_T\/E y X = #

Calcula b para que f(x) = x3—4x + 3 cumpla las hipétesis del teorema de
Rolle en el intervalo [0, b].

¢Doénde cumple la tesis?

f(x) es continua y derivable en IR; por tanto, es continua en [0, b] y derivable
en (0, b), cualquiera que sea el valor de b.

Para que cumpla las hipdtesis del teorema de Rolle en [0, b), ha de tenerse que

J(0) = f(D).

S =3

5 _4p+3= b — db =
f(b)=b3_4b+3} A 0

b =0 (no vale)

b(b2—4) =0 < b=-2 (no vale)

b=2

(Como consideramos el intervalo [0, ], ha de ser b>0).
Por tanto, el teorema de Rolle se cumple en [0, 2].

Veamos donde cumple la tesis:

Sx)=3x*-4=0 — x2=§ - x=i'\,%

h
j)
—t
e}
2]
:
»
2]
¢}
(@}
5
=
¢}
D
=}
o

Il

A
m
"
o
[\S)
>~
e}
w
Q.
(o)
(@)
3
=
o

]
Il
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La derivada de una funciéon f es positiva para todos los valores de la
variable.

¢Puede haber dos niumeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b)?
Razonalo.

No es posible, si la funciéon es derivable (y nos dicen que lo es, pues [f'(x) > 0
para todo x).

Lo probamos por reduccion al absurdo:

Supongamos que existen dos numeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b).

[f(x) es derivable para todo x. Por el teorema de Rolle, habria un punto ¢, en el

que f'(c) = 0.

Esto contradice el que f'(x) >0 para todo x.

La funcion f(x) =|cos x| toma en los extremos del intervalo [0, 7] el valor 1.

¢Cumplira el teorema de Rolle?

cosx st 0<x< /2 )
S = : es continua en [0, ml.
—cosx si W2<x<m

Ademas, f(0) = f(v) = 1.

La derivada de f(x), si x# % es:

e —senx si 0<x<m/2
"(x) =
senx si W/2<x<T
Como [’ %_) =—1 = f % =1, f(x) no es derivable en x = % e (0, m.

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (0, ©); y no podemos aplicar el
teorema de Rolle.

Pagina 308

63

Calcula a y b para que:

Sf(x) = {

ax -3 si x<4
—x2+10x—-b si x>4
cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [2, 6].

¢Donde cumple la tesis?
El teorema del valor medio dice: si f es una funcion continua en [2, 6] y derivable

en (2, 6), existe algin punto ¢ € (2, 6) tal que f'(c) = %

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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¢ Continuidad:
—Si x#4 — [f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.
—En x =4, tenemos que:
xlﬁzﬁ S = xl lin4 (ax—3) = 4a -3 Para que sea continua, ha de ser:

lim f(x) = lim (=x?>+ 10x—b)=24—b 4a—-3 =24 —b; es decir:
x =4

XA 4a+b=27
S =24-b

e Derivabilidad:

—Si x#4 — f(x) es derivable. Su derivada es:

GO = a si x<4
JO=Y 510 i x> d
—FEn x=4:

fé)=a

} Para que sea derivable, ha de ser: a = 2

fii4hH =2
e Uniendo los dos resultados obtenidos:

4a+b=27} a=2

a=2 b=19

e Portanto, si a =2y b=19, se cumplen las hipotesis del teorema del valor
medio en el intervalo (2, 6].

En este caso, quedaria:

2x—3 si x<4
X%+ 10x-19 si x=4

2 si x<4
J@ - { J00 - {

2x+ 10 si x>4

e Veamos donde cumple la tesis:

[O-f@ _5-1 _4

— =1
6-2 4 4
9
2x+10=1 — x=€ 2, 6)
. 9
La tesis se cumple en c==

64 |Sea f(x)=1-x?/3. Prueba que f(1) = f(-1) = 0, pero que f'(x) no es nun-
ca cero en el intervalo [-1, 1]. Explica por qué este resultado contradice
aparentemente el teorema de Rolle.

-2
3V
Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (-1, 1); y no podemos aplicar el
teorema de Rolle.

S =

—  No existe f(0)

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Sea f una funcién continua y derivable tal que f(0) = 3. Calcula cuanto tie-
ne que valer f(5) para asegurar que en [0, 5] existe un ¢ tal que f'(c) = 8.

Si f(x) es continua en [0, 5] y derivable en (0, 5), por el teorema del valor
medio, podemos asegurar que existe ¢ € (0, 5) tal que:

(o) = LO =S
fo=£2=L

En este caso: f'(¢) = f(SS)—_OB = f(S)S_ 5.8 5 J(5) =43

Calcula a, b y c para que la funcion:

J(x) = {

x2+ax+b si x<2

cx+1 si x=>2

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4].

¢En qué punto se cumple la tesis?

¢ Continuidad:

—Si x#2 — [f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.

—En x =2, tenemos que:

lim f(x) = lim (x> +ax+b)=4+2a+b i
o 2 X2 Para que sea continua, ha de ser

i GO = Jim ( 1 N 4+2a+b=2+1;
= + = +
x l—>m2+f * xl_>mz «* & es decir: 2a +b—2c=-3

f2)=2c+1
e Derivabilidad:

—S8i x#2 — f(x) es derivable. Ademas:

) = 2x+a si x<2

N ¢ six>2

—En x=2:
/27 =4
;EZ? +6l} Para que sea derivable, ha de ser: 4 +a=c¢
12%) = ¢

A b=4c+1

J4) =4c+1

e Para que se cumplan las hipotesis del teorema de Rolle en [0, 4], ha de cum-
plirse que:
2a+b—-2c=-3 a=-3
4+a=c b=5
b=4c+1 c=1

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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En este caso, seria:

2x—3 si x<2
1 siox>2

S = {

y se cumplirian las hipdtesis del teorema de Rolle.
e Veamos donde se cumple la tesis:

F0=0 - 2x-3=0 — x=%e(0,4)

3

Por tanto, la tesis se cumple en x = >

Enuncia el teorema de Rolle. ;Es posible asegurar, utilizando dicho teorema,
que la funcion f(x) = sen(x?) + x? es tal que su derivada se anula en algin
punto del intervalo [-1, 1]? Justifica la respuesta.
¢ Teorema de Rolle:
Si f es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b) con f(a) = f(b),
entonces existe algin punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.
e Si f(x) = sen (x*) +x2, tenemos que:
—Es continua en IR; vy, por tanto, en [-1, 1.
—Es derivable en R, f'(x) = 2x cos (x?) + 2x; y, por tanto, en (1, 1).
—Ademas, f(-1D =/f(1)=(sen D + 1.
Luego, cumple las hipotesis del teorema de Rolle.

Por tanto, podemos asegurar que existe ¢ € (-1, 1) tal que f'(¢) = 0.

PARA PROFUNDIZAR

Dado r >0, prueba que entre todos los nimeros positivos x e y tales que
x2+y%=r, lasuma x+y es mixima cuando x =y.
Como x%+ p2 =7 ynos dicen que y>0, entonces: y = \Vr—x?

Asi, la suma es: S=x+y=x+ Vr—x?

Tenemos que maximizar la funcién S(x) = x + Vr—x?:

X \Vr—x?—x

1-— =

—2x _
2N 7 — x2 V- a2 Vi — a2

Sx)=0 - Vr—xf=x > r-xt=x%2 > r=2x*? > x?=

S'Co=1+

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Como x>0 — x='\’%

(En x = \’% hay un maximo, pues S§(x) > 0 a la izquierda de ese valor y

S'(x) <0 a su derecha).

Hallamos y: y=m='\,r—% =4,%

. ' r
Por tanto, la suma es maxima cuando x =y = =

b p o
Sea f(x)=ax+ L conay b numeros positivos. Demuestra que el valor

minimo de f en (0, +oo) es 2Vab.

. b _ax*-b
f(x)—a—;— x?
F=0 - axt-b=0 — x=i'\/%
S = 28

.X'S

f”('\ ,ﬁ) >0 — en x= \,ﬁ hay un minimo.
a a
b b ..
f- ” <0 —> en x=- ) hay un maximo.

Ademas, [lim f(x) =+eo y lim [f(x) = +oo.
x— 0" X — oo

) ' b .
Luego, en x = \[— se encuentra el minimo absoluto de f(x).
a

Este minimo vale:

b\_ oAb, b _alb  bNa _ . _
f(a)a T @%%2%

Es decir, el minimo de f(x) en (0, o) es 2Vab.

Calcula:

a) lim (el/x+ e2/x)x
x— 0"

b) lim (el/x + eZ/x)x
x— 0"

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas



a) lim (eV* + e?*¥. Tomamos logaritmos:
x— 0*

lim In (el/x + ez/x)x = lim xn (el/x + ez/x) - (O . +°o) =

x— 0" x— 0"
el/x . (—1/962) + eZ/x . (—Z/XZ)
- im In (eVx + g2/x) = iim el/x 4 p2/x _
x— 0 1/x x— 0 ~1/x?
o gy 2070 2 2,
x>0t eVX+ e Lot e VM1 ]

(® Dividimos numerador y denominador entre e?%).

lim (el/x + ez/x)x - ez
x— 0F

Por tanto:

b) lim (eV* + e¥*)*. Tomamos logaritmos:
x— 0~

lim In (el/x + eZ/x)x = Iim xn (el/x + ez/x) = (0 —o0) =

(® Dividimos numerador y denominador entre el/%).

lim (VX + o2y = ol =
x— 0~

Por tanto:

71

Calcul b T rifi lim =
alcula a y b para que se verifique Jim po—

2ax + b + sen x

o ax*+bx+1l—cosx [0\®

lim 5 =|—|= lim ————
x =0 sen x x =0 2X COS X

B 2ax + b + sen x

lim ————————=#0c0 salvoque b =0

x—0 2X COS X

Tomando b = 0:

(*) Aplicamos la regla de L'Hopital.

1 x2/2) +1 - cos x
Asi: a=—y b=0 — Ilim ( ) 3 =1
2 x—=0 sen x

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas

x— 07 x— 0

B ) In (eV* + e2/X) B ; el/x 4 Dp2/x ® ) 1 + 2el/x

= im ——F: = im ——————— = 1 -
x— 0" 1/x x— 0= elX+ e2/x x— 0" 1+el™

ax?+bx+1-cos x L

10

-1
1

o ax*+1-cosx 0\ 2ax + sen x 0\ ®
lim 5 === tim —————=|—| =
X =0 sen x 0 x—=0 2x cos x 0
— im 2dx + cos X _ 2a+1 —us
ro0 2cosx?—2x2senx?  2(1- 0)
C + 1 1 - !
omo a+—= a=—
2 2
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Si de un disco metilico quitamos un
sector circular, podemos construir un ‘
vaso conico. Determina el sector cir- Q

cular que debemos quitar para que el
volumen del vaso sea maximo.

2RO

/ longitud = 360°

e Longitud de la circunferencia de la base del cono:

L=2nr= 2nko - Ro
360 360

22
e Altura del cono: h = VR? — 12 = A| R* — (508 R 129600 — o
129600 360

e Volumen del cono:

2 2
v=T,p=® Kot R 50600 - o = &
3 3602 3060 3

R\ 1396000F —of
360) 1296000 — o

Vi = % (3}%)3\! 12960007 — of

e Hallamos o para que el volumen sea maximo:

Via) = £( R )3 51840005 — 605

Vi) =0 — 51840003 — 60 =0

o=0
603(86400 — a?) = 0 < o = 293° 56' 20"
o = —293° 56' 20"

El maximo se alcanza en o = 293° 56' 20" (la derivada es positiva a su izquier-
da y negativa a su derecha, y estamos considerando x entre 0°y 360°).

Asi, el cono tendra radio r = RT\/E y altura h = RT\B
o 2nR3 -3
Su volumen seria -

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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73 |Las manecillas de un reloj miden 4 cm 'y 6 cm, y uniendo sus extremos se for-
ma un triangulo. Determina el instante entre las 12 h y las 12 h 30 min en el
que el area del triangulo es maxima.

@ ;Qué dngulo recorre la aguja boraria en t minutos? ;Y el minutero? ;Cudl es el
dngulo que forman entre las dos en t minutos?
. . P 3060
e La aguja horaria recorre un angulo de 360° en 12 horas; es decir, —— = 0,5° en
; . o . . 720
1 minuto; o bien, 0,5¢° en ¢ minutos.

e El minutero recorre 360° en 1 hora; es decir, 6° en 1 minuto; o bien 6£° en ¢
minutos.

e Al cabo de t minutos, las dos agujas formardn un angulo de o = 6¢° —0,5° = 5,5¢°.

e El drea del triangulo sera:

¥ an

46 sen(551)
2

Area = =12 sen (5,5t)

0

A(t) = 12 sen (5,51) m

e Hallamos el maximo de A(4), teniendo en cuenta que € (0, 30) (pues esta-
mos considerando entre las 12 h y las 12 h 30 min):

™)
A()=12-55-cos(55t) =0 — 55t=90 — t=—=106,306=

= 16 minutos y 22 segundos

) Si igualamos 5,5¢ a un dngulo mayor de 90°, obtenemos ¢> 30 min.

(En ¢ = 16,36 minutos hay un maximo, pues la derivada es positiva a su iz-
quierda y negativa a su derecha).

Por tanto, el tridngulo de drea maxima se forma a las 12 h 16 min 22 segundos.

® | &

74 | Comprueba que, en la funcion de proporcionalidad inversa f(x) =

J®) - f(a)
b—a

, se
tiene que el punto ¢, que cumple f'(c) = , €s, precisamente,

la media geométricade a y b, c= Vab.

N —R
f(C)—?
kR ka — kb
S ~fla _ b a _ ab _ —kRb-—a) _ -k
b-a b-a b-a ab(b—a) gb

f’(c)=—f(b2:~];(“) > Rk e 5 c=Vab

(Suponemos k>0, a>0, b>0).

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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75

En una circunferencia de radio r se traza la tangente en un punto cual-
quiera C y una cuerda AB paralela a dicha tangente. Obtenemos, asi, un
triangulo ABC cuya area queremos que sea la mayor posible. Demuestra

que, para ello, la distancia de C a la cuerda debe ser % del radio.

e La altura del tridngulo ha de ser mayor
que el radio, pues, si trazamos la cuerda
por A'B’, podemos conseguir otro trian-
gulo con la misma base, AB, y mayoral- ---- £ i NELo
tura; y, asi, con mayor area. !

a

- - - - =

~

Y.

e Expresamos el area del tridngulo en fun-
cion de x:

altura = x +r -
A N B
base = 2y base = 2\ 2 — x* v
- ase = r—-Xx
y= N2 — 22

20 DN (e Vo2

Area =

AGo) = (x+ N2 —x%; xe [0, r

e Obtenemos el valor de x para el que A(x) alcanza el maximo:
2

Al(x)=m+(x+r). —Z/X _r —xz—x(x+r) _

242 — 52 V2 — x2
_rt-xt-atomx _ 2xP -+ P
V2 - x2 V2 — 2

Ax) =0 — 2x2—rx+1r2=0

_rxNrZA 8t _ rxN9r? _ rt3r x = —r (no vale)
* —4 —4 4 - 2r/~4 = /2

(En x=—L hay un maximo, pues A'(x) >0 a la izquierda de este valory A'(x) <0

a su derecha).

e El maximo se alcanza en x =

o~

Por tanto, la distancia de C a la cuerda, que es la altura del tridngulo, es:

e Observacion:

Vamos a calcular la longitud de los lados del tridngulo:

2
AB = base = 2\Nr? — x? = 1/ 2_%27@

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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2 2 2

Por tanto, hemos obtenido que el tridngulo inscrito en una circunferencia que
nos da el area maxima es el tridngulo equilatero.

En una semicircunferencia de diametro
AB = 2r se traza una cuerda CD paralela c /\ D
a AB. ¢Cual debe ser la longitud de esa

cuerda para que el area del trapecio ABDC
sea maxima?

S

B

e Llamamos x a la mitad de la base CD;
es decir, a la mitad de la longitud de la
cuerda.

=2

b - - —m - e

e La altura del trapecio sera:

4 G 7 B h = Vr?—x?

e FEl area del trapecio es:

drea = IEOD iy = ()

AC) = (r+x) - Nr2—=x?, xe (0,7
Esta funcion es la misma que obtuvimos en el ejercicio 75; por tanto, alcanza el
maximo en x = % (ver dicho ejercicio).
e Asi, la longitud de la cuerda es 2x = r; es decir, CD = r.
Observacion:

Si completamos la figura de forma simétrica,
obtenemos un hexdgono de drea maxima ins-
crito en una circunferencia. Veamos que se
trata de un hexagono regular:

CcD=r
h=“'7’2—x2=‘\/72—7—2_ ﬁ
4 4

Luego el lado del hexdgono es 7, igual al radio de la circunferencia.

Por tanto, el hexdgono inscrito en una circunferencia que nos da el drea maxima
es el hexdgono regular.
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En la figura del problema anterior, llamamos E al punto medio del arco CD
y dibujamos el pentigono ACEDB que ves a continuacion:

A B

a) Calcula la longitud de la cuerda CD para que el area del pentagono sea
maxima.

b) Calcula, también, el valor del area maxima del pentagono.

e Llamamos x a la mitad de la longitud
de la cuerda CD.

e El drea del pentigono es igual a la su-
ma de las dreas del trapecio CDBA 'y
del triangulo CDE:

B h=vZ_ax2
Area = (27+§x)-h + 2x~(;—h) =(r+x) Nrt—x? + x(r—Nr2—x?) =

=m+rw’2—x2 +xr—W—xr+ N2 —x? = rla+ Vr? - x2]
AQo) = rlx+ V2 —x%], xe 0, »

a) Hallamos el maximo de A(x):

R

Allx) =r|1+

ZV?’ —X
A =0 — Vrf-x2-x=0 — vVrf-x?=x

2
,
rroxt=x? — r2=2x} - «x-= \’7=r\2/5

(No consideramos la raiz negativa, pues x € (0, 7).

(En x = 7—22 hay un maximo, pues A’'(x) > 0 a la izquierda de este valor y
A'(x) <0 a su derecha).
e El maximo se alcanza en x = rTZ; es decir, la longitud de la cuerda para la

que obtenemos el area maxima es CD = 2.

b) A|l—

RN
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octogono regular:

Q

Observacion 2:

UNIDAD |10

Si completamos la figura anterior de forma simétrica, vemos que obtenemos un

sen o = o = 45°

72/2=£
r 2

es decir: EOD = 45°

Ademas:

AN N N
EOC =EOD — EOC =45°

N\ PN
DOB = 90° — EOD = 45°
PN PN
COA = 90° — EOC = 45°

y OA=0C=0E=0D=0B=r

Por tanto, se trata de un octoégono regular.

Asi, hemos obtenido que el octdgono inscrito en una circunferencia que nos da el
drea maxima es el octégono regular.

En el ejercicio 75 obtuvimos el resultado para un tridngulo, en el ejercicio 76 para
un hexdgono y en este ejercicio para un octogono.

En general, se tiene que el poligono de 7 lados inscrito en una circunferencia
que nos da el drea maxima es el poligono regular de 7 lados.

s78 |Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion f(x) definida en

[-3, 3] cuya grafica es la siguiente:

lim f(x) =2
x— 1"

lim f(x) =1
x— 17

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas

Dibuja razonadamente la grafica de f'(x).

e La funcién es continua en todo su dominio, excepto en x = 1; puesto que:

En x =1 hay una discontinuidad de salto finito.
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e La funcién es derivable, exceptoen x=0 yen x=1.
En x =0 hay “un pico”; es decir, f"(07) #f'(0").
En x=1 no es continua la funcion; por tanto, no puede ser derivable.
Observamos que:
/(07 =1 (pendiente de la recta que pasa por (=3, 0) y (0, 3)).
f'(0") =0 (en el punto (0, 3) la recta tangente a f es horizontal).
f'(2) =0 por la misma razén que en x = 0*.

En los intervalos (0, Dy (1, 3) f’ es negativa, por ser [ una funcion decre-
ciente.

En x =1, f’ no existe.

e La grafica de [/’ puede ser asi:

o1

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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AUTOEVALUACION

1. Halla un punto de la grifica y = x> + x + 5 en el cual la recta tangente sea parale-
laa y=3x+8.

e La pendiente de la recta y =3x+8 es m = 3.
e Buscamos un punto en el que la derivada valga 3:
[l =2x+1
=3 - 2x+1=3 > x=1 — yp=7

e El punto es (1, 7).

2. Dada la funciéon y =

PRT estudia si tiene maximos, minimos y puntos de
x —

inflexion.
e El dominio de definicion de la funcion es R — {-1, 1.
e Los maximos y minimos estan entre las soluciones de f’(x) = 0O:

12— —x-2x —x%-1 —x?%-1

J'Co = 1) S GIo1E T 2o 0 No tiene solucion.

['(x) es decreciente para todo x — [ y no tiene maximos ni minimos.

e Los puntos de inflexion estdn entre las soluciones de f"(x) = 0:

22 =12 =22 -1 2x(=x%2 - 1) _ 2x3 + 6x

S0 = I xZ_1p

S0 =0 - 2x3+6x=0 = 2x(x?+3)=0 — x=0, f(0)=0

Estudiamos el signo de f”. Senalamos los puntos donde f no existe y donde [
es 0.

/<0 17> 0 /<0 17> 0
-1 0 1
VD N A N N

Hay un punto de inflexion en (0, 0).
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3. Estudia el crecimiento de la funcion:

J(x) = e*(cos x + sen x)

y determina los maximos y los minimos de la funcion para x € [0, 2x].

Consideramos la funcién: f(x) = e*(cos x + sen x) para x € [0, 2x].

Calculamos la derivada:

S1(x) = e¥(cos x + sen x) + e*(—sen x + cos x) = e¥(2 cos x) = 2e~ cos x

T
x = —
fx)=0 — cosx=0 < ;'c (para x € [0, 215])
-X =
2

Signo de la derivada:

/>0 /<0

EJU
2

Eld
2

La funcién: es creciente en |0,

31

es decreciente en > 7

T
2
-, em2|

tiene un maximo en

3_7‘, _e3m2

tiene un minimo en

¢ é ~~ E (N~

g 2712].

4. a) Estudia la curvatura de la siguiente funcion: f(x) = x? In x

b) Escribe la ecuacion de la recta tangente en su punto de inflexion.

a) ® El dominio de definicion de la funcion es (0, +o0).

e f es concava en los intervalos donde f”> 0 y convexa si f”<0.

e Calculamos [f" y f"

1
fo=x*nx — f’(x)=2xlnx+x2~;

[ =12 Inx+1D +x

=xQInx+1

1
2-—)=2[nx+3
X

S0 =0 > 2mx+3=0 - lnx=—% - x=e%? > f(e‘3/2)=—5(3‘3

e Estudiamos el signo de f” teniendo en cuenta el dominio de f; (0, +e), y el

punto donde f"(x) =0, x=e3/2=0,22:

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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Signo de la derivada:

f//< 0 fH> 0

e Conclusiones:
— f es convexa en (0, e7/2).

— f es concava en (e /2, +oo).

35

-3/2
e )
2

— Punto de inflexion:

b) e Pendiente de la recta tangente en x = e™>/2:

m = e = 032 (2 In ¢ 32 4 1) = 32 lz . (_ + 1| = _pe-32

o | o

. 3
e Ecuacién de la recta tangente en |e /2, —Ee‘3 :

y= _%Q—S _ 29_3/2(96 _ e—S/Z)

5. De todos los rectingulos de area 100 dm?, halla las dimensiones del que tenga la
diagonal minima.
100

Area = x -y =100 dm? — y=—

d » La diagonal mide:

2
d=xr+)? = '\/x2 + @) = \/xz - 100200
X X

Tenemos que minimizar la funcion:

_a[2, 10000
A = \[x? + —

2 20000
x_
d'(x) = X0 __2x1-20000  _ _ x%-10000
Vel + 10000 Vat + 10000
2 x2+10000 ngw X NX 0000
X

') =0 — x*~10000=0 — x=VI10000 =10 — x=10 — y =10

(En x =10 hay un minimo, pues d'(x) <0 alaizquierdade x=10 y d'(x) >0 a
la derecha de x = 10).

Por tanto, la diagonal minima corresponde al cuadrado de lado 10 dm.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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6. Calcula el punto de la curva y =

1+ 2 0 el que la pendiente de la recta tangen-

te sea maxima.
1
La pendiente de la recta tangente a f(x) = T2 €N X es J'(x). Tenemos que ha-
llar el maximo de [f'(x). X
—2x
(1 +x2)?

Buscamos los puntos donde la derivada de f"(x) es 0O:

J'Co =

"(x) = 20 +xH?+2x - 20 +x?) - 2x  2(1 +x?) +8x?  6xr-—2
S = (1 +xH? A+ A+

") = > N ERR ) F'(3/3) = (=33)/8
SO0 s eem2nt o i\fs 3 3 - VB

Estudio del signo de [

f'//>0 . f//<0 . f”>o
' ' lim  f'(x)= lim f'(x)=0
/ —\/g \ '\/g / X —> —o° f X — +oo f
3 . 3 .
En x = 3 hay un maximo de f'(x) yen x= 3 hay un minimo de f'(x).

Por tanto, el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima es:

V3 3
£

7. Dentro del triangulo limitado por los ejes OX y OY ylarecta 2x +y =8, se

inscribe un rectangulo de vértices (a, 0), (0, 0), (a, b) y (0, b). Determina el
punto (a, b) al que corresponde el rectingulo de area maxima.

e El punto (a4, b) es un punto de la recta 2x + y = 8.
3 Por tanto, 2a + b = 8; es decir, b =8 - 2a.

2x+y=8 e Como el rectangulo esta inscrito en el tridngulo, 0 <a <4

e El 4area del rectangulo es:
Area=a-b=a-(8-2a)=8a-2a% 0<ac<A4.
e Tenemos que maximizar la funcion:
Ala) =8a —2a?% 0<a<4
Ala)=8-4a=0 — a=2 — b=4

;i 4\

(En a = 2 hay un maximo, pues A’(@) > 0 a la izquierda de este valor y
A'(a) <0 a su derecha).

e Por tanto, el punto es (2, 4).
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8. Calcula fim X —/3*"
x>0 X—Igx
Xt o133 0 ; 4¢3 — x2 o 4xd - x? 0
lim ————— = (—) - lim ———s—=lim ——5—— = (—) -
x>0 X-—1Igx 0 x>0 1—-A+1g°x) x50 —-I8°x 0
) 12x2 - 2x , 12x2 - 2x 0
— lim >—= lim —3=(—)
xo0 2gx(1+1g°x) x_o0 208x—21g°x \0
N 24x — 2 -2 1
im = -
xo0 —2(1+1g%x) —61g% x(1 +1g°x) -2
9. Calcula el valor de k para que la expresion lim (e* + kx)V* seaiguala e*.

x—0

A= lim (e + kx)V* Tomamos logaritmos en n A = In[ lim (e* + kx)V/x]:
x—=0 x—0

In(e¥+kx) & e*+k  1+k

1+k

lim In (e + ka)V™ = [im v, =
x—0 x—0 X x—=0 e+ kx 1

™ Aplicamos la regla de L’'Hopital.

Si mA=1+k —> A=el** Portanto: lim (eX + kx)V/x = ol*x
x—0

Para que sea igual a e* ha de ser:

e =et - 1+k=4 — k=3

10. Dada la funcion f(x) = x3 + ax? + bx, halla a y b para que las rectas tan-
gentes a la grifica de f(x) en los puntos de abscisas x =2 y x =4 sean pa-
ralelas a OX.

e La pendiente de la recta tangente en x =2 es ['(2):

[ =3x*+2ax+b — m =f(2)=3-2*+2-a-2+b=12+4a+b
e La pendiente de la recta tangente en x =4 es ['(4):

my=f(4) =3 -4+2-a - 4+b=48+8a+b

e Como las rectas tangentes en x =2 y x =4 deben ser paralelas a OX, su pen-
diente sera 0. Por tanto:

=0 - 12+4a+b=0

-9, b=24
) =0 — 48+ 8a+b=0 } ==

Asi:

S0 = x3 = 9x? + 24x

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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11. La funcién f(x) =1—|x| si xe[-2,2] verifica f(—2) = f(2). Justifica si es po-

sible encontrar algin c e (-2, 2) tal que f'(c) = 0.

1+x si 2<x<0
1-x s 0<x<2

Jo=1-|x]| ={

El teorema de Rolle dice que si f es continua en [a, b], derivable en (a, b) vy
fla) = f(b), existe un c € (a, b) tal que f'(¢) = 0.

Comprobaremos si la funcion f cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el in-
tervalo -2, 2]:

e Veamos si f es continua en x = 0O:

Iim 1+x=
x— 0"
lim f(x) = f(0) =1
lim 1-x-= x=0
x— 0F

[ es continua en [-2, 2].
e Estudiamos la derivabilidad de f:
f/(x)_{1 si x<0
-1 si x>0
f/(D) #f£'(AY). f no es derivable en x =0 = f no es derivable en (=2, 2).

e / no cumple las hipdtesis del teorema de Rolle; por tanto, no podemos asegurar
que exista un ¢ € (-2, 2) tal que f'(¢c) = 0.

Unidad 10. Aplicaciones de las derivadas
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Descripcion de una grafica

H Copia en tu cuaderno los datos encuadrados en rojo. A partir de ellos, y sin mirar
la grafica que aparece al principio, representa esta funcion sobre unos ejes coor-
denados dibujados en papel cuadriculado.

(La solucion estd en el propio ejercicio).

B Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva,
lo mas sencilla posible, que cumpla las siguientes condiciones:

o Ilim f(x)=—oo
X — —oo

e Ilim f(x)=2

X — +oo

o lim f(x)=—co

x =27

e lim f(x) =+

x— 2%

*f(0) =4 f(0)=0

* f(-5)=0; f(1,75) =0

e " es derivable en todo R, salvoen x = 2.

T

an

Unidad 11. Representacién de funciones




B Describe, con la menor cantidad de datos y de forma similar a la de los aparta-
dos anteriores, la siguiente funcion:

ik

’,

lim f(x)=-1

X — —oo

o lim f(x) =—oo

X = +oo

o lim [f(x)=+eo

X = -3

o lim [f(x)=+eo

x> —3*

S99 =0; f(O)=0; f(8)=0
e /7(0)=0

e f()=4; (=0

B Representa sobre unos ejes en papel cuadriculado una grafica inventada por ti.
Describela en papel aparte. Dale la descripcion a tu compaifiera o compaifero
para que la represente.

Representa ti la suya.

Comparad cada representacion con la curva original. Discutid las diferencias
que observéis.

¢Hay algiin error en la representacion? ;Hay, acaso, error en la descripcion?

¢Es todo correcto?

Por ejemplo:

o Ilim f(x)=—c; [lim f(x)=2

X — —oo X — +oo

_____________ e Jim [f(x)=—oo lz‘m4+f(x) = too

X -4 X = -
\/ o« f(—4) = 0; f(=D =0

1 e /(D =0; /(1)=0
« f(0) =1

—

Unidad 11. Representacién de funciones
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H Observa esta grafica:

A
|
\
\

‘5—._}
i
‘5—.»
=
\\_»
i
\\_»
i
T
i

1
|
|
|
/

e Halla la ordenada para las siguientes abscisas:
x=0, x=1, x=3, x=-7, x=12, x =—400, x =13, x =-199
¢ ¢En qué puntos no esta definida esta funciéon?

¢ ¢Qué tramo de la funcion te bastaria conocer para hacerte una idea exacta de
como es la grafica?

e ;Te sugiere esta curva algun tipo de simetria o periodicidad?

e =0 J(D=1; f[B=1; D=1
J(2) =0; f(=400) =0; f(13) =1; f(-=199) =1

(En general, f(4k) =0; f(4k+ 1) =f(4k—1) =1 y no existe f(x) en x =4k + 2,
con ke 2).

e La funcién no esta definida en los puntos de la forma x =4k + 2, con ke Z.

e Bastaria con conocer la funcion para x € [0, 2), si supiéramos que es par y que es
periodica de periodo 4.

e Simetria — Es una funcién par (simétrica respecto al eje Y).

Periodicidad — Es periddica de periodo 4.
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1. Halla el dominio de estas funciones:
aA)y=x3-5x2+7x+3
3x3+5

Dy sxvd
) X3+ 2x
VT2

a) Dominio = IR

2 2 2

_s5+V25-16 _5+V9 _5:3 x=4
x ..

b x?-5x+4=0 —
Dominio =R — {1, 4)

O x?+1#0 paratodo x — Dominio =R
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2. Halla el dominio de:

X
a)y=Vx?-2x b)y=m(x*+1) Ay=m(x*-1) d)y=e—
D x2-2x>0 — Dominio = (—oo, 0] U [2, +o0)
b)x?+1>0 paratodo x — Dominio =R
Ax?—1>0 — Dominio = (oo, —=1) U (1, +o0)

dDx*=0 — x=0 — Dominio=IR —{0}
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3. Halla las simetrias y las periodicidades; di donde son continuas y déonde deri-
vables:

a)y=3x*—5x2-1 b) y =Vx2%-2x
x3 x3-1
C)y_xZ_l d)y_ x2

e)y=senx+1/2 (sen2x)

@) (=) = 3(=01 = 5(=0? - 1 = 3x" - 5x% — 1 = f(x0)
Es una funcion par: simétrica respecto al eje Y.
No es periodica.

Es continua y derivable en IR.

b) Dominio = (oo, 0] U [2, +00)

J(=x) = V\x? = 2x. No es par ni impar; no es simétrica respecto al eje Y ni res-
pecto al origen de coordenadas.

No es periodica.

Es continua en su dominio.

Es derivable en (—oo, 0) U (2, +o0).
¢) Dominio = IR —{-1, 1}

—x3
21

No es periodica.

f=x) =

= —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
X

Es continua y derivable en su dominio.

d) Dominio = R — {0}

—Xx° — . S . .
S(=0 = ——— No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respec-
X

to al origen de coordenadas.
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e) Dominio = IR
Jf(=x) = sen (=x) + % (sen (=2x)) = —sen x — % (sen (2x)) = —f ()

Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
Es periodica de periodo 2.

Es continua y derivable en IR.
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4, Halla las ramas infinitas de:

X — —oo

x4
a) y = 3x5 - 20x3 b)y=x2_1
x3
c)y=m D y=Va-2x
ey=m(x*+1) £)y=2%-1
a) y = 3x° —20x3
e lim [f(x)=—e ‘ [

o lim [f(x) = +oo

X = +oo /

by =

‘ Ramas parabdlicas

x? -1
e Dominio = IR —{-1, 1}
S0

e lim f(x)=+4e; lim —— =—o0
X —> —co X — —oo
Ramas parabdlicas
_ ™
lim f(x) = +eo; [im “—— = +oo
X —> 4o x> 4o X

o lim f(x) =+, im [f(x)=—o0
x— -1 x— 1"
Asintotas verticales: x=-1; x =1
lim f(x)=—co; [im f(x) = +oo
x— 1"

Vo

-1
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Ay= X 7 — x4 44 A2x—16
(x=2)% x%?—-4x+4 X2 —4x+4
e Dominio = IR — {2}
o lim [f(x)=—o0; [lim [(x)= 4o

X — —oo X — +oo
Yy =x+4 esuna asintota oblicua.

12616 {f(x)—(x+4)>o Si X —> +oo

f(X)_(X+4)=x2_4x+4 ) —(x+4)<0 si x—>—oo

e [im [(x) =+

x = 27 . .
x =2 es asintota vertical
lim [(x) = +eo
x— 2%
! e
I //
I\~
7
l,/
//I
4l
/, !
, 1
’ 1
// :
L7 12
//// :
d)y=Vx? - 2x
e Dominio = (oo, 0] U [2, +o0)
o lim [f(x)=+eo
X — —o
(x Va2 —
lim Q = Ilim x—2x=_l — Hay asintota oblicua.
X = —oo X X —> —co X
lim [fCo+x]= lim [Vx*—2x +x]= lim [Vx?+2x —x] =
X —> —oo X —> —oo X —> +oo

iim (Va? +2x — ) (Var? + 2 + x) _
X = +eo (Va2 + 2x + x)

x2 + 2x — x2 2x

_ _ 2
= lim > = Iim ————===1
x— +0 NX“ + 2x + X x— oo V2 + 2x + x 2
y=-x+1 esuna asintota oblicua cuando x — —eo.

o lim [f(x)=+oo

X — +oo
() 2_2 B .
lim —f = [lim X X1 S Hay asintota oblicua.
x— 40 X X — +oo
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lim [f)-x]= lim [Vx?-2x —x]=

X = +oo X —> +oo

iim (Va?—2x-—x)(Vx? —2x + x) _
x = +oo (V2 = 2 + x)
x? = 2x —x? —2x

= Iim 5 = lim —m-=-1
Xx— 40 VX2 = 2X+ X x> +oo Vx2—2x + x

y=x—1 es una asintota oblicua cuando x — +eo.

e No hay asintotas verticales. ;\\ , /‘
e Posicion de la curva respecto a las asintotas: . o
T .
S —(=x+ 1 <0 si x> —o0 V)
S0 —(x—1) <0 si x— +oo | 1
e)y=mkx*+1)
e Dominio = IR
o lim f(x)= +eo
X = —oo
(€Y 2
iim L o gy 2D 2
x— —o0 X X — —oo X x> —oo X2+ 1
Ramas parabolicas
e lim [f(x)=+oo
X = +oo
(x0) 2
lim PACNS lim I+ 1) _ Iim —2X__¢
X — 40 X X — +oo X x o +eo X2+ 1
e No hay asintotas verticales.

- ‘ _—

lim f(x)=0 — y»=0 es asintota horizontal cuando x — —co.

f) y=2%-1>0 paratodo x.

e Dominio = IR

X — —oo
(x)
o lim [f(x)=+e;  [im f— = +oo
X — +oo X — +oo X
e No hay asintotas verticales. [

Unidad 11. Representacién de funciones
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5. Halla los puntos singulares y los puntos de inflexion de:
a)y=x3-6x2+9x+5
b)y=m(x*+1)
a)y=x>—6x?+9x+5. Dominio= R
o fi(x)=3x>—12x+9
e f(X)=0 — 3r-4x+3)=0

C42V16-12 _ 4+V4 412 x=3
= 2 ST T2 <x=1

Signo de f"(x):
/>0 J'<0 f>0 Hay un maximo en (1, 9) y un mi-
/ 1 \ 3 / nimo en (3, 5).
e ["(x) = 6x—12
=0 - 6x-12=0 — x=2

Signo de f"(x):
f”< 0 f”> 0

NN/

Hay un punto de inflexiéon en (2, 7).

b)y = In(x* + 1). Dominio = R

. [0 = 2

x?+1
=0 — 2x=0 — x=0

JS"(x) <0 para x<0

10 >0 para x>0 } Hay un minimo en (0, 0).

. i = 2+ D —2x - 2x _ 2x%+2-4x% _ 2x*+2
(xz + 1)2 (xz + 1)2 (xz + 1)2

x=-1
I - 2x2 4+ 2= 2=
[0 =0 — -2x 0 - x <x=1

Signo de f"(x):

/<0 S'>0 J'<0 Hay un punto de inflexién en (-1, 1 2)

/\ -1 U 1 /\ y otro en (1, In 2).

Unidad 11. Representacién de funciones
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6. Halla los puntos singulares de:

2 x3
Yy=——s
x2-1 V= (x2)2
a) y = 3x° - 20x3. Dominio = R

J1C0) = 15x% — 60x2
x=0
F0=0 — 15522 —4) =0 < x=-2

x=2

a) y=3x5-20x3 b)y-=

dDy=Vx%-2x

Signo de f"(x):
S>0 S<0 S<0 S>0
/ -2 \ 0 \ 2 /

Hay un maximo en (=2, 64), un minimo en (2, —=64), y un punto de inflexion en
(0, 0).

2

2
by =—> Dominio= R —{-1, 1}
xc =1

i) = 2x(? =D —x? 20 _ 2x3 —2x-2x3_  —2x

(x? - 1D? (x? - D? (x? - 1D?

fx=0 — 2x=0 — x=0

Signo de f"(x0):
>0 />0 J'<0 f'<0
— - — \ ~ ! ~

Hay un maximo en (0, 0).

X3

VI

. Dominio = R — {2}

1) = 3 —2)2 —x3 - 2w —2) _ 3x?(x—2) — 23
(x—2)4 (x-2)3

C3x3—6x?—2x3  xd—6x2

(x-2)3 (x—2)3

x=0
J@=0 = $-60-0<__,
Signo de f"(x):
f>0 f>0 S<0 f>0
/ 0 / 2 \ 6 /

Hay un punto de inflexiéon en (0, 0) y un minimo en (6, 2—27)

Unidad 11. Representacién de funciones
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d)y = Vx? = 2x . Dominio = (o, 0] U [2, +o0)

2x-2  _  x-1

"(x) = =
4 Va2 —2x Va2 - 2x

=0 — x-1=0 — x=1¢ Dominio.

No hay puntos singulares.

Pagina 317

1. Representa estas funciones:
a)y=xt—8x2+7
b) y = 3x% + 4x3 — 36x2
O y=x%—4x3_2x2+12x
Ay=x*—8x2+7
e Simetrias:
f(=x) = x* —8x2 + 7 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Ramas infinitas:

lim f(x) = +eo; [lim [f(x) = +oo

X —> —o0 X —> too

e Puntos singulares:

J1(x) = 4x3 — 16x

x=0
S =0 — 4x(x?-4=0 < x=-2
x=2

Puntos singulares: (0, 7); (=2, -9); (2, -9)
¢ Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — y=7 — Punto: (0,7)

—Coneleje X = y=0 — xt-8x2+7=0

2o8xVoi-28  8:V36 _8:6 <x2=7 - x=x\7
2 2 2 221 5 x-x1

Puntos: (—\7,0); (=1, 0); (1, 0); (N7, 0)
e Puntos de inflexion:

S0 = 12x% - 16
S 0=0 - 122*-16=0 — x2=% - x=i'\,%=i 2\3

Puntos (- ——, —
-5

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

e
"

+9

b) y = 3x% + 4x3 — 30x2

e Simetrias:

f(=x) = 3x* — 4x3 — 36x2. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y,
ni respecto al origen de coordenadas.

Ramas infinitas:

lim f(x) = +oo;  [im [f(x) = +oo

X — —oo X — +oo

Puntos singulares:

f1(x0) = 123 + 12x° — 72x

x=0
U = 2 L
S0 =0 - 12x(x +x—6)—0<x=_1im 1+5 x =2

2 - <x=—3

\S)

Puntos: (0, 0); (2, —64); (=3, —189)

Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0

—Conelefe X — py=0 — x*Bx?+4x-36)=0

x2=0 - x=0

<x= —4 V16 +432 _ —4 = V448 <xz2,86
6 6 ~—4,19

Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (—4,19; 0)

Puntos de inflexion:
J1(x0) = 36x2 + 24x — 72
S =0 — 12Bx?+2x-6)=0

—2+V4+72 _ 2276 x = 1,12
X = = Z <

6 x =-=1,79

Puntos: (1,12; -34,82) y (~1,79; —107,22)

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

=200

oy =x*—4x3 - 2x% + 12x
e Simetrias:

f=x) = x% + 4x3 — 202 — 12x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje
Y, ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim [f(x)=+e0; [im [f(x) = +oo

X —> —oo X —> oo
e Puntos singulares:

S0 = 4x3 — 12x% — 4 + 12

[0)=0 — 4x3-3x?-x+3)=0 — 4x-Dkx+Dx-3=0

x=1
< x=-1 ¢ Puntos (1, 7); (-1, -9); (3, -9)
x=3

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ » x=0 — p=0 — Punto: (0,0
—Coneleje X —» p=0 — x(x3 - 4x%-2x+12) =0
x=0
< x=2
X —4x?-2x+12=0 = (x-2)(x*-2x-6)=0 <xz3,65
x=-1,65
Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (~1,65; 0)

e Puntos de inflexion:
S0 = 12x% — 24x — 4
S0 =0 — 4Bx?-6x-1)=0

6+V36+12 _ 6+V48 x =215
X = = ¢ <

6 x =—0,15

Puntos: (2,15; -1,83) y (=0,15; -1,74)

Unidad 11. Representacién de funciones



e Grafica:

2. Representa las siguientes funciones:

a) y=3x%—4x3-16 b)y=x3-3x o) y=1/4)x* - 2x2

a) y =3x* - 4x3 - 16
e Simetrias:

f(=x) = 3x* + 4x3 — 16. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y,
ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +oo;  [im [f(x) = +oo

X — —oo X — +oo

e Puntos singulares:
J1(x) = 12x3 — 12x2
x=0
"W=0 — 12x*(x-1D =0
V&) @-D=0< _|

Puntos: (0, —16); (1, -17)
e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=-16 — Punto: (0,-16)
—Coneleje X = =0 — 3x*—4x3-16=0 —
x =2

3x3 + 2x* + 4x+8=0 — tiene una sola raiz, que estd entre -2 y —1;
pues, si g(x) =3x3 +2x? + 4x + 8, g(-2)=-16<0 y g(-1)=3>0.

Puntos (2,0) y (k, 0), con k entre -2y —1.
e Puntos de inflexion:

J1(x) = 36x2 — 24x

x=0
[10=0 — 12x(5x—2)=0<x=_§
2 —448
Puntos: (0, 16 -, —
untos: (0, )Y(5’ 27)
Unidad 11. Representacién de funciones
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Grafica:

i

-20
b)y = x3 - 3x
e Simetrias:

J(=x) = —x3 + 3x = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
Ramas infinitas:

lim  f(x) = +oo;  [im [(x) = +oo
X = —oo )

Puntos singulares:

S0 =3x% -3 .

f=0 - 3&2-1D=0<_ [ S

Puntos: (-1, 2); (1, -2)

Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ » x=0 — p=0 — Punto: (0,0
—Coneleje X - =0 - x3-3x=0 — x&?-3)=0

x=0

< x==3 ¢ Puntos: (0, 0); (—V3, 0); (3, 0)
x=13

Puntos de inflexion:

f//(x) = 6x

S =0 - 6x=0 — x=0 — Punto (0,0

Grafica:

-2
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Qy= %aﬁ —2x?

e Simetrias:

S=x) = %xz* — 2x% = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:

lim f(x) =+co; [Iim f(x) = +oo
X — —oo X —> too

e Puntos singulares:

J1(x) = x3 - 4x

x=0
S0=0 — x(x2—4)=0< =2
x=2

Puntos: (0, 0); (=2, -4); (2, —4)
e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — p»=0 — Punto: (0,0)

—Coneleje X - py=0 — xz(%x2—2)=0

x=0

Sy

Puntos: (0, 0); (=22, 0); (2V2, 0)
e Puntos de inflexion:

J(x) = 3x% — 4

1) =0 = 3x2-4=0
a4 23

Puntos: (—ﬁ, —E); (2\/5, 20)
3 9 3 9

=
I
|
SN
I
|

e Grafica:

Unidad 11. Representacién de funciones
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Pagina 319

1. Representa:

x3 x2-2x-8
= by=——"-—
a)y 1— x2 )y x
x3
)y = =_—x+ . Dominio =R - {-1, 1}

1 — x2 1 — x2

e Simetrias:

3

—X . o .

Sf=x) = 5 = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
- X

e Asintotas verticales:

lim  f(x) = +oo
x— —1-
Asintota vertical en x = —1.
lim  [(x) = —eo
x— —1* )
lim f(x) = +oo
x— 1"
Asintota vertical en x = 1.
lim f(x)=—oo
x— 1%

e Asintota oblicua:

X3 X - .
> ==X+ — y=-Xx es asintota oblicua.
1-x 1-x?

Posicion de la curva respecto a la asintota:
J(x) = (=x) >0 si x — —oo (curva por encima)

S —(=x) <0 si x — +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:
3?1 = a?) —x3 - (220 _ 3o =3t 420t ot +3x2

(1 —x2)? (1-x?)? (1 —x2)?
x=0

F0=0 > xX(x2+3)=0 < x=-3
x=13

Puntos: (0, 0); (—\/g, ST\B)’ (\/7’ _3_\/5)

S X =

2

e Cortes con los ejes:

Corta a los ejes en (0, 0).

Unidad 11. Representacién de funciones
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2
X=2x=8 28 pominio=R -0}
x x

e Simetrias:
x?+2x— 8
flex) = X2 XZ 0
—-x
No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y, ni respecto al origen.

e Asintotas verticales:

lim [(x) = +oo
x— 0
Asintota vertical en x = 0.
lim f(x) = —oo
x— 0"

e Asintota oblicua:

2 _ _
w=x—2—§ — y=x-2 es asintota oblicua.
X X

Posicion de la curva respecto a la asintota:
Jx) —(x—=2)>0 si x> —eo (curva por encima)

S —(x—=2)<0 si x— +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

So=1+ % > (0 para todo x del dominio.
X

La funcion es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.

e Cortes con los ejes:
-2
— leje X = Z-2x—-8=
Con el eje - =0 - x X — 8 0<x=4
Puntos: (=2,0) y (4, 0)

— No corta el eje Y, pues no estd definida en x = 0.

Unidad 11. Representacién de funciones 17




e Grafica:

2. Representa:

x2-9 x3+2x
a)y=x2_4 b)y= x2+1
x2-9

a)y= . Dominio =R —{-2, 2}

x%—4
e Simetrias:

x°-9

2 _
x%—4

= f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

S0 =

e Asintotas verticales:

lim  f(x) = —oo |
X — =2 . .
Asintota vertical en x = 2.
lim  [(x) = +eo
x— =2 ]

lim [(x) = +oo
x— 27

lim [(x) = —c

x— 2"

Asintota vertical en x = 2.

e Asintota horizontal:

12 — y =1 es asintota horizontal.
x%—4 x?—4

Posicion de la curva respecto a la asintota:
S(x)—1<0 si x—> —e (curva por debajo)

S(x) —1<0 si x— +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

20 —4) = 2x(x* = 9) _ 2x(x?—4-x"+9) _  10x
(x% - 4)? (w2 — 42 (x? — 4)?

J'@o =

=0 — 10x=0 — x=0 — Punto: (O, %)

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Cortes con los ejes:

—Conelegje ¥ —- x=0 — y=% — Punto: (0,%)

x==3
—Coneleje X —» py=0 — X2—9=O<x=5

Puntos: (-3, 0) y (3, 0.

e Grafica:

AN EREREN
N
=2 2
3
b)y=g%2x. Dominio = R
x°+1

e Simetrias:

—x3 =
Sx) = Xz—ix = —f(x). Esimpar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x2 +

e No tiene asintotas verticales.

e Asintota oblicua:

X3+ 2x x j )
> =x+ — y=x es asintota oblicua.
x*+1 xZ+1

Posicion de la curva respecto a la asintota:

J(x) —x <0 si x—>—e (curva por debajo)

JS(x) —x>0 si x— +eo (curva por encima)
e Puntos singulares:

0 = Ga? + 20 + 1D = (3 +2x0) - 2x _ 3xt 4 3a% + 2% + 2 - 20 — 4

(.XZ + 1)2 (.X2 + 1)2

x4 a2+ 2
(xz +D2

-1+VN1-8

> — No tiene solucion.

f=0 = xt+x2+2=0 — x%=

No hay puntos singulares.
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e Cortes con los ejes:
— Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0
—Coneleje X - y=0 — x3+2x=0 — xx?+2)=0 —
— x=0 — Punto: (0,0
e Puntos de inflexion:

_ Gad + 22002+ D2 (x* +x2+2) - 22+ 1) - 2x

S0 o2+ 1 )
_ X+ 200+ D) - bdax(xt+ x2+2) _ 20— 6x _ 2x(x*-3)
(x2 +1)3 (x2 +1)3 (x2 +1)3

S =0 < 353\56 Puntos: (0, 0); (—\@, —ST\B); (\/3, Zﬁ)

e Grafica:

/1
/// ‘1
Pagina 321
1. Representa:
a)y=Vx?+2x
b)y=Vx%-9
a)y=Vx?+ 2x

e Dominio:

x=0
Z+2x=0 — +2)=0
X X x(x +2) <x=—2

Dominio = (—oo, =2] U [0, +o0)

e Simetrias:

J(=x) = Vx? —2x . No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje ¥ ni
respecto al origen de coordenadas.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas oblicuas:

lim  f(x) = +eo

X — —oo
, (x) _ Vo2 + 2x , x% - 2x
im ——= | —= i =-1
X — -0 X X — —oo X X = +oo —-X

tim [Na?+2x +x]= lim [Vx2-2x — 4]
X —> —oo X — —oco X —> +oo
i (Nor? = 2x — x) (Vor? = 2x + &) _
X = +oo Va2 - 2x + x
—2x

, x% = 2x — x? 3
= lim —=

x— 40 V2 —2x + x X = +oo V2 — 2x + x

S

=

&
+

2
I

I
S

y=-x-1 es asintota oblicua cuando x — —oo.

lim  [(x) = +oo

X —> 4o
) () , Va2 + 2x
lim ——= Ilim ——=1

X — 40 X X = +oo X

lim [fo0—x]= lim [Vx?+2x —x] =
X = +oo X — too
- iim (\Vx? + 2x — x) (Vor? + 2x + x) _
X —> +oo Nx2 + 2x + x

2

_ x2+2x—x ) 2x
= |im ——————= lim ——=
x— 4o V2 4+ 2x + x x— 4o VX2 + 2x + X
-2 _2_
1+1 2

y=x+1 esasintota oblicua cuando x — +eo.

e Puntos singulares:

2x+2 _ x+1

"(x) = =
4 Va2 + 20 Va2 + 2x

=0 — x+1=0 — x=-1

Como no pertenece al dominio de f(x), no hay puntos singulares.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Cortes con los ejes:
x=0
— leje X = VaZ + 2 24 2x=
Con el eje - y=0 - Vx X o X X O<x=—2
Puntos: (0,0) y (=2, 0)
—Coneleje ¥ - x=0 — p»=0 — Punto: (0,0)

e Grafica:

b)y=Vx?>-9

e Dominio:

=-3
M—9=0<i:x=3
Dominio = (—eo, =3] U [3, +e0)
e Simetrias:
SE=x) = Vx2-9 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
¢ No tiene asintotas verticales.

e Asintotas oblicuas:

lim  [(x) = +oo
X —> —oo

S Ax2-9 o Ax2-9
lim ——= Iim ———= I|im ———=-1
x— —o0 X X — —oo X X — +oo X

lim [fQo+x]= lim [Nx*=9+x]= Iim [Nx?-9 -] =
X — —oo X = —oo X —> +oo

sim (Vx2 -9 - x)(\x2 -9 + x) _

X —> too (\]xz—9+x)

2 0 _ 42 _
im 22X gy 2

x— +oo VX2 -9+ x X = +oo "x2—9+x

» =—x es asintota oblicua cuando x — —ece.

L
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lim  f(x) = +eo
X = +oo
lim S = lim ﬁ:l
x— 40 X X —> 4o
2_o._ 2_
lim [feo—-xl= lim [Nx*-9-x]=1im (W2 -9-9 (-9 +x) _

X = +oo X —> +oo X = +oo (Vx2—9+x)
, x? -9 — x? ) -9
= lim —F/——= Ilim ——=0
x— to VX2 -0+ x x— +o Vx2 -9+ x
y =x es asintota oblicua cuando x — +oo.

e Puntos singulares:

2x X
) = -
S 2Vx2 -9 Yx2-9

So=0 — x=0
Como no pertenece al dominio de f(x), no hay puntos singulares.

e Cortes con los ejes:

. X=_3
—Coneleje X - p=0 — Vx?-9 — 962—9=0<x=3
Puntos: (-3, 0) y (3, 0)

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:

2. Representa:
a)y=mm(x*+4) b)y=m(x*-1)
)y =In(x*+4)
e Dominio:
Como x?+ 4 >0 paratodo x, Dominio =IR.
e Simetrias:

J=x) = In (x* + 4) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e No tiene asintotas verticales.
e Ramas infinitas:

lim f(x)= Ilim f(x)=+co

X — —oo X — +oo
2x
2
PP G P € VNN CE . S
X — 4o X X = +oo X X = +oo

Por tanto, no tiene asintotas de ningun tipo.
Tiene ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

S = —2X

x2+4
=0 - 2x=0 - x=0 — Punto: (0, n4
e Puntos de inflexion:

w2062+ 4) —2x - 2x _ 2x%+ 8 —4x? _ 8- 2x?
S0 = = =
(x? + 492 (% + 4)2 (x? + 492

x=-2
" — _ 2 _ o (—
[r0=0 - 8§-2x7=0<_ o) } Puntos: (=2, n8) y (2, In 8)

e Grafica:

T

by =Ix*-1)
e Dominio:
x?=1>0 — Dominio = (—eo, =1) U (1, +e0)
e Simetrias:
J(=x) = In (x* = 1) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e

24
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e Asintotas verticales:

lim [f(x)=—c0; [lim [(x)=—0c0

x— —1- x— 1*

x=-1 y x=1 son asintotas verticales.

o lim fO) = lim f(x)=+eo

X — —oo X — too
2x
(x) 2_ _
lim f—= lim -1 lim xf -1 =0
X — 40 X X = +oo X X — +oo 1

Tiene ramas parabolicas.

e Puntos singulares:

S = X

x? -1
S=0 — 2x=0 — x=0

No tiene puntos singulares, pues la funcion no estd definida en x = 0.

e Puntos de inflexion:

1o = 22 -D—2x-2x _ 2x*-2-4x* _ 2x*-2
(x? - D? (x? - 12 (x? - 1?

No tiene puntos de inflexion.

e Puntos de corte con los ejes:

—Conelefe X —» py=0 - Imx?>-1D=0 — x*-1=1
=2
x2=2<x \ }Puntos: (—V2,0) y (N2,0)
x =

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:

Unidad 11. Representacién de funciones
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3. Representa:

e* e 1
a)y=F b)y=: c)y=Ecos2x+cosx
e.X'

e Dominio: D =R - {0}

e No es simétrica.

Asintotas verticales:

lim [(x) = +oo
x— 0 . .
Asintota vertical: x =0

lim [(x) = +eo
x— 0*

lim f(x) =0. Ademads, f(x)> 0 paratodo x del dominio.

X —> —oo

» =0 es una asintota horizontal cuando x — —oo.

lim f(x) = +o0;  lim TAC

X —> 4o x— 4o X

= +oo. Rama parabdlica.

e Puntos singulares:

X . a2 _ pX . X (e X (g _
eor er  x 4e 2x _x-e (ic 2) _ex-2)
X

X x3

2
f()=0 - x=2 - Punwo (z, %)

e Grafica:

" \
+f“4
\

\7L =
|

i

—X

by =T

e Dominio: D =R - {0}

e No es simétrica.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Asintotas verticales:
lim  f(x) = +oo0
x— 07

lim [(x) = +oo
x— 0*

Asintota vertical: x =0

F0

e lim [f(x)=+c0; [im = —oco, Rama parabdlica.

X —> —oo X = —oo

lim  f(x) = 0. flx) <0 paratodo x positivo.

X = +oo

=0 es una asintota horizontal cuando x — +eoo,

e Puntos singulares:

e - (=x)—e™ - (=) eMx+1)
(_x)z - 2

fx)=0 - x=-1 — Punto: (-1, —e)

1) = —

e Grafica:

c)y=% €os 2x + cos X

e El periodo de cosx es 2n y el de sen 2x es m. Por tanto, la funcién es
periodica de periodo 2m. La estudiamos solo en este intervalo.

e Es derivable en todo IR (es suma de funciones derivables).

e Puntos singulares:
S1(x) = —sen 2x — sen x = —2sen x cos x — sen x = —sen x (2cos x + 1)
senx =0

S =0 — —senxQcosx+1)=0 <

cos x = 1
2
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COS X = —

o=

— Punto: (O, %)

x=7n — Punto: (Tc, —%)
X = 2n —  Punto: (2_157 —i)
/ 3 3 4
\ X = An — Punto: (4_757 —i)
3 4

¢ Puntos de corte con los ejes:

— Coneleje ¥ - x=0 — y=% — Punto: (O,%)
— Coneleje X = p=0 — cos2x+2cosx=0
cos? x — sen® x + 2cos x = 0
cos? x — (1 — cos? x) + 2cos x = 0
cos? x— 1+ cos? x + 2cos x = 0
2cos® x + 2cosx—1=0
cos x = 0,366

coS X =

—2+N4+8
+4 + <

cos x = —1,366 (no vale)

x=1,2
x=5,09

cos x = 0,366 <

Puntos: (1,2; 0); (5,09; 0)

e Puntos de inflexion:

S"(x) = —2cos 2x — cos x

[10=0 —

28

—2c0s 2x —cos x =0

—2(cos? x — sen? x) —cos x =0
—2cos? x + 2sen? x — cos x = 0
—2cos? x+2(1 —cos? x) —cosx =0
—2cos? x + 2 —2cos?x—cosx=0
—4cos®  x—cosx+2=0

cos x = —0,843

cosx = cos x = 0,593

11 +32
=

Unidad 11. Representacién de funciones
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x =257 | Puntos: (2,57; -0,63)
cos x = —0,843 <
x =371 (3,71, -0,63)
x =094 (0,94; 0,44)
cos x = 0,593
- (5,35; 0,45)
e Grafica:
2
1
T 3m
2 2
\/\/ \/n\/ ar
L
Pagina 323
1. ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen?
3x x? x4
a)y—x+1 l))y_x+1 c)y_.anc+1 d)y_x+1
. _ 1
Dy x+1
lim fQo) = lim f(x)=0 — Asintota horizontal: y =0 <— —
X — —oo X —> too
_ 3
by x+ 1 — |
3 —
lim fx)= Ilim f(x)=3 — Asintota horizontal: y =3
X > —oo X —> +oo
-
C)y=x—2=x—1 - — Asintota oblicua: y=x-1 <
x+1 x+1 4
/;/
4
_ X
Dy x+1
lim f(x) = +eo; [im AC) = too ‘ /‘
X = +oo Xx— 40 X -
Ramas parabdlicas
lim f(x)=—c0;  lim SO / ‘
X = —oo T x e X

Unidad 11. Representacién de funciones
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2. ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen?

2
x
Dy=3 b)y=VxZ+3 Ay=
dy=tgx e)y=xsenx
2
_X
a)y= e—x
lim f(x) =+e0;,  [im S —co, Rama parabolica.
X = —oo x— -0 X

lim f(x) = 0. Asintota horizontal: y =0

X —> +oo
by =Vx+3
(x
lim f(x) = +eo;  [im AN 0
X = —oo x— -0 X
Ramas parabdlicas
X
lim f(x) = +o0;  [im PAC 0
X —> +oo Xx— 4o X

Ay=x+ Vx
lim [(x) no existe, pues solo estd definida en [0, +oo).
X = —oo
)
lim f(x) =+,  [im J = Ilim (1+£)=1=m
X = +oo X = 40 X X — +oo X
Iim [fG)—x]= lim Vx = +eo
X = +oo X = +oo
dDy=1gx
No existen  lim f(x) ni [lim [f(x).
X — —oo X — +oo
e)y = xsenx
No existen  /fim f(x) ni  lim f(x).
X — —o X —> +oo
f) y=x—cosx
X _ o
lim [f(x)=—o0; [im DACY = lim X=X gy
X —> —oo X — —oo X X —> —oo X X — —oo
X _
lim f(x) = +eo;  [im S = lim XZEBX o existe
X —> +oo x— 4o X X —> +oo

1+ senx

x+Vx

Dy=x—-cosx

T no existe

Unidad 11. Representacién de funciones
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1. Representa:

a)y=x—|x=3[+|x+1|

x?%+3x
REAR Y
Ay=|x-5|x

a) Intervienen dos valores absolutos, |x+ 1| y |x — 3|, que cambian de signo en las
abscisas x =-1 y x = 3, respectivamente.

Por tanto:
x<-1, Jx+1]==x-1vy |[x=3==x+3 = py=x+x-3-x-1=x—-4
“1<x<3, |x+1]=x+1y |x=3=-x+3 = p=x+x-3+x+1=3x-2

x23 |x+1]=x+1y |x-3=x-3 = y=x-x+3+x+1=x+4

Representamos, pues, esta funcion:

X—4 siox<-—1
y=x—|x-3l+|x+1]=93x-2 si -1<x<3
X +4 si x2>3
Y .
O"/ "
x‘T" ¥,
e / 3,
- R X
0" /"
e
Ny
B

Unidad 11. Representacién de funciones
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b) El tnico valor absoluto que interviene es |x|. La abscisa en donde cambia de

signo x es 0. Por tanto:

<0, el = o>y
X x| =—x =—
’ VT T 1
Y| s
\ H 0+ B
\ W
N\ :
\\ :
N !
N\ K
X
>0, x| . x? + 3x
X2 x| =x =
’ Y x+1
Y /
' /
: /
H W4
:' ,/ Xt + 3x
; /=T
; /
:' 1
I' -
. ! X|
Representamos, pues, esta funcion: % 7
Z+3 //
X X
2 —— si x<0 S
X<+ 3x —x+1 N y
y=—= 2 N\, / Xt + 3
|.X'|+1 X7+ 3x ; A S =
P >0 +1
1 six2 NC )4 L
X N
\\
N 1
X

Unidad 11. Representacién de funciones
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©) El tnico valor absoluto que interviene es |x —5|. La abscisa donde cambia de sig-

no x -5 es 5. Por tanto, analizamos cémo queda la funcion a la izquierda y a la
derecha de 5:

xX<5 = |x=5==x+5 = y=(x+5x=-x2+5x
x>25 = |x=5/=x-5 - y=(x-5x=x?

5| {—x2+5x si x<5
y=lx—-5lx=

x2=5x si x5

- 5x

VY |
' |
: |
B |
\ |
W/ \!/
\/
] " X
I nely
I '- o " [N
I " ff,' HL
| o ".41
| :
| H

Unidad 11. Representacién de funciones
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Descripcion de una grafica
1 |Representa una funcion continua y derivable en R tal que:

lim f(x) =+, lim f(x)=—, f'(2)=0

X = +oo X —> —o0

f(2) =1, f'(x) 20 para cualquier x.

/

2 |De una funcioén y = f(x) tenemos esta informacion:

D=R -{1, 4} lim f(x)=+c; lim f(x)=—co
x> 1" x— 1"

lim f(x)=—co; lini;f(x) =+oo; lim f(x)=0

x4 X — oo

(si x > +oo, fi(x)>0; si x> —oo, f(x)<0)
S'2)=0, f()=-1; f'(-1D =0, f(-1)=-1

Represéntala.

34 Unidad 11. Representacién de funciones
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Dibuja la grafica de una funcién de la que se conocen las siguientes propie-
dades:

lim f(x)=—oco, lim f(x)=+c

X = —oo

f(x)=0si x=-2, x=0, x=3, x=4

SE2) =25 f(0)=0; f(B)=5; f(D=4

! 3

Describe las siguientes funciones indicando sus asintotas y ramas infinitas,
sus puntos singulares y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

a b
2 |
1 1 T a
\[/ |
| |
|
|
c d | L [
a4
\ 717
1 /
/1 12
4 [
/’4 [

a) e Asintotal horizontal: y = 2. Asintota vertical: x =0

lim fx) =2, [lim f(x)=2

X —> —o° X —> too

(si x = —oo, flx) <2; si x— +eo, [f(x)<2)

lim f(x)=—oc0; [im f(x)=—00

x— 0~ x— 0%

e f(x) no tiene puntos singulares.

e Decrece en (—eo, 0) y crece en (0, +oo).
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b) e Asintotal horizontal: y = -2. Asintota vertical: x = -2

lim fx)=-2, [lim flx)=-2

X = —oo X —> +oo

(si x = —oo, flx)>=2; si x > +oo, f(x)>=-2)

lim f(x) = +o00;  lim f(x) = —o

X — =27 x — 2"
e Puntos singulares: f7(0) = 0; f(0) = -1. Maximo en (0, -1)
e Creciente en (—oo, —2) U (=2, 0) y decreciente en (0, +eo).
¢) e Asintota horizontal si x — +eo: =0

lim  f(x) = 4o, lim [f(x) =0

X —oo X = oo

(si x — +eo, f(x) > 0)
e Puntos singulares:
Sf1(0) =0; f(0)=0. Minimo en (0, 0)
S1(2)=0; f(2)=1. Maximo en (2, 1)
e Decreciente en (—eo, 0) U (2, +e0) y creciente en (0, 2).
d) e Asintota vertical: x = 2

lim f(x) = +oo;  [lim [f(x) =—oo
x— 2” x— 2%

e Asintota oblicua: y = x
(si x— —oo, fX)>2; si x—> +oo, f(X) < X)
e No tiene puntos singulares.

e Creciente en (—oo, 2) U (2, +o0).

Funciones polinémicas

Estudia y representa las siguientes funciones:

4
a)y=ux3+3x2 b) y=x3-3x%2+5 c)y=%—%x2+10
4 _ .5
e ¢ y=x5—5x3 D y=(x-13-3x
)y =x3 + 3x?
e Ramas infinitas: -~ /
lim  f(x) = +eo;  lim f(x) = —oo
X — +oo X — —o°

e Puntos singulares:

S0 =3x2+ 6x; 3x2+6x=0 — x(Bx+6)=0 1

< x=0, fl0) =0 — (0, 0) es un minimo.
x=-2, f(-2)=-8+3-4=4 — (-2, 4) es un maximo.

Unidad 11. Representacién de funciones



e Representacion:

[
[
|

e Ramas

X = +oo

S0 =

s

b)y=x3-3x2+5

infinitas:

lim  f(x) = +eo;  lim  f(x) = —co

X = —oo

e Puntos singulares:

3x2—6x; 3x2-6x=0 = x(3x—-06)=0

x=0, f0) =5 — (0, 5) es un maximo.
x=2, f(2)=1 — (2, D es un minimo.

e Representacion:

s

/

T —

Ui

x4

4

lim

<

S0 =

c)y=——%x2+ 10

e Ramas infinitas:

S(x) = 4o, lim  f(x) = +oo

X — +oo X — —o°

e Puntos singulares:

4x3 9
4 2
x=0, f(0)=10 — Maximo en (0, 10).
x =3, f(3) =-41/4 — Minimo en (3, —41/4).
x =-3, [(-3) =-41/4 — Minimo en (3, —41/4).

Unidad 11. Representacién de funciones
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v

—— = 2x=x7-9x; &7 -9x=0 > x(x?-9)=0
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e Representacion:

=
D

—
I —_
+ B

Dy - 5xt — x° t

64

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = —oo; [lim f(x) = +oo
X —> +oo X — —oo l

e Puntos singulares:
1 1
/ - 3 _ 4y, 3 _ 4y =
S0 64(20x S5x%); 64(20.%' 5xH =0 —
x=0, f(0) =0 — Minimo en (0, 0).
320 -5x) =0 ’ ’
> %0 -5 =0 < " 4, f(4) =4 — Miximo en (4, 4).

e Representacion:

‘ e
\

e)y=x>—5x3 A T
e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +e0;  lim  f(x) = —oco

X — +oo X = —oo

e Puntos singulares:

S0 = 5x% —15x% 5x* - 15x% =0 — Sx*x?-3)=0 l
x=0 = f(0)=0

x=V3 5 f(3) =13 - 533 = 3 - 15V3 = V3

x=3 = f(3) = 35+ 5733 = 9V3 + 15V3 = 6V3

Unidad 11. Representacién de funciones
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Tiene un maximo en (—\/5, 6\/5), un minimo en (\/3, —6\/5) y un punto de
inflexion en (0, 0).

e Representacion:

110

L1\

fHy=@-13%-3 | T

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +eo;  lim f(x) = —oo
X — +oo X —> —oo

e Puntos singulares: l
S0 =3 -1?*=3; 3x-1D*-3=0 —

x=0, f(0)=-1 — Maximo en (0, -1)
-1 2 _ 1 ) )
- -1 < x=2, f(2)=-5 — Minimo en (2, -5)

e Representacion:

¢
R
3

6 |Estudia las ramas infinitas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones.
Represéntalas graficamente:

a)y=3+2-x)> b) y=2-(x-3)*
Qy=(x+1°-5 Dy=3-1-x)
Dy=3+Q2-xP {
lim f(x) = —oo
e Ramas infinitas < e
lim f(x) = +oo \
X — —o0
Unidad 11. Representacién de funciones 39
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e Puntos singulares:
S0 =32 -x?% B3Q2-x?=0 - x=2; f(2)=3

J'<0 JS'<0

Signo de [ \ 2 \

/ es decreciente en IR.

No tiene maximos ni minimos.
Puntos de inflexion:

S0 =62-x); 62-x)=0 - x=2; f(2)=3

_f”>0 f/l<0

— 7

El punto (2, 3) es un punto de inflexién con tangente horizontal

(") =0y [ =0.

e Grafica:

Signo de f™: 5

i

.

\L\
[V
W‘;\}YL X

b)y=2-(x-3)!

(SN

lim f(x) = —eo

e Ramas infinitas < T
lim f(x) = —oo

X —> —oo

e Puntos singulares:
S0 = —4(x = 3)% —4(x-3)3=0 - x=3; f(3)=2

f/>o j‘/<o

Signo de f: / 3 \

[ es creciente en (—eo, 3) y decreciente en (3, +o0).

Tiene un maximo en (3, 2).
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Puntos de inflexion:

S0 =—12(x - 3% —12(x—3)*=0 — x=3; f(3) =2
J'<0 f'<0

No tiene puntos de inflexion.

Signo de f™:

e Grafica:
Y
1M
2| X
Ay=k+1°-5
lim f(x) = +eo N\ /
e X = +oo
e Ramas infinitas <
lim f(x) = +oo
e )

e Puntos singulares:

S0 =6(x+1); 6(x+1P=0 = x=-1; f(-1)=-5

f‘/< 0 f‘r> 0

Signo de [ \ 1 /

Decreciente en (-, —1). Creciente en (-1, +o0).

Minimo en (=1, =5).
Puntos de inflexion:

S0 =30(x + DY 30+ D=0 - x=-1; f-1)=-5

f/r> 0 f//> 0

Signo de f" 1

N 4

No tiene puntos de inflexion.
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e Grafica:

-1 X
dDy=3-(1-x73
lim f(x) = +oo 7
e Ramas infinitas < v
lim f(x) = —oo
x = —oo

e Puntos singulares:
S0 =31-x0% 31-x°=0 - x=1; f(1)=3

f/>0 f/>0

Signo de [ / 1 /

f es creciente en IR.

No tiene maximos ni minimos.
Puntos de inflexion:
S0 =-6(1-x); -6(1-x)=0 —> x=1;, flD=3

fH< 0 f//> 0
1

7 NN

(1, 3) es un punto de inflexion con tangente horizontal, puesto que f’(1) = 0.

Signo de f™:

e Grafica:

T——

(O]

Unidad 11. Representacién de funciones
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Funciones racionales

En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la
curva respecto de estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

-1
VY1 P y=7a R e
x2-1 xZ-x+1
Dy = RERETY Dy=rvaa
1
a)y =
Y x2-1
e Dominio: R —{-1, 1}
e Asintotas:
lim fx)=0; Iim f(x)=0
X — —oo X —> +oo

y =0 es asintota horizontal.
(si x = —oo, f(x)>0; si x— +oo, f(x)>0)
lim  [(x) = +oo |

x—-1"
lim  [(x) = —oo

x——-1*

lim f(x) =—o

x— 1"

lim f(x) = +eo

x— 1%

e Grafica:

= -1 es asintota vertical.

x =1 es asintota vertical.

-1
b =
)y x2+1

e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) = 0;

X —> —oo

lim f(x)=0

X = +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)<0)

Unidad 11. Representacién de funciones
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D

Qy=

e Grafica:

-1

X
x%-1

e Dominio: R —{-1, 1}
e Asintotas:

lim f(x)=0; Iim f(x)=0

X —oo X —> +oo
(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oeo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim  f(x)=—oo |
x—>-1" 4 .
) = -1 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— —1* ]
lim [(x) = —oo
x— 1" B .
i x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 1" ]
e Grifica:
—1 N
N 1
ES NN |
X X

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

lim [(x) = +eo
x— 07

lim f(x) = —oo

x— 0F

x =0 es asintota vertical.
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y =x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) >x; si X —> +oo, f(x) <x)

e Grafica:
4
//
71
14
A0 ]
//'
PZARAN IRRREE

X
1+ x2

ey =

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f)=0; lim f(x)=0

X — —oo X — +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

e Grafica:

—

2 _ +1
£ p=X=x* 1
"4 xr+x+1

e Dominio:

-1+V1-4

2

xX*+x+1=0 > x=

D=R
e Asintotas:

lim fGo=1;, Lim fx)=1

X = —oo X —> 4o

(si x = —oo, f)>1; si x> +oo, f(x)<1)

y =1 es asintota horizontal.

Unidad 11. Representacién de funciones

— No tiene solucion.
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e Grafica:

Representa estas funciones estudiando previamente su dominio, asintotas,
posicion y extremos relativos:

8 2x x3 x2-_2x+2
a)y—2x+; b)y—m C)y—m d)‘y—f1

8
Ay =2x+=>
a)y=2x .

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

lim [f(x) = —eo
x— 07 y .
x =0 es asintota vertical.

lim [f(x) = +oo
x— 0*

y = 2x es asintota oblicua.
(si x = —oo, f(x) <2x; si x — +oo, f(x)> 2x)
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
fix) =2 - 8
52

y _ 2.%'2—8_ 2 _ =2
f(x)_o 4 T—O - X—4<x=2

Signo de la derivada:
S>0 S'<0 S'<0 />0
/ -2 \ 0 \ 2 /

S(x) es creciente en (—oo, —2) U (2, +o0).

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (-2, -8).

tiene un minimo en (2, 8).

Unidad 11. Representacién de funciones



Unidad 11. Representacién de funciones

UNIDAD |11
e Grifica:
2x
by=—2%
(x+ 12
e Dominio: R —{-1}
e Asintotas:
lim fx)=0;, Iim fx)=0
X — —oo X — +oo
(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)
y =0 es asintota horizontal.
lim f(x) = —oo
x— -1
x = -1 es asintota vertical.
lim [f(x) = —oo
x— -1*
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
Pl = 2 D220 20+ D) | (o DR+ 2-dn) | =2+ 2
‘ (x + D* (x + D (c+ 1?3

=0 — 2x+2=0 — x=1

Signo de f"(x):

/<0 [0 ['<0
\—1/1\

S(x) es decreciente en (—eo, —1) U (1, +o0).

es creciente en (-1, 1).

. L. 1
tiene un maximo en (1, 5

a7
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e Grafica:

3
X7 ey 4x

x2—4 X2 — 4

« Dominio: R — {-2, 2}

oy=

e Asintotas:

lim f(x) = —oo]
x = =27 . .
X =—2 es asintota vertical.
lim [(x) = +eo
x— 2" )
lim f(x) = —co ]
X — 27 P .
X = 2 es asintota vertical.
lim [(x) = +oeo
x— 2"

Yy =x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) <x; si X —> +oo, f(x) > x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

) = 322 —4) —x3 - 2x _ Bt —12x% -

2xt _ xt - 12x% | x2(x?-12)

(% — 4)? (% — 4)?

(-2 (x? - 4)?

x=0
S=0 — xz(x2—12)=0< - V12

x=v12

Signo de f"(x):

/>0 <0 <0 <0 <0 />0

P e N N N U
f(x) es creciente en (—oo, —V12) U (V12 +o0).

es decreciente en (—V12, -2) U (=2, 2)
tiene un Maximo en (—\/ 12 —3\/3).

tiene un minimo en (V12 5\/3)

U (2, V12).

Unidad 11. Representacién de funciones



UNIDAD 11
e Grafica:
| T
| I\_/
1 1
| | 1
1 1 ,'
1 1 ’
i 7
T 17
2r )
] s |
1 /’ 1
| 1 12 4
I, 1
A )
,’I 1
’ 1 1
,’ T T
’ 1 1
‘/ 1 1
1 1
1 |
/'\I |
2_2x+2 1
dy=2= X =x-1+

e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim [(x) = —oo
x—= 1" . )
x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 1"

y=x-1 es asintota oblicua.

(si x> —oo, f) <x—1; si x> +oo, f(x)>x—1)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 (x-1%-1 _ x*r-2x+1-1
i =1— - = =
A A e - 1)
_oxt-2x _ x(x-2)
(x - D? (x—1D?

x=0
S@=0 = xe-2=0<_ _,

Signo de f"(x):

/>0 ['<0 I'<0 [0
/ 0 \ 1 \ 2 /

f(x) es creciente en (—oo, 0) U (2, +o0).

es decreciente en (0, 1) U (1, 2).

tiene un maximo en (0, —-2).

tiene un minimo en (2, 2).

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

Funciones “a trozos”

Representa esta funcion:

—x2-_2x+2 si x<0
x2-2x+2 six=0

ﬂx)={

Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos
relativos. ¢Tiene algin punto de inflexion?
—x%2-2x+2 si x<0

x%2-2x+2 si x=20

S0 = {
e Si x <0, esuna parabola abierta hacia abajo:

Vértice: f/(x) =-2x-2; -2x-2=0 = x=-1, f(-1) =3

2+V4+8

Cortes con el eje X: —x2—-2x+2=0 = x?+2x-2=0 > x=-

2
< x = 0,73 (no vale por ser 0,73 > 0)
x=-2,73
e Si x>0, esuna paribola abierta hacia arriba:
Vértice: f'(x) =2x-2; 2x-2=0 — x=1, flDH =1
. 2 2+V4-8 . .
Cortes con el gje X: x“—2x+2=0 — x=——7—— — No tiene solucion.

2
No corta al eje X.

Corte coneleje Y: 0-2-0+2=2 — (0, 2)

e Crecimiento y decrecimiento:
—2x -2 si x<0

2x — 2 si x>0

J'Co = {

/(0 = =2 = /(0" Es derivable en x = 0.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Signo de f'(x):
>0 f'<0 ['<0 >0

/‘1\0\1/

Crece en (oo, —1) U (1, +o0).

Decrece en (-1, 1).

Tiene un maximo en (-1, 3) y un minimo en (1, 1).

e Puntos de inflexion:

-2 si x<0
2 si x>0

S0 = {

70 £ f"(0"). No existe f7(0).
Signo de f"(x):

_f”<0 Af//>0

D NN

La funcion es convexa en (—eo, 0) y concava en (0, +eo).

0

En (0, 2) tiene un punto de inflexion.

e Representacion:

Pagina 332

10

Representa la siguiente funcion:
3 .
x°-3x+1si x<0
S(x) = 2 .
(x-1) si x>0
Estudia sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento, sus extremos re-
lativos y su curvatura.

x3-3x+1 si x<0
fiao) = e
(x-1 si x=20
Unidad 11. Representacién de funciones 51
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e Continuidad:

Si x#0, [ es continua por estar definida por polinomios.

Si x=0:

lim x3-3x+1=1
x— 0"

lim (x-17%=1 Como [lim f(x) =1=f(0), f es continua en x = 0.
x—0" x—=0

SO =0-1?=1
e Crecimiento y decrecimiento:
2 _ o 0 "0 = —
Fi0 = 3x* -3 sTx< S0 =-3
2 -1 si x>0 | f/(0Y)=-2
Como f'(00) #£"(0%), f no es derivable en x = 0.

e Puntos singulares:

x =1 (no vale porque tiene que ser x < 0)

2_2 =
5x7=3 0<x=-1,f(—1)=5

2-D=0 — x=1, AD=0

S =0

f‘/>0 f‘/<0 f/<0 f/>0
Signo de f: /71 \ 0 \ 1 /

Crece en (-, —1) U (1, +). Decrece en (-1, 1).

Maximo en (-1, 3). Minimo en (1, 0).

e Curvatura:

6x si x<0 "07) =0
S0 = { . } ! }
2 si x>0 | f"(0") =2
70 #££(0%). Por tanto, no existe f7(0).
f//< O f//> O
Signo de [ 0

N\

Hay un punto de inflexion en (0, 1.

—/

Y

At

-1 1 X

Unidad 11. Representacién de funciones
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PARA RESOLVER

11 |Representa las siguientes funciones, estudiando:
— Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

— Crecimiento y extremos relativos.

) =4.3.:—12 b) y= x ) =(x—l)(.anc—3)
PV = (x-22 V= x—2)? o x—2
x2 x2+4 x2
d)y_9—x2 ) y= x f)y_w
2x3 xt ) x3
g)y—x2+1 h)y_x2—4 1)y_x+2
. (x—2)2
Dy=—""3
4 — 12
ayy= x=12
I w22

e Dominio: R — {2}
e Asintotas:

lim f0)=0; Iim f(x)=0

X = —oo X = oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim [(x)=—oo
X — 27 B .
X = 2 es asintota vertical.
lim [f(x) = —oo
x— 2"

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

4c =22 - (4 —12) - 2(x—2) _ 4(x—2)—204x—12) _

"(x) =
N (x —2)4 (x-2)3
_ 4x-8-8x+24 _ —4x+16
(x-2)3 (x-2)3

=0 - —-4x+16=0 — x=4
Signo de f"(x):
f<0 S>0 S'<0
\ -2 / 2 \

J(x) es decreciente en (—oo, 2) U (4, +o0).

es creciente en (2, 4).

tiene un maximo en (4, 1).
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b)y=

e Grafica:

—

=_ X
(x —2)?
e Dominio: R — {2}
e Asintotas:
lim foO=0; lim f(x)=0

X — —oo X — +oo
(si x = =0, f(0) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim [(x) = +eo

x— 27 p .
x =2 es asintota vertical.

lim  [(x) = +o

x— 27
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
2 _ 5 » _2_ e —
f,(x)=(x 2 —x i(x 2) _ x-2-2x _ —x-2
(x—2) (x—2)3 (x—2)3
f=0 - —x-2=0 — x=-2
/<0 S'>0 JS'<0

Signo de f"(x): > y
~_ _ ~

f(x) es decreciente en (—oo, —2) U (2, +e0).
es creciente en (=2, 2).
. L. -1
tiene un minimo en (—2, ?)

e Grafica:

4

Unidad 11. Representacién de funciones



(x-Dw=-3) _ x*—4x+3 R N S

VY= %— 2 x_2

e Dominio: R — {2}

e Asintotas:

lim  f(x) = 4o
X — 27 . .
x = 2 es asintota vertical.
lim [f(x)=—co
x— 27

y=x—2 es asintota oblicua.
(si x = —oo, f(x)>x—2; s x> +oo, f(x)<x—2)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1
) =1+ —+
J1(x0) + Y

JSx)=0 — (x-2)2+1=0 — no tiene solucion
JS(x) no tiene extremos relativos.
S0 >0 paratodo x — [f(x) es creciente en todo su dominio.

e Grafica:

dy=-=X
S

e Dominio: R —{-3, 3}

e Asintotas:

lim [ =-1, Iim [f()=-1

X —> —oo X = +oo

(si x = —eo, f(x) <—1; si x> +oo, flx)<-1)

= -1 es asintota horizontal.

lim [(x)=—oco ]
X —> =37

lim  f(x) = +oo
x — —3*

lim [(x) = +oo

x— 3

lim f(x) = —oo

x— 3"

= -3 es asintota vertical.

X =3 es asintota vertical.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2x(9 —xH) —x? - (2x0) _ 18x—2x3 +2x3 _ 18x

S0 = 0 —x2)?

=0 — 18x=0 — x=0
Signo de f"(x):
/<0 /<0 >0

(9 —x?)?

(9 —x2)2

S'>0

\-3\0/

J(x) es decreciente en (—eo, —3) U (=3, 0).

es creciente en (0, 3) U (3, +o0).
tiene un minimo en (0, 0).

e Grafica:

2
y==X +4=x+§

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:

3

/'

lim  f(x) = —eo
x—= 0 . .
x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +eo
x— 0*

¥y =x es asintota oblicua.

(51 x = —eo, f(x) <x; si x— +oo, f(x)>x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

4

X2

S =1-

Signo de f"(x):
S>>0 S<0 S<0

f>0

/—2\0\

2

/

Unidad 11. Representacién de funciones
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Sf(x) es creciente en (—eo, —2) U (2, +o0).
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (=2, —4).
tiene un minimo en (2, 4).
e Grafica:
o
L2
2
Hy=—2* _
(x - 3)?
e Dominio: R — (3}
e Asintotas:
lim fo=1;, lim f(x)=1
X — —oo X — +oo
(si x— —oo, f0)<1; si x—>+oo, f(x)>1)
y =1 es asintota horizontal.
lim  f(x) = +eo
x— 3 . .
x =3 es asintota vertical.
lim  f(x) = 4o
x— 3*
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
—2)2 _ y 2. _ _2) _ 942
00 = 2x(x —3)° —x . 2x-3) _ 2x(x—-3) . 2x° _
(x—-3) (x—-3)
_ 2x? - 6x - 2x* _  —o6x
(x—3)3 (x—3)3
=0 - -6x=0 — x=0
Signo de f"(x):
/<0 />0 /<0
\ 0 / 3 \
f(x0) es decreciente en (—o0, 0) U (3, +o0).
es creciente en (0, 3).
tiene un minimo en (0, 0).
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e Grafica:

|
\
i/
J
3
2x3 2x
)y = = 2x —
& x2+1 x2+1

e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

» = 2x es asintota oblicua.

(Si x = —oo, f(x) >2x; si Xx — +oo, f(x) < 2x).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

6x%(x? + D = 2x3 - 2x _ 6x* + 6x? — 4xt | 20t + 6x?

J'@o =

(xz + 1)2

Signo de f"(x):

fx)=0 — 2x’(x*+3)=0 — x=0

f() >0 para todo x # 0.

J(x) es creciente en todo R.

e Grafica:
J
74
a
4
Wy= 2=

e Dominio: R —{-2, 2}

(xz + 1)2 (xz + DZ

Unidad 11. Representacién de funciones



UNIDAD 11
e Asintotas:
lim  f(x) = +oo ]
X = -2
= -2 es asintota vertical.
lim  f(x)=—oo
x— =2" )
lim f(x) = —co ]
x— 27
x =2 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— 2* ]
()
lim [(x) = +eo;  [im f— = —o
X = —oo X —> —o0 X Z1:
0 Ramas parabdlicas
lim [(x) = +e0;  [im “— =+
X —> 4o X = 40 X
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
00 = 4o3(x® = 4) —x* - 20 _ 4x0 — 16x3 — 200 _ 20 — 16x3 _
(x? = 4)? (x? - 4)? (x2 - 4)?
_2x33(x? - 8)
(x? - 4)?
x=0
f0=0 — 2x3x*-8)=0 < x=-\8
x =18
Signo de f"(x):
<0 />0 />0 /<0 f'<0 f>0

~. B _7 7 7

tiene un maximo en (0, 0).

e Grafica:

30
20

10

Unidad 11. Representacién de funciones

2 N B _

(0 es decreciente en (oo, —\/g) U (0,2) U (2, \/§)
es creciente en (—\8, —2) U (=2, 0) U (V8 +e0).

tiene un minimo en (=V8, 16) y otro en (8, 16).

59



3
X+ 2

Dy=
e Dominio: R — {-2}

e Asintotas:

lim  f(x) = +oo

X — =27
= -2 es asintota vertical.

lim  f(x) = —oo

x— =27
(€9)

lim  f(x) = +eo;  lim S —oo

X = —oo X — —oo
Ramas parabolicas

P A &9)

lim [f(x)=+4oo; [im “—— =
X = +oo x> 40 X

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

Ax2(x +2) —xd B3+ 6x2—x3 _ 2x3 + 6x2

S0 = - -

(x + 2)? (x + 2)? (x + 2)?
S0 - 2P0 " "
x=-3
Signo de f"(x):
<0 />0 f>0 >0

\ -3 / -2 / 0 /
J(0) es decreciente en (—eco, —3).
es creciente en (=3, —=2) U (=2, +o0).
tiene un minimo en (=3, 27).

tiene un punto de inflexion en (0, 0).

e Grafica:
1
30
129
28
27
T
"4
3
2
!
1
4 2| 123

1

1

)

1
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e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim f(x) = —oo
x— 17 .
x =1 es asintota vertical.
lim [(x) = +oo
x— 1"

y=Xx-3 es asintota oblicua.

(Si x> =00, f(Xx) <x—3; si x— +oo, fx)>x—3).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 (x-—D?-1 _ x*-2x
a =1- = =
(o 1 P B SO
x=0
S@=0 = xx-2=0<_ _,
Signo de f"(x):
>0 <0 f'<0 f>0
/ 0 \ 1 \ 2 /

Sf(x) es creciente en (—eo, 0) U (2, +eo).

es decreciente en (0, 1) U (1, 2).
tiene un maximo en (0, —4).

tiene un minimo en (2, 0).

e Grafica:

_\ ¥

!

s12 |a) Halla las asintotas de la grifica de la funcion definida para x > 0 por

1+ x2

S =

Unidad 11. Representacién de funciones
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s13

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus
maximos y minimos locales y globales, si los hay.

c) Esboza la grafica de f.

a) lim f(x) =+ — x=0 es asintota vertical.
x— 0F

flo) =x+ LN y =X es asintota oblicua.
X

(Si x — oo, f(x) > x).

2
b =1- L -1
X X

x=-1 (no vale)

S =0 — x2—1=0<
(x =-1 no vale, pues f(x) estd definida solamente para x > 0).
Signo de f"(x):
/<0 S>>0
0 \ 1 /

Jf(x) es decreciente en (0, 1).

x=1

es creciente en (1, +co).
tiene un minimo (local y globaD) en (1, 2).
no tiene un Maximo.

<)

Dada la funcion f(x) = , se pide:

x+1
VaZ+1
a) Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

b) Miaximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

c) Dibuja la grafica de f.
a) » Dominio: R (porque x?+1>0 paratodo x).
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales porque el denominador no se anula para ningin

valor de x.

Unidad 11. Representacién de funciones
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Asintotas horizontales:

x+1 -x+1

im ——= liIm ——=-1
x— - Vx2+1 x— o V2 + 1

B x+1

lim ——-=1

x>+ \Yx2 +1

= -1 es asintota horizontal cuando x — —co ( f(x) > -1).

y =1 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 1).

Vel 1) — e

N 241 —x2— 1-—
b) /1) = 2Nx*+1 _ x°+ XT—x X

D Ve R ey
=0 - 1-x=0 — x=1
Signo de f"(x):

J>0 f'<0
/1\

f(x) es creciente en (—eo, 1).

es decreciente en (1, +co).

tiene un maximo en (1, V2 ).

9] 1]
B \
T T
——
__________ %“i_eL_
__.__z ________
E=
| i
T

s14 |Representa graficamente la funcion:
p(x) = x*+ (4/3)x3 + 2x2 -2

¢Cuantas raices reales tiene este polinomio p (x)?
VRN 2
P =x +gx +2x° -2
e im px)=+eo;  lim p(x) = +oo
X — —oo X — too

o p'0) = 4x3 + 4x? + dx = dx(x? + x+ 1)

p'x=0 — x=0 — Hayun punto singular en (0, -2).

Unidad 11. Representacién de funciones




e p(x) =12x%+ 8x + 4 =40Bx>+2x+ 1)

2 +V4-12

p'x)=0 - x=—"———" — no tiene solucién.

6

Pp(x) no tiene puntos de inflexion.

e Grafica:

Y

e f(x) tiene dos raices reales.

s15 |Dadas las siguientes funciones, halla sus asintotas, estudia el crecimiento y
la existencia de maximos y minimos. Dibuja su grafica:

e¥ x3
Vy=23 DYz
= _— = 2_ —_ -
oy x+(x_1)2 dDy=Vx*—4 —x-2
X
) y=—2
Y 2_3

e Dominio: R — {—V3, V3}

e Asintotas:

lim _ f(x) = +oo ]
oo ) x=-\3 es asintota vertical.

lim  f(x) = —eo
x — 3+ ]

lim_ [(x) = —oo
X —> \/57

; x =3 es asintota vertical.

lim_ f(x) = +oo
x— \3*

X

lim 29 =0 — yp=0 esasintota horizontal cuando x — —e

X — —o0 X° =13 (f(x)>0)
X

lim [f(x) = +oo;  [im & = +c0 — Rama parabdlica

X — +o0 x— 40 X

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Crecimiento, maximos y minimos:

o _ €XP—3) —e¥ - 2x _ e¥(x?-2x-3)
o o2 - 3)? =3

2+N4+ 12 _2+4

2 2

JS)=0 - x*-2x-3=0 — «x-=

< x=3, f(3)=¢/6
=-1, /(1) =-1/2¢e
Signo de f"(x):

f/>0 f/>0 f/<0 f/<0 f/>o
/ 3 / -1 \ \3 \ 3 /
() es creciente en (—eo, —V3) U (=3, —1) U (3, +e0).

es decreciente en (-1, V3) U (¥3, 3).

— 3
tiene un maximo en (—1, —1) Tiene un minimo en (3, %)
2e

e Grafica:
INEE |
i 1 ‘4(
A
' NN
IERKAEEN
_2: N :iﬁ \ i
[:|,\\: 47
’ 1 A/4)x
b)p= X = 2y /DX
Y 4x% + 1 4 4% + 1

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

Y= ix es asintota oblicua.

4

(Si x = —oo, flx)> %x; si x — oo, flx) < %x)

e Crecimiento, maximos y minimos:

) = 3x%(4x? + D —x3 - 8 _ 12x* + 3x% — 8xt | dat + 32
(4o + 12 (4o + 12 (4o + 12

S0 =0 — x?Ux*+3)=0 = x=0 — (0,0

F0)>0 si x#0 — f(x) es creciente (tiene un punto de inflexion en (0, 0)).

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

/4
I//
///
2/
57
‘S
9/
pa
/-
S
S
pa
4
C) y =X =+ L
(x— 1?2

e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim [(x) = +oo0
x— 1" . .
x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 1"

y =x es asintota oblicua.

(Si x = =00, f(xx) >x; si x—> +oo, [f(x) > x).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

8§ _ (x-13-38
(x - 13 (x—1)3
Sx)=0 - x-1¥=8 - x-1=2 — x=3

Signo de f"(x):
/>0 /<0 >0
/ 1 \ 3 /

f(x) es creciente en (—oo, 1) U (3, +e0).

So=1-

es decreciente en (1, 3).

tiene un minimo en (3, 4).

e Grafica:

Unidad 11. Representacién de funciones



dy=Vx?-4 —x-2

e Dominio: (—oo, —2] U [2, +o0)
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

Iim f) = lim [Na?—4 +x—2] = +eo

X —> —oo X —> +oo
0 2 _ 44 x—
m= g LD o g, NXP-dtx-2 2
x—> -0 X X —> +oo —X -1

n= lim [fQ)+2x]= lim [Nx*—4 +x-2-2x]=

X — —oo X —> +oo

= Jim (Nx?—4 —x=2]= Iim [Nx?-—4 —(x+2)] =

X = oo X = +oo

[Vx? — 4 — (x + 2] [Nx?2 — 4 + (x + 2)]

= Iim =
X = +oo (Va2 — 4 + (x + 2)]
X% —4—(x+ 2)? 3 x2—4—x*—4dx—4
= [lim = [lim =
x> too NX2—4 +x+2 x> teo  NXEP—4+x+2
—4x -8 —4

lim ———2—2 =2 =

x> oo V2 — 4+ x + 2 2

y =-2x—2 es asintota oblicua cuando x — —eo.

(f(x) <=2x-2)
lim f(x)= lim [Nx*-4 —x—-2]=-2
X — too X —> too
y =—2 es asintota horizontal.
(f(0) <-2)

e Crecimiento, maximos y minimos:

2x l_x—Vx2—4

2Vx2 — 4 - Va2 — 4

J'@o =

JS(x) no es derivable en x=-2 nien x=2.
=0 - x-Vx?-4=0 - x=Vx’-4 - x=x2-4 —
— no tiene soluciéon — no hay puntos singulares
Signo de f"(x0):
/<0 no existe >0
~— 2

f(x) es decreciente en (—oo, —2) vy es creciente en (2, +o0).

Unidad 11. Representacién de funciones
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16

Estudia los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguien-
tes funciones y represéntalas graficamente:

eX_ex eX + e X
a)y=T b)y=T c)y=senx+cosx para 0 < x<2n
X — o™X
a)y= — = senh x. Esta funcion se denomina seno hiperbdlico de x.

, _ eX + X
S0 —

=0 — e*+e*=0 — no tiene solucion —
— no hay maximos ni minimos

S0 >0 paratodo x — [f(x) es creciente
X —X
o fr(x) = ¢
4 2

Lo 5 e»o1=0 >

ffx) =0 — e*—e*=0 — e¥-
- e¥=1 - 2x=0 = x=0 — y=0

Signo de f"(x0):

f”< 0 f//> 0
/_\ 0 U Hay un punto de inflexién en (0, 0).
e Grafica:
2
2

Unidad 11. Representacién de funciones
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X+ e L . . A1
by = € 7€ - coshx. Estafuncion se denomina coseno hiperbdlico de x.
2

X —X
o fll)=%—¢"
S 2
=0 - e'—e¥=0 - x=0 - y=1

Signo de f"(x):

S<0 S>>0

\ 1 /'

Hay un minimo en (0, D).

X + —X
o frx) =L ¢
2
S"(x) =0 — no tiene solucion — no hay puntos de inflexion

e Grafica:

O y=senx+cosx para 0<x <21
e f1(x) = cos x —sen x

X =

=0 — cosx=senx — tgx=1<

,4;‘\5“ %|?—I

X =
Signo de f"(x):
>0 f<0 />0

e N

Hay un maximo en (%, \E) y un minimo en (STR, —\/E)

o [(x) =—sen x— cos x

31
N
S0 =0 — senx=-cosx — tgx=—1< .
T
YT
Unidad 11. Representacién de funciones 59
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17

Signo de f"(x0):

fH< 0 fl/> 0 f‘//< O
0 /\ 3n m 21
4 U 4
Hay un punto de inflexion en (3%, 0], y otro en 7—n, 0).
e Grafica:
1 7
31N /1n|2n
T\ /T
N

Estudia el dominio de definicion, las asintotas y los extremos de cada una
de las siguientes funciones y, con esa informacion, trata de encontrar su
grafica entre las siguientes:

an\ (Y4 l\ :\\ |
a)y= , SN\
sen x — \ /1 '
b)y=xe* _ T n ;Zn
T |} AN 2] | ;
x _ /AL i
Qy=seny N EE
=3 1% N
dy=Ux N .
SN T
ey=Va?+1 NI 4 /TN
\\ ,’/ . i %—
)y = sen? x i ’
(%) (o)
\/ N\
’ /
™
A n 2i~L_3m T

senx=0 — x=0+Tmk ke Z

D=R -{nkl, ke Z

Unidad 11. Representacién de funciones



e Asintotas:
x =Tk, ke Z son asintotas verticales.

No hay mds asintotas.

e Extremos:

(x) = ZCOSX
S sen? x

x=Tm/2+ 2mk
f1o=0 — cosx=0<x=5n/2+2nk } (ke 2)

Signo de f"(x) en (0, 2m):
S<0 S>0 S>0 <0
0 3 2
~ % = TR ~ =
JS(x) es periddica de periodo 2.

JS(x) es decreciente en (O, %) U (5775, Zn).

es creciente en (%, TC) @] (n, %t

tiene un minimo en (%, 1).

tiene un maximo en (3775, —1).

e Grafica — @

b)y = xe®

e Dominio: R

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
-1

P ; P . _ o —x _
lim fo)= Ilim —-xe*= [im ——= [lim — =
X —> —oo X = +oo x> 40 ¥ x> 4o ¥

» =0 es asintota horizontal cuando x — —oo (f(x) < 0).

Y
lim [f(x) = +eo;,  [lim S +o0  — Rama parabdlica
X = +oo X —> 4o0 X

e Extremos:
S0 =e¥ + xe*=e¥(1 + x)

=0 - 1+x=0 — x=-1

Unidad 11. Representacién de funciones
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Signo de f"(x0):

S'<0 S>>0
\ —-1 /

S(x) es decreciente en (—oo, —1).

es creciente en (=1, +o0).
. L. -1
tiene un minimo en |-1, —|.
e
e Grafica — @

C) Y = sen X
Y 2

e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
e Extremos:
1 X
"(x) = — cos =
S = 1 cos 2

=0 — cos%=0 — %=%+n/e - Xx=7+2nk

J(x) es periodica de periodo 4.

Signo de f"(x):
f>0 S'<0 f'>0

0 / T \ 37:/475

f(x) es creciente en (0, ©) U (3m, 410).

es decreciente en (m, 3m).
tiene un maximo en (7, 1).

tiene un minimo en (3w, —1).

e Grafica — @

dy=Vx
e Dominio: R

e Asintotas: No tiene.

im fo0 = —eor i L2 <0
X — —oo X — —o0 X 21
Ramas parabdlicas
_ W
lim f(x) = +eo;  [im —— =0

X — +oo X — too

Unidad 11. Representacién de funciones
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o Extremos:

[l = % — f(x) no es derivable en x = 0.

33x2

/() >0 para todo x # 0.
JS(x) es creciente.

e Grafica — @
e)y=\Nx?+1

e Dominio: IR
e Simetria:

S0 =f(x) — f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +oo
X —> +oo
o f _oNx?+1
lim ——= Ilim ———=1
X — 40 X X — 40 X

N _ N
lim [foo-xl= tim [Nx*+1-x]= Im (r? 1 — ) (Ve +1+x)=
X —> +oo X —> +oo X = +oo Vx2 + 1+ x

X2+ 1 —x? 1

= lim ——— = lim ——=0
x40 N2 +1 +x x—> 4o Y2 +1 + x

¥ =x es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) > x).

Por simetria:

y =—x es asintota oblicua cuando x — —eco (f(x) > —x).

o Extremos:

2x _ X
2Vx2+1 Va2 +1
=0 — x=0

Signo de f"(x):
/<0 />0
~ " _“—

f(x) es decreciente en (—eo, 0).

J'@o =

es creciente en (0, +co).
tiene un minimo en (0, 1).

e Grafica — @

Unidad 11. Representacién de funciones




f) y=sen

2x

Dominio: R

e Asintotas: No tiene.

Extremos:

S0 = 2 sen x cos x = sen 2x

X)) =0 — sen2x=0 — 2x=0+nk — x=%k keZ
S 2

S(x) es periddica de periodo .

Signo de f"(x) en (0, m):

J>0

/<0

0 T
— 3

JS(x) es creciente en (O, %)
es decreciente en (%, n).

tiene un Mmaximo en (%, 1).

\ n

tiene un minimo en (0, 0) y otro en (w, 0).

e Grafica — @

Pagina 333

18

74

Representa las siguientes funciones:

a) y=—
o y=xlnx
e)y=e‘"2
g)y=%
ay=—r

n x
b)y_T
dy=(x-1e”~
y=x%e™

h)y=mh(x*-1)

Dominio: R (ya que e¥# 0 paratodo x).

Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim —‘f 162 =

lim f(x) = —oo;

X —> —o0

x— -0 X

— Rama parabdlica

Unidad 11. Representacién de funciones
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UNIDAD 11
_ _ X (D 1
lim flx)= lim —= lim — =0
X —> +oo X —> +oo € X —> oo €
y =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).
(1) Indeterminacién —. Aplicamos la regla de L'Hopital.
e Puntos singulares:
e¥—xe* e¥(1l-x 1-x
f,(x) = e2x = o2 = e¥
=0 — 1-x=0 — x=1
/>0 /<0
Signo de f7(x0):
/ 1 \
f(x) es creciente en (—oo, 1).
es decreciente en (1, +o0).
. . 1
tiene un maximo en |1, ;)
e Corta a los ejes en el punto (0, 0).
e Grafica:
T
——— ‘j» -+
T
[ 74‘» 2
N T
4‘7
-
_Inx
e Dominio: (0, +)
e Asintotas:
lim f(x) =—e — x=0 es asintota vertical.
x— 0
Inx 1/x
lim ——= Ilim ——=0 (1) Aplicamos la regla de L'HOpital.
x40 X X —> +oo

» =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

Representacién de funciones
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e Puntos singulares:

, A/x) - x—Inx 1-Inx
S0 = 2 ST 2

S0=0 — Ihx=1 - x=e

Signo de f"(x):

f>0 f'<0
0 / e \

JS(x) es creciente en (0, e).

es decreciente en (e, +o0).

1
tiene un maximo en |e, =
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica:
1 S
[ L\
2
ENEE
T 171
~ 1]
44
[ .|
Ady=xinx
e Dominio: (0, +)
e Asintotas:
I D 1
lim xInx= lim X im /x im —-x=0
x— 0" x>0 1/x x— ot —1/x x—0F

(1) Aplicamos la regla de L'HOpital.

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +o0;  lim f(—X)=

+eo — Rama parabolica
X = +oo x—+eo X
¢ Puntos singulares:
1
SO =mx+x - —=hx+1
x

1
S0 =0 = Imx=-1 — x=e’1=?

Unidad 11. Representacién de funciones
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Signo de f"(x0):
/<0 />0

0\%/

1
JS(x) es decreciente en |0, —).
e
es creciente en |—, +oof,
. . 1
tiene un minimo en [—, —|.
e’ e
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica:
1
1
N
48 ‘J
dDy=-De"
e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
B B B -x-1m® -1
Iim fx)= Ilim (—x—1De ™= Ilim ~——= lm —(=0
X —> —oo X —> 4oo X =+ € X — +oo €

(1) Aplicamos la regla de L'HOpital.

y =0 es asintota horizontal cuando x — —eo (f(x) < 0).

lim  f(x) = +o0;  [lim @=

m Jm = +c0o — Rama parabolica
e Puntos singulares:
) =e¥+(x-De¥=e*1+x-1 =xe*
S =0 = x=0
Signo de f"(x):
f'<0 f>0

~ 0 -

Unidad 11. Representacién de funciones




J(x) es decreciente en (—eo, 0).
es creciente en (0, +o0),
tiene un minimo en (0, —1).
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica:

~——

T

e)y= o

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim  flx)= lim flx)=0

X —> —oo X —> +oo

y =0 es asintota horizontal (f(x) >0 para todo x).
e Puntos singulares:
S0 = _2xe
SX)=0 = 2x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f>0 /<0
Y

J(x) es creciente en (—eo, 0).

es decreciente en (0, +o0).
tiene un minimo en (0, 1).

e Grafica:

Unidad 11. Representacién de funciones
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f) y= xz =X
e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

, _ () -
lim  f(x) = +o0;  lim [ _ —oco — Rama parabdlica
X —> —oo X — -0 X
2
_ _ X“ (1 _ 2x 2
lim  f(x) = +eo;  lim —x(=) lim —= lim —/ =0
X —> too X — too € X — +oo € X — +oo €

» =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

(1) Indeterminacion —. Aplicamos la regla de L'HOpital.

e Puntos singulares:
2

X
-
P - 2xeX — x2eX _ e 2x — x2) - 2x — x2
e~ e~ e’

, _ a2 L x=0
=0 - 2x-x*=0 - xQ2-x 0<x=2
Signo de f"(x):

f/<0 f/>0 f/<O

\ 0 / 2 \

f(x) es decreciente en (—oo, 0) U (2, +o0).

es creciente en (0, 2).

tiene un minimo en (0, 0).

4
tiene un maximo en |2, —2)
e

e Grafica:

Unidad 11. Representacién de funciones
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X3

Dy=-—7

In x

e Dominio:

Imx=0 — x=1. Ademais, ha de ser x> 0.

Dom = (0, 1) U (1, +o0)

Asintotas:

Iim  f(x) =0

x—0F

lim  f(x) = —eo
x— 1"
x =1 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo

x—= 1"
) ) )
lim  f(x) = +eo; [im *——=+co — Rama parabolica
X —> +oo x40 X

Puntos singulares:

32 nx—x3 (1/x) _ 3x? In x — x2 _ x2Blnx-1)
(In x)? (In x)> (In x)>

J'@o =

=0 1
fx)=0 — xz(Slnx_1)=0<x (no vale)

mx=1/3 — x=e/3
Signo de f"(x):

J'<0 J'<0 J'>0
0 \ 1 \ e’ /

f(x) es decreciente en (0, 1) U (1, e'/3).

es creciente en (el/3, +o0).

tiene un minimo en (e'/3, 3e).

e Grafica:

12

=
o BN D

05
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hy=mhkx?-1
e Dominio: (—oo, —1) U (1, +o0)
e Asintotas:

lim  f(x) =—o — x=-1 es asintota vertical.
x— -1

lim f(x)=—-c — x =1 es asintota vertical.

x— 1"
lim  f(x) = +eo;  lim 0 =0
X — —oo X = -0 X .
Ramas parabolicas
S

lim  f(x) = +eo; [lim
X — +oo X — +eo X

0

e Puntos singulares:

2x
x%-1

=0 — 2x=0 — x=0

J'@o =

No hay puntos singulares (x =0 no pertenece al dominio).
e Puntos de corte con el eje X:
2 - 2 s 2 - x=-N2
nhx--1D=0 - x-1=1 - x —2<
Puntos: (—\E, 0) vy (\E, 0)

e Grafica:

[

19 |Estudia y representa las siguientes funciones:

a)y-= V4= 2 b)y=Vx?-x
2
Ay=Vx?—4x+5 dy-= J:’
x -1
2 y=V4—x?

e Dominio: R

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = —c;  lim f;—X) =0
X — —oo X = e - Ramas parabdlicas
lim f(x) =—o0;  lim fo =0

X — +oo X —> +too
e Puntos singulares:

f1(x) = j—Z—x
N4 - x?)?

fx=0 - 2x=0 — x=0

— f(x) no es derivable en x=-2 nien x=2.

Signo de f"(x):
f/>0 f/>0 f/<0 f/<0

Pt W

JS(x) es creciente en (—oo, 0).

es decreciente en (0, +o0).

tiene un maximo en (0, N ).

e Cortaaleje X en (-2,0) yen (2,0).

e Grafica:
_ A
Vo 47‘
EEE J—;TL

BasEr

i S

b)y=Vx?-x

e Dominio: (—oo, 0] U [1, +o0)

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  [(x) = +oo
X — —oo
2
I f(x) - 1 X“ + X -
x— -0 X X He0 T

Unidad 11. Representacién de funciones
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lim [fo) +x]= lim [Nx?2+x —x]=

X = —oo X —> 4o

- [Vx? + x — o] [Vx? + x + x] _

X = +oo (\/x2+x+x)

o xP+x—x? X
= lim f———

= lim ———
X —> oo VX2 + X + X x> 4o VX2 + X+ X

1
2
- 1

=—x+ % es asintota oblicua cuando x — —oeo | f(x) < —x + E)

lim f(x) = +eo

X —> +oo
X 2 _
im L, IX-x
X —> 40 X X —> +oo X
lim [foo —xl= lim [Na?-x —x]=
X —> +oo X —> +oo

iim [Vx? — x — x] [Vx? — o + ] _

x> 4 (Va2 = x + x)

X% —x—x2 —x

4 -1
= lim = lim ———=—
X —> +oo V.X'Z—.X"".X' x—)+oo’\/m+x 2
y=x- % es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) <x- %)

e Puntos singulares:

2x—1

"(x) = ———
S 2Vx%2 - x

F0=0 = 2x-1=0 — x=%

No tiene puntos singulares (en x = % no estd definida f(x)).

Signo de f"(x0):

/<0 no existe />0
\ 0 1 /

JS(x) es decreciente en (—eo, 0].

es creciente en [1, +oo0).

e Pasa por (0,0) y (1, 0).

83



84

e Grafica:

N V4

) y=VNx?—4x+5

e Dominio:

4 +16 - 20

x2—4x+5 =0 — x=f —  no tiene solucion

f(x) >0 paratodo x.
D-R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +oo
X — —oo

o J _ Va2 + 4x + 5

lim ——= lim —————— =-1
x— —oo X X = +oo —-X

lim [fCo) +x]= Iim [Vx?+4x+5 -] =
X — —oo X —> too
- iim (Va? + 4+ 5 —x) (Va? + 4 + 5+ x)
X = +oo (\lx2+4x+5+x)

X2+ 4x+5 —x? 4x + 5

= [lim > = [lim =
x> oo NXZ+4X+5+X x> to VX2 + 4x+ 5+ x

-
2

Yy =-x+ 2 es asintota oblicua cuando x — —eco (f(x) > —x + 2).

lim  f(x) = +o0

X — +oo

A9 o NxZ—4x+5

lim Y——= Ilim —————— =1
X = +oo X X —> +oo X
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lim [fx)—x]l= lim [Nx?—dx+5 —x]=
X — +oo X —> too
- i (Va2 =4 + 5 —x) (N2 =4 + 5+ x)  _
X —> +oo (\ixz—4x+5+x)

p x% —dx + 5 — x? p —4x+5
= lim = lim 7
X 400 VX2 —4X+ 5+ X  xo o VX2 —4x+ 5+
I SN
2

Yy =x—2 es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) > x— 2).

e Puntos singulares:

2x — 4 x—2
fi(x) = =
2Vx? —4x+5  NaZ—4x+5

fSo=0 - x-2=0 — x=2

Signo de f"(x):
S<0 S>0
\ 2 /r

JS(x) es decreciente en (—oo, 2).

es creciente en (2, +eo).

tiene un minimo en (2, 1).

e Grafica:

Dy
Vo Va2 — 1

e Dominio: (—oo, —1) U (1, +o0)

e Simetrias: f(—x) = f(x) — [f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
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e Asintotas:

lim f(x) =+ — x=-1 esasintota vertical.
x = -1"

lim f(x) =+ — x =1 es asintota vertical.
x— 1"

lim  f(x) = +oo
X — —oo

lim m= lim —— = lim ——— =-1
x— -0 X x—o -0 Vx2 -1 x—> +eoVx2-1

X2
lim ) +x|= Ilim [—— ]=
X—>—°°[f ] x> +eol V2 — 1
x2—xVNx?-1

= lim ——————=
X — +oo xz_l

(2= x Va2 —1) (a2 + xVxZ —1) _

= [lim

x>t (Va2 —1) (a% + 2 Vx? —1)
p xt— %22 -1
- Iim -
x— +oo (V2 =1) (a2 + x Va2 —1)
b — ot 1 a2

) xlinioo (Va2 =1) (a2 + x Vx2 -1)

2

X

= Ilim =
x = oo X2NXZ -1+ x (2= 1)
X2

= [lim =0
X — +oo X2NX2 -1 + X3 —x

Yy =-x es asintota oblicua cuando x — —eo (f(x) > —x).

lim f(x) = +oo
X —> +oo
lim &= lim S

X — 40 X x—)+oc'\/‘x2_1

Como f(x) es par, larecta y=ux es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) > x).

e Puntos singulares:

20Va2 =1 — 52 - 2x

S0 = ﬁ= 2x(x? - 1) —x3 _ 253 — 2x — A3 i
(= eV RN T

x3 - 2x

V(x? - 13

Unidad 11. Representacién de funciones



UNIDAD |11
x=0 (no vale)
f0=0 = xx*-2)=0 x=-2
5 -2
Signo de f"(x)
/<0 />0 no existe no existe /<0 />0

~ -2 — B 0 ! ~ V2 —
f(x) es decreciente en (—eo, —\2) U (1, V2).

es creciente en (—\/E, —1) U (\/E, +c><>).

tiene un minimo en (—\E , 2) y otro en (\/E , 2)‘

e Grafica:

20 | Dibuja la grafica de las siguientes funciones:
a)y=x+|x+2|

b)y =2x—|x—3|

Qy=|x|+[x-3|

dDy=x|x-1|

)y =x+|x+2|

Como |x+2| =0 & x=-2, estudiamos f a la izquierda y a la derecha de
—2 para definirla por intervalos.

—x -2 X+ 2 -2 siox <=2

S = {2x+2 siox2-2
X X

/ 1 X
—2
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b)y = 2x — |x - 3|

Estudiamos la funcion para valores menores y mayores que 3.

X+ 3 x-3 {2x—(—x+3)=3x—3
Restamos:

- 3 - 2x—(x—-3)=x+3

3x—3 si x<3
S _{x+5 si x2>3
Y
6
Ry
T/
X

/

Ay = x| +|x -3

Como |x]|=0 en x=0 vy |[x-3] =0 en x =3, estudiamos f a la izquierda
y a la derecha de esos puntos.

-x | X | b X+ (=x+3)=-"2x+3
o 3 Sumamos: x+(=x+3)=3
~«+3 i —x+3 i x-3 x+ (x-3)=2x-3

—2x+3 s x<0
S =43 si 0<x<3
2x—=3 si x>3

N

[SY)

dy=x|x-1|
Estudiamos fa la derecha y a la izquierda de x = 1.

—x+1 x-1 x(=x+1=-x%+x

Multiplicamos: {

_ a2
X . x(x—-1)=x*-x

Unidad 11. Representacién de funciones
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UNIDAD 11
—x%+xsi x<1
o) =
/ x?—x si x>1
e y=—x?+x es una paribola abierta hacia abajo:
Vérti 2x+1=0 — 1fl)1
D -2x = x=— fl=|=—
értice > /13 4
Cortes con OX: —x2+x=0 = x(x+1D=0 = x=0, x=1
e y=x2—x esuna paribola abierta hacia arriba:
1
Vértice: 2x—1=0 — x= > (no vale, ya que debe ser x> 1)
x=0 (no vale)
Cortes con OX: x> —x=0 — x(x-1 =0
@-D=0<T"
Y Y Y ]
U y= \ V=0
/ yi=x|x+ 1]
) ) /
X - /
/, % iy 1 /
/ " ! / X
a " /
3 - X /
/ ;
/
Representa graficamente:
1
a =
_[2x|
b)y = el
1
VY-
si x<0
Definimos la funcién por intervalos: f(x) = —xl—
si x20
x p—
Si x<0 ! -1
ix = = :
T T T T a2
e Dominio: R —{-2}

e Asintota vertical:

i fe < N SO0 = e

x— -2 Si x>-2, flx) > —oo

X =—2 es una asintota vertical.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Asintota horizontal:

y =0 es asintota horizontal hacia —ee (f(x) > 0).

, Y

—

Si x=20, y= P

e Dominio: IR —{2}

e Asintota vertical:

i fo < SRS

x =2 Si x>2, flx) = +oo

e Asintota horizontal:

111 ! 0
m =
X —> +oo x -2

y =0 es asintota horizontal hacia +eo (f(x) > 0)

T
|
\

\
|
l

1

La grafica de y = es:

|| -2

T ———

[ —

|

—_—

Iy
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| 2x|
x2+1

by =

Definimos la funcion por intervalos:

—2x

e si x<0
S = 2x

—— si x=20

xc+1
Si <0 3 —-2x )
ix ’y_x2+1'

e Dominio: IR
e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

)
lim * _0

X — —oo xz +1 B
» =0 es asintota horizontal hacia —eo (y > 0).

e Puntos singulares:

22+ D+ 2x 0 2x 0 —2x%— 2 + 4x2 2x%2 -2

S = (x2+ 1) T2+ 2 2+ 12

x=1 (novale, 1>0)

2x2 -2
S =0 :W‘O<x=_1, SO =1

Signo de f*
/>0 /<0
/ -1 \ 0

Maximo en (-1, 1).

[Riy

-
.o

Unidad 11. Representacién de funciones
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2x )
x%+1°

Si x=20, y=

e Dominio: IR
e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

y =0 es asintota horizontal hacia +e (y > 0).

e Puntos singulares:
2x*+ 1D —2x - 20 2x%+2
(.X‘Z + 1)2 (xz + 1)2

S0 =

= -1 (no vale, -1 <0)

S =0 = 22=0 <" | S =1

Signo de f™
S>0 S<0
0 / 1 \

Maximo en (1, 1).

Y
b~
/ T~
. 1 X
e 2x
La grafica de y = |2 | es:
xc+1
Y
~ [
] N\ | / T~
-1 L X

Unidad 11. Representacién de funciones
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UNIDAD m

Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva de ecuacion

2x
y= 12 para x> 1.

En el punto P

4
2, Y la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a

dicha curva.
a) Halla la ecuacion de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particu-
la encuentra a la asintota vertical mas proxima al punto P.

c) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la
particula encuentra el eje OX.

a) Pendiente de la recta tangente en x = 2:

) - 201 —x?) = 2x(=20x0)  2—2x%+4x*  2x%+2
: (1 —x7)? A-xD? (-2
10
=f1(2) = —
m = f"(2) 5
La ecuacion de la recta tangente en P es:
4 10 10 32
= _—— 4 — — 2 - = — -
y=-3ty (x—-2) Y=

b) La asintota vertical mas proxima a P es x = 1. Tenemos que hallar el punto
de interseccion de x =1 con la recta tangente anterior:

_10 32| 22
V=3 9

x=1

2=

—22
9 El punto es Q(l,—).
@ 9

¢) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

10, 32| 10 _32 _32_ 16
9779 0o "9 T YT s El punto es R(E, O).
- - 5
y=0 y=0

Esta grafica muestra la curva

y= = la recta tangente
1-x%
10 32
y= 796‘ ) y los puntos
Q(l __22) y R(E ol
b 9 5 b

Unidad 11. Representacién de funciones

_

93



523 |Considera la funcion f(x) = x2|x—3|:

a) Halla los puntos donde f no es derivable.
b) Calcula sus maximos y minimos.

c) Represéntala graficamente.

a) f(x) = {

x2(=x + 3) six<3}_ —x3+3x% si x<3
x2(x—3) si x>3 x3-3x% si x23

Si x# 3, tenemos que f(x) es derivable. Su derivada es:

3xZ+06x si x<3
3x2—6x si x> 3

S0 = {
Por tanto:

fG3H=-9 } FEREFUC!

f1(3H=9 S no es derivable en x =3 (Punto (3, O)).

b)) =0 — [Bx?2+6x=0 si x<3

oo 112 0

3x2-6x=0 si x>3 — ninguno

Como f(x) =0 paratodo x, tenemos que:
f(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un maximo en (2, 4).

o) lim f(x) = +eo; [lim [(x) = +eo

X — —oo X — +oo

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grafica:

T
1
41——

i 1
T
L

’»,ji
L‘L 1
\
1.2 13

2x2+1
x—k

524 |La recta y = 2x + 6 es una asintota oblicua de la funcion f(x) =
Halla el valor de k y representa la funcion asi obtenida.
e Hallamos k:

Si y=2x+0 es asintota oblicua, tenemos que:

lim S =2, lim [f(x)-2x]=06

X — +oo X X —> +oo

Unidad 11. Representacién de funciones



UNIDAD |11

Por tanto:
_ 5] 3 2x2%+ 1
Iim  f(x) =+, [im ——= [im ———=2
x%i—oof X — 4o X X — +oo xz—/ex
2x2 + 1 2x% + 1 — 2x% + 2kx
im [f(o) —-2x1= lim |———-2x|= [lim =
X — +oo X — +oo x—k X — +oo x—k
2kx + 1

= lim ST =2k=6 o k=3

X = +oo x—k

También podriamos efectuar la division:

2x% +1 x—k

—2x2 + 2kx 2x + 2k
2kx + 1
2kx +  2k?
1+ 2k2

La asintota oblicua es y = 2x + 2k.
2x+2k=2x+6 — 2k=06 — k=3

2x2+ 1

Por tanto, [f(x) = ~_3

e Dominio: R — {3}

e Asintotas:

lim  f(x) = —oo
x— 3
X =3 es asintota vertical.
lim  [(x) = +oo
x— 3"

y=2x+06 esasintota oblicua.

(Si x— —oo, flx) <2x+6; si x— +oo, f(x)>2x+06)

e Puntos singulares:

4x(x—3)—(2x%2+ 1) _ 4 — 12x— 2x% -1 _ 2x% —12x -1
(x — 3)? (x — 3)? (x — 3)?

S0 =

=0 — 2x*-12x-1=0 —

N x = 6,08
o a 12 + 144+8<

4 - 0,08

Unidad 11. Representacién de funciones
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Signo de f"(x0):
>0 f'<0 ['<0 >0
/ 0,08 \ 3 \ 6,08 /

f(x)  es creciente en (—oo; —0,08) U (6,08; +o0).
es decreciente en (=0,08; 3) U (3; 6,08).

tiene un maximo en (-0,08; —0,33).

tiene un minimo en (6,08; 24,32).

e Grafica:

7 g -
AN 6 91215
7
/=21 |t
/, 3 :
va

Considera la funcion:

sen x si x €[-2m, 0)
x2-2x si x€[0, 3]

S(x) = {
Determina los puntos de corte con los ejes y sus extremos relativos. Dibuja

su grafica.

sen x si x €[-2m, 0)

S0 = {

x2—-2x si xe€l0, 3]

e Cortes con los ejes: x =0, f(0) =0

x=-2n — (2w, 0)
senx =10
< x=-n — (-m, 0)

y=0<
x=0 — (0,0
x2—2x=0< ’

x=2 - (2,0
e Extremos relativos:
cos x si x e[-2m, 0)
S0 = {Zx— 2 si xe(0, 3]
S O0)=cos0=1

F0H=2-0-2=0

F1O) #f1(0Y) — No existe f'(0).

Unidad 11. Representacién de funciones



UNIDAD |11

i T
x=-T LT -
2 2
cosx =0 <
x=—ﬁ f—S—n=l
S0 =0 2770 2

2x-2=0 - x=1, l)=1-2=-1

Comprobamos si son maximos o minimos en f"(x):

i) = —senx si xel=2m 0)
* 2 si xe(0, 3]
4

f (—? =1>0
PEL
frH=2>0

. 3n
Maximo en -5 1).

Minimos en

T
—?, —1) y (1, —1).

e Representacion:

26 | Considera la funcion:

1 .
—— s1i x<0
fx)=7x2+1
—-x+1 six=0
En el intervalo (-, 0], estudia la existencia de puntos de corte con los ejes,

si la funcion crece o decrece, la existencia de puntos de inflexion y si tiene
asintotas. Dibuja la grifica en todo R.

1 .
si x<0
S =1 x%+1
-x +1 si x20
Si x € (<0, 0) !
[ ] — 00 =
i xe , 0, p 11

Si x=0, y=—x+1=1

Unidad 11. Representacién de funciones
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27

Cortes con los gjes: x=0, y=1 — (0, D

1
y=0 — 21 0 No tiene solucion. No corta a Y.

e Crecimiento y decrecimiento:

, —2x —2x
NCEES VRNV

Signo de f"(x0):

=0 5 2x=0 - x=0, flO=1

£>0
— 0

La funcion es creciente.

e Puntos de inflexion:

e g

6x2 -2 6x2 -2 , 1 X—T(novae)
e Ve ’§<x=_€
3

Signo de f"(x):
S >0 S <0

—/

I

)

w|®
NGRS

) = (-0,58; 0,75)

Punto de inflexion: (—

e Representacion:

8
Dada la funcion f(x) =ax + b + = calcula a y b para que la graficade f

pase por el punto (-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para
esos valores de a y b, representa la funcion.

f(x)=ax+b+§; f’(x)=a—%

b =2

e Pasa por (-2, -6), f(-2)=—-6 — —2a+b—4=—6} —2a + b=—2} a
a=72

e Tangente horizontal — f(-2)=0 — a-2=0

Unidad 11. Representacién de funciones
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UNIDAD |11

8
Para estos valores, queda: f(x) = 2x + 2 + =
e Dominio: R - {0}

e Asintotas:

lim  f(x) = —eo
x— 0~
x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +eo
x— 0"

8
S0 =2x+ 2+ - — y=2x+2 es asintota oblicua.
(Si x— —oo, f(x) <2x+2; si x—> +oo, f(x)>2x + 2)

e Puntos singulares:

8 2x% -8
f/(x)=2—F=T

x=-2
=0 — 2x*-8=0 — x2=4
NAEY X X <x=2

Signo de f"(x):
f>0 S<0 S'<0 S>0
/ -2 \ 0 \ 2 /

Sf(x) es creciente en (—oo, —2) U (2, +o0).

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (=2, -06).

tiene un minimo en (2, 10).

e Grafica:
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. ax?+bx+c
Halla los valores de a, b y c¢ para los cuales la funcion f(x) = —xZ_ 4

tiene como asintota horizontal la recta y = -1 y un minimo en (0, 1).
ax? + bx + ¢

SO=73

) . ) o ax*+bx+c
Si y =-1 esasintota horizontal — /lim ————=a — a=-1
X — +oo X4 -4
Si tiene un minimo en (0, 1), debe ser f7(0) = 0.

QRax + b)(x% — 4) — (ax? + bx + 0)2x

S0 = 2 _4)7
: _b(—4)—0_i_ B
—>f(O)——16 —4—O—>b—0
. a-0+b-0+c
Ademis, f(0)=1 — T=1 — c=-4
—x?% -4
Por tanto, f(.X‘) —W

Determina las asintotas de estas funciones:

V1 —x x+Vx2+1

Ay = 3x by = x
1-x
ay= 3x

Dominio: (=, 0) U (0, 1]
e Asintota vertical:

lim 1_x=ioo<81x<0y—>—oo \

x>0 3% Si x>0 py—> +eo

e Asintota horizontal:
1
3 V1 —x
lim =0
x> -0 X

y =0 es asintota horizontal hacia —ee () < 0) \

x+Vx?+1
b)y = —
Dominio: IR — {0}

e Asintota vertical:

p x+Vx?+1 <Six<0 Y —> —oo
im ——————=too
x—=0 X Si x>0 p—> +oo

Unidad 11. Representacién de funciones



UNIDAD |11

e Asintota horizontal:

o x+Nx2+1
lim ———— =2
X = +oo X

y =2 es asintota horizontal hacia +eo (y > 2).

o ox+Nx?+1 e+ Nx? + 1
lim —————= lim —————=1-1=0
X — —oo X X — +oo —X

y =0 es asintota horizontal hacia —ee (y < 0).

CUESTIONES TEORICAS

30 |;Qué podemos decir del grado de una funcién polinémica que tiene dos
maximos y dos minimos relativos? En esa funcion, ;puede estar uno de los
minimos mas alto que el maximo?

e Si tiene dos maximos y dos minimos relativos, y es polinémica, su derivada
tiene, al menos, cuatro raices; es decir, f'(x) serd, al menos, de grado 4.

Por tanto, f(x) sera, al menos, de grado 5.

e Si, podria haber un minimo mis alto que un maximo. Por ejemplo:

El minimo de x, estd mis alto que el
maximo de x,,.

31 | ;Cuantos puntos de inflexion puede tener como maximo una funcién poliné-
mica de cuarto grado?

Si f(x) es un polinomio de cuarto grado, f'(x) serd un polinomio de tercer grado y
["(x) serd un polinomio de segundo grado.

Asi, f"(x) tendrd, a lo sumo, dos raices.

Por tanto, f(x) tendrd, como maximo, dos puntos de inflexion.
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32

33

| x

Comprueba que la funcion f(x) = lel tiene dos asintotas horizontales
distintas.
x_+ T sl x<0
() = N
si x20
x+1
Por tanto:
lim f(x)= Iim i N y=-1 es asintota horizontal cuando x — —oo.
X = —oo x> —eX 1
lim f(x) = Ilim X -1 5 y =1 es asintota horizontal cuando x — +oo.
X = +oo x— 40X + 1
Sobre la grifica de la funcion y = |x2 -4/, indica los intervalos de concavi-

dad y de convexidad. ;Cuiles son sus puntos de inflexion?

T —
,TL‘
x2-4 si x<-2 FL#
p=|x2—4|=9-x2+4si 2<x<2 y
x2-4 si x>2
X
-2 2

La grifica es concava en (—eo, —2) U (2, +e0) y es convexa en (-2, 2). Los puntos
(=2, 0) y (2, 0) son puntos de inflexion (son también minimos relativos). Podemos
comprobarlo con f"y [

2x siox <=2 2 siox <=2
Sf(x) =4 —2x si 2<x<2 — f"x)=1-2 si 2<x<2
2x six>2 2 six>2

No existe f"(=2) ni f"(2).

S =4 > No existe [/(=2).

S22 =4
1278 o e s

Signo de f'(x): f'(x)=0 — x=0
<0 >0 J'<0 >0

~ 7 . T
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Minimos en (-2, 0) y en (2, 0).

Maximo en (0, 4).
Signo de f"(x):

>0 <0 >0

-2 2

\— 7N

Puntos de inflexion en (=2, 0) y (2, 0).

Pagina 334

x+1
34 |La funcion f(x) = 1 no esta definidaen x=1 nien x =-1; sin

embargo, tiene solo una asintota vertical. Justifica esta informacion.

_ox+1 _ x+1
S T T G D&= D
lim f(x) = —oco
x— 1

x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +eo

x—=1

1 1
lim f)= Ilim —=—-=
x— -1 x> -1X—1 2

En x = -1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.

35 | ;Cuantas asintotas verticales puede tener una funcion? ;Y horizontales?
e Asintotas verticales puede tener infinitas. (Como ejemplo, podemos considerar la

, cuya grafica estd representada en el ejercicio 17, en la grafica 2).

\ ¥ 1
funcion y =
Y sen

e Asintotas horizontales puede tener, como maximo, dos: una cuando x — —eo y
otra cuando x — +ee,

s36 | Da un ejemplo de una funcién que tenga un minimo en x =1 y que no sea
derivable en ese punto. Represéntala.

—x+1 si x<1
y=lx-1] = .
x—1 si x21

S =0

19 > 0 ;tl} — Hay un minimoen x =1, en (1, 0).
X para x

f(x) no es derivable en x =1, pues f/(10) =-1=/(1"=1.
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La grafica es:

s37 |Da un ejemplo de una funcion que sea derivableen x=1 con f'(1)=0 y
que no tenga maximo ni minimo en ese punto.

Por ejemplo, y = (x — 1)3.

S0 =3x-1? - f(1=0

f'(x) >0 para x#1 — [f(x) es creciente.
En x =1 hay un punto de inflexion.

La grafica es:

s38 | Si es posible, dibuja una funcién continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al
menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el
punto (3, 4).

Si la funcion fuera polinémica, scual habria de ser, como minimo, su grado?

Sf(x) debe tener, al menos, dos maximos y
ado [ dos minimos en [0, 4], si es derivable.

Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como
minimo, grado 5 (pues f’(x) se anularia,
al menos, en cuatro puntos).

\'_k
IO
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39 |La funcion f(x) = x + e™, stiene alguna asintota? En caso afirmativo, hallala.
) =x+e™

e Dominio: IR.

e No tiene asintotas verticales.

o Jim (x+e™X)=+c0; [im (x+e™)=+c. No tiene asintotas horizontales.
X — +oo X —> —oo

e Asintotas oblicuas:

x+ e 1
- 1+_

=1
xe~

= lim
X —> +oo

m = lim
X —> +oo

n= Ilim (x+e*-x)= lim e*=0
X —> +oo X —> +oo

y =x es asintota oblicua hacia +ee.
No hay asintota oblicua hacia —ee porque:

B x+e™
m= lim |————|=1+0c0=+oo

X —> —oo

X

40 | ;Son iguales las grificas de f(x)=e* y g(x)= el*l Justifica tu respuesta.

No. Veamos sus grificas:

/M \ e

Por ejemplo, si x =-3 — e = 0,049; el = 20,08

_/

41 |;Cual de estas grificas corresponde a la funcion y=In|x| ycuila y = |ln x|?

a) ||| b)
"
[ e y=In|x| eslao.
[ e y=|Inx| eslaa).

©) d

Unidad 11. Representacién de funciones
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43

¢Qué tipo de simetria tienen las siguientes funciones?:

a)y=sen’x b)y=|x|-2
Ay=igx dDy=x3-x
a) y = sen’ x

J(=x) = sen? (=x) = [sen (—x)]? @ (=sen x)* = sen? x
(1) Porque sen (—x) = —sen x

Como f(=x) = f(x), la grafica de [ es simétrica respecto al eje Y.

b)y =|x| -2
S =|x|-2 - f0) =|-x|-2=|x[-2

Como f(x) = f(—x), la grifica de [ es simétrica respecto al eje Y.

Ay=1Ilgx
S0 = 1g x; f(—=0) = 1g (=x) = —1g x = (%)

Como f(—x) = —f(x), la grafica de [ es simétrica respecto al origen de coorde-
nadas.

dy=x3-x
S =x3—x o f=0) = (0P = (=x) = %% +x = —f(0)

Como f(—x) = —f(x), la grafica de [ es simétrica respecto al origen de coorde-
nadas.

PARA PROFUNDIZAR

Estudia y representa y = arc tg x indicando su dominio, asintotas, interva-
los de crecimiento y extremos, si los hubiere.

y=arcilgx
e Dominio: IR
¢ Asintotas:

No tiene asintotas.

() arc tg x

lim  f(x) =—c0;  [im f—= lim gr _ lim 1 __p

X —> —oo x— -0 X X — —oo X x> —o 1+ x2
) arc 1g x

lim fG0 = vy i L = i X o m L -0

X = +oo x> 40 X X = 40 X x o oo 1 + X2

Ramas parabdlicas

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Crecimiento y extremos:

i) = —1

1+ x?2

['(x) >0 paratodo x — [f(x) es creciente.

Jf(x) no tiene maximos ni minimos.

° f”(x) _ —2X

(1 + x?)?
[ =0 - 2x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f”> 0 f//< 0
/"7

Hay un punto de inflexién en (0, 0).

e Grafica:

44 |Representa la funcion y = x — arc tg x determinando el dominio de defini-
cion, asintotas, maximos, minimos e intervalos de crecimiento.

y=x-—arctgx
e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.

lim f(x)=—oc0; [im ——= [lim —————= Iim
X — —oo x— -0 X X — —oo X X — —o0

f(0 X —arcigx [1 arc z‘gx] B
X

= lim [1 S ] =1-0=1 — Rama parabdlica

X = —oo 1+ x?2
(€9
lim [f(x) = +eo;  [im S 1 — Rama parabolica
X —> +oo X = +oo X

e Crecimiento, maximos y minimos:

f/(x)=1_ 1 =1+x2—1_ xz

1+ x2 1 + x?2 1+ x?2

Unidad 11. Representacién de funciones
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46

S0=0 - x*=0 = x=0
S'(x)>0 para x#0 — [f(x) es creciente.
Hay un punto de inflexiéon en (0, 0).

No tiene maximos ni minimos.

e Grafica:

Las siguientes graficas corresponden a las funciones f(x) = x sen(wx);
g(x) = x% sen(nx); h(x)=x%cos(nx) en el intervalo [-2, 2].

Relaciona, de forma razonada, cada grafica con su correspondiente funcién.

a) 4 b) c)_Z/.\ll/.\2
z IERVARY,

no

e f(x) y hb(x) son funciones paresy g(x) es impar.
Por tanto, la grafica de g(x) ha de ser la b).

e f(2)=0 — lagrificade f(x) esla o).
Luego la grafica de h(x) esla a).

e Es decir: a) h(x); b) g(x); o f(x)

Para averiguar las asintotas de y = Vx?—2x tuvimos que realizar un nota-
ble esfuerzo (paginas 320 y 321).

Sin embargo, utilizando el sentido comiin y casi sin ningin tecnicismo, po-
driamos haberlo resuelto facilmente. Veamos c6mo:

VaZz—2x =Vx2-2x+1-1 =V(x-1D%-1 =V(x-1)2 =|x—-1|

Es decir, nuestra funciéon, para valores grandes de |x|, se aproxima

muchoa y=|x-1|.

Unidad 11. Representacién de funciones
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Ademas, es “un poco menor” (observa que se resta 1 en el radicando). La
funcion y = |x — 1| esta formada, precisamente, por las dos asintotas de
nuestra funcion.

a) Averigua, de forma similar, las asintotas de:
y=\Vx?+2x y=Vx?—6x+12
Va2 +1

b) idem, y = o

DVxZ+20 =VaZ+2x+1-1 =Vlr—D?=1 =V + 1D? = |x+ 1|

La funcion y =|x + 1| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la fun-
cion:

y=xZ+2x
Va2 —6x+12 =Vx?2—6x+9+2 =V(x-32+2 =V(x-23)?% = |x— 3|

La funcién y =|x — 3| esta formada por las dos asintotas oblicuas de la
funcion:

y=\x?—6x+ 12
b) Para valores grandes de |x|, tenemos que:

X2+ 1 x| {—1 si x<0

X X 1 si x>0

Asi, y=-1 es asintota horizontal cuando x — —oo.

y=-1 es asintota horizontal cuando x — +eo,
Pagina 335

47 | Aunque la palabra asintota la hemos aplicado a rectas que se aproximan a
una grafica, tiene un significado mas amplio: se dice que dos curvas son
asintoticas cuando, al alejarse del origen, la distancia entre ellas tiende a
cero.

Por ejemplo, la parabola y = x? + 1 es asintdtica a la funcion:

4
y=f(x)=

x2-1
x4

(revisa su grafica en la pagina 319). Es facil comprobarlo:

= A2
=x“+1+
x2-1 x2-1

(Simplemente hemos efectuado el cociente).

1
La diferencia entre las dos funciones es o1 que tiende a cero cuando
x p—

x — —eo ycuando x — +co. Ademas, toma valores positivos, por lo que la
grafica de y = f(x) queda por encima de la parabola. Este resultado permi-
te representar la funcion de forma mas precisa apoyandonos en la repre-
sentacion de la parabola:

Unidad 11. Representacién de funciones
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h

'.'parébola asintética
'
'

[
|
'
'
'
'
'
'
I
v
(

N »,

1.0 rectas asintoticas
-
h h

a) Razonando de la misma forma, halla la parabola asintética a la funcion:

x3-2x2+x+8
y=

X

Determina la posicion de la curva respecto de ella.

b) Representa la grafica de la funcion teniendo en cuenta esos datos, asi

como la asintota vertical y el punto singular (solo hay uno de abscisa
x=2).

x3—2x>+x+8
ay=

—x 21+ S
x

La pardbola es y = x% - 2x + 1.

e Cuando x — —eo, la diferencia entre la funcion y la parabola, §, es negativa,

luego, la curva esta por debajo de la parabola.

e Cuando x — +eo, la diferencia, §,

es positiva; luego, la curva estd por
encima de la parabola.

b) Asintota vertical:
lim [(x) = —
x— 07 . .
x =0 es asintota vertical.
lim [(x) = +eo
x— 0"

e Punto singular:

> N 8§ _ 2x3-2x%2-8
fe =228 2oBe o8

X2

S =0 — 2x3-2x2-8=0 — 2x-2@?+x+2=0 — x=2
Hay un minimo en (2, 5).

e Grafica:

Unidad 11. Representacién de funciones
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Halla, en cada caso, la parabola asintotica y estudia la posicion de la curva

con respecto de ella. Representa la informacion obtenida:
4 3 _ 4 3
a)y=x;.c+1 b)y= xx : Ay= x;c—4 d)y=xx+'-1
x4
aAy=— 1 Dividimos:
x4 x?2+1
—x4 — x? x?-1
—x2
x%+1
1
- _ ‘x4 _ 2
Ast, y = 211 =X _1+x2+1

Paribola asintética: y = x2 — 1

|

'
'
]
.
I
D
0

Posicion:

JEUPREELITIC

3
X 1
=xZ-

1
b = R
)y =

Pardbola asintética: y = x?

Posicion: '_\ :f
|
) xt Dividi
Q) y= — Dividimos:
VT4
x4 x2—4

—x* + 4x2 x%+4

4x?
—4x? +16
16
x4 16
7. = = 12 -
Asi: y psmat +4+x2+4

Unidad 11. Representacién de funciones
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Paribola asintética: y = x2 + 4 \ f

Posicion:
s K
s K

X
= — Dividimos:
)y X+ 1 1vV1d1mos

x3 x+1

—x3 - x2 x2-x+1

|
=
|
p—
.

.=
-

-
~

X3
Ast: y=x+1=x2—x+1—x+1

Parabola asintética: y = x? —x + 1

Posicion:

Halla las asintotas de las siguientes funciones:

_e¥+e™ b) v = 1 -7
DY =~ )V Tre~ = In(sen x)
d)y = 2x + sen 2x e)y=ser+2 f)y=cosx

ex+e—x
VI

e Dominio:
eX—e¥=0 > e¥=e* 5 x=0
D=R -1{0}
e Asintotas:
lim  f(x) = —oo
x— 0" . .
x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— 0*
lim f(x)=-1 — y=-1 esasintota horizontal cuando x — —eo (f(x) <-D).
X —> —oo

lim  f(x) =1

X = +eo

— yp =1 esasintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 1).

Unidad 11. Representacién de funciones



lim f(x)=—c0 | (con ke 2).

x— Qk+ 1Dn~

No hay asintotas horizontales ni oblicuas.

(No existe  lim f(x) ni lim f(x).

X — —oo X = +oo
d)y = 2x + sen 2x
e Dominio: R

e No tiene asintotas.

lim  f(x) = +oo
X —> +oo

X 2x + sen 2x
fim L gy BESR2Y
x— too X X —> +oeo X

lim [f(x)—2x]= lim sen 2x no existe.
X — +oo X —> too

Unidad 11. Representacién de funciones

(El razonamiento es andlogo cuando x — —eo).

UNIDAD
1
Ry
e Dominio: IR
e Asintotas:
No hay asintotas verticales.
im —L -9
x—>- 14+ e™
=0 es asintota horizontal cuando x — —eo (f(x) > 0).
1
ST !
=1 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) < D).
o)y =In (sen x)
e Dominio:
Solo estd definida cuando sen x > 0; es decir, en los intervalos:
(0, U Cr, 3m) U (4w, 5m) U ...
El dominio son todos los intervalos de la forma:
(2km, 2k + 1), con ke Z.
e Asintotas:
Iim  f(x) = —eo
x — 2km* x = 2km; x =2k + DT son asintotas verticales
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e Asintotas:

B sen x
lim

x—=0

. + 2] = 3. No tiene asintotas verticales.

lim f(x)= Ilim f(x)=2 — y=2 esasintota horizontal.
X —> —oo X —> too

(La curva corta a la asintota infinitas veces).

coS X

£ y=

X
e Dominio: R — {0}

* Asintotas:

lim  f(x) = —oo
x— 0
} x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— 0"

lim f(x)= lim f(x) =0

X —> —oo X —> +oo

y =0 es asintota horizontal.

(La curva corta a la asintota horizontal infinitas veces).

Pagina 335

AUTOEVALUACION

1. Se considera la funcion f(x) = x3 + 2x + 4. ;Tiene miximos y/o0 minimos?
¢Tiene algin punto de inflexion? Estudia su curvatura y represéntala.

S =x3+2x+4
o f1(x) = 3x% + 2
fix)=0 — 3x?>=-2 — no tiene solucion.
f'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente.
No tiene maximos ni minimos.
e ["(x) = 06x
f'x)=0 - 6x=0 —> x=0
Signo de f"(x):
/<0 >0
D

Hay un punto de inflexion en (0, 4).
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e Ademis, [lim f(x)=—oco, [im [f(x) = +eo

X — —oo X — t+oo

e Grifica:

i) /
2. Dibuja la grafica de una funcién f de la que sabemos:

lim f(x)=+eo; lim f(x)=-3; lim f(x)=—co;

X —> +oo X — —oo x—>-3
S'(=5) =0; £'(0) =0; f(-5)=0; f(0) =2
Y

Tiene tangente horizontal en los puntos
/ p) (=5, 0) y (0, 2). En el primero tiene un maxi-
mo, y en el segundo, un punto de inflexion.

Hi-1-1-3

+2)?
3. Estudia las asintotas y los puntos singulares de f(x) = % y represéntala
graficamente.
+2)?
fxo) = g Dominio: R — {~1}
x +1

e Asintota vertical: x = -1

lim f(x) = —oo
.. x— -1"
Posicion <
lim f(x) = +eo
x— 1"

e No tiene asintota horizontal:

(e +2)?
lim ————= oo
x>t X +1

e Asintota oblicua:
(x+ 2% 1

x+ 3+
x +1 x+1

Unidad 11. Representacién de funciones
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La asintota oblicua es y = x + 3.

Posicion de la curva con respecto a la asintota:

Si x— +eo — flx) >x+3 |porque 11>0
S - (x+3) = —— "
Si x > -0 — flx) <x+3 [porque 1<O
e Puntos singulares:
2+ 2D(x+ D —(x +2)* x?+2x
[0 = B = 2
(x+1D (x+1
x=0, fl0O)=4
(=0 - x*+2x=0
S0 v .- -2, f2)=0
S'>0 JS'<0 JS'<0 JS'>0
Signo de f™: / ) \ -1 \ 0 /
Tiene un maximo en (=2, 0) y un minimo en (0, 4).
e Grifica:
5
+1)?
4. Representa esta funcion: f(x) = (xe—x)
(x + 1)? .
flo = R — Dominio = IR
e No tiene asintotas verticales, porque e*# 0 para todo x.
o (x+ D2 . . .
e [/im ————=0 — »=0 esasintota horizontal hacia +eo — f(x) >0
X —> +oo ex
(et DA . . . .
lim Q" +eo — No tiene asintota horizontal hacia —eo.
X —> —oo
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e Puntos singulares:
2x + De* = (x + D% 2x+2—-(x+1)? —x2+1
f/('x) = 2 = X = X
(e® e e
x=1, (=2
S0 =0 5 w2e1=0<_ e
x=-1 /D=0
S'<0 f'>0 f'<0
Signo de /™ \ 1 / 1 \
. . 4
Minimo: (-1, 0); Maximo: |1, ;)
e Grifica:
Y
2
2 -1 112 X
.. 4x3+1 ) .
5. En la funciéon y = —Q halla los puntos de corte con los ejes y las asintotas.

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y esboza la grafica.

y

Unidad 11. Representacién de funciones

AP+l
x

OX: =0 — 4x3+1=0 — x=3-1/4

Puntos de corte con los ejes <
OY: x =0 no existe.

Asintota vertical: x =0

o 4xd+1

lim ———=—o0
x— 0" X

o 4x3+1

llm —— =+
x— 0" X

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas, ya que:

o 4x3+1 ; 43 + 1

lim ———=+c0 y [im ———=to0
X = +oo X X — +oo X
Crecimiento:

;12 x—dxd-1 8xd-1
Y= 2 = 22

, 3 1 1
y=0 = 8x°-1=0 = x=?,f? =3
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Y'<0 y'<0 Y'>0
Signo de " \ 0 \ 1 /
2

Crece en

—, too
)

1
Decrece en (—eo, 0) U (O, 5)

e Grafica:

Y

—1\ 12 X

6. Dibuja una funciéon continua en R que tenga e
un minimo relativo en (1, 6) y un maximo rela- \
tivo en (6, 2). Si es un polinomio, ¢cual sera, co-
mo minimo, su grado?

La funcion tendrd, como minimo, cuatro puntos sin-

gulares, y para ello, su grado debe ser, al menos, 5. X

—_—e e

\O

7. Halla los maximos y los minimos de la funcion f(x) = xVx + 3. ;Tiene asin-
totas? Haz una grafica aproximada de esta funcion.

Jf(x0) = xNx + 3, Dominio = (=3, +o0)
e Hallamos los puntos singulares:

1 2 +3) + x 3x+ 6
") =Nx+3 +x- = =
/ 2Nx + 3 2Nx + 3 2\x + 3

S0 =0 = 3x+6=0 > x=-2, f(-2)=-2

f'<0 f'>0
Signo de f": La funcién tiene un minimo en (-2, =2).

NS
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- . . _ ; (x0)
e La funciéon no tiene asintotas:  lim f(x) = +oo;  lim S =+
X —> +oo X — too X

e Grifica:

-2

8. Dibuja la graficade f(x)=|x+ 3|+ |x—1|.
SO = |x+ 3|+ [x - 1]

) x+3 oS x<-3 —x—-3-x+1=-2x-2

3 1 oS 3<x<1: x+3-x+1=4
X+ 1 x—1

eSi x2>21: x+3+x—-1=2x+2

Y
—2x—2 si x<-3
Sl =14 si 3<x<1
2x + 2 si x21
3
1
3 -1 113 X

9. ¢Qué grifica corresponde

x+1
a f(x)= ] ?
erlsix<0
x+1 -
SO T
si x>0
; x+1
lim =-1

X = -0 —X
_ x+1
lim =

x4 X

e Asintota vertical: x =0
e Asintotas horizontales: y=-1 e y=1

La grafica de f esla a).

Unidad 11. Representacién de funciones
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LA INTEGRAL DEFINIDA.
APLICACIONES

Pagina 363
REFLEXIONA Y RESUELVE

Dos trenes

Un Talgo y un tren de mercancias salen de la misma estacion, por la misma via y
en identica direccion, uno tras otro, casi simultdneamente.

Estas son las grdficas TIEMPO - VELOCIDAD de ambos movimientos.

VELOCIDAD TALGO
(en km/h) MERCANCIAS
120 "
100 H
80
60
40
20
TIEMPO
' : 3 4 (en horas)

Como podemos ver en la grafica, el Talgo, a las dos horas, reduce su velocidad:
¢A qué puede deberse?
¢Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante?

A las tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el Talgo se detiene durante
breves minutos, mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante
media hora.

B Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos calculos:

a) El Talgo, durante 2 h, va a 120 km/h. ;Cuantos kilometros recorre a esa velo-
cidad?

b)De 2 a 2 %, el Talgo disminuye su velocidad. ;Cuantos kilometros recorre a
esa velocidad?

c) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3h. ;Qué distancia ha re-
corrido hasta ese momento?

d) ¢(Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que
va a baja velocidad?

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones 1




Haciendo los calculos anteriores, podras comprobar que:

Ambos trenes recorren 240 km a velocidad normal. Reducen la velocidad en el
mismo lugar y recorren, asi, otros 15 km (puede ser debido a obras en la via) y,
a continuacion, recupera cada cual su velocidad normal. (Es decir, el tren de
mercancias no frena cuando el Talgo, pero si donde el Talgo). Mas adelante, el
Talgo para en una estacion.

e) ¢A qué distancia de la estacion de salida esta esta otra en la que para el Talgo?

f) Observa que en todos los cidlculos que has realizado hasta ahora se han ob-
tenido areas bajo las graficas, roja o azul. Sefiala los recintos cuyas areas has
calculado y asigna a cada uno su area correspondiente.

a) 120 - 2 = 240 km.

b) A 60 km/h durante % de hora, recorre 670 =15 km.

¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.

1

d) Va a 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - o =15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:

120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

60 L - 15 km el siguiente cuarto de hora

4

120 - % = 90 km los siguientes tres cuartos de hora

Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f) veELoCIDAD 120
(km/h)

100

80

60

40

20

VELOCIDAD 80
(km/h)

40 +

20

TALGO

TIEMPO (horas)

60 +

MERCANCIAS

—> Area 15

{ TIEMPO (horas)

Ared 240 Are
90
1 5 \ Area 3 4
15
Areal 240
1 2 3 4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Consumo de energia eléctrica

La grdfica adjunta nos da la potencia eléctrica que bay en funcionamiento en
una vivienda, a cada instante, entre las 7 de la maiiana y las 12 de la noche.

POTENCIA
(en watios)

1000

500

100 TIEMPO
7 (en horas)
78 10 12 14 16 18 20 22 24

El area bajo la curva es la energia consumida:
potencia X tiempo = energia
Un cuadradito equivale a 0,1 KkWh.
B ;Cuantos kWh se han consumido, aproximadamente, en esas 17 horas?

Hay 81,25 cuadritos, luego se han consumido:

0,1 - 81,25 = 8,125 kWh

Pagina 367

1. Halla graficamente las siguientes integrales:

a) jz dx b)j: V16 — x2 dx

a) Es un trapecio cuyas bases miden 2 y 4 y cuya al-
tura mide 4.

X
_+1
2

Area=%~4=12u2

El recinto cuya area queremos calcular
es medio circulo de radio 4 u.

Area =

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones 3




2. Halla graficamente las siguientes integrales:
4 4
a) | (V16 - x2% + 9 dx b)| (4-V16-x%)dx
—4 —4
4 4 4
a)I (V16—x2+4)dx=j V16 — x? dx+j 4 dx
4 —4 —4

4 4
Llamamos [, = J V16— x% dx e I, = J 4 dx.
—4 -4

Resolvemos graficamente ambas integrales para posteriormente sumar los resultados.

I: y=VN16-x* = »?=16-x* = «x?+y?=42 (circunferencia)

El recinto cuya area queremos calcular

es medio circulo de radio 4 u.
Area=L mo2=L g 422
2 2
10 pogim=251 w2
2
L: Se trata de un rectingulo de dimen- 4
siones 8 u X 4 u. Por tanto, su area y=4
es 32 uz 3

Finalmente, 7, + I, = 25,1 + 32 = 571 u2.

4 4 4
b)J (4—V16—x2)dx=J 4dx—J V16 — x? dx
4 -4 -4

Observamos que se trata de las mismas integrales que en el apartado a), solo que
ahora es I, —I;, dando como resultado 32 -251=106,9 u?.
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X
1. Sea la funciéon F(x) = j log (t? + 4)dt. Calcula F'(x).
0

F(x) = J log (12 + &)dt = J- Jfdt, siendo f(1) = log(t* + 4) continua.
0 0

Por el teorema fundamental del cdlculo:

F'(x) = f(x) = log(x? + 4)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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2. Calcula la siguiente integral:

/2
I cos x dx
0

/2 /2 -
cos x dx = [senx]o=sen3—sen0= 1-0=1
0
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6
1. Calcula: I (4x3 — 4x%—3) dx
1

6
]=[x4—%x5—3x] =(64—i~65—3'6)—(14—i~15—3‘1 =
1

= 49428 + 2,8 = —4940

1

2. Calcula: J 5 dx

01+x

]=[arctgx]z=arctgl—arctg0= %

a
Observacion: J dx ___ T
0 x2+ a? 4a
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1. Halla el drea comprendida entre la funcion y = x3 — x2 - 6x y el ¢je X.
I. Hallamos las soluciones de la ecuacién: x3 — x? — 6x =0
Son x=-2, x=0y x=3.

II. f(x) = x3 — x% — 6x. Buscamos su primitiva:

4 3
G(x) = j(aﬁ —x% - 6x)dx = XZ - % — 3x?
8
-16 -03
. G(-2) = —, GO =0, GB) = —=
(=2) 3 ®=0, GG y .
) 16 =3 —x% = 6x 4
IV.G(0) - G(=2) = —
3 2
G(3) - G(0) = }ﬁ 5 Sy
-2
El 4rea buscada es: 16 ,|=03| _ 253 u? 14
3 4 12
-6
(Se incluye la grafica para entender el proceso,
pero es innecesaria para obtener el area). T8

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones




2. Halla el irea comprendida entre las funciones y = x% + x3 e y=x%+ x2 + 6x.

Se obtiene la funcion diferencia:

y=0t+ a0 - (xF + X2+ 6x) = x% - x? - 6
Ahora se calcula el area comprendida entre esta fun-
cion y el eje X, lo cual se ha hecho ya en el ejerci-
cio anterior.
253 5

Por lo tanto, el area buscada es 1z u“.

(También aqui es innecesaria la grafica para obtener
el drea buscada).
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8
. R e
4
2
-4 =2 2 4
—2
; —
prat+ X% F 6x
-6

1. Calcula el volumen de una esfera de radio 5 cm haciendo girar la semicircunferen-

cia y=\25-x? alrededor del eje X. ;Qué limites de integracién debes tomar?

5 5
V=n~J (\/ZS—xz)zdx=n-J (25 -xdx =1 -
-5 -5

Observacion: el volumen del cuerpo engendrado por el circulo x? + y% = r

alrededor del eje X, es:

R SR
3

315
25 —x—] =n
N 31

. 500 3
3

2. al girar

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Integral definida

1 | Calcula las siguientes integrales:

2 x 4 x—1
a)J dx b)J. dx

oVaxZ+1 1 Vx

e V3 x2
C)J‘ 2Inxdx d)J. >

1/e —\/gx +1

2 X ~ 1 (2 5 /2 _[1 (x2+1)1/2 2_ 5 2_
a)JO x2+1dx—2J02x(x + 1) dx = 2 172 0—[\/x +1]0—

=5 -1 =v5-1

4 -1 40 x 1 4 X2 xV214
b)_[ —dx=J (—_—) dx=J(x1/2—X‘1/2)dx= =5 5] T
1 Ax x Vx 1 32 1/2]

B e P ) Y N iy B N e
50 -] (5360 - 2] - [5-2)

S R R

e
o) J. 2 In x dx. Integramos por partes Jln X dx:
1/e

u=hnx — du=ldx
X

dv=dx — v=x

J.lnxdx=xlnx—J1 dx=xInx-x

e e 1 1 1
J 21nx=[2xlnx—2x] =(2€lne—2€)—(2-—ln——2-— =
Ve 1/e e e e
2 2 4 4
=QRe-20)—|—(-1) ——|=—|—| =—
e e e e

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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s2

s3

V3 2
@J —
RER R

Calculamos una primitiva:
x? x*+1-1 1
.[x2+1dx_.,. x2+1 dx_.[(l_x2+1

5183

dx=x—-arcigx

[

: 21 dx = [x—arctgx]

63

3

T B 27
N N i N
ST A 3

/4
Calcula: J' sen x cos x dx
0

/4 ™ (V22 22z
j senxcosxdx=j tdt=|— = —

0 0 2 o 4
(*) Aplicamos el siguiente cambio:

senx =1 cosx-dx=dt
para x=0; =0
para x = %; t= %
1

Halla el valor de la integral definida de la funcion f(x) = ~+1 3 cos (2nx)

en el intervalo I = [0, 2].

2 2
j( 1 —3cos(2nx>)dx=[ln<x+1)—5'L@W —n3—Inl=in3
oNx+1 21 0

Area entre f(x), eje OX, x=ay x=b

Calcula el area comprendida entre la curva y =3x%2—x + 1, el ¢je X ylas
rectas x =0 y x = 4.

I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: 3xZ2—x+1=0

No tiene soluciones, por lo que no corta al eje X.

II. Buscamos una primitiva de f(x):

2
G<x>=j(3x2-x+1>dx=xs_x7+x

1. G(0) = 0, G(4) =060

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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IV.G(4) — G(0) = 60

El 4rea buscada es 60 u?.

(La grifica se ha in- 9
cluido para enten-
der el proceso, pero 40 //
es innecesaria para y=3x*-x+1]/
P /
obtener el area).
D /
/
20 e
//
rd
i
10 -
P
—
1 2 3 4

5 |Calcula el area bajo lacurva y=3x—-2 entre x=-1y x=1.

I. Hallamos la solucion de la ecuacion 3x -2 =0. Es x = %

II. Ordenamos los extremos del intervalo y la raiz que hay entre ellos: -1, %, 1.

[II. Buscamos una primitiva de f(x):

Glx) = I(sx—Z)dx= 37962 .

3 /
7 2 -2 -1
V.G =L, Gl&£]=22, G ="
7 (3) 30 W5 BRI EE S
2 2 7 _ 25 :
V. Gl=-G-1) = — - —=—= Ny
(3) Q 3 6
G(1>_G(£)=i+£=l BEY
3 2 3 6 2
2 1 26 1 /
El drea buscada es: =250, 1 _26_13 »
6 6 6 3
/
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para
obtener su area). /

6 |Halla el area bajo la curva y = Vx entre x=0 y x=4.

I. Buscamos la primitiva de la funcién f(x) = Vx.

G(x)=jv}dx=%.m

II. GO =0, G4 == 8=

SN
uo|g\

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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s7

s8

1. G(4) — G(O) = % _og= 10

3

El 4rea buscada es: 15—6 u?,

(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria
para obtener el area).

Calcula el area de la region limitada por la curva y = (x—1)? (x + 1) y las
rectas y=0, x=2, x=1.

I. Hallamos las soluciones de la ecuacion: (x — D? (x + 1) = 0. Son x=-1 vy
x=1.

II. Ordenamos los extremos del intervalo y las raices que hay entre ellos: —1, 1, 2.
I1I. Buscamos una primitiva de f(x):

G<x>=j<x—1)2<x+1>dx=x_4_x_3_x_+x

i3 2
V.G = 2 G2 =2
12 3 N\
_4 5 _ 11
V.G2-G =3 -5 =1 3

El 4rea buscada es AL u2,

12

1
(Se adjunta la grafica, aunque es in- \

necesaria para resolver el ejercicio). ¢

Calcula el area de la region limitada por la curva y = +2 y las rectas
x=2, x=3, y=0. xXT =

I. Hallamos la solucion de =0. Es x=0.

x° =2

II. Como esta solucion se encuentra fuera del intervalo de integracién, los extre-
mos son 2 y 3.

x
b
x2-2

III. Buscamos la primitiva de la funcion f(x) = la cual es continua en

dicho intervalo:

G(x)=J. X ge=Lom |x? - 2]
x% -2 2

IV.G(2) =

| =

(), G3) = % In ()

V. GB3) - GQ2) = % N = @)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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El darea buscada es: 1
S -ma@]w,
(Se adjunta la grafica, aunque es in-

necesaria para la resolucion del
ejercicio).

Area entre dos curvas
9 |Halla, en cada caso, el area comprendida entre:
a)y=x*-5e y=—x%+5 b)y=x%e y*=x
a) 1. Buscamos las soluciones de: x2 -5 =—-x2+5. Son x=-V5 y x=\5,
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
II. Se obtiene la funcion diferencia:
y=(=x?+5 - x?-5) =-2x%*+10

III. Buscamos su primitiva:

3
G = I(—zxz +10)dox = ‘23’“ + 10x

v. G(—V5) = _—goxg, c(V5) - 2—30@
4 VE x2+5
V. G(\E)—G(—@)=?W§+25_O\F=%O\E 2
1. A3 5
El drea buscada es: 225 u2.
3 -
VERRTH
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria
para obtener el drea).

b) 1. Buscamos las soluciones de la ecuacion:

x=x% Son x=0y x=1.

II. Calculamos la funcion diferencia:

y=x?- Va
III. Buscamos su primitiva:

G(x) = J(xz — Vo ) dx = %3 - %W

IV.G(O) =0, G(1) = %

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones

11



V. G -Gy = L —o=L 1
. 5 y="x

El drea buscada es | 1| = L w2,

3 3

(Se adjunta la grafica, aunque no
es necesaria para la resolucion |
del ejercicio). 0 1

s10 | Calcula el area comprendida entre las curvas dadas en cada uno de los ejer-
cicios siguientes:

a) y=4-—x% y=8-—2x2 b) y=x% y=4-x2
o) y=x3-3x2+3x; y=x dy=x(x-1D(x-2); y=0
e y=x%y=1 ) y=x2-2x; y=—x?+4x

) y=—x?+4x—4; y=2x-7

a) I. Buscamos las soluciones de 4 —x? =8 —2x% Son x=-2 y x=2.
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=(8-2x%)—(4-x°) =4-x>

III. Calculamos su primitiva:
3
G(x) = J(4 —x¥)dx = 4x — x?

V. G(=2) = -8 + % _ 6

3

8
GQ2) =8-2=
2 3

—
»|R

16 16\ _ 32
V. G2) - G(=2) = = —[-22] =
% -2 3 (3)

El area buscada es: % u?,

b)I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x? = 4 — x?2.
Son x=-V2 y x= V2 (nuestros limites de integracion).
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=0G-x?)—x?=4-2x?

II. Calculamos su primitiva:

G = J'(4  2x?)dx = dox — 2?965

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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V. G(V2) = i\@, c(N2) = 8V2

3 3
V. G(VZ) - 6(-7) - BY2  8V2 _16V2
3 3 3
El area buscada es: 16;/5 u?, ’

(Se adjunta la grafica, aunque es
innecesaria para hallar el area).

-2 -1

o) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x3 — 3x% + 3x = x.
Son x=0, x=1y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia:
y=(3 = 3x2 +3x) —x = x3 - 3x? + 2x

III. Calculamos su primitiva:

4
G(x) = J(x3 —3x2 + 2x)dx = XT — a3+ x2

IV.G(0) =0, G(1) = % G(2) =0

G - GO) = L
4
-1

GR2) -G = —
4

El drea buscada es: + +| =L = L 2.

4 4 2

(La grafica que se adjunta es para
entender mejor el ejercicio, pero es
innecesaria para obtener el drea).

d 1. Buscamos las soluciones de: x(x—1D(x—-2)=0. Son x=0, x=1y x=2.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=xx-Dx-2)

III. Calculamos su primitiva:

4
G(x) = J.x(x— D(x = 2)dx = XT N R

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones 13
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Resulta que se trata del mismo ejercicio que el apartado ©).

2

El darea buscada es: u-.

o=

e) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x?=1. Son x=-1 y x= 1.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=x?-1
III. Calculamos su primitiva:

G(x) = J-(x2 — Ddx = %3 —x

2 -2
IV.G(-1) = =, G(1) = ==
=D 3 (€D) 3

2 2 _ 4

V.G -G === -2 =2
D D 3 3

El area buscada es: ‘%‘ =

(Se adjunta la grafica, aunque es
innecesaria para resolver el ejer-
cicio).

f) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x? — 2x = —x? + 4x. Son x=0 vy
x=3.

II. Calculamos la funcion diferencia:
= (x? = 2x) — (=x? + 4x) = 2x% — 6x

III. Calculamos su primitiva:

G(x) = J.(sz — 6x)dx = ZTXS — 3x2

IV.G(0) =0, GB3) =-9 : y=-x? i

V. GB3) - G0) =-9 2
El drea buscada es: |-9]=9 u? (1)
(Se adjunta la grafica, aunque es -1 1 - f f
innecesaria). 5 y =Xt +2x

) I. Buscamos las soluciones de: —x? + 4x—-4=2x—-7. Son x=-1 y x=3.

II. Calculamos la funcion diferencia:

y=(=x?+4x-4) - Qx—-7) = —x?+2x + 3.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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III. Calculamos su primitiva:

3
G(x) = J.(—x2 + 20 + 3)dx = % +x% + 3x

UNIDAD |13

2
y=-x+4x -4

IV.G(-1) = ? G =9 1
5 32
V. GB3) —G(-1) =9+ 2 = 2
3 - =9 3 3
El 4rea buscada es: % u’.

(Se adjunta la grafica, aunque es
innecesaria para la resolucion del
ejercicio).

recta y=2x— 2.

5
; -
3 y=x3=X)
Z . -
1 o | -
\
-1 4 2

31 _

AL WV AN

7_5 -

II. Calculamos la funcion diferencia:

SO =xB-x)-Qx—-2)=-x>+x+2
III. Calculamos su primitiva:
G(x)=j(—x2 +x+ 2)dx = =5t 2x

V. G(<1) = % G2) =

10, 2

V. G2 -G=D = >

o\~ uo|c’—‘>

El 4rea buscada es % u?.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones

Dibuja y halla el area de la region limitada por lacurva y=x(3-x) yla

I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x(3 —x) =2x—-2. Son x=-1 y x=2.

15
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12

Dibuja el recinto plano limitado por la pariabola y?—x =1 y por la recta pa-
ralelaa y = x que pasa por el punto (1, 0). Calcula el area de ese recinto.

e Recta paralela a y =x que pasa por (1, 0):

m=1

P(L 0) } y=1llx-D=x-1

e Buscamos los puntos de corte de la curva y? —x =1 ylarecta y=x—1:

{yz—x=1 - x=y%-1

Z_1=yp+1 —
y=x-1—=> x=y+1 }y y

e Representamos el recinto y lo descomponemos en dos partes:
R, — limitado por y=Vx+1, eje OX ylarecta y=x—1

R, — limitado por y=-Vx+1, eje OX ylarecta y=x-1

Calculamos en primer lugar el drea de R;:

3 3 3/213 2 3
AR1 =J‘71Vx+1 dx—jl(x— D dx = l%‘l—l%—x] =

Y )= —|1 0 1
Xz Ay =[x+ dx+J(1—x)dx=
2 2 -1 0
RZ 2\/750 .X'Z 1
=|— +1 tIX——| =
N ZBE: X [3 o )_1 " 2]o
2. 1 7 5
A=A+ 1 R
B 10 7
Area total: R + R, =?+g=%u2

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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OTRA FORMA DE RESOLVERLO

I. Calculamos las soluciones de la ecuacion: y?—1 =y + 1.
(Esta ecuacion resulta de despejar la x en: y? —x=1; y=x-1).
Sus soluciones son y =-1, y= 2.

Y

N o

y=x+[1

II. Calculamos la funcion diferencia:
x=(P-D-(p+D=p"~-y-2

IIT. Buscamos su primitiva:

3 2
Gy =J(y2—y—2) dy=y?—y7—2y
7 -10
IV.G(-1) = s G2) = 7
-10 7 -9
V. GQ2) -G =3 "6~ 2
p — 9 5
El darea buscada es |—| = > u<.

Halla el area limitada por la funcién y = 2x — x? y sus tangentes en los
puntos en los que corta al eje de abscisas.

I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: 2x —x?>=0. Son x=0 y x=2.
II. Calculamos la derivada de f(x) = 2x — x?, que es [f'(x) = 2 — 2x.
La tangente que pasa por (0, 0) tiene pendiente f(0) = 2; por tanto, es y = 2x.

La tangente que pasa por (2, 0) tiene pendiente f’(2) = —2; por tanto, es
Y =-2x+4.

III. Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: entre O y 1 y entre 1y 2.
La funcion diferencia en el primer intervalo es:
J1(0) = 2x = Qx — x?) = x?

y en el segundo intervalo es:

L) =-2x+4-Qx—-x?)=x?-4x+4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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14

IV. Sus primitivas son:

3
G, () = J.xzdx = %

3
G (x) = J-(x2 —4x + 4)dx = x? —2x2 + 4x

1 1
V. G(0) =0, G(D= 3 G,(D -G (0= 3
7 8 1
G,(D ==, G2 =—, G,(2)-G,(D=—
2 30 V2 30 V2 2 3
El drea buscada es: ~ + 4 = 242 3 /
3 3 3 y=-2x+4 y=2x
2 = _o .y
(Se adjunta la grafica aunque no es
necesaria para resolver el ejercicio). . / ‘
y=2x+ &2
0 1 2

Dadas la hipérbola xy=6 ylarecta x+y—7 =0, calcula el drea comprendida
entre ellas.

6
=

I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: 7 — x = Son x=1vy x=6

(nuestros limites de integracion).

II. Calculamos la funcion diferencia:

_ 6
y7xx

III. Buscamos su primitiva:
2
G(x) = j(7—x— ﬁ) =7x- X _6n|x|
X 2
1_13
2 2
G(6) = 24 - 6/n (6)

V.G =7-

V. G6) - G() = 24—6ln(6)—7 =22 _
El area buscada es:
B om© v

(Se adjunta la grafica, aunque no es
necesaria para resolver el ejercicio).

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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15 | Calcula el irea limitada por la curva y = x3 - 2x2 + x y la recta tangente a
ella en el origen de coordenadas.

I. Calculemos la ecuacion de la recta tangente en el punto (0, 0); para ello, cal-
culamos la derivada de nuestra funcion:
y'=3x2 —4x+1
»'(0) =1 (pendiente)
La recta tangente tiene por ecuacion y = x.

II. Calculamos las soluciones de: x% —2x? + x=x. Son x=0 y x =2 (limites de
integracion).

III. Obtenemos la funcion diferencia:

p=2x3-2x%+x—x=x3-2x?

4 3
IV. Buscamos su primitiva: G(x) = J.(x3 —2x%)dx = x? L %
_ _ -4
V. G0) =0, G2) = ?
G2 -Gy = =2 I\ g
3
- 2
El drea buscada es: ‘—4‘ - ism o
3 3 y=x
1
(Se adjunta la grafica aunque no es
necesaria para la resolucion del =~ 2+ x
ejercicio). 0 1 >

Volumen

16 | Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos
siguientes:

a)f(x)=Vx-1 entre x=1y x=5

b) f(x)=x% entre x=-1y x=2

Af(x)=x-x?entre x=0y x=1

x*

5 , 5
a) V=n~J.1(\/x—1) dx=n~jl(x—1) dx=m

5
x] = 8n u’
1

2 2 2
b)V=n~J (x2) dx=n~J
-

-1

512
xtde=mn [x_] 3l
51 5

5 4 3

o 30

! v X 2t B r
c)V=n-J(x—x2)2dx=n-J(x 233+ xDdx=m +—] =2
0 0

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos li-
mitados por las graficas que se indican:

a) f(x) =Vx , g(x) =2 b)y2 =4x, x=4

a) I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: Vx = x2.

Son x=0vy x=1
Estos son nuestros limites de integracion.
II. Calculamos la funcion diferencia:

y=x — a2
1 5 1 )
I V= nj (Vx = x2)" dx = TCJ (2 + x% — 2x52)dx =
0 0

=n[—+ - —Xx ==nu’

x? X0 4 7/2]1 9
2 5 77,70

4 2 4 4
by V= njoﬂx) dx = nJO(4x)2dx - [8) = 128w

Pagina 382
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PARA RESOLVER

4
Halla el area comprendida entre la curva y = 9+ 222 el eje de abscisas y

las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexion de dicha curva.

I. Buscamos los puntos de inflexion; para ello, calculamos las dos primeras derivadas:

—16x
V'= ==
(9 + 2x%)?
i -16 - (9 + 2x* — 8x%)
(9 + 2x%)3

Igualamos a cero para encontrar en qué valores de x la segunda derivada es
cero.
Esto ocurre en x = —g y x= g (puntos de inflexion).

II. Calculamos la primitiva de nuestra funcion:

G(x) = j 4 = 2\2 arc tg (Ex)

9 + 2x2 3

o 8- 2[5
G(g) = 2\3/5 arc ig (\/33)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones



UNIDAD

o) o Y] 282 ( [2)-ar (_g))

El drea buscada es: ¥ (arc lg (g) —arc g (—g))

(Se adjunta la grafica, aunque es in-
necesaria para la resolucion del
ejercicio).

s19 |si _f(x)=’\f% y g(x) =1-x|:

a) Dibuja las dos graficas en un mismo plano y halla sus puntos de inter-
seccion.

b) Determina el area del recinto encerrado entre ambas graficas.

|
i FENT]P
g(x) = l_ﬁ
,‘ ‘ 1
A
R
MNr AT =2
T ; 2
‘ | | |
1|2 X
1

1-—x, si x<1
a) Definimos g(x) por intervalos: g(x) = |1 — x| = .
x—1, si x>1

Buscamos los puntos de interseccion resolviendo la siguiente ecuacion:

fx i fx_ B
7—(1—9@ o bien > =(x-1

Al elevar al cuadrado cualquiera de las dos ecuaciones, llegamos a:

5+V25-16 x=2
22_ 2 = - -
X S5x + 0 —> x 7 <x=1/2

. 1 Py . .
Sus soluciones son DR 2 (limites de integracion).

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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1
b) Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: de 52 lydela 2
porque en x =1 cambia la definicion de g(x).

Tenemos, por tanto, dos recintos de integracion, R, y R,.

I. La funcion diferencia en el primer intervalo es:

X

b (x) = -1-x

|

La funcion diferencia en el segundo intervalo es:

X

hy(x) = (-1

II. Sus primitivas son:

IH.Hl(%) = 254; H, (1) 2\56_3 = g_%
H,(1) = g o H,) - %

IV. Area del recinto R;: H/(D - Hl(%) = g - % + %
Area del recinto R, H,(2) — H,(1) = %— g —%
El area buscada es ?2—%+2—54+%_ g_%=%uz

Se considera la funcion:

x2 si 2<x<0
g(x)=92x si 0<x<2
10-3x si 2<x<4

Representa la funcion g y calcula el valor de las siguientes integrales defi-
nidas:

1 4 4
I= g(x)dx J= J g(x)dx K= g(x)dx
-2 1 -2

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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1 0 1 310
]=j g(x)dx=J xzdx+j2xdx=[x—] il =84 U
-2 -2 0 315 o3

4 2 4 5 302 14
]=J.g(x)dx=J‘2xdx+J.(10—3x)dx=[x2]1+[10x—T] =5
1 1 2 Y
4 11 26
1<=J g dv=1+7=1L15-20
-2 3 3

1
Dibuja el recinto comprendido entre las graficas de las funciones y = —,
y =x, y=8x, y halla su area. X

= O =N W RN

I. Buscamos los puntos de interseccion de las funciones:

—=x — x7=1. Susolucién es x= 1.
X

1 1
g 8x — 8x3=1 — x=31/8. Su solucién es x = 5

x=8x — 7x=0. Su soluciéon es x = 0.

. . . 1 1
Tenemos dos intervalos de integracion: de 0 a >V de 5 @ 1. Correspon-

den a los recintos R, y R, sehalados en el grafico.

II. Hallamos la funcién diferencia en el primer intervalo:

J1(0) =8x—x="7x

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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s23

Y en el segundo intervalo:

. 1
fz(-x) = F - X

II1. Buscamos sus primitivas:

2
G,(x) = J'7x dx = 7%

_ 2
G,(x) = J.(% — x)dx = - -

X 2
1 7
IV. Gl(O) =0, Gl(?) =§
1 -17 -3
GZ(Z)— 5 G ==

_ 1
V. Area de Ry: G(?) -G, = %

B 1 5
Area de Rz: GZ( 1) — GZ(?) = g
5 7 12 3
El 4 S —+—=—=q2
area buscada es st 3 > u

Calcula el area del recinto plano limitado por la curva y = x2e* y las rectas
x=0y x=5.

Buscamos una primitiva a nuestra funcion:

G(x) = Ixz e*dx = (x%—=2x+2)e¥

(aplicando el método de integracion por partes).

G(0) =2 1000
G(5) =17¢e°
GG -G =17e> -2
500 i
El 4rea buscada es (17¢> — 2) u?. y=>5
(Se adjunta la grafica, aunque no es
necesaria para resolver el ejercicio). 0 1 S

Halla el polinomio de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0),
sabiendo que el area limitada por esa curva, el eje Y y el eje X positivo es 4/3.

Como el polinomio pasa por el punto (3, 0), una raiz es x = 3; por tanto:

y=(x—-3ax—-b)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Por otro lado, cuando x =0, y=1, asi: 1=-3(-b) =3b, b= %
Luego queda: y=(x-3) (ax - %)

Puesto que pasa por los puntos indicados y estd limitado por los ejes X e Y
(positivos), los limites de integracion son 0 y 3.

Asi, buscamos la primitiva del polinomio:

G(x) = J(X— 3) (ax— %) dx = J(axz —3ax + % +1) dx =

_ ax3 _ .X'_Z_l 2
3 3a > G X+ x
GO =0
63 =9a-2a-2 +3
G -6 =9a-Za-243-2
De donde sacamos que a = 2—17 .
Por tanto, el polinomio es: y = (x — 3) (L X - l)
27 3

Dada la curva y = x? + 2x + 2, halla el area limitada por la curva, la recta
tangente en el punto donde la funcion tiene un extremo y la tangente a la
curva con pendiente 6.

Buscamos el punto donde la curva tiene un extremo, hallando su derivada e igua-
lando a cero: y’'=2x+2=0, el punto es (-1, 1.

La ecuacion de la recta tangente en dicho punto es y = 1.

Por otro lado, la ecuacion de la recta tangente con pendiente 6 es y = 6x — 2.

Buscamos los puntos de corte de la curva con ambas rectas, de y = x? + 2x + 2
con y=1es (=1,1); de y=x?+2x+2 con y=6x—-2 es (2,10); yde y=1

con y=06x—-2 es (%,1).

Distinguimos dos intervalos de integracion: de -1 a % y de % a 2.

En el primer intervalo la funcion diferencia es:
Sl =x?+2x+2-1=x?+2x+1
En el segundo:

L) =x?+2x+2-(6x—2) =x?—4x + 4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Buscamos sus primitivas:

3
Gl(x)=x?+x2+x

3
Gy (x) = % —2x2 + 4x

-1 o /112 1 2

De la funcion f(x) = ax3 + bx? + cx + d se sabe que tiene un maximo relativo

1

en x =1, un punto de inflexion en (0, 0) y que J S(x)dx = %
0

Calcula a, b, c y d.

Hallamos f/(x) = 3ax? + 2bx +c y f"(x) = 6ax + 2b

Sabemos que f(x) pasa por el punto (0, 0), es decir, f(0) = 0, de donde averi-

guamos que d = 0.

Por otro lado, sabemos que tiene un maximo relativo en x =1, esto es que f'(1) =0,
es decir: 3a + 2b+ ¢ =0.

También tiene un punto de inflexion en (0, 0), por lo que f”(0) =0, de donde
b= 0.

Como 3a+2b+c=0vy b=0, setiecneque 3a+c=0 — c¢=-3a.

Asi, nuestra funcién queda reducida a la funcion: f(x) = ax3 — 3ax.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Buscamos su primitiva:

ax4 3019(;2
G(x) = T — >
a  3a Sa
G(O) - O, G(l) —Z——__T
G(1) - G(O) = _57“

de donde deducimos que a =-1 vy, por

El resultado es _STa que es igual a %,

tanto, ¢ = 3.

La funcion buscada es f(x) = —x3 + 3x.

526 |Teniendo en cuenta que la funcion f(x) = 2x3 —3x2 + k toma valores posi-
tivos y negativos, halla el valor de k de forma que el area de la region li-
mitada por el eje X, las rectas x=-1, x =2 ylacurva f(x) quede dividi-
da por el eje X en dos partes con igual area.

Supongamos que x = a comprendido entre —1 y 2 es el punto donde nuestra
funcion corta al eje X; por tanto, tenemos que distinguir dos intervalos de inte-
gracion: de -1 a a yde a a 2.

Buscamos una primitiva de nuestra funcion:

4 4
G(x)=2%—x3+/ex=x7—x3+/ex

-3
G =2~k

G(2) = 2k

Si suponemos que en el primer intervalo la funcion es negativa, el area es:
GED - Ga)

y si en el segundo intervalo la funcién es positiva, el drea es:
G2 - Ga)

Y como el drea en los dos intervalos tiene que ser la misma, se tiene la siguiente
igualdad:

G-D - Ga) = GR) - Gla)

es decir:

G-D =G®2)

3 _k=2k > k=L
2 2

Observa que se obtiene el mismo resultado independientemente de qué intervalo
consideremos en el que la funcién es positiva o negativa.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones 27
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Se consideran las curvas y = x? € y = a, donde 0 < a <1. Ambas curvas se
cortan en el punto (x,, y,) con abscisa positiva. Halla a sabiendo que el
area encerrada entre ambas curvas desde x =0 hasta x = x, esigualala
encerrada entre ellas desde x = x, hasta x = 1.

Hallamos los puntos de corte:
y=x?

y=a

<

}—)x2=a—>

x=a

x=-Va (no vale porque la abscisa debe ser positiva).

El punto de corte es (Na , a).
Dibujamos las dreas para tener una idea mas clara de nuestro ejercicio:

Tenemos dos intervalos de integracion: de 0 a Va yde Va a 1, que determi-
nan los recintos R, y R, senalados en el grafico.

e La funcion diferencia para el primer intervalo es:
fi(0 = a - x?

Su primitiva es:

3
G, (0) = ax - %

a\/g _ Zd\/;
3 3

Za\/;

G, =0, ¢;(Na)=aVa -

u?,

El drea en el primer intervalo es

e La funcion diferencia en el segundo intervalo es:
Lo =x?-a
Su primitiva es:
x3

Gy(x) = ? — ax

G’Z(\@)=é—a\@, G2(1)=%—a

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Za\/;
3

GO -G,(Na) = %— a+

u.

) , 1 2a\a
El drea en el segundo intervalo es — —a +

3 3
Como el drea en los dos intervalos es igual, se tiene que:

2aa 1 2a\a

——a+

3 3 3

1
De donde obtenemos que a = 3

Sean y = ax? e y = ax + a las ecuaciones de una paribola p y de una

recta r, respectivamente. Demuestra las siguientes afirmaciones:
a) Los puntos de corte de p y » no dependen del valor de a.
b) Si se duplica el valor de a, también se duplica el area encerradaentre p y 7.
a) Los puntos de corte se obtienen al igualar ambas ecuaciones:
ax*=ax+a

2_ax—-a=0

ax
alx*—x-1=0

Como suponemos a # 0, para que sean ciertamente una pardbola y una recta,
dividiendo toda la ecuacion entre a, llegamos a:

x2-x-1=0

y sus soluciones son: x =

(que no dependen de a).

1+\/§ _1—\6
3 V¥

2

b) La funcién diferencia es: f(x) = ax + a — ax? = a(=x* + x + 1)

Si llamamos h(x) = —x2

+x+ 1, setiene que: f,(x) =a h(x)
y la primitiva de f(x) es a por la primitiva de h(x), es decir:
G, (0) = a H(x)

El drea comprendida es, por tanto:
1+7s 1-v5 ) _ 1+7s 1-Vs5 )|
Gl(T) —Gl(T) - a(H(T ~H| == u
Si duplicamos a, se tiene que la funcion diferencia es ahora:
S50 = 2ah(x)

y su primitiva:

G, (x) = 2a H(x)

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Por lo que el area comprendida es:

GZ(“@)_GZ(145):2“(]{(“2@)_11(ms)) .

2 2 2

2
s29 |Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse ;—5 + %=1 al dar una

vuelta completa alrededor de OX.
5 2\2 5 2

V=nj 1-X dx=nJ~ 1-X |dx=mn-
s 25 S\ 25

4
30 | Calcula el area limitada por f(x) = xz—f4’ eleje X ylasrectas x=a vy

5
e X370 _ 20m w3
7515 3

x =0, siendo a y b las abscisas del maximo y el minimo de f.
La funcion corta al eje X en x=0.

Por otro lado, tiene un minimo en x = -2 y un maximo en x = 2.
Tenemos que distinguir entre dos intervalos: de =2 a 0 yde 0 a 2.

Hallamos la funcion primitiva:

Glx) = j AX e = 2 (e + 4)

x?+4
El 4area en el primer intervalo es:
G(=2)=2n8
G0) =2In4

G0) - G2 =2(In4—n8)
|2(n4—n8)| =2(n8—in4) v?
El 4area en el segundo intervalo es:
G2)=2In8
GQ2) -G =2(In8—1In4)
2(ln8—In4) u?
El drea total es:
2(m8-—mm4)+2 (n8—n4)=4(In8—In4) u?
31 |Halla el area comprendida entre las curvas y = e*, y = 2x — x? y las rectas

x=0y x=2.

2

I. Hallamos la funcién diferencia: y = e® — 2x — x?) = e* + x% - 2x

II. Buscamos su primitiva:

3
G(x)=ex+%—x2

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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. G(0) =1

—_

=N W RO 0N O

4
G =e*-=
) =e 3

G’(Z)—G(O)=ez—§—l

El drea buscada es:
(e2 A4 1) u?
3

La curva y =

(e}
—_
no

powL los ejes de coordenadas y la recta x = 4 limitan una

superficie S. Calcula el area de S y el volumen de la figura engendrada por
S al girar alrededor del eje X.

Buscamos una primitiva: Gx) =4n |x+ 4|
G0) =4In4
G4 =4In8

G4 —G0) =4(In8—In4)
El drea buscada es 4(/n 8 —In 4) ux

Pagina 383

33

Halla el area de la region del plano limitada por la curva y = In x, la recta
y =2 Yy los ejes de coordenadas.

Dibujamos el recinto: 31y

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Buscamos los puntos de corte de la curva y la recta:
y=Inx
y=2

Lacurva y=Inx e )y =2 secortan en X = e~ por tanto, los limites de integra-

cion son 1 y e* para R,. Por otro lado, estd la region comprendida entre 0 vy
1 ®R.

} Inx=2 — x=e?

2,
Asi que distinguimos dos intervalos: de 0 a 1 yde 1 a €%
En el primer intervalo, la funcion diferencia es: y=2-0=2

Su primitiva es:

J.de = 2x

G (0 = 2x Se podria obtener como el drea de un
G,(0) =0, G,(1) =2 } rectingulo de base 1y altura 2:

G,(D) -G (0) =2 A=1-2=2u?

Fl drea para el primer intervalo es 2 u?.

En el segundo intervalo, la funcion diferencia es:
y=2-Inx

Su primitiva es:

I(Z—an) dx = 2x—Jlnxdx

Integramos por partes:

u=nx — du=1/xdx
— J.andx=xlnx—de=xlnx—x
dv=dx — v=x

Gy(x) =2x—(x - Inx—x) =3x—xlnx
Gle*) =3 e*—e? 2=¢?
G, (D=3
G(e?) - G, (D =e*-3
Fl drea para el segundo intervalo es (e? — 3) u?.
Por tanto, el area total es:
2+e*=3)=(e? =D u?
Calcula el area de la figura limitada por las curvas que se dan en los
siguientes casos:
a)y=2-x% y=|x|
b)xy+8=0, y=x2 y=1

cy=senx, y=cosx, x=0

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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b)

Unidad 13.

UNIDAD (13
3 Se cortanen x=-1y x=1.
En el intervalo de -1 a 0, la fun-
2 cion diferencia es:
o= 1] y=2-x?—(=x0)=2-x*+x
. 1 \ En el intervalo de 0 a 1, la fun-
! N\y=2- cion diferencia es:
. . B )
3 2 I 0 1\ 2 3 y=2-x"-x

Por simetria, basta calcular el drea en uno de los dos intervalos, por ejemplo,
en el segundo. Buscamos su funcién primitiva:

3 2
Glo) = =X X 4oy

3
-7
G(1) ¢
G0 =0
_ 7
G - GO) = %
El drea total es 2 - L = L u2,
6 3
5
4
3

9 8 -7 6 -5 —4 -3 -2 -1 0
Las tres funciones se cortan 2a 2 en: x=-8, x=-2 y x=-1L
Por tanto, calculamos el area en dos intervalos, de -8 a -2 yde -2 a -1.
La funcion diferencia en el primer intervalo es: y = 8
x

Su primitiva es:

G, (x) =-8In |x| —x

G,(=8)=-8In(-8) +8

G (=2) =-8In(=2) + 2

G(2) -G (8 =-8m(-2)+2+8n (-8 -8 =

=-8(In(2) - (-8)) -6 =-8n (%)—6 =8n4-6

La integral definida. Aplicaciones
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La funcién diferencia en el segundo intervalo es:

y=x>-1

Su primitiva es:

3
Galx) = X _
5(%0) 3 %

NS}

Gz(_z) =

SN UJ|

Gz(_l) =

G- G2 = 5

El 4rea buscada es: (81n 46+ %) = (8[n 4 — 1—34) u?

C) 1+

y=senx

Yy =cosx

Las dos curvas se cortan en Xx = %

Por tanto, nuestros limites de integracion son 0 y T

Buscamos la funcion diferencia:
Y = COSs X — sen x

Su primitiva es:
G(x) =senx + cos x

GO =1

G(g)_c;<o>=@_1

El drea buscada es (V2 — 1) u.

4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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35 |Sabiendo que el drea de la region comprendida entre la curva y = x2 yla

recta y = bx esiguala %, calcula el valor de b.

La curva y = x?

x = 0.

y la recta y = bx se cortan en el punto de abscisa x = b y en

Asi, nuestros limites de integracion son 0 y b.

La funcion diferencia es:

y = bx — x?
Su primitiva es:
bx? x5
G(x) = 22~ _ X
) 5 3
G =0
b
G(b) = —
®» A .
F N Y
_b 11—
G(b)—G(O)—? Y
7 4 . . _
p 9 . 6t y = 3x
Como el drea es 5 se tiene que: S
4 v =a
p_9 3
6 2’ 2
1
de donde obtenemos que b = 3. 0 1 > 3

36 |Calcula el valor de a para que el area de la region limitada por la curva
y=-x%+ax yeleje X seaigual a 36.

La curva corta al eje X en los puntos de abscisa 0 y a (estos son los limites de
integracion).
Su primitiva es:

G@=%§+@f

2
G0 =0
a3 10
Gla) = —
(@ 6 ? y ==+ 6x
8
3 7
G(@) ~ GO) = = 6
5
Como el drea es 30, se tiene que: 4
3
3
a _ 2
T 1
de donde averiguamos que a = 6. 0 1 2 3 4 5 6

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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36

Dada la funcion y = , calcula el valor de a para que el area limitada

x+1
poresacurvay las rectas x=0 y x =a seaigual a 2.
Buscamos su primitiva:
Gx)=2n(x+1)
G0 =0
Ga)=2n(a+1)
Gla) -G =2In(a+1)

Como el drea es igual a 2, se tiene
que: 2/n (a + 1) =2, de donde
averiguamos que a =e — 1.

Considera la region del plano que determinan las curvas y = e* e y = e?*
ylarecta x = k.

a) Halla su area para k= 1.

b) Determina el valor de k> 0 para que el area sea 2.
a) Si k=1, nuestros limites de integracion son 0 y 1.
Hallamos la funcién diferencia: y = e** — e¥

Su primitiva es:

38
€2x
G(x)=="— — e~ 7
2 6
-1 4 &2 5
G(O)_77 G(l)—T—e 4
2 1 3
GH-GO) =L —e+—
(D () T "€t 2
1.
~ 62 1 2
El drea buscada es 7—e+5 u-. 0 1

b) Ahora nuestros limites de integracion son 0 y k. Como la funcion diferencia
y su primitiva son las mismas que en el apartado a), se tiene que:

-1
G = 5

2k
G(l) = & _ ok
R > e
2k 1
Gk - G(0) = & —ek+ =
(k) — G(O) 5 S
2k /e

Como el drea es 2, se tiene que: % —ef+ % =2

Resolviendo la ecuacion, averiguamos que & = In 3.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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39 |Calcula el drea encerrada entre la curva y = x> —2x —3 y la cuerda de la
misma que tiene por extremos los puntos de abscisas 0y 1.

Los puntos que determinan la cuerda son (0, =3) y (1, —4), de donde obtenemos la
ecuacion de la recta que contiene la cuerda: y=-x-3

Nuestros limites de integracion son 0 y 1.
Hallamos la funcioén diferencia: y = x> —=2x -3 — (wx = 3) = x* — x

Su primitiva es:

CO=T T 0 !
G(0) =0 B AN
_ -1 5
G =L . N\
G(1) - G(O) = ?1
El 4rea buscada es ?‘ = % u?,

40 Dadas y=-x?+1 ylarecta y=a, a<0, determina el valor de a de modo

uz.

que el area entre la curva y la recta sea

La curva y la recta se cortan en los puntos de abscisa x=-—V1-a y x=7V1l-a.
La funcion diferencia es: y = x>+ 1 —a
Su primitiva es:

3
G(x)=%+x—ax

G(N1-a)= —(\/13_603 —VN1-a+all-a

G(m)=—£\/1—3—aﬁ+\ll—a—a\/1—a

¢(NT=a)-G(—N1=a) = %(1—@)\/71—41

) 2 . i
Como el area es , igualamos: 3
— _h2 1
y=-x"+1
—<1 ~oV1- 8( .
Resolviendo la ecuacién, obtene- 2 L0t 0 1\ 2
- 1 =1
mos que a = —1. / HEE \
=3
4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones




Halla el area de la porcion de plano encerrada entre las curvas y = sen x e

] T
y = sen 2x para valores de x en el intervalo [0, —

Las curvas se cortan en el punto de abscisa r

Por tanto, tenemos dos intervalos de integracion de: 0 a % y de % a %

La funcion diferencia en el primer intervalo es: y = sen 2x — sen x

Su primitiva es:

G, (x) = % + cos X

La funcién diferencia en el segundo intervalo es:
Yy = sen x — sen 2x
Su primitiva es:

cos 2x

G,(x) = —cos x +

3 2 4 4
-1
G|E)===
2(2) 2
-1 3 1
G E —G E = — 4+ = = —
2(2) A3 2 4 4
El 4rea buscada es L+ + L = L 2
4 4 2
! y = sen 2x -\
T
2
}’:S()VZ‘X'
1 T 2
2

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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2

Halla el area comprendida entre la curva y = (x——l)z’ el eje OX vy las rec-

tas x=1y x=2. (x+1)

Buscamos una primitiva de nuestra funcion:

12
Go = [=1 dx=j(1_4—X)dx=
(x + 1? x?+2x+ 1

=x—2J.—2x+2_2 dx =
X2+ 2x+1

x—zjﬂ dx+zj‘# dx =
x2+2x+1 (x + 1)?

1

=y _ 2_ 4.0~
x—=2In(x+1D*—-4 o+ D

G = —2In 4 -3
GQ2) = % —2In 9

G(Z)—G(1)=%—Zln9+21n4+3=

2

=13—1+2(ln4—ln9)=%+2(ln(%)u

yom (i) 2
3 9

El area buscada es u.

Calcula el area limitada por la hipérbola xy =1 y la cuerda de la misma que
tiene por extremos los puntos de abscisas 1y 4.

La cuerda tiene por extremos los puntos (1, 1) y (4, l)

4
Asi, obtenemos que la ecuacion de la recta que contiene a la cuerda es:
y = i + 2
4 4

Nuestros limites de integracion son 1y 4.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Calculamos la funcion diferencia:

- , 5 1

= 2 4+ L _ —

YT T T
Su primitiva es:

2
G(x)=%+57x—ln | x|

-9
G S
G4 =3-In4

G -G =3-In4

El 4rea buscada es (1—85 —-In 4) u?.

La region limitada por la recta y = x — 3, la parabola y = (x —5)? y el eje
OX gira alrededor del eje OX. Halla el volumen del cuerpo de revolucion
que se genera.

Buscamos los puntos de corte de la recta y la pardabola:
x-3==-5% - x?-1lx+28=0

Se cortan en los puntos (4, 1) y (7, 4). Por tanto, nuestros limites de integracion
son4vy7.

Hallamos el volumen generado por la recta y = x— 3 alrededor de OX entre 4y
7,y, posteriormente, le restamos el generado por la curva y = (x — 5)? alrededor
de OX entre los mismos limites.

(x—3)5]

7 7
V1=nj(x—3)2dx=n~[ =211 u3
4 3 4
7 _2)517
V2=nJ. (x - 5)4 dx:ﬂ.[ul 3B
4

5 i D
El volumen buscado es:
72
Vi-V,= 211‘5—?7[=?TEU3

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Halla el volumen del cuerpo engendrado por la region del plano limitada
por los ejes de coordenadas, la curva de ecuacion y = e™™ ylarecta x =3,
al girar alrededor del eje OX.

3 3
V= nJ (e?dx=m- J‘ e dx =T . [e*zx]3 =T (eP-Dud
0 0 -2 0 -2

1

Calcula el volumen que se obtiene al hacer girar alrededor del eje OX el re-

1
cinto limitado por las funciones y = s Y% x=4.

2-

1 .
Las curvas y = — y x =y? se cortan en el punto de abscisa 1. Por tanto, nues-
x

tros limites de integracion son 1y 4.

El volumen buscado es el resultado de restar el volumen engendrado por la curva
y= Vx alrededor de OX entre 1 y 4, y el volumen engendrado por la curva y = L
X

alrededor de OX entre los mismos limites.

V)= njj(\@)z dx=Tm"

274
il R 7|
2], 2

2
—) dx =1 - =
R P

4
V2=TcJ. 1
1\ X

El volumen buscado es:

ir: 3 3

V-V, = I5n _ 3mn _ 271 3

2 4 4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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2 2
Calcula el volumen engendrado por la hipérbola *_ % =1 cuando

x €[4, 4]. 4

=21 - 24 = 48n u?

Halla el volumen engendrado por la circunferencia x2 + y?2—4x+3 =0 al
girar alrededor de OX.

El circulo del ejercicio tiene su centro
en (2, 0) y radio 1; por tanto, corta el
aje OX en (1,0) y (3,0). Asi, nues-
tros limites de integracion son 1 y 3.

X +)P—4x+3=0

(x-=22%+y?=1

1 2 3

3
V=n~J.y2dx=n~J.(1—(x—2)2)dx=7t~
1 1

x— (X—2)3]3= 4m w3

3 |, 3

Obtén la familia de curvas en las que la pendiente de la tangente es
f(x) = x e?*. ¢Cual de esas curvas pasa por el punto A(0, 2)?

Buscamos su primitiva:
jx e dx

Utilizando el método de integracién por partes:

u=x — du = dx o2x o2x 2% p2x
e %jx-ezxdx=x-——J—dx=x———+k
dv=e*dx — v=7 2 2 2 4
er er
= . _ +/€
A

1
Como pasa por (0, 2), se tiene que: ~Z + k=2, dedonde k= %
Asi, la curva buscada es:
er er

. e 9
Y 2 4 4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Expresa la funcion de posicion de un movil sabiendo que su aceleracion es
constante de 8 cm/s?, que su velocidad es 0 cuando ¢ =3 y que estd en el
origen a los 11 segundos.

Llamamos S(7) a la posicion del mévil al cabo de ¢ segundos. Asi:
V(D) =S'(t) vy al) =S"(t) =8 cm/s?

Calculamos la velocidad V(#):

V) = J.a(t)dt - IS di =8t + k
V(1) = 8t — 24

V3)=24+k=0 — k=-24
Calculamos S():
S@) = JV(t) dt = J(St —24) dt = 4% — 24t + ¢
SAD=220+c=0 — c¢=-220
Por tanto: S(t) = 41? — 24t — 220
Un movil se desplaza en linea recta, con movimiento uniformemente acelera-

do, con aceleracion de 2 m/s? y con velocidad inicial v,=1m/s. Calculay com-
para las distancias recorridas entre t=0 y t=2 yentre t=2 y ¢t=3.

e Calculamos la velocidad del mévil:
V(1) = ja(t)dl = Jz dr=2t+k
V() =2t+1
V) =k=1
e Distancia recorrida entre t=0 y t=2:
2 2
d, =J V(z‘)dt=j Qt+ Ddt =[1? + z‘](z) =6m
0 0
e Distancia recorrida entre t=2 y t=3:

3 3
d2=J V(l‘)dt=[t2+t]2=12—6=6m
2

e Por tanto, recorre la misma distancia entre 1=0 y t=2 queentre =2y t=3.

CUESTIONES TEORICAS

xl
Calcula la derivada de la funcion dada por F(x) = cos t dt de dos
formas: 0

a) Obteniendo de forma explicita F(x) vy, después, derivando.

b) Aplicando el teorema fundamental del calculo.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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$2
a) F(x) = [sen t] , = sen x?
F'(x) = 2x cos x*

b) Como [/ es una funcion continua en todos los puntos, se puede aplicar el teore-
ma fundamental del calculo:

F'(x) = f(x?) - (x%)' = 2x cos x?

Pagina 384
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Halla la derivada de las funciones que se dan en los siguientes apartados:

p
a) F(x) = j cos t2 dt
0

b) F(x) = J'x(t2 FO)dt
0

1
1+ sen?t

) F(x) = JZ
d) F(x) = J'se" A+
0

a) Como [ es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del calculo:
F'(x) = cos x?

b)Como [ es continua, también podemos aplicar el teorema fundamental del
calculo:

F'(x) = [(x®?% + x] 2x = 2x° + 2x3
¢) Del mismo modo:

1

F'(x) = ———
1+ sen x

d) Andlogamente: F'(x) = (1 + sen x) - (sen x)'= (1 + sen x) - cos x

Sin resolver la integral, indica donde hay maximo o minimo relativo en la
funcion:

F(x) = jx(tz —Dat
0

Los maximos o minimos relativos se obtienen para los valores de x donde la
primera derivada es cero, en nuestro caso F'(x) = 0.

Como [ es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del cilculo:
F'(x) =x%-1

F'(x)=0 en x=-1y x=1, asi en los puntos de abscisa -1 y 1 hay maxi-
mos 0 minimos relativos.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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X
Sabemos que I S@®adt=x*(1 + x), siendo continua en R. Calcula f(2).
0

Aplicando el teorema fundamental del calculo, se tiene que:
F0) =2x (1 + x) + x?
f(2 =16

X
Sea F(x) = J- cos? t dt. Halla los posibles extremos de dicha funcion en el
1

intervalo [0, 2x].
Como [f(x) = cos?> x es continua en [0, 27l, podemos aplicar el teorema funda-

mental del cilculo, y asi obtenemos la primera derivada de la funcion F(x):
F'(x) = cos? x
Esta tiene sus extremos en los valores de x en que F'(x) =0, estoesen x = %

31
X = =—.
y 2

Sabemos que el drea limitada por una funcion f;
el eje de abscisas y las rectas x =1y x=5 es
igual a 6. ;Cuanto aumentara el area si traslada-
mos 2 unidades hacia arriba la funciéon f?

Y

1 2 3 4 5

Si trasladamos también el eje OX 2 unidades hacia arriba, es ficil ver que el drea
anadida es la de un rectingulo 4 u de base y 2 u de altura (su drea es 8 u?).
Es decir, su drea aumentard 8 u?. (No depende de lo que mida el area sefialada).

Si una funcion f es positiva para todos los valores de su variable, cualquier
funcion primitiva de ella es creciente en cada uno de sus puntos. ;Por qué?

Cierto, puesto que si la primera derivada de una funcién es positiva, dicha funcién
es creciente.

La graficas I, I y III corresponden, no necesariamente por ese orden, a las
de una funcion derivable f, a su funcion derivada f' y a una primitiva F
de f. Identifica cada grafica con su funcion, justificando la respuesta.

© @)

L \ )

/|

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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La grafica II es la de la funcion; la grafica I, la de su derivada y la grafica 111, la de
su primitiva.

La razén es: partiendo de la grafica II, observamos que se trata de una funcion
lineal (afin) con pendiente positiva, por lo que la funcion derivada tiene que ser
una funcion constante (la pendiente de la funcion afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcion afin tiene que ser una funcién cuadratica,
cuya grafica corresponde a la pardbola.

¢Cual de las siguientes expresiones nos da el area
limitada por la grafica de f y el eje de abscisas?

A Y 7 VA O

d

Justifica la siguiente afirmacion:
Si una funcion f no corta al eje X, cualquier primitiva de ella no puede te-
ner maximos ni minimos.
Cierto, porque la funcién f seria la derivada de su primitiva y al no ser nunca
cero, no puede tener ni Maximos ni Minimos.

2

Dada la funcién y = x2, halla el punto c < [0, 2] tal que el area I x%dx sea
0

2
igual a la de un rectangulo de base 2 y altura f(c). Es decir, 2 f(c) = J. x? dx.
0

¢Qué teorema asegura la existencia de c?

2
szdx=§
0 3

Asi pues, se tiene: 2/(c) = ﬁ, de donde averiguamos que ¢ = 2—\/5

3 3

El teorema que asegura la existencia de ¢ es el teorema del valor medio del
calculo integral.

X
Sea F una funcion definida en [0, +=) tal que F(x) = J n(2 +t)dt.
0

Analiza si es verdadera o falsa cada una de estas afirmaciones:

A F0)=Imn2

b) F'(x) =

2t X x>0

¢) F es creciente en su dominio.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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a) Calculamos G(@) = J.ln (2 + 1) dt integrando por partes:
u=mQ+1t) - du= dt
2+t
dv=dt —» v=1
GH=|mQ+bdt=tnQ2+1) ! dt=tin (2 +1) 1 2 dt =
J.” " ‘Izw " 'J(_zw

=t Q+)—1+2nQ+D=0C+2) M Q2+D -t

Por tanto:

F) =G -G =[x+ mQ+x)-x]-[2m2-0]=
=(x+DMmx+2)-x-2n2

F(O)=2In2-2n2=0

La afirmacion F(0) = /n 2 es falsa (basta ver, ademds, que en F(0) no hay

area).

b) Como [ es continua para x =0, aplicamos el teorema del cdlculo integral:
F'(x)=In Q2+ x)

También es falsa.

¢) Cierta, porque su derivada F' es positiva en todo el dominio.

PARA PROFUNDIZAR

Deduce por integracion el volumen del cilindro de radio » y altura h.

@ Haz girar alrededor de OX el rectdngulo limita- Y
do porlarecta y=r entre x=0y x=h r

h I
V=n-J r2 dx=n~[rzx];=n72h
0

Demuestra, utilizando el calculo integral, que el volumen de la esfera es
4

V=—nR53.
3

@& La esfera se engendra al girar la circunferencia x’ +y? = R? alrededor del eje X.

R R B3R
V=m- yzdx=n-j (Rz—xz)dx=n-[R2x—— =
-R R 3

-R

3 3
=T|:-R3_R_+R3_R_ =inR3
3 3 3

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Demuestra que el volumen del elipsoide obtenido al girar la elipse
x2  y?
? + ﬁ =1 es:

4
a) gn a b? sigira alrededor de OX.

b) %n a? b si gira alrededor de OY.

a 2 3 214
a)V=n~j (bz—xzb—)dx=n~ b X0
—a a? 3 a4l
2 2
— [92@_%+b2a_ﬂ =inab2
3 3 3

b
2 ys,d_z] A
b

b
3

2
- azb—bi+oz2b— =inba2
3 3

Determina la funcion y = f(x) sabiendo que su grafica pasa por el punto
P(1, 1), que la tangente en P es paralela alarecta 3x +3y—1=0 y que
["(x) = x.

La informacién que tenemos es:
/(1) =1, porque su grifica pasa por (1, 1).

Jf'(1) = -1, porque la pendiente de la recta tangente en x =1 es igual a la de la
recta 3x+3y—1=0 = m=-1

S0 = x
Calculamos f"(x) = Jf "(x) dx:

2
S = %+ a

Como f'(1) = -1:

1
S = > +a=-1, entonces a = -

-
S0 ==
x3 3
Calculamos f(x) = j [0 dx = < " 5x +b.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Como f(1) =1, averiguamos que b = %

3
Ast: flx) = %—%x+%

Determina el valor del parametro a > 0 de tal manera que el area de la
region del plano limitada por el eje X vy la grafica de la funcion
f(x) = a(x +2)?—(x + 2)3 valga 108.

La funcion corta al eje X en los puntos de abscisa =2 y a — 2. Nuestros limites
de integracion; buscamos una primitiva:

e+ 2’ @+t
3 4

am=ﬁmwuﬂ—u+@ﬂm=a

4
- a

Gla-2) = O

G=2)=0

4
_a
Gla-2)-GR) = 7

Como el drea tiene que ser 108, igualamos:

4
“4_ - 108. De donde obtenemos que: a=0

Halla la ecuacion de una pariabola de eje vertical, tangente en el origen de
coordenadas a una recta de pendiente 4 y que delimita con el eje X un re-
cinto de base [0, 3] y area 9.

y=ax*+bx+c

Pasa por (0,0) — (=0 — ¢=0

KN
°

YO =4 — b=4

y = ax? + 4x

El drea entre 0 y 3 es 9, asi:

(=)
—
o
P I
£

3 3 3
I (ax? + 4x) dx = _a;c + sz] =9a+18=9
0

0

De donde averiguamos que: a = -1

Asi, la funcion es: y = —x? + 4x

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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Demuestra, utilizando el calculo integral, que el drea del circulo x% + y2<9
es 97.

7 ; . 3
X1+ 2 g9 OArea=4'J.\/9—7xzdx
0

/ e Calculamos G(x) = J.V9 —x? dx, mediante un
!j3 cambio de variable:

2

G(x) =JV9—x2 dx=3- J’\/l —(%) dx

Cambio: %=sent — x=3sent — dx=3costdt

G(x) =3 J.\ll —sen*t - 3costdt= QJCOSZ tdt=

—offLycos®t) ol o1 2 o9, 9 2
9J.(2+ > )dz‘ 9[2t 4sen t] 2t+4senz‘
2

=2-aycsen(£)+2 Zﬁ l_(ﬁ) =
2 3 4 3 3

2
=2-m’csen(£)+i X 1—(£) =
2 3 2 3
=2-arcsen(£)+x 9 -
2 3 2

e Por tanto, el area serd: A =4 - (G(S) - G(O)) =4 - 9% =0

Demuestra, utilizando el cilculo integral, que el irea de la elipse x? + 4y% = 4
es 2T.

T T T

L+7‘

I 2

o~ 7 reie(5) o aee 1‘%)2
N

e Despejamos y: 4y% =4 -x? —

-2

, 2
e Calculamos G(x) =j 1- (%) dx

Cambio: %=sent — x=2sent — dx=2costdt

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones



G(x) = J.\ll —sen*t -2costdt= ZJ.cos2 tdt=

2
=2.J(l+%t) dz=j(1+6052t)dt=

2
2 2
=+ SO pesen () + X Al1- (2] =
2 2 2 2
_ X x V4 — x?
= arc sen | = |+ ————
2 4

e F] drea sera:

A=4'[G(2)—G(O)]=4~%=2n

X
72 |cCalcula el area encerrada por la elipse de ecuacion —

IS

3
_|>§
NS
o

e El area es:

4 2 4 2
A=4~j5‘ 1—(1) dx=12j 1—(ﬁ) dx
0 4 0

2
e Calculamos G(x) =J 1- (g) dx:

x
Cambio: Vil sent — x=4sent — dx=4costdt

e Eldrea seri: A =12 [G4) — G(0)] = 12m.

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones

1  cos?t
G(x)=JV1—sen2t -4costdt=4jcos2tdt=4-J(E+ >
X
= J(Z + 2cos 2t) dt = 2t + sen 2t = 2arc sen 7 2 T
V16 — x2
= 2arc sen " + — s
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a) Halla el volumen del tronco de cono de radios 7 cmy 11 cm y altura 6 cm
que se obtiene al hacer girar el segmento AB alrededor de OX.

Y
B .-

11

@ Halla la ecuacion de la recta AB.

1
b) Obtén la formula V= gn h(r? + 3 + r;7,) que nos da el volumen de un

tronco de cono de radios r,, r, y altura h.

a) La recta pasa por los puntos (0, 7) y (6, 11).
Obtenemos su ecuacion:

-7 _4_2 | rectaes y=7+£x

6-0 6 3’ 3
Los limites de integracién son x=0 y x = 6.
El volumen sera:
6 6 2 2
V=n'J. (f(x))zdx=1t-'l. (7+g ) dx =
0 0

6
=E-J(49+ix+ix2)dx=
0 3 9

2 316
=n~49x+2i+4i =3507’[u3
3 27 |,
b)
[ | Les
|
| /
‘_."' r,
e dl "
h

La recta pasa por los puntos (0, ) y (h, ).

Obtenemos la ecuacion:

rn=n H=n Hn=n
m= — —-=— :>y=rl+( 5 )x

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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El volumen sera:

b — 2
Tl','J-[V1+(rZ rl)X] dx =
0 h

V

=1 \2 43 r,— 7
=TE'7’2+(2 1) A (2 1)~x2] =
! h 3 ! h 0
r,—=1r 2 p3 ry—r
=n~[712/o+( ; )-?+Vl'( 7 )-b2]=
=n‘b-[r12+%‘(r§+712—2-rl‘r2)+r1r2—712]=

n-b~[%~r§+l-r%—%-r1r2+rlrz]=

3

%nb(rlz +r3+r,)

Pagina 385

AUTOEVALUACION
1. Dada la funcion f(x) = x3 + 3x2, calcula:
a) El area encerrada por f(x), el eje OX ylasrectas x=-2 y x=1.

b) El area de cada uno de los dos recintos comprendidos entre las graficas de
S(x) yde g(x)=x+3.

a) Representamos el recinto:

e Cortes con el eje OX:

-3
x3+3x2=0 - xz(x+5)=0<§_0

e Puntos singulares:

x=0

S0 =0 — 3x2+6x=0 — x(5x+6)=0< e

o f"(0)=6>0 — Minimo: (0, 0)
f (x)=0x+6 < fr/(_z) =_6<0 — Maximo: (-2, 4

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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—

[
[
[
|

P 1 x4
Area = J (x3 + 3x2) dx = [7 + 3
2 _

b) e Representamos f(x)

=x3+3x2 y glo)=x+3

Hallamos los puntos de corte de [y g:

x3+3x2=x+3 5 x?+3x2-x-3=0

1 3 -1 -3
-3 -3 0 3
1 0 1 [0

Las grificas se cortan en x

x2-1=

Y

[
[
[
|

x=1
o<i:x=_1

=3, x=-1y x=1

e Calculamos el drea entre -3 y —1 y el drea entre —1 y 1:

—1 -1
J [(x3 +3x2) — (x + 3)] dx = J. (x3+3x%2—x—-3)dx=
-3

e
11
h_ 2
7.9 42
' 4u

-1
— 3 x] =
-3

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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1 1
j [<x+3>—<x5+3x2>]dx=j e+ 3 — a3 — 3a2) dx =
1 -1
xz 4 51

—7+5x———xJ_1=

_ (1 1 1, 1 92 (7).

‘z+3‘4"1)‘(2 S-gr =g (4)

_9. 7 _16_, 5

sty g -4

2. Calcula el area del recinto limitado por la funcion f(x) = x2 —2x + 2, el eje
OY vy larecta tangente a f en x = 3.

e Calculamos la tangente a f(x) = x* - 2x+2 en x = 3:

Punto de tangencia: x=3, f3)=9-6+2=5 — (3,5)

Pendiente de la recta tangente: f'(x) =2x-2 — m=f'(3) =4

Ecuacion de la recta tangente: y=5+4(x—3) — p=4x-7
e Representamos el recinto:

Jx0) = x2 = 2x + 2

Y

Vértice de la parabola:
fl)=0 - 2x-2=0 —>

- x=1 fL=1 - A, D

|
Corte con los ejes:
‘,;4 x=0, =2 = (0,2
| N
NN , 2+V4-8
N K2-2x+2=0 > x=——"—

2
No corta al eje OX.

e Calculamos el area:
3
A =J. [(x2—2x+2)—(4x— 7] dx =
0

3 X3 3
=J(x2—6x+9)dx= T 3x2+9x| =9 u?
0 3 0

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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2
x“—12
3. Halla el area comprendida entre la curva de ecuacion y = ~Z+a Y el eje OX.

e Hallamos los puntos de corte de f con los ejes:

x2-12 x=23 = V3, 0
=0 2-12=0 :
X2+ 4 - <x=—2\/g - (2\3, 0

Si x=0, f(0)=-3. Corta al eje OY en (0, -3).

fo=0 —

e Puntos singulares:

32x

[ =0 —>f’(x)=m

=0 - x=0

S0 <0 si x<0

F10 >0 si x>0 } — Minimo: (0, -3)

e La funcion tiene una asintota horizontal, y =1, y es simétrica respecto al eje OX.

| |
PL A
23 x2 - 12
a-2|] "
Calculamos la integral:
212 1 4
Jx—dx='[1——6 dx=x—J—dx=
X%+ 4 X2+ 4 X2
= +1
4
1/2 X
=x—8j—dx=x—8arctg—+/e
5 \2 2
(—) +1
2
) 203 8 8
Area = 2 [x— 8m’ctg% =2‘2\/_—?n =2(?n—2\/§ u?
0

2
4. Calcula: J. |2x —1| dx
0

Definimos por intervalos la funcion f(x) = | 2x — 1]:

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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0 = 20— 1] = 2x+1 si x<1/2
L P Y
2 1/2 2
J |2x—1|dx=J (—2x + 1)dx+J. QRx—1)dx=
0 0 1/2

1/2 2

=[—x2+x +x2—x} =(—i+i+2+i=iu2
0 12 4 2 4 2

5. Halla el area de la region acotada comprendida entre la grifica de la funcion

S =

e rectas yo1, w22
(i 2)? ylasrectas y =1, x=—.

1
Representamos la funcion f(x) = (x——Z)Z:

e Asintota vertical: x =2, [lim f(x) = +oo
X — 2

e Asintota horizontal: y =0

e Puntos singulares: [/(x) = #0 para cualquier x

-2
(2 = 2)3
No tiene puntos singulares.

e Punto de corte con la recta y = 1:

1 x=1— (1,D
—=1 -2?%=1 ’
Rt -2 & x=3 = 3,1
Recinto:

, 3 1 p
Afea'L/zlm—ll T

— -1 3 — 9_1 2
_[x—Z_x] soArg =

6. Calcula el drea encerrada entre la grafica de la funcion exponencial f(x) = e*
y la cuerda a la misma que une los puntos de abscisas x=0 y x = 2.

Ecuacion de la cuerda:
x=0 = f(0)=e"=

2 > f)=e? } Recta que pasa por (0, Dy por (2, e
X = d =e

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones
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e?-1 e?-1
- y=1+ >

X

2

2 es —

1+ x—e¥|dx=|x+

Area = J

0
=2+e?-1-e)-0+0-eD=1+1=2u?

7. Calcula el area del recinto limitado por la curva de ecuacion fix) = |x2—4| y las
rectas x=-1, x=3 ey=0.

Definimos la funcién f(x) = |x? — 4| por intervalos:
x2—4 si x<=2

J)=9-x2+4 si 2<x<2
x2—4 six>=2

o
L
>

2 3
Area=J (—x2+4)dx+J (x2—4) dx =
1

- 2
A3 2 43 3
=|—— + 4 +|— — 4 =
ER I XL
( 8+8 (1 4+ 912 (8 8) 9_'_7 34 2
-2 - ¢ 2 _ gl = L2220
3 3 3 3 3

2
X

8. Dada la funciéon F(x) = J Intdt con x>1:
1

a) Calcula F'(e).
b) ¢(Tiene F puntos de inflexion?
Justifica tu respuesta.

X2

a)F(x)=J mtdx — F'(x)=Unx% 2x=QInx) 2x=4xInx
1

F'(e) = 4elne=4e

1
b)F”(x)=4lnx+4x~;=4lnx+4; 4lnx+4=0 - Inx=-1 - x=e!

F no tiene puntos de inflexién porque e~! < 1; es decir, e™! no pertenece al do-
minio de F.

9. Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX la funcion
J(x)=x+2 entrelasrectas x=0 y x=4.

= 3
= T u
0 3

4 314
V=7tj (x+2)2dx=n[(x;2)] 208
0

Unidad 13. La integral definida. Aplicaciones



CALCULO DE PRIMITIVAS

Pagina 337

REFLEXIONA Y RESUELVE

Concepto de primitiva

B NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

@ a)Jldx=x b)Jde=2x C)J.\de=\/§x
@ a)J.Zxdx=x2 b)de =x72 c)Jsxd =37x2
_ 7x? x . x? _ 22
@ a).|.7xdx—7 b)J.3 dx s c)J.\/Exdx >
4 2 J.sz dx = x? b) sz dx = %3 C)J-sz dx = ZTXS
@ a) J6x5 dx = x° b) st dx = %6 c)J-3x5 dx = %xé = x7

B POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

6) a)|Dx2dx=x1= 1
© o]

X

Unidad 12. Célculo de primitivas
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a)J(x_—ls)sdx=J(x_3)—3 dx = (x—3)2% _

-1
-2 2(x — 3)?

5 =J 1 _
b)J(x—s)de G BT 2oy

B LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS

©

)

a) J%xl/Z dx = x3/2 = x3

b) J.%\/; dx = J’%xl/z dx = 332 = N3

a) J.\/; dx = ijéxm de = 2532 2 23
3J 2 3 3

b)J‘7\/; dx = 7'[\/; dx = %\/F

a)J\/S_xdx=jV§'V;dx=J\g@dx=@J‘\Rdx=ﬁ\/ﬁ=—2\/§?

b)J‘@d _J'\Ffd_ijrd_f,zr 2(r 22

5
1
a) Jax‘l/z dx = xV2 = x
b) J— dx =

a)sz/_ dx = 3‘[— dx = 3\x

5/2
b)jS\/F dx = 5_|.x5/2 dx =5 9;;2 = 2Vx5

a)J—d —_[— —d VSTc

b)J\l7x3 dx = WJW dx = %W

B /RECUERDAS QUE D(ln x)=1/x?

a3

1
a) J.— dx =In |x|
x

b)J.—d =— 5 dx—gln|5x|

15

Unidad 12. Célculo de primitivas
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16 a)J. L dx=in|x+5|

x+5

3 _3 2 _3
b)J.2x+6dx_E o dx 5 In|2x+ 0|

B ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

@ a)Jcosxdx =sen x

b)JZ cos x dx = 2 sen x

a) Jcos

b)J.cos 2x dx = %J’Z cos 2x dx = % sen 2x

T
X+
2

dx = sen (x+ E)
2

@ a) J'(—sen x) dx = cos x

b) J.sen xdx =—-cosx

a) Jsen(x—n) dx = —cos (x — )

b) Jsen 2x dx = %JZ sen 2x dx = _—21 cos 2x
@ a) J(l +1g% 2x) dx = %J.Z(l + 1% 2x) dx = % 1g 2x

b)J.t,g2 2x dx=J.(1 +1g22x - 1) dx=J(1 +1g% 2x) dx—Jl dx = % g 2x — x

H ALGUNAS EXPONENCIALES

@ a)J.exdx= eX

b)J‘e""ldx=eerl

@ a) Jezx dx = %JZQZ’C dx = %ezx

b)J’er+1 dx = lJ.26,2x+1dx= le2x+l
2 2

Unidad 12. Célculo de primitivas
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1. Calcula las siguientes integrales:

a) j 7xt dx b) J'% dx
4 _ 2 _
C)J‘x 5x%+ 3x 4dx
X
4 =2 _
e)jx 57 + 3% 4d.x ﬂj\/;dx
x+1
4 =2 _
g)J.7x SaT v 3x—4 h)Jde
X
[ x+ V543 ~ [ V5x3
1)J.—dx ])J‘3 dx
3x Vx
5 5
a)J7x4dx=7-x—+k=7i+k
5 5
1
b)-[idx=J’x—2dx=x—+/e=i+/e
x2 -1 X
2 4 2
C)J. x+3x 4dx=J.(x3—5x+3—%)dx=%—%+3x—4ln|x|+/e

3
dx=J(x2+2x+4+ Sz)dx=%+x2+4x+81n|x—2|+/€

e)Ix—Sx +3x—4 x=J(x3—x2—4x+7—

)dx=
x+1

x+1

== - 2+ 7x—11In|x+ 1| +k

3/2 3
f)J.\/;dx=J.xl/2dx=x +/e=2\/x7+

g)J7x4_SX;2+5x_4dx=J(ZCL:)dx—J(Sx_f)dx+J(i_9§)dx—j(%)dx=
J7x2dx dex+J dx — j dx =

4
S N T P
3 X

Unidad 12. Célculo de primitivas
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) - 3 =
h)Hsz dx=jsfsx2/5dx="@- ’;? R

x + V52 1/3 3/2
D J‘\/;J;—XSde=J'x5 olx+J‘—\/g;; dx=%J.x‘2/3dx+ gjxl/zdx=
X

+ k

1
3 13 3 32

53 - 532 13/6 U3
]')J‘SS—de=J;/§—xdx= z/gjx7/6dx=;/§-x +k=6\/;3x +
V3x V3«13 \E V136 1333

3
X V5 &3 NP e 2’V95x

Pagina 340

2
2. a)J(Sx—S tg x) dx = SJ-xdx—S Jlgxd = % —5(=In|cosx|) + k=

3x2

= +5 In|cos x| + k

b)j(5 cos x +3%) dx = SJ‘cosxdx+J'3xdx= 5 sen x + % + kb

C)J.(S g x—5 cos x) dx = 3J.tgxdx—5'|‘cosxdx= 3 (— In|cosx|) =5 senx+ k=

=—3In|cos x| -5 senx + k

dJIOx—xd - 10" _ 5 g
) ( S dx = S T

3
3. a)J.x2 1 dx =3 arcigx + k

2x
D[P in 2+ 1] + k

x2-1 -2
C)J'x2+1dx=J.<1+ x2+1)dx=x—26lrctgx+/e

12
d)J'(x; ) dx=J‘x2+22x+1dx=J.<l+ 22x )dx=x+ln 2+ 1] +k
x“+1 x*+ 1 x+1

Unidad 12. Célculo de primitivas
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1. Calcula:
a) Jcos4 x sen x dx b) sten X cos x dx
5
a) Jcos4 X sen x dx = —JCOS4 x(—senx) dx=-95"%X 4+

Sern x
b)J'Zse’”‘ cos x dx = ZLZJ.Z“””‘ cosx-In 2 dx = 2
n

k
In 2 i
2. Calcula:
a)Jcotgxdx b)J.foldx

21)-|‘C()z‘gxdx=-’-M dx = In |sen x| + k

sen x
bJ-S—xdx=2J-2—xdx=iarct x?) +k
k xt+1 201+ 2?2 2 AL

Pagina 343

1. Calcula: Jx sen x dx

Llamamos [ = J.x sen x dx.

u=x du=dx

1=—xcosx+J.cosxdx=—xcosx+ senx+k
dv = sen x dx, v=—cosx

2. Calcula: Jx arc tg x dx

Llamamos [ = J.x arc tg x dx.

u=arclgx, du= de
+Xx
52
dv=xdx, v=—
2
2 2 2
I=x—arctgx—lj( X )dx=x—arctgx—lj-(1— 1 )dx=
2 2 1+x2 2 2 ]+_x2
2

2
3 arctgx—%[x—m’ctgx] + k= x? arctgx—%x+l arclgx+ k=

=21 arctgx—%x+/e

Unidad 12. Célculo de primitivas
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3. Calcula: Jx4ex dx
I= Jx4ex dx
Resolvamosla integrando por partes:
u=x% > du=4x3 dx
dv=e dx — v=e~¥
I=xe* - Jex4x3 dx = xe¥ — 4Jx3ex dx
I, = Jx3ex dx = x3e® — 3x2eX + Gxe™ — Ge~

(Visto en el ejercicio resuelto 2 de la pagina 344)
I = x%e* — 4[x3e” — 3x2e™ + 6xe™ — 6] + k =

=xteX — 4xdeX + 12x2e" — 24xe™ + 24~ + k
4. Calcula: J.senz x dx

I= J.sen2 x dx

Resolvamosla integrando por partes:
u=senx — du= cosxdx
dv=senxdx — v=-cosx

= —Sen X cos X — '[(—cos X)CoSs X dx = —sen x cos x + jcosz X dx =
= —sen x cos x + J(l —sen? x) dx = —sen x cos x + J.dx - jsenz X dx =

= —SQVZXCOS.X'"'X—JSQVZZX&[X

Es decir:

X — Sen X cos x
I=-senxcosx+x—1 — 2[=-senxcosx+x — I=f+k

Pagina 345

2 _
1. Calcula: J-M dx
x—4

5 2
3x* —5x + 1 dx='|.(5x+7+i dx=3i+7x+29ln|x—4|+/e
X—4 4 2

Unidad 12. Célculo de primitivas
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2. Calcula: Ju dx
2x+1

_—xXx—- — +

3x2—5x+1dx_J'(3 13 . 17/4

2x + 1 2 4 2x + 1
2
=3 x——ﬁx——ln|2x+ 1 +k=
2 2 4
2
=%—%x—%ln|2x+ 1| +k
Pagina 348
3. Calcula:
5x—3 J‘ —2x+6
a)ij_x dx b) (=1 dx

a) Descomponemos la fraccion:

S5x -3 _ 5x—3 A B C
X

=2+ 2 4+
xd—x xx—-Dx+ 1 x—-1 x+1

Sx—=3 _ Alx—Dx+ 1D+ Bx(x+ 1D + Cx(x—1)
33 _ x(x— D+ 1)

S5x—-3=A(x—- D@+ 1+ Bx(x+ 1)+ Cx(x—1)
Hallamos A, B 'y C dando a x los valores 0, 1y —1:

x=0 = 3=-4 = A=3

x=1 = 2=2B = B=1

=-1 = -8=2C¢ = (C=-4

Asi, tenemos que:

5x—_3dx=J‘(é+ 1 ___4 dx=3mn|x|+nlx-1-4 n|lx-1| +k
_x3 —X X x—1 x+ 1
b) Descomponemos la fraccion:

X-26+6 _ A . B . _C _ Ax-1*+Bx-D+C

(x -1 x-=1 (x-12? (x-13 (x—1)?
x2-2x+6=Ax-1D?+Bx-D+C

Dando a x los valores 1, 0 y 2, queda:

A
6=A-B+C B
6=A+B+C | C

I
N O =

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Por tanto:

2 _
J'x 2x+6dx=J'( 1, 5 dx=In|x—1|- —2 +k
(x - 1)? x=1 (-1 20 = 1

4. Calcula:

x3+22x2-12x+8
a) x*_ 4x2

dx

b)J‘ x3—4x2+ 4x
x4 —2x3 - 4x2 + 8x

a) xt —dx? = x2(x? - 4) = x2(x— 2D (x + 2)
Descomponemos la fraccion:
X3+ 22x% - 12x + 8
x2(x—=2)(x+2)

-4, B,
X xz

x5+ 22x2 - 12x+ 8
X2(x—2)(x+2)

_ Ax(x = 2)(x + 2) + Blx — 2)(x + 2) + Cx*(x + 2) + Dx*(x — 2)
x%(x—2)(x + 2)

X3+ 22x2—12x+8=Ax(x—2)(x +2) + Bx = 2)(x + 2) + Cx2(x + 2) + Dx*(x = 2)

Hallamos A, B, C y D dando a x los valores 0, 2, -2 y 1:

x=0 = = 4B = B=-2
x=2 = 80=16C = C=5
x=-2 = 112=-16D = D=-7
x=1 = 19=-34-3B+3C-D = -34=-9 = A=3
Por tanto:
3 2 _
J'x + 22x 1ZX+8dx=J.(é—i+ S N
x4_4x2 X .X‘Z x—2 X+ 2

- 3 n|x]| +%+Sln|x—2| —Tin|x+2] +k

b) La fraccion se puede simplificar:
X3 —d4x? +4dx x (x — 2)? 1

X 23 —dx2 + 8x  x(x—2)%(x+2) x+2

3 _ 2
J A7 AT dx=J. 1 dx=In|x+2| +k
X% — 2x3 — 4x% + 8x x+2

Unidad 12. Célculo de primitivas
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Integrales casi inmediatas

1 | Calcula las siguientes integrales inmediatas:

dx
) | (4x2-5x+7)d b)| ——
aj x x x J‘%/;
C)J 2x1+ 7dx d)j(x—sen x)dx

3 2
H)J‘(4x2_5x+7)dx=%_%+7‘x+k

5
b)J—dx = 20 SN
Tx 4/5 i

L o1
C)J 2x+7dx— 5 n|2x+7| +k
X2
d)J'(x—senx)dx=7+coxx+/e

2 |Resuelve estas integrales:

2) J (x2 + 4x) (x2 — 1) dix b) j (x — 1) dx
C)J.\/S_xdx d)j(senx+ eX)dx

3
a)J(x2+4x) (xz—1)dx=J.(x4+4x3—x2—4x)dx=%D+x4—x?—2x2+/e

b)J(x—1)3 dx = (’“‘TDZ’ gy

3/2 A 3
C)J@dx=.[\/§xl/2dx=\g§/2 i k=2 ;x +k

d)J.(senx+ex) dx =—-cosx+eX+k

10 Unidad 12. Célculo de primitivas
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Calcula las integrales siguientes:

a)J ‘S\I—de b)j sen(x —4)dx

c)J 72 dx d)J. (e*+3e™)dx
cos? x

3/x 1 1 443 33 [«
—dx=——| xVBdx=-="— +k=21|"— +k
a)J 5 ax %J.x A T + % 5

b)Jsen (v — 4)dx = —cos(xc— 4) + &

5
<) j 5
cos? x

d J (e*+3eM)dx=e -3 +k

dx=71gx+k

Halla estas integrales:
2 dx x +\x 3
a)dex b)jx_1 c)j o dx d)J1+x2dx

a).l.zdx=21n|x| + R
x

b)J X _pplx—1| +k
x—1

)J'x+\/7 (%+x‘3/2)dx=ln|x|—i+/e

Vx

d)J' 5 dx=3arcigx+k
1+ x?

Resuelve las siguientes integrales:

o35 Pty ofe-va o] T

a)J dx =n|lx—-4| +k
X —4

-1

b X - k

| —df -

o [ G- trax- —(x—34>3 +

d)J = =J(x—4)—3 PG kI L S
(x —4)3 -2 2(x — 4)?

Unidad 12. Célculo de primitivas
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6 |Halla las siguientes integrales del tipo exponencial:

a)Jex_/‘dx b)je_2x+9dx
<) J e3* dx d)J. (3% — x3)dx
a)Jex‘4dx=ex‘4+/e
l))Je‘ZX+9dx=_—;J.—Ze‘z’”9dx=_—21e‘2x+9+/e

5x = 1 5x - 1 5x
C)J'e dx——J.Se dx = =—e> +k

5 5

o [Gr—xdax - 3= — % oy
J TR s T

7 |Resuelve las siguientes integrales del tipo arco tangente:

2dx 5dx 4 dx

)J1+9x2 )J4x2+1 C)J3+3x2 d)J4+x2
2 dx 3 dx 2

a)J.1+9x2— J.1+(3x)2_§m”g(3x>+k
de 2dx 5

) 4 dx _ 4 dx _ to x4 b

‘ J5+3x2 31 + 1) 5.[1+x2 ER

+k

o ) Vi o1 V2 1
J4+x2__[1+(x/2)2 x‘zJ.1+(x/2)2 MR B

8 |Expresa el integrando de las siguientes integrales de la forma:

dividendo . resto
——————— = cociente + ——
divisor divisor
y resuélvelas:
5x+4 2x2+2x+4 x3-3x2+x-1
)J w1 dx b)j o dx c)j dx

5 2
a)J‘x —5x+4 dx=J-(x—6+ 10 )dx=x__6x+loln|x+1|+/e
x+1 x+1 2

2
b)J.xﬂsz+4 dx = J-(x+1+ 5 )dx=x—+x+3ln|x+1|+/e
x+1 x+1 2

12 Unidad 12. Célculo de primitivas
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3 _ 2 _
C)Jx 57+ x 1dx=j(x2—x—1— 3 \ax-=
xX—2 xX—2

2
=——7—x—31n|x—2| +R

Halla estas integrales sabiendo que son del tipo arco seno:
dx dx e~ dx
== w[ s o ar o ——0
V1 — 42 V4 — x2 V1 — e?> V1 — (In x)>?
) j dx ! 2 dx ! arc sen (2x) + k
| — - | =
Vi-4x2 20 A1-@v? 2
1/2 dx

b
)J 4 — x2 V1 = (x/2)?

X
=arc sen |—| + k

dx = arc sen (e¥) + k

S el ey

dx
d) (*) En el libro deberia decir: j—
xV1 = (In x)?

1/x dx

dx
Jx‘\/l — (In x)? B N1 = (In x)?

= arc sen (In |x|) + k

Integrales de la forma jf(x)" . f'(x) dx

Resuelve las integrales siguientes:

3
3 v
a)'[cosxsen x dx b)j (x + 12 dx
x dx 1
~ In3
C)J(x2+3)5 d)jxln x dx
4
a)J‘cosxsen5xdx=%+/e

3 - 2oz, DT 3
b)J(x+1)2dx—5j(x+l) dx = 3 - ke

-1 x+1
- 2 —4
dj—mx N C ) Rl I S el )y S S
(x*+3)° 2 2 —4 S(x2 + 3)}

4
d)J.%ln3xdx= %&I— +k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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11 |Resuelve las siguientes integrales:

d.
a)J'senxcosxdx bJ’senx ad

2x dx x dx
C)J. V9 — x2 d)J. Vx2+5

cos’

2

a)Jsenxcosxdx= sen2 X ik
—4
b)J sen x dx =—J(—senx)-cos‘5xdx= —COS X L p-= 1 +k
cos® x -4 4 cost x
2x dx _O- x2)V2
C>J = 2x@ -V gy =22 i p= 29 _x2 4
9 _ x2 1/2

X dx 1 1 (x2+ 5)1/2
- = 2 —1/2 = ke W& 2
d)J o ZJZx(x R . X245 +k

12 |Resuelve las siguientes integrales:

V2 —2x (x—1d b [ @resenx ,
a).[ X x(x-1dx )j W
2
C)J% dx d)j N(1 + cos x)3 sen x dx

a) J\/xz —2x (x = Ddx = %J\'xz —2x @2x—2)dx =

o 12 e -
2f(x 2012 (2x — 2) dx

_ 1 ?-2032 t b N(x? — 2003

+ k
2 3/2 3
1 arc sen? x
b)dex=I—arcsenxdx=—+k
V1 — x? V1 — x? 2
1+ In x)? 1 1 3
c>'[ﬂdx=J<1 N B NN €l X DA
X X 3

d)J N(1 + cos x)3 sen x dx = —J (1 + cos )32 (—sen x)dx =

(1 + cos x)%? ‘h —2N(1 + cos x)° ‘h

5/2 ' 5

14 Unidad 12. Célculo de primitivas




UNIDAD | 12

Pagina 357

s13

Integracion por partes

Aplica la integracion por partes para resolver las siguientes integrales:

a)Jxlnxdx b)jx e%* dx
C)'[Sx cos x dx d)j m(2x-1) dx
X
e)J.;dx t)jarctgxdx
g)Jurc cos x dx h)J’x2 In x dx
a)Jxlnxdx
1
u=nx — du=—dx
X
2
dv=xdx — v=x7

2 2 2
Jxlnxdx=x—lnx—.[£dx=x_[n|x| _X 4k
2 2 2 4

b)Jx e dx

u=x — du=dx

1
dv = e> dx —>U=E€2x

JXQZde=£92x_J'l62xdx=£82x_l92x+/e
2 2 2 4

C)J.chosxdx= SJ.xcosxdx

u=x — du=dx
dv=cosxdx — v=senx

3jxcosxdx= 3xsenx—Jsenxdx} =3[xsenx+cosxl +k=

=3xsenx + 3cosx + k
d)Jln(Zx—l) i

2

u=mnm?2x-1 — du=
2x—1

dv=dx — v=x

Unidad 12. Célculo de primitivas
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J.ln(2x—1)dx=xln(2x—1)—J- 2 -
2x — 1
i e—D- [[1+—1 an-
X in X — —‘[ 2x—1) X

=xin (2x—1)—x—%ln QRQx-D+k

X

u=x — du=dx
dv=e>d 5 p=_e=dx

X
J.—xdx=— e*x+J‘e*xdx=—xe’x—e*x+/e
e

) Jarctgxdx

u=arcigx — du=
1+x

dv=dx — v=x

1
1+ x?

dx=xarctgx—%J‘ 2X gy =

J‘arctgx=xarctgx—-|‘
1+ x2

=xarctgx—% n(1+x?)+k

2) J. arc cos x dx

-1

V1 — &2

u=arccosx — du=

dv=dx — v=x

X
Jarccosxdx=xarccosx+J—dx=xarccosx— N1 —x2 +k

V1 — x2

h)J‘x2 In x dx

u=nx — du=ldx
X

3

dv=x%dx — U=x7

szlnxdx=m— x—zdx=m—x—3+k

3 3 3 9

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Unidad 12. Célculo de primitivas

UNIDAD | 12

Resuelve las siguientes integrales aplicando dos veces la integracion por
partes:

a)J x2 sen x dx b)j x2 e2* dx
<) J e~ sen x dx d)j (x +1)?% e* dx
a) J.xz sen x dx

u=x* - du=2xdx
dv=senxdx — v=-cosx

J.xz sen x dx = —x% cos x + J.Zx cos x dx = —x?% cos x + ZJ.x cos x dx

| S
I
U, =x — du1=dx
dvl=cosxdx — v, =senx
11=xsenx—'l.senxdx=xsenx+cosx
Por tanto:
J.xzsenxdx=—x2cosx+2xsenx+2cosx+/e
b) |x2 e?* dx
u=x%2 — du=2xdx
1
dv=e*dx — Z)=—2€2x
52
sz e dx=792’“ —J.xezx dx
| —
L
U =x — du1=dx
1
— 52X — 2x
dv, = e dx — 7)1——29
X 1 X 1
I =_92x_j_82xdx=_92x__82x
L2 2 2 4
Por tanto:
2 2
X X 1 X X 1
2 ,2x — 2x 2x 2x — 2x
xceNdx=—e*r——e*F+—eFth=|"—-—+—|e¥+k
_[ 2 2 4 (2 2 4

17
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) J.exsenxdx
{u=ex — du=e"dx

dv=senxdx — v=-cosx

Ie" sen x dx = —e* cos x + J.ex cos X dx

| ——

1

{u1=ex — duy = e dx

dv, = cosxdx — v =senx

I, = e* sen x—Je” sen x dx
Por tanto:

Iex sen x dx = —e® cos x + e~ sen x — J.ex sen x dx

ZJ.exsenxdx =eYsen x—e¥cosx

eXsen x —e* cos x
Iexsenxdx= + kR

2
@ J(x + 12 e dx

u=+1? - du=2x+1)dx
dv=eXdx — v=e~

J.(x+ D% e¥ dx = (x + 1)? ex—ZJ(x+ 1) e* dx
[N —
I
{u1=(x+ D = du,=dx

dvy =e¥dx — v =e”*

Il=(x+1)ex—J.exdx=(x+1)ex—ex=(x+1—1)ex=xex
Por tanto:

J.(x+ D2eXdy=(x+12%e¥—2xeX+ k=

=2 +2x+1-20eX+hk=(x2+De¥+k

Unidad 12. Célculo de primitivas



UNIDAD

Integrales racionales

15 | Aplica la descomposicion en fracciones simples para resolver las siguientes

integrales:

1 3x3
o[ e W] g

1 x2+1

c),[x3—4x2—25x+100 dx d)J. X2+ x

4 X
e),".74'2+.9c—2dx f)JAx2+4x+3dx

x3-2x%+x-1 -16

g)J X7 _3x+2 % h)j x?_2x_15 ¥

1
et
1 A B A=-1/5
xX2+x-6 x+3 ’ x—=2 < B=1/5

J' ! dx=J.;1/5 dx+J~ 15 dx=—lln|x+3|+%ln|x—2|+/e

x2+x-6 +3 x—2 5

33
b) J m dx

33 x% -4
3x3 12x

—3x3+ 12x  3x -4 =3x + 24
12x

3 12 2
[+ X - J.(3x+ zx)dx=3x v6In|x?— 4 +k
x? X —4

-4 2

: 1
¢ .[x3—4x2—25x+1oo

— 4x2% - 25x + 100 = 0
1 -4 =25 100
5 5 5 -100

| 1 1 20 | o0
-1 £V1+80 x=-5
240920 = =— - -
xX“+x-20=0 — «x > <x=4
! —A+B+C —>A—iB—iC—l
—4x2-25x+100 x-5 x+5 x-—4 10’ 90’ 9
! dx In | S|+—l |+ 5] - l |x— 4] + &
Jx3—4x2—25x+100 10”x 90 ¥ o

Unidad 12. Célculo de primitivas
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x%+1
d d
)J.x2+x *

Por el mismo procedimiento:

X2+ 1 —x+1 1 2
2 =1+ =1+—-
xX°+x X+ x x x+1

241
x2 dx=x+In|x|-2n|x+1 +k
x% +x

4
e).[x2+x—2 dx

4 A B
5 = +
X“+x-2 X+ 2 x—1

— A= i B—i
3’ 3

J‘%dx=—iln|x+2| +iln|x—l| +k
Xc+x—2 3 3

2
x
D,[x2+4x+3dx

x? 4x + 3 A B 9 1
2 -2 C * A=>, B=—~
X4 +4x+ 3 X4+ 4x+3 x+3 x+1 2 2
2
X 2 -1/2
[ e 122 22 -
X4+ 4x+ 3 x+3 x+1
1
=x—21n|x+3|+—ln|x+1|+/e
2 2
3 2
X2 —2xc+x-1
dx
g)J x2—3x+2
3 2 -
X9 —2x*+x—-1 2x -3 A B A=1
x4+l +——L = x+1+ +
x2_3x+2 ¥ x-2x-D ~ x-2 x—1<B=l

x+1+

x3-2x%+x-1
7= = |
X —3x+2

x—2 x-1

52
=7+x+ln|x—2| +imlx—-1] +k

h) Anilogamente:

16 (2, 2
,[xZ—Zx—li v Hx—s x+3

dx ==2In|x—-5| +2n|x+3| +k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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16 |Resuelve las siguientes integrales:
a)J 2x—4 dx b)J‘de
(x-1D*(x+3) (x—2)(x +5)

1 3x—2
O oo [ 3g

a)JL dx
(x=1D*(x+3)

Descomponemos en fracciones simples:

-4 _ __A ., B . C

(x-1D?@@+3 x-1 (x-1?* x+3

2x—4 _ Alx—D(x+3) + Blx+3)+ Clx—1)?
(x—D?*(x+3) (x—D?*(x+3)

2x —4=Alx—D(x+3) + Blx+3) + Clx—1)?

Hallamos A, B y C:
x=1 —> -2=4B - B=-1/2
x=-3 — -10=16C - C=-5/8
x=0 — —4=-34+3B+C — A=5/8

Por tanto:

J‘ -4 g [ 58 j 12 j 5/8
(x—1D?*(x+3) x—1 (x—l)2

=_l”|9C—1|+—'———ln|x+5|+]e=iln x=1 .1 .
X 8 Tx+3T 2x-2

_ 2x+3
b)J x—-2)(x+5)

Descomponemos en fracciones simples:

2x+3 __A4 . B _ Ax+5+Bkx-2)
xX-2)(x+5 x-2 x+5 x-2)(x+5)

2x+3=A(x+5) + Blx-2)

Hallamos A y B:
x=2 = 7=74 - A=1
x=-5 — —-7=-7B = B=1}
Por tanto:

__2x¥3 dx=j 1 dx+j L -
x-=2)(x+5) x -2 x+5

=n|x-2| +In|x+5| +k=h|(x-2D+5]| +k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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<) J. S S
(=1 (x + 3)?
Descomponemos en fracciones simples:

1 __A . B

+
x-Dx+3? x-1 x+3 (x+3)>

1 _ Ax+ 3+ Blx—Dx+3)+ Clx-1

(x -1 (x+3)?

Hallamos A, B y C:

Por tanto:

Imdx=".%dx+".

(x =1 (x+3)?

1=Ax+ 32+ Blx-—Dkx+3)+Clx-1

x=1 — 1=164 — A=1/16
x=-3 — = —4C — C=-1/4
x=0 — 1=94-3B-C — B=-1/16

=1—161n|x—1| —Lln|x+3| +—

~1/16 dx+j VA

(x + 3)2

1 1

P —
4 (x+3)

x—1
X+ 3

3x—2 A 3x -2
Vi ® ) a2a2

Descomponemos en fracciones simples:

iy Tk

3x—2 __A B _Ax+2)+Bx-2)

3x—2=A(x+2) + B(x-2)

Hallamos A4 y B:

x=2 — 4=44 - A=1
xX=-2 — -8=-4B — B=2

Por tanto:

3x—2dx=J’ 1 dx+J 2
x2_4 xX—2 X+ 2

=|x-2| +2mn|x+2| +k=h[|x-2|(x+2?] +k

x-2(x+2) x—-2 x+2 (x—2) (x+2)

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD | 12

17 |Resuelve las siguientes integrales:
a) Jx4 e dx b) J-x sen x2 dx ) J-V (x+3)5 dx d) J. % dx
a) Jx4 X dx = %J. Sx4 e dx = %exs +k

b)J.xsenxz dx = %J.szenxz dx =

) J Vx + 3 dx = J.(x+ 352 g = &

d)J - _J

Resuelve estas integrales:

—12x
2-6x2

_ 1

2_

18

a)J'x-Z‘xdx b)jx3senxdx
a)J'x-Z*xdx
u=x — du=dx
X
dv=2%dx — v=
In?2
J.xZ‘de= —c- 277 2= dx =
In 2 n 2
o =x-2> 2 +h
In 2 ([nZ)Z
b)Jx%‘enxdx

{u x3 = du=3x%dx
dv=senxdx — v=-cosx

1

u, =x* — du =2xdx
dvy = cosxdx — v =senx

I, = x? senx—zjxsenxdx

| ——

L

U, =x — du2=dx
dv, = senxdx — v,=-cosx

]2=—XCOSX+J.COSX(/ZX=—XCOSX+

Unidad 12. Célculo de primitivas

-1
= cosx*+k

7/2
+—3)= %'\,(‘x+3)7 +/€

7/2

— In|2-6x2| +k

9 J. e* cos x dx d) j x5 e dx

—x - 2™ + 1
In 2 n?2

J.Z‘x dx =

J'x3 sen x dx = —x3 cos x + Bsz cos x dx
%(_/

sen x

23
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19

Ast: [} = x2 sen x + 2x cos x — 2 sen x
Por tanto:

jx3senxdx=—x3 cos x +3x2sen x+ 6xcosx— 6 senx+ k

c) J. eX cos x dx

{u=ex — du = e~ dx

dv=cosxdx — v=senx

I=exsenx—Jexsenxdx
|

I

{u=ex — du = e~ dx

dv=senxdx — v=-cosx

I, = —cosxe* + J'ex cos x dx

I=e"senx— (—cosxeX+1)
2] = eX sen x + e* cos x

e sen x + e cos x
I= > +k

d) st e dx = Jx5 X2 e dx

u=x3 — du=3x%dx

dv=x2e™ dy — U=%e’x3
PYS) : 3
st e dx= X o 4 J-xz e dx = X o 1 e + k=
3 3 3
3
= (—.X‘ — D e—x3 +k
3
Calcula las integrales racionales siguientes:
x+2 1
el ) | Gz
2x2+7x—-1 2x2+5x—1
d dD| ———-—7"d
)Jx3+x —x-1 )jx3+x2—2x X
X+ 2 (1) 1 2x 2 1
)J P S w2a dx+1m dx=Eln(x2+1)+2m’ctgx+/e
+ 2)d. 2
(1) Hacemos JA(XZ# = J( 2x +— dx
x*+1 x°+1 x+1

Unidad 12. Célculo de primitivas



UNIDAD (12
b) L d.
J(z G-+ 2
Descomponemos en fracciones simples:
1 A B C D
= + + +
x-D*x+1D?* w-D x-1? @+ (+1?
1 Al — D(x+ 1D? + Bl + D + Clx + D(x—1)? + D(x — 1)
(x - D>+ D2 (x — D? (x + 1)?
1=Ax— D+ D?+ Blx+ D>+ Clx+ D(x—1?+ D(x—1)?
Calculamos A4, B, C 'y D, dando a x los valores 1, =1, 0 y 2:
x=1 —- 1=4B — B=1/4 A=-1/4
x=-1—-> 1=4D — D=1/4 B=1/4
x=0 = 1=-A+B+C+D — 12=-A+C CcC=1/4
x=2 = 1=94+9B+3C+D — -3/2=94+3C — -1/2=34+C | D=1/4
1/4 1/4 1/4
o j(—n v [ [ o [ e
-1 1 1 1 1 1
= nlx-1] —Z'm+zmlx+ -z Giptk-

x+1

-1 1
=—|/ 1]+ -1/ +1]+
o AL e AR SST

4 x-1 . 2x k
4 x+1| x%2-1
) 2x%+7x—1 2x% + 7x -1
x =
¢ ,[x3+x2—x—1 (x— D@+ 1D?
Descomponemos en fracciones simples (para ello, encontramos las raices del
denominador):
2x% + 7x -1 A B C

(x— D+ D> x-1 A1 +(x+ 1)2

2%+ 7x—1  Alx+ D*+ Blx-Dx+ D+ Clx-1)
(x— D+ D? (= Dx+ D?

22+ 7x—1=Alx+ 1D?+ Blx-D(x+1+ Clx—-1

Hallamos A, By C:

x=1 — 8=44 - A=2
x=-1 - —-6=-2C - C=3
x=0 —- -1=4-B-C — B=0

Unidad 12. Célculo de primitivas
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20

Por tanto:

2x% + Tx -1

k- — _dx=2n|x-1]| -
Jx3+x2—x—1 x—1 x + 1)2 * nlx—1] X
& 2x*+5x—1 2x?+5x-1 p

Jx3+x Jx(x—l)(x+2)

Descomponemos en fracciones simples:

2x*+5x-1 _A4 B C
x(x-Dx+2) x x-1 x+2

2x*+5x—1  Alx—D(x+2) + Bx(x+ 2) + Cx(x—1)
x(x—Dx+2) K — D(x + 2)

2x2+5x—1=A(x— D(x+2) + Bx(x+2) + Cx(x—1)

Hallamos A, By C:

x=0 —> -1=-24 —> A=1/2
x=1 —= 6=3B — B=2
x=-2 - 3=6C — C=-1/2
Por tanto:

2 _ —
J2x+5x LI Il/zdx J'x_ e J'1/2 _

x3+ x?% - 2x X+ 2
1 1
=?Zn|x|+21n|x—1| —?ln|x+ 2| +k=

i ((x—l)Z\/_) .

X+ 2

Para resolver la integral J cos3 x dx, hacemos:

cos3 x = cos x cos? x = cos x(1 — sen? x) =

= c0oS X — cos x sen? x

Asi, la descomponemos en dos integrales inmediatas. Calcilala.

Resuelve, después, j sen3 x dx.

3
sen- x
+k

o Jcos3xdx=Jcosxdx—jcosxsenzxdx=senx— 3

. J.sen5 xdx = J-sen x (sen? x) dx = Jsen x(1 = cos? x) dx =

cos3 x

= J.senxdx—J.senxcoszxdx=—cosx+

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD |12
Calcula:
S e b raa
C)J.xs—?)xszxj?;x—l dx d)J. x3—zi§:93x+ 18 dx

a)J. dx =J‘ d.x
xr-x-2 X+ Dx-2)

Descomponemos en fracciones simples:

1 .4 , B _ Alx—-2)+ B(x+ 1)

x+Dx-2 x+1 x-2 x+1(x-2)
1=Ax-2)+ Bx+1)

Hallamos A y B:
x=-1 - 1=-34 — A=—1/5}
x=2 — 1=3B — B=1/3

Por tanto:
J’ dx dx:J’—l/S dx+J' B
x2—x—2 x+1 x-=2
=iln|x+1|+%ln|x—2|+/e=
N ) i A
3 x+1

b)J %t +2x 4 dx=J(x—1+—3x2_6 )dx
x(x— D+ 2)

Descomponemos en fracciones simples:

3x2 -6 A, _B C

x(x—=Dx+2) X x-1 X+ 2

3x2 -6 Alx— 1D (x+2) + Bx(x+ 2) + Cx(x—1)
x(x—D(x+2) x(x—Dx+2)

3x2—6=Alx— D(x+ 2) + Bx(x+ 2) + Cx(x—1)
Hallamos A, By C:
=0 — -6=-24 — A=3
1

- 3=38B — B=-1
=2 > 6=06C - C=1

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Por tanto:

4
J'—x+2x—6 dx=J‘(x—1+i— LR )dx=

x5+ x% - 2x

[S)

%—x+51n|x| —In|x—-1| +In|x+2| +k=

2
=‘X__x+ln
2

x3(x +2) b
x—1

2 2
9) J' 5% dx = J X
X3 —3x%+3x -1 (x—1)°
Descomponemos en fracciones simples:
2
S5x -4 B + C

x-1D3 x-1 (x-1D* (x-13

- Alx—1D?*+Blx-D+C
(x—1)°

5x2 = Alx—1)?+Blx- D+ C
Hallamos A, B y C:

1 —- 5=C A=5
2 = 20=A+B+C B =10
0 - 0=A-B+C c=5

X
X
X

Por tanto:

J‘ 52 dx=J( 5 .10 5 e =
x3—3x2+3x -1 x-1 (x-17? (x-1)3

=5h|x-1| - 10 > +k

x-1 20— 12
x3—2x%-9x + 18 -2 -3)(x+3)

Descomponemos en fracciones simples:

2x—3 .4 . B ,_C
x-2Dx-3)(x+3) Xx—-2 x-3 x+3

2x—3 _ A -3+ 3) + Blx—2)(x+ 3) + Clx—2)(x - 3)
x-2)(x-3)(x+3) (x=2)(x—=3)(x+3)

2x—3=Ax—-3)(x+3) + Blx—2)(x+ 3)+ Clx-2)(x—3)
Hallamos A, By C:

x=2 — 1=-54 — A=-1/5
x=3 = 3=06B - B=1/2

x=-3 = -9=30C — C=-3/10

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Por tanto:

j 2x — 3 dx
x3—2x%-9x + 18

gl

-1/5

, 172

UNIDAD | 12

+ -3/10

X =2

x-3

x+3

3

=%ln|x—2| +%ln|x—3| —1—Oln|x+3| +k

Resuelve las integrales siguientes:
a) J

1
C)J dx
xlnx

1
e)J' senx(z/x) d

In x

arc tg x
j— x

1+ x2

1-senx
b)
x+cosx

d)J' 1+ex

ex+x
2 3
ﬂj o

sen X

h)J. cos*

2
a)Jmedx=J.% lnxdx=ln—2|ﬁ|-+le

— sen x
b)J. dx=1In|x+cosx| +k
X+ cos x

C)J.xl

n x n x

1/x

d)J LSRN dx=ln|ex+x| +k

dx = | L= dx=In|In|x|| +k

e) J sen (1/x) dx = —J =L sen (l) dx = cos(l) +k
x2 x2 X X

=J(2_ sz
o[ |
h)j

1+x

sen X
COS

Unidad 12. Célculo de primitivas

1 5 arc 1g x dx =

)dx=2.x—7ln|x+2| s

2
arc;g X +h

—J. (=sen ) (cos x)™4 dx = —(cos ) | b=

-3

3 cos3 x

29
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23 | Calcula las integrales indefinidas:

a)J' semlx b) j In (x - 3)dx
c)'[ ’"\/; dx @ j In (x2 + D dx
e)j(ln x)Pdx f je" cos e*dx
g)_[ 1 —1x2 dx )j (11 +J§c)2
)_[ sen\x . zJ’ o e ) doe= 2 cos (V) +

b)Jln (x — 3)dx

dx

u=mnmx-3 — du= 1
X

dv=dx — v=x

Jln(x—5)dx=xln|x—3| —JXLS dx = x In|x - 3| —Jll + 33 dx =

=xln|x-3| —-x-3Mm|x-3| +k=&-3)In|x-3| —x+k

ln\/;dx
1 1 1
u=ln\/; - du=— ——=—dx
Va o 2Vx 2«
1
v=——dx — dv=2Vx
Vo

JZ \/—dx 2Vx nVx - J. dx = 2\x In \Vx - jrdx—

=o2VxmVx—2Vx+k=2Vx(nVx- 1D +k

d)Jzn (x? + Ddx

u=mmx*+1) — du= dx

x2+1
dv=dx — v=x

30 Unidad 12. Célculo de primitivas
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Jzn(x # D dxv=xln 2+ 1) - J' dx =
x2+1
=xln(x2+1)—J.(2— 2 )dx=xln(x2+1)—2x+2arctgx+/e
x2+1
e)J(lnx)zdx
w=nx? - du=20nx) -~ dx
X
dv=dx — v=x
J(lnx)zdx=x(lnx)z—zjlnxdx=xln2|x|—2xln|x|+2x+/e
£) J.ex cos e¥dx = sen e* + k
-1
——— dx
(x+Dx-1D
Descomponemos en fracciones simples:
-1 ;| B _ Ax-1D+Bx+1
x+Dx-1D x+1 x-1 x+Dx-1
Hallamos A4 y B:
x=-1 = -1=-24 — A=1/2 }
x=1 —> -1=2B — B=-1/2
Por tanto:
J‘ 1 dx:J’( V2, —1/2)dx=
1 —x2 x+1 x—1
=%ln|x+1|—%ln|x—1| +k=1In jzii +k
2
h)J(l‘X) ddx dex=‘[(x—3+ 4 )dx=
x+1 x+ 1
=x7—3x+4ln|x+l|+/e
Unidad 12. Célculo de primitivas 31




s24 |Resuelve:

1
a)J1+exd

@ En el numerador, suma y resta e”.

b jg”_i

@ Descomponla en suma de otras dos.

1 @D [l+e¥—e”
o [ e e
X

[

(1) Sumamos y restamos e* en el numerador.

1+e¥ eX d
_—_—— X =
1+eX¥ 1+e¥

=x-In(1+eX)+k

1+e"

3dx

b)j%dx=]ﬁdx+'[ﬁ=

1 —2x 3
— | V— dx+J— dx =
ZJ. V9 — x? N9 — x?

- 7
oo +3J. \ll—(x/3)2

=—m+3arcsen % + k

25 |Resuelve por sustitucion:

a)J.x x+1dx b)J.xiiz/; C)J.

x
dx
Vx +1

1 1 Vx
d)J.—dx e) J. dx f)J. dx
xVx + 1 x +\x 1+x
@ a),c),d) Haz x+1=t% b) Haz x =t% e), f) Haz x =12

a) J.x\'x +1 dx
Cambio: x+2=12 — dx=2tdl

3
Ix\lx+ 1 dx = J(zz—l)t 2tdt—f(2¢4 212) dt = ?—%+Ie=

_ 2V N+ D?
5 3

32 Unidad 12. Célculo de primitivas
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DY [
x—Vx
Cambio: x=1t% — dx=413dt

dx [ 4dt _ [ 4> dt
x—Vx iy B-1

=%ln|§/§—1| +k

2
A3Ed A s g k-
3 3

13-1

X
— d.
C)J 1 X

Cambio: x+1=1t> — dx=2tdt

X (Zz—l) J. 2 2t3
dx=J. C2tdt= | Qt--2)dt=—— -2t+ k=
J"\/x+1 t 3

\ 3
MEALC ARV (x3+1) —2Nx+1 +k

1
d)J.—dx
xNx+1
Cambio: x+1=1t> — dx=2tdt

2edt _ 2 dt

—
xVx+ 1 (t2- Dt +DE-1

Descomponemos en fracciones simples:

2 A _, B _ AG-1D) + B+ 1)

G+DGU-1D  1+1 -1 G+ D=1

2=A0-D +Bt+ 1D
Hallamos A y B:

t=-1 — 2=-24 - A=-1
t=1 —= 2=2B — B=1

Por tanto:
2 dt -1 1
= + dt=-In|t+1| +n|t-1| +k=
G+ DG-1D I(zu z_1) n|t+1] +infr-1]
S i g
t+1
Asi:
J‘;d_x:h@w + kb
xNx+1 Vx+1+1

Unidad 12. Célculo de primitivas
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1
e)J.— dx
x+Vx
Cambio: x=12 — dx=2tdt

1 2t dt 2 dt
— x| - [ 2 =2 1] v
j_x+Vx >+t r+1 | |

=2m(Nx +D+k

2 _[ 1\/‘*';.96

Cambio: x=12 — dx=2tdt

Vo . 2
J‘ x dx:J’t 2tdt=J’21 dtzj‘(z_ 2 )dz‘=
L+x 1+12 1+ 12 1+ ¢2

=21‘—2arctgt+/e=2\@—2arctg\/;+/e

Resuelve, utilizando un cambio de variable, estas integrales:

dx
a)JVl—dex b)J.eszex
)Je2x+1 d)j1+V;dx

@ g) Haz x =sent.

a) Hacemos x =sent — dx = costdt

J-\ll—xz dx=JV1—sen2t costdt=jcosztdt(i)j(%+ COSZZt) dt =

t+1 2 2t dt [+1 21+ k
=—+—|2cos =—+—sen
2 4 2 4

1 + cos 2t

D cos? t =
(1) cos >

Deshacemos el cambio:
sent=x — cost=\1—-x?2 ;L= arcsen x

sen 2t =2sentcost=2x\1— x?

Por tanto:

1
J.Vl—xz dx=7(arcsenx+x\ll—x2 )+Ie

Unidad 12. Célculo de primitivas
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dx
b)J. e%* — 3e¥

1
Hacemos el cambio: e*=t — x=nt — dx=—dt

dx 1/t 1 1
Ier_sex _I 12— 3t dl_jtﬁ—Stz dt_.[ G- &

Descomponemos en fracciones simples:

1 A B C At(t—3) + B(t—3) + Ct?

2t-3 1 271 3 12(1- 3)

1=At(z-3) + B(t—3) + C1?
Hallamos A, By C:
tr=0 — 1=-3B — B=-1/3
1=3 — 1=9C - C=1/9
=1 — 1=-24-2B+C — A=-1/9
Asi, tenemos que:

1 19 -1/3  1/9
.[tz(t—S) dt_.[( T K

-1 1 1
=—mn|t|+—+—=In|t-3]| +k

9 3 9
Por tanto:
dx -1 1 1
J.m=?lnex+3?+§ln|ex—3|+k=
= —x+i+—ln|ex 3| +k
9 3e* 9

) eSx eX
¢ J e +1

. 1
Hacemos el cambio: e¥=1 — x=nt — dx-= r dt

3x X 3 2
e —e -t 1 t-—1 2
J. e + 1 dx__[t2+1 'TdZ_J-t2+1dt_J(1_t2+l

=t—2arctgt+hk=e"-2arcig(e®) +k

1
d d
)J1+\/9—c :

Hacemos el cambio: x=1t2 — dx=2tdt

oo [2290 [y 2
.[1+( jl+t J(_1+t

=2Vx —2mA+Vx)+k

dr=2t-2In|1+1t| +k=

Unidad 12. Célculo de primitivas
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s27 |Encuentra la primitiva de f(x) = que se anula para x = 0.

1+3x

F(x)=J;dx=lJA 5 v=Lin|1 43| vk
1+ 3x 3J 1+ 3x 3

F(0)=k=0

Por tanto: F(x) = % n|1+ 3x]|

28 |Halla la funcion F parala que F'(x) = % y FQ1) = 2.

F(x)=Jde=‘—1+/e
x2 x

Fl=-1+k=2 = k=3

Por tanto: F(x) = -1y 3
x

29 |De todas las primitivas de la funcién y = 4x — 6, ¢cual de ellas toma el valor
4 para x=1?

F(x)=j(4x—6) dx =2x%—6x +k

F)=2-6+k=4 = k=8

Por tanto: F(x) = 2x%2—6x+ 8

30 |Halla f(x) sabiendo que f"(x)=6x, f'(0)=17y f(2)=5.

f’(x)=J.6xdx=3x2+c 10 = 32 + 1
FO =c=1

f(x)=J.(3x2+1)dx=x3+x+/e
F2)=10+k=5

Por tanto: f(x) = x3 + x—5

31 |Resuelve las siguientes integrales por sustitucion:

a)Jlj\jeTC dx b)jmdx

@& g) Haz Ve* =1t b) Haz Ve*-1 =14

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD 12
ex
a)J—dx
1-Ver
Cambio: NeX =1 — 2=t - %=lnt - dx=%dt
er tz-(2/t)dt_J'2zdt_J'(2+ 2 )d—
= = = — —_ Z‘_
J‘1_\/; J. 1—t¢ 1—t 1—1
=2t-2mn|1—t| +k==2VeX —2n|1-e¥ | +k
b)JveX—l dx
Cambio: Ve*—1=1 — e¥=12+1 —» x=m@*+1) — dx= dt

“+1

2
J.\lex—ldx=J-t' 2 dz=J 2 dz=J.(2— “ )dt=
?+1 12 +1 ?+1
=2t—2arctgt+k=2Ne*-1 -2 arcigVNe*-1 +k

2

sen” x
Calcula J- —dx.
1+ cosx
@ Multiplica el numerador y el denominador por 1 —cos x.
j sen? x J' sen? x (1 — cos x) = j sen? x (1 — cos x) e =
1+ cosx (1 + cos x)(1 — cos x) 1 — cos? x

2

) .
=J sen” x (1 — cos x) dx=J-(1—cosx)dx=x—senx+/e
sen’ x

En el ejercicio resuelto de la pagina 344, se ha calculado la integral | cos? x dx
de dos formas:

— Aplicando formulas trigonométricas.
— Integrando por partes.

Utiliza estos dos métodos para resolver:

'[ sen? x dx
1 cos 2x x 1
. Jsen xdx(l)J‘(z —T) dx=5—zsen 2x + k
1 - cos 2x
(1) Aplicando la férmula: sen? x = —

e Por partes:
u=senx — du=cosxdx
dv=senxdx — v=-cosx

Unidad 12. Célculo de primitivas
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38

I=—senxcosx+Jcoszxdx= —sen x cos x + J.(l —sen? x) dx

—sen x cos x 1
2l =-=senxcosx +x — [=f+5x

== N k== E 2x +k
S T g Sen 2x+ k=" ——rsen 2x

Encuentra una primitiva de la funcion f(x) = x2? sen x cuyo valor para
X =T sea4.

F(x) = sz sen x dx

Integramos por partes:

u=x% - du=2xdx
dv=senxdx — v=-cosx

F(x) = —x% cos x + ZJ-x cos x dx
[N —

I
u,=x — du =dx
dvy = cosxdx — v =senx

]1 = xsenx—Jsenxdx=xsenx+ CoOS X

Por tanto:
F(x)=-x2cosx+2 xsenx+2cosx+k
Fm=n’-2+k=4 = k=06-n°

F(x)=-x*cosx+2 xsenx+2cosx+6—m?

Determina la funciéon f(x) sabiendo que:

f'(x)=xmx, f'(A)=0 y f(e)=£

[(x) = Jf”(x) dx — fl(x) = Jx In x dx

Integramos por partes:

u=hnx — du=—1dx
X

2
dv=xdx — v=—x2

x2 X x2 x2 x2 1
f(x)—TInx—J?dx—7lnx——+/e——(lnx—?

Unidad 12. Célculo de primitivas
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f’(l)=%(—%+k=—%+/@=0 = /e=%
x? 1) 1
f(x)—T(lnx—? +Z

x? 1 1 x? 1
f(x)—Jf(x)dx - f(x)—'H7(lnx—E +Z dx—J.T(an——)dx+Zx
1
Integramos por partes:
=(lnx——;) - du=—dx
2
dv=""dx - v=-"2
2 6
x3 1 x? x3 1) «3
I—?(lnx—g)—'[?dx—?(lnx—g)—ﬁ+/e
Por tanto:
x5 1y «x3 1
f(x)—?(lnx—g)—ﬁ+zx+/e
ed ed e e> e e e3
NO=g gty tkegg gtk = keogg
x3 1y «x3 1 e’
f(x)—?(lnx—g)—l—8+zx—3—6

s36 |Calcula la expresion de una funcion f(x) tal que f'(x) = x e‘"2 Yy que
-1
S(0) = >

S0 = J.xefxz dx = —%J.—er*xz dx = —% e+ kb

j@)=—%+k= = k-1

o | =

Por tanto: f(x) = —% e+ 1

s37 |De una funcion y = f(x), x >—1 sabemos que tiene por derivada y'= T+
x

donde a es una constante. Determina la funcion si, ademas, sabemos que

f0) =1y f(1)=-1.

= a y -
y—J Tox dx = f=almnl+x)+k (x>-1

Unidad 12. Célculo de primitivas

12

39



D=1 > am(1+0)+k=1 — k=1

In 2

f(D=-1 > an2+k=-1 > aln2=-1-1 - a=

In 2

Por tanto, f(x) = (1 +x)+1, x>-1.
Pagina 359

s38 |Dadala funcién f: R — R definida por f(x) = In (1 + x?2), halla la primiti-
va de f cuya grafica pasa por el origen de coordenadas.

Iln (1 +x2) dx

Integramos por partes:

2
u=md+x% - du= xzdx
1+x
dv=dx —> v=x
2x2
Iln(1+x2)dx=xln(1+x2)—j 5 dx =
1+x
=1(1+2)2J.1 1d=
xin x?%) — — a2

=xin(1+x%)-2x—arcigx) +k

F(x) =xIn (1 +x%) —2x+2arcigx+k
Debe pasar por (0, 0) — F(0) =0
FO=0-2-0+0+k=0 — k=0

Ast, F(x) =xn (1 +x%) —2x + 2arc (g x.

s39 |Calcula a para que una primitiva de la funcion J-(ax2 + x cos x + 1) dx pase
por (m,—1).

1=J.(ax2 +xcosx+1) dx=J.(ax2 +1) dx + J.xcosxdx=

ax’
=T+x+ X COS X dx

|
]1

Calculamos 7, por partes:
u=x — du=dx
dv=cosxdx — v=senx

I, =xsenx—Jsenxdx=xsenx+cosx+/e

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD | 12

3
ax
F(x) =?+x+xsenx+cosx

Como pasa por (m, —1):

am’
F(m)=-1 — ?+Tc+1£-/sen’ﬁ+cosn=—l

am’ am’ 3T -3
—tn-l=-1 5 —=1 > a=—3=—5
3 3 b b8
3 43 X3
Asi, F(x)=?T+x+xsenx+cosx=—F+x+xsenx+cosx

Halla J.e“x (x2 + bx + ¢) dx en funcion de los parametros a, b y c.

I= je“x(xz + bx +¢) dx
Integramos por partes:
u=x%+bx+c = du=Qx+b)dx
1
dv = e®dx — v=—em™
a
Asi:
1 , 1
1= ;e“’“ (x*+ bx +¢) - e™(2x + b) dx

1

Volvemos a integrar por partes:
u=2x+b — du=2dx

1
dv = e™dx — v=—e%
a

1 1
I=;e“x(x2+bx+c)—— | =

Q

1 171 1
= —eM(x2 + bx +c)—— |—e™Qx + b) — — |e® de} =
a a la a

1 2
= —e™(x? + bx + ) ——5eMQ2x +b) +—e™ +k
a a a

Encuentra la funcion derivable f:[-1, 1] - R que cumple f(1)=-1y

x2—2x si -1<x<0
e*—1 si 0<x<1

J'(x) = {

e Si x#0:

J(xz— 2x)dx si —1<x<0
Jo = | [0 dx <
]

(eX¥-1) dx si 0<x<1

41
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x3
flx) = ?—X2+/€ si —1<x<0
e¥X—x+c¢ si 0<x<1

e Hallamos k& y c¢ teniendo en cuenta que f(1) =-1 y que f(x) ha de ser
continua en x = 0.

fM=-1 = e-1+c=-1 = c=-¢

lim f(x)=+Fk
x— 0
=1l-e
lim f(x)=1-¢
x— 0"

3
X 5 ,
Por tanto: f(x) =173 ~ % tl-e si -1<x<0

eX—x—e si 0<x<1

De una funciéon derivable se sabe que pasa por el punto A(-1,—-4) y que su
2—x si x<1

derivada es: f'(x) =
erivada es: f'(x) {l/x si x> 1

a) Halla la expresion de f(x).
b) Obtén la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = 2.
a)Si x#1:
2
2x — % +k si x<l1

[ =

Inx+c si x>1

Hallamos k y c¢ teniendo en cuenta que f(-1) = -4 y que f(x) ha de ser
continua en x = 1:

D=2 p=_ -_3
SED > +k 4 = k 5
lim fG) =2 -3 =0
x—=1 2 2 C=O
lim f(x) =c
x— 1"
x2 3
-2 s x<1
Por tanto: f(x) = ) 2 X
n x si x>1

mﬂ@=mz_ﬂ@=%

La ecuacion de la recta tangente serd: y =1In 2 + %(x— 2)

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD 12
Calcula:
a)Jll—xl dx b)j(3+|xl)dx
c)j|2x—1| dx d)”%—z‘dx
a) .[ |1 — x| dx

|1 | 1-x si x<l1
—XE —-1+x si x2>1

X2

x—7+/e si x<1
f(x)=J|1—x|dx= ,

—x+7+c si x2>1

En x =1, la funcion ha de ser continua:

lim [ == +k

x> 1 2 Lie-—Lue = c=1+k
3 1 2 2
Iim f(x)=-=+c¢
x— 1" 2
Por tanto:
2
x—%+/e si x<1

J.|1—x|dx= 1

—x+x7+1+/e siox>1

b)J(S + | x|) dx

3—-x si x<0
3+ |xl = 3+x si x>0

2

3x—%+/e si x<0
S =j(3+ |x]) dx = 2

3x+7+c si x>0

En x =0, f(x) ha de ser continua:

Iim f(x) =k
x— 0
c=k
lim f(x)=c
x— 0
Por tanto:

X2
Sx——z +k si x<0
J(5+|x|)dx= 2

5x+7+/€ si x20

Unidad 12. Célculo de primitivas
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C)J.|2x— 1] dx

5 . 2x+1 si x<1/2
22-11=1,0 1 & x212

X2+ x+k six<—;
f(x)=J|2x—1|dx=
> . 1
X“—x+tc st x2—
2
f(x) ha de ser continua en x = %:
_ 1
lim 7f(x)=z+le
x> (1/2) Lip_lio o 2l
1 4 4 2
lim f(x)=—-—+c¢
x— (1/2)° 4
Por tanto:
X2+ x+k si x<—;
J.|2x—1|dx= 1 1
x2—x+—+k si x>—
2 2
d)”ﬁ—z‘dx
2
X h2 six<4
x 2
2 2| =
E

X2 sixx4
2

2
—XT+2x+/e si x<4

f(x)=”%—2‘dx= )

%—2x+c si x>4

f(x) ha de ser continua en x = 4:

Iim fx)=4+k

x— 4

4+k=—-4+c = c=8+k
Iim f(x)=-4+c
x— 4"
Por tanto:

52
4+ 2x+k si x<4

fl -]
Z_2x+8+k si x=24

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD | 12

1
Calcula J.ﬁ dx.
sen* x cos* x
@& Utiliza la igualdad sen’ x + cos® x = 1.
2 2
J' 1 dx:J’sen x+costx g
sen? x cos? x sen? x cos? x
2 2
=J' sen’ x dx+J cos* x dx =
sen? x cos? x sen? x cos? x
=J 1 dx+I 1 dx=1gx—colgx+hk
cos? x sen? x
Calcula J. cos* x dx utilizando la expresion:
2 1 cos2x
cos® x=—+
2
4 1 cos 2x\2 1 cos?2x cos2x D 1 1(1 cos 4x cos 2x
costx=|—+ =— 4+ 2 = + _
2 2 4 4 2 4 412 2 2
1 1 cos 4x cos 2x 3 cos 4x cos 2x
= — 4+ —+ + == 4 +
4 8 8 2 8 8 2
1 cos 4x
(1) cos? 2x =— +
2 2
Por tanto:
3 cos 4x cos 2x 3 sen 4x  sen 2x
4 _ _
cost x dx = | |—= dx = — x + + + kR
J- J ( 8 2 8 32 4
Resuelve:

a)J\/mdx

b)Jde

@ g) Haz x=2sent b) Haz x = 3/2 sen .
a)J.m dx

Hacemos x = 2sent — dx = 2cost dt

J“V4 —x2% dx = J“V4 — 4sen? t 2cos t dt = J.'\l4(1 —sen?t) 2costdt=

=j4cosztdt=4j(%+ COSZZZ) dt =4

1
+—sen 2t| +k=

r
2 4

=2l+sen2t+k
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) X
Deshacemos el cambio con t = arc sen =

f 2

X X

sen 2t = 2sen t cost = 2sen t N1 — sen? =2~E 1—?
X X

I=2arcsen3+5‘\l4—x2 +k

b)J\/9 ~dx? dx

3 3
Hacemos x=Esent — dx=-—costdt

2
jV9—4x2 dx='|.‘\f9—4‘%sen2t ~%costdt=%'[‘\l9(1—senz 1) costdt=

=2J‘560521dt=gj(l+ COSZI) ar =2
2 2 2 2

2 4

t 1 )
—+—sen 2t| =
2
=%t+%sen 21+ k

Deshacemos el cambio:

2x 2x
—=sent — t=m’csen?

3
sen 2t = 2sentcost = 2sen t N1 — sen t=2-T 1—7=7 9 — 4x

A

I =

Ao

2
+/e=%arcsen7x+%\l9—4x2 +k

2x
arc sen —
3

Halla una primitiva F(x) de la funcion f(x) = 2x tal que F(x) <0 enel
intervalo [-2, 2].

F(x) = J'Zx dx=x%+k

x2+k<0 enl[-2, 2]

Debe ser k< —4; por ejemplo, la funcién
F(x) = x> — 4 es menor o igual que 0 en
(-2, 2. x4

Representamos x° y x2 — 4:

-2 2

Unidad 12. Célculo de primitivas
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UNIDAD | 12

Busca una primitva F(x) de la funcion f(x) = 2x—4 que verifique F(x) >0
en el intervalo [0, 4].

—4x+ 4
Fo = J(Zx—4) dx=x%—dx+k

Debe ser F(x) 20 en [0, 4].

Representamos y = x2 — 4x:

Para que F(x) 20 en [0, 4] debe ser k= 4.

Por ejemplo, F(x) = x? — 4x + 4.

Halla f(x) sabiendo que:
S =cos S, f2)=0y f(0)=1
X 1 X X
[(x) = J.f (x) dx = Jcos;dx— ZJ.?cosde— ZsenE+Ie
x 21
f’(x)=2sen5+le; como f'2m) =0 — Zsen7+/e=0 — k=0
+ k!

X
—COS —
2

S0 = Jf’(x) dx = sten%dx =2 ZJ.% sen %dx =4

f(x) = —4cos % + k%5 como flO)=1 — f(0)=-4cos0+k'=1 —
— —4+k=1— k'=5

X
Por tanto, la funcién que buscamos es f(x) = —4cos 5 +5

a) Halla la familia de curvas en las que la pendiente de las rectas tangentes
a dichas curvas en cualquiera de sus puntos viene dada por la funcién:
S(x) =

x—2
2x + 4

33
2’ 4]
a) La pendiente de la recta tangente a la curva en uno de sus puntos viene dada

por la derivada de la curva en ese punto.

b) Determina, de esa familia, la curva que pasa por el punto A

Por tant —F’()—x_2
or tanto, m X L
xX—2
Buscs: F = .
uscamos F(x) j x4 dx
X —2 1 4 1 2
F(x)'J2x+4dx'.[E_2x+4 dx_Ex_2J2x+4dx_

=%—21n|2x+4|+/e

Unidad 12. Célculo de primitivas
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b) Debe ser:

5 3 —-5/2 5 3 -5 3
F—?)—Z%T—Zh/l 2(—? +4 +/€—2—)T—2h’ll+/€—z—>
BN /e=%+%=2 BN F(x)=§—21n|2x+4| 2

Calcula la funciéon f(x) sabiendo que f'(x) = x, que la grafica de f pasa
por el punto P(1,1) y que la tangente en P es paralela a la recta de ecua-
cion 3x+3y—1=0.

52

f’(X)=J.f”(x) dx — f’(x)=dex=7+k

2 3
feo = [ ax - J(% vk Lx

dx=7?+/ex+/e’

1
[ pasapor P(1, D) —» fAih=1 —>€+Ie+/e’=l (D
La pendiente de la recta tangente en P es m = —1; por ello:
1
f(H=-1 - E+k=_1 @)

De las igualdades (1) y (2) obtenemos los valores de & y k'

1 1 1
pe1-t-_3 /e’=1———k=1——+%

1 7
2 2’ 6 6 3

3
- x 3 7
Por tanto, la funcién que buscamos es: f(x) = — — —x + —

6 2 3

CUESTIONES TEORICAS

Prueba que si F(x) es una primitiva de f(x) y C un numero real cual-
quiera, la funciéon F(x) + C es también una primitiva de f(x).

F(x) primitiva de f(x) & F'(x) = f(x)
(F(x) +C)' = F'(x) = f(x) = F(x)+ C es primitiva de f(x).

a) Representa tres primitivas de la funciéon f cuya grafica es la siguiente:

l—f

b) Representa tres primitivas de la siguiente funcion:

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Af(x)=2 = F)=2x+k F/ JF

Do

Por ejemplo:

F(x) = 2x

1
Fz(x) =2x+1 /
1 2 3

F3(x) =2x—-1 /

=1 ‘
cuyas graficas son: /

b) fx) =2x = Fx)=x*+k
Por ejemplo:
F, () = x?
F0) =x*+1
Fy(0) = x% -1

cuyas grificas son:

1
Sabes que una primitiva de la funcion f(x) =— es F(x) = In|x|. ;Por qué
se toma el valor absoluto de x? x

f(x) = L esta definida para todo x # 0; y es la derivada de la funcion:
X

In x si x>0

In(=x) si x<0

F(x) = {

es decir, de F(x) = In|x]|.

Pagina 360
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En una integral hacemos el cambio de variable e* =t. ;Cual es la expresion
de dx en funcion de ¢?

eX=t - x=nt — dx=%dt

1
C b dx =1 + ¢ +k
omprue aquejcosx x = In| sec x + tg x|
1

Tenemos que probar que la derivada de f(x) = In|sec x +1g x|+ k es fi(x) = o x

Unidad 12. Célculo de primitivas
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1+ senx
Ccos X

Derivamos f(x) = ln‘ + k

2

cos? x + sen x(1 + sen x) cos? x + sen x + sen® x

2
cos* x cos X
f10) =
1+senx 1+ sen x

Ccos X

1+ senx 1

(1 +senx) cosx  cosx

1
Comprueba que Jm dx=Mm|tg x|+ k
Tenemos que comprobar que la derivada de la funcion f(x) = In|ig x| + & es
/( ) = ;
S® = e xcosx

Derivamos f(x):

1/cos? x 1/cos? x 1

S = : :

1g x sen x/cos x  sen x cos x

Sin utilizar calculo de derivadas, prueba que:
4

F(x) = Yy G(x) =

1+ x4 1+ x4
son dos primitivas de una misma funcion.
Si F(x) y G(x) son dos primitivas de una misma funcion, su diferencia es una

constante. Veamoslo:

F(x) - G(x) = =1

1 _( x4 )= 1+ x4
1+ x4 1+ xt 1+ x4

Por tanto, hemos obtenido que: F(x) = G(x) + 1

Luego las dos son primitivas de una misma funcion.

Sean fy g dos funciones continuas y derivables que se diferencian en una
constante.

(Podemos asegurar que fy g tienen una misma primitiva?
No. Por ejemplo:

S =2x+1 — Fl)=x>+x+k }

gl =2x+2 — G =x?+2x+c

[(x) y g(x) son continuas, derivables y se diferencian en una constante (pues

[0 = gx)—D.

Sin embargo, sus primitivas, F(x) y G(x), respectivamente, son distintas, cua-
lesquiera que sean los valores de &k y c.

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Calcula f(x) sabiendo que:

d ll -1/3

J.f(x) x = n( +2)2+c
lx—1]3

F(x)=J.f(x) dx=in- oo

Sabemos que F'(x) = f(x).
Por tanto, calculamos la derivada de F(x).
Aplicamos las propiedades de los logaritmos antes de derivar:

F(x)=3n|x—-1|-2n(x+2) +c

Fi(x) 3 2 A(x+2)-2x-1D x+8
x = J— = =

x—-1 x+2 x2+x-2 x2+x-2

x+8

Por tant =—Q.

or tanto, f(x) e a—

Las integrales:

(arc tg x)*

152 dx y J(tg3x+tg5x)dx

¢son del tipo I J" f(x) dx?

En caso afirmativo, identifica, en cada una de ellas, f(x), n y f'(x).

Ambas son del tipo J SQO" f1(x) dx.

. J‘ (arc 1g x)? e

2.
1722 dx = j(arctgx)

1+ x2

S =arcigx; n=2; [0 =773

+ X

. J(Zg3x+ 19> x) dx = Jlg3 x(1 + g2 x) dx

S =tgx; n=3; fix)=1+1g°x

PARA PROFUNDIZAR
Para integrar una funciéon cuyo denominador es un polinomio de segundo
grado sin raices reales, distinguiremos dos casos:

a) Si el numerador es constante, transformamos el denominador para obte-
ner un binomio al cuadrado. La solucion sera un arco tangente:

dx _
Jx2+4x+5 (x+2)2+1

(Completa la resolucion).

Unidad 12. Célculo de primitivas
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b) Si el numerador es de primer grado, se descompone en un logaritmo ne-
periano y un arco tangente:

(x +5)dx 1J- 2x + 10

x2+2x+3 2)x2+2x+3 x=
1 2x + 2 1 8 dx
__Iz—dx+—J2—
2) x“+2x+3 2) x“+2x+3

(Completa su resolucion).

a)J' dox =J. dx =arciglx+2)+k
x2+4x+5 (x+22+1

b)J‘ (X+S)dx =l'[ 2x + 10 dx =
x2+2x+3  2J x2+2x+3

=lj 2x + 2 d””lj 8 dx y
2J) x2+2x+3 2J) x2+2x+3

lln(x +2x+3)+4J'— =

(x+1D*+2

[\

lln(x2+2x+5)+2jd—x =

2 (x\/Jr_l)ZJr1
2
- Lo (x2+2x+3)+2\FJ- 2 av

el
x\/al)+/e

NS}

=%ln(x2+2x+3)+2\5 arctg(

Observa como se resuelve esta integral:

x+1
I=J3—2dx
x° + 2x°+ 3x
x3+2x2+3x=x(x2+2x+3)
x+1 i Bx + C
x

La fraccion se descompone asi: ————5——— = t
p x3+2x%2+ 3x x2+2x+3

1 1
Obtenemos: A=—, B=——, C=—
3 3 3
.. 1 r1 1 x-1
Sustituimos: I = 3 dex— 3 j x2+2x+3dx

(Completa su resolucion).

Completamos la resolucion:

Unidad 12. Célculo de primitivas
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S O IO P S IS o S N

3J) x 3 x2+2x+3

x2+2x+3 3 "6 x2+2x+3
=—ln|x| J' -2 g 2(__dx O
6J x2+2x+3 3J) x2+2x+3
1 1 V2 x+1
= —Inlx|-=mm(x*+2x+3 +—arcl( )+/<z
3 [ x| ¢ ( ) 3 g NE

® (Ver en el ejercicio 62 apartado b) el cilculo de J d—x)
x*+2x+3

Resuelve las siguientes integrales:

2x — 1 1
a)j S b)jxsﬂdx
2+3x+8 2x + 10
c)J. +0 dx d)J.—xz+x+1dx
2 dx
C)Jx2+3x+4dx f)J.(.:nc+1)2(.anc2+1)

- e) Multiplicu el numerador y el denominador por 4.

2x—1
J e el

Descomponemos la fraccion:

2x—1 _A Bx+C AW+ D+ Bx’+ Cx
x(?+ 1D x xt+l x(x?+ 1D

2x—1=AW?*+ 1 + Bx? + Cx
Hallamos A, B y C:

x=0 - -1=4 A=-1
x=1 —> 1=24+B+C —» 3=B+C B=1
x=-1 - -3=24+B-C — -1=B-C c=2
Por tanto:

2x—1d (—1+ X+ 2
e = | [==
jx3+x j x  xt+1

Jee ]

dx
dx+2j 211 =

1
=—In|x| o x>+ 1D +2arcigx+k

53
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1 dx
b)J.x3+ 1 dhx = x+Dx2-x+1

Descomponemos la fraccion:
1 —
(x+DW?-x+1D

A Bx+C  Al?-—x+1D+Bx(x+ 1D+ Clx+1)

P R o+ D2 —x+1)
1=Ax?*-x+ 1+ Bx(x+ 1)+ Clx+ 1)
Hallamos A, B y C:

x=-1 — 1=34 - A=1/3

x=0 — 1=A4+C - C=2/3
x=1 —> 1=A+2B+2C — B=-1/3

Por tanto:

1
J.x3+1d

1/3 3 e =

x> —x+1

=—ln|x+l| Sjﬁ dx =

2x—4
ln|x+1| 6,[% dx =

2 1-
slsl-gf Gt -

1 1
=—n|lx+1]|- J—dx+—
3 6 x+1 2

=%Zn|x+ 1|—%Zn(x2—x+ 1)+%J‘

6

=—ln|x+1|——ln(x —x+ 1)+—J

3

dx B
J.xz—x+ 1

x_l)z-{-é
2

|

x+1)2Jr1

1 1
In|x+ 1|—€ln(x2—x+ 1)+?3arclg

dx

4

V3
\/5

Unidad 12. Célculo de primitivas
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2 —
C’fwd“”“ﬁf—l
x2+9 x“+9

dx = x+ % dx — dhx =
x2+9 x%2+9

=x+é X x — o dx =
zjx2+9 (/3% +1
=x+iln(x2+9)—larctg | +k

2 3 3

x2+x+1 xZ+x+1 x2+x+1 x2+x+1

d)J 2x+ 10 dx=J2x+1+9dx=j—2x+1 dx+9J'—1 X

=n(x%+x+ 1)+9J ?x

T
2 4
23
(2x+ 1)2 1
V3

=ln(x2+x+1)+6\r3j. dx =

x + 1

2
V3

= +x+1) +6V3 arcig + R

2 8 8
e),[x2+3x+4dx=_[4x2+12x+ 16 dx:J.(Zx+3)2+7dx=

_ &7 . _8 7 N7
o et e et
o R 2

7 7
47 wreig |23
\/3
d.
D {7 o
(x+ D+ D
Descomponemos la fraccion:
1 A B Cx+D

= + +
x+D? 2+  x+1 (x+1?  «x%2+1
1=Ax+ D2+ 1D+ B2+ D+ Cx(x+ D2+ D+ 1)?2

Hallamos A, B, C y D:

— 1=2B — B=1/2 A=1/2
x=0 —> 1=A+B+D B=1/2

— 1=4A+2B+4C+4D | C=-1/2

— 1=-54+5B-2C+D D=0

Unidad 12. Célculo de primitivas
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Por tanto:

.[ (x + 1)319(6962 +1) =J

1
= —] +1| =
in|x+1]

1/2 1/2 1 X
+ .
x+1 (x+1D?* 2 x2+1

dx =

1 1
- = 2
2 D) 4ln(x + 1D +k

Pagina 361

65 |Se llama ecuacion diferencial de primer orden a una ecuacion en la que,
ademas de x e y, figura también y'. Resolverla es buscar una funcién
y =f(x) que verifique la ecuacion.

Por ejemplo, resolvamos x y% + y'=0:

d
y'=—xy* > d—1=—xy2 — dy=-xy*dx

Separamos las variables:

d d
—Jz)=—xdx - J.—)Z)=J.(—x)dx
y y

1 x?2
Ty T2 TR

Hay infinitas soluciones. Busca la que pasa por el punto (0, 2) y comprueba
que la curva que obtienes verifica la ecuaciéon propuesta.

e Buscamos la solucién que pasa por el punto (0, 2):

y=L > 2=-2 o _4k=2 = k=-L
x% -2k —2k 2
Por tanto: y = 2
x2+1

e Comprobamos que verifica la ecuacion xy? + ' = 0:
2 )2 o Aw 4 4 _
x?+1 (x? + 1)?

4x 4x

' (xz + 1)2 (XZ + 1)2

xy2+y’=x(

(XZ + 1)2 (XZ + 1)2

66 |Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden:

a)yy —x=0 b)y?y —x%=1
Ay'-xy=0 d)y’\/;—y=0
e)y'e’+1=e~ HxZy'+y?+1=0

@ Entodas ellas, al despejar y' se obtiene en el segundo miembro el producto o el
cociente de dos funciones, cada una de ellas con una sola variable.
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Yy —-x=0

X L DX exde o _[ d jd

=— — == = x dx = |xdx

y y x yay yay

2 2

y?=x7+/e = ?=x?+2k = y=+\x>+2k
b)yZy/_x2=1

L 1+x? dy 1+x?

y'= 372 = T 2 = y?dy=(1+x?dx

)3 3
Iyzdy=J(l+x2)dx = ?=x+?+k: P =3x+x3+3k =

= y=33x+x0+ 3k

Y —-xy=0
day dy dy
YV=xy = —o=xy = ——=xdx = J—=dex
dx y b%
x2 ) )
|y|=e(-x‘/2)+/€ = y=ie(X‘/2)+/e

nly|=—+k =

Dy Nx —y=0

y dy

g L By b jd_y=jd_x
Vo dx Ay y oAk

vy 4k

ln|y|=2\/;+/e = |y|=ez\/;+k = y=iez\j;+k
ey el+1=e*

'_ex—l d_y_ex—l
Y eV = dx e

eVdy=(Ee*-Ddx = Jey dy = J(ex— D dx

eV=e"—x+k = y=hh|eX—x+k|

H a2y +9?+1=0

-1-»2 dy -1 +y») dy -1
YT T T T 2 T T ™

x2

dy -1 1
J1+y2 —Jﬁdx = arclgy=;+/e

i.'_k
X

y=1g

Unidad 12. Célculo de primitivas
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AUTOEVALUACION
Resuelve las integrales siguientes:
1. I(cos x +1g x) dx

sen x

J.(cosx +1g X) dx = J.cosxdx +J.
cos x

dx =senx—In|cos x| + k

3. Jx V2x2+1 dx

jx \N2x2+1 dx=— J4x(2x + D3 dx——(Zx + D3 == 3 \I(Zx + D+ k

4J‘tgx
cos? x

tg? tg3
jgzx dx =" v
cos* x 3

5. J.x arc tg x dx

2 2 2
D X 1 X 2) X 1 1
jxarctgxdx(=)7arctgx—3j dx;)Tarctgx—Ex+Earctgx+/e

1+x?
—_
I
(D) Por partes:
- U ix=d
arctgx =u — e x = du

2
xdx=dv — %=U

x? 1
@n-[Fma-fli-mn

dx=x—-arcilgx

Unidad 12. Célculo de primitivas



6. j % sen (In x) dx

J. %sen (In x) dx =—cos (Inx) +k

X
7 Ix2+4x—21 dx

X . .
= J-z— dx. Descomponemos en fracciones simples:
X4+ 4x - 21

=_7
Z4+4x-21=0
x x <x=3

ol - A D A+ D IBG(-3) > A=, B
x-3)x+7) x-3 x+7 x * e 10’
3/10 7/10 3 7
I= x_3dx+ x+7dx—ﬁlnlx—3|+ﬁln|x+7l+/e

1
S et
3
o

=~ +1 +1

4

J;d _ij;d_l.ij_d 3
i+ 4 T H) 552 YTE (@xz MG
2

+ X

1
9. Resuelve, por el método de sustitucion, la integral: J N dx
1+\x

1+x
[=J- dx

1+

Hacemos el cambio \/; =1 > x=1t* > dx=2tdl

1+¢2 o+ 13 D 2
1=J ~2ldt=2j—dx=2j(r2—t+2—H—1 dt =

1+t 1+1¢
B 12
=25 —-—+2t-2In|t+1
( 30 2 el ]
(1) Dividimos (13 + 1) : (t + 2) y expresamos de la forma:
dividendo )
————— = cociente + resto
divisor

2
Deshaciendo el cambio: 1= g 3 — x + 4\x — 4in (\/; + 1) + k

Unidad 12. Célculo de primitivas
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10. Aplica la integracion por partes para calcular Jcos (In x) dx.

I= JCOS (In x) dx

1
cos(nx)=u — —}sen (In x) dx = du

dx=dv — x=v

I=xcos (Inx)+ Jsen (In x) dx

—_—
[l

1
sen (nx) =u — jccos (In x) dx = du

dx=dv — x=v

I, = x sen (In x) — jcos (In x) dx

[ S ——
I
/ /
I=xcos(nx)+xsen(Inx)—1 — I= x cos Un x) + x sen Un ) + k

2

11. De la funciéon f(x), se sabe que:

Y = —3 . =
S = s S =0

a) Determina f.

b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

) (3 o B3+ D 3
d)‘f(X)_J(xu)zdx_B.[(erD N A T
f(2)=2_+31+/e=—1+/e—>Comof(2)=0, “1+k=0 = k=1
-3 x—2
f(x)_x+1+l_x+l
x—2 -
b)g(x)=J dx='[1+ dx=x-3n|x+1|+k
x+1 x+1

g0 =0-3m|0+1+k=k — Como g(0) =1, k=1.

La primitiva de f que pasa por (0, 1) es g(x) = x—3n|x+ 1| + 1.

Unidad 12. Célculo de primitivas
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12. De una funcién f derivable en IR, sabemos que:

2x—1 si x<0
-1 si x>0

S'(x) = {
Halla f sabiendo que f(1) = 2.

J.(Zx—l)dx si x<0

P {2x—1 si x<0 o
"(x) = . - flx) = -
-1 i 220 J.—ldx si x>0
x2—x+k si x<0
- flx) =
S {—x+/e’ si x>0

Para que [ sea derivable en x =0 vy, por tanto, en IR, debe ser continua y, para
ello, k=+Fk"

Ademas, f(D=-1+k'=2 > k'=3 - k=3
Por tanto:

JOo = {

x2—x+3 s x<0

X +3 si x=20

13. ¢Cuales de los siguientes apartados representan la grafica de una funcion
f(x) ylade una de sus primitivas F(x)?

Justifica tu respuesta. ) v / b) v
a) Las funciones repre-
sentadas son y =3 e /
y=3x-0, que cum- = // X
plen: / /
J.S dx =3x +k
Y d Y
Por tanto, f(x) = 3, ) )
y Fx) =3x-06 es
una primitiva de f. N\
7 X X
b) Las funciones son:

y=-ley=x+1 - J—l dx=-x+k

No corresponden a una funcién y su primitiva.
©) Las funciones son y=x%—-1 e y=2x.

J.Zx dx = x? + k. Por tanto, f(x) = 2x, y una de sus primitivas es F(x) = x? — 1.
d) Las funciones son y=-x?-1+4 e y==2x+1 — I—2x+ ldx=-x>+x+k

No corresponden a una funcién y su primitiva.

Unidad 12. Célculo de primitivas
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Eleccion de presidente

B Ayudandote de la tabla, estudia detalladamente los resultados de la votacion,
analiza algunas caracteristicas de los participantes y opina quién crees que de-
beria ser presidente.

A 1 -1 -1 -1 -1 -1
B|f-1 0 1 0 -1 O
cj]o0 1 1 1 0 O
D|-1 0 1 0 -1 O
E|-1 1 1 1 -1 O
F\-1. 0 0 0 -1 O

De la tabla podemos deducir muchas cosas:

— Al consejero A no le gusta ninguno de sus colegas como presidente.

— B solo tiene un candidato (el O).

— Dos consejeros (Cy E) estan de acuerdo en los mismos candidatos (B, Cy D).
— El consejero F no opta por ninguno de sus companeros.

— Al candidato E no le prefiere ninguno de los otros consejeros. De hecho, es el tni-
co que no se considera idéneo para el cargo.

— Los candidatos B y D han obtenido los mismos resultados.

— Solo A y C se consideran idoneos para el puesto de presidente.

Segun los resultados, el candidato C es el mas idoneo para presidir la empresa (por lo
menos eso piensan sus companeros del consejo).

Unidad 2. Algebra de matrices




Vuelos internacionales

B Aqui tienes representados, mediante flechas, los vuelos que hay el martes des-
de el pais B hasta el pais C. Representa, mediante una tabla, la informaciéon
recogida en el diagrama.

Conexiones de vuelos

B Supon que una persona quiere salir el lunes de A, pasar la noche en B vy lle-
gar el martes a C.

¢Cuantas posibles combinaciones tiene por cada punto de salida y cada punto
de llegada? Es decir, ;de cuantas formas puede irde 4, a C;,de 4, a C,, de
4, a C;, etc.?

Continua ti, rellenando razonadamente el resto de la tabla y explicando, en
cada caso, como llegas a la respuesta.

Unidad 2. Algebra de matrices




1. Escribe las matrices traspuestas de:
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3
A=|2
.
5
2
D=
0
6
i (3 2 7
4 (1 5 6)

D' =

— R ]
S =N
~N = O

oW O
—_—

1 13 5-1
257
6 610 3
4 1
17 4
Lo E=|7-10 F=(546 1)
L _403 )
3 2
2 4 ;
B'=[5 1 che |2
70 >
1 7 4 Z
g=l7 -1 0 Fi=|e
4 0 3 1

2. Escribe una matriz X tal que X’ = X; esto es, que sea simétrica.

1

Por ejemplo, X = 2

-1
30|
-1 0 4

NS}

3. Escribe una matriz que describa lo siguiente:

21 000
010 20
001160
00 0 0O
00 01 2
00 01O

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Sean las matrices:
A 1 0 =2 B -1 0 1
413 41 3
7 1 1 -3 1 5
D=
8 -10 0) (6 2 4)
Calcula E=24—-3B+ C-2D.

S R N i R

8 2 -6 -12.3 9 8 -10 0 12 4 8 16 -15 -23
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2. Efectaa todos los posibles productos entre las siguientes matrices:
7 0
2 7 15 1 -1 1
1 2 3 -1 1
A=( ) B= c=[6 3 0 0 D=(0 5 2
-2 5 1 0 1
-2 -51 0 2 3 3
3 4
7 14 21
8 -2 4 5 7 18 —4 =3 3 =2
A-C= , A-D= . B-A=
(24 —4 -1 —10)’ (0 30 5)’ -2 5 1
-5 26 13
22 28 -6 -1 2 5 3 -3 —4
C-B=|39 3|, D-C=|26 5 2 0|, D-D=|4 31 4
-9 -4 28 38 -1 10 -4 4 17

3. Intenta conseguir una matriz I, de dimensién 3 x 3 que, multiplicada por
cualquier matriz cuadrada A(3 x 3), la deje igual.

Esdecir: A-I;=1;- A=A
La matriz I, que verifica la igualdad anterior se llama matriz unidad de orden 3.

Una vez que sepas cudl es su fisonomia, sabras obtener la matriz unidad de
cualquier orden.

1
;=10
0

S = O

0
0
1

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Comprueba las propiedades 2 y 3 del producto de nimeros por matrices, to-

mando:
3 5 -1 7 2 1
R S i

PROPIEDAD 2

9A=(27 45 —9)
18 =27 0

6 -9 0 12 =18 0 18 =27 0
94 =34 + 0A

PROPIEDAD 3

10 3 0 30 9 0
A+ B = =
B 3(6 3 8) (18924)
_[9 15 =3 21 -6 3|_(30 9 0
A+ 38 (6 9 o)+(12 18 24) (18 9 24)
34+ B) =34+3B
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2. Comprueba las propiedades distributivas para las siguientes matrices:
1
1 4
-156 7 41 60 2
A=(0 5 = C= D=
3 092 0-15S5 -5
16
3
6 15 2 68 19
A~(B+C)=A~(3 12 7)= 15 -5 70 15
511430 121 0 96 25
11 5 42 -1 4 =3 26 20 15 2 68 19
A-B+A-C=|150 45 -10|+|0 =5 25 25| =15 =5 70 15
17 5 60 -5 4 =5 36 30 21 0 96 25/

A B+CO=A-B+A-C

(36 127, _(-24
B+O-D (5 114 5) b (—60)
) n_| 0 24 _ —24
R DA R et B

B+CO) D=B-D+C-D

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Calcula, utilizando el método de Gauss, la inversa de cada una de las siguien-
tes matrices o averigua que no la tiene:

) 11 b) 12 ) 1 2
Plo 1 3 4 e
2 1 111 O (1.2) = (2.2 1 0|1 -1
0 1l0 1] @» 0 1|0 1
-1
A, 111t _(1 -1
0 1 0 1
b) 1 2(1 0 1. 1 211 0 1.9+ (22
410 1 25-3-ay 0 213 1 2%
1 0]-2 1} a» 1 0] -2 1
0 1|3 1/ &2»-@H 0 1|32 -1/2
(1 21! -2 1
As =
o (3 4) (3/2 _1/2)
o 1 2|1 o} a» 1 21 o0
2 —4l0 1] @»H+2-ad 0 0|2 1

En la parte de la izquierda, la 2.2 fila estd compuesta de ceros. Por tanto, la matriz
1 2
-2 -4

2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices o averigua que no la
tiene:

no tiene inversa.

12 3 12 3 113
a)|4 5 6 b)(0 1 2 ol|ll 2 1
7 8 9 12 4 200
1 2 3 1 O O (1_a) 1 2 3 1 O O (1'3)
a4 5 6]0 1 0] ev-4-a9 0 3 6|-4 1 0] @v
7 8 90 0 1/ GH-7-a9H 0 -6 -12|-7 0 1] G»H-2-@»H
1 2 311 0 O
0 3 6|-4 1 0
0O 0 0|1 =21

En la parte de la izquierda, la 3.? fila estd compuesta de ceros. Por tanto, la ma-

1 2 3
triz|4 S5 6| no tiene inversa.
7 8 9

Unidad 2. Algebra de matrices



1
b)|0 1
1 2
1 2
0 1
0 0
1
Asi, [0
1
1 1
oll 2
2 0
1 1
1
0 0
1 1
=5
0 0
1 1
0 1
0 0
1
Asi, |1
2
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3110 0} am 12 311 0 0} an-3.69
210 1 0] @» 1 2|0 1 Q2H-2-3BYH
410 0 1 3H -0 O 0 1|-1 0 1 (€]
04 0 -3\ as_2 @ 1 0 0]o =21
2 1 21 e 1 012 1 =2
11-1 0 1 3.5 0O O 1|-1 0 1
2 3\-1 0 -2 1
1 2 =12 1 =2].
2 4 -1 0 1
310 0 as 11 31 0 0} a
10 1 0| en-an 0 1 =2|-1 1 0} @
010 0 1 GBH-2-a» 0 =2 =6|-2 0 1 G +2- 25
3 1 0 O as
21-1 1 0| -s-ey+3y
-10|-4 2 1] —1/100 3G9
3110 0 A5H-3-(39
o1 =3 1 —1/5) - 2.9
1(2/5 -1/5 -1/10] G
01-1/5 3/5 3/5\ a9-eo 1 0 0|l 0 0 2/5
-1/5 3/5 -1/5 2.9 0O 1 0|-1/5 35 -1/5
1| 2/5 -1/5 -1/10 3.9 0O 0 1|25 -1/5 -1/10
1 3\-1 0 0 2/5
2 1| =|-1/5 3/5 -1/5
0 0 2/5 -1/5 -1/10

3. Calcula x, y, z, t para que se cumpla:

P ENMAR N

2 “1)[x y|_(2x—z 2y—t|_(5 1
0 1/\z ¢ z t 0 2
5
2x—z=5 x==
3
y—t=1 "y==1 Solucion: Xy [5/2 032
z 1 0 2
z=0 z=0
1=2 1=2

Unidad 2. Algebra de matrices
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4. Para las matrices A4 = 11

, comprueba:

1 o) B=(—1 5) c-
27/ 4 -1/
aA)A-(B+O)=(A4-B)+(A4-0)
b)(A+B)-C=(4-C)+(B-C)
)A-(B-C)=(A-B)-C

o _ 35\ (3 5
DA B+C)=4 (5 o) (41 10)

A-B+C)=A-B+A4A-C

A-BrA-c=|TL 04[O (35
26 3 15 7 41 10

. fos) (55
D@A+5-C (6 6) ¢ (50 6)

A+B)-C=A-C+B-C

ch+B,C=(4 0)+(1 5)=(5 5)
15 7] |15 <1 130 6

C)A~(B~C)=A-(1 5)=(1 5)
15 -1 107 3
A-B-CO)=A-B-C

) 15 [ 1 5
“-n-c (26 3) “ (107 3)

06
1 3 Encuentra X que cumpla: 3-X—-2-4=5-B

5. Sean A = y B=
5 -1

ax=58+24=[0 30| 4[6 0}_[6 30}  _(2 10
5 -15 10 -2 15 -17 5 -17/3

6. Encuentra dos matrices, A y B, de dimension 2 X 2 que cumplan:

14 -1 2)
2A+B= _ -
20 1 0
airef
Sumando: 3A=(g g) N Az((l) (2))
A B=(_1 2)
1 0

wea-3 30 -0 30

Solucion: A = 0 2, B= 10
1 0 0 0

Unidad 2. Algebra de matrices
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7. Encuentra dos matrices X e Y que verifiquen:

ax—3y=[* 2| v x—y=["°
BECRE VIPY B Al PR
_[1 5 _2y=|1 5
2X—3Y (4 2) 2X—3Y (4 2)
10 (2 0
X—Y—(3 6) —2X+2Y—(_6 _12)

Sumando: -Y = ( 3 5 ) N y=(—3 —5)
-2 =10 2 10

(10| [-1 0\ (3 -5|_(—4 -5
X (5 6)+Y (5 6)+(2 10) (5 16)

Solucion: X = —4 _5, y=[72
5 16 2 10

8. Averigua c6mo ha de ser una matriz X que cumpla la siguiente condicion:

11 11
X- = - X
01 01
X=xy)
z
X11_11.11=xx+y
0 1 0 1 0 1 z z+t
11.X=11'xy=x+zy+t
0 1 0 1) \z ¢ z t

X=x+z
X+y=y+1 X =1
z=z

z+i=t z=0

Solucion: X = , donde x e » son numeros reales cualesquiera.

Xy
x

Unidad 2. Algebra de matrices
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9. Efectua las siguientes operaciones con las matrices dadas:

A= B= C=
03 3 0 3 2
aA)4-B)+(A4-0)

b)(4-B)-C
c)A-B-C

) a2 7 7 3\_(9 10
vasraes el 8- %)

o [5 s)(1 -1} _[-10 <15
PAa=B-c (—3 3) (3 2) (6 9)

w0
9 0/ \3 2 9 -9

1
10. Dada la matriz A = o

a0 3o 3o

2
L ), comprueba que (4—1)?=0.

11. Halla la inversa de estas matrices:

100 12 3
73 3 2
a) b) A0 2 0 d|jo 1 2
21 -8 5
0 01 011
2O(7 3 (x y)=(1 0) . (7x+32 7y + 3t =(1 0)
2 1)\z ¢ 0 1 2x+z 20+t 0 1
Tx+3z=1|x= 1 Ty+3t=0|y=-3
2x+ z=0]z=-2 20+ t=1] t=7

Por tanto, la inversa es ( 12 _73 )

b) 3 2)(x y|_(1 O 3x-2z 3y-2t|_[1 O
-8 5)\z ¢ 0 1 —8x + 5z -8y +5¢ 0 1
3x -2z = x=-5 3y—2t=0|y=-2
8x+5z=0] 2z=-8 8y+5t=1| t=-3
Por tanto, la inversa es (_5 _2)‘

-8 -3

Unidad 2. Algebra de matrices
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1 0 0\fa b c 1 0 O a b ¢ 1 0 O
Al0 2 0f|ld e [f|l=[0 1 0| — [2d2e 2f|=]|0 1
0 0 1f\g b i 0 0 1 g b i 0 0 1

a=1,b=0 ¢=0, 2d=0, 2e=1, 2f=0, g=0, h=0, i=1

Por tanto, la inversa es

S O -
[u—y
~
Do
[«

1 2 3\[|a b c
Do 1 2|(d e [
0 1 1)\g b i

Il
S O -
O = O

a+2d+3g b+2e+3b c+2f+3i 1 0 O
- d+2g e+2h S+ 2 =0 1 0
d+g e+bh f+i 0 0 1

a+t22d+3g=1a=1 b+2e+3h=0( b=-1 c+2f+3i=0| c=-1

d+2g=0pd=0 e+2h=1;e=-1 [f+2i=0p f=2
d+g=0|g=0 et+h=0| bh=1 fri=1] g=-1
1 -1 -1
Por tanto, la inversa es (0 -1 2 |.
0o 1 -1
Pagina 62

1. Considera u(7, 4,-2), v(5,0, 6), w(4, 6,-3), a=8, b=-5, elementos de R3
y de R.

Comprueba las ocho propiedades que se enumeran arriba.
o Asociativa: (4 + V) +w=1U + (V+w)
(U +v)+w= (12,4, 4 +w = (16, 10, 1)
U+ (vV+w)=u+(9,6,3) = (16, 10, 1)
e Commutativa: 0 + v =
Uu+v=>244=v
e Vector nulo: v+ 0 = v
V0=(50,6+(0,0,0=(506=V
e Vector opuesto: v+ (—V) = 0

V+ (=) =(5,0,6) +(=5,0,-6) = (0, 0, 0)

Unidad 2. Algebra de matrices 11
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o Asociativa: (a-b)-v=a-((b-V)
(@a-b)-v=(8-(=5)-(5,0,6) =-40 - (5,0, 6) = (=200, 0, —240)
a-(b-v)=8-1-5-(50,6]=8" (=25, 0, -30) = (200, 0, —240)

Distributival: (a+b)-V=a-v+b-v

(a+b)-v=3-(5006) =(5,0,18)

a-v+b-v=8-(506-5(50,6) = (40,0, 48) — (25, 0, 30) = (15, 0, 18)

Distributiva Il. a-(U+V)=a-u+a-v

a-(+v)=8-(12,4, 4 = (96, 32, 32)
a-u+a-v=8-(7,4,-2)+8-(5,0,6) = (56, 32, =16) + (40, 0, 48) = (96, 32, 32)

Productopor 1: 1V =V

1-v=1-(506=(50,6 =v

Pagina 64

Comprueba si los siguientes conjuntos de n-uplas son L.I. o L.D.

2' (3’ 09 ]-’ 0)9 (2, _17 5’ 0)’ (09 07 1, 1)’ (49 _2, 09 _5)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(3,0,1,0) +p2,-1,5, 0 + 20,0, 1, D + w4, -2,0,-5) = (0,0, 0, 0)
Operando, llegamos a:
Gx + 2y + 4w, =y — 2w, x + 5y + z, 2 — 5w) = (0, 0, 0, 0)
Esta igualdad da lugar al siguiente sistema:
3x+2y +4w=0
-y -2w=0
xX+5)+z =0
z-=5w=0

Este sistema tiene como solucién Gnica x =0, =0, z=0, w= 0. Por tanto, los
vectores son linealmente independientes.

3.(3,0,1,0),(2,-1,5,0),(0,0,1, 1), (0,0,0, 1)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(3,0,1,0) +y(2,-1,5 0 +=200,0,1, 1) +w(, 0,0, 1D = (0, 0, 0, 0)
Operando, llegamos a:

Bx+2y, =y, x+5p+2z z+w) =(0,0,0,0

Unidad 2. Algebra de matrices
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Esta igualdad da lugar al sistema:

3x + 2y =0

_y =0

xX+5+z =0
z+rw=

Este sistema tiene como solucién dnica x =0, y =0, z=0, w=0. Por tanto, los
vectores son linealmente independientes.

4, (2,-4,7),(1,0,2),(0,1,2)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(2, 4,7 +y(1,0,2) + 20, 1,2) =0, 0, 0)
Operando, llegamos a:
Qx+y —4x+ 2z, 7x+ 2y +22)=(0,0, 0
Esta igualdad da lugar al sistema:

2x+ y =0
—4x + z=0
Tx+2y+2z=0

Este sistema tiene como solucion dnica x =0, y =0, z=0. Por tanto, los vectores
son linealmente independientes.

5. (1’ 0’ 0)’ (1’ 1’ 0)’ (0’ 0’ 0)

Explica por qué si en un conjunto de vectores esta el vector cero, entonces
son L.D.

e Aplicamos la propiedad fundamental:
x(1, 0,0 + (1, 1,0 + 200, 0,0 =(,0,0

Si hacemos x =0, » =0, z puede tomar cualquier valor, por tanto, los vectores
son linealmente dependientes.

. . Ed Ed Ed _
* Si en un conjunto de vectores uy, u,, ..., u, estd el vector cero, podemos conse-
guir una combinacion lineal de ellos:
U, + U, + ..+ 4, +x,0=00,0,0, ... 0
XUy + XU+ X, U, +X,0=10(0,0,0, .,
enlaque x;=x,=...=x,_,=0 vy x,#0. Como no todos los coeficientes son

nulos, los vectores son linealmente dependientes.
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 4 -1 1 3 -1
A=|-1 3 2 B=|2 -1 5
2 2 0 1 10 -8
1 0 2 1 -1
1 -2 0 -3
0O 2 -1 1 2
c=|-1 3 1 4 D=
-1 1 3 2 0
2 1 5 -1
0 8 7 9 4
1 4 -1\ as 14 -1\ @y 1 4 -1
A=1-13 2| @H+a»d 07 1] @» 07 1|—>ranC4) =3
2 2 0] GBH-2-a9 0-6 2 BH-2-29 0-20 0
13 -1} ay 13 -1} a» 1 3 -1
B=1|2 -1 5| @y-2-08 0 -7 71 @» 0 -7 7| —=>ran(B) =2
1 10 =8 BH-0H 0 7 =7 GH+@H 0O 0 O
1 -2 0 -3\ as 120 -3\ as
c=|-1 3 1 4| eyv+a» 01 1 1 2.9
2 1 5 -1] GH-2-19 05 5 5 B.H =529
1 -2 0 -3
01 1 1| = ran(C)=2
0O 0 0 0
10 2 1 -1\ @y 10 2 1 -1\ a5
D= o 2 -1 1 2 2.9 02 -1 1 2 D)

-1 1 3 2 0] Goran 01 5 3 1| =2-65+@»
0 8 7 9 4 4. 08 7 9 4 @H-4-29H
10 2 1 -1\ gy 10 2 1 -1
0 2 -1 1 2 @ 02 -1 1 2 B
0 0 -11-5 4] G5 0 0 -11-5 4| 2> =3
0 0 11 5 —4 @5 +GYH 0 0 O 0

14 Unidad 2. Algebra de matrices
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ESTILO MATEMATICO
1. Demuestra que los vectores (7, 2, -1, 0), (0, 4, 0, 5), (0, 0, -2, 0) son L.L
a7, 2, -1, 0) + (0, 4, 0, 5) + y(0, 0, =2, 0) = (0, 0, 0, 0)
La primera coordenada es 700+ 0B +0y=0 — o =0
La igualdad queda: (0, 4, 0, 5) + (0, 0, =2, 0) = (0, 0, 0, 0)
La segunda coordenada es 4B +0y=0 — B =0
La igualdad queda: (0, 0, -2, 0) = (0, 0, 0, 0)
La tercera coordenada es —2y=0 — y=0

Como a=0, B=0 vy v=0, losvectores son L.

Unidad 2. Algebra de matrices
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Operaciones con matrices

. _[7 -2 _[-30 .
1 | Dadas las matrices 4 = ( 31 ) y B (_2 e calcula:
a)-24 + 3B b) > A-B O B- (=A) d)A-A-B-B
N [-23 4 -17/2 =2 21 -6 43 -16| (9 0) _ (34 -16
d)(—lz 4) b)(—ll/z 1) C)(S —6) d)(24 —5) (2 4) (22 —9)

2 |Efectiia el producto (-3 2)(; —21)((1))

7 7)((1) =)

3 |a) ¢Son iguales las matrices A4 =

2
) y B=(2 3)
3
b)Halla, si es posible, las matrices AB; BA; A+ B; A'— B.
a) No, A tiene dimension 2x 1 y B tiene dimension 1 X 2. Para que dos matri-
ces sean iguales, deben tener la misma dimension y coincidir término a término.

4 6
6

ma dimension.

A'-B=2 3)-(2 3)=0 0

b)A-B= ; B-A=(1 3); A+ B no se puede hacer, pues no tienen la mis-

comprueba que:

4 |Dadas las matrices A=(1 —2 1) B—(4 0 -

301 =21 0
a)(4+B)}=4'+ B!
b)(34) = 34!

5 1
- —5_20t—_
‘;1)(A+B)f—(1 1 1)—(21)

A+B'=4"+B
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39
b)(SA)’=(3 6 3)t=(4 o)

9 0 3 3 3
BA)! = 34!

1 3 39
34'=3|-2 0| =[-6 O
11 3 3

5 |Calcula 344°- 21, siendo A=(§ ;)

saai—2r=3[3 13 5| _[2 0)-5(10 17| _(2 o] _
5 2/11 2 0 2 17 29 0 2
_(30 51} (2 0)_{(28 s1
51 87 0 2 51 85

3 -1

6 |Dadas las matrices A=(2 _3) y B= (_01 i , comprueba que (4 - B)' = B! - A%

w33 o e[
-2 1 5 1

w36

7 |Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:

A-B'=B" A

3 -1 5 (4 0 6 -1 4 _[-5 4
D10 3780 2 2 Pz, —2)_33'(0 —1)
a)B=(4 0 6)_(3 -1 5)=(1 1 1)

0 2 2 1 0 3 -1 2 -1
-1 4| L,_[-5 4 _o (-1 4) _[-5 4|_[3 4
wal ) ) -3 ) - 23 5[0 )15 5
B=(1 4/3)
-2 -1
8 |Comprueba que la matriz A = (_31 _21 verifica (4 + I)? =6I.

a3 2 e[ 20 00 Y
5 i)l el

Luego (A +1)?* =061

A+D?*=

Unidad 2. Algebra de matrices 17




9 |Dada la matriz:

3 0 8
A=|3 -1 6
-2 0 -5

comprueba que (4 + I)? =0 y expresa A?> como combinacién lineal de A4

e I
3 0 8 1 0 0 4 0 8
A+7I=|13 =1 6|+]0 1 0]=[3 0 6
-2 0 -5 0 0 1 -2 0 —4

4 0 8\/4 0 8 00
A+D*=[3 0 6|3 0 6|=|0 0
2 0 —4/\=2 0 -4 0 0

oS O O

Expresamos A% como combinacion lineal de 4 e I
A+D?=0 5> A+DU+D=A’+A+A+T=A4*+24+1=0 —
— A?=24-1

Ecuaciones con matrices

s10 |Halla las matrices X e Y que verifican el sistema:

1 4 1 -1
2X+Y= 2 O,X—Y— 1 0)
1 4
2x+v-(5 o]
Sumando las dos ecuaciones, queda:
1 -1
x-v-[1 3
3X=2 3 —>X=2/3 1
30 1 0

Despejamos Y en la 2.2 ecuacion:

1 -1} _(2/3 1} (1 -1} _[-1/3 2
1 0 1 0 1 0 0 0
2/3 1 _[-1/3 2

1 o) N Y_( 0 o)'

vex-|

Por tanto, X = (

s11 |Calcula X tal que X— B%=A4- B, siendo:

|
[uY

B=

N O =

10
A=|11
00

oS- -
o R o
ol

18 Unidad 2. Algebra de matrices
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X=A-B+B?
10 0\ |
A-B=|2 1 0
0 0 2 2 0 -2
X=[4 2 1
1 0 -2 0 0 3
B*=|2 1 1
0 0 1
Determina los valores de m para los cuales X = ('(;l (2) verifique:

XZ—%X+I=0

305906 -

{7146

5 m 0| (m O
2_ 2 - _
e[ [5 )

+

1 0|_[(m*~G/2m+1  0|_[0 O
0 1 0 0 0 0

Tiene que cumplirse que:

5

m2—3m+1=0 - 2m?-5m+2=0 —
m_5¢x/25—16_5¢3<m=2
4 4 m=%

. 1
Hay dos soluciones: m, = 2; m, = EY

Resuelve:
1-1)(x)_(1 x|(3
3 2)\y y -1/\2
1 1) (x|_[1 x|(3 | Xy _[3+2x
3 2] \y y —1)\2 3x + 2y 3y -2
X— y=3+2x x+y=-3
- 3x+2y=3y-2 3x—y=-2
Sumando:
- ) -3 _x=34+42-"
4x=-5 —> x i - y=-3-x 3+4 "
on: x= 2. p="L
Solucion: x VT

Unidad 2. Algebra de matrices
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s14

15

Halla dos matrices 4 y

B tales que:

9 2 16
A=5B-(17 1 -10|=
9 5 13
1 2 -1
Solucion: A=(3 4 O
1 0 2

Dadas las matrices:

halla dos matrices X e

X=3N+ 2M=3(; 0)+

8 4 7
24+3B=|18 11 -6
8 3 13
9 2 16
-A+5B=(17 1 -10
9 5 13
8 4 7
24+3B=|18 11 -6
8 3 13
18 -4 32
2A+10B=[34 2 =20 Multiplicamos por 2 la 2.2 ecuacion.
18 10 26
26 0 39
13B={52 13 =26 Sumamos miembro a miembro.
26 13 39
2 0 3 1
B=l4 1 =2 Multiplicamos por 3
2 1 3 5

Despejamos A en la 2.2 ecuacion:

10 0 15 9 -2 16 1 2 -1
20 5 -10(-f17 1 -10|={3 4 O

105 15/ {9 5 13] \1 0 2
2 0 3
CB=|4 1 -2
2 1 3
(15 (10
M'—ls)yN (3 o)

Y que verifiquen:

X-2M=3N; M+ N-Y=1

o[1 5| _[3 o
-1 3/ 19 o0

+

2 10| _(5 10
-2 6 7 6

Unidad 2. Algebra de matrices
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UNIDAD | 2

Matriz inversa

Comprueba que la matriz inversade A4 es A™:

121 3 -6 -1
A=101 0 A1=({0 1 0
203 2 4 1
A-AT1=1
Dada la matriz A = ((1) _1), prueba cual de las siguientes matrices es su in-
versa:
_(3/2 3/2 (1 1/2
M '(1/2 1/2) N (0 1/2)
o1 o= (320 32) (11 .
A-M (O 2) (1/2 1/2) (1 1). M no es inversa de A.

(1 o) (1 12)_ (1 o ,
AN—(O 2) (O 1/2) (O 1).Nesla1nversade A.

101
18 |Halla las matrices inversas de A = L 2, B= -10 y C=({0 1 0],
-10 2 4
011
0 -1
= -1 =
l4l=2 - 4 (1/2 1/2)
-1 0
=_ -1 =
|B]=-4 > B (1/2 1/4)
1 1 -1
Il =1 - ¢c'=(0 1 0
0 -1 1
Pagina 73
Rango de una matriz
19 |Estudia el rango de las matrices siguientes:
1 2 3
S TE B IE S R i
- - - 12 24 36
123 1030 001
D=2 40 E=(0 2 0 3 F=(100
360 0101 010
Unidad 2. Algebra de matrices 21




(1 2 3 4) a1 (1 2 3

4 —
-2 4 -6 8] @H+2-01H 1 ) — ran (4) =2

B=(1 3 8) — ran (B) =2

-1 0
1 =2 3\ an 1 2 3
C=[-2 4 -6 ev+2-a9 0 0 0] - ran(C)=1

12 24 36) GH-12-0.9 0O 0 0

1 2 3} a» 1 2 3 1
D= 4 0 @9H-2-an 0 0 -6|] @
3 6 0 GH-3-01d 0 0 -9/ 6:GH-9-2»
1 2 3
0 —-6| - ran(D)=2
o 0 O
1 0 3 0\ an 1 0 3 O
E=10 2 0 3| @» 0 2 0 3| = ran(E)=3
0 1 0 1] =265+ 0 0 0 1
0O 0 1
F=(1 0 0] - ran(F)=3
0O 1 0

s20 |Estudia el rango de estas matrices y di, en cada caso, el niimero de colum-
nas que son L.L:

Ciia s [I22 pnrs
A=|2 3 5 11| B=|4 2 -1| C= D=
1-1 6 29 6 3 2 11 -1
37 5 5 11 1 -1
1 1 2 a.m 1 1 1 2 as
A=12 3 5 11| @v-2-ad 013 7| @
1 -1 6 29/ GH-0y 0 =2 5 27 GH+2-2H
1 1 1 2
01 3 7| —>rand=3
0 0 11 41
Hay 3 columnas linealmente independientes en A.
21 3 an 21 3 a» 213
B=[4 2 -1| @evy-2-ad 00 -7] @ 00 =7 —>ran (B) =2
63 2| GBH-3-09 00 —7] GH-@H 00 0

Hay 2 columnas linealmente independientes en B.

Unidad 2. Algebra de matrices



1 -3 -1 -1
15 3 3
=111 1 1
37 5 5
11 1 1
0 4 2 2
0 -4 -2 =2

0 4 2 2

11 1 1
I U R |
D=1y 1 1 4
11 1 -1

s21

Calculamos A%

PARA RESOLVER

3.9
)
()
4.

(1.9
2.9
GH+2H
@nH-25H

.

@3 -0
3H -1y
“4.H-an

9 -8 4
A’=A-A=[4 3 2
-8 8 -3
10 -8 4 100
2A-1=4 -2 2|-|0 1 0
-8 8 -2/ |0 0 1

W = = =

|
~ G N =

9
4

-8 8

1
0
0
0

|
wo L e

Comprueba que 42 =241, siendo A =

S O =

|
WL

S O N =
S O N =

-8 4
-3 2

=3

UNIDAD | 2

(1.9
@H-0a?
3BH -0
(@) =3 - (L)

— ran (C) =2

Hay dos columnas linealmente independientes en C.

— ran (D) =4

Las cuatro columnas de D son linealmente independientes.

) e I la matriz unidad

de orden 3. Utiliza esa igualdad para calcular A%,

A2=24-1

At =(UD2=QA-D?=QRA-DQRA-1) =442 -24 - 24+ I* =

=4QRA-1)—-4A+1=8A -4 —-4A+1=44 - 3] =

Unidad 2. Algebra de matrices

5 -4 2 100
=412 -1 1|-3[(0 1 0Of=
-4 4 -1 0 0 1
20 =16 8 300 17 -16 8
=8 -4 4|-|0 3 0|=|8 -7 4
-16 16 -4 0 0 3 -16 16 -7

23
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s23

s24

1 2

Dada la matriz A = ( 2 1

), halla una matriz B tal que A - B = (0 3)

3 0/

A~B=(O 5) = A—1A3=A-1-(0 3) > B=A~(O 5)
30 30 30

Calculamos A~ |A]=—3; 41 =L [1 —2
3 \-2 1

Por tanto:
B= =11 =2y (0 3}_(1 -2, [0 -1|_[2 -1
3 -2 1 3 0 -2 1 -1 0 -1 2

0 2
Dadalamatriz A=|0 0 1
000

Demuestra después que la matriz 7+ A + A*> es la matriz inversa de I—A.

-

, prueba que A3 es la matriz nula.

& Multiplica I+ A + A% por I-A.

)

00 2 00 0
A%2=10 0 0| A3=42-4=|0 0 O
000 00 0

Veamos que [+ A + A es la inversa de [— A:
U+ A+AHT-AD=T-A+A-A*+A2-A3=1-A3=1-0=1

Como U+ A+ A% -(I—-A) =1 entonces [+ A+ A% eslainversa de I— A.

Calcula A" y B" siendo:

ey

1/7 1/7
A=(0 1 O B=((1) g)
0 0 1
1 17 17\ (1 1/7 1/7 1 2/7 2/7
eA2=4-A=0 1 0 [|0 1 0 |=(0 1 O
0O 0 1/]l0 0 1 0 0 1
1 2/7 2/7\ (1 1/7 1/7 1 3/7 3/7
Ad3=42-4=(0 1 O [[0 1T O |=|0 1 O
0O 0 1 0O 0 1 0o 0 1
1 n/7 n/7
Asi, A”=10 1 0 |. Lo probamos por induccion:
0O 0 1

Acabamos de comprobar que para 7 =2 (primer caso relevante), funciona.

Unidad 2. Algebra de matrices
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Suponemos que es cierto para 7 — 1:

1 n-1/7 n-1/7 1 1/7 1/7 1 n/7 n/7
At =A""1.4=10 1 0 -0 1 0]={0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1
ezl O)[t of_(1 0)_[t 0
0 3/10 3 0 32 0 9
Bg=leB=10 1 0)_(1 O)_(1 O
0 9/lo 3/ lo27] lo 33
Por tanto, B" = ((1) 3071 . Lo probamos por induccion:
Igual que en el caso anterior, para 7 = 2 se cumple.
Suponemos que es cierto para 1 — 1:
progi-1.g_[l 0 | [t oj_[1 0
0 37171 0 5 0 311
4 5 -1
s25 |Dadalamatriz A=|-3 —4 1|, calcula 42, 43, ..., A128,
-3 -4 0
4 4 1 1 0 O
A2=A4 - A=|-3 3 —1|;, A3=42-4=|0 1 O|=F A1t=43-A=1 A=4
0o 1 -1 0 0 1
4 4 1
A128=A42-3+2=(A3)42.A2=I42.A2:[.A7:A2: -3 -3 -1
0o 1 -1

26 |Determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (4—kI)? seala
matriz nula, siendo:

0 -1-2
A=(-1 0 -2
113
0 -1 =2 k 0 O -k -1 =2
A—-RI=|-1 0 =2|-|0 k O|=|-1 -k =2
1 1 3 0 0 &k 1 1 3-k

-k -1 =2 \[-k -1 =2 R2—1 2k-2 4k — 4
-1 -k 2 |=|2k-2 k2-1 4k — 4 =
1 1 3-kJ\1 1 3-F 2-2k 2-2k kE-06k+5

|

|
—_

|
=
S}

(A-kD?=

I
S O O

Unidad 2. Algebra de matrices
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Estudia la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos
de vectores:

a) ﬁl =(1,-1,3,7), fiz =(2,5,0,4) ydicuil es el rango de la matriz cuyas
columnas son fil y fiz.

b)?’l = (1’ 0,-2, 3, 1), ;)72 = (27 -1, 3,0, 2)7 ‘_}3 = (4, —1, —]., 6, 4) Y di cual es el

. - —
rango de la matriz cuyas filas son v,, v, y v,.

L 21 an I 2\ am
-1 5] en+an 0 7 @5
Q)M = 3 0 3H-3-019 0 -6 6-2H+7-3YH

7 4 “4H-7- 1Y 0 =10 10- 23 +7 - (4.9
1 2

0 7

00 — ran (M) = 2

00

Los vectores u; y u, son linealmente independientes.

1 0-2 3 1\ a» 1 0-2 3 1) an
bM=[2 -13 0 2| @9H-2-a9 0-17 -60]| @

4 -1-1 6 4] GH-4-09 0-17 -6 0] GH-2H

1 0-2 3 1

0-17 —60| - rann =2

00 0 0 O

El conjunto de vectores 71, 72, (/)3 es linealmente dependiente. Hay dos vecto-
res linealmente independientes.

Estudia la dependencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores segin
los valores de :

a) al < (1, _1, Oa 2), ?12 = (2, 0’ 1’ _2), ?13 = (3, 1’ 1’ t)
b)v,=(2,-2,0,0), v,=(1,5,3,3), v;=(1, 1,4, 1), v,=(2,6,4,4)

a) Debemos estudiar el rango de la matriz:

1-1 0 2\ ao 1-1 0 2\ ao
M=(2 0 1 =2] @vy-2-a9 02 1 -6 @
31 1 ¢t)] GH-3-09 0 4 11r-6]/ GH-2-@H
1 -1 0 2
02 1 -6 —  ran (M) = 3 para cualquier valor de ¢
0 4 -11+6

Los tres vectores son linealmente independientes, cualquiera que sea el valor de .

Unidad 2. Algebra de matrices
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b) Hallamos el rango de la matriz:
2 -2 0 0\ qu.2 1 -1 0 0\ s
M= 1.5 3 3] @y 15 3 3| ev-an
1 1 ¢ 1] ¢4y:2 1 3 2 2] GH-a»
2 6 4 4] 6o 1 1 ¢ 1/ G4y-a»
1 -1 0 0\ gy 1 -1 0 0\ gs 1-1 0 0
06 3 3| @vy:3 02 1 1| @y 02 1 1
0 4 2 2| B3H:2 02 1 1 GH-@2» 00 0 O
0 2 ¢t 1] @9 0 2 1] @4H-29H 00¢r-10
eSi t=1, ran (M) =2 — Hay dos vectores linealmente independientes.
eSi t#1, ran (M) =3 — Hay tres vectores linealmente independientes.
s29 |Estudia el rango de las siguientes matrices segin el valor del parametro k:
1-1-1 2 -1 4 1 3 2 -1 -11 0 2
M=|1-1 2 N=(-21 3 P=(2 6 4 k Qo=(1310
21 k 1 k 2 4 12 8 —4 210 3 k
1 -1 -1\ o 1 -1 -1
M=|1-1 2| @y-am 00 3 — ran (M) = 3 para cual-
2 1 k BH-2-19 0 3 k+2 quier valor de k.
2 -1 4\ am 2 -1 4 .
N=|-2 1 3| ey+ay 0 0 7| = 1+2k=0 si k=-—=
1 k 2] 2.G6H-09 0 1+2k O 2
. 1
e Si /e=—E, ran (N) = 2.
. 1
e Si /ei—E, ran (N) = 3.
13 2 -1\ as 3 2 -1\ as 132 -1
P=|2 6 4 k| G4 1 3 2 -1 ey-an 000 O
4 12 8 —4| @9 2 6 4 k| GH-2-09 0 0 0 kR+2
eSi k=2 — ran(P) =1
e Si k-2 — ran(P) =2
-11 02\ as 110 2\ as
O=(1 3 10| ey+ad 04 1 2 2.
2 10 3 k BGH+2-09 0 12 3k+4 BH-3-29H
-11 0 2
04 1 2
0 0 0 k-2
eSi k=2 — ran(Q) =2
eSi k22 — ran(Q) =3

Unidad 2. Algebra de matrices
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En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen
4 ventanas pequeiias y 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequeiias y 4 gran-
des, y las L5, 6 pequeiias y 5 grandes.

Cada ventana pequeiia tiene 2 cristales y 4 bisagras, y las grandes, 4 crista-
les y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el nimero y el tamafio de las ventanas
de cada vivienda y otra que exprese el nimero de cristales y bisagras de
cada tipo de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el nimero de cristales y de bisagras de ca-
da tipo de vivienda.

54 3 CB
L
DL |5 4 ;P(Z 4)
L5 16 5 Gl4 6
P G - C B
13 (4 3 13 (20 34
b4 |5 4 .P(Z 2)=L4 26 44
516 s/ G4 15 |32 54
Pagina 74

s31

Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O).

De cada tipo se hacen cuatro modelos: M;, M, M; y M.

T O
M, [ 300 200
M, | 400 250
M; | 250 180
M, | 500 300

Esta tabla muestra la produccién semanal de bombillas de cada tipo y modelo.

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M,, el 5% en
el M,, el 8% en el M; y €l 10% en el M.

Calcula la matriz que expresa el nimero de bombillas transparentes y opa-
cas, buenas y defectuosas, que se producen.

T O
M M, M; My M; (300 200 T ) T O
D (0,02 0,05 0,08 0,1 .M, [400 250| _ D [ 96 609).D [ 96 61
B (0,98 095 092 09/ Ms;|250 180| B (1354 869,1) B (1354 869)
M, \500 300

Unidad 2. Algebra de matrices
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Unidad 2. Algebra de matrices
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UNIDAD | 2
al 0 101
Halla todas las matrices X de laforma [0 b 1| talesque X*=|0 1 0
00 c 001
a1 0\fa 1 0\ (a2a+b 1 101
X2=(0 b 1||10 b 1|=|0 B2 b+c|=[0 1 0
0 0 c¢f/l0 0 ¢ 0 0 c? 0 0 1
a*=1 a=+1
a+b=0| a=-b
b2_1 b=il a= 1 —> b=—1 - c= 1
=-1 - b=1 — c=-1
b+c=0]| c=-b
c?=1 c=xl
1 10 -11 0
Hay dos soluciones: {0 =1 1| y |0 1 1
0 01 0 -1

Calcula una matriz X que conmute con la matriz A, estoes, A- X= X" A4,

siendo A = (1) i) Después, calcula 42 + 2471 - X.
1 1lfa b a+c b+d
b A X_( 1)\c d] | ¢ d )
x=? - han de ser iguales.
c d X.A=ab11=aa+b
c d)\0 1 c c+d
a+c=a c=0
prd=a+btd-af x=| " conabeR
d=c+d c=0
1 2 1 -1\(a b 1 2 a b-a
2 1.y o - _
A+2AX(01+2(01 0 a 01)+20 a
_[(1+2a 2+2b-2a
0 1+ 2a

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan
con A).

Sean A y B las matrices dadas por:

520 ab 0
A=(2 50 B=|c ¢c 0
001 001

a) Encuentra las condiciones que deben cumplir los coeficientes a, b, ¢
para que se verifique A- B= B- A.

b)Para a=b=c=1, calcula B,

29
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5 2 0\[la b O S5a +2c 5b+2c 0
DA B=[2 5 0||lc ¢ 0|=|2a+5c 2b+5c 0
0O 0 1/\0 O 1 0 0 1
a b 0\[5 2 0 Sa +2b 2a+5b 0
B-A=|c ¢ 0|2 5 0]= 7c 7c 0
0 0 1/\0 0 1 0 0 1
Para que A - B=B- A, debe cumplirse que:
Sa+2c=5a+2b| c=b
S5b+2c=2a+5b| c=a b
2a +5c=7c 7c=7c oTe
2b+5c=7c 7c=7c¢
1 1 0
bB=(1 1 0
0 0 1
1 1 0\(/1 1 O 2 2 0
B%Z=|1 1 Of|1 1 0|=(2 2 0
0O 0 1/10 0 1 0 0 1
2 2 0\(1 10 4 4 0 22 22 0
B3=B2-B=|2 2 0|1 1 0|=(4 4 0f|=|22 22 o0
0 0 1/)\0 0 1 0 0 1 0O 0 1
2 2 0\(2 2 0 8 8 0 23 23 0
BY=pB2-B2=|2 2 0|2 2 0|=|8 8 O|=|23 25 0O
0 0 1/\0 0 1 0 0 1 0O 0 1
22 22 0
Asi, BIO=]29 29 0
0 0 1

Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su
traspuesta. Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal:

3/5 x 0
A=y -3/5 0
0 0 1

@ Haz A-A'=1
Si A1=A! hadeser A-A'=1I entonces:

3/5 x 0\ (35 y 0
A-A'=|y =3/5 0|-| x =3/5 0| =
0O 0 1 0o 0 1

9/25 + x*  (3/5)y - (3/5)x

0 100
= B/5y-G/Sx  y*+9/25 0]=(010
0 0 1 001

Unidad 2. Algebra de matrices
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N x2=£ﬂ x=td

25 25 ©5

%y—%x=0 y=x Y =Xx

2,9 _ 2_ 16

Vit Tl YT

Hay dos soluciones: xl=%, y1=%; x2=—%, y2=_%

s36 |Resuelve la siguiente ecuacion matricial:

11 4 2\ (6 4
(34’X°(—1 0)'(22 14)
oAyt (4 1) (4 =2 _[0 -1
3 4 =3 1/ \-1 0 -1/2 -2
Por tanto:
11 4 2\ (6 4 (4 1) (6 4) [0 —1)_
(5 4 'X'(—l o)_(zz 14) - X_(—S 1) (22 14) (—1/2 —2)

-3 o0

. -1 -6
Solucion: X = (_1 —8)

CUESTIONES TEORICAS

s37 |Justifica por qué no es cierta la igualdad:
(A4+B)-(A4-B)=A>-B

cuando A y B son dos matrices cualesquiera.

(A+B)-(A-B) = A> - AB + BA - B?

Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; vy, en general, no es
cierto para dos matrices cualesquiera.

s38 [Sea A una matriz de dimensiéon 2 x 3:

a) ¢Existe una matriz B tal que A - B sea una matriz de una sola fila?
b)¢Y para B- A?

Pon un ejemplo para cada caso, siendo:

100)

4=121 o

Unidad 2. Algebra de matrices
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s41

a) No; A - B tendra 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando A4 = (1

1
4

1
y B=|2|, tenemos que: A~B=(
0

b) Si; si tomamos una matriz de dimension 1 X 2 (ha de tener dos columnas para
poder multiplicar B - 4), el resultado tendra una sola fila. Por ejemplo:

1 0 0

S1A=(2 10

)yB=(1 2), entonces B-A=(G 2 0)

Sean A y B dos matrices cuadradas de igual orden. Si A y B son simétri-
cas, ¢lo es también su producto A4 - B?

Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un contrae-
jemplo.

Si A y B son dos matrices cuadradas de igual tamano, simétricas, su produc-
to, A - B, no tiene por qué ser una matriz simétrica. Por ejemplo:

1 20 -1 3 1 511
Si A=(2 1 1| y B=|3 -10 — A-B=|2 5 1] no es simétrica.
01 1 1 0 -1 4 -1 -1
03 4
Dada la matriz A =| 1 —4 —5|, prueba que se verifica 43 + I = 0 y utiliza
-13 4

esta igualdad para obtener A'0.

@ Haz A'0 = (43)3- A y ten en cuenta que A3 = —I.

-10 1 -10 0 0 00
A2=|1 4 4|, A3=[0 -1 0| > A3+7=[0 0 O
-1-3 -3 00 -1 000

Obtenemos A'Y (teniendo en cuenta que A3 +7=0 — A3=-I):

0 -3 —4
A= (A3 - A=(D3 A=-T-A=-A=|-1 4 5
1 -3 -4

Sea A una matriz de dos filas y dos columnas cuyo rango es 2. ;Puede va-
riar su rango si le afiadimos una fila o una columna?

No, porque el nimero de filas linealmente independientes coincide con el ndme-
ro de columnas linealmente independientes. Si anadimos una fila, A seguiria te-
niendo dos columnas; y si afiadimos una columna, A seguiria teniendo dos filas.
Por tanto, el rango seguird siendo 2.

Unidad 2. Algebra de matrices
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Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3.
a) ¢Como puede variar el rango si quitamos una columna?

b) Si suprimimos una fila y una columna, ;podemos asegurar que el rango
de la matriz resultante sera 2?

a) Tendrad rango 2.

b) No. Podria ser 2 6 1. Por ejemplo:

1 1
Sien A=[(0 1

1
1] suprimimos la 1.2 fila y la 3.* columna, queda (0 1),
0 0 1

0 0

que tiene rango 1 (A4 tenia rango 3).

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 tal que a i 0 si i#j (A esuna ma-
triz diagonal).

Prueba que el producto de dos matrices diagonales es una matriz diagonal.

a, 0 0 b, 0 0

Si A=|0 ay 0|y B=[0 by 0| suproducto es:
0 0 ay 0 0 by

a; by, 0 0
A-B=| 0 —ayb,, 0 | quetambién es una matriz diagonal.
0 0 a33b33

Definimos la traza de una matriz cuadrada A de orden 2 como:
tr(4) = a,, +a,,
Prueba que si A y B son dos matrices cuadradas de orden 2, entonces:

tr(A-B)=tr(B-A)

dyy dyy

Si A= entonces:

y B= (bll b12 ;
bZl b22

dy dy

ay by +apby  ayby, +oagnby,

A-B= ) —

Ay byy + ayby  ay by, +ayby,
- (A B)=ay by + apby +ay by, + dayby,

byyayy + byyay,  byag, + byyay,

B-A=
by gy + byydy  byag, + byas,

= r (B A =ay by +ayby, +apby, +ayby,

Por tanto, tr(A - B) = tr (B - A).
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PARA PROFUNDIZAR

45 |Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden.

De la igualdad 4 - B= A - C no puede deducirse, en general, que B= C.

a) Prueba esta afirmacion buscando dos matrices B y C distintas tales que:
1 1)

A-B=A-C, siendo A= 11

b) ¢Qué condicion debe cumplir la matriz A paraquede A-B=A- C se pue-
da deducir que B= C?

(3
yC‘(o1

a) Por ejemplo, si B = (; —31

, entonces:

3 2
3 2

b) Debe existir A~L.

A-B:( )=A-C, pero B # C.

s46 (a)Si A es una matriz regular de orden n y existe una matriz B tal que
AB + BA =0, probar que BA™!' + A"'B=0.

3 -2

b)Si A= i 3

, halla una matriz B+ 0 tal que AB+ BA = 0.

a) Multiplicamos por A~' por la izquierda en la igualdad:
AB+BA=0 — A'AB+A47'BA=0 — B+A'BA=0
Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por A~! por la derecha:

BA7'+ A'BAA =0 — BA1+A47'B=0

b)Si B= @ , entonces:

c d
Aope|B 2| [a b)_[Ba-2c 3b-2d

4 3 c d 4a +3c  4b+ 3d
B.oA-|9 bl (-3 —2=—3a+4b —2a + 3b

c d 4 3 —3c+4d —2c+ 3d
Asi:

_[-6a+4b-2c 2a-2d | [0 O
AB+BA=| 4+ 4a 4b—2c+6d)_(0 o)
—6a + 4b — 2¢ =0 3a-2b+c =0
—2a —2d=0] 4 * d=0}d=_a
4a vdd=0[ ¢ vod=0

2b—c+3d=0 — 3a-2b+c=0 —

4b —2c+6d =0 s c=3a+2b
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a b

c . B=
Por tanto 34+ 20 _a,ol;tOyb;tO

Por ejemplo, con a=1y b=1, queda B= (_11 _11)

Halla una matriz cuadrada de orden 2, distinta de I y de —1I, cuya inversa
coincida con su traspuesta.

Sea A= a
c

b S -
al Si su inversa, A~!, coincide con su traspuesta, A’, ha de tenerse que

A - A= I Es decir:

a b
c d

a c
b d

A- A=

a*+b* ac+bd|_[1 0
ac +bd ¢+ d? 0 1

a’+b*=1

. 0O 1} (0 =1} [0 1} [0 =1
ac + bd = 0 ¢ Por ejemplo, obtenemos, entre otras: (1 O)’ (1 0 ), (_1 O)’ (_1 0 )
ct+d?=1

a) Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimétrica
Al=-4).

b) Los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétrica son ce-
ros. Demuéstralo.

. |a b ;_la ¢ _|—a b
a)S1A—Cd,entoncesA—bd y —A —c—d)'
Para que A’ =-A, ha de ser:
a=-a| a=0
a c|\_|-a b N ==b|c=-b
b d —c —d b=—c
d=-d| d=0
Por tanto, una matriz antisimétrica de orden 2 es de la forma —Ob 1(9))
b)eSi A= (ay),z < los elementos de su diagonal principal son a,, i=1,2, ..., n
e La traspuesta es A’ = (a jz‘) 1 x s los elementos de su diagonal principal también

seran a,;; (los mismos que los de A).

e La opuesta de la traspuesta es —-A’ = (a,)

idn x los elementos de su diagonal
principal serin —a,,.

e Para que —-A’ = A, han de ser a,=-a, portanto, a,;=0, i=1,...,n (es
decir, los elementos de la diagonal principal son ceros).

35
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50

Una matriz cuadrada es mdgica de suma k cuando la suma de los elemen-
tos de cada fila, de cada columna y de las dos diagonales es, en todos los ca-
sos, igual a k.

¢Cuanto vale k si una matriz magica es antisimétrica? Halla todas las ma-
trices magicas antisimétricas de orden 3.

e Hemos visto en el ejercicio anterior que, en una matriz antisimétrica, los elemen-
tos de la diagonal principal son ceros. Por tanto, si la matriz es antisimétrica,
k=0.

e Buscamos las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3: (sabemos que, en es-
te caso, la suma ha de ser cero).

Veamos coOmo es una matriz antisimétrica de orden 3:

a b c a d g

A=|d e f| — A'=|b e b| -A antisimétricasi A’ = —-A; es decir:
g b i c f i

ad g -a -b — a=-a b=-d c=-g

b e b|l=|-d-e -] — =-b =— [f=-h

c foi] \=g —h i g=—c h==f i=-i

Luego, una matriz antisimétrica de orden 3 es de la forma:

0 b c
A=|-b 0 f
- —f 0

Para que A sea mdgica, ha de tenerse que:

b+tc=0|-b-c=0
-b+f=0 b—f=0 ¢, esdecir: {f
—=f=0] ¢c+f=0

- b
= b

Por tanto, las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3 son de la forma:

0 b b
A=|-b 0 b |, con beR.
b -b 0

Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k= 0.

Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma:

A= (pues A = A?). Para que sea magica con k=0, ha de ser:

o

b
d
e

~ o o

Unidad 2. Algebra de matrices
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4.5 -as

(CR)

Ll il

~ Qo

=-b-c
b=-e=f
c=0
e=f
d=0

UNIDAD

=

arbrc - 111000][0
b +d+e = 010110 0
c te+f=0 001011 0] —>
2+ d _ 00210010
11100 0]0 s
0101100 @)
0010110 —= 39
0-1-11 0 1] 0 @)+ @5
002100100 G
1110000 am
0101100 @9
00101 1|0 > 3
0 0-1211]O0 45+ 3Y
00 21 0 010 GH-2-GBYH
11 1000]0 1
0101100 29
0010110 > 6o
00 0 2 2 20 495 :2
0O 0 0 1 =2=21l0 G +EYH
111000]0 arbrc =0
0101100 b +d+e =0
0010110 - c te+f=0
0001110 d+e+f=0
0003 00"0 3d _ 0o
Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k=0, es de la forma:
< f 0
A=/ 0 —-f], confeR.
0/
51 |Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k= 3.
a b
Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma: A =(b d
c e
Para que sea mdgica con k=3, ha de ser:

Unidad 2. Algebra de matrices
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a+ b+ ¢ = 1110
b +d+e =31 10 1 01
¢ te+f=3 0010
a +d +f=3 10 01
2+ d _ 00 21
1110003 s
01 01103 2
00101 1[3] > 6
0-1-11 0 1|0 4.5 + @Y
00210013 5.5
1110003 s
0101103 @9
001011 3> 69
0 0-1211]3 45 + (3.)
00210013 655-2-GY
1110003 as
01 011013 @9
0010113 - 65
00 0222|606 (4 : 2
000 1-=2-2]-3 5.5 + (49
[a+b+c =3 = a=3-b
b +d+e =3 - b=3-d
¢ tet+f=3 —> c=3-¢
d+e+f=3 — e=3-d
3d =3 > d=1

OO = = O

O 3 (1'a)
03 @9

1] 3] - 69

1 3 “4.H -1
0 3 .9

1 1.1 0 0|0 3
0101 10 3
0O 0 1 0 11 3
0O 0 0 1 11 3
00 0 3 0/0 3
—c=3-f-1=2-f
=3-1-2+f=f
=3-2+/-f=1
=3-1-f=2-f

Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k=3, es de la forma:

2—f f 1

A=| f 1 2-f|, confe R

1 2-f f

Por ejemplo, con f=0, queda: 4 =

— O N

o= O

S N

Unidad 2. Algebra de matrices
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AUTOEVALUACION

1. Calcula la matriz M = P2 - 3P - 21, siendo I la matriz identidad de orden 2y

(-1 3
-] 1).

e[ G

et R R

=23 )[4 el

2. Calcula las matrices A y B que verifican:

3 21

—602)
313

A+B=( 2A—ZB=(2

1
e Multiplicamos por > los dos miembros de la segunda ecuacion y sumamos des-

pués las dos ecuaciones:

e Despejamos B en la primera ecuacion:

32 1)
31 3

0 1 1)=(310

B=( 21 2) (101

3. a) Comprueba que lainversade 4 es A

502 1/5 -2/5 0
A=|0 0 1 A1=1-3/5 6/5 1
310 0 1 0
b) Calcula la matriz X que verifica XA = B, siendo A la matriz anterior y
B=(1 -2 3).
a) A A =1
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b) X-A4=B - X-A-A'=B-A71 > X=B-A4"

Por tanto:
1/5 =2/5 0 .
X=(1 -2 3|-35 6/5 1 =(1 S —2)
o 1 o] ‘> 5>

verifique A2 = A.

Determina a y b de forma que la matriz A = ( z-

a b
2112 -1 4—aqa 2-b
2 4. 4= =
AT=4-4 a blla b 2a +ab —a+ b?
4—a=2 - =2
_ 2 _ 2-b=-1 — b=-1
a4 o [Ama 2-b) _(2-1)
2a +ab -a+ b a b 2a+ab=a — 4-2=2
—a+bi=b — 2+1=-1

Portanto, a=2y b=-1.

Halla el valor de & para que el rango de la matriz A sea 2.

5 -5-6

A=|-53 -1

0 k& 7
5 -5-6 a.s 5 -5 -6 a.m 5 -5 -6
=5 3 -1 Q29 + (1.9 0 -2 -7 D) 0o -2 -7
0 k 7 BN 0 k 7 3.9 +@2H 0 k-2 0

Para que ran (4) =2, ha de ser k-2 = 0; es decir, k= 2.
Razona si es posible afiadir una fila a la matriz de forma que la nueva matriz
tenga rango 4.

12 0 3
01-1-2
2730

Calculemos el rango de la matriz dada:

120 3 a9 12 0 3 am 12 0 3
01 -1 -2 2.9 01 -1 =2 2.5 o1 -1 2
2 7 -3 0 BGH-2-1AY 0 3 -3 -6 BH-3-23 00 0 0

Tiene rango 2; luego, anadiendo una fila, la matriz resultante no podra tener rango 4
(tendria rango 2 6 3).

Unidad 2. Algebra de matrices
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Calcula 422 —-12A42% + 24, siendo A4 = (1) 611.
|1 a 2_ (1 al|l a)_[1 2a
A=l 1) >4 o 1)lo 1/ 1o 1
: 1 2a\ll a 1 3a
342, 4= -
ATm AT A (0 1)lo 1)/ lo 1
1 2a\(l1 2a 1 4a 1 na
d_ 42 42 - n -
AT= A4 (o 1/lo 1 (0 1) Ao
1 22a
2 _
e[y
1 22a 1 2a 1 a
2 2494 = _ + -
A 124 2A (O 1 12 0 1 2 01
_[1-12+2 22a-24a+2a)_[-9 O
0 1-12+2 0 -9

La tabla adjunta muestra la cantidad de vitaminas A, By C que posee cada uno
de los productos P, Q, R, S por unidad de peso:

A B C
P/1 2 0
Q1 o 2
R|2 1 0
sl1 1 1

a) Queremos elaborar una dieta en la que entren todos los productos, de mane-
ra que contenga 20 unidades de vitamina A, 25 de vitamina By 6 de C.

¢Es posible hacerlo? ;De cuantas formas?

b) Obtén, en funcion de la cantidad de Q que entre en la dieta, las cantidades
de los otros productos.

¢Entre qué valores habria de estar la cantidad de producto Q?

a) Llamemos (x y z t) a las cantidades de cada uno de los productos P, Q, Ry S
que intervienen en la dieta.

Para que la dieta tenga las cantidades de vitaminas requeridas, debe cumplirse la
siguiente igualdad:

P QRS

P A B C
x y z t) - Q

R

S

= (20 25 0)

—_ N = =
—_ = O NI
— O N O 0O

41
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b)

Multiplicando e igualando las matrices llegamos al sistema:
x +y+2z+1 =20
2x + z+1! 25
2y +1 =0

Mediante el método de Gauss podemos comprobar que el sistema es compatible
indeterminado.

Por ello, pueden elaborarse infinitas dietas de los productos P, Q, R, S con las vi-
taminas exigidas.

Resolvemos el sistema en funcién de y (cantidad de producto Q que interviene
en la dieta).

Hacemos y=A y obtenemos las soluciones (8 + A, A, 3, 6—2A), que nos in-
dican la cantidad de P, Q, Ry S que forman cada una de las posibles dietas.

Para que estas cantidades no sean negativas, A debe variar entre 0 y 3. Es decir:
0<A<3

Unidad 2. Algebra de matrices
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Determinantes de orden 2

H Resuelve los siguientes sistemas y calcula el determinante de cada matriz de

coeficientes:
{2x+3y=29

a)
3x— y= 5
4x+ y=17
5x+2y=19
18x + 24y =6
15x + 20y =5
26+ 3y =2

o FTIB 2031120
3x — y= 5 3 -1

S5x—3y= 8 5 -3 0

—10x + 6y = -16 -10 6
4+ y=17 4 1

c 5x+2y=19} 5 2‘—3;&0

-6y=7 _

d 7%= 0y ? 6=0
—6x + 4y =11 -6 4
18x + 24y = 6} 18 24

e) =0
150 + 20y = 5 15 20‘
3x + 11y = 128 3 11

=1

8x— Ty= 46} 8 —7‘ 09#0

Unidad 3. Determinantes

5x-3y= 8
—10x + 6y = -16

Ix—6y= 7
—6x+ 4y =11

3x+ 11y =128

8x— 7y= 46

Solucion: x =4, y=7
Solucion: x = % + %k, y=A

Solucion: x =5, y=-3

Incompatible

Solucion: x= L _ i?», y=»A
3 3

B _ 1402 886

Solucion: x=—=, y= —

109 109




Determinantes de orden 3

B Queremos calcular todos los posibles productos (de tres factores) en los que in-
tervengan un elemento de cada fila y uno de cada columna de esta matriz:

693
258
4 71
a) Averigua cuantos productos hay y calcilalos.
b) Hazlo de nuevo para una matriz 3 X 3 cualquiera.
41 42 443
A1 9z A3

a3y dszp dsg

a) Hay 6 productos:

6-5-1=30 3-5-4=060
2-7-3=42 7-8-6=336
9-8-4=288 2:9-1=18
b)a, a,, a; b3 dyp A3
dy3 dyy ds) Ay a3 a3
Ay Gz A3 dyp dy d33

Determinantes de orden 4

B En una matriz 4 X 4, scuantos productos de 4 factores hay en los que interven-
gan un elemento de cada fila y uno de cada columna?

Hay 4! = 24 productos.

Determinantes de orden n

B ;Sabrias decir, en general, en una matriz cuadrada z X n, cuantos productos
de n factores, uno de cada fila y uno de cada columna, pueden darse?

Hay n! productos.

Unidad 3. Determinantes
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1.

Calcula el valor de los siguientes determinantes y di por qué son cero algunos
de ellos:

13 6 13 6 10
D4 2‘ b)’4 _2‘ 11 0‘
7 =2 3 11 -140 7
d f
|7 —2‘ 92 77‘ )‘ 60 —3‘
13 6
-2
a) 4 2‘
13 6
b =-50
)" _2‘ 5
o) 111 8 ‘ = (0, porque tiene una columna de ceros.
7 =2|_ . .
d . 2‘ = 0, porque tiene sus dos filas iguales.
3 11 _ . .. a na
e) )1 77’ = 0, porque sus filas son proporcionales: (1.%) - 7 = (2.%)
140 7 _ T1s dos ae s one a =(1a
1) 60 -3|° 0, porque sus dos columnas son proporcionales: (2.%) - (-20) = (1.%)

Calcula el valor de los siguientes determinantes teniendo en cuenta estos da-
tos:

-[! "’) 4| =13
n p
n p l 4m 1
a) NS b)[64] <) n 4p d a7
) ’l" Z‘L f/L ’;‘=—<—13>=15

b)|6A|=‘6l 6’”‘=6~6‘7{l Z‘=36-(—13)=—468

6m Op
) [ 4m‘=4‘l m‘=4_(_15)=_52
n 4p n p
Dla-at=]al- |4 =1 > Ja|= —r = oo =
|A] 13 13

Unidad 3. Determinantes
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1. Calcula los siguientes determinantes:

5 1 4 9 0 3
a)|0 3 6 b)l-1 1 0
9 6 8 0 2 1
51 4 9 0 3
a) |0 3 6|=-114 b[-1 1 0
9 6 8 0o 2 1
2. Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
a1 2 1 b) |0 10 91
3 0 1 0 0 10
4 -1 10 47 59
D1 2 1[=14 b)[0 10 91|= 1000
0 1 0 0 10
Pagina 83
3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:
3 -1 7 4 1 7
a0 0 0/=0 b2 9 1
1 11 4 -8 -2 14
7 4 1 45 11 10
Al2 9 7|=0 d|4 1 1
27 94 71 5 1 0

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).

b) La 3.2 fila es proporcional a la 1.2

(3.2 =(=2) - 1Y) (propiedad 6)

¢) La 3.2 fila es combinacion lineal de las dos primeras:

(32=12+10- 2% (propiedad 9)

d) La 1.2 fila es combinacion lineal de las otras dos:

(12 =10-22+ 33 (propiedad 9)

Unidad 3. Determinantes
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4. Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto

sin desarrollar:

x y z 3x 3y 3z 5x 5y 5z x y z
5 0 3|=1 a|5 0 3 b)|1 0 3/5 o) 2x+5 2y 2z+3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 =z+1
3x 3y 3z Xy z
a5 0 3|=3|50 3|=3-1=3
1 1 1 1 11
5x 5y 5z 1xyz
b1 0 3/5/=5-—=|5 0 3|=1-1=1
11 1 1111
x y z X y z
o |2x+5 2y 2z+3|=|5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 1 11

Pagina 84
1. Justifica que los siguientes determinantes valen:
a)0
b) 0
<) 96 6 96
d16-1
43 1 27 1 0 1 0
)1 1 4 9 b) 2 4 0 3
P12 4 21 36 612 704 410 103
06 2 54 6 7 4 1
4 0 00 1 0 00
0 0 80 4 -1 00
9o 0 01 DIz 110
0300 31 41

a) La 4. columna es proporcional a la 2.2 (4.2 =9 - 2% luego el determinante vale
0 (propiedad 6).

b) La 3.2 fila es combinacion lineal de las otras tres (3.2 = 100 - 4.2 + 10 - 1.2 + 2.9),
luego el determinante es 0 (propiedad 9).

481 (=3) =-96; este es el tnico producto posible distinto de cero. Luego, el
determinante valdrd 96 6 —96, segun el signo que le corresponda a dicho producto.

dD1-(D-1-1=-1es el tnico producto posible distinto de cero. Luego, el deter-
minante valdrda 1 6 -1, segtn el signo que le corresponda a dicho producto.

Unidad 3. Determinantes
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1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la ma-

triz M.
2 3-15
4 6 2 7
M=|5-12 6
4 11 5
0 0 3 4
Menores de orden dos; por ejemplo:
2 3| -1 5
4 6] 2 7
m-|5 126 ‘2 5‘=0, 2 6‘=4
i1 |1 5 4 6 15
0 0 3 4
Menores de orden tres; por ejemplo:
2 3 —-1|5
4 6 2|7 2 3 -1 -1 2 6
M=1|5|-1 2|6 4 6 2|=68 |1 1 5=
411 1 5 5 -1 2 0 3 4
010 3 4

2. Halla el menor complementario y el adjunto de los elementos a,,, as; Y g

de la matriz:

0 2 46
2135
47111 2 3
4 6 57
235
o, =1 2 3|=-2 A4,=D'"*"? 0, =-1(2)=2
4 5 7
0 26
Oy =2 =1 5[ =108; Ay =133 o,5=1-108 =108
4 67
0 26
Oy = f —11 ; =16; A;3=(CD* 3o =-1-16=-16

Unidad 3. Determinantes
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1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollan-
dolo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
526
9 8 4

=32 44(=5) 8 (-D+76-9-(=1):2-9- 6:8:3= 7 (=5) 4 =456

Desarrollando por la 1.2 fila:

S 2 6 6 2
52 6 =3‘ ‘—7“5 ‘—1“5 ‘=3'(—40)—7-(—74)—1~(—58)=
o 8 4 8 4 9 4 9 8

=-120 + 518 + 58 = 456

Desarrollando por la 2.2 fila:

—zsé 21 =5‘; ‘41‘+2B _41‘—6‘3 ;‘=5-56+2-21—6-(—59)=
=180 + 42 + 234 = 456

Desarrollando por la 3.2 fila:

—55 Z _61 =9‘7 _1‘—8‘3 g3 7‘=9'44—8‘13+4-41=

9 8 4 2.6 - 6 -5 2

=396 — 104 + 164 = 456

Desarrollando por la 1.2 columna:

3 7 -1
55 glosl2 6 7 -1 A | . e
958 ° 3‘8 4‘+5’8 4 +92 6 3 (400 +5-36+9

=120 + 180 + 396 = 456

Desarrollando por la 2.2 columna:

3 7 41
52 6)==72 0422 N_g|3 Mo (pH+2-21-8 13-
5 8 4 ‘94‘ ‘94 56 7 5

=518 + 42 — 104 = 456

Unidad 3. Determinantes




Desarrollando por la 3.2 columna:

37 1 )
52 6)=<1 2[=6]2 7|+4|3 7|21 (58) =6 (=39 +4 - 41 =
9384 98‘ 98+ 5 2 (-58) (=39) +

=58 + 234 + 164 = 456
3 7 -1
2. Dada la matriz|-5 2 6 |:
9 8 4

a) Halla la suma de los productos de cada elemento de la 1.2 fila por el corres-
pondiente adjunto de la 3.2 fila.

b)Halla la suma de los productos de cada elemento de la 3.2 columna por el ad-
junto de los correspondientes elementos de la 2.2 columna.

c) Justifica por qué los dos resultados anteriores son cero.

- 7 -1 3 -1 3 7|2
a)au-A31+a12~A32+a13~A33—5"2 6’+7'(—1)"_5 6‘_1.‘—5 2‘—
=3-44-7-13-1-41=132-91-41=0
_ -5 6 3 -1 3 -1 _
b)“w'A12+”23'A22+“33'A32_‘1'(_1)"9 4+6"9 4 +4'(_D"_5 6’_
=1-(-74)+6-21-4-13=-—74+126-52=0
¢) Por la propiedad 12.
3. Calcula los siguientes determinantes:
70 3 4 31-13 003 4 3 -140
40 4 7 1 4 -1 4 1110 5 6 20
V37 69 Plo3 25 203 s Do 1 30
10 19 20 0 2 0201 8 6 71
0 -3 4
Z;o 457(0 7S
a) =714 4 7|=-7-290=-2030
37 6 9 11 9
1 0 1 9

? i -1 2(1) L -13 5 1 -1

b) =204 -1 4/+2|1 4 -1|=-2-28+2-28=0
035 25 3 250 |03 2
2 0 0 2

(1) Desarrollando por la 4. fila.

También podriamos haber observado que la 4.# columna es igual a la suma de las
otras tres; y, por tanto, el determinante vale cero.

Unidad 3. Determinantes
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o) =312 0 5|/-4(2 0 3[=3-(-12)-4-(-2)=-30+8=-28
2035 0 21 020
0 2 0 1
(1) Desarrollando por la 1.2 fila.
3 -1 40
3 -1 4
2 D
o2 0 20VIS 6 2o
0 1 3 0 0 1 3
8 6 7 1
(1) Desarrollando por la 4. columna.
Pagina 88
1. Calcula los siguientes determinantes:
4 2 7 1 3 5 2 2 (1)(2)(1)312 0O 0 1 2
2536 4 7 827 ) 3 010
DNz o 43 Pl1s5 312 c);(l)‘ol(z)i D21 03
6 2 8 0 5 1 06 2.3.10 2 0 -4 21
COLUMNAS
3 —25 g é 8'2_3'(2'?‘) Ii —25 ;; é € 2 -
Dl 0 4 3| T Go-4-@o 2 0 4 3| % 127 243 _65 )
6 2 8 0 C™ 0 2 0 O
=2-145 =290
(1) Desarrollando por la 4. fila.
COLUMNAS
3 5 2 2 PENENCE 28 -5 2 32
Wl 7 8 27| L en Se7 s sl |58 AL
15 3 12| T 6o 24 5 3 18 ~ 2431;_
5 1 0 6 “4.5H-6-29 0 1 0 0 B a
(1) Desarrollando por la 4.2 fila.
2 0 3 4 — 1 2 0 3 4
1 .
(1.9
0 O 1 —1 3 (2.3) O O 1 —1 3 1 g ? 2
ol 0 -1 2 1|= GH+@dH 10014=—3101=
31 0 0 1 4. 31 0 0 1 23 s
-2 -3 -1 0 2 6GY+EH -2 -3 0 -1 5
FILAS
e 1 0 1 4| 301 1|=--16
ER) _3101"1 o
@4+ 2H -1 -3 0 9 -1 =309

Unidad 3. Determinantes
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FILAS

00 1 2| au 0 0 1 2 o 1 o
d)3010_(2,a) 3010=310=
21 0 3| 69 21 0 3 "_8 2 13
0 -4 2 1 4-BH+EH -8 0 2 13
COLUMNAS
. 0 1 0
- @9 ~|3 1—2=‘3‘ﬂ=z7—m=9
2 @Y+ G 8 2 9o 89
Pagina 90
1. Calcula el rango de las siguientes matrices:
12 30-14 4 215 3
43101 12 g2 3265
41 31 06 6 5 312 8
7 0 32 1 8 12 10 6 23 16
1 0 01-1 21 0 -1
(11210 5137
€=lo 000 1 D=1 2 38
11000 10 2 2
1 213 0-14
4|30 2
41 3106
7 0 3 2 1 8
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ; 21‘ =-7%#0

Luego, las dos primeras filas son linealmente independientes.

Observamos que la 3.2 fila es la suma de las dos primeras, y que la 4. fila es la suma
de la 2.2 y la 3.2 Por tanto, ran (4A) = 2.

4 211 5 3
2 32 6 5
6 5 3 12 8
12 10 6 23 16

B =

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

4 ﬂ=8¢0
3

Luego las dos primeras filas son linealmente independientes.

Unidad 3. Determinantes
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Veamos si la 3.2 fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 5
2 3 6|=8#0 — Las3 primeras filas son linealmente independientes.
6 5 12

Veamos si la 4.% fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 1 5 4 2 5 3
2.3 2 6f_, 2.3 6 5|_,
6 5 3 12| "Y1|6 5 12 8|~
12 10 6 23 12 10 23 16

Por tanto, ran (B) = 3.

[ e S S

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero:

‘1 _01‘ =1#0. Luego las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

0 1 -1
Como [2 1 0= ‘g 1‘ = -2 #0, las tres primeras filas son linealmente indepen-
00 1 !
dientes.
S0 e
Como =—12 1 0|=2#0, entonces ran (C) =4
0O 0 0 1 00 1
1 0 0 O
2 1 0 -1
15 1 3 -7
D=l 2 3 -8
1 0 2 2
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘2 ! ‘ = -3 #0. Luego las dos pri-
meras filas son linealmente independientes. >
210
Como |5 1 -3|=-9=0, lal? 22y 4.2 fila son linealmente independientes.
10 2

La 3.2 fila es la suma de las dos primeras. Luego ran (D) = 3.

Unidad 3. Determinantes
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Determinantes de orden 2y 3

1 |Calcula el valor de estos determinantes:

a)

d

a)

d

7 =3
5 -2
0 3
-2 0
3 4
7 =3
5 2
0 3
-2 0
3 4

SN =

7 8 0
b3 84’ olo 7 3
-9 - 10 1
0 4 -1 10 1
ol 2 1 -2 1 1
3 0 1 1-10
7 8 0

-1 by |1 84‘=12 olo =7 3| =225
9 - 10 1
4 -1 10 1

=10 e)|l 2 1|=14 H1-2 1 1|=2

0 1 1 -1 0

2 |Resuelve estas ecuaciones:

a)

b)

a)

1+x 1-x

=12
1-x 1+x
x—2 1—2x‘=6
X X
1+x 1-x|_ 2 2 _

=12 5> A+x)*-10-x*=12 >
1-x 1+x

- T+2x+x2-1+2x—-x2=12 = 4x=12 = x=3

x—2 1-2x]|_ _ _

=6 2> x(x-2)—-x(1-2x)=6 =5 x(x-2-1+2x)=6 —
X

- x3x-3)=6 - 3%%2-3x-6=0 > x*-x-2=0 —

1:V1+8 1+3 <x=2
2 2 x=-1

- x= =

Unidad 3. Determinantes
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s3 |Resuelve las siguientes ecuaciones:
3 4 -5 a-1 1 -1
a|l -1 1|=0 b)] 0 a+6 3|=0
1 -1 a a-1 2 0
211 a+l 11
A)|0 2 2|=0 Dl 1 2 a|l=0
2 3 a? 1 a2
3 4 -5
|l -1 1|=3+5+4-5+3-4a=4-4a=0 — a=1
1 -1 a
a-1 1 -1
b)| 0 a+6 3|=3a-D+@-1@+06)-06(a-1) =
a-1 2 0
@-DB+a+6-6=@-DG+a-0<_ "
=(a- a —0l=(a- a) =
a=-3
2 11
0|0 2 2|=4a’+4-4-12=4a*>-12=0 — a2=3<d_\/g
2 3 a° =3
a+1 1 1
Dl 1 2 al=4@+D+a+ra-2-a*a+1)-2=
1 a 2
=4a+4+2a-2-a’-a* 2=-a’-a’*+6a=-a@+a-6=0 —
< a=0
—1+N1+24 _-1%5 a= 2
2+a-6=0 = =
a*+a - a 5 5 < 2= 3
Propiedades de los determinantes
4 |Si : Z‘ = 7, razona cual es el valor de los siguientes determinantes:
a c b a 3a b a b+2a 2a 2b
d
a)b d b)‘d c C)SC d‘ )c d+2c e)2c Zd‘
a) Z ocl =7, ya que el determinante de una matriz es igual que el de su traspuesta.
b) 2 4= —7, ya que si se permutan dos columnas el determinante cambia de signo.
o) g Z 2 =3 -7 =21, ya que si multiplicamos por 3 la 1.2 fila, el determinante
queda multiplicado por 3.

Unidad 3. Determinantes
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s5

s6

d)“ b+ 2a

=7, ya que siala 2.* columna le sumamos el producto por 2 de la
¢ d+ 2

1.2, su determinante no varia.

2a 2b

e 2d

‘ =227 =28, yaque si multiplicamos por 2 la 1.7 y la 2,2 fila, el de-

terminante queda multiplicado por 4.

De las siguientes operaciones con determinantes de orden 2 X 2, sefiala las
que son correctas y, en su caso, enuncia las propiedades que se utilizan:

a a 2 2 11 2 2 11
=0 b =4 =
Dy b )‘2 6‘ ‘1 3‘ 2 6‘ ‘1 3‘
d a-1 a|_|-1 a ) 2a a->b -2p|9 a—>b
b+2 b 2 b 2b b 1 1

a) Verdadero. Tiene las dos columnas iguales.

b) Verdadero. Si una fila estd multiplicada por un nimero, el determinante queda
multiplicado por ese nimero.

¢) Falso; seria

2 2 11
6 1 3]

d) Verdadero. Si restamos la 2.2 columna a la 1.2, el valor del determinante no varia.

.

e) Verdadero. Si una fila o una columna estd multiplicada por un nimero, el de-
terminante queda multiplicado por ese nimero.

m n

Si =-5, ¢cual es el valor de cada uno de los siguientes determinantes?

Justifica las respuestas:

ay|m+3n p+3q‘ by [P ™ opn —m
n q qn 3g »

d)pZm e 1 n/m f)mSm
q 2n mp mq p 5p

21)m+3n p+3q|_ \mp|l_|mmn|__
n q [Vn q|P|p q
pom|_|\p qgl_ _|mn_ s _

DI Y A I EECORE

3n —m| _ nom_ oo MmN _ sy o

o) 3q —p %" qp<3)3‘pq 3 (=5) 15

D 2m|_ S|P m|_ 5 |P qgl_ 5 mnl_ 5 =y

d)q 2n (4)2qn(2)2mn(3)2‘pq 2:(5=10

Unidad 3. Determinantes
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‘1 w/m|_ 1 Imoa|_|mn|_ g
mp mq |@® m p 4q| P 4g
) ‘21 SSZL‘ = 0, pues las dos columnas son proporcionales.

(1) Si a una fila le sumamos otra multiplicada por un nimero, el determinante
no varia.

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

(3) Si cambiamos de orden dos filas o dos columnas, el determinante cambia de
signo.

(4) Si multiplicamos una fila 0 una columna por un nimero, el determinante
queda multiplicado por ese nimero.

7 |Sustituye los puntos suspensivos por los nimeros adecuados para que se
verifiquen las siguientes igualdades:

a)37=27+---7 b)—43=6—1+ ------
5 _3 3 3| [... 3 2 0 2 0 2 0
a)37=27+17 b)—43=6—1+—104
5 =31 |3 3| |2 3 2 .00 |2 0 2.0
111
s8 |Sabiendo que |a b c| =5, calcula el valor de los siguientes determinantes:
Xy z
1 1 1 ab c 0 0 1
a)|la+7 b+7 c+7 b)lx y =z co|c—a b-c c
x/2 y/2 =z/2 111 zZ—-x y—-z =z
1-x 1-y 1-z X y z
d)ja+2x b+2y c+2z e)|lx—a y-b =z-c
2x 2y 2z 3 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Dla+7 b+7 C+7(T) a b c |+| 7 7 7 >
x/2 y/2  Z/2 X/2 y/2 zZ/2| |x/2 y/2 z/2

1 11
=lgbc+0=l~5=i
2 2 2
x y z

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.
(2) Sacamos % factor comun de la 3.2 fila. El 2.° determinante es 0, pues las dos

primeras filas son proporcionales.

Unidad 3. Determinantes
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b c 1 11
b) y 1l=la b c|=5
1 z X Yy z

= K8 Q

(1) Cuando cambiamos de orden dos filas consecutivas, el determinante cambia

de signo.
COLUMNAS
0 0 1] am_@gol |-1 1 1 11 1
Olc—a b-c cl|l= ey+3y -a b ¢ o a b c¢|=-5
z—-x y-z =z (3. -y z Yy oz

(1) Sacamos -1 factor comun de la 1.2 columna.

FILAS

l-x 1-py 1-z 1.9 l-x 1-y 1-2z
dDlja+2x b+2y c+2z|= 2H-3YH a b c g
2x 2y 2z 3.9 2x 2y 2z
FILAS
l-x 1-y 1-2z A9 + (3.3 1 11
=2| a b c |= @y 2la b ¢c|=2-5=10
x Y z &) Xy z
(1) Sacamos factor comun el 2 de la 3.2 fila.
FILAS
X Y z a9 x y =z 3 3 3
elx—a y-b z-c|l= @H-a -a -b —c o -b —c >
3 3 3 (E59) 3 3 3 x y z
3 3 3 1 1 1
=la b ¢ 3 3la b c|=15
x Yy z X y =z

(1) Cuando permutamos dos filas, el determinante cambia de signo.
(2) Sacamos -1 factor comun de la 2.2 fila.

(3) Sacamos 3 factor comun de la 1.2 fila.

Determinantes de orden cualquiera

Halla el valor de los siguientes determinantes de orden 4:

1 0 2 O 2 1 3 1
03 0 0 31 1 0
Dlg o 0 5 bii o 3 1
0 6 0 1 5 2 21
EEE I
2) _ 204 0 s|=2-(12)=-24
0 6 0 1

(1) Desarrollamos por la 3.* columna.

Unidad 3. Determinantes
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FILAS

-3 1

1
1

N

O —
&

1
-1 6 0

o

2
3

4.9 -a

1

-2

(D El determinante se anula, puesto que tiene dos filas iguales.
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Rango de una matriz

|

20 3
1-1-2
730

- AN e
0N \o O
AN O
-

1
-2
1B
0
3 5 1
6 10 -2
110 1
415 0

17

s10 | Calcula el valor de los siguientes determinantes:

s11 |Halla el rango de las siguientes matrices:

Unidad 3. Determinantes
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01

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘5 :

‘=—5¢0 — ran (A) =2

Las dos ultimas filas son linealmente independientes.

Veamos si la 2.2 fila depende linealmente de las dos dltimas:

6 10 -2
110 1]=0. La22fila depende linealmente de las dos ultimas.
415 0

Veamos si la 1.2 fila depende de las dos ultimas:

3 5 1
110 1|=10=20. Portanto, ran (A) = 3.
415 0
1 2 3 1-1
B=[4 5|6 2 1
1 0|0 3 4
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘f g =-5#0

Las dos primeras columnas son linealmente independientes. Luego, ran (B) = 2.

Veamos si la 3.2 columna depende linealmente de las dos primeras:

1 2 3
4 5 06|= ‘2 2‘ =3 #0. Por tanto, ran (B) = 3.
1 0 of P
2 -1 0 0
0o 0 2 -1
““lo 2 21 0
2 0 -1 0

Calculamos | C:

FILAS

10 0| am

2 2

lcl=|0 0 2 ey 002—1=2g_21"01_
0 2 -1 0 (G.H 0 2 -1 0w 1 -1 0
2 0 -1 0 @5 -1 0 1 -1 0

=2Q2-1D=2#0 = ran(C) =4

(1) Desarrollamos por la 1.* columna.
1 200 3

D=0 1/-1 -2
2 7-30

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: ‘1 f #0

Unidad 3. Determinantes
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Las dos primeras filas son linealmente independientes.

Veamos si la 3.2 fila depende linealmente de las dos primeras:

1 2 0
0 1 -1|=-3-4+7=0
2 7 =3 > La 3.2 fila depende linealmen-
1 2 3 te de las otras dos.
1 2[=-8-6+14=0
2 7 0

Por tanto, ran (D) = 2

Estudia el rango de las siguientes matrices segin el valor del parametro que
aparece en ellas:

21 0 a 1 0

a)A=|11 -2 b)B=|-1 2a -2
31 a 1 -1 2
2 -1 a 1 11

coC=|la 3 4 dD=|1 -a 1
3 -1 2 1 1 a
2 1 0

a) |Al=|1 1 2|=2a-6+4-a=a-2=0 — a=2
3 1 a

21

eSi a=2 — Como |A|=Oy‘1 1‘=1¢O — ran (4 =2

eSia#2 — |A]|#0 - ran(4) =3

a 1 O
b) |B|=|-1 2a -2|=4a*>-2-2a+2=4a*-2a=0 —
1 -1 2
a=0
—>2a(2a—1)=0< 1
=
2
1 0

Observamos que
-1 2

‘=2¢0 — ran (B) =2 2
eSia=0 - |B|=0 — ran(B) =2

. 1
 Si a=- = |B| =0 — ran (B) =2

1
eSi a#0 yars = |B| #0 — ran (B) =3

Unidad 3. Determinantes
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s13

o |C|=

Observamos que

W QN

_7+V49+32 _7+V81 _ 7209 a=-

—_

3

—_

=12-a?-12-9a+8+2a=-a*-7a+8=0 —

[NCRNTNGIN

Por tanto:

-2 -2

-2 =1

3 4
-1 2

‘=10¢0 — ran (C) =22

eSia=1 - |C|=0 — ran(C) =2

eSia=-8 - |[C|=0 — ran(C)=2

eSia#lya#-8 — |[C|#0 — ran(C)=3

1
d D] =1
1

eSia=-1 - D=

1

1

1
a=1
—a l|=-a?+1+1+a-1-a=-a*>+1=0
<a=—1
a
1 1 1
eSia=1 -5 D=1 -1 1| > |[* Y20 S ran ) =2
1 -1
1 1 1
1 1
1 1 —>‘1 1 #0 — ran (D) =2
1 1 -1 1 -1

eSia#lya#-1 - |D|#0 - ran(D)=3

Estudia el rango de estas matrices segun el valor del parametro a:

1 ; _13 : 1 2 3 a
aA)A= b)B=|2 4 6 8
a -1 -1 1 36 912
1 -1 1 2
oc=? -1 1 D= a-2 1-2a -1
1 —a 2a-1 a a 2a

Si |A|=0 = a=2

eSia=2 — ran(A) =3

eSia+2 — ran(4) =4

1
b)B=|2
3

eSia

-Sia¢4%‘5 a
6 8

Las cuatro filas son proporcionales — ran (B) = 1

#0 — ran (B) =2

Unidad 3. Determinantes
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-1 1 a -1 a= 1
c=4 7 =—a2+1=0
D=1 4 2a- 1) R -2
eSi a=1, queda:
c={t 1 1 5 ran (C) =1
1 -1 1
e Si a=-1, queda:
c=t 11 T llo220 5 mn =2
1 1 -3 1 3
eSia#xlya+-1 — ran(C) =2
d)D = a—2 1—2a§—1 a=2 l—=al_ > 5. 442=
a a | 2a a a
a=0
=2a?—3a =0 < 3
a==
2
eSia=0 » p=|2 L 1} ran (D) =1
0 0 O
. 3 -1/2 -1/2 -1
eSia=— — D=
2 32 32 3
Las dos filas son proporcionales — ran (D) =1
°Si a0y a;t% — ran (D) =2
PARA RESOLVER
s14 | Justifica, sin desarrollar, que los siguientes determinantes son nulos:
-8 25 40 5 5 5
a)l(2/5 3 2 b)| a b c
0 27 0 bt+c a+tc a+b
a) La 1.2 y la 3. columnas son proporcionales (Ia 3.2 es =5 por la 1.%).
b) Sumamos la 3.2 fila a la 2.
5 5 5 5 5 5
a b ¢ |=latb+c a+b+tc a+b+c|=
b+tc a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 L
=5(a+ b +¢) 1 1 1 =0
b+c a+c a+b
(*) Puesto que tiene dos filas iguales.
Unidad 3. Determinantes 21



s15 |Resuelve las ecuaciones siguientes:

x 1 0

0 a b c
0x 10
a)OOxl_O b)Z:;—O
10 0 x
-x 1 0 1 x -1-10
1 —x1 0 -x x -11
No 11|70 DIy 2 x 1|0
1 0 1 —x 1 10 x
g ; (1) 8 x 10| |1 00
a) =x|0 x 1|-|x 1 O|l=nx-23-1=x%-1=0 —
0 0 x 1] 0 0 x 0 x 1 @)
1 0 0 x
4 x= 1
- x=+\1 <x= o
(1) Desarrollamos por la 1.2 columna.
(2) Son determinantes de matrices triangulares.
FILAS
a b C 1. a b (& ,X'=b
bla x c|= ev-am 0 x=b 0 =a(x—b)(x—c)=0< -
) , X=c
a b x B.H-a.9 0 0 x-—c

(Suponemos que a # 0).

-x 1 0 1 2-x 1 0 1 1 1 0 1
1 —x 1 0 2—-x —x 1 0 1 —x 1 0
) 0 1 —x 1|lm[2-x 1 —x 1 6>(2'X) 1 1 —x 1|
1 0 1 —x 2—-x 0 1 —x 1 0 1 —x

FILAS
s Lo 0 1 -1 1 -1
_ @v-ad 0 -1 1 L0 9 s o |-
B9 -0 0 0 —X 0 3 1 1 1 “®
@n-as . |o -1 1 —x-1 - -
- —x -1 -1 |_ 2 _ 2 -
=X = x[(x-1D"=-1l==x[x*+1+2x-1] =
-1 —x-1

= —x(x?+2x) =—x*(x+2)=0 <§:_g

(1) Sumamos a la 1.2 columna las demas.
(2) Sacamos (2 — x) factor comin de la 1.2 columna.

(3) Desarrollamos por la 1.* columna.

(4) Desarrollamos por la 2.2 fila.

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD | 3
x -1 -1 0] |x-1-1 -1 0 v 11
-x x -1 1 0O x -1 1
DIy x 1ldo g x 1|a% b j ’5 ch'
1 -1 0 «x 0 -1 0 x

x=1
B+1=0 - x=-1

=(x—1)(x3+1+x—x)=(x—1)(x3+1)=O<

(1) Sumamos a la 1.2 columna la 2.2,

(2) Desarrollamos por la 1.* columna.

Estudia el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro
que contienen:

% 0 (2) 1 3 3 1 m m—1 m(m—-1)
aA)A= b)B=|k k 3 -1 c)C=|m 1 m
> k000 13 3 0 m 1 m-1
1 0 2 1
FILAS
Rk =1 2] qo_s.un. |k-2 kB =5 0
,)|A|=3—Ie 0 0f_ @y 3 —k 0 Of_
4 5 B 0 0 69 5 k0 0|
1 0 2 1 ) 1 0 2 1
k-2 k -5 i
=/ 3 -k 0 =—5‘3 _le"=—401e=0—>/e=0
5 g0 |® 5
(1) Desarrollamos por la 4.* columna.
(2) Desarrollamos por la 3.* columna.
SR N
eSi k=0 —> A= = |5 0 0|#20 - ran(4) =3
5 0 0 O 1 2 1
1 0 2 1
eSi k20 — |A|20 — ran(A) =4
1 3 3 1 1 3 3
b)B=|k k 3 -1| — Hacemos |k k 3|=0 > 6k-18=0 — k=3
-1 3 3 0 -1 3 3
1 3 3 1 1 3 1
eSi k=3 > B=|(3 3 3 -1| - |3 3 -1|#20 - ran(B)=3
-1 3 3 0 -1 3 0

eSi k23 — ran(B)=3

Por tanto, ran (B) = 3 para cualquier valor de 4.

Unidad 3. Determinantes
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m m—-1 m(@m—-1) 1 m-1 mm-1)
olcl=|m 1 m = m|l 1 m =
m 1 m—1

=m(m—2)=0<Z:(2)

(1) Sacando m factor comun de la 1.2 columna.

0 -1 0

esim=0 - c={0 1 0| »|' %020 5 ran-2
01 -1 T -
212

esim=2 5 c=[2 12| 5|1 220 > ran(©) =2
211 11

oSimz0y m#2 — |C|#0 = ran(C) =3

Estudia, segin los valores del parametro, el rango de cada matriz:

E 1 -2 0 t 2 2
AA=[-1-1 & 1 BB=(2 t 0o
1 1 1 &k 1 ¢ ¢
11 -1 o0 1 0 —a 1
oc=|2 1 -1 0 dD=|1 a+3 4—a 0
-t 6 3—t 9-1 1 a+3 a?+2 a+2
B 1 -2 0 B o1 -2 b 1
DA=|-1-1k 1| > |-1-1 k|=-k2+1=0<_,__,
1 1 1 k 11 1
1 1 -2 0 1 20
eSik=1 > A=[-1-11 1| = -1 1 1]20 > ran 1) =3
11 1 1 11 1
1 1 =2 0 1 1 0
eSik=-1 — A=|-1 -1 -1 1 —>—1—11=0y“2 Oz0 >
11 1 41 11 -1 -1 1

— ran (A4) = 2

eSi R#-1 — ran(4) =3

2 2 t=0
t 0l=8-2=0 r=\2
r ot

r= 2

ro2 2 I
bB=(2 ¢t 0| = |B|=]2
1 ¢ 1 1

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD | 3
0 2
eSit=0 = B=|2 0 0 —>‘O 2120 > ran(B) =2
2 0
1.0 0
N2 20 2
. V2 2
esit=V2 5 B=|2 2 o] > ) \/E¢O—>mn(B)=2
1 V2 2
~2 2 2
. A2 2
eSit=—2 5> B=2 2 0o | > 20 — ran (B) =2
2 2
1 2 A2

eSit#0, txV2y tN2 > |B|#20 - ran(B) =3

11 -1 0 11 -1
oc=l21 21 0o |>5l21 “1]|=t-9=0>1=9
-t 6 3—t 9-1 -t 6 3—1t
1 1 -1 0
eSit=9 > Cc=[2 1 -1 0 —>‘1 B0 = ran) =2
9 6 -6 0 )

eSi t#9 — ran(C) =3

1 0 —a -1 1 0 —a
D=1 a+3 4-a 0 > |1 a+3 4—-—al =
1 a+3 a2+2 a+2 1 a+3 a2+2| P

-1

1 0 —a
=@+3|1 1 4-a =(a+3)(a2+a—2)=0< =2
@ 1 1 a’?+2

a:_
(1) Sacamos (a + 3) factor comun de la 2.* columna.
1 0 -1 -1 0 -1 -1
eSia=1 > D=|1 4 3 0| =14 3 0|20 = ran(D)=3
1 4 3 3 4 3 3
1 0 2 -1 1 0 -1
eSia=-—2 > D=1 1 6 0| - |1 1 O=Oy‘1 HETE
11 6 0 1 0 1 1
— ran (D) =2
1 0 3 -1 1 3 -1
eSia=-3 - D=1 0 7 0| = |1 7 0[#0 — ran(D)=3
1 0 11 -1 1 11 -1

eSi a#-2 — ran (D) =3

Unidad 3. Determinantes
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Calcula el rango de estas matrices en funcion del parametro #:

t 1 1 2
aA=(2 t t2 1
21 1 2

t t

b)B=| 2 t+1 -1
2041 0 —1-3

0

3—-¢t 3 2t

2 0 -1

AC=1 1 3 244

t+2 0 t
11

DA=|2 t 2 1] -
2 1 1

0

eSit=0 > A=|2

2

1

eSit=1 > A=|2

2

2

eSit=2 5 A=|2

2

— ran (4) = 2

eSit#2 — ran(4)=3

t t

0

O =

b)B = 2 r+1 -1

2t +1 0 —1-3

=t(t2—3t+2)=0<l‘=1

0
eSit=0 > B=|2
1
1
eSit=1 - B=|2
3

—_ O

(el S}

t 2
1 1
1
0 1| —
1
1
1 1| —
1
1
4 1| —»
1
- |B|=
t=2
0
_1%‘
-3
0
0 e‘
—4

\S)

[}

t
2

1
0

(@l )

t=0
=—t3+3l‘2—2t=0<z‘=1
t=2
N7
0 1| #20 = ran4)=3
1 2
1
1 1|20 = ran4) =3
1
1
2 1l=0y[? Yzo o
1 2 2
t 0
t+1 t-1] =

2t +1 0 -3

#0 — ran (B) =2

#0 — ran (B) =2

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD | 3
2 2 0
eSit=2 - B=|2 3 1 —>‘§ 2120 = ranB) =2
5 0 -5 5
eSi t#0, t#1y t#2 — ran(B) =3
U R PR
o) C= 1 3 24y - -2 0 -1 |=33@r-6)=0 — t=2
120 ; 1 3 2+t
LA s
eSit=2 — C- Sl2 0 “1fl=0y L 320 >
1 3 4 4 0 2 -2 0
4 0 2
— ran (C) =2
eSi t#2 — ran(C) =3
Halla, en funcion de a, el valor de los determinantes siguientes:
a+1l a a a
+1
a,- a a a a
a a a+l a
a a a a+1l
aa a a
2 a a a
4, = 32 aa
43 2 a
a+l a a a 4da+1 a a a
4= @ at+tl a a | |4a+1 a+1 a a | _
17| g a a+1 a |O|4a+1 a a+1 a |@
a a a a+1 4da+1 a a a+1
FILAS
1 a a a ) 1 a a a
_ 1 a+1 a a | @ey-an 010 0] _
=UarD L Li1 a4 |7 Gm-an Ga+xDlg 6 1 0|5
1 a a a+1 45 -1y 00 0 1
1 0 O
=(4a+1D|0 1 0|=Ga+1) - -1=4a+1
0 0 1

(1) Sumamos a la 1.2 columna las demas.
(2) Sacamos (4a + 1) factor comun, de la 1.2 columna.

(3) Desarrollamos por la 1.2 columna.

Unidad 3. Determinantes
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FILAS

a a a a a1 a a a a
A = 2 a a a _ @n-an 2—a 0 0 0 _
2 13 2 a a BH-01YH 3—a 2-a 0 0w
4 3 2 a “4H-as 4—a 3-a 2-0 0
2—a 0 0
=—al3-a 2-a 0 (3)—@(2—01)3=a(a—2)3
4—a 3-a 2-a

(1 Desarrollamos por la 4.* columna.

(2) Es el determinante de una matriz triangular.

Prueba, sin desarrollarlos, que el valor de los siguientes determinantes es 0:

x x+1 x+2 Yz xz Xy
aA|lx x+3 x+4 b)| 1 1 1
X x+5 x+6 1/x 1y 1/z

FILAS

x x+1 x+2 . x x+1 x+2
Dlx x+3 x+4|= @y-a» 0 2 2 | =0,
X x+5 x+6 BH -0 0 4 4

pues las dos ultimas filas son proporcionales.

yz Xz Xy
b| 1 1 1=

111 XYz XYz XYz
Ux 1y 1z|P*¥Y =

X y z |=0
1 1 1 |@

1 11 W
(1) Sacamos factor comin g ; y S en la 1.2, 2.2y 3.2 columnas.

(2) La 1.2 y 3.2 fila son proporcionales (xyz - 1.2 = 3.%).

a b c
Considera la matriz A=|2a —b 3c|, donde a, b y ¢ son no nulos.
3a 0 4c

a) Determina el nimero de columnas de A que son linealmente indepen-
dientes.

b) Calcula el rango de A.

a b c 1 11
|A|=|2a =b 3c|=abc|2 -1 3|=abc-0=0
3a 0 4c 3 0 4
Pero 2&; bb’=—ab+2ab=ab;t0, pues a y b son no nulos.

Unidad 3. Determinantes



s22

523

_
UNIDAD H

Por tanto:
a) Hay dos columnas en la matriz A que son linealmente independientes.

b) ran (4) = 2
Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valoresde a, b y c:

5 5 5
M= a b c
b+c a+c a+b

5 5 5 5 5 5
|M|=| a b ¢ |=la+b+c a+b+c a+b+c|=

(€)] (@))
b+c a+c a+b b+c a+c a+b

5 5 5
=(a+b+ o0 1 1 1 (?) 0
b+c a+c a+b
(1) Sumamos a la 2.2 fila la 3.2
(2) Sacamos (a + b + ¢) factor comun de la 2.2 fila.
(3) Las dos primeras filas son proporcionales.

Luego, ran (M) < 2. Tenemos que:

> 5=5b—5a=0 — b=a
a b

5 5 25c-56=0 > c=b
b ¢
5 5

a C

=5c-5a=0 — a=c

Por tanto:
eSia=b=c — ran M) =1

eSiazb o bxc o a#c — ran (M) =2

Estudia el rango de la matriz:

cos o —sen o 0
A=|seno coso 0
0 0 1

cosao, —send O
|A| = [seno cosa 0 5
0 0 1

cos o —sen o
sen o cos o

=cos? o+ sen?a =1

(1) Desarrollamos el determinante por la 3.2 fila o por la 3.* columna.

Por tanto, como |A| # 0, tenemos que ran (A) = 3.

Unidad 3. Determinantes 20




24

25

26

27

30

CUESTIONES TEORICAS

¢Cual es el valor del determinante de la matriz unidad de orden n? ;Y el de
una matriz triangular de orden n?

Justifica tus respuestas.

det (I,) = 1. El determinante de una matriz triangular de orden n es el producto
de los elementos de su diagonal principal (pues el resto de los productos que in-
tervienen en la obtencion del determinante serian cero). En el caso de la matriz uni-
dad de orden #, tenemos un ejemplo de matriz triangular en la que los elemen-
tos de su diagonal principal son unos. Por eso, el determinante vale 1.

Prueba que el determinante de una matriz de orden 3 es igual al de su tras-
puesta.

ayy dy, dys dyy by Az
Si A=|dy ay dy|, entonces A’ =|dy, dy dy .
gy dsy Oy iz dyz A3

Aplicando la definicién de determinante, obtenemos que |A4’| = |A|. Lo vemos:

|l = ayy ayy ass + ayy ayy a3 + ays ay azy = ay ay az - ay ay az, - ayy ay dgy
=

A= ayy ay, ags + ayy ayy agy + ayg ay dgy = dyy dyy dsy =y dyy dsy = dyy dyy sy

Luego |A]| =14

¢Sabrias decir cual de estos dos productos puede formar parte del desarro-

llo de un determinante de orden 4?:

a)a,, - ay - gy - ay, bla, - ay - ay;-as

Solo podria ser b), puesto que en cada producto ha de aparecer un factor de cada
fila y uno de cada columna.

Comprueba que: det(A - B) = det(A) - det(B) siendo A y B dos matrices
diagonales de orden 3.

a, 0 0 by 0 0
Sea: A= 0 022 0 N B = 0 bzz 0
0 0 a, 0 0 by
a by, 0 0
A-B=| 0 apby, 0 = |4 Bl=ay, by ay by, as; by
0 0 a33b33

lAl = a,, a,, a;

|B| = by, by, by, } lAl - 1Bl = ay, by, ay, by, azy bsy

Luego, |4 - B[ =1[4]-|B|

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD | 3

1
det(4)’

& Ten en cuenta que: A-A7 =1

Justifica que det(4™) =

Sabemos que |4 - B|=|A| |B|. Como A-A~'=1 tenemos que:
|A] - |47t =]1]. Pero|I] = 1 (véase ejercicio 24). Por tanto, queda:

1

lAl -4 =1 — a7 =
|4]

(Observacion: |A| # 0, puesto que existe 47!, luego podemos dividir entre |A4]).

Si A es una matriz cuadrada de orden 4, ;puedes saber el valor de:
Ay Ayt ayAdnptayAdta g,
sin conocer los elementos de la matriz?

El resultado es 0, pues tenemos un producto de los elementos de una fila (Ia 2.%)
por los adjuntos de otra (Ia 1.%).

Las matrices A y B tienen 3 filas y 12 columnas, pero, en el proceso de edi-
cion, algunas de estas se han borrado.
1 1 =1 e cee ene 2 -1 3 e
A=]3 =1 0 -+ v - B=(3 0 1 .. ...
7 5 2. 5 4 Q oo oen e

¢Puedes averiguar algo sobre los posibles valores de su rango?

Si llamamos C a la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos
matrices A y B, ¢cudl sera el rangode C?

1 1 -1.. 1 1 -1
A=|3 -1 0 ...]. Como ! 11‘=—4¢O y |3 -1 0| =0, sabemos que
-7 5 2. B -7 5 -2

ran (A) = 2. También sabemos, puesto que A solo tiene 3 filas, que ran (4) < 3.
Por tanto, podemos afirmar que 2 < ran (4A) < 3; es decir, ran (4) podria ser 2 6 3.

e En el caso de la matriz B, tenemos que:

2 -1 3 .. 2 -1 3
B=1|3 0 1 ..|]. Como |3 0 1|=23#0;, y B solo tiene tres filas,
5 4 0 .. 5 4 0

entonces ran (B) = 3.

e Si C es la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos matrices A4 y

B, por los resultados anteriores tendremos que ran (C) = 3.

Unidad 3. Determinantes
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Sila matriz 4 = | % b ; tiene rango 2, ;qué rango tendra la matriz B?
m n
a b c
B= m n p

m—-a n-b p-c

Observamos que la 3.2 fila de B (la que hemos anadido respecto a A), es com-
binacion lineal de las dos primeras (se obtiene restando la 2.* menos la 1.%). Por
tanto, B tendrd el mismo rango que A, es decir, ran (B) = 2.

Dadas la matrices A y B deorden 4 x4 con |A|=3 y |B| =2, calcula |47,
|B*A| y |(AB™V)!|. Justifica las respuestas.

] % (véase ejercicio 28).

|5 4l =15 14] 5181 -lal=2-3=6

1
ABD!| = |aB7 = |A]| - |B7Y| = 4] -
(B 5 1B 5 Jal - 1B = Al e = 45 =

(1) Tenemos en cuenta que |4 - B| = 4] - |B|.

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

De una matriz cuadrada A se sabe que su determinante vale —1, y que el de-
terminante de 24 vale —8. ;Cual es el orden de la matriz A? Razona la res-
puesta.

|24] = -8 =-1-8=-1-23=23-]A4|. Sitenemos en cuenta la siguiente propie-
dad de los determinantes:

“Si multiplicamos una fila 0 una columna de una matriz por un n.°, el determinan-
te queda multiplicado por ese n.°”; entonces, si A es una matriz cuadrada de or-
den n:

|24] = 27 - |A|. En nuestro caso concreto, serd 7 = 3.
Es decir, A es una matriz de orden 3.
8i llamamos c,, c,, c; a los vectores columna de una matriz A4, el deter-
minante puede designarse asi:
det(A) = det(c,, c,, CS)
Si det(A) =5, scual sera el valor de estos determinantes?
a) det (¢, — 3c,, c,, ¢3)
b) det(c,, c,, 203)

c) det(c,, ¢, — c,, (:3)

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD | 3

(
a) det(c, - 3c,, ¢,, ¢3) D det(cy, ¢, ¢3) =5

(1) Sumamos a la 1.* columna la 2.* multiplicada por 3.

2)
b) det(c,, c,, 263) = 2 det(c, c,, 63) =2-5=10

(2) Si multiplicamos una columna de una matriz por un ndmero, el determinan-
te queda multiplicado por ese nimero.

3 2
o) det(cy, ¢; = ¢,, ¢3) = det(c), —¢,, ¢3) = —det(c, c,, ¢;) =5

(3) Restamos a la 2.2 columna la 1.2

35 |a) Define a qué se llama rango de una matriz.

b) Indica, razonando la respuesta, cuiles de las siguientes afirmaciones son
ciertas:

D ran(A) = ran(-A) (—A es la matriz opuesta de A).

n) ran(A) = ran(4') (4! es la matriz traspuesta de A).

m) ran(A + B) = ran(A) + ran(B)

v) ran(42) = [ran (A]?

V) ran(A) = ran(4™) si A tiene inversa (4! es la matriz inversa de A).
a) El rango de una matriz es el nimero de filas (o de columnas) linealmente inde-

pendientes. También podemos definirlo como el miximo orden de sus menores
no nulos.

b) 1) Verdadera. El hecho de cambiar de signo los elementos de A, solo afectard
al signo de los menores; pero el maximo orden de los menores no nulos (el
rango) no se ve influido.

) Verdadera. El ndmero de filas y el nimero de columnas linealmente inde-
pendientes es el mismo. En A’ solo hemos cambiado filas por columnas.

) Falsa. Por ejemplo:

12y g v o2} (24
23 -2 -3 00

A=

ran (A) = ran (B) =2 (pues |[A|20 y [B|20) y ran (A + B) = 1.

1v) Falsa. Por ejemplo, si 4 es una matriz de orden 2y con ran (4) = 2, A?
también serd de orden 2; luego ran (4% <2, y [ran (AD)? =22 =4 (si A?
es de orden 2 no puede tener rango 4).

V) Si A es una matriz cuadrada de orden 7, y existe su inversa, entonces |A| # 0
(y |47 #0). Luego ran (4) = ran (A™") = n. Por tanto, la igualdad es ver-
dadera.

Unidad 3. Determinantes
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Sea A una matriz cuadrada tal que A% = A. Demuestra que det(4) =0 o

det(4) = 1.

|42[ = 1[4 - a] = |4l - |4l = [4P = 4] — [4P-]4]=0 -

= Jaldal-1»=0<l4l=0

lal =1

(Hemos tenido en cuenta que |4 - B| = |A4] - |B]).

Escribe dos matrices A y Be M
a) det(A + B) # det(A) + det(B)
b) det(A + B) = det(A) + det(B)

c5=[3 5| asp=[58
1 -2 0 0
|41 =75 1Bl =11, |4+ Bl = 0% |4] + | Bl - 4

Y
2 2 6 8

2% 2 tales que:

2 3
-1 2

a) Por ejemplo: A4 = (

2 3

b) Por ejemplo: A4 = (4 5

lA[=0; [B]=0; |4+ B|=0=]|a] + 5]

PARA PROFUNDIZAR

Demuestra, sin desarrollar el determinante, que:

a? ab b?
2a a+b 2b|=(a-0b)3

a+b b b
2 1 2b|=

2
o o 1|7

1 1 1
@ Haz c;—c; y ¢, —c; Asipodrds sacar factor comin (a —b)?. Después, haz
c; —2c,.
COLUMNAS
a’  ab b 15 - 32 a-b ab-b* b
2a a+b 2b|= @H-3YH 2a-2b a-b 2b|=
1 1 1 (ER) 0 0 1
(a+b)(a-b) bla-b b
= 2(a —b) (a—b) 2b 5 (a— b)?
0 0 1
= (a- b)z a+b b
2

1‘=(a—b)2(a+b—2b)=(a—b)2(a—b)=(a—b)3

(1) Sacamos (a — b) factor comun de la 1.2 y de la 2.* columna.

(2) Desarrollamos por la 3.2 fila.

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD | 3

Demuestra, sin desarrollar, que:

2 2

1 a? a3 |bc a a
1 b% b3|=|ac b b?
1 2 3| |ab ¢ 2

@ En el segundo miembro, multiplica y divide la primera fila por a; la segunda, por
b, y la tercera, por c.

Procediendo como se indica en la ayuda, tenemos que:

bc a a? bca a* a 1 a? a 1 a? ad
ac b Pl=—acw 2 B|=Ll w2 =] » »
ab ¢ c? A% Nabe 2 3 abc 1 ¢ &3 1 ¢ 3
1 1 1
Pruebaque: (a b c|=(b-a)(c—a)(c-b)
a? b* 2

@ Este determinante se llama de Vandermonde. Haz ¢, —-c, y c;—c;. Extrae el
Sfactor (b —a) dela2.% columnay (c—-a) dela 3.% columna.

1 1 1 1 0 0 1 0 0
a b cl=|la b-a c—a |=|a (b-a) (c—a) =
ar b* ¢ a? b —a* E-a? a> b+a)b-a) (c+a)c-a)
1 0 0
=(b-a)(c-a)|a 1 1 =b-a)c-a)(cta-b-—a) =

a> b+a c+a
=(b-a)(c—a)(c-b)

Determina las matrices cuadradas de orden 2 cuyos elementos sean nime-
ros enteros, con determinante igual a —1, y tal que su inversa coincida con
su traspuesta.

@ Haz A-A'=1 y |A|=-1.

Hay 4 soluciones.

sia=[4 P . entonces A'=[% €| Si A'= A"l ha de ser:
c b d
blla ¢ a’+b> ac+ bd 1 0
A-Al=1 - |4 = = -
c d|\b d ac + bd cz+d2) (0 1)
a’t+ b*=1
ac +bd =0
ac +bd =0
E+d*=1

Como a, b, ¢, d son enteros, tenemos solo cuatro soluciones:

10\ (0o-1) (1 o)
o 1) \-1 0/ lo -1/

-1 0
0 1

)
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s42 |Escribe una matriz con 3 filas y 3 columnas, que tenga 3 elementos nulos y
tal que ninguno de sus menores de orden 2 sea nulo.
0 1 1
Por gjemplo: |1 0 1
1 1 O
Ya que: 0 1;&0, 0 1;&0, 1iOy 1 1;&0.
1 0 1 1 1 1 O
43 | Calcula el valor de estos determinantes:
110 01 1 1 0 0 0
10 0 1 1 -1 1 1 0 O
a)|01 10 1 b0 -1 1 1 0
01 011 0O 0 -1 1 1
11111 0O 0 0 -1 1
11001 o 11001
(1.9 _
1 0 0 1 1 2 -1 0-101 0 11? (1) (1)
20 110 1= gy 01 10 =17 |-
01 0 1 1] @ 01 0 1 1 0110
1 1 1 11 (6. =) 0O 0 1 10
FILAS
1. -1 0 1 0 11 1
_ @eH+an 01 1 1 __lo 2 1]-
35 +03 00 2 11m 11 0
4. 0110
FILAS
as 11
= @29 —-10 2 1 5 —(2)=2
3.4 -1 0 0 —1|~
(1) Desarrollamos por la 1.* columna.
(2) Es el determinante de una matriz triangular.
1 1.0 0 0 o 1100 0
.
-11 1 0 0 @ + (1Y) 02100 _211 (1) 8
Mo -1 1 1 0f= Gy 0 -1 1 1 0f=F"" = l=
o 0 -1 1 1 4.5 0O 0-111 00 -1 1
0O 0 0 -1 1 6.9 00 0-11
FILAS
as 21 0 0 2 1 0
- @ ) B ENTR Y
T BY-¢D 0-12 0|l® 0 -1 2 -
(4.9 0 0 -11
(1) Desarrollamos por la 1.* columna.
(2) Desarrollamos por la 4.* columna.
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44 |Demostracion de que |4 - B| = |A| - |B| para determinantes de orden 2:

a1 92 . by, by,
by, by,

a1 byt apbya,b,+a,b;,
b b

21921 012 + a5, b5,

Ay 011t 9y,

|AB| = (

ayy 4y

a1 by, a0y,
ay by, ay by,

(€))

a;, by, a; by,
ay by, ay by,

3

a3 b1, a0y,
ay by, ay by,
(@3]
a0y, a; by,
Ay, by, a3, by,

“@

a) Comprueba que los determinantes (1) y (4) son ambos cero.

b) En (2) y en (3) saca factor comiin los elementos b,;. Llegaris a |A| - |B,
como se queria demostrar.

a,, by, a;b
1% 4| _ _ - _ -
@) S ay1by10y, D15 = a1 byydy by = ayyay, by by = ayy g by by, = 0
21%11 921912
a,,b,, a,b
12921 41292 _ . - _ -
G I Sy 15Dy 5505y = 1305503051 = yy8yD21Dyy = Ay, 01 05y = O
2021 942292
a,b a,,b a,, a
b)(Z) 11711 12 22_b ) 11 12=b b |A|
a-b. a.b 1224 4 11922
21%11 92292 21 922
ayby ayb, iy 9 dyy Gy
&) ab a.b |~ by1b1, de a =by1015 = by by, 4]
2021 921912 22 92 21 922

Por tanto, queda:

|AB| =0+ b),b,, |A| = by by, |A] + 0 = [A] (b),b,, = b, ) =

bll blZ
b21 bZZ

= 4] =4l - |B]

45 | Considera la siguiente matriz:

2 -1 0
A=|3 0 4
2 1 1

a) Halla la matriz (4 I.j) formada por los adjuntos de los elementos de A.

4 o0 o
b) Prueba que A - (Al.j)’ =l 0 |4 o[
0 0 |4

©) ;Qué relacion hay entre (4] y |(Al.j)|?

Unidad 3. Determinantes
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46

_ _0 4]_ _ 13 4 _13 0f_
varls 0 4] ol et aue s a9
-1 0 12 0 2 -1
AZI__‘l 1‘_1 22_‘2 1‘_2 23__‘2 1’ _4
-1 0 2 0 |
A31=‘O 4‘__4 A32=_‘3 4‘=_8A33_‘3 O‘=3
-4 5 3
ap=|1 2 —4
-4 -8 3
b)|A|=-8-8+3=-13
2 -1 0\ [-4 5 3\ (2 -1 0\ [-4 1 -4
A-(Ai],)f=3o4.1 2 —4| =3 0 4|-|5 2 -=8|-=
ool2 01 1) (-4 -8 3 2 1 1 3 -4 3
-13 0 0 A 0o o
=[0 =13 0|=|10 |4 o0
0 0 -13 0 0 |4

O || =169 = (-13)* = | 4|?

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 con |A| # 0. Busca la relacién que
existe entre |4| v |(4 y)l

Para ello, ten en cuenta el apartado b) del problema anterior y que:

|4 - B| =4 - |B|

e Sabemos que el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta:

|Aij| = |Aﬁ| .

e Por otra parte, tenemos que (suponemos que existe A~D):

_ 1 _ 1 )3 1 _
Al=—(U,) — A1=(—)~A.,=—-A..=A1
T a7 =) 14l PEE |4, = 4]
e También sabemos que:
A-Ar=1 > A -|AY=|1l=1 - |A*1|=%|

e Uniendo las dos igualdades obtenidas, tenemos que:

1 1
= A,
Al jap 14,

- |4,/ =14]* (4 de orden 3 x 3)

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD H

Si A es una matriz cuadrada de orden n, da el valor de |(Aij)| en funcion
de |A].

Con el mismo razonamiento que hemos seguido en el ejercicio anterior, llegamos
aquesi A esnXn:

- 1
A~ = W |AU|
5 L4 lap
1
) = L
Al

AUTOEVALUACION

1. Calcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado:

2K 8 W

3 x x x
X 3 x x
X x 3 x
X x x 3
X X X 3+3x x X X 1 x x x
3xx_3+3x5XX_(3+5)13xx_
x 3 x|lO|3+3x x 3 x|® xlex_
x x 3 3+3x x x 3 1 x x 3
FILAS
a 1 x X X
_@y-ad 03-x 0 0 B
“Gn-an BTN o 3-x 0 |6
4.5 -0 0O 0 0 3 _x

3—x 0 0
=B+30| 0 3-x 0 [=@+30)B-x7=31+x (x-3)3
0 0 3-x

(1) Sumamos a la 1.2 columna las demas.

(2) Sacamos (3 + 3x) factor comun de la 1.2 columna.

(3) Desarrollamos por la 1.* columna.

Unidad 3. Determinantes
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2. Calcula el rango de la matriz siguiente:

11 1 2
12 -3 8
M=1, 12 1
1 -1 1 =2

segun los valores del parametro a.

FILAS

11 1 2| s 11 1 2
| = 1 2 3 8] _ e@y-a» 0 1 —4 6 _
a -1 -1 1 BH—a- -1 0O -1-a -1-a 1-2al| @
1 -1 1 =2 @9-a9 0 -2 0 —4
1 -4 6 1 -4 6
=|\-1-a -1-a 1-2a|=|1+a l1+a 2a-1|=
-2 0 -4 |9 2 0 4
=41 +a)-8Ra-1 -120 +a) +16(1 + a) =
=81+a)-8Ra-1)=16-8a=0 - a=2
(1) Desarrollamos por la 1.2 columna.
(2) Cambiamos el signo de la 2.2 y 3.2 fila.
1 ; _13 5 111
eSia=2 - M= 5 1 _111 - |1 2 3[=-15#20 = ran M) =3
I 2 -1

eSia#2 — ranM) =4

3. Considera la siguiente matriz:

Estudia su rango segiin los valores del parametro a.

Buscamos los valores que anulen el determinante formado por las tres primeras filas

y las tres primeras columnas:

a+1l 1 1
1 a+1 1
1 1 a+1

a=0
3+ 2=
a’ + 3a <a=—3

=(a+13+1+1-(@+D—-(G@+D-(a+1 =

(a+1P¥-3a+D+2=a’>+3a*>+3a+1-3a—-3+2=

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD H

1 1 1 0
eSia=0 - N=|1 1 1 0| — Las tres primeras filas son iguales y la 4.* son
1 1 1 0
ceros — ran (N) =1
21 1 3
eSia=-3 > N=|1-2 1 3
11 -2 -3

Buscamos algin menor de orden 3 distinto de cero:

-2 1 -3 -2 1 1
1 -2 3|=-3[1-2 1|=3-9=27#0 = ran(N)=3
11 3| 11

(1) Sacamos -3 como factor comin de la 3.2 columna.

eSi az0 — ran(N) =3

4. Prueba, sin desarrollarlo, que:

1 2 3 +
l+ta 2+a 3+a 4+a|_

=0
a a a a
5 6 7 8
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
l+a 2+a 3+a 4+a= 1 2 34+aaaa=o+0=0
a a a a |Wla a a a a a a al®@
5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Hay dos filas iguales en cada uno de los determinantes.

5. Sean c¢;, c,, ¢; las columnas primera, segunda y tercera de una matriz cua-
drada A de orden 3, cuyo determinante vale 6.

Calcula, indicando las propiedades que utilizas:

a) |43] b4~ o) |24]

d)El determinante de una matriz cuadrada cuyas columnas primera, segunda
Y tercera son, respectivamente, 3¢, — c3, 2(:3 Yy ¢,

a)Como |4 =6 — |43 =]4-4- 4 5 [4]3 = 63 = 216

(D El determinante de un producto de matrices es igual al producto de los deter-
minantes.
b) Sabemos que:
1

1
A-AtM=T 5 4a-AY=1l=1 - |4 - |4 =1 - |A‘1|=m=€

Unidad 3. Determinantes
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o 24| = 23|4| =8 - 6 =48
(@€)]

(1) Para obtener la matriz 24 hemos multiplicado por 2 todos los elementos de
A. Por ello, podemos sacar factor comin el 2 de cada fila.

D3¢, —¢, 2¢5 ¢ 5 23¢,—¢, ¢ ¢ 5 -2[3¢,-¢, ¢, ¢ )

(;)—2'361 ¢, ¢ ) —0lc; ¢, ¢l =-6-6=-36

(1) Sacamos como factor comun el 2 que multiplica a la 2. columna.
(2) Al permutar la 2. y la 3.* columna, el determinante cambia de signo.
(3) Si sumamos la 2.% columna a la 1.2, el determinante no varia.
(4) Sacamos como factor comun el 3 de la 1.* columna.
6.Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden, ¢se verifica que
|A-B|=|B-A|?
Justifica tu respuesta y pon un ejemplo.

Tendremos en cuenta que |4 - B| = |A| - |B|. Entonces:

l4-B[=14]-|B

B| - |A| =|B - A|. Por tanto, si se verifica la igualdad.

*)
(*) Aunque el producto de matrices no es conmutativo, el producto de nimeros (los
determinantes son nimeros), si lo es.

Por ejemplo:

a=(X o) =30 <

|4 -Bl=-1-3=—-4
|B-A|l=-16+12=-4
Comprobamos que |4 - Bl = |B - Al

Unidad 3. Determinantes



BLOQUE I
GEOMETRIA

Pagina 216

1 Considera los vectores 1_1>(3, 2,-1), 7(—4, 0,3) y v_s>7(3, -2, 0):
a) ;Forman una base de R3?
b)Halla m para que el vector (2,6, m) sea perpendicular a u.
= = 5
c) Calcula |ul, |v]| y (u, V).

Resolucion

a) Para que los tres vectores formen una base, han de ser L.I. Vedmoslo:

3 2 -1
-4 0 3 |=28#0. Forman una base de IR3.
3 =2 0

b2, -6, m)- (3,2, -1)=6-12-m

2,-6,m1lU & 6-12-m=0 & m=-6
O Ul = V32 + 22+ 12 =14
|V =42 +32 =25 =5

15
V14 - 5

g 5
cos (U, v) = =-0,80179... — (U, V) = 143° 18' 3"

2 Hal)la un vector de médulo 13 que sea perpendicular a los vectores u(24, 10, 7)
Y V(—12, _5’ 8)'

Resolucion

U x V=115, —276, 0)

|0 x V] = V1152 + 2762 = 299 = 13 - 23
1
El vector buscado es ETy U xV=(5-12,0).

También cumple las condiciones pedidas su opuesto: (-5, 12, 0).

Soluciones: (5, =12, 0) y (-5, 12, 0)

Bloque Il. Geometria




3 Considera los puntos P(2,3,5) y Q(8,-9, 2):
a) Halla el punto medio de PQ.
b)Halla el punto simétrico de P respecto de Q.
c) Obtén un punto R de PQ tal que 2PR = RQ.
Resolucion

2+8 3-9 5+2
a) P i0:
a) Punto medio T

5
5, -3, E)

b)Sea S(a, B, y) el simétrico de P respecto de Q. Entonces:

2+(X_8

o

3;B=—9 a=14, B=-21, y=-1
5+y=2

2

Asi, el simétrico de P respecto de Q es (14, —21, —1).

N - t i
P(2,3,5) R Q@8,-9,2)

PO = (6,12, -3)

—> — = = 1 —
OR = OP + PR = OP +gPQ =(2,3,59+@2,-4,-D=4,-1,4

4 Dados los puntos P(3,2,0), Q(5,1,1) y R(2,0,-1):
a) Halla la recta que pasa por Py Q.
b)Halla el plano que contienea P, Q y R.
c) Halla la distancia entre P y Q.

Resolucion

>
a) PQ =(2,-1, D

x=3+2\
ryy=2- A
z= A

N
b) PR = (-1, -2, -1)
—> —>
POXPR=2,-1,D)x(1,-2,-D=@3,1,5 1Lz
w3x—-3)+1Uy-2)-5(z-0)=0

3x+y—-5z-11=0

O dist (P, ) ~NE+ 124 12 =G

Bloque Il. Geometria



BLOQUE F

x—1 + 2 z—1
=Y = , calcula razo-

1 1 2

5 Dados el punto A(-1, 2, 3) ylarecta »:
nadamente:

a) La distanciade A4 a r.

b) El punto simétrico de A respecto de 7.

Resolucion

R +A -2+A, 1+2A) esun punto genérico de 7.
ﬁ(2+x,—4+x,—2+270
—> —
Buscamos R para que AR L r; esdecir, AR 1L (1,1, 2):
Q+M—4+A2+20)-1,1,2)=2+A—4+A—-4+4h=06L—-0
ARLr & Gh—6=0 = A=1

Por tanto, R(2, -1, 3) es el pie de la perpendicular de A4 a 7.

Q) dist (A, 1) = dist (A, R) =32 +32+0 =\18 = 32

b) El simétrico de A respecto de 7 es el simétrico, A'(a, B, v), de A respecto de

R:
—1+0(._2
5 =
2+
ZB=_1 a=5,B=_4,Y=5
3+y
> =3

Asi, A'(5, -4, 3).

6 Calcula la posicion relativa de la recta y el plano siguientes:

x=2+3)\
r:iy= -A Tx+y+z=0
z=0

Resolucion

G,-1,0=d./r] -
d.-n_=2#0

(1,1, D=n_1n T

Por tanto, d, no es perpendicular a Hn. Es decir, la recta no es paralela al plano, ni

estd contenida en él.

Conclusion: la recta corta al plano.
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x+y =4 x—1 y+1

7 Dadas las rectas r: { y s: = = ? comprueba que

y+z=5 1 -1

se cruzan y calcula la distancia entre ellas y la ecuacion de la perpendicular
comun.

Resolucion

Ecuaciones paramétricas de . Llamamos y = A:

X=d=h R 40,9
VY= -
d.(-1,1, -1
kZ - 5 _ 7\' V( b ) )
Ecuaciones paramétricas de s:
RN C SR )
=_1— >
) Bodaas
ERET

RS, = (3, -1,-5)

Posicion relativa:

- -
Vemos el rango de la matriz formada por las coordenadas de los vectores d,., d;, RO_>SO:

-1 1 -1
1 -1 3[=-8%0
3 -1 -5

Los tres vectores son L.I. Por tanto, las rectas se cruzan.

El vector genérico 175)(—3 +A+u, -1 -A— W =5+A+3W tiene su origen en 7
y su extremo en .

— — -
RS1r o RS1Ld, & —(B3+A+W+EE1-A-wW-(5+A+3W=0
RSLs @ RSLd, & (B+A+W (-1 -A— W +3(-5+A+3W =0

7-3r— 5u=0

3 " }k=—1,u=2

17 + SA+ 11nu =0

Por tanto, los pies de la perpendicular comun a las dos rectas son:

=-1 — R(,-1,06)
L=2 — S@G3,-3,6)

dist (r, ) = dist (R, $) =\22 + 22+ 0 =8 = 22

Recta perpendicular comun:

N
} RS(=2,-2,0)//(1,1,0)

x= 3+A
y=-3+h
z= 6
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BLOQUE W

8 Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1, 0,-1), es paraleloala

{ x-2y =0

recta 7: -0 y es perpendicular al plano o: 2x—y+z+1=0.

Resolucion

(1,-2,0)x (0,0, 1) = (=2, -1, 0) // (2, 1, 0) = d,

Sea m el plano buscadoy n su vector normal. Entonces:
n//r = ?1, In

nlo = nl@2-1,D

Por tanto, n = (2, 1,0) x (2, -1, 1) = (1, =2, —4).

Ecuacion de m: 1(x-1D -2(y— 0 —-4(z+1)=0

X—2y—4z-5=0

9 Halla la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta
perpendicularmente a la recta AB, siendo A(2,0, 2) y B(-1, 2, 1).

Resolucion

— -
AB = (3,2, -1 =d,

x=2-3\
riyy= 2L eslarecta AB.
z=2- A

—
Tomamos un vector genérico OR con origen en O y extremo variable en 7:
—
OR(2 -3, 2A, 2= 0)
—>
Obligamos a que OR L 7:

Q=30202-0(3,2-1D=0 & —6+9A+4L-2+A=0 &

8 4
S 14h-8=0 & 7\.—?—7
4 2 8 10 — (2 8 10
ara A =— s R|= = — Z 2 =/es 1
Para A = obtenemos R(7, > 7) y OR(7, = 7)//( ,8,10) // (1, 4, 5)
x= A
La recta buscada es: §y = 4A
z= 5A
Bloque Il. Geometria 5




10 Sean el plano n:3x—2y + z—1 =0 y las rectas:

x= - A x = 3\
riqy=2+ A s:qy=2+4\
z=3-2\ z=3

a) Halla el angulo que forman 7 y s.
b) Calcula el dngulo formado entre » y 7.
c) Halla el angulo que forma n© con el plano ¢ determinado por r y s.

Resolucion

d,1,1,-2) //r, 4,3, 4,0//s, 13, -2, D L™

o~ L 1 o~
a)cos(7,5) = l' i| = =0,08165 — (7,5) =85°19
|d,| - d| V65
by sen (77 = [cos (&, )| - ‘L‘ = 0,76376 — (7, 1) = 49° 47' 49"
V6 V14

o) r y s se cortan en (0, 2, 3), evidentemente.
Determinan un plano cuyo vector normal es:

n'=(-1,1,-2)x (3, 4, 0) = (8, -6, =7)

3-8+ (O+1 (D _

P
cos (T, 0) = ‘cos (n, n")

V14 V149
c 063495 — (FS)=50°35 1"
V14149 ’

11 Calcula la distancia que hay entre estos planos:

w2x+y—z+1=0 P:d4x+2y—2z+7=0

Resolucion

2 1 —1¢1 anto. o B el
— =—=—%— por tanto son paralelos.
i 2 2T e o P

El punto A4(0, 0, 1) € o. Por tanto:

4:042-0-2-1+ \24
| .5 _5 ~ 1,02

V42 + 22 + 22 V24 24

dist (o, B) = dist (A, B) =
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12 Calcula m paraque r y s estén en el mismo plano:

2x—1 1 x+y+ z+m=0
r: =1l—-y=2 s:
2 Y 3x —4z+ 1=0
Resolucion
x-1/2 y-1 =z =
: = == d,=01,-1,1
T o -7 4@y

N
sidy=(1,1, D X3, 0,-4 = (-4, 7, -3)

Evidentemente, las rectas no son paralelas. Veamos cémo ha de ser m para que se
corten.

Conviene expresar cada una de las dos rectas como interseccion de dos planos.
Obligamos a que los cuatro planos tengan algin punto comun:

2x—1
)=z 5 2x —-2z=1
r: 2

l-y=2z - y+ z=1

x+y+ =z =—-m
S:

3x — 4z =-1

Para que el sistema tenga solucion, es necesario que el determinante de la matriz
ampliada sea cero.

2 0 -2 1

0o 1 1

11 1 -m =2m-8; 2m-8=0 & m=-4
3 0 -4 -1

Si m = -4, las dos rectas se cortan. Por tanto, estin en un mismo plano.

x+ =0

13 Halla un punto de la recta s: x = —y = z tal que su distanciaa r: { Y B

sea igual a 1 unidad. z=3

Resolucion

Un punto genérico de r: R(A, —A, 3) P ,

Un punto genérico de s: S(u, -\,

punto genér (M, =, . G, —3. 3

Las dos rectas se cortan en (3, =3, 3).

Al ser perpendicular a » desde s, la e ~

coordenada z debe distar 1 en ambas B v

rectas. Por tanto, hay dos puntos de s

cuya distancia a r es 1:

2,-2,2) v 4, -4, 4 X
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14 Calcula las ecuaciones de la recta r' sabiendo que es la proyeccion ortogonal
de r sobre m:

X = A
riiy=-2+3A Mx—y+2z+4=0
z=3

Resolucion

La recta 7' es interseccion de dos planos: el ® y un plano o que contiene a 7 vy
es perpendicular a .

Un vector normal a o es perpendicular al vector direccion de » y al vector normal a .
Por tanto: (1,3, 0) x (1, -1,2) = (6,2, -4 //(3,-1,-2) =nm; nLa
0,-2,3) e a ,

o
o 3x-0-@p+2)-2z-3 =0
3x—y—2z+4=0
3x-—y—-2z+4=0 r,

La recta es 7"
X—y+2z+4=0

2x -5 -1=0
Y yelplano B: x—3y—z+6=0, hallala

15 Dadala recta r:
x +5z+7=0

ecuacion de un plano paralelo a  que diste de la recta » 3 unidades.

Resolucion

Para que el problema tenga solucion, la recta debe ser paralela al plano. Comprobe-
mos que €s asi:

d,= (2,55, 00x(1, 0,5 = (-25,-10,5) // 5, 2, -1)
n=(1,-3,-D 1P
5,2,-1)-(1,-3,-1D=0 = d.Ln = r/P

La recta es paralela al plano.

Obtenemos un punto de la recta dando un valor a x. Por ejemplo, para x =-2 —
- R(-2,-1,-1

Un plano cualquiera paralelo a  es de la forma: o: x—3y—z+k=0

La distancia de » a o esigual a la distancia de R a o y debe ser igual a 3:
|-2 - 3(-D — (-1 + R| _
\[12 + 33 + 12

2+k=43V11 — k=-2+3V11
Solucion: Hay dos planos que cumplen esta condicion:

Op:x—3y—-2z-2-3V11 =0 y 0,;x—-3y—-2z-2+3V1l =0

dist (R, o) = 3
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16 El plano 2x—y +3z—6 =0 corta a los ejes coordenados en los puntos P, Q y R.
a) Calcula el area del triangulo PQR.

b)Halla el volumen del tetraedro de vértices P, Q, R y el origen de coorde-
nadas.

Resolucion

Puntos de corte con los ejes: P(3, 0, 0), Q(0, -6, 0), R(0, 0, 2)
— —

2) PO = (=3,-6,0), PR =(=3,0,2)

o 1
Area POR = = |PO x PR| = 112, 6,-18)] = 3V14 u?

l\)l»—\

b) Para hallar el volumen del tetraedro, podemos utilizar dos métodos.

1.¢" MmETopo. Utilizando el producto mixto:

1, - = — 1 =3 -6 0
V=—|PQ, PR, PO]l=—]||-3 0 2|l=6u3
6 6 -3 0 0

2.° METODO. Teniendo en cuenta que el te-
traedro es la sexta parte de un ortoedro de <
dimensiones 3, 6 y 2:

1
e 2.6.9=(3
1% G 3-6:2=06u

17 Dadala esfera x?2+ y% + 22 —2x + 6y—39 = 0, halla:
a) Su centro.

b) La ecuacion del plano tangente en el punto P(1,-3, 7).

Resolucion
a) Centro: C(1,-3,0)
b) Radio: r=7
(1, -3, 7) ¢pertenece a la superficie esférica?
1+9+49-2-18-39 = 0. Si pertenece, pues cumple la ecuacién.
(También podriamos haber comprobado que dist (P, C) = 7).
El vector CP es perpendicular al plano tangente,
53(0, 0,7 //(0,0, 1), perpendicular a .
Ecuacion del plano tangente a la esfera en el punto P es:

TOx-—D+0y+3)+1(z—7D=0 - z=7

Bloque Il. Geometria 9




VECTORES EN EL ESPACIO

Pagina 133
REFLEXIONA Y RESUELVE

Relaciones trigonométricas en el triangulo

H Halla el area de este paralelogramo en funcion del angulo o:

5cm Area = 8 - 5 sen o = 40 sen 0. cm?
ol
8 cm

B Halla el drea de este tridangulo en funcion del angulo f3:

absen B

a Area tridngulo = 5

Diagonal de un ortoedro

B Halla la diagonal de un ortoedro cuyas dimensiones son c=3cm, b=4cm y
a=12 cm.

Diagonal = V3% + 42 + 122 = V169 = 13 cm
B Escribe la expresion general de la diagonal de un ortoedro de aristas a, b y c.

En general: Diagonal = Va? + b? + ¢?

Unidad 5. Vectores en el espacio 1




Volumen de un paralelepipedo

H Halla el volumen de este paralelepipedo en fun-
cionde o yde f3:

Area base = 40 sen o
Altura = 10 cos B

Volumen = 400 sen o cos p cm?

B ;Cual sera el volumen de un paralelepipedo de
aristas a, b, c, tal que las dos aristas de la base
formen entre si un angulo o, y las aristas latera-
les formen un angulo B con la perpendicular?

Volumen = a b ¢ sen o, cos

Pagina 135

1. La propiedad a-(b-v)=(a- b) -V relaciona el producto de niimeros por vec-
tores con el producto entre nimeros.

a) De los cuatro productos que aparecen, ¢cuiles son del primer tipo y cuales
del segundo?

b) Interpreta dicha propiedad para a=3, b=-2 y v un vector cualquiera re-
presentado sobre el papel.

a) Producto de ndmeros por vectores:
bV, (@a-b-v; a-(b-V)
Producto entre nimeros: a - b

bDa-(b-v)=3-(2v)

(a b v =—6v }3'(_2”:@

Unidad 5. Vectores en el espacio
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2. La propiedad distributiva (a + b) V=a-v+b-v relaciona la suma de nimeros
con la suma de vectores.

a) De las dos sumas que aparecen, ¢cual es de cada tipo?

b)Interpreta dicha propiedad para a=3, b=5 y v un vector cualquiera re-
presentado sobre el papel.
a) Suma de nimeros: a + b

— —
Suma de vectores: av + bv

b)(a+b) -V =8v

— — - - 84)= H"'SH
aV+bV=5V+SV} VTSV ey
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1. Si u(=3, 5, 1), v(7, 4,—2), halla las coordenadas:

a) 2u b) OV o) -u d2u+v u-v

) 5u—3v
D2u=2" (3,51 =(=6, 10, 2)

50 -V =(0,0,0

O -u=—=351=@3,-5 -1

d2u+V =2(=3,5, 1+ (7, 4, -2) =, 14, 0)
uU-v=(3,51-(7,4-2=(10,1,3)

) 50 -3V =5(=3, 5, 1) -3(7, 4, —2) = (=306, 13, 11)

2. Sean los vectores 2(1, -5, 2), ?(3, 4,-1), 7(6, 3,-5), v_>v(24, —26,—-6). Halla a,
b, ¢ para que se cumpla:

- - - >
ax+by+cz=w

a(l,-5,2) + b3, 4, -1) + c(6, 3, =5) = (24, =26, —6)

(a +3b + 6¢, -5a + 4b + 3¢, 2a — b — 5¢) = (24, =26, —6)

a+3b+6¢c= 24 1 3 6
—5a + 4b + 3¢ = =26 -5 4 3|=-92
2a— b-5c= -6 2 -1 5

Unidad 5. Vectores en el espacio




24 3 6 1 24 6
‘—26 4 3 -5 =26 3
g0 U SL_ssa oo, 12 6 ST 184,
—92 -92 92 —92
1 3 24
‘_5 4 26
co12 1 61 368 _,
—92 -92

Solucion: a=06, b=-2, ¢=4, es decir, 6X — 2? + 47 =w.
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1. Respecto de una base ortonormal, las coordenadas de tres vectores son
- - —
u(3’ _17 s)a V(4, 7a ll)a W(—Z, k, 3)~

a) Calcula u - v.

b)Halla k paraque v y w sean perpendiculares.
DU V=03,-1,5 47,1 =3 4+(=1)-7+5 11 =12-7 +55 = 60

b)Como V#0 y w#0, son perpendiculares si v-w=0 —

- - 2
> Ve w=4 (2D +7 k+11-3=-8+7k+33=7k+25=0 — /e=—75
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1. Dados los vectores 1_1>(5, -1, 2), 7(—1, 2,-2), calcula:

Du-v b)|u| vy |V A (W, v)

d) Proyeccion de u sobre v y proyeccion de v sobre u. (Segmento y
vector).

e) ¢Cuanto tiene que valer x para que el vector (7, 2, x) sea perpendicular a
=
u?

=5-2-4=-11
D) |u]=V25+1+4 =30 =548

IV|=V1i+4+4=v9=3

-

S
u-vo_ -1

[l vl V303

~-0,669 — (U, Vv)=132°1"26"

=
c)cos(u, v) =

Unidad 5. Vectores en el espacio
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N

<l

d) Segmento proyeccion de U sobre V = |H|
v

Significa que el vector proyeccion de U en la direccion de v tiene médulo 3,67
y sentido contrario al de V.

- -
u-v -11
Vector proyeccion de U sobre v = EE V= o (-1, 2,-2)
v
u-vo -1
Segmento proyeccion de v sobre U = ——=— = — =~ —2,008
‘ ul 30
- -
B > > v-u 5 —11 _
Vector proyeccion de v sobre u = lﬂ 2 u=3y 5,-1,2)
u

(5, —1,2)-(7,2,0=35-2+2x=33+2x=0 — x=%

2. Obtén tres vectores perpendiculares a v que no sean paralelos entre si:
-
v(3,2,7)
Un vector, u (x, ¥, 2), es perpendicular a V(3,2,7) si U-v=3x+ 2y +7z2=0

Por ejemplo: (0, =7, 2); (=7, 0, 3); (=2, 3, 0)

3. Halla un vector que sea perpendicular a los dos vectores dados:
uG,-1,2)  v(-1,2,-2)

Quer_e)mos hallar las coordenadas de un vector v_v>(x, ¥, 2) que sea perpendicular a u
ya v

wlu = 5,-1,2)-(x, 9, 2)=5x—-y+22=0

wilv= -1,2,-2)-(x,y,2)=—x+2y—-22=0
Este sistema tiene infinitas soluciones proporcionales. Una de ellas es x = -2, y =8,
z=9.

Es decir, el vector buscado puede ser (=2, 8, 9) o cualquier otro paralelo a €l.
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1. Halla el producto vectorial de u 3,7,-6) vy 7(4, 1, -2).
- >
ux v

X v=(37 -6)x(4,1,-2) = (-8, -18, —25)

2. Halla un vector perpendicular a u (3,7,-6) ya 7(4, 1, -2).

UX V= (3,7, -6) x(4, 1, =2) = (=8, =18, =25) o0 cualquier vector proporcional a él.

Unidad 5. Vectores en el espacio




3. Halla el area del triangulo determinado por los vectores:

ﬁ)(s, 7, _6) Y ;)(47 1, _2)

Area del paralelogramo determinado por u y V-

[Ux V| =3, 7,-6) x4, 1, -2)| = |(=8, —18, —25)| = V82 + 182 + 252 = V1013

Area del tridngulo = ~ 1591 u?
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1. I_l)alla el volumen del paralelepipedo definido por 3(3, -5, 1), 7(7, 4,2) y
w (0, 6, 1).

- > -
V7

[u, v, w] = =53 — Volumen =53 u?

S 1w
[N
_ N

2. Halla el valor de x para que los vectores 3(3, -5, 1), 3(7, 4,2) y 7(1, 14, x)
sean coplanarios (es decir, que el volumen del paralelepipedo determinado
por ellos sea cero).

3 51
7 4 2|=47x=0 — x=0
1 14 x

Unidad 5. Vectores en el espacio
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Dependencia lineal

1 | Dados los vectores u(3, 3, 2), v(5,-2, 1), w(1, -1, 0):

a) Halla los vectores u—2v+ 37v, 22U+ V—4w.

b)Calcula a y b tales que u=av+bw.

DU-2V+3W=(3,32-205-2D+31,-1,0 = (-4, 4, 0
20+ V- 4W = -2(3,3,2) + (5, -2, D - 4(1, -1, 0) = (=5, =4, -3)

b)(3,3,2)=a6G,-2,D+bd,-1,0) =Ga+ b, -2a—-b, a)
3= 5Sa+b | b=-7
3="2a-b  b=-7 ¢ Solucion: a =2, b=-7, es decir: U=2v—7w.

2= a a= 2

2 |Comprueba que no es posible expresar el vector §(3, -1, 0) como combi-
nacii‘))n linealde u(l, 2,-1) y v(2,-3,5). ¢Son linealmente independien-
tes X, uy v?

X=au+bv — G, -1,0 =a(, 2, -1+ b2, -3,5)
3= a+2b 1 2 3
—1=2a-3b; A'=|2 -3 —1)
0=-a+5b -1.5 0

Como |A’| =28 #0, el sistema es incompatible.
. - TR > >
Luego no es posible expresar x como combinacion lineal de u y v.

Como ran (A') = 3, los tres vectores son linealmente independientes.

3 | Comprueba que cualquiera de los vectores 5}(1, 2, 3), 3(2, 1, 3), E)(l, 0,1)
puede expresarse como C.L. de los otros dos.

T=ab+C - (1,2,3) =x(2, 1,3 +y(1, 0, 1)

1=2x+y| y=-3

N
2= x x= 2 ¢ Portanto: a=2b-3C
3=3x+y]| y=-3

-

- 3 =5 -
a+ = Cc= 8

<
2

. - w_ 1 -1 -
De aqui, también obtenemos que: b = > 3 a+

2
3
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Determina m y n para que los siguientes conjuntos de vectores sean
linealmente dependientes:

a) ﬁ}(m’ _39 2)’ ‘?(29 37 m)7 @(49 6’ _4)
b) 3(3’ 2, 5), 7(29 4a 7), V_&(ly _1a n)
m -3 2

|2 3 m|==6m?-24m—-24=-6(m*+4m+4)=-6(m+22=0 - m=-2
4 6 —4

Si m = -2, los vectores son linealmente dependientes.

3 2 5
D2 4 7|=81+5=0 — n==—
1 -1 n 8

Si n= _??, los vectores son linealmente dependientes.

¢Cuales de los siguientes conjuntos de vectores son una base?:
A=1{1,2,1), (1,0, 1), (2,2, 2)}

B={1,1,1), (1,0,1), (1,1, 0), (0,0,1)}

Cc={-3,2,1, (1,2,-1), (1,0, 1)}

A=1{1,2,D, (1,0, D, (2, 2, 2)}

Como (2,2,2)=(1,2, D+(1,0, 1, los vectores son linealmente dependientes.
Por tanto, no son una base.

B=1{1,1,D, (1,0, D, (1,1, 0), (0,0, D}
Al ser cuatro vectores en IR3, son dependientes, luego no son una base.

Cc={3,2,1, 1,2 -1, (1,0, D}

-3 2 1
1 2 -1|=-12#0 — Los vectores son linealmente independientes.
1 0 1

Un conjunto de tres vectores de IR3 linealmente independientes es una base de

IR3.
¢Para qué valores de a el conjunto de vectores S =1{(1,1, 1), (a, 1, 1),
(1, a, 0)} es una base?

Como son tres vectores de IR3, formardn base cuando sean linealmente indepen-
dientes:

1 1 1 4=0
a 1 1=a2—a=a(a—1)=0<ﬂ=1
1 a O

Por tanto, § es una base cuando a#0 y a# 1.

Unidad 5. Vectores en el espacio
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Producto escalar

7 |En una base ortonormal tenemos ;(1, 2,2) y b (-4, 5, -3). Calcula:

a)?l)-f)>

5
b)|a| y |b|

@@ b)

d) El vector proyeccion de l—)> sobre a.

D2-b=(1,22-(45 -3 =-4+10-6=0

b |al=V1Z+22+22=+9 =3

bl = VCHZ+ 57+ (3)2 = V50 = 5V2 = 7,07
—
o Como 7B =0 - (5 =90°

_ g — d
d) Vector proyecccion de b sobre a = = 0 (vector cero)

8 | Dados los vectores a= i+ mT+ K y b

tores 27+ 47+ mXK halla m para que
los vectores a y b sean:

a) Paralelos.

b) Ortogonales.

2, m, 1; b2, 4, m)

- 2
ba-b=0A,m 12,4 m)==22+4m+m=5m-2=0 — m=§

9 |Halla el vector proyeccion del vector 1_1>(3, 1, 2) sobre el vector 7(1, -1, 2).

. e d
Vector proyeccion de u sobre v:

3,1,2-,-1,2 3-1+4 6
|(1 _1 2)|2 (1; _1, 2) = m(17 _17 2) = _(17 _1; 2) = (17 _1; 2)

6

. . d
La proyeccién es el propio vector V.

Razonadamente:

Longitud de la proyeccion:

=S 1,2)-(1,-1, 2
Dleos (53 =TT G, 1L,2-0,-1,2
V32412422 N 12+ 12 + 22
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El vector proyeccion se obtiene multiplicando su longitud por un vector unitario
N . S v
que tenga la misma direccion y sentido que v: ﬁ
v
Vector proyeccion de U sobre V:
1,-1,2 V6
Vo —Lbd ¥ a1

Vize12+22 G

¢Son 5)(1, 2,3) vy l_)>(2, —2,1) ortogonales? Si no lo son, halla el angulo que
forman.

a- B =(1,2,3-2,-2,1)=2-4+3=1#0 — no son ortogonales.

Si llamamos o al angulo que forman, entonces:
- o

o a*b 1
cos oL = —= =
HIERYRD)

= 0,089 — o =84° 53" 20"

Calcula m para que el vector Z(l, 3, m) sea ortogonal al vector g(l, -2, 3).

Z1b — 2-b=0,3m-(1,-2,3=1-6+3m=3m-5=0 — m=%

Comprueba que el vector u(l/ 2,1/2,0) no es un1tar10 y da las coordena-
das de un vector unitario de la misma direccion que u.

1% [1)? fl
|3|=\/(7) +(7) +0% = ?=%¢1 5 U no es unitario.
2

Un vector unitario de la misma direccion que u  seria:

iz(ﬁ@ 2 V2

X2 Y2 0] También podiia ¢ (-—
|ﬁ| 2, 2,) ambien podria ser >

Producto vectorial

Dados u 27— ] +K y v=—i+ 3] + 2k comprueba que los vectores uxv
y VX U son opuestos, y halla su médulo.

U2, -1, 1): v(-1,3,2)

UXV=(5-55); vXu=(575-5=-UXV
|0 x v|=V(5)2+(5)2+52 =3-25 =5V3 =866

Halla el area del paralelogramo que forman los vectores a(7,-1, 2) y

b a, 4,-2).

Area = |ax B| = |(=6, 16, 29)| = V(=62 + 162 + 207 = V1133 = 33,66 u>
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Halla un vector perpendicular a 3(2, 3,1) ya v (-1, 3, 0) y que sea unitario.

UX V= (-3,-1,9

[Ux V] =32+ D2+ 9 = Vo1

3 19
Vo1 Vo1’ Vo1

Luego el vector que buscamos es:

Halla un vector ortogonal a o 1,-1,0) y v (2, 0,1) cuyo médulo sea \V24.
— — - >
Un vector ortogonal a u ya v es uxv.

DT = ‘—1 oHo 1 _ (1.1, 2)

u X
0O 11 2

1 -1
120

Un vector unitario perpendiculara u ya v es:

1
—(-1,-1,2)

6

— (1,41,2)=
|(_la_1a 2)' ( ' ' )

Para que el modulo sea V24 :

ﬂ(—1, 11,2) = 2(-1, -1, 2) = (-2, -2, 9

6

El vector (=2, -2, 4) es perpendicular a u ya v, y su moédulo es V24 .

También cumple estas condiciones su opuesto: (2, 2, —4).

Producto mixto

Halla el producto mixto de los tres vectores que aparecen en cada caso:
2 ud,-3,2), v(1,0,-1), w(2,3,0)

D) UG, 2, 1), v(1,-2,0), w(—4,1,1)

dud,2,-1), v(3,0,2), w(-1,4,—4)

Calcula, en cada apartado, el volumen del paralelepipedo determinado por
los tres vectores.

- - o 1 -3 2
Ay, v,wl=|1 0 -1|=15
2 3 0

El paralelepipedo tiene un volumen de 15 u?.

RN
bl v,wl=|1 =2 0|=-15
-4 1 1

El paralelepipedo tiene un volumen de 15 u3.

Unidad 5. Vectores en el espacio 11




12

s18

19

s20

1 2 -1
oM vw=[3 0 2|=0
1 4 —4

Los tres vectores no forman un paralelepipedo (los vectores son coplanarios).

Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por u(1, 2, 3),
= e B
Vv(-2,1,0) y w=uXx V.

Justifica por qué el resultado es |u x V|2.

e w= ux 7=(1, 2,3) x (=2,1,0) =(=3,-6, 5
1 2 3
[, v,wl=|-2 1 0/=70 — Volumen =70 u’
-3 -6 5
'Iﬁ)x7l=\l9+36+25=\/7_0
[0, v, wl=(Wx V) w=@Ux V) @xv)=|ux V]

Calcula el volumen del tetraedro determinado por los vectores siguientes:

23,-1, 1), b(1,7,2), c(2, 1, -4

3 -1 1
- 1
b cl=|1 7 2|=-111 - Volumen =+ 111 = 18,503
2 1 —4

galcula el valor de m para que los vectores 1—1)(2, -3, 1), 7(1, m,3) y
w (-4, 5,—1) sean coplanarios.

2 3 1
Mv.wl=|1 m 3|=2m+8=0 — m=-4
-4 5 -1
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s21

PARA RESOLVER

Prueba que los vectores (1, a, b), (0, 1, ¢), (0, 0, 1) son linealmente inde-
pendientes cualesquiera que sean a, b y c.

1 a b
0 1 c¢|=1#£0 paracualquier valorde a, b, c.
0 0 1

Por tanto, son linealmente independientes.
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UNIDAD ﬁ

Dados los vectores 5)(1, 2,-1) y g(l, 3,0), comprueba que el vector axb
es perpendicular a a+ l_; ya a— t_;

2(1, 2, -1)

N

b, 3, 0)

2+b =025 -1
2-b=00,-1,-1
- =

axb=0@G3,-11

@+b)-@xb)=(2.5-1)-(3, -1, 1)=0. Portanto, 2 +b Laxb
- - T
(@-b)-(@xb)=(@,-1,-1)-(@3,-1,1)=0. Portanto, a—b La xb

Hasta aqui, la comprobacion rutinaria, numérica. Mas interesante es la siguiente
reflexion:

- o - o
Los vectores a +b y a —b son las dia-
gonales del paralelogramo determinado
por a y b. Por tanto, estan en el plano
definido por a y b. Y el vector axb
es perpendicular a dicho plano.

- - - -
Asi, a+b y a—-b son perpendicularesa a Xb.
a) Comprueba que el paralelogramo determinado por los vectores u u3,-2,1)
y Vv (4 3,—6) es un rectangulo.
b) Halla su area multiplicando la base € por la altura y comprueba que obtie-

nes el mismo resultado si hallas |[ux v |.

DU-V=03,-21 43 -6)=12-6-6=0. Luego v y v son perpendicula-
res, y el paralelogramo es un rectingulo.

b) Base = |u] = V14 ;
Area = V854 = 29,22 u?
Altura = |v] = V61

Por otra parte:

|Ux V] =0,22 17| = V854 = 29,22 u?

Dado el vector v (=2, 2, —4), halla las coordenadas de los siguientes vecto-
res:

a) Unitario y perpendicular a v. b) Paralelos a v y de médulo 6.

DU (x, ¥, 2) ha de cumplir —2x + 2y — 4z =0 vy ser unitario.

ww)

Por ejemplo, (_ —,0

b (6, V6, 2N6) y (N6, 6, 26)
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Halla un vector ortogonal a 1_1)(2, 3,-1) ya v (1, 4, 2) cuya tercera compo-
nente sea 1.

uxv=(10,-5,5 // (2, -1, 1

El vector que buscamos es (2, -1, 1).

Dados los vectores 31 2,0,0), ﬁ; 0, 1, -3), 1_1; = al_fl + bl_fz, ¢qué relacion

deben cumplir a y b para que ﬁ)s sea ortogonal al vector ?(1, 1, 1)?

U, = a2, 0,0 + b, 1, -3) = (2a, b, ~3b)

Para que 33 sea perpendicular a Vv ha de ser:

G; V= Qa, b, -3b) - (1,1, 1) =2a + b—-3b=2a-2b=0, esdecir, a=b.
Calcula las coordenadas de un vector u que sea ortogonal a v 1,2,3) vy
- - 5 >

w(1,-1,1) ytal que [u, v, w] = 19.

VX w=(52-3)

Un vector ortogonal a v ya w es de la forma (5k, 2k, —3k).

RN Sk 2k -3k 5 2 3 1
[u,v,wl=|1 2 3 |=Fk|1l 2 3|=k-38=19 —> k==
1 -1 1 1 -1 1 2

Por tanto: G)(i, 1, ﬁ)
2 2

a) Obtén A para que los siguientes vectores sean linealmente dependientes:
l*—;1 = (39 2’ 5)7 ﬁ)Z = (29 47 7)9 33 = (1’ _3, 7\')

b) Para A = 3, expresa el vector v= (7, 11, 14) como combinacion lineal

d—> - -
e u, u, y us

3 2 5 ,
D2 4 7|=sn+27=0 — r==2L
1 3 A 8

b)Para A =3, tenemos que: u,(3,2,5); U,(2, 4, 7); 33(1, -3,3)

-

— . . . — —
Expresamos v como combinacion lineal de u;, u,, us:

(7,11, 14 = a(3,2,5) + b(2,4,7) + ¢, -3, 3)
3a+2b+ ¢c= 7

2a + 4b— 3¢ =11
S5a+ 7b+ 3c =14

NN W
~oA
|
(ON]

Il
N
u
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7 2 1 3 7 1
1 4 -3 2 11 3
a7 sl s, 05 sl s
51 51 51 51
3 2 7
2 4 11
A E AU
51 51

- - o >
Por tanto: v = 2u, +tu,—Uy

529 |a) Determina los valores de a para los que resultan linealmente depen-
dientes los vectores (-2, a, a), (a,-2,a) y (a, a,-2).

b) Obtén en esos casos una relacion de dependencia entre los vectores.

-2 a a
a= 1
_ — 2P+ 6a? — 8 = 2a - 2 2
a)Z az dz 2%+ 6a*—8=2a-D(a+2*=0<___ ,

Para a=1 y para a=-2, los tres vectores dados son linealmente dependientes.

b)Para a =1, queda: (-2, 1, 1D, (1,-2, 1, (1, 1, -2), y tenemos que:
-1-(=2,1,D-1-(1,-2,D=01,1,-2)
Para a = -2, queda: (-2, -2,-2), (-2,-2,-2), (-2,-2,-2), y tenemos que:
1(22,22,-2) + 0 - (=2, =2, =2) = (=2, =2, -2)

s30 | Dados los vectores ﬁ)(l, -1, 2) 3(3, 1,-1), halla el c01_1>junt_()) de vectores
que, siendo perpendiculares a u, sean coplanarios con u y v.

N
Sea w(x, y, 2 un vector tal que:

1.°) Es perpendicular a G), es decir:

,y,2 +1,-1,2)=x-y+2z=0

. - o .
2.°) Es coplanario con u y v, es decir:

I L
[u,v,wl=13 1 -l|=-x+7p+4z=0
x y =z

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:

6z=-60y — z=-p

—x+7y+4z=0 X=y-2z=y+2y=3y

x— y+2z=0 x+2z=y
X+ 4z =Ty

} Sumando:

Soluciones: (3h, A, =A) A #0

Unidad 5. Vectores en el espacio
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s31

Dados los vectores ﬁ(a, 1+ a,2a), v (a,1,a) v ‘T)V(l, a, 1), se pide:

a) Halla los valores de a para los que los vectores 3, v Yy w son linealmen-
te dependientes.

b) Estudia si el vector ?(3, 3, 0) depende linealmente de ﬁ, v y w parael
caso a = 2.

c) Justifica razonadamente si para a =0 se cumple la igualdad u- (7 X 7V) =0.

b)Para a =2, los vectores u,v y w son linealmente independientes. Como son
tres vectores de IR3 linealmente independientes, forman una base de IR3.

Asi, cualquier otro vector, y, en particular ?(3, 3, 0), depende linealmente de
ellos.

Obtenemos la combinacion lineal:
Para a =2, tenemos que: L_1>(2, 3, 4), \7(2, 1, 2), x?v(l, 2, 1)

(3,3,0=x(2,3,49 +y(2,1,2) + 2(1,2, 1

2x+ 20+ z=3 2 2 1
3x+ py+2z=3 31 2/=6
dx+20+ z=0 421
3 2 1
3 1 2
_102z2 11 _-9_-3
* 6 6 2°
2 3 1
3 3 2
14 0 11 9 3
i
2 2 3
3 1 3
14 2 0 18 _
Z—T 5 3
Por tanto:
E)=_—33+27+3x7v
2 2
Ou-(Vx v_v>)=[ﬁ>,7,v—v>]=0 para a = 0. Esta probado en el apartado a).

Unidad 5. Vectores en el espacio



UNIDAD ﬁ

s32 |a) Halla el nimero de vectores linealmente independientes que hay en el
conjunto S ={(1, 1, 1), (0, 2, 1), (2, 0, -3), (-1, 1, 2)}.

b) Un vector no nulo tiene sus tres componentes iguales. ;Puede escribirse
como combinacion lineal de los dos primeros vectores de S?

c) Determina un vector que, teniendo sus dos primeras componentes igua-

les a 1, se pueda poner como combinacion lineal de los vectores segundo
y tercero de S.

a) Tenemos que hallar el rango de la matriz:

R

M=\ Como [0 2 1|==8%0, ran (M) = 3.
2 0 3 2 0 -3
-1 1 2

Por tanto, hay tres vectores linealmente independientes en .

P . N
b) Si. Si tiene sus tres componentes iguales y es no nulo, es de la forma: u = (&, k, &)

con k# 0. Entonces, podemos obtenerlo a partir de los dos primeros vectores
de § como sigue:

U=k -(1,1,D+0-(0,2,1
¢) Sea 7(1, 1, x) el vector que buscamos. Para que se pueda poner como combi-
nacion lineal de los vectores segundo y tercero de S, tenemos que:

(1, 1,20 =a0,2, 1)+ b2, 0,-3)

2b=1 Debe tener solucion: b = —;, a=—;
2a =1 . 3 5
a—3b=x ?—7=x—>x=_7=—1 — x=-1

Por tanto, el vector es 7(1, 1, -1).

s33 |Halla un vector u (Le la misma direccion que v(,-2,3) y tal que deter-
mine con el vector w (-2, 4, —1) un paralelogramo de drea 25 u?.

Si U es de la misma direccién que \7(1, -2, 3), serd de la forma H(x, —2x, 3x),
con x # 0.

Para que forme con W (=2, 4, —1) un paralelogramo de drea 25 u?, ha de ser:

| U xw| = |(=10x, —5x, 0)] = V100x2 + 2542 = |x|V125 = 25;

es decir: 125x2=625 — x2=5 — x=#V5

Por tanto, hay dos soluciones: (5, -2v5, 3V5) y V5, 275, =3V5)

Unidad 5. Vectores en el espacio
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s34

s35

s36

Halla un vector v coplanario con 5}(2, -1,y f; (1, 0, 3) y ortogonal a <
(2, 3, 0).

Sea 7(96, y, 2) tal que:

. - g .
1.°) es coplanario con a y b, es decir:

X y =z
2 -1 1|==3x-5p+2z=0
1 0 3

2.°) es ortogonal a a es decir: (x, 9, 2) - (2,3,00=2x+3y=0

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:

- _sy_2,-1
—3x—5y+z:O} Bx+z= 5y FEYHIX= -Gy Y
2x+ 3 =0 2 =3 3
V Y x=-2y

Soluciones: (<3A , 20 , L) (A #0)

Todos los vectores de esta forma cumplen las condiciones. Por ejemplo, para
A =1, tenemos el vector (=3, 2, 1).

—

2 - 2 g
Sean a y b talesque |a|=4 y |b|=2, con (a, b) = 60°.

Calcula |;+f)>| y |Z—f;|

[A+bP=@+b) - @+b)=a-a+b-b+2a-b =
P
— |22+ |bP+2-12] |b| cos(a, B) =

16+4+2 4-2 cos60°=16+4+8=28 — |a+b|=+28 =2V7

Por otra parte:

-

+b-b-2a-b -

[A-BP=G@-B)-@-F=a-a

N
— |22+ |bP=2]2] |b|- cos(a B) =

16+4-8=12 — |a—b| =12 =2V3

De dos vectores U y v sabemos que son ortogonales y que |u|=6 y |v|=10.

Halla [u+v|y [u-v]|.

Siu y v son ortogonales, entonces U-vV=0. Asi:
U+ V2 =W+V) - (U+V)=U-U+V -V +2U-V =

U]+ V]2 +0=36+100=136 — |u+v]=1"136 = 11,66
P=@-V)-@-V)=u-u+v-v -2u-V =136 —

- |u=V] =136 = 11,66

- -
|u—-v

Unidad 5. Vectores en el espacio



s37

Unidad 5. Vectores en el espacio

UNIDAD ﬁ

Observac10n Sl ul V entonces forman los lados de un rectangulo con base y
altura | U] v |V]. En este caso, U+V y U—Vv son sus diagonales, que tienen
el mismo médulo (por tratarse de un rectingulo). Ademds, para hallar la longitud
de la diagonal, podemos aplicar en este caso el teorema de Pitagoras:

6 x2=102+62 - x?2=136 — x=1V136 = 11,66

10

Calcula el angulo que forman a y b sabiendo que |a| =3, |b|
|3+ b=

- —
Puesto que |a + b |2 = (a+ b) @+b ), empecemos desarrollando esta expresion:

|2+ b|2=(@+Db)-(@+b)=a-a+a-b+b-a+b-b =
— |22+ b2+ 2GE - D)

. S Do - - o y
Sustituimos |2 + b|, |a| y |b| por sus valores, y a+b por su expresion,

RN

=
b =|2] |b| cos (@, b):

72=32+5242-3-5¢c0s (4, b)

=S 1 >
cos (a, b) =5 — (a, b) = 60°

Veamos otra forma de resolverlo, basada en la resolucion de tridngulos aprendida
en 1.° de Bachillerato:

Aplicamos el teorema del coseno a este tridngulo:

b 72-32+52_2-3-5c050 —
7 723 -
5 - = =_— = 120°
cos o 235 5 — o

3 a
Observamos que el angulo buscado es el suplementario de o

N
a

Tl
Tl

—~
(4, b) = 180° — o. = 180° — 120° = 60°

19
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De los vectores, u y v sabemos que cumplen u+v= 5,; 21_1); 3v= R siendo
a(2 -1,0) vy b(l 3,—1). Halla el angulo formado por u y v.
U+ V= Z} 30+ 3v =32 20+ 2v=2a
-
20-2V=b] 20-3V- b 20+ 3v=-h
s =33+ b 5v=2a-b

El angulo formado por u y Vv coincide con el angulo formado por U= su y

- -
V' = 5v

u=(7,0,-D; v=(3, -5 1
u - vi=20

Es 20
cos (U, v) = = = 0,4781

[l vl V5035

S5 S g
(u, v) = (', v") = 61° 26' 21"

e - .
Los vectores u, v y w cumplen las siguientes condiciones:
— - = e e
[ul=5, [v|=4, |[W|=7, u+v+w=0
e e e T
Calcula u-v+u-w+v-w.

@ Desarrolla el siguiente producto escalar:
(u+v+w)-(u+v+w)
Desarrollando el producto escalar indicado:
W+ VW) = W VW) = U2+ [V2 + W2+ 200 ) + 200 W) + 267+ W)

- 5 o - o5 o - =
Por otra parte: (u+v+w)-(U+v+w)=0-0=0

Ast: 52+ 42472420 VHU-W+VewW) =0

- 90
'W——T——45

e
usv+tu-w+v

Pagina 151
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CUESTIONES TEORICAS

. - = - =
Si u-v=u-w, ;podemos asegurar que v =w?

No. Por ejemplo, si 3(3, -2, 0), 7(5, 1,0 vy v_v)(7, 4, 0), tenemos que:

N
- =u-w

Uev=15-2=13] » > -
N u-v=
u-w=21-8=13

. - -
Sin embargo, v #w.

Unidad 5. Vectores en el espacio
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UNIDAD ﬁ

- - >
a a C

N
Lby

41 |Prueba, utilizando el producto escalar, que si 1 ¢ entonces
— g -
al (mb+mnc).
- bd -
alb — a-b=0
- > - -
alc — a-c=0
— - -
Para demostrar que a L (mb + nc), tenemos que probar que su producto
escalar es cero:
N - — - - -
a-(mb+nc)=ma-b+na-c=m-0+n-0=0
— - -
Por tanto, a 1L (mb + nc).
P T g .
42 Demuestraquesi a y b son dos vectores no nulos que tienen el mismo
_ - -
modulo, entonces a+ b y a—b son ortogonales.
N —
Supongamos que |4 |=|b|#0, entonces:
- - e e e e A 4 — - N —
@+b)-@-b)=ara+a-b-a-b-b-b=|af-[bf=0 (pues |a|=|b]
. . > P o P .
Observacion: Si recordamos que a+ b y a-b son las diagonales del parale-
. - .
logramo determinado por a y b, hemos probado que las diagonales de un
rombo son perpendiculares.
- - - - — -
43 |a) ;Puede haber dos vectores u y v talesque u-v=3, |u|l=1, |v|=2?
. . - = =21 - . ~
b) Si dos vectores verifican |u-v|=|u||v]|, ¢qué puedes decir del angulo que
forman?
e T =) i =
Du-v=|ul|v]cos(u,v)=1 2 cos(u,v)=2cos(u,v)=-3 —
5 3
— cos (u,v) = =1 > 1 Imposible.
Luego no existen dos vectores que cumplan estas condiciones.
S - - == +|H||7|C05(§7\7)
bsi [UllVi=lu-vl - [dllVi=< . o
—|ul|v]cos (u, v)
N AN AN
S0 120> 5 50 5
[ullv]=]ullv]cos (U, v) — cos(u,v)=1 = (u, v)=0°
AN AN AN
> > > 5 5 5
[ul|v]=—u]|v]cos (u, v) — cos(u,v)=-1 = (u, v) =180°
- > . . -
Por tanto, u y Vv tienen la misma direccion.
. 2 . > P s o
44 |justifica por qué el producto mixto de los vectores a, b y a+b esiguala
. >
0 cualesquiera que sean a y b.
- D 5 2 . .
Los vectores a, b y a+ b son coplanarios; luego el volumen del paralelepipedo
determinado por ellos (que coincide con su producto mixto en valor absoluto) es
cero.
Unidad 5. Vectores en el espacio 21
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Dados los vectores ;(1, -2, 3), l_))(s, 1, 1), ?(—2, 0, 1), comprueba que:
a)Zx (§+ E))=Z>< l_)>+5>>< c
b) (a x B)) X C#a X (I_;x <)
Dax B+ =(1,-23)x1,1,2)=(7,1,3)
AX b+ aXC=(=5,8 7+ (2, -7, -4 = (-7, 1, 3)
b) @x D) x <= (5,8 7)x(=2,0, 1) = (8,-9, 16)
- o
ax(bxc)=00,-23x0,-5 2 =~101,1,-3)
Si ax b=ax ?, ées b = ¢ necesariamente? Pon ejemplos.
. . . - - -,
No. Por ejemplo, si consideramos a(1, 2, 3), b(2, 4, 6) y c(3, 6, 9), entonces:
;X B) = 8 } N

- - o
— ax b=axc pero b#c
axc=0

- P - . . . .
Sean a, b, c tres vectores linealmente independientes. Indica razonada-
mente cual o cuales de los siguientes productos mixtos valen 0:

- - — - >
[a+¢C, a—¢, a+b+cCl, [a+c, b, a+bl, [a—¢, c—b, b—a]
- —
Puesto que a, b, y ¢ son L.I., los tomamos como base. Por tanto:
-
2+ C=(1,0, 1) a-C=(1,0, -1 2+b+<J=,1, 1D
R 1 0 1
@+ a-¢C a+b+cl=[1 0 -1|=1#0. SonLlL
1 1 1
Analogamente:
. . 1 0 1
- -
[@+c¢, b, a+b]l=0 1 0|=-1#0. Son L.L
1 1 0
e W 1 0 -1
- 5 o -
[A—c¢, ¢c=b, b=al]=|0 -1 1 |=0. SonL.D.
-1 1
Interpretacion geométrica de este ultimo resultado: R

b-a

e e i s
Los vectores a—c¢, ¢c—b, b—a son

los lados del tridngulo cuyos vértices
- -
son los extremos de a, b y ¢ cuan-
do los sﬁuamoa con origen comun Por
- -
tanto, d—(, c-b y b-2 son co-

planarios.

o]

Unidad 5. Vectores en el espacio
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UNIDAD | 5

PARA PROFUNDIZAR

“Las tres alturas de un triangulo se cortan en un punto”.

c

1y

A B

Para demostarlo, llamamos H al punto en que se cortan dos alturas, AH
Y BHj Dalos pasos que se indican a continuacion:

— — —
HA-(HC-HB)=0

a) Justifica que | - N N
HB-(HC—-HA) =0

b) De las igualdades anteriores se llega a:
— — —
HC-(HB—-HA)=0

N
y de aqui se concluye que HC 1 AB vy, por tanto, que las tres alturas se
cortan en H. (Justifica las afirmaciones anteriores).

- - -
a) HC — HB = BC; y, como AH, es la altura correspondiente al lado BC, entonces:

— - — - — — - - —
BCJ_AHA — BClHA — HA-BC=0 — HA-(HC-HB)=0

— -

> — — —
Andlogamente, como HC - HA = AC, tenemos que: HB « (HC— HA) =0

- — — - — — — — - — - (1D
b)HC - (HB - HA) = HC - HB— HC + HA = HB - HC — HA - HC =

— — - (2

— — - —
=HB-HC—-HA-HB=HB-(HC- HA) =0

— - —

- - — — -
()HA+-HC-HA-HB =0 — HA-HC=HA-HB

- — -
(2) HB - (HC— HA) = 0

— — — — - - — -
Por tanto, si HC + (HB - HA) =0, como HB - HA = AB, entonces HC 1 AB;
luego H también pertenece a la altura correspondiente al vértice C. Asi, las
tres alturas se cortan en el mismo punto, H.

Unidad 5. Vectores en el espacio
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AUTOEVALUACION

1. a) Halla el valor de m para el cual 3(1, 2, -1), 7(0, 1,2) y ;)v(—l, m, 3) son
linealmente dependientes.

- o - . - = —>
b) Obtén, en este caso, una relacion de dependencia entre u, vy w.

- -
a) Para que u, Vv

nor que 3. Ast:

1 2 -1
M=10 1 2
-1 m 3

|M|=-2-2m=0 —- m=-1

- .
y w sean L.D., el rango de la matriz que forman ha de ser me-

. i -
Si m=-1, los vectores u, v y w son L.D.

b)Sea U =ov+Pw — (1,2, -1) = o0, 1, 2) + B(=1, -1, 3) —

1= -B B-1
- 2= oa-B o1
-1 =20 + 3B

e
Asi, u=v-—-w.

N~
2. 43, -2, \3), v(4, -2, —4). Halla |ul, |v], (u, V) y el vector proyeccion de
sobre V.

el

e W] =V3T+ 22+ (32 = Vo +4+3 =16 =4

o« V=2 + 2%+ 4% =16 +4 + 16 =36 = 6

- o

S UV 34+4() (D + (3
e cos(U, V) =—5——5= =
[ul-|v] 4-6
12+4-4V3 16-4V3 4-43
= = = = 0,3780
24 24 6

g
(u, v) = arc cos (0,3780) = 67° 47' 26"

L - -
e Vector proyeccion de u sobre v:

u 'lZV o= 16 ‘1646 (4, =2, —4) = (1 B

g) (4a _Za _4)

—
|u

Unidad 5. Vectores en el espacio



3. Dados los vectores 3(3, -4,0) y 7(m, 0, 7):
a)Halla m para que los vectores u Yy Vv sean perpendiculares.
b)Halla un vector w perpendiculara u ya v.
¢) Obtén tres vectores umtarlos u v 5 7V', que tengan, respectivamente, la mis-
ma direccion que u v Yy w.

d) ;Forman u', v y W' una base ortonormal?

2) Como |u|#0 y [V]£0, ULV & u-v=0
Usv=3m+(4 0+0:-7=3m=0 — m=0
Asi, V0,0, 7).

Vv es perpendicular a u ya v.

b) W = ux
-
W

(3, -4, 0) x (0, 0, 7) = (=28, —21, 0)
O U =V32+ (42 +0% = V25 =5

V-

|W] = 742 + (32 +02 =725 =7 -5 =35

Sean:
- 1 (3 -4 -
'=— v_470 '_7_70//

WSO 40 "5 N
1

Vi==00,0,7 V0,0, D) //V

W = i( 28, -21, 0) 7\/'(—i 2 0|/ w
35 5757

3‘, 7’, W' tienen médulo 1.

d (3‘, \_7)', W) no son coplanarios al ser perpendiculares entre si. Por tanto, forman
una base.

. P P o - = 2,
Por ser perpendiculares entre si y, ademas, unitarios, la base (u', v, w') es
ortonormal.

4., Halla el area del triangulo determinado por los vectores 1_)1(5, -1,3) vy 7(4, 0, 7).

Area = %Bx V] = %l(—z 23, 4)| = % N(7)2 +(=23)2 + 42 = % V594 = 12,2 u?

5. Halla el volumen del tetraedro determinado por los vectores:
6)(59 _1, S)a ‘_7)(4’ 0, 7)a ;)V(_Z, 6a 3)
5 -1 3

1 1 6
Volumen = — - valor absoluto de || 4 0 7|| =—=|-112] = 20 18,7 ud
6 6 3
-2 6 3
Unidad 5. Vectores en el espacio 25




6. Halla un vector de médulo 10 que sea perpendicular a (3, -1, 0) y forme un an-
gulo de 60° con (0, 0, 1).

Llamamos (x, y, 2) al vector buscado:
e Sumoédulo es 10 — Vx?2+yp?2+2%2 =10 —» x?2+p2+2z2=100
e Es perpendiculara (3,-1,0) — 3x—-y=0
e Forma un dngulo de 60° con (0, 0, 1) —
0,0, D~ (x, p, 2 z 1
- =cos60° > ——=— > 2z=10 > z=5
€0, 0, DI - [¢x, 3, 2) 1-10 2
Asti:

x2+p?+22=100| x%?+p?+22=100
3x —y = 0 y= 3x
z= 5 z= 5

Sustituyendo la 3.# y 2.% ecuacion en la 1.%:

X2+ 9x2+25=100 — 10x%2=75 — x=i’\’%
15 15 15 15
Vz’SV 2’5)y(_V 2’_3V 2’5)

Soluciones:

Unidad 5. Vectores en el espacio



PUNTOS, RECTAS
Y PLANOS EN EL ESPACIO

Pagina 153

REFLEXIONA Y RESUELVE

Puntos alineados en el plano

B Comprueba que los puntos A(5, 2), B(8,3) y C(13,5) no estan alineados.

— —
AB =(3,1); BC=(5,2)

No tienen las coordenadas proporcionales; luego no estin alineados.
B Halla el valor de n para que el punto D(9, n) esté alineado con los puntos A
y B del grafico anterior.
— —>
AB=@3,1; BD=1,n-3)

—> —>
AB=Fk-BD — 3, D=k, n-3 —

k=3

- 1=/e(n—3)} - 1=3n-3 —» n-3=

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio




Rectas en el plano

E Para hallar las ecuacignes paramétricas de la recta 7 que aparece a continua-
cion, toma el vector p (1, 4) para situarte en ellay el vector d(5, 2) para des-

lizarte por ella.

Halla también su ecuacion implicita.

O,

\3

Ecuaciones paramélricas:

x=1+5\
y=4+2\

Ecuacion implicita:
—2x =-2-10A
5y =20 + 10A
2x+59=18 — 2x-5y+18=0

B Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de la recta s.

La recta s pasa por el punto (-1, 0) y tiene la direcciéon del vector d (1, —-1).

Ecuaciones paramétricas:

x=-1+A
y=-A

Ecuacion implicita:

Sumando las dos anteriores: x+y=-1 — x+y+1=0

Pagina 154

1. Representa los puntos siguientes: Z

P(S’ 29 3)a Q(39 _Za 5)’ R(l’ 4a 0),

5(0,0,4) y 7(0, 6, 3).

PG5, 2,3)
Q@G, -2,5)
R(1, 4,0)
50, 0, 4)
7(0, 6, 3)

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio



2. Sitiia sobre unos ejes coordenados un VA
punto P. Proyéctalo, P’, sobre el plano
XY. Sigue el proceso hasta determinar las
coordenadas de P. (Observa que el dnico e o
paso no determinado es decidir la situa- : T
cion de P’).

P@3,5,2)

Pagina 156

1. Calcula m y n para que los puntos P(7,-1, m), Q(8,6,3) y R(10, n, 9) estén
alineados.

4 —>
PQO(,7,3-m), QR =2, n—-06,6)

— = 2
P, O, R estin alineados — PQ//QR — 1" =—

n-06 6
=2 > n=20 ——=2 > m=0
7 3-m

Luego m =0y n=20.

2. Halla las coordenadas de los puntos medios de los lados del triangulo de vérti-
ces A(la _Sa 5)’ B(O’ 7’ 2) Y C(_]-, 5’ 6)‘

404, 3,5) C,=(1+o 3+7 5+2)=(i21)
\\ 27 ,2

27 2 72

A,=(O—1’ 7+5. 2+6)=(—%,6,4)

c(-1, 5, 6) 2 2 2

B/=(1_1, _3+57 5+6)=(0717£)
2 2 2 2

3. Dados los puntos A(-3,5,11) y B3, 5,-1):
a) Halla el punto medio del segmento AB.
b)Halla el simétrico de B respecto de A.
©) Obtén un punto M de AB talque AM=2MB.
d)Obtén un punto N de AB tal que NB=3AN.

M _ 545 _
a)A Mo = 3+3 5+5 11-1

B AB 2 ) 2 ) 2 = (O, 5, 5)

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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b)Sea B'(a, B, 7) el simétrico de B respecto de A. Asi:

____________________ i
t

Bla, B, P A(=3,5,11) B3, 5, -1)

=5 > B=5 B'(-9, 5, 23)

¢) Sea M(x,y, 2):
M

A(=3,5,11) B3, 5,-1)

(x+3,y-52z-1D=2@3-x,5-y,-1-2 —
x+3= 6-2x
- ¥-5=10-2y ¢ - x=1, y=5, z=3 - M(,5,3)
z—-11=-2-2z
d) Sea N(x, y, 2):
N
A(=3,5,11) ' ~ B@G,5,-D

B-x5-y-1-2=3x+3,y-52z-1D —

3-x=3x+9
i 5_y=5_y—15 —>X:__23,y=5»z=8_)N(__237578)
-1-2=32-33
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1. Halla las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por:
a) A(2,0,5) y B(-1,4,6)
b)M(5,1,7) y N9, -3,-1)
9 P1,0,-3) y 0(1,4,-3)
d) R(0,2,3) vy $(0,2,1)
a) Vector direccion: AB - (3,4, D

x=2-3\
Ecuaciones paramétricas: 4 ) = 4A
z=5+A

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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b) Vector direccion: MN = (4,-4,-8) // 1, -1, -2)
xX=5+A
Ecuaciones paramétricas: {y=1-2A
z=7-2A
%
¢) Vector direccion: PQ = (0, 4, 0)
x=1
Ecuaciones paramétricas: 1y = 4A
=-3
s
d) Vector direccion: RS = (0, 0, -2)
x=0

Ecuaciones paramétricas: §y = 2
z=3-2L
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2. Obtén las ecuaciones paramétricas, la ecuacion en forma continua y las ecua-
ciones implicitas de la recta que pasa por estos puntos: (-5, 3, 7) y (2, -3, 3)

Vector direccion: (2, =3, 3) — (=5, 3, 7) = (7, =6, —4)

Ecuaciones paramétricas:

x= 2+7A
y=-3-0A
z= 3 -4\

Ecuacion continua:

x=2_Yy*3 _z-3
7 -6 —4

Ecuaciones implicitas:

xX—-2_py+3 _ -
7 5 Gx+ 12 =Ty + 21 N {6x+7y + 9=0
—X;2=Z__43 > —dx+ 8=7z-21 ot 7z2-29=0

3. Localiza seis puntos, ademas de los dados, de la recta anterior.

Dandole valores a A, obtenemos:
A=1 — 0,9 -D A=4
A=2 — (16,-15, -5 A=-2 — (=12,9, 1D
A=-3 — (=19, 15,15

- (30, =27, -13)

A=3 — (23,-21,-9

(Para A =0 y A =-1, obtenemos los puntos que tenfamos).

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio




4. Comprueba si alguno de los puntos que se dan a continuacion pertenecen o no
ala recta dada r:

x=5-2\
A(5,0,0) B(@3, 3,4) c(15,-15, 4) D(,6,0) riyy-= 3\
z=4

Aer, pues z#4

[s-—20=3 - A=1
B: 3A=3 — A=1 Ber
4=4

[5-24= 15 —» A=-5
C: 3A=-15 = A=-5; Cer
4 =4

D¢ r, pues z#4
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1. Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x= 1-5L x=1 x=3+2)\ =_1-6\
a)jy= 2+3\ y=1 b)iy=1- A y= 3+3)
z=-5+A z=A z=5 z=5
D P=(1,2 -5 d =531
Q=010 d, = 0,0,
%
PQ=(0,-1,5)

-5 0:0
M' = ( 3 0] —1); |M'|=-5 — ran(M') =3 — Las rectas se cruzan.

1 1:5
—
M
b P=(31,5) d, =@ -1,0
0=(1,375) d,=(=6,3,0
%
PO = (-4, 2, 0)

2 64
M=]-1 3 2 |y ran (M) =ran (M') =1 — Las dos rectas coinciden.
0 0:0
—

M

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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2. Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x=>% x=3 x=3+A x= =2\
a) y=~ y=3 b){y=-2-21 y=3+2)\
z=0 z=A z=1 z=-1
D P=(0,0,0) d =a,1,0
0=(,30 d,=,0, 1
%
PO=(3,30
1 0:3
M=(1 01i3|; ran (M) =ran (M') =2 — Las rectas se cortan.
0 1:0
H/_J
M

Hallamos el punto de corte:

A=3
A =3 Se cortan en el punto (3, 3, 0).
O=pn
b P=(3,-21 d,=(1,-1,0
Q = (O; 3; _1) (_1)2 = (_2; 23 O)
_)
PQ=(-3,5,-2
1 23
M=|-1 2 51, ran (M) =1; ran (M') =2 — Las rectas son paralelas.
0 0i-2
—

M
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1. a) Halla las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita del plano que pasa
Por P(l, 7, _2), Q(4, 5’ 0) Y R(67 3’ 8)'
b) Halla otros tres puntos del plano.

c) Calcula n paraque A(1, n,5) pertenezca al plano.

— —
a) El plano es paraleloa PQ=(3,-2,2) ya QR=(2,-2,8//,-1,4)

xX=4+3L+ U
Ecuaciones paramélricas: y=5-2A— U
z= 2A + 4p

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio




Ecuacion implicita:

x-4 3 1
y=5 =2 -1|=0, esdecir: 6x+ 10y +z-74=0
z 2 4

PDA=1 u=0 — (7,3,2); A=0, u=1 — (5,4,4; A=1, u=1 — (8,2,06)
©) Sustituimos en la ecuacion implicita:
03

6-1+10 n+5-74=0 — 6+10n+5-74=0 = 10n=063 — n=ﬁ
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1. Estudia la posicion relativa del plano y de la recta:

x=2+3\
T:2x—y+3z=8 r:qy=-1+3\
z= - A

Hallamos los puntos de corte de r y T
22+ 30 — (-1 +30) + 3(-A) =8
4+00L+1-3L-3L=8 — O0A=3 — No tiene solucion.

La recta y el plano son paralelos, pues no tienen ningin punto en comun.

2. Dados estos tres planos, estudia la posicion relativa entre cada dos de ellos:
2x— y+3z=8
x+3y— z=5
2x+6y—2z=5
¢Tienen los tres planos algin punto comun?

2x— y+3z=38

-

Se cortan en una recta.
x+3y— z2=5

x+3y— z=5
2x+ 6y —2z=5

} Son paralelos.

2x— y+3z=8

} Se cortan en una recta.

2x+ 6y—2z=5 .
No hay ningin punto comun a los tres planos. V

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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LENGUAJE MATEMATICO

1. Escribe las ecuaciones implicitas y paramétricas de las siguientes figuras:

Zﬁ © ~# ©
EJE X
© 7 l ® 2

» puede tomar cualquier valor.

a) x siempre vale 0.

z puede tomar cualquier valor.

x=0
Tox=0 — W yY=A
zZ=U

b)x puede tomar cualquier valor.
y siempre vale 0.

z siempre vale 0.

=0
Eje X: {y -
z=0

N R
[
o o >

¢) z puede tomar cualquier valor.
El plano ® en su interseccion con el plano XY determina la recta » de ecuacion:

r:2x—-—y=20

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 9
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Asi, en el espacio XYZ:

x=2
M2x—-yp=0 — T {y=2A
z=U

d) Calculamos la ecuacion de la recta en el plano XZ:
%
r pasa por A4, 0) y B(,3) — AB=(-4,3)
x=4— 4\
r:
z= 3 o> A=2
3
X=4- iz
3
r:3x + 4z =12 en el plano XZ.

En el espacio XYZ la recta no toma valores en y, por tanto, y = 0. Luego la
ecuacion de la recta 7 en el espacio XYZ es:

X =4 -4\
y=0
r: - 7r:yy=0
3x + 4z =12
z =3\

e) x puede tomar cualquier valor.
z puede tomar cualquier valor.

y siempre vale 7.

x=A
my=7 —> W yy=7
Z=u
f) y puede tener cualquier valor.
Calculamos la recta que determina el plano p en su interseccion con el plano XZ:
r pasa por A(4, 0) y B(0, 3).
Por el apartado d):

r:3x +4z =12 en el plano XZ.

Asi:
X =4 -4\
mi3x+4z=12 — mWw (y=U
z =3\

2. Representa las figuras dadas por las siguientes ecuaciones:

x=A\ x=\ x=\
a)z=4 b){y=n A y=2 diy=0
z=4 z=4 z=4

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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x=3
)20 pi*0 )y=0 hy{y=0
z-4 z=0 &r= Y
z=A+U
<
x=3 x=2 xryrz=l
x>0
Dyy=4 PDyy=u Kx+y+z=1 D o
z=5 z=1 y=
z>0

jAtencion! Una de ellas representa un punto, y otra, todo el espacio. Hay una
que tiene dos parametros, pero actiian como si solo hubiera uno.

a)z=4 — z siempre vale 4. Z

x e y pueden tomar cualquier
valor.

Y
X
[x=1 — x puede tomar cualquier valor.
b){y=1 — y» puede tomar cualquier valor.
|z=4 — =z siempre vale 4.
Es el mismo plano que el del apartado anterior.
x =1 > X e ) siempre toman los mismos valores.
AyY=2A 4
| z=4 — 2z siempre vale 4.
Como solo hay un parametro, es una recta
(paralela al plano XY).
Y
¢
x=A — x puede tomar cualquier valor.
dDyy=0 — y siempre vale 0. z
z=4 — =z siempre vale 4.
Como solo hay un parametro, es una recta.
Como y =0 siempre, es una recta del
r Y

plano XZ.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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y=0 o .
e) { 4 Es la ecuacion implicita de la recta anterior.
Z =

z
x=0 — x siempre vale 0.
) 1z=0 — =z siempre vale 0.
y puede tomar cualquier valor.
Es la ecuacion del eje V. Y
X
2 y=0 — yp siempre vale 0. z
x puede tomar cualquier valor.
z puede tomar cualquier valor.
Es la ecuacion del plano XZ. Y
%5
x=3
hyy=0
z=A+WU — sihacemos A+U=p, pe R, tenemos:
x=3 — x siempre vale 3.
y=0 — y siempre vale 0. — Nos movemos en el plano XZ.
z=p — 2z puede tomar cualquier valor. 7
-
Como solo hay un parametro, es una recta.
Y
a
) Z
x=3 — x siempre vale 3. J S
Dyy=4 — y siempre vale 4. e e
z=5 — z siempre vale 5. RN S v
Es un punto.
5 T v

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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x=A — x puede tomar cualquier valor.
) yy=1 — » puede tomar cualquier valor.
z=p — z puede tomar cualquier valor.
Representa todo el espacio.
k)x +y+z=1. Es un plano.
zZ
Calculamos las intersecciones con los ejes:
y=0
Eje X: - x=1 — (1,0,0)
z=0
Be vi {° ° 1 = 0,1,0
: — = —
© z2=0 Y n Y

x=0
Eje Z: { - z=1 — (0,0, 1
y=0

D |{x+y+2z<1 — Describe la region limitada por el plano anterior, cuyas
coordenadas estin por debajo de él.

x20

20 > Las tres variables tienen que ser positivas.

z 2

Z
Representa la region comprendida entre
la parte positiva de los planos XY, YZ,
Y XZ yelplano x+y+z=1.
X

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Puntos

1 |Las coordenadas de los puntos representados en
esta figura son:

(0, 0, 3); (0, 3,3) 33,3 3,0, 3); 3,0, 0);
(3, 3, 0); (0, 3, 0); (0, 3/2, 3); (0, 3,3/2); (3, 3/2, 0);
3, 0,3/2)

Asocia a cada punto sus coordenadas.

A0, 0, 3); B(O, 3,3); CG,3,3); D@G3,0,3); EG,0,0; F@3,3,0; GO, 3,0
P(0, 3/2,3); Q(0, 3, 3/2); R(3,3/2,0); S, 0,3/2)

2 |Comprueba si los puntos A(1, -2, 1), B(2,3,0) y C(-1, 0, —4) estan

alineados.

%

‘f a,5,-D } Sus coordenadas no son proporcionales.
AC (=2, 2,-5) | Luego los puntos no estan alineados.

3 |Calcula a y b para que los puntos A(1, 2,-1), B(3,0,-2) y C(4, a, b) es-
tén alineados.

ﬁ
AB (2, -2, -1) _

— } Para que estén alineados ha de ser: 3_a-2_b+1
ACB,a-2,b+1) 2 -2 -1
Por tanto:

a=2_3 L, 4-2-3 = a--1

-2 2
br1_3 — b=ﬁ—1 - b=i

-1 2 2 2

— 3 - — 2 - .
4 Halla los puntos P y Q tales que AQ = ;AB y AP = 3 AQ, siendo
A(Z, 0’ 1) Y B(77 59 _4)-
P Q
42,0, 1) © B(,5 -9

N
AB (5, 5, -5)

—> —> 3 —

00 = 04 +gAB =(2,0,D+(@3,3,-3)=(5,3,-2)

—> — > — 2 —
OP = OA + AP = OA +§AQ =(2,0, D+ (2,2, -2)=(4,2,-D

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Halla el simétrico del punto A(=2, 3, 0) respecto del punto M(1, -1, 2).

LA Sea A'(x, y, z) el simétrico de A respecto del punto M.
i Como M es el punto medio del segmento AA’, entonces:
iy x-2 Y*3 z)_ 1 -1.2
" M 2 bl 2 ) 2 ( ) bl )
- +
S N N S SNV I S
A 2 2 2

Por tanto: A'(4, -5, 4)

Los puntos A(1, 3,-1), B(2,0,2) y C(4,—1,-3) son vértices consecutivos
de un paralelogramo. Halla el cuarto vértice, D, y el centro del paralelo-
gramo.

B’ --------------------- .A P
: Sea D(x, y, ) el otro vértice:
h N — —> —> —> —>
; O BA=CD — OD=0C+CD =
/ .,"' ,-' T
U ; = OC+BA =
=4, -1,3) +(-1,3,-3) = (3,2,-6)
OO e D

Si M es el centro del paralelogramo, es el punto medio de CA.

—> — — — 1 = 1
OM = OC + CM = OC+ECA = (4, —1,—3)+7(—3, 4,2) =

3 5
-G 22 1) - (2, 1,-2)
Rectas
Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(-3, 2, 1)
5 3
y B|— 2’ 25 0).

. . —=>(1 -1
Un vector direccion de la recta » es AB(E, - —1).
- —
Tomamos el vector d(1, -1, =2)//AB.

e FEcuacion vectorial:

(x, 9,2 =(3,2, D+ A1, -1, -2)

e FEcuaciones parameltricas:

=_-3+ k
y= 2—- A
z= 1-2A
Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 15
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e Forma continua:

x+3_)V-2 _=z-1
1 -1 -2

e Forma implicita:

x;3=y__—12 - x-3=y-2 — x+y+1=0
XI3= 2‘21 - 2x-6=z-1 — 2x+z+5=0

Comprueba si existe alguna recta que pase por los puntos P(3, 1, 0),
Q((), _5’ 1) Y R(6’ _57 1)'

PO (=3, -6, 1)}

= Sus coordenadas no son proporcionales. Luego los puntos
PR (3, -6, 1)

no estan alineados.

Escribe las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones implicitas de los ejes
de coordenadas.

Paramétricas:

Eje OZ —

ST
I
> o o

I
o o >
2!
)
Q
~
l
N R
i
o > o

X
Eje OX — 1y
z

Implicitas:
y=0

Eje OX — {
z=0

Eje OZ — {
¥y

Halla las ecuaciones (paramétricas, implicitas, forma continua...) de la rec-
ta que pasa por el punto A (-4, 2, 5) y es paralela al eje OZ.

Si es paralela al eje OZ, tiene como vector direccion (0, 0, 1).
e Ecuacion vectorial:
(x,y,2) = (=4,2,5 + M0, 0, D

e Ecuaciones paraméltricas:

x=-4
y= 2
z= S5+A

e Forma continua:

x+4_YV-2 _=z-5
0 0 1

e Forma implicita:
xX=-4 — x+4=0
y=2 —= y-2=0

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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s11 |Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1,-3, 0) y es

uxv=10(0,4,2//0,2 1

e Ecuacion vectorial:
(x, 9,2 =01,-3,0 + MO, 2, 1)
e Ecuaciones paramétricas:
x=1
=_3+ 2\
z=A

e Forma continua:

x-1_y+*3 _z-0
0 2 1

e Forma implicita:

paralela al vector ux 7, siendo 3(1, -1,2) y ‘_7)(2, 0, 0).

X = - x-1=0

s12 |Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas y halla el punto de cor-

te, cuando sea posible:

x—1 y+2 =z-1
a)r: 3 et 71

-1 -1 -2
b= Z

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio

x+2 y-3 =z-2
S > 3

s:x—4 _y-4_z-5

-1 2 1 4 1 2
) A ®- z+1 x—2y— 1=0
Or:>=y-1= 3 s: 3y—z+1=0
X x=3+4\
Qr: XY 2 s:{y=3+6r
2 3 4
z=4+ 8\
2d (3,2 4; P(1,-2,1)
d-1,2,3) P2, 3,2
_)
PP'(=3,5, 1
3 -1.-3
M=(2 215 — |M'|=-51#20 — Las rectas se cruzan.
4 311
H_/
M

17
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bd (1,2 1; PA,1,2)

d(4,1,2); P4, 4,5

%
PP'(3, 3, 3)

-1 4 3
M=[2 1i3| = |M|=0y 2 U320 S5 manD=ran =2 —

: 1 2

1 2{3

—

M — Las rectas se cortan.

Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x=1- A
riyy=1+2k
z=2+ A
X =4+ 4L
s{y=4+ U
z=5+2UL

1- A=4+4n| Sumandolallyla3®3=9+6u — u=-1
1+2h=4+ p ¢ Sustituyendoenlal®1-A=4-4 — A=1
2+ A=5+2u

Haciendo A =1 en las ecuaciones de r (o bien W =-1 en las de s), obtene-
mos el punto de corte: (0, 3, 3).

0 d.@2 1,3, PO 1,-D
d(1,-2,00x(0,3,-D=(2,1,3)

Tienen la misma direccion, y el punto P e », pero P ¢ s, luego las rectas son
paralelas.

dd.2, 3, 4

- Tienen la misma direccion.
d(4, 6, 8)

Veamos si el punto P(1, 0, 0) € r, pertenece también a s:

34+440=1 — A=-1/2
3+60=0 — A=-1/2; Pes
4+8A=0 = A=-1/2

Por tanto, las rectas 7 y s coinciden, son la misma recta.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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s13 |Obtén el valor de a para el cual las rectas r y s se cortan:
2x-1 y+3 =z-2
rix=y=z-—a s: = =
Y 3 2 0
Calcula el punto de corte de r y s para el valor de a que has calculado.
@ En s, divide por 2 el numerador y el denominador de la primera fraccion.
rx=y=z-a — d0,1,1; PO,0,a
x-12 y+3 =z-2 3 1
: - - - d |2 -2 0 Pl -3, 2
el nb s R EEL
— (1
PP’ (—, 32— a)
2
1 3/2: 1/2
M=(1 =2 3 - ran (M) =2
1 0 2-a
(—
M
Para que las rectas se corten, ha de ser ran (M") = 2; es decir, |M'| = 0:
7a — 21
|M’|=T; |M=0 = a=3
Para hallar el punto de corte, escribimos las rectas en forma paramétrica:
1,3
= = — 4+ —
X A X=S+SH
ryy= ; S y=3_2
Z=3+ z=2
_1,3
7L B 2 + 2 “ . . . -
h=—3-21 El sistema tiene solucion: A =-1; u=-1
3+A=2
Sustituyendo A =-1 en las ecuaciones de r (o u=-1 enlas de s), obtenemos
el punto de corte: (-1, -1, 2).
s14 |Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas:
x=5+4\ X 3
x - z+
r:yy=3+ A Y2 ETD
m 3 n
z= — A
d4,1,-1
Las coordenadas han de ser proporcionales:
3S(m, 3, n)
M3 w12 n-3
i1 mease
Para m =12 y n = -3, las dos rectas tienen la misma direccion.
Como el punto P(0, 1, -3) € s pero P& r, las rectas son paralelas.
Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 19
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a) Halla el vector director de la recta determinada por los planos:

x—-y =0
y+z=2

b) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta anterior.
Dd=(1,-1,0x%x0,1,1)=(1,-1,1

b) Obtenemos un punto de la recta haciendo y = 0:

x=0
2} El punto (0, 0, 2) pertenece a la recta.
z =
x=-\
Ecuaciones paramétricas: 4§y = —-A
z=2+A

Expresa la siguiente recta como interseccion de dos planos:

x_y+1_

2 -1
X
7=z - x=2z - x-2z=0
§=y_+11 S X=29+2 o x+2p+2=0

¢Se puede construir un triangulo que tenga dos de sus lados sobre las rectas
ry s?
x= 2\
x—1
r— =y=z+1 syy=-1+ A
z= A

Estudiamos la posicion relativa de las rectas:

d 1,1, P, 0,-D

d@ 1,1

Las dos rectas tienen la misma direccion. Ademas, P(1, 0, -1) € r, pero P ¢ s
2h =1 - A=1/2

puesto que: 1—1+A=0 — A=1
A=-1

Por tanto, las rectas son paralelas. Luego no se puede construir un tridngulo que
tenga dos de sus lados sobre las rectas 7 y s.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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_
UNIDAD ﬁ

Planos

Halla la ecuacion implicita de cada uno de los siguientes planos:

a) Determinado por el punto A(1, -3, 2) y por los vectores 71)(2, 1,0) vy
-
V(_19 07 3)-

b)Pasa por el punto P(2,-3, 1) y su vector normal es n (5,3, —4).

c) Perpendicular a la recta % =g " ? Y que pasa por el punto (1, 0, 1).

DUXV=(21,0x(1,0,3 =3, -6 1
3x-D-6(y+3)+(z-2)=0
3x -6y +z-23=0

b)5(x—2) =3y +3)—4(z—1) =0
Sx—-3y—4z-15=0

o n(2, -1, 3)
2c-D-(@-0)+3=-1D=0
2x—y+3z-5=0

Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de los planos OXY, OYZ,
OXZ.

Plano OXY:
x=2A
Paramétricas: |y = LU Implicita: z =0
z=0
Plano OYZ:
x=0
Paramétricas: {» = A Implicita: x =0
Z=Hu
Plano OXZ:
x=A
Paramétricas: {y =0 Implicita: y =0
Z=u

Escribe las ecuaciones paramétricas de los planos:

a)z=3 b)x=-1 Ay=2
x =X =-1 =\
ayy=u b)qy=~ Ay =2
z=13 zZ=U zZ=U

21
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¢Cual es el vector normal del plano x =-1? Escribe las ecuaciones de una
recta perpendicular a ese plano que pase por 4 (2, 3, 0).

El vector normal al plano x = -1 es n(1, 0, 0).

x=2+A
Recta: =3
z=0

Calcula m y n para que los planos siguientes sean paralelos:

omx+y—3z—1=0 B:2x+nmy—z-3=0

¢Pueden ser o y B coincidentes?
5
n.Gm, 1,-3)
N Las coordenadas han de ser proporcionales:
nB(Z, n, =1)

m_1_33 . =6 n=4+

2 n -1 3

Asi, quedaria:

obx+y—3z-1=0 — O6x+y-3z-1=0

S

B: 2x + At 3=0 - Ox+y-32-9=0

Los planos son paralelos, no coincidentes. No pueden ser coincidentes pues los
términos independientes no son proporcionales a los anteriores.
Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos siguientes:
0(0, 0, 0), A(2,2,0), B(1,1,2)
(2,2,0x(1,1,2) =4, -4,00 — n(,-1,0)
P(0,0,0)
El planoes: x—y =0

Estudia la posicion relativa de la recta y el plano siguientes:

r:T=T=Z Tx—y+z-3=0
x=3+2\
reqy=-1+2>

mx—y+z-3=0
B+20) -1+ + (M -3=0
3+2L+1-A-A-3=0 — 1=0

La recta es paralela al plano (pues no tienen ningiin punto en comuin).

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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525 |Determina las ecuaciones paramétricas del plano que contiene al punto
P(2,1, 2) y ala recta siguiente:
— z—4
ri:x—2= % = 3
Si contiene a la recta, contendra al punto Q(2, 3, 4) y sera paralelo a 3(1, -1, -3).
También sera paralelo a P_Q>(O, 2,2)//0,1, D.
Un vector normal al plano es: (1,-1,-3) x (0, 1, D =(2,-1, D
La ecuacion del plano es: 2(x—2) —(y— D +(z-2) =0
2x—-y+z-5=0
526 | Considera las rectas siguientes:
x—1 x -2z=5
r— =y=z-2 :{x—Zy 11
a) Comprueba que r y s son paralelas.
b)Halla la ecuacion implicita del plano que contienea r ya s.
0d (2,1, D; P(1,0,2)
d.=(1,0,-2)x(1,-2,0 = (-4,-2,-2)//(2,1, D
Las rectas 7 y s tienen la misma direccion. Ademas, P(1, 0, 2) € r, pero P ¢ s.
Luego las rectas son paralelas.
b)
Obtenemos un punto, Q, de s haciendo y = 0:
x-2z=5 } x=11 } 0011, 0, 3
x=11 z= 3
El plano que buscamos sera paralelo a 8V(2, 1,D vya }?Q (10, 0, D.
Un vector normal es: (2, 1, 1) x (10, 0, 1) = (1, 8, —10)
La ecuacion del plano sera:
1 x-D+8 (y—-0-10-(z-2)=0 - x+8—-10z+19=0
s27 | ¢Son coplanarios los puntos A(1, 0, 0), B(0,1,0), C(2,1,0) y D(-1, 2, 1)?
En caso afirmativo, escribe la ecuacion del plano que los contiene.
AB = -1,1,0 1 1 0
AC=(1,1,0) 1 1 0|l=-2%0
AD=(=22 1) |72 2 1
Los puntos no son coplanarios.
Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 23
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Otra forma de resolverlo

e Obtenemos la ecuacion del plano m que contienea A, B y C
ABxAC = (-1,1,00x (1, 1, 0) = (0, 0, ~2) // (0, 0, 1) es normal al plano.
Ecuacion de m: O(x— 1D +0(y— 0O+ 1(z— 0 =0 - z=0

(Podriamos haber advertido que z =0 es el plano que pasa por 4, By C
observando que en los tres puntos la tercera coordenada es cero).

e Comprobamos si el punto D pertenece a este plano:
¢(=1, 2, 1) pertenece a z = 0? Evidentemente, no.

Por tanto, los cuatro puntos no son coplanarios.

Estudia la posicion relativa de los tres planos en cada uno de los siguientes
casos:

x+2y— z2-3=0 2x—-y+2z-3=0 x— y+ z—1=0

a) 3y+2z—1=0 b))y x—-y+z-2=0 c) 3x+ y-2z =0

x+ y+ z—2=0 3x—y+z2—-4=0 2x+2y—-3z+4=0
xX+2y- z=3 1 2-1]3
Q) 3y+2z=1F M'=|0 3 2 | 1
1 1 112

X+ y+ z=2

M| =8 — ran (M) = ran (M") =3 — Los tres planos se cortan en un punto.

X—y+z=3 21113
b) x—y+z=2 M'=|1-11 |2
3x—y+z=4 31114
| —
M

La 3.% columna es —1 - 2.%; y la 4.* columna se obtiene sumando la 1.7 y la 3.2

Luego ran (M) = ran (M') =2 — Los tres planos se cortan en una recta.

x—y+ z=1 1-11 11
) 3x+ y-2z= 0y M'=(3 1 -2 0
2x+ 2y —3z=—-4 22314
| —
M

1 -1 _ _ _
‘5 1‘—4¢Oy|M|—O - ran (M) =2
1 -1 1

31 0|=-12#0 — ranWM) =3

2 2 —4

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningdn punto comun a los tres.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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529 | Calcula la ecuacion del plano que determinan el punto A(1, 0, 1) y la recta:
x+y— z+1=0
“|2x—y+2z =0

Un vector direccion de la 7 es: 3 =(1,1,-Dx@2,-1,2) =1, -4, -3)

Obtenemos un punto de r haciendo x = 0:

y— z+1=0} Sumando: z+1=0 — z=-1

-y + 2z =0] y=2z=-2

PO, -2, -1

El plano es paralelo a 8(1, -4,-3) ya }?4(1, 2, 2).
Un vector normal al plano es: (1, -4, -3) x (1, 2, 2) = (=2, -5, 6) // (2, 5, -6)
La ecuacion del plano es: 2(x—1) +5(y-0) - 6(z—1) =0

2x+5y—-6z+4=0
Pagina 178
PARA RESOLVER

s30 |Calcula b para que las rectas r y s se corten. ¢Cudl es el punto de corte?
x—-1 y+5 =z+1
r: = =
2 -3 2

d2 -3, 2 P(1,—5, -1
d.(4,-1,2); PO, b, 1)

PPI-1,b+5,2)

2 4 -1
M'=[-3 -1 b+5| — Paraque las rectas se corten, ha de ser |M'| =0
2 2 2 (para que ran (M) = ran (M') = 2).
[
M

|M'|=4b+44=0 — b=-11

Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x= 1+2A X =4
ryy=-5-3A ssqy=-11-p
z=-1+2A z=1+2u

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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1+ 2\ =4p
-5 -3\ =-11-u ¢ Restando la 3.2 ecuacion a la 1.%: 2 =-1+ 21
—-1+2A=1+2u

-3 w15
H 2 A 2 2
Sustituyendo A = % en las ecuaciones de r (o W= % en las de s), obtenemos

el punto de corte: (6, _—55, 4).

Determina, en cada caso, el valor de k para que las rectas » y s sean co-
planarias. Halla, después, el plano que las contiene:

X _y-k_=z  X=6_y-3 _=z-3
AT b)r: =3 2 1
x=1+A x=6+06\
styy= 1=-2 s:\y=4+k\

z=—1+A z=3+2A

D d,1, 1,0 PO,k 0)
d.(1, -1, 1; P, 1, -1

%
PP(1,1 -k 1)

1 1 1
M'=|1 -1 1-k| — Paraque las rectas sean coplanarias, ha de ser |M'| = 0.
1 -1

|M|=k+2=0 — k=-2
Un vector normal al plano es: Hr X ES =(1,1,00x{,-1,H=01,-1,-2)
El plano que las contiene es: 1(x— 1 - 1(y -1 -2(z+ 1) =0
X—-y—-2z-2=0
b d, (3,2, 1) PG, 3,3
d,(6, k, 2); P'(6, 4, 3)

%

PP(0, 1, 0)
3 6 0

M'=|2 k 1| — Para que las rectas sean coplanarias, ha de ser |[M'| = 0.
1 2 0

|M'|=6—-6=0 — Para todos los valores de & las rectas r y s son coplanarias.

Un vector normal al plano es: 87 X 85 =(3,2, D6,k 2)=0G-Fk0,3k-12).

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Tiene sentido siempre que k # 4.
El plano que las contiene es: (4 — B)(x — 6) +0(y — 4) + Bk — 12)(z - 3) = 0
4 —lx+ Bk—-12)z+ (12 -3k =0

Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(2, 2, 1), B(6, 1, -1)
y C(0,-2,-1) de dos formas distintas:

a) Mediante vectores.

b)Llamando ax + by + cz+ d =0 al plano y obligando a que los tres puntos
cumplan la ecuacion. Se obtiene, asi, un sistema de ecuaciones.

D) AB = (4, -1, -2), AC = (=2, —4, -2)
Un vector normal al plano es: AB X AC = (4, -1, 2) X (=2, =4, =2) = (-6, 12, -18)
Tomamos como vector normal del plano: (-1, 2, -3)
El plano pedido es: —(x—2)+2(y —2)-3(z—-1) =0
X+ 2y-3z+1=0

b) Obligando a que los tres puntos cumplan la ecuacion ax + by + cz +d = 0:

20+ 2b+c+d=0| 2a+2b+c=—-d a=—d
6a+ b-—c+d=0p 6a+ b-—c=-d; — b=2d

2b—-—c+d=0 —2b—c=-d ¢ =-3d
Asi:

ax+by+cz+d=0 — —dx+2dy-3dz+d=0 — d(—x+2y-3z+1=0

Basta tomar d = 1 para ver que obtenemos la misma ecuacién que en el
apartado a).

Dadas la recta 7, determinada por los puntos A(1,1,1) y B(3,1, 2), yla

recta:

x —-2z-1=0

st
y -2=0

estudia su posicion relativa y halla, si existe, la ecuacion del plano que las
contiene.
— —
dr=AB=(2,0,1; A1, 1, D

N Las rectas son paralelas.
d,=(1,0,-2)x(0,1,00=(2,0,1); Ag s

Obtenemos un punto de s haciendo z = 0:

} P(1, 2, 0)

27
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El plano que buscamos es paralelo a (Tr ya A_})’(O, 1, -D.
Un vector normal al plano es: n= c—l; X /E)—"’ =(2,0,H)x(,1,-1)=(1,2 2
El planoes: -1 - (x—=D+2 - (y—-D+2 - (z-1 =0

X +2)+2z-3=0

Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1, 3,2) y B(-2,5,0)

x= 33— A
yes paraleloalarecta {y= 2+ A.
z=-2-3)\

El plano sera paralelo a E(—S, 2,-2) ya 3(—1, 1, -3).
Un vector normal al plano es: (=3, 2, -2) x (1, 1, =3) = (=4, —7,-1) — n(4,7, 1)
El planoes: 4x—- D +7(y-3) + 1(z-=2)=0

4x+Ty+2-27=0

x=2+3\
Halla la ecuacion del plano que contiene alarecta r:{y=-1— A yes pa-
z= A

ralelo a:

El plano serd paralelo a gr(S, -1, ya HS(S, 2, -3).
Un vector normal al plano sera: n=G@3,-1, 1D x (5,2 -3)=(1, 14, 11)
Un punto del plano es (2, -1, 0).
Por tanto, el planoes: 1(x—2) + 14(y + D + 11(z-0) =0
x+ 14y +11z+12=0

Calcula el valor de m para que los puntos A(m, 0, 1), B(0, 1, 2), C(1, 2, 3)
y D(7,2,1) estén en un mismo plano. ¢;Cual es la ecuacion de ese plano?
Hallamos la ecuacion del plano que contiene a B, C' 'y D.

El plano sera paralelo a J?C(l, 1, D ya C_l>)(6, 0, —2), es decir,a (1,1, Dya
(3, 0, =1). Un vector normal al plano es:

(1,1, DX (3,0,-1) = (-1, 4,-3) — n(l, -4, 3)
La ecuacion del plano es: 1(x—0) —4(y— 1D +3(z-2) =0
X—4y+3z-2=0
Para que A pertenezca al mismo plano, ha de ser:

m-4-0+3-1-2=0 — m+1=0 — m=-1

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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UNIDAD | 6
x—1 =y—2 _zt

1
halla I
1 I > hallala

ecuacion del plano que contiene a la recta » y es perpendicular al plano 7.

Dado el plano n: 2x—3y + z=0 ylarecta 7:

El plano sera paralelo a (2, -3, 1) y a (1, -1, 2).
Un vector normal al plano es: (2, -3, D x (1, -1,2) =(-5,-3, 1) — n(s, 3, -1)
El punto (1, 2, —=1) pertenece al plano.
La ecuacion del plano es: 5(x— 1D +3(y—2)-1(z+1) =0
Sx+3y—-2z—-12=0

Halla las ecuaciones de la recta determinada por la intersecciéon de los pla-
nos 1, y T,

x=2 —-u

Ty = 3L+ Tyx+y—z=3
z=3— 3\

Los puntos de la recta tienen que cumplir las ecuaciones de los dos planos. Susti-
tuimos los valores de m, en w0,

2
2-u+3A+u-3+3Lk=3 - OA=4 — 7»=§
Las ecuaciones paramétricas de la recta son, por tanto:
xX=2-U

y=2+p

z=

Estudia la posicion relativa de la recta y el plano siguientes:
s
r: T:z=1
y=2
Son perpendiculares y se cortan en el punto (3, 2, 1).
3x—y+z =0

2x  _z+3=p YEIPlanO ax—y+dz-2=0.

Sean la recta r: {
a) Calcula el valor de a para que » sea paralela al plano.

b) ¢Existe algiin valor de a para el cual » sea perpendicular al plano?
Un vector direccion de r es: 8 =@G3,-1, D x2,0,-D=(@1,5,2)

Un vector normal al plano es n=_(a,-1,4).

a) Para que 7 sea paralela al plano, d y n han de ser perpendiculares:

1,5,2)+(a,-1,9)=a-5+8=a+3=0 — a=-3

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 29
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— N . .
b)Los vectores d y n deberfan tener sus coordenadas proporcionales.

Como il # %, no es posible; es decir, no existe ningin valor de a para el

cual 7 sea perpendicular al plano.

-2z+3=0

 2—4=0 yelplano 7: x + 2y +3z—1=0, hallala

x
Dados la recta 7: {
y
ecuacion de una recta s contenida en el plano © que pase por el punto
P(2,1,-1) y sea perpendicular a 7.

@ FElvector direccion de s ba de ser perpendicular al vector direccion de r y al
vector normal del plano.

Un vector direccion de 7 es: 5 =(1,0,-2)x(0,1,-D=(@2,1, D
Un vector normal al plano es n=(1,2,3).

Un vector direccion de la recta que buscamos es: (2, 1, 1) x (1, 2, 3) = (1, -5, 3)

x=2+X
Larecta es: {y=1-5A
z=-1+3A

Pagina 179
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Halla la ecuacion de una recta que cumpla las condiciones siguientes:
D Es paralela a la recta de ecuaciones:
x +2z=5
: { y+3z=5
II) Pasa por el punto de interseccion de la recta s con el plano

x—1_ y+3 =z+2
S 2 3

Tmx—y+z=7.

Un vector direccion de la recta es: (1, 0, 2) x (0, 1, 3) = (=2, -3, 1) // (2, 3, =1)

Escribimos la recta s en forma paramétrica para hallar el punto de corte de s y

x= 1+4\ ToXx—y+z=7
st 9y =-3+2A 1+4A+3-2AL-2+3A=7
z=-2+3\ S5h=5 - A=1

El punto de corte de s y © es (5, -1, D.

Por tanto, la recta que buscamos es:

x= 5+2A .
+
y=—1+3% obien X=2-2"°_2-1
2 3 -1
z=1- A

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,-3,2) y B(0,1, 1)
y es paralelo a la recta:

. {Sx—Zy +1=0
2y +32-3=0
Un vector direccion de r es: (3, =2, 0) X (0, 2, 3) = (=6, -9, 6) // (2, 3, =2)
AB (-1, 4, -1)
El plano que buscamos es paralelo a (2, 3, -2) y a (-1, 4, —-1).
Un vector normal al plano es: n=(23-2)x (1,4, -1)=(5,4,11)
La ecuacion del plano es: 5(x—0) +4(y— 1 + 11(z—=1 =0
Sx+4y+11z-15=0

Dados los planos mx +2y—3z—1=0 y 2x—4y + 6z +5 =0, halla m para
que sean:

a) Paralelos.

b) Perpendiculares.

a) Las coordenadas de (m, 2, -3) y de (2, -4, 6) han de ser proporcionales:

b)(m, 2,-3)+(2,-4,6=2m—-8-18=2m—-26=0 — m=13

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3) y es perpen-
dicular al plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1,1) y
c@,2, 1.

—> —>
Un vector normal al plano es: OB x OC =(1,1, D x (1,2, 1) =(1,0, D
Este vector es un vector direccion de la recta que buscamos.

Las ecuaciones de la recta son:

x=1-2A
y=2
z=3+A
_ x+y -1=0
Escribe la ecuacion del plano que contiene a la recta 7:
2x—y+z =0
—_ + 2
y es paralelo a s: _zx = %= z_ 3

Un vector direccion de » es: (1,1, 0) x (2, -1, D =, -1, -3)

El plano que buscamos es paralelo a (1, -1, -3) y a (=2, 3, —=4). Un vector normal
al plano es: n = (1, -1, =3) x (=2, 3, —4) = (13, 10, 1

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Obtenemos un punto de r haciendo x = 0:

—1-0 - y-=1
Y Y 1}P(O,l,l)

) +z=0 — z=y-=

La ecuacion del plano es: 13(x—0) + 10(y— 1D + 1(z—= 1D =0
13x+ 10y +2z-11=0

Dados los vectores u (2, 3,5), v(6,-3,2), W (4, -6, 3), p(8, 0, a), y los
planos:
(x, y,2)=(1,2,3)+Au+uv  w:(x,p, 2)=(1,2,3)+Aw+ up
estudia la posicion relativade © y ' segun los valores de a.
Obtenemos las ecuaciones implicitas de los dos planos:
Uxv=(21, 26, —24)

21— 1) + 26(y —2) —24(z-3) =0

p: 2lx + 26y —24z-1=0
W X p = (=6a, 24 — 4a, 48)

' —6alx — 1) + (24 —4a) (y—2) + 48(z - 3) =0

T —6ax + (24 — 4a) y + 48z + (14a — 192) = 0

21 26 24 1
—6a 24—4a 48 | 192 — l4a

! —

M

‘ 21 24

=1 -1 = =
64 48‘ 008 —144a=0 — a=7

e Si a=7, queda:

21 26 24 Ll Los planos se cortan en una recta.
—42 —4 48 | 94
e Siax7 — ran ) = ran (M'). Los planos se cortan en una recta.
Los planos se cortan en una recta cualquiera sea cual sea el valor de a (aunque
no sea siempre la misma recta).
Estudia la posicion relativa de los siguientes planos segin los valores de m:
X+ y =1
my+ z=0
x+(A+my+mz=m+1

x+ y =1 1 1 0o 1
my+ z=0 M=(0 m 1 0
x+@A+my+ mz=m+1 Ll+m m | m+]1
\—ﬂf—/
M

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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m =0
— 2 —
|Ml=m?—m=0<_, _,

e Si m =0, queda:
1101
0 0 1 1 0] Ell.°yel3.°son el mismo plano; el 2.° los corta. Por tanto, se
1 10 1/ cortan en una recta.

e Si m=1, queda:

1 1 0 1
M=|0 1 1 0

1 2 1 2

%/—"

M

1 1 _ _
‘o 1‘=1¢Oy|M|—O — ran (M) =2
1 1 1
01 0|=120 — ranWM) =3
1 2 2

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningin punto comun a los tres.
e Sim#0y m#1 — ran M) =ran (M) =3. Los planos se cortan en un punto.

Halla las ecuaciones de la recta » que pasa por el punto P(2,0,-1) y cor-
ta a las rectas:

x—=2 y-2 =z+1

ST 1 1
x+y +4=0
%2 y—-3z+3=0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

O ix 5,(2, 2, -1 =l 32 S,(-1, -3, 0)
S Y =2- S 9y=-3+3
IR d2 -1, Y dy-3,3, D

La recta r esta determinada por los siguientes planos:
Plano o
Este plano contiene a la recta s; y al punto P, luego:
d,2, -1, D/, PS,0,2,00//a, P(2,0,-1 e a
La ecuacion de o es, por tanto:

x—-2 y z+1
2 -1 1 |=0 & x-2z-4=0
0 2 0

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio

33



34

s50

s51

Plano
Este plano contiene a la recta s, y al punto P, luego:
d, (=3, 3, D//B, PS,(=3,-3, D//B, P2,0,-De B
La ecuacion de B es, por tanto:
x—-2 y z+1

-3 3 1 |[=0 & x+3z+1=0
-3 3 1

X—2z-4=0
Asi, 7:
X+3z+1=0

Estudia las posiciones relativas del plano n: x + ay — 2z =1 y de la recta

2x+y—az=2
r:{xyaz

x—y— z=a-1 segun los valores de a.

T x+tay— z=1 1 a -1 | 1
2x+ y—az=2 M=(2 1 -a
r ‘
xX— y— z=a-1 I -1 -1 fa-1
—_ =
M

|M|=-a’+a+2=0 — a=

“1+V1+8 _ —1+3 _ a=-1
T T _<ﬂ=2

-2
e Si a=-1, queda:

1 -1 -1 1
M=(2 1 1 2 ::| Planos paralelos. La recta es paralela al plano.
1 -1 -1 =2

e Si a=2 queda:

1 2 -1:1
M={2 1 =22 La 1.% ecuacion se obtiene restindole a la 2.4 la 3.2,
1 -1 11

Por tanto, la recta estd contenida en el plano.

e Sia#z-1y a#2 — Larectay el plano se cortan en un punto.

Dados los planos m:ax+y+z=a y nn':x—ay+ az=-1 comprueba que
se cortan en una recta para cualquier valor de a. Obtén el vector direccion
de esa recta en funcion de a.

moax+ y+t z=a M=l 11

. x—ay+az=-1 1 —a a

? 1 =—a’>-1=—-(a?>+1) %0 para todo valor de a.
—a

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Por tanto, ran (M) = 2 para cualquier valor de a; es decir, los planos se cortan
en una recta (cualquiera que sea el valor de a).

e Vector direccién de la recta: (a, 1, 1) x (1, —a, @) = Qa, 1 — a?, —a* - 1)

a) Halla la ecuacion de un plano 7, que pasa por el punto A(-1,-1,1) y
cuyo vector normal es 3(1, -2, -1).

b) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta » que se obtiene al cor-
tarse T, con mM,:z—1=0.

AR lx+D -2+ D -1z-1D =0
My X—2y—2z=0

b) Resolvemos el sistema de ecuaciones T, y T,

x=1+2\

x—-2y—-z=0 oo _ N
z=1 Y )
Z:

Considera las rectas siguientes:
x—3y +6=0 x—2ay+4a—-1=0
" | ax -3z+3=0 5 2y— z—4=0

a) Averigua si existe algin valor de a para el cual las rectas estan conteni-
das en un plano. En caso afirmativo, calcula la ecuacion de dicho plano.

b) Determina, cuando sea posible, los valores de a para los cuales las rec-
tas son paralelas y los valores de a para los que las rectas se cruzan.

a) Obtenemos un vector direccion de cada una de las rectas:
(1,-3,0) x (@, 0,-3) = (9, 3, 3a) // 3, 1, @) = d,
(1, =2a, 0) x (0, 2, -1 = (2a, 1, 2) = d_

Las coordenadas de los dos vectores no son proporcionales para ningtn valor
de a; por tanto, las rectas no son paralelas ni coincidentes. Para que estén en
un mismo plano, se han de cortar en un punto.

Obtenemos un punto de cada una de las rectas:
rx=0 — y=2 z=1 — P02 D

s:9=0 —> z=-4 x=1-4a — P'd-4a,0,-4)
—>

PP'(1 - 4a, -2, -5)

—>
Para que las rectas se corten, los vectores 3r, 35 y PP’ han de ser coplana-
rios:

3 1 a
2a 1 2|=a-1=0 — a=1
1-4a -2 -5
Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 35
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Si a =1, las rectas son secantes, y, por tanto, estin contenidas en un plano.

El plano sera paralelo a (3, 1, 1) y a (2, 1, 2). Un vector normal al plano sera:
n=0G,1,1Dx2,1,2=01,-4 1.

Un punto del plano es, por ejemplo, P(0, 2, 1). Asi, la ecuacion del plano es:
Ix—0)-4(y-2)+1z-1D =0
X—4y+z+7=0

b) Por lo obtenido en el apartado anterior, sabemos que:
e No hay ningun valor de a para el que las rectas sean paralelas.

e Si a# 1, las rectas se cruzan.

Halla la ecuacion de la recta que pasa por A(1, 1, 1), es paralela al plano
x=1

mx—y+z—3=0 ycorta larecta s: { .
y=3

e Como corta a s, pasard por el punto P(1, 3, k) para cierto valor de 4.
e Como pasa por A(1,1, Dy por P(1, 3, k), un vector direccion es: ﬁ’(o, 2, k—1).

e Como ha de ser paralelo al plano w, serd perpendicular al vector normal de m,
n(1, -1, 1). Por tanto:

— —
AP -1 ==2+k-1=0 — k=3, esdecir: AP(0,2,2)//(0,1, 1)

e Las ecuaciones de la recta son:

x=1
y=1+A
z=1+A

Pagina 180
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CUESTIONES TEORICAS

Llamamos S al punto simétrico de A respecto de B.

N
Expresa OS (coordenadas del punto §) mediante suma de vectores de dos
formas distintas.

- = — — —> —> A
OS5 =0A+2AB y OS = OB + AB

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Un plano queda determinado por un punto A y dos vectores u y v. éQué
condicion tienen que cumplir estos dos vectores?

Tener distinta direccion.

a) Explica como se obtienen las ecuaciones paramétricas de un plano del que
se conoce la ecuacion implicita. Aplicalo al plano x +2y—z—-1=0.

b) ¢Como se hace si en la ecuacion no aparece una de las incégnitas? Aplicalo
al plano 2x—z+8=0.

a) Hacemos, por ejemplo, y =LA, z = y despejamos x.

En el caso del plano x + 2y -2z -1 =0, quedaria: x=1-2y+ z; es decir:

x=1-2A+p
y=Ar son sus ecuaciones paramétricas.
z=U

b) Se procede de la misma manera. Hacemos, por ejemplo, x =X, y = y despe-
jamos z. En el caso del plano 2x—z +8 =0, quedaria: z =2x +8; es decir:

x=A
y=u son sus ecuaciones paramétricas.
z=8+2\

x—4 y+3 =z-1

?
0 0 2

¢Cuales son las ecuaciones implicitas de la recta

No es admisible que el denominador de una fraccion sea cero. Por tanto, esta
expresion solo tiene valor simbdlico. Se trata de una recta que pasa por el punto
P(4,-3, 1) y es paralela al vector (0, 0, 2).

x=4
Sus ecuaciones paramétricas son: () = -3
z=1+2\

X =4
y=-3

Las ecuaciones implicitas son: {

x=3
Las ecuaciones () =5 tienen dos parametros y sin embargo no re-
z=2+A+U

presentan un plano. Explica por qué. ;Qué figura es?

Realmente, los dos paridmetros se comportan como uno solo. Estas ecuaciones
paramétricas son equivalentes a estas otras:

x=3
y=5
z=A
Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 37
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Si interpretamos las primeras ecuaciones en for- 7z
ma vectorial, se trata de una figura que pasa por
(3, 5, 2) y se genera con los vectores (0, 0, 1)y
(0, 0, 1. Obviamente, es un Gnico vector paralelo
al eje Z. Por tanto, es una recta paralela al eje
7 que pasa por (3, 5, 2).

X

¢Qué posicion relativa deben tener dos rectas para que determinen un plano?

Deben ser paralelas o secantes.

Sean 1, y 7, dos planos paralelosy r, y r, dos rectas contenidas en 7,
y T, respectivamente. ;Podemos asegurar que 7, y 7, son paralelas?

No. Pueden ser paralelas o cruzarse.

Las rectas » y s se cruzan. Si hallamos el plano que contiene a r y es
paralelo a s, y el plano que contiene a s y es paralelo a 7, ;como son entre
si esos planos?

Paralelos.

Sean A(x,,y;,%,) Y B(x,,y,, z,) dos puntos del plano ax + by + cz+d =0.
Prueba analiticamente que el vector AB es perpendicular al vector H(a, b, o).

@ Sustituye las coordenadas de A y de B en la ecuacion del plano y resta las igual-
dades que obtienes.

Aen — ax +by +cz; +d=0

Bem — ax,+by,+cz,+d=0

Restando, obtenemos:

a(x, —x) + b(y,—y) + c(z, - z) = 0; es decir:
— S5 =

(a,b,c)- AB=0 — n- AB=0

—> . —
Por tanto, AB es perpendicular a n.

Considera la recta y el plano siguientes:
ax +by+cz+d =0
r: ma'x+b"y+c'z+d"=0
ax+by+cz+d'=0

a) ¢Qué significa geométricamente que el sistema que se obtiene juntando
las ecuaciones de la recta y el plano sea incompatible?

b)Y si el sistema resulta compatible indeterminado?

a) Si el sistema es incompatible, significa que la recta y el plano son paralelos.

b) Si es compatible indeterminado, significa que la recta estd contenida en el plano.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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65 |Indica qué condicion deben cumplir a, b, c y d para que el plano 7: ax +
by+cz+d=0 sea:

a) Paralelo al plano OXY.
b)Perpendicular al plano OXY.

c) Paralelo al eje Z.

d) Perpendicular al eje X.

e) No sea paralelo a ninguno de los ejes.

aAa=b=0, c20, d#0

b)c=0
c)c=0, d#0
dDb=c=0

e)a#0, b#0, c#0

66 |a) Demuestra que la ecuacion del plano que corta a los ejes de coordenadas
en los puntos A(a, 0,0), B(0,b,0) y C(0,0, ¢), siendo a, b y ¢ no nu-
los, puede escribirse asi:

x
— +
a

S

z
+—=1
c

+

b) Calcula los puntos de corte del plano % + =1 con los ejes de

coordenadas.

N[
NN

a) Si sustituimos las coordenadas de los puntos 4, B y C en la ecuacion dada,
vemos que la cumplen.

Por otra parte, para ver los puntos de corte con los ejes de coordenadas del
plano dado, hacemos lo siguiente:

ecorteconeleje X —» y=2=0 — x=a — A,0,0

ecorteconeleje V¥ - x=2=0 — py=b — B0, b 0

ecorteconeleje Z7 — x=py=0 — z=c — 0,0 0
b) Evidentemente, los puntos de corte son:

(5, 0, 0, (0, 2, 0), (0, 0, 7)

PARA PROFUNDIZAR

67 |Considera el plano 7: ax + y + z + 1 =0 vy las rectas:

x=1 x=2 x=3
ry: yez 7y y=22 3 y=3z
Calcula el valor de a para que los puntos de corte del plano con cada una

de las rectas estén alineados.

@ Halla, en funcion de a, los puntos de corte P, Q y R. Expresa después la de-
pendencia lineal entre los vectores PQ y QOR.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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Hallamos los puntos de corte del plano con cada una de las tres rectas:

Tcon r: a+2z+1=0 - Z=—12—d
P(1,—1_‘“,—1—“)
2 2
Tocon ry 2a+3z+1=0 — Z:—1;2a
Q(Z, —2;46l, —1;2@)
mocon ry 3a+t4z+1=0 — Z=—1;3a

R|3,

-3 —-9a —1—5@)
4 7 4

—> —>
Los vectores PQ y QR han de tener sus coordenadas proporcionales:

— ([ _1_-5q 1—a) —>( A-1la 1-a
POl1, —=24 . OR|[1, =4

Q(7 6 ) 6 7Q b 12 bl 12
-1-5a _ -1-1la

- 2-10a=-1-1la — a-=1
6 12

Por tanto, a = 1.

Pagina 181

68 | PUNTOS INTERIORES EN UN SEGMENTO

Dividimos el segmento PQ en cinco partes iguales y situamos el punto V
a dos unidades de P y atres de Q.

¢Cuales son las coordenadas de V? Para hallarlas, procedemos asi.
— —
Llamamos: B = OP, (_i =0Q

= S5 2 =2 S5 2 5 5 3> 2
ov=p+ Z=PO=p+ =(q- =2 p+ =
P SQ P 5(q P) sProd

.%Q
P

- -
p q

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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a)Si P(4,-1,8) y Q(-1, 9, 8), halla las coordenadas de V.

b) Obtén las coordenadas de un punto W situado en el segmento PQ del
siguiente modo: se divide el segmento en 7 partes iguales y situamos W
a2de P. Aplicalo a los puntos P(2, 11,-15), Q(9, -3, 6).

c) Demuestra que si dividimos el segmento PQ en m + n partes y situamos

X a m unidades de P, las coordenadas de X son:
n - + m —
m+n p m+n 1

d)Demuestraque si 0 <o <1, entonces (1— o) B + oca es un punto de PQ.

V= % (4,-1,8) + % (-1,9.8) = (2,3, 8)

b) Razonando como en el caso anterior, llegamos a:

=, 2 2 2o 2 - —)_5—>
OW =p+ = PQ—p+7(q—p)—7p+

- q

~|

Si consideramos el caso P(2, 11, -15) y Q(9, -3, 6), entonces:

W= %(2, 11, -15) + % 9, -3, 6) = (4, 7, -9)

¢) Razonando como en los casos anteriores, tenemos que:

—> — m 2 — m - -
OX =p+ PQ =p+ -p)=
pr o PQ=p+_——(-p)
n =2 nm ot 7 =2 m ot
=1- + = +
( m+n)p 1’I’L+ﬂq m+np m+nq

d) Llamamos d = |P_Q) |. Sea X un punto del segmento PQ que esté a una dis-
tancia ad de Py (1-o)d de Q. (Como 0<a<1, entonces 0 < ad < d,
luego X pertenece al segmento PQ).

Razonando como en los apartados anteriores, tenemos que las coordenadas de
X son:

M5+ _da, es decir, (1 -p + aq

o
d d

Por tanto, este punto (que es X) es un punto del segmento PQ.
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AUTOEVALUACION

1. Conociendo A(—4, 3,3) y B(6, 3,-2), calcula:
a) El punto medio de AB.
b) El punto simétrico de B respecto de A.

c) El punto Q:

A Q B
-4+6 3+3 3-2 1
a)MAB— > 5 5 > )—(1,3,?)
b) Llamamos S(a, B, ) al punto simétrico de B respecto de A. Asi:
6+a=—4 = o =-14]
2
3;B=3 > B=3 | S(-14,3,8)
_22+ Y _ 3 S oy-8

—> —> — — 2 — 2
¢ OQ = 0A+ AQ = OA+?AB=(—4, 3, 3)+?(10, 0,-5) =

= (_47 37 3) + (47 07 _2) = (Oa 3; 1)
Por lo tanto, Q(0, 3, 1).

2. Dados los puntos A(1, 3,-2), B(-5,4,1) y C(7, 2, 4):
a) Determina la recta » que pasapor A y B.
b)Halla m y n para que P(3, m, n) pertenezcaa r.
c) Determina la ecuacion del plano © que pasa por 4, By C.
d)Halla k& para que Q(k, 7,—1) pertenezcaa T.

e) ¢Cual es la posicion relativade r y n?

x=1-06A
a)/l_é(—6, 1,3), m{y=3+A
z=-2+3)\

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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b) Sustituyendo P (3, m, n) en las ecuaciones de 7:

3=1-6L > A=—L
3

-1 8

=3 s m=3+[5= 5

=243 ——— n=—2+3~(_?1)=—3

- 8 8
Asi, m=—y n=-3, luego P|3, 3 _5)'

3

O AB (=6, 1, 3); AC(6, 1, 6)
— —
Hallamos un vector perpendiculara AB y AC:
AB X AC = (=6, 1, 3) x (6,1, 6) = (9, 54, 0) // (1, 6, 0)
Por tanto, la ecuaciéon de T sera:
x-D+06(y-3)+0z+2)=0
x+0y-19=0
e Otra forma de hacerlo seria:

x-1 y-3 =z-2
-0 1 3 [=0 > x+6y-19=0
6 -1 6

Por supuesto, llegariamos a la misma solucion.
e Otra forma:
max+by+tcz+d=0

Aen — a+3b-2c+d=0
Ben —» Sa+4b+ c+d=0
Cem —» TJa+2b+4c+d=0

Resolviendo el sistema se obtiene una solucion indeterminada:
a=A b=06L ¢=0 = —19\
Haciendo A =1 se llega a la ecuacion anterior:

x+0y-19=0

dSi Ok, 7,-1) € m, tiene que cumplir su ecuacion:

k+6-7-19=0 = k=-23 > 0(23,7,-Den

e)Como r pasapor Ay B, y m pasa por A, B y C, obviamente r estd con-
tenida en m.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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3.r

x =15+ 4\
s:yy=-2- A
z=19 + kA

x—17 y-1 =z-8
7 0 2

Halla la posicion relativa de las rectas r y s (si se cortan, di en qué punto):

a)Para k=2.
b)Para k=5.
A k=2

d.(7,0, 2, RO7,1,8 € r

- } SR (2,3, -11)
d,(4, -1, 2); §(15,-2,19 € s

Veamos el rango de estos tres vectores:

7 0 2
4 -1 2 |=77+24+4-42=063%0
2 3 11

Los tres vectores son linealmente independientes. Las rectas, por tanto, se cruzan.

b) k=5

d.(7,0,2; RA7,1,8 € r

N } SR (2,3, —11)
d,(4, -1, 5); §(15,-2,19 € s

Veamos el rango de estos tres vectores:

7 0o 2
4 -1 5|=0
2 3 -11

—> — -
El vector SR depende linealmente de d, y d;. Las rectas, por tanto, se cortan.

Expresamos 7 en paramétricas e igualamos coordenada a coordenada:

x=17+7u 17 + 70 =15 + 4\
rqy=1 - =-2- A
z=8+2U 8 +2U =19 + 5A

El sistema tiene solucion: A =-3; W =-2
Sustituimos A =-3 en s:

x=15+4(3)=3
y=-2-(3)=1 Se cortan en el punto (3, 1, 4)
z=19+53) =4

Se obtiene el mismo punto sustituyendo W = -2 en las ecuaciones de 7.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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4. Determina las ecuaciones de la rectaque cortaa r ya s yes paralelaa ¢:

x=2+A x=3 x= 8- A
riyy=-3—-»1 S:\y= A L:yy= 5+ A
z=6+L z=-9-L\ =—6+2\

Tomamos un punto genérico de 7, RQ+A,-3— A, 6+M0), yotrode s, S3, 1, -9 — .

N
Forzamos al vector RS a que sea paralelo al vector director de ¢, (-1, 1, 2), ha-
ciendo que sus coordenadas sean proporcionales.

RS =(l—h3+A+m —15—A—w //(1,1,2)

1-A_ 3+A+u
11
1-A_ -15-A-p
1 2

La solucion de este sistema es: A = -3, U = -4

Para A =-3 obtenemos el punto (-1, 0, 3), que pertenece a 7 y a la recta buscada. Por
tanto, la ecuacion de esta es:

x=-1- A
y= A
z= 3+2\

5. Considera el punto P(2, 0, 1) y las rectas:

x=1 x= 7-A
rpyy=5+ 2> ry{y=-15+3\
z=2+2) z= 7

Halla una recta s que pasa por P ycortaa roya r,.

La recta pedida, s, serd la interseccion de dos planos:

* T, que contienea P ya 7.

1
* T, que contienea P ya 7,
El vector director de la recta 7y, 81(0, 1, 2), es paralelo al plano y el vector que va

desde el punto P al punto R(1, 5, 2) de la recta 7, ]71%1(—1, 5, 1), también lo es.
Por lo tanto, el plano m, sera:

x-2 y z-1
-1 5 1 =0 5 Yx-2+2)-(z-1D =0 T:9%+2y-2-17=0
0 1 2
De la misma forma, m, vendrad dado asi:

x-2 y z-1
5 <15 6 |=0 —> -18(x-2)-06y=0 Ty 3x+y—-6=0
-1 3 0

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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s es la interseccion de los planos m; y T,

Ox + 2 17=0 x=A
X -z-17 =
5+y 6 o}%y%_%
x p— =
Y z=-5+ 3\

6. Describe y representa cada una de las siguientes figuras:

(x=0 x=0
ay=3 b)1y=3 Ayy=3
(z=2 z=0
[x =2
x=0
d){ e)yy=u Dx=y==z
z=0
12=0
a) Plano b) Recta ¢) Punto
d) Recta e) Plano f) Recta
Z Z
a) 9)
Y Y
X X

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Diagonal de un ortoedro

H Halla la diagonal de los ortoedros cuyas dimensiones son las siguientes:

Da=2,b=1, c=2 IDa=4, b=12, c=3 MDa=7, b=4, c=5
DV22+12+22 =49 =3

) V42 + 122 + 37 = V169 =13

) V72 + 42 + 52 = V90 = 9,49

Distancia entre dos puntos

B Halla la distancia de P(1, 3,6) a Q(5, 5, 7).

PO =VG-DP+(-32+T-67% =V + 22+ 12 =21 =458

Distancia de un punto a una recta

B Siguiendo el proceso anterior, halla la distancia del punto P(8, 6,12) alarecta 7:

x=2
ryy=1-— X
z=7+2\

e Ecuacion del plano m que contiene a P y es perpendicular a 7:
0-(x=8)-1-(-060)+2-(z-12)=0; esdecir, m: =y +2z-18=0
e Punto, Q, decortede r y m
-A-M+27+20)-18=0
“1+A+14+41-18=0
5L-5=0 — A=1
El punto es Q(2, 0, 9).
e Calculamos la distancia:

dist (P, ) = dist (P, Q) = | PO|= (=6, -6, =3)| = V36 + 36 +9 = V81 =9
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Distancia de un punto a un plano

B Halla, paso a paso, la distancia del punto P(4, 35, 70) al plano T
m:5y+12z—-1=0

4 — Hallamos la ecuacion de la recta, 7, que pasa por
P y es perpendicular a .
4 *0 — Obtenemos el punto, Q, de interseccion de » y .
' — La distancia de P a m es igual a la distancia entre
o Py O

Para el punto y el plano dados:

e Recta, 7, que pasa por P y es perpendiculara m:

x=4
7 y=35+57»
z=70+ 12\

e Punto, Q, de interseccion de r y
5(35 + 50 + 12(70 + 120 -1 =0
175 + 250 + 840 + 144A -1 =0
1694 +1014=0 — A=-0
El punto es Q4, 5, -2).
e Calculamos la distancia:

dist (P, m) = dist (P, Q) = | PO| = (0, =30, =72)| = V900 + 5184 = V6084 = 78

Pagina 184

1. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (1, 0, 7) y es per-
pendicular al plano 5x—3z + 4 = 0.

g . . 2
El vector normal al plano, n(5, 0, —3), es un vector direccion de la recta » que bus-
camos. Por tanto, las ecuaciones paramétricas son:

x=1+5\
r: 3y=0
z=7-=3\

2. Halla la ecuacion implicita del plano que pasa por (1, -3, 5) y es perpendicular

x
ala recta T=—=—.

Si el plano que buscamos, w, es perpendicular a la recta dada, un vector normal al
plano es el vector direccion de la recta: (5, —6, 1). Por tanto, la ecuacion de T es:

5-D-6@p+3)+1(=-5=0 > 5x—-0y+2-28=0
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3. Halla la ecuacion del plano paraleloa 5x—y +4 =0 que pasa por (1, 0, -3).

Si son paralelos, el vector normal es el mismo, (5, =1, 0). Por tanto, la ecuacion del
plano que buscamos es:

S5x-D-py+0(Ez+3)=0 = 5x-y-5=0

4. Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pasa por (5,7, —2).

x= 3+5AL
r:yy=-1+2\
z= 4—-06\A

Si el plano que buscamos, w, es perpendicular a 7, un vector normal al plano es el
vector direccion de la recta: (5, 2, —6)

Por tanto, la ecuacion de 1 es:

5= +2@+7DN-6E+2)=0 > Sx+2y-62-23=0
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5. Halla la ecuacion del plano T que contiene a r y es paralelo a s:

[x= 5+ 2
riyy=-1
|z= 8+2)
[ x=4+3\
ssyy=3—- A
(Zz=5+4A

El plano pasa por (5, -1, 8) y es paralelo a (1, 0, 2) y a (3, -1, 4). Un vector normal al
plano es:

(1,0,2)x(@3,-1,4 =(2, 2, -1
La ecuacion del plano es:

2=5) +2(p + 1D - 1(z—8) = 0; es decir: 2x + 2y — 2 =0

6. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta paralela a r que pasa por
P(0,-1,-3):
{3x—5y+7z—4= 0
r:

x—2y+ z+1=0

Un vector direccion de la recta es: (3, =5, 7) x (1, =2, D = (9, 4, 1)

x=9A
Las ecuaciones paramétricas son: § y = —1 + 4\
- 3-1
Unidad 7. Problemas métricos 3
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1. Halla el angulo entre las rectas r y s:
x= 3-5\

r:yy-= 2+ 3\ s:{
z=-1

x—=2y+3z =0
2x— y +4=0

El vector direccion de r es Zr =(-5,3,0=u
El vector direccion de s es el producto vectorial de los vectores normales de los pla-
nos que la determinan:
d =(1,-2,3)x@2-1,00=(3,63/1,2 D=V
Por tanto:
lu-vI_ e5,3,0-0,2 D] _
W[ [Vl 2s+o+0vi+a+r1 V3ive

= 0,070014 — o = 85°59' 7"

2
2. Calcula el angulo que forma la recta r: x7 = =— = con el plano
Tmx+3y—z+1=0.

p ; . 3 = .
Llamamos 90° — o al angulo formado por las direcciones de d y n sin tener en
cuenta sus sentidos.

d7.-1.3) //r B, 3. -DLn
ld-Al _7-3-3] _ 1
Idl- |n] V59 -v11 649

90° — o =87°45"1" — o =2°14' 59"

cos (90° — ) = = (0,039
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1. Halla razonadamente la distancia de P(5, 6, 6) a la recta »: (51, 2 — A, ).
Hazlo por cada uno de los tres métodos que has aprendido.

— Solucion, obteniendo previamente el punto P"

e Plano, m, que pasa por P vy es perpendicular a 7

S(x =35 -1y -6)+1(z-6)=0

L : es decir: T 5x—-y+z-25=0

e Interseccion, P, de m y
56M -2 -M+A-25=0
250 —2+A+A-25=0
27h-27=0 — A=1
El punto es P'(5, 1, D).
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e Distancia entre P y 7t

dist (P, 7) = dist (P, P") = |PP'| = |(0, =5, =5)| = V50 = 5V2 = 7,07

— Segundo método:
R(A, 2 -, A) es un punto genérico de la recta 7.
El vector RP (5-5M4+A 6-N) esvariable.

El vector que nos interesa es perpendicular a la rec-
ta. Por tanto, cumple:

5, -1, 1)'R—ﬁ=0; es decir:

55 -5 -14+MD+1(6-M=0
25-250—-4-A+6-A=0
27A+27=0 — A=1

El resto, es igual que con el método anterior.

— Solucion directa a partir del producto vectorial:

Y I% —>|
dist (P, 7) = Area _ IRPXx d
Base |3|
I — =
e ] RP xd=(5,4,6)x(5,-1,1) =0, 25, -25)

> —

| RP x d| = V100 + 625 + 625 = V1350

ldl=v25+1+1 =27

V1350
dist (P, ) = \/% =50 =5V2 = 7,07
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2. Halla la distancia del punto P(8, 5,—6) al plano 1: x + 2y —2z + 3 = 0.

|8+ 10 + 12 + 3| =ﬁ=11u

N1+4+4 3

dist (P, ) =

3. Halla la distancia de los puntos Q(3, 0,3) y R(0, 0, 0) al plano del ejercicio
anterior.

dist(Q,n)=J3_g—+3|-=O ©Oen

dist (R, 1) = %= 1
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4. Calcula la distancia entre la recta y el plano:
r:(1-30,2+A,1-2) m:x+3y=0
5
d-3,1,-D//
—>(3 : V} d-7=-3+3=0 = dln = r/n
n, 3 01lxw

Puesto que la recta es paralela al plano (o, acaso, contenida en él), la distancia de r
a T se obtiene calculando la distancia de cualquier punto de r a m:

dist (r, m) = dist [(1, 2, 1), m] = ﬁ = ﬁ = 2,21
5. Calcula la distancia entre estos planos:
M:y—5z+4=0 m:2y—10z =0
Los planos son paralelos, pues sus coeficientes son proporcionales. Por tanto, la dis-
tancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro:
P0,5, 1 esun punto de w. Por tanto:
5-5+4| _ 4

dist (n, ©) = dist (P, ) =
N1 +25 26

= 0,78
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6. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante cada uno de los tres mé-
todos aprendidos:

x=13 + 12\ x=6
r:yy= 2 s:;iy= 6+
z= 8+ 5A z=-9

e Primer método:
Hallamos el plano, m, que contiene a r y es paralelo a s:

(12.0.5 /77 } (12,0,5 % (0,1,00 =(-5,0,12) L
©0,1,0 //s
El punto (13, 2, 8) es de 7, vy, por tanto, de T.
Ecuacion de m: —5(x —13) + 0(y — 2) + 12(z — 8) = 0, es decir:
—Sx+122-31=0
[-30 - 108 -31] _ 169 _,
V25 + 144 13

dist (r, s) = dist (s, ©) = dist [(6, 6, -9), 7| = 3

e Segundo método:
Punto genérico de 7 R(13 + 12\, 2, 8 + 5M)
Punto genérico de s: S(6, 6 + [, —9)
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Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en § es:
—>
RS = (=7 =12\, 4 + W, =17 = 5))

N
De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las
dos rectas:

{1?@-(12,0,5)=0—> “160A - 169 =0 — A=-1
RS-(0,1,00=0 — 4+u=0 S ou=—4

Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S R(1, 2, 3), S(6, 2, -9)

dist (r, s) = dist (R, $) = (5,0, -12)| = V25 + 144 =169 =13

e Tercer método:

- =5 -
dist (r. $) = Volumen del paralelepipedo _ |[Ri, Cl,_> ]
Area de la base Id x d|
R(13,2,8  d1z,0,5
-
S(6, 6, -9) d'@, 1, 0)
—
RS (=7, 4, -17)
-7 4 =17
— - =
[RS,d,d]=(12 0 5 |=-169 — Volumen = 169
0O 1 0

|dx d'| = |(=5, 0, 12)] = V25 + 144 = V169 = 13

Por tanto: dist (r, ) =

169
13 13

7. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante tres métodos distintos:

x= 5 x=5+7u
riiy=2— A s:qy=1-5u
z= A z=1-5u

e Primer método:

Hallamos el plano, m, que contiene a r y es paralelo a s:

G,-1,D//r

(7,5, -5 //'s

El punto (0, 2, 0) es de r, vy, por tanto, de .

Ecuacion de m: 5(x—0) + 16(y —2) —9(z - 0) = 0, es decir:
S5x+ 16y -9z -32=0

} (5,-1, D x (7, -5,-5) = (10, 32, -18) // (5,16, -9) L =

[25 + 16 -9 — 32| ~0
V25 + 256 + 81

dist (r, s) = dist (s, ©) = dist [(5, 1, 1), m] =

(Las rectas r y s se cortan).
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e Segundo método:
Punto genérico de 7 R(5\, 2 — A, A)
Punto genérico de s: S(5+7u, 1 —5u, 1 —5W)

Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en § es:
—
RS =0G+7u—=5A-1-5u+A1-50-2)

De todos los posibles vectores RS , buscamos aquel que sea perpendicular a las
dos rectas:
—
{RS -(5,-1,1)=0 — 27+350—-27A=0 — u=0
RS +(7,-5,-5)=0 = 35+99u-354=0 — A-1
Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S: R(5, 1, 1), S5, 1, D.
dist (r, s) = dist (R, ) = 0

e Tercer método:

- 5 >
dist (r, $) = Volume/n del paralelepipedo _ |[Ri, d,_) 1]
Area de la base Id x |
-
R(O7 27 O) d(s, _1, 1)
5(57 17 1) a>‘(7, _5, _5)
N
RS(5,-1, D
5 -1 1
— o >
[RS,d,d]=|5 -1 1|=0 (las dos primeras filas son iguales).
7 =5 =5

Por tanto: dist (7, s) = 0
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1. Calcula el area del triingulo que tiene sus vértices en estos puntos:

A(17 3, 5), B(Z’ 57 8) Y C(57 la _11)

%
AB, 2, 3) N
- AB x AC = (=26, 28, —10)
AC(4, =2, —16)
|AB x AC| = V262 + 282 + 102 = V1560
B V1560
Area del tridngulo = 25 ~ 19,75 u?
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2. Calcula el volumen de un tetraedro cuyos vértices son A4(2, 1, 4), B(1, 0, 2),
c4,3,2) vy DQ,5,0).

%

AB (-1, -1, -2) 1 -1 -2

— - = —>

AC(2,2,-2) [AB, AC,AD)=|2 2 -2|=-30
%

AD(-1, 4, 2) -1 4 2

Volumen = % =543
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1. Halla el L.G. de los puntos que equidistan de:
aA4,-1,7) vy B(-2,5,1)
b)ru:x+y+z-2=0y n:x—y+z-2=0
)n:x—3y+2z—8=0y n:x—-3y+2z=0

a) dist (X, A) = dist (X, B)

V- D2+ (+ D2+ (=72 =N+ 22+ (=52 + (- D?
X2 —8x+16+Y?+2p+1+22 - 14z +49 =x? +4x+ 4+ 9> 10y + 25+ 22 -2z + 1
“12x+12y-12z+36=0 — x-p+z-3=0

Es un plano: el plano mediador del segmento AB.

b) dist (X, ©) = dist (X, ")

[x+y+z-2] _ |x—p+z-2|

V3 V3

ex+y+z—-2= x-y+z-2 — 2=0 — yp=0

Dos posibilidades:

ex+ty+tz—2=-x+y—-2z+2 - 2x+22-4=0 > x+2-2=0

Son dos planos: los planos bisectores de los angulos diedros formados por © y .
Los dos planos obtenidos se cortan en la recta » determinada por los puntos (1, 0, 1)

y (0, 0, 2), al igual que ©® y =
Ademas, son perpendiculares, pues (0, 1, 0) - (1, 0, 1) = 0.

¢) dist (X, m) = dist (X, ©")
|x=3y+2z-8] _ |x—-3y+2z|

V1+9+4 N1+9+4

ex—-3y+2z-8= x-3y+2z — -8=0 — Imposible.

Dos posibilidades:

ex—3y+2z-8=x+3y-2z —> 2x-0y+4z-8=0 — x-3y+2z-4=0

Los planos m y m son paralelos. El plano obtenido es también paralelo a ellos.
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2. Averigua si x? + y2 + 22 + 2x — 10y + 25 = 0 corresponde a la ecuacion de una
esfera, y halla su centro y su radio.

\/(i)(é)(g)g T B 0.5 -1

2 2

Es una esfera de radio 1. Su centro es (-1, 5, 0).

3. Halla el radio de la circunferencia en la que el plano 4x—-3z—-33 =0 cortaa
la esfera (x—2)% + (y +5)% + 22 = 169.

La esfera tiene el centro en Q(2, -5, 0) y su radio es R = 13.

La distancia de Q al plano es: d = 18-0-35] _ 25 _ 5

Por tanto: 7= VR?2 —d? = V169 — 25 = V144 = 12

El radio de la circunferencia es 12.

4. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya suma de cuadrados
de distancias a 0(0, 0,0) y Q(10, 0, 0) es 68. Tras efectuar los calculos, com-
prueba que la superficie resulta ser una esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.

(%2 + 9%+ 29 + [(x - 1002 + y? + 2%] = 68
X2+ 2+ 22 + x2 = 20x + 100 + p? + 22 = 68
2x2 + 292+ 222 -20x+32=0
x2+9)?2+22-10x+16=0
x?—10x+25+9)>+22-9=0
(x=5)2+)2+22=0

Es una esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.
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5. Halla el L.G. de los puntos cuya suma de distancias a F(0, 0,5) y F'(0, 0,-5)
es 26.

dist (X, F) + dist (X, F') = 26
VaZ+ )2+ (2 =52 + Va2 + 12 + (z + 5% = 26

Vo + )7+ (2= 5)% =26 - a2+ )2 + (z + 5)°
X2+ 92+ (2 =52 =676 + )2 + )+ £+ 2 — 52 NxF+ 7+ (4 52

2VxZ+ 92+ (2+5)2 =676+ x2 + )2 + 22+ 25+ 102 —x% — 2 — 22— 25 + 10z

52 Vx? + y% + (z + 5)% = 20z + 676
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13 Va2 + 92 + (2 + 5)2 = 5z + 169

169 [x? + y? + (z + 5)%] = 2522 + 1690z + 28561

169 [x? + y? + 22 + 10z + 25] = 2522 + 1690z + 28561

169x2 + 169y? + 16922 + 1690z + 4225 = 2522 + 1690% + 28561
169x% + 169y? + 14422 = 24336

R - LR

144 144 169

Es un elipsoide.

Halla el L.G. de los puntos cuya diferencia de distancias a F(5,0,0) y
F'(-5,0,0) es6.

| dist (X, F) — dist (X, F)|=6

Vor—52+9p2+ 22 —N(x + 52+ 2 + 22 =16

Vix =52+ 2 + 22 =46 + V(x + 5% + y? + 22

a2 —10x+25+p2+ 22 =36+ (x+ 52+ 2+ 22 + 12 V(x + 5)% + y? + 22
A-tx+ B+ + =36+ +10x+ 25+ + AL+ 12w+ 52+ )2 + 22

+12 V(x + 5)2 + p2 + 22 = 20x + 36

3V + 352+ )2 +22 =5x+9

9x? + 10x + 25 + p? + 2% = 25x% + 90x + 81
9x% + 90« + 225 + 9p? + 922 = 25x% + 90K + 81
—16x% + 9y + 922 = —144

Es un hiperboloide.

1
Halla el L.G. de los puntos que equidistan del plano x + i 0 y del punto

1 P . .
(Z’ 0, 0). ¢A qué se parece la ecuacion obtenida?

1 1
dist (X, ) = dist (X, ), donde T x+—=0 y F(— 0, 0).

4 4’
LV, 5.
X —-——| + + z4 =
\/( 4) Y
T AL ATy

x =92 + 22

L1
A
4

Es un paraboloide. Su ecuacion es muy similar a la de una parabola.

Unidad 7. Problemas métricos

11



12

Pagina 204
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Angulos

1 |Halla el angulo que forman las rectas » y s en cada caso. Comprueba, pre-
viamente, que las rectas se cortan:

x=5-2A x=5— A
a)r: y=4+3\1 s:yy=4+5\
z= -2\ z= A
x=3+ 3\

x—y =3
b)r:{ +z=15 s:yy= 2\
y z=15+5A

a)d, (-2,3,-2); P(5, 4, 0)
d, (1,5, 1); P54, 0)

- -
Como P =Py d; no es proporcional a d,, entonces sabemos que se cortan
en el punto P.

Para ver el angulo que forman, hacemos el producto escalar de 5,, y CT5

|d.-d| =123 -2-1,5 Dl =|2+15-2 =15

|d]=Va+9+4=\17; |[d]="1+25+1="27
[15]

V17 27

b) Las ecuaciones paramétricas de r son:

cos o = =0,7 > o =45° 33" 42"

x= 3+A
riyy= A
z=15- A

Por lo tanto:
d (,1,-D; P@G3,0,15)
d (3,2,5; P'G3,0,15

- -
Como P =P’y d, no es proporcional a d,, entonces sabemos que r y s se
cortan en el punto P.

|d-d|=1(1,1,-1+@3,2,5=3+2-5=0

Como su producto escalar es 0, sabemos que son perpendiculares, por lo que
o = 90°.
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2 |Halla el valor de m para que r y s formen un angulo de 90°:

x= 2-5A\ x=2+ A
riyy-= A s:yy= 2\
=2_- A z=  mh\

(_])1’ (_57 17 _1)7 C_il (1, 2, m)

Para que » y s formen 90°, el producto escalar de d_:, y c_fS tiene que ser O:

- -

d-d=(51-D-0,2,m=-5+2-m=0 — m=-3

s3 |Halla, en cada caso, el angulo que forman la recta y el plano:

ar = "5 "2 T:x—2y—2+1=0

b)r:x=A y=1+2A, z=-2 M2x—y+2=0
-1 -

c)r:x—=u=E T x+z=17

) d(=2, 4, 2); n(1, -2, -1

cos(90°—oc)=|d'rl _b2=8-2 12 L g gm0 o =00

ldlsl - V246 12

, o 7 - . . . . 2
Observacion: Los vectores d y n tienen la misma direccion; luego la recta y el
plano son perpendiculares, es decir, o = 90°.

b d, 2, 0); n(2, -1, 1)
|8'H|= [2-2+0]
ldIRl 56
o d@2,1,1; n(,0, 1

ld-dl _ |2 +1 3 _ 3 _\3
ldIRl V6-N2 N1z 23 2

— 90° -0 =30° — o =060°

cos (90° — ) = 0 = 90°-0a=90° — a=0°

cos (90° — o) =

%

s4 | Calcula el angulo que forman los dos planos siguientes:

owz=3 B:x—y+2z+4=0
n,(0, 0, 1; HB(l,—l, 2)
cos @ = lﬁ_‘j"fﬁl -2 _0816 — @=35°1552"
EAIEA RS
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Halla los tres angulos de los tridngulos cuyos vértices son:
a)A(0,0,0), B(1,2,1), €(3,1, 1)
b)A(29 7, 3)’ B(l’ 2’ 5)’ C(_17 _Za 5)

-
aA)AB =(1,2,1
—
AC =(3,1, D

AB - AC 6
cos A = = =0,73855 — A = 42° 23' 31"

laBl Al 6 11

N
BA = (-1, -2, -1)

_
BC = (2, -1, 0)

BA - BC 0
cos B = = =0 —> B=90°

1Bal 1B 65

C =180 - A — B = 47° 36' 29"

AC =(=3,-9,2)
AB - AC 52

cos A = ’ = =0,97922 — A =11°42'6"
laBl14C] 30 - Vo4

-

BA=(,5,-2)

-
BC = (=2, -4, 0)

BA - BC 22
cos B = = — =-0,898 — B = 153°54' 50"

BAl Bl 30 - V20

C =180 - A — B = 14° 22' 58"

Calcula el angulo que forma el plano siguiente con cada uno de los ejes
coordenados:

M:x—2y+z=0
El angulo entre una recta y un plano es complementario del que forma dicha rec-
ta con la direccion normal al plano.

El vector normal a © es n(l, -2, 1)

e El dngulo que forma m con el eje X, de vector director (1, 0, 0), es:

A, 0,0-a,-2,D] __ 1
(1, 0,00 11, -2, DI 1.6

cos (90° — o) =

= 0,408 —

= 90° — 0= 65° 54' 19" — o = 24° 5' 41"

Unidad 7. Problemas métricos
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e El dngulo que forma m con el eje Y, de vector director (0, 1, 0), es:

|0, 1,0 -, -2, D] _[-2]
o, 1, 0l |1, -2, DI g

cos (90° - B) = =0,8165 —

— 90° — B =35°15'52" — P =54°44'8"

e El angulo que forma m con el eje Z, de vector director (0, 0, 1), es:
0,0, D-1,-2, D] _ 1

- 0 _ ) = - 04
cos 00 =V =400 N, 2 0l Ng 8

— 90° — Y= 650 54! 19" — Y= 24° 5" 41"

Distancias

Calcula la distancia que hay entre los siguientes pares de puntos:

a)A(27 5, _2), B(_]-, 1’ _2) b)A(_l’ 77 4)’ B(_l’ 29 16)
—>

a) dist (A, B) = |AB| =|(=3, -4, 0)| = 5 u

b) dist (A, B) = | AB| = |0, =5, 12)] = 13 u

Considera la recta r y el plano © siguientes:

x—y =-3
r: mx+y—2z=1
x +z=1

a) Halla las coordenadas del punto § donde se cortan » y .

b) Calcula la distancia del punto P(4, 0, 1) al punto S del apartado ante-
rior.

a) Para hallar el punto § donde se intersecan r y 7, resolvemos el sistema de
ecuaciones:

X—-y =-3
x + z=1p = 80,3 D
x+y—-2z=1

b) dist (P, $) = | PS | = [(=4, 3, 0| =5 u

Tenemos la recta » ylos planos © y ¢ siguientes:

x= 8L
’ M:x+2y—z=1
r: =
Y o:x— y+z=3
z=3-06A

a) Halla el punto P donde se cortan la recta r y el plano T.
b) Calcula las coordenadas del punto Q donde se cortan r y ©.

c) Obtén la distancia que separa a los puntos P y Q de los apartados ante-
riores.
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a) La interseccion de r con m la podemos hallar sustituyendo las coordenadas
de r en m:

8BL+22)-B3-6M=1 = A=0
Por lo que el punto es P = (0, 2, 3)
b) De la misma forma hallamos Q:
SAL-2+3-0A=3 > A=1
Asi, Q=(8,2,-3).
o dist (P, Q) = PO| = 8,0, -6) = 10 u
Calcula, en cada caso, la distancia entre el punto P y el plano m:
aPR2,-3,1), n:3x—4z=3

b)P0,1,3), t: x—y—-2z+3=0
A)P2,0,1), m:x+y—2z=0

a)P2,-3,1); m:3x—4z-3=0

3-2-4-1-3] _1

dist (P, ) = —=0,2u
V32 + 42 5
b) PO, 1,3); mx—y—-2z+3=0
_1-2. 4
dist pomy = 10=1=23+3l 4 s

N1 +1+22 V6
OPR2,0,1); mx+y—22=0

22|

dist (P, ) =
N1+1+4

=0u
Calcula la distancia entre el punto (3, -4, 1) y el plano y = 3.
P3,-4,1); my-3=0

dist (P, = 1242305

V1

Calcula la distancia entre el punto Q(2,-1, 0) y el plano que contiene a

x=3-2A
P(2,0,4) ya s:{y=2+3L
z=4

N
El plano ®, que contiene a P y a s, tiene como vectores direccion E{S y PP,
siendo P’ un punto de s como P'(3, 2, 4).

Unidad 7. Problemas métricos
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Hallamos el vector normal al plano:

N —>

n=d x PP =(=2,3,0x(1,2, 0 =(0,0,-7)
Tomamos un vector proporcional a n: (0, 0, 1)

Por tanto, el plano es m: z =4

: |0 — 4]
dist (Q, 1) = ———=4u
V1

Halla la distancia entre los siguientes pares de planos:
AT x—2y+3=0; T,:2x—4y+1=0
b)n;:3x—-2y+2z-2=0; M:2x—y+z=-5

a) Vemos claramente que los dos planos son paralelos. Por tanto, tomamos un
punto P de m; y hallamos la distancia del punto P al plano m,.

P(=3,0,0) € 7,
2-(3+1] _ 5
22 + 42 \20

b) Los vectores normales a los dos planos no son proporcionales, por lo que los
planos se cortan. La distancia es, por tanto, cero.

dist (P, m,) =

=1,12u

Pagina 205

14

Halla la distancia de la recta » al plano © en cada caso:
[ x= 2+4)

a)r:y y= 3\ m:3x—4y—-3=0

| z=-1+7A

[x=3+2)
b)r:qy=5 m7x—2y—z+1=0
|z=4+ A

Lo primero que tenemos que ver es si el plano y la recta se cortan: si el vector
normal al plano es perpendicular al vector direccion de la recta, entonces, o son
paralelos, o la recta estd contenida en el plano.

d,(4,3,7;  nG,-4,0
8, -n=12-12=0 — son perpendiculares
Como el punto P(2, 0, -1) € r no esta contenido en el plano, » y ® son pa-

ralelos, por lo que la distancia de » a m es igual a la distancia de cualquier
punto de r a m. Tomamos P como punto de 7.

32402383 o

V32 + 42 5

dist (r, ) = dist (P,

Unidad 7. Problemas métricos
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»d.(2,0,1; 07, -2-D

-

d, - n=14-1=13#0 — no son perpendiculares — 7 y T se cortan —

— dist (r, ®) =0

Calcula la distancia que hay entre el punto P(3, 1, 6) y la recta
xX= 4+4\

r:1 y= 2+ A mediante los siguientes pasos:
z=-1-3A

a) Halla un plano, n, perpendicular a » que contengaa P.

b) Obtén la interseccion de © con 7. Llama a ese punto Q.

c) Calcula la distanciade P a Q.

a) El vector normal al plano ® es el vector direccion de la recta 7.
La ecuacion de m es: 4x-3)+(y -1 -3z-6) =0
M 4x+y—3z+5=0
b) Para hallar la interseccion de ® con 7, sustituimos las coordenadas genéricas
de r en la ecuacion de m:
44+40+ Q2+ -3-1-30+5=0 = A=-1

Sustituimos A en las ecuaciones paramétricas de » — Q(0, 1, 2)

o dist (P, ») = dist (P, Q) =VB - 02+ (1 -1?+(6-22=V9+16 =5

x= 9+12\
Halla la distancia entre el punto P(2, 2,-11) y larecta r:§ y=-1— 3\
z= 6+ 5L

siguiendo los pasos del ejercicio anterior.

e d.(12,-3,5); P22 -1D
12— 2) - 3(y-2) +5(z+ 11 =0
T 12x -3y +5z+37=0

e Sustituimos las coordenadas de 7 en m para hallar la interseccion de » y m
129+ 120 = 3(-1 =30 + 5(6 + 5 + 37 =0 — A=-1

El punto de interseccion es Q (=3, 2, 1.

e dist (P, Q) =|PO|=(=5,0,12)| =13 u

Unidad 7. Problemas métricos
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17 |Calcula la distancia que hay entre el punto P(3, 1, 6) y la recta

X= 4+4\
r:1 y= 2+ A mediante los siguientes pasos:
z=-1-3L

N
a) Halla el vector PQ, siendo Q un punto de la recta 7.

b)Halla el area del paralelogramo descrito por el vector lTé y el vector
direccion de 7.

¢) Divide dicha area entre el médulo del vector direccion de 7.

A PB3, 1,6, 04,2, -Der
—
PQ(1,1,-7)
b) PO xd, = (4, -25,-3)
Area del paralelogramo = |P_Q) X 8,| =42 + 252 + 32 =650

e
o dist (P, 7) = Area del paralelogramo _ |PO x dr| _ V650 _

Longitud de la base |a | \26
.
x= 9+ 12\
18 |Halla la distancia entre el punto P(2, 2, -11) ylarecta r: {y=-1— 3A
z= 6+ 5\
siguiendo los pasos del ejercicio anterior.
d Q(9’ _1a 6)
s
PQ = (7,-3,17)

e d.(12,-3,5

Area paralelogramo = |P_>Q X 87| = (36, 169, 15)| = V30082
o |d | =178

dist (P, Q) = =13 u

Unidad 7. Problemas métricos
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Calcula la distancia que hay entre estas rectas:

x = 4\ x=2-12\
r:{y=-10—-3L s:qy=1+ 9A
z= 9+5\ z=4+ A

Para ello, sigue estos pasos:
a) Halla el plano © que contenga a la recta » y sea paralelo a la recta s.

b) Halla la distancia de un punto (el que quieras) de s al plano .

ri R(0, =10, 9), d (4, -3, 5)

5:52,1, 4, d-12,9, D

D) dxd =4 -3 5% (12,9, 1) = (—48, —64,0) // (3,4,0) L«
n estd definido por un punto, R(0,-10, 9), y un vector normal, (3, 4, 0).
T3x—0+4p+100+0z—-— D=0 —- m:3x+4y+40=0

24+ 4-1+40
b) dist (r, s) = dist (s, 7 = dist (5, @) = ———r 2 1+40 50 _ 4

V32 + 42 + 02 5

Halla la distancia que hay entre estas rectas siguiendo los pasos del ejerci-
cio anterior:

x=-7+ 5L x=10-10\
riiy= 4+ A s:ypy=-2+ 5A
z=19 + 12\ z=26—24)\

e Elvector normal a 7 serd n= arx 85 = (5,1, 12) X (-10, 5, =24) = (=84, 0, 35)
—84(x+7) +35(z-19) =0
T —84x + 352 — 1253 =0

e 0(10,-2,20) € s

|-84 - 10 +35-26 —1253] _ 1183 _

dist (r, s) = dist (Q, T) = 13 u
“,842 + 352 91
Calcula la distancia que hay entre estas rectas:
X = 4\ x=2-12\
r:{y=-10-31 s:{ y=1+ 9A
z= 9+5) z=4+ A

Para ello, haz lo siguiente:

s
a) Halla el vector PQ, siendo P y Q puntos de las rectas r y s, respecti-
vamente.

Unidad 7. Problemas métricos
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b)Halla el volumen, V, del paralelepipedo descrito por I?Q y los vectores
direccion de r y s.

c) Halla el area, A, del paralelogramo descrito por los vectores direccion de
rys.

d)La distancia de r a s coincide con el resultado de dividir V entre A.
P, -10,9) € r, d(4,-3,5)
02,1, Hes d-12,9 1

N
a) PO(2, 11, -5)

b)
4 35
N
[d,d, PO1=|-12 9 1|=-800
2 11 -5

V= |-800| =800 u’

22 |Halla la distancia que hay entre estas rectas siguiendo los pasos del ejerci-
cio anterior:

x=-=7+ S\ x=10-10\
r:yy= 4+ A s:y{ y=-2+ 5L
z=19 + 12\ z=26—24\

e P(-7,4,19; 0Q10, -2, 26)
)
PrPQQ7,-6,7)

. 3,,(5, 1, 12)
d (10,5, -24)

— — —> 5 1 12
v=|d, d, POll=|-10 5 -24|=1183u3
17 -6 7

e A= |ar>< abl = |(=84, 0, 35)| = 91 u?

1183 _

o1 13 u

- Y.
o dist (r,s) = i

Unidad 7. Problemas métricos
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Areas y volomenes

23 |Halla el area de cada uno de los triangulos:
a)A(2,7,3), B(1,-5,4), C(7,0,11)
b)AG3,-7,4), B(-1,2,5), C(-5,11,6)

Justifica la solucién del segundo.
— —
a) AB(-1,-12, 1); AC(5, -7, 8)

|ABxAC|  [(=89,13,67| 12579
2 2 -2

Area = = 56,08 u?

—> —>
b) AB(—4,9, 1); AC (-8, 18, 2)
Las coordenadas son proporcionales, luego los puntos estan alineados:

|AB x AC | =0

Pagina 206

24 | Calcula, en cada caso, el volumen del tetraedro con vértices:
a)(2,1,4); (1,0,2); (4,3,2); (1,5,6)
b)(4, 1, 2); (2,0, 1); (2,3,4); (6,5,1)

a) A2, 1, 4); B(1, 0, 2); C(4,3,2); D(,5,06)
—> —> —>
AB(-1, -1, -2); AC (2,2, -2); AD (-1, 4, 2)

-1 -1 =2
2 2 2|=-30 — Volumen=%-30=5u3
-1 4 2

b) A4, 1, 2); B(2,0, 1); C(2, 3, 4); D(, 5, 1)
—> —> —>
AB(=2, -1, -1); AC (=2, 2,2); AD (2, 4, -1)

2 1
-1 2 2(=30 — Volumen=%'30=5u3
2 4 -1

25 |Calcula el area total y el volumen del tetraedro de vértices:

A(27 37 1)’ 3(4, 1, _2), C(6’ 39 7)7 D(_s, _4, 8)

e Area del triingulo ABC:

AB X AC = (2, -2, -3) x (4, 0, 6) = (12, —24, 8)

- —
o _laBxaCl 784 _ 28 ,
Area = 5 == = > =14u

Unidad 7. Problemas métricos
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e Area del triingulo ABD:
—> —
AB x AD = (2, =2, -3) X (-7, =7, 7) = (=35, 7, =28)
— —>
l4B x AD| 3058

2 2
e Area del triingulo ACD:

Area = = 22,68 L12
— —>
AC X AD = (4,0, 6) x (-7, =7, 7) = (42, =70, —28)

-  —>
) lACx AD| 7448
Area = = >

e Area del tridngulo BCD:

= 43,15 u?

— —>
BC x BD = (2, 2, 9) x (=9, -5, 10) = (65, 101, 8)

i |BCx BD|
Area = 5 = 142490 = (0,19 u?

e Area total = 14 + 22,68 + 43,15 + 60,19 = 140,02 u?

— — —
e Volumen: ABQ,-2,-3); AC4,0,6); AD(7,-7,7)

2 -2 3 6
4 0 6[|=308 — Volumen=£251,53 ud

-7 -7 7 0

Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el
plano:

6x-5y+32-30=0

@ Recuerda que V = (1/3) - drea base X altura. En este caso es muy sencillo obtener
ambas por ser un tetraedro con tres aristas perpendiculares entre si. Hazlo,
también, utilizando el producto mixto, y comprueba que obtienes el mismo resultado.

e Hallamos los vértices:
x=0, y=0 - z=10 — A4(0, 0, 10)
=0, 2=0 > x=5 — B(5,0,0)
x=0,z=0 > y=-6 = C(0,-6,0)
0(0, 0, 0)

e Calculamos el volumen:

V=l~l(1o~5-6)=50112

3 2
e Lo calculamos utilizando el producto mixto:
0 0 10
1, > = —
V=—|04, 0B, 0Cl|=—[[5 0 0| =50u’
6 %o -6 0

Unidad 7. Problemas métricos
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s27

28

+
Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta X > "3 T Yaue

pasa por el punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada por el
plano anterior y los tres planos coordenados.
Un vector normal al plano es n(2, 3, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x+ 1) +3(y -1 +4(z— 0) =0
2x+3y+4z-1=0

Calculamos los vértices:

1
x=y=0 — zZ=7

1 1
= = = — B_
y=z=0 = Xx > - (2,0,0)

1 1
=z=0 = y=7% - CO,—,O)
roE Y73 ( 3
0(0, 0, 0)
Votumen = (L. L4 L
olumen 6 4 B 5 14411
Esfera

Justifica cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a esferas y di su
centro y su radio:

a)x?+y%2-2x+4y-8=0
b)2x%-2y2+ 222 +4x-16=0

) 2x%+2y%2+22%2+4x-16=0
DxZ+3y2+22-2x2-4=0
€)3x%+3y?+322+6x-122-3=0
f)3x%+3y%+322+6x-122-30=0
) 2x%+2y%+22%2 —4x+6y—-3/2=0

a) No tiene término en 2z2. No es una esfera.

2

b) Los coeficientes de x?, 2, z? no son iguales, luego no es una esfera.

2

©) Los coeficientes de x?, y2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 2:

x*+y?+ 22+ 2x-8=0

2 2 2
(ﬁ) +(§) +(£) —D=1+0+0-(=8)=9 — radio=V9 =3
2 2 2
Cent =(é = g)=<1oo>
entro _2,_27_2 —4 Y
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e) Los coeficientes de x?, y

d) Los coeficientes de x?, y2, z

2

2

f) Los coeficientes de x?, y2,

2

9) Los coeficientes de x?, y2,

_

UNIDAD ﬁ

2 no son iguales, luego no es una esfera.

, 2% son iguales. Dividimos la ecuacion entre 3:

X2+ 2+ 22+ 2x-42-1=0

2 2 2
(é) +(§) +(£) ~D=14+0+4-(-1D)=6 — radio=16
2 2 2
conra -4, 5 ) -0,
entro = |=—, ==~ -1, 0,

22 son iguales. Dividimos la ecuacion entre 3:

X2+ 92+ 2242x-42-10=0

2 (B\2 2
(%) +(E) +(%) -D=1+0+4-(-10) =15 — radio= 15
Ci ZV—(é b g)-(lOZ)
eniro _2,_27_2 4 Y

2% son iguales. Dividimos la ecuacion entre 2:

x2+y2+zz—2x+3y—%=0

A2 (B2 (C)\2 B 9 3) _ L
(_2) (E) +(3) —D—1+—4+0—(——4)—4 —  radio =2
entro = -4, -5, _€) (11,22, )
entro —2,—2,—2 _7_2a

29 |Halla la ecuacion de las siguientes esferas:

Unidad 7. Problemas métricos

b) El centro es el punto medio de AB: C =

a) Centro (1, 0, -5) y radio 1.

b)Diametro A(3, -4, 2), B(5, 2, 0).

©) Centro (4, -2, 3) y tangente al plano x—z = 0.
d) Centro (3, -1, 2) y tangente al plano YZ.

) (x—D?+yp2+(z+5)?2=1, obien, x*+p2+2>2-2x+10z+25=0

345 4+2 2+0
2 2 2

=H4,-1,D

El radio es la distancia de € a uno de los puntos:
|AC| = Y12+ 3%+ 12 = V11
La ecuacion es: (x — 4)% + (y + 1)? + (z — 1)? = 11, o bien:

x* 42+ 22 -8x+2p-22+7=0

25



©) El radio es la distancia del centro C(4, -2, 3) al plano m: x — z = 0:

- 1
r=dist(C,n)=u=_ N

% % 2

1
La ecuacion serd: (x— 49>+ + 2?2 +(z-3)% = 5 © bien:

)

5
x2+y2+22—8x+4y—6z+57=0 —
- 2x?+ 292+ 222 - 16x+8y—-122+57 =0

d El plano YZ es el plano m: x = 0.
El radio es la distancia del centro C'(3, —1, 2) al plano m: r= dist (C, ) =3
La ecuacion serd: (x—3)2+ (y+ 1)? +(z—2)2=9, o bien:
X2+ p?+ 22 —6x+2y—42z+5=0
30 |Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (2, -1, 4) es
iguala 7.
Es una esfera de centro (2, -1, 4) y radio 7:

(x=22+@+D?+(z-492=49, obien, x>+ y> + 2> —4x+2y-82-28=0

PARA RESOLVER

) x+ y—z+1=0
s31 |Halla la ecuacion del plano 1 que contiene a la recta r:
x+2y+z =0

y es ortogonal al plano ¢: 2x—y+3z+1=0.

Obtén también las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por =«
y ©.

Obtenemos un punto y un vector direccion de la recta 7:
P,-1,Der — P, -1,Den
1,1, -Dx1,2,D=3,-2,D=d/r - d3, -2, D/
Si m es ortogonal a o, el vector normal de ¢ es paralelo a m:

n,(2,-1,3Llc - 2,-1,3//n
Obtenemos un vector normala m: (3, -2, 1) x (2,-1,3) =(-5,-7, 1) — (5,7, -1

La ecuacion del plano © es: S(x-D +7(y+ D -1z-1 =0
Sx+7y—z+3=0
e Ecuaciones paramétricas de la recta determinada por ® y ©:
T Sx+ 7y — z+3=0}
O: 2x— y+3z+1=0
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Vector direccion de la recta: (5, 7, =1) X (2, -1, 3) = (20, =17, —=19)

Punto de la recta:

1
x=0 — Ty- z+3=0}y___2 ( 1 1)
R(0, —— ——

1

2

-y +3z+1=0] ___ 27 2
x = 20\
1
Ecuaciones de la recta: 4~ ~ 2~ 172
1
Z———2—197\,
x —-2z+3=0
Dados la recta r:{ 4 0yelplano T: x+2y+3z—1=0, hallala
y— z-4-

ecuacion de una recta situada en el plano w, que pase por el punto P(2,1,-1)
y sea perpendicular a 7.

Un vector direccion de 7 es: (1,0, -2) x (0, 1,-1) =2, 1, 1)

La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) y perpendicular a
(1, 2, 3) (pues esta situada en el plano m). Un vector direccion de la recta es:

(2,1, Dx{,2,3=01,-5,3

El punto P(2, 1, -1) pertenece al plano y debe pertenecer a la recta buscada.
Luego la recta es:

x= 2+ A
y= 1-5A
=-1+ 3\
x 1-y =z+1
Dados la recta ros— - 3 yvelplano m: x + 3y—3z+3 =0, hallael

plano que contiene a » y es perpendicular a T.

-1 1
oY Z; — PO, 1,-1): d@, -1, 3)

Tx+3y-32+3=0 — n(l,3, -3)
El plano sera paralelo a d yan, ycontendria P.
Un vector normal sera: (2, -1, 3) x (1,3, -3) =(-=6,9,7) — (6,-9, -7)

La ecuacion del plano es: 6(x— 0) =9y -1 -7(z+ 1) =0
6x—9y—-7z+2=0

Unidad 7. Problemas métricos
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Determina la recta perpendicular comun a las rectas siguientes:

x+ y=z+4 x =2=0
Nar2zp= 7 7 y+3=0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x+ y=z+4| Restando la 1.2 ecuacionala2* y=3-z
7
X+ 2y 7] x=7-2y=7-2B83-2)=1+2z

Haciendo z = A:

+ 2A
-A — Un punto genérico de r es R(1+2A, 33—\ L)

S
ISTEA

I
S W =

x=2
x—2=0
S: — s:9¥y=-3 — Un punto genérico de s es S(2, -3, W

y+3=0
z=U
_
Un vector variable de origen en 7 y extremo en s es RS(1 -2A, -6 + A, L — A).
Este vector debe ser perpendiculara » y a s:

RS- (2,-1,1)=0 — 2-4A+6-A+pu-A=0 — —6x+p+8=o}
—
RS-(0,0,1D)=0 = U-A=0 — HU=A —> U=A

8 8
SA+8=0 A== ==
SA + - 5’” 5
ASI:
21 7 8
R_7_7_
(5 5 J 11 22
RS(——,——, o) — d, 2,0
8 5° 5
s[2, -3 =
(, 5,5)

La perpendicular comun a las rectas es:

x=2+A
y=-3+2\
z=8/5

a)Halla p para que las rectas r; y r, sean perpendiculares:

x y-1 =z x-1 y—-p =z-3
ro == L =p—1= 3

b) Calcula su punto de interseccion y la ecuacion del plano que las contiene
para el valor de p que has hallado.

a4, -2,2)-1,p-1,3)=4-2p+2+6=12-2p=0 — p=06

Unidad 7. Problemas métricos



UNIDAD
x= 4N x=1+ U
b)r:yy=1-2A ryyy=06+5u
z= 2\ z=3+3uL

e Punto de interseccion:

4A=1+ U
1-2A=06+5U ¢ Sumando las dos dltimas ecuaciones:
2h=3+3u

1=9+8u1 —- -8=8u — u=-1
Ao3%3 _3-3

2 2

-0

1.2 ecuacion: 4 - 0=1-1. Luego A =0, u=-1.

Sustituyendo A =0 en las ecuaciones de 7, (o bien p=-1 enlasde 7)),
obtenemos el punto de corte: (0, 1, 0)

e Ecuacion del plano que las contiene:

(4, -2,2)x (1,5, 3) =(=16,-10,22) — (8,5,-11) es un vector normal al plano.

Ecuacion: 8(x—-0)+5( - 1D —-11(z-=0) =0

8x+5y—-11z-5=0
s36 |Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta perpen-
dicularmente a la recta siguiente:
{x—y—z=1
r:

X +z=2

Escribimos 7 en forma paramétrica:

xX-y—-z=1 = y=x-z-1=2-2-2z-1=1-122
r:
X+ z=2 = x=2-z

x=2- A
r:qyy=1-20 — Un punto genérico de r es: R(2—A, 1 -2\ L)
z= A
—
P2 1) Si llamamos al punto P(1, 2, 1), el vector PR ha
: L de ser perpendicular a 7, es decir, perpendicular a
d-1, -2, ».

Por tanto, como ITR)(l - A —1=2\, -1 +MA):

PR-d=0 — (1= A -1-2h -1+X)-(-1,-2, 1) =0

1 +A+2+41L—-1+A=0 = 6AL=0 — A=0

La recta que buscamos pasa por el punto P(1, 2, 1) y por el punto Q(2, 1, 0)
(Q se obtiene sustituyendo A =0 en las ecuaciones de 7).

Unidad 7. Problemas métricos
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—s
Un vector direccion sera: PQ(1, -1, —=1)

x=1+A
Larectaes: {y=2—-A
z=1-2A

Los vértices del triangulo ABC son los puntos de corte del plano
2x +y—3z=6 con los ejes coordenados. Halla la ecuacion de la altura que
parte del vértice B que esta en el eje OY.

Los vértices del tridngulo son:
y=0,2z=0 - 2x=6 — x=3 — AB,0,0
x=0,z=0 - y=6 — B(0,060
x=0,y=0 > B3z=06 - z=-2 — C(0,0,-2)
Debemos hallar la ecuacion de la altura que parte de B.
Su vector direccion a(a, b, ¢) debe ser:
— —
e Ortogonala AC — AC - d=o0

e Ortogonal al vector normal del plano ABC, es decir, del plano 2x + y — 3z = 6,
puesto que la altura debe estar contenida en dicho plano — (2,1, -3)-d =0

Luego tenemos que:
—
AC -d=0 = (3,0,-2)+(a,b,0)=0 — 3a+2c=0 }
2,1,-3)-d=0 — 2,1,-3) (@, b,0)=0 — 2a+b-3c=0
Soluciones: (=2t,13t,31) — Si t=-1, d(2, 13, -3)

Pagina 207
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X = 2h

Ecuacion de la altura que pasa por B: §y =6 — 13\

= -3\

x-1 y+1 =z . q.
Halla el punto P delarecta 7: — 1 ° 3 que equidiste de los planos:
= _3 + 7\1

owx+y+z=-3 y P:yy= -—-A+tu
z=-6 +

e Un punto genérico de la recta  es: R(1 + 2A, -1 + A, 3A)

e Escribimos el plano B en forma implicita:

x+3 1 0
y -1 1|=0 - Bx+y-z-3=0
z+6 0 1

Unidad 7. Problemas métricos



[1+2L—1+A+30+3] _ |1+2L—1+A-3A-3]|
V1+1+1 Vi+1+1

6A+3= 3 —> O6h=0 — A= 0
(A +31=3 < G35 & 6h-6 — A

Hay dos soluciones: P(1, -1, 0) y P'(-1, -2, -3)

, es decir:

_

UNIDAD ﬁ

e La distanciade R a o ya B ha de serla misma: dist (R, o) = dist (R, B)

s39 |Sea r larecta de interseccion de los planos ax +9y—-3z=8 y x+ay—z=0.

Determina el valor de a para que:
a) Los dos planos sean paralelos.

b)Los dos planos sean perpendiculares.

coordenadas sea igual a V2.

a) Las coordenadas de (a, 9, -3) y (1, a,—1) han de ser proporcionales:

@ 3
z=2=—_3<1_—1%d i
N S
a -1

b) Los vectores normales han de ser perpendiculares:

(@,9,-3)-(,a,~-D=a+9a+3=10a+3=0 — a=%

plano OXY:
_ 3y = = a
ax+9y-3z=38 ax+ 9y =8 41 = 9=a2_9
x+ay— z=0 x+ay=0 a

z=0

Si a=3 o a=-3, elsistema es incompatible).

8 9
Al= = 8a
4] ‘O a‘
_la 8|_
l4,=1 0‘__8
_ 8a _ -8 ~0
X d2_97y ﬂz 97Z

Unidad 7. Problemas métricos

c)Larecta r corte al plano OXY en un punto cuya distancia al origen de

o) El plano OXY es el plano z = 0. Hallamos el punto de corte de r con el

(El problema solo tiene solucion si a®> — 9 # 0, es decir, si a#3 y a#-3.
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41

_8a -8
at—9 a? -9’

2 g \2
dist(P,O)=\/( 8”’)+( 8) -2
a*-9 a* -9

8a )2+( -8 )2=2 64a2+64=
9 at-9 (a* - 9)?

El punto de corte es P 0]. Su distancia al origen ha de ser V2:

64a? + 64 = 2(at + 81 — 18a%) — 64a? + 64 = 2a' + 162 — 364>
0=2a*-100a2+98 — a*—50a2+49=0

6l2=501\/2500—196=50i\/2504=50i48< a?=49 - a=z7
2 2 2 a*=1 = a=+1

Hay cuatro soluciones: a,=-7, a, =7, az = -1, a,=1

Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta de ecuaciones paramétri-
cas (-1 +3A, 1+ 2\, 2+ 1) yes perpendicular al plano 2x +y—3z+4=0.

Determina también el angulo formado por la recta y el plano dados.

Un vector normal al plano es: (3, 2, D) x (2, 1,-3) = (-7, 11,-1) — (7,-11, D
Un punto del plano es (-1, 1, 2) (pues contiene a la recta).
e La ecuacion del plano sera:
7x+1D-11y-D+1(z=-2=0
Tx—1ly+z+16=0
e Angulo formado por la recta y el plano dados:
d3, 2, 1; 02, 1,-3)
9.7 6+2—
R ey "o
90° — o = 69° 4' 31" — o = 20° 55' 29"

cos (90° — ) =

Dado un cubo (hexaedro regular) de lado 6 cm, halla la minima distancia de
una diagonal del cubo a una diagonal de una de sus caras, sabiendo que las
rectas de ambas diagonales se cruzan.

@ Dibuja el cubo con un vértice en el origen y los contiguos sobre los ejes coorde-
nados.

e La diagonal del cubo pasa por O(0, 0, 0) y por C(6, 6, 6):

N
ST

I
> > >
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UNIDAD | 7

e La diagonal de la cara pasa por A6, 0, 6) y

por B(6, 6, 0):
x=06
S:yy = u
z=06-U

o i _ Volumen del paralelepipedo _
dist (r, ) Area de la base

o1
d d oa=0 1 -1|=-6
6 0 6

dxd=01,1,Dx0,1,-D=(21,1 — |dxd|=v6

Por tanto: dist (r, s) = i =6

V6

s42 |Halla la ecuacion del plano cuyo punto mas préximo al origen es (1, 3, 2).

Si el punto mds proximo al origen es P(1, 3, 2), el vector O_1>D(1, 3, 2) es normal
al plano.

Por tanto, la ecuacion del plano es:
Ix =D +3(y-3)+2(z-2)=0
xX+3y+2z-14=0

43 | Determina las condiciones que deben cumplir @ y b para que estos tres
planos:

ax+z—-1=0, x+bz+2=0, \/§x+3y+2z—3=0
se corten en un punto.

Haciendo a =2 y b =1, obtén las ecuaciones paramétricas de la recta
determinada por los dos primeros, asi como el angulo que esta forma con

el tercero.
ax + z=1
X +bz=-2} Para que los tres planos se corten en un punto, el

\5x + 3p+22= 3 sistema ha de tener solucion UGnica, es decir:

a 0 1
1 0 bl==3ab-1#0 — ab#1
V5 3 2

Unidad 7. Problemas métricos
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e Si a=2 vy b=1, la recta determinada por los dos primeros planos es:
2x+z -1 =0} Restando: x—3=0 — x=3

X+z+2=0| z=2-x=-2-3=-5

x=3
Ecuaciones paramétricas: y ¥ = A
=-5
e Angulo que forma la recta con el 3.° plano:

do, 1,0 n(Vs, 3, 2)

cos (90° — Q) = =5 = = =
ldllRl 1V18 342

ld- 5 3 g — 90° —a =45° — o =45°

Halla los puntos simétricos de P(1, 2, 3) respecto del plano
x—y +3=0

o: x—3y—2z+4 =0 yrespecto de la recta r: {4x . -0

— Simétrico respecto del plano:

e Ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendicular a o

x=1+ A
y=2-3\
z=3-2\

e Punto de corte de a con la recta anterior:
A+M-32-30)-23-20) +4=0
1+A-6+9A—-6+4L+4=0
14v-7=0 — X=%

La recta y el plano se cortan en

1
%, > 2). Este es el punto medio del segmento

PP, siendo P’ el simétrico de P respecto del plano a. Luego, si P'(x,y, 2),

31
22

x+1 py+2 z+3
27 27 2

entonces:

2) — P2, -1, 1)

— Simétrico respecto de la recta:

e Escribimos la recta en paramétricas:

v3-0 ‘3 x=A
— = % =
xX=y y=x S ordy=3+2
4x —z=0 — z=dx
z =4\

Unidad 7. Problemas métricos
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UNIDAD ﬁ

e Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a » que pasa por P:
Ix-D+1(y—-2)+4(z-3)=0
X+y+4z-15=0

e Obtenemos el punto de interseccion de la recta » con el plano:

A+3+A+16L-15=0

2
18L-12=0 — A=—

3
2 8 .
El punto de corte es 33 g) Este es el punto medio del segmento PP,
siendo P" el simétrico de P respecto de la recta 7. Asi, si P"(a, b, ¢,
t a+1 b+2 c+3 (2 11 8 ”(1 16 7)
entonces: , , == —, = - —, =
2 2 2 3373 3733

x+y =0 1
a) Encuentra los puntos de 7: que disten 3 del plano:
x - z=

M2x—y+2z+1=0.
1
b) Obtén los puntos de © que distan 3 de los puntos hallados en el apar-

tado anterior.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

x= A
=
Jz/— x} — ryy=-A — Unpunto de r esdelaforma RQA, -A, L)
z= A

, RA+A+20+1] [5A+1] 1 Sh+1=1 = A=0
dtR = = = —
L N s S T T Sht1-a1 o h=25

2 2
Hay dos puntos: (0, 0, 0) y (— 33 —g)

1
b) Los dos puntos obtenidos estin a distancia 3 de m.

Se trata de encontrar la proyeccion de estos puntos sobre el plano .

e Para (0, 0, 0):

Obtenemos la recta que pasa por (0, 0, 0) y es perpendicular a

x =2\
=\
z=2A

Unidad 7. Problemas métricos
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Hallamos el punto de corte de esta recta con T

A+A+4r+1=0 - 9A=-1 — k=—%

El punto es z 1 2)
u s |-— = ——|
P 9979
p 2 2)
e Para|-—, — ——|
5757 5
Hallamos la recta que pasa por este punto y es perpendicular a
x=-2/5+2A
y=2/5- A
z=-2/5+2\

Obtenemos el punto de corte de esta recta con m:

2—%+2k—%—k +2—%+2k +1=0
—§+4K—%+k—%+4k+1=0
A-1=0 — 7»—1
9
13 8
El punto es 5 35 a5

Sean los puntos P(3,1,5)y Q(-1, 7, 3). Por el punto medio del segmento PQ
trazamos un plano © perpendicular a dicho segmento. Este plano corta a los
ejes coordenados en los puntos 4, By C.

a) Escribe la ecuacion de m.

b) Calcula el area del triangulo ABC.

a) El plano es perpendicular al vector P_Q>(—4, 6, —2); un vector normal al plano
es (2, -3, 1).

Pasa por el punto medio del segmento PQ: M(1, 4, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x— 1D -3y -4 + 1(z—4) =0
M2x—-3y+z+6=0
b) Hallamos los vértices del tridngulo:
=0, z=0 - 2x+6=0 — x=-3 — A(3,0,0)
x=0, 2=0 = 3y+6=0 — yp= 2 — BO,2 0
x=0, =0 = z+6=0 - z=-6 — C(0,0,-6)

—> —>
AB(3,2,0) AC(3,0,-6)

Unidad 7. Problemas métricos
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UNIDAD | 7

AB x AC = (12,18, -6) — |AB x AC | = V504

, laB xACl
Area = ; = 5204 = 11,22 u?

Dados los puntos A(1, 5,-2), B(4,0,1) y C(-3, 2, 0):
a) Prueba que son los vértices de un triangulo.

b) Halla la longitud del segmento que determina el punto B y su proyeccion
sobre AC.

a) Hay que probar que los puntos no estan alineados.

%
Af)@, -5,3) Sus coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no
AC(—4, -3, 2) | estin alineados. Son los vértices de un tridngulo.

b) e Obtenemos la ecuacion del lado AC:

= -3 — 4L
riyy= 2-3A
z= 2\

e Hallamos el plano que pasa por B y es perpendicular a 7:
—4x-4)-3(y-0+2z-1D=0
T —4x—3y+2z+14=0
e Obtenemos el punto de interseccion de r con
—4(=3 —4M) =32 =30 + 4L+ 14 =0
12+ 1A -6+ 9A +4A + 14 =0

200+20=0 — p= =20
29
-7 118 -40
B B’
El punto (proyeccion de sobre AC) es: ( 29 29 20 )

e La longitud del segmento es la distancia entre B y B’

3| - |(123 -8 6 \/33814 =\/1166 )

De otra forma:

Lo Area _ 1ACxABl _ |01, 18, 29)] _ .,
Base |A—C)| N16+9 + 4
1166 ~ 6,34 .
29

Unidad 7. Problemas métricos
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Determina la ecuacion de un plano n paralelo al plano x -2y +3z+6=0
y que dista 12 unidades del origen.

Un plano paraleloa x—2y+3z+6=0 esdelaforma m x—2y+3z+ k=0.
Tenemos que hallar & para que la distancia al origen sea de 12 unidades:

: k| Ikl = 12v1
dist [(0, 0, 0), ©| = | =12
Vi+4+9 14 <Ie——12\l

Hay dos planos: x— 2y + 3z + 12V14 =0 vy x—2y+5z—12m=0

3x+2y+2z=0
Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta r: y
x—=2y+2z=0

x-3 y-1 =z+5
otro lado sobre s: > =3 =

a) Calcula el area del cuadrado.

b) Si uno de los vértices del cuadrado es el (0, 0, 0), ;cual es el otro vértice
situado sobre la recta »?

Para que el enunciado sea correcto, las dos rectas deben ser paralelas. Veamos si
es ast:

Escribimos la recta 7 en forma paramétrica:

(3,2, 2)%x(1,-2,2) = (8, —4,-8) //(2,-1,-2 = d ; 0(0,0,0) ¢ r

x =2\
ryy= _}\« - 37(27 _17 _2)’ P(O’ 0’ 0)
z=-2A

- -
Puesto que d; = d, las dos rectas tienen la misma direccion.
Ademas P(0, 0, 0) € », pero P(0,0,0) ¢ s. Por tanto, las rectas son paralelas.

a) El lado del cuadrado es la distancia entre las dos rectas.

Area del paralel
dist (r, ) = dist (P, s) = rea del paralelogramo _

Base

— o
i PO > d| _ &7, -4, 5| V90 =10 =
Al @2l N

a2,

-1,-2)

Por tanto, Area = (N10)? = 10 u?

b) P’ 0(0, 0, 0) P s

—
Si P (o P") es el otro vértice del cuadrado situado sobre la recta 7, OP vy

—> -
OP' son vectores con la misma direccion que d,. y con médulo V10:

Unidad 7. Problemas métricos
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UNIDAD | 7

V10 V10

d=——=0-1,-2 =—30 2,-1,-2) =

"oN4+1+4

— p|2410, i, 2|y pr|- 29 %m,%m)

3

P y P' son las posibles posiciones del segundo vértice del cuadrado situado
en 7. Los otros vértices estdn en la recta s.

Sea r, larecta que pasa por A(2,4,0) y B(6, 2,0) ysea r, larectaque
pasa por C(0,0,7) y D(3, 2, 0).

Obtén, de manera razonada, la distancia entre r, y r,.

e Escribimos las rectas en forma paramétrica:

[x=2+2)
N
ri AB(4,-2,0)//(2,-1,00 1 yy=4- A
|z2=0
[ x = 3u
N
ry: CD(3,2,=7) Y= 2u
| z2=7—-7WL

e Estudiamos la posicion relativa de », y 7,

s
AC(=2,-4,7)
2 3 =2
-1 2 —-4|=-21#0 — Las rectas se cruzan.
0o -7 7

e Hallamos la distancia entre 7, y 7,

) _ Volumen del paralelepipedo 21 _
dist (ry, 1) = Area de la base @2, -1, 0% (3,2, -D]
21 21 ~122

" 17,14, D] V204

Pagina 208
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Halla la ecuacion general del plano determinado por los puntos A(1, 1, 1),
B(-2,0,-1), C€(1,-2, 0), y calcula el volumen del tetraedro que limita con
los planos cartesianos.

%
AB(=3, -1, -2)

— Son paralelos al plano.
AC(0, -3, -1

Unidad 7. Problemas métricos
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La ecuacion del plano es:

x-1 3 0
y-1 1 3/=0 — 5x+3y-9z+1=0
z—-1 2 1
e Vértices del tetraedro: 0(0, 0, 0)
1 1
y=0, z=0 — 5x=-1 —>x=—; —>A(—§,0,0)
1 1
x=0, z=0 — 3y=-1 —>y=_§ _>B((),_§,Q)
1
x=0, =0 = 9z=-1 = z= 3 —>C(0,0, 9)

1
Volumen = —

6

Sean los puntos P(5,1,3) y Q(3, 7,-1). Por el punto medio del segmento
PQ trazamos un plano n perpendicular a dicho segmento.

Este plano corta a los ejes coordenados en los puntos A, By C:

a) Escribe la ecuacion del plano m.

b) Calcula el volumen del tetraedro de vértices O, A, By C (O es el origen
de R3).

a) El plano es perpendicular a P@(—Z, 6, —4) // (1, =3, 2). Pasa por el punto
medio del segmento PQ: M = (4, 4, 1).
La ecuacion del plano es: 1(x—4) —3(y—4) + 2(z—-1) =0

Tx—-3y+2z+06=0

b) Hallamos los vértices del tetraedro:
=0, z=0 — x+6=0 = x=-6 — A(6,0,0
x=0,z=0 > B3y+6=0 —> y= 2 — B0O,20
x=0, y=0 > 2z+6=0 - z=-3 — C(0,0,-3)

Volumen=%(6-2-3)=6u3

Halla el punto del plano de ecuacion x — z = 3 que estd mas cerca del
punto P(3, 1, 4), asi como la distancia entre el punto P y el plano dado.

e Hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por P(3, 1, 4):

X=3+A
ryy=1
z=4—-A

Unidad 7. Problemas métricos
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UNIDAD | 7

e El punto que buscamos es el punto de corte de r y el plano:
B+M-U-M=3
3+A-4+A=3 > 2Ah=4 — Ar=2
El punto es P'(5, 1, 2)

e La distancia entre P vy el plano es igual a la distancia entre P y P

dist (P, P) = |PP'| = |(2,0,-2)|= V4 +4 = V8 =283

Se consideran los puntos P(2,1,-1), Q(1,4,1) y R(1, 3, 1):

a) Comprueba que no estan alineados y halla el area del triangulo que deter-
minan.

b) Si desde el punto V(1, 1,-1) se trazan rectas a cada uno de los puntos P,
Q Yy R, se obtiene una piramide. Halla la altura de dicha piramide y su
volumen.

N
2) PQ(-1, 3, 2) | No tienen las coordenadas proporcionales; luego los puntos no
}53)(_17 2,2) | estin alineados.

POX PR =2,0,1) — A —1POx PR|=Vi+1 =15

= 5 ~ 1,12 u?

TRIANGULO 2

PARALELOGRAMO

b) La altura es la distancia de V al plano determinado por P, Q y R.

Un vector normal al plano es P_Q> x PR = (2,0, 1). La ecuacion del plano es:
2c-2)+1z+ D=0
M2x+z-3=0
|2-1-3] 2
55
Vs 2 1

1 . 1
Volumen = g [Area base - altural] = g — ==

2 45 3

Altura = dist (V, ) =

Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo
que A(1,0,0), B(2,3,0), C(4,0,5) y E(7,6, 3).

Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.
Hallamos las coordenadas de los restantes vértices:
e Vértice D(d,, d,, d3):

— —>

BA=CD — (-1,-3,0) = (d, -4, d,, dy —5)

D(3,-3,5)
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o Véttice F(fy, [y, [3): " G

AL = BF — 6,6, =(f;-2,/,-3./y E(7y6y3>

F(8,9,3)
e Vértice G(gy, &, &3) vy vértice H(by, by, by):
— —>
AE = CG — (06,6, 3)=(g—4,8, 8->
c4,0,5)
G(10, 6, 8)
A(1, 0, 0) B(2,3,0)
— —>
AE =DH — (6,6,3)=(h; =3,h,+3,by—5)

H(, 3, 8)

— — —
AB(, 3,0), AD(Q,-3,5), AE (6, 6, 3)
- = —
[AB, AD, AE1=|2 -3 5|=33 — Volumen = 33 u3

Dadas las rectas:

x—1 y+1 =z-2
" 2 1

x—y+z= 2
s:
3x—y—z=—4%

determina la posicion relativa de ambas rectas y el area de uno de los cua-
drados, dos de cuyos lados estan sobre » y s.

e Escribimos la recta s en forma paramétrica:

—y+z=2-x }Sumando: 2y=-2-4x — ypy=1+2

—y—z=-4-3x| z=2-x+y=3+x
x=A

ssyy=1+2A
z=3+A

e Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:
da, 2 1; P, -1,2)
N
d.(1, 2, D; 00,1, 3)

Las rectas tienen la misma direccion; P e r, pero P ¢ s; luego las rectas r vy
s son paralelas.
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e El lado del cuadrado es igual a la distancia entre las rectas 7 y s.

—>
0oP(1, -2, -1)
— -
QP xd, = (1,-2,-Dx (1,2, 1) =(0,-2,4

PG x d | _
dist (r, 8) = dist (P, s) = Qa o [0 -2 D]

EX [(1,2, D]

S

e F] area del cuadrado es:
10 :
Area = \'— _ 10 u?
3 3

Halla la ecuacion de la proyeccion ortogonal 7' de la recta:
x—1 -1 z-
r: -2 =

2
> "1 "3 sobre el plano o: x—3y + 2z + 12 = 0.

La proyeccion ortogonal de r sobre o es la recta interseccion del plano o con
otro plano w, perpendicular a o y que contiene a 7.

P, 1,2); d.(2,1,2); 0, -3, 2)
d xfi=(21,2)x(1,-3,2) = (8 -2,-7
La ecuacion de m es: 8(x—1D —-2(y—-1D-7(z-2)=0
T8x—-2y—-72+8=0
La proyeccion ortogonal de 7 sobre o es:
x—-3y+2z+12=0
7"
8x—-2y-7z+ 8=0

Considera las rectas » y s:

x= U
X3y _z-1 |
T2 T1T T Iy

=

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacion de la
perpendicular comina » y s.

Un punto genérico de 7 es R(3 + 2Ah, A, 1+ A)
Un punto genérico de s es S(u, —u, -l

Un vector genérico de origen en 7 y extremo en s es:

175)(—3—27L+u,—7u—u,—1—7u—u)

Unidad 7. Problemas métricos
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Este vector debe ser perpendiculara » ya s:
RS -2, 1,D=0 — —6L-7=0 — A=-

N
RS -(1,-1,-1)=0 — -2+3u=0 — =

i o~

Los puntos que dan la minima distancia son:

PUESE AU O E
37676 Y3 T3
La perpendicular comun es la recta que pasa por R y S:

— 1 1 -
RS (0, —, —E) — d, 1,-D

2
L2
3
5
La recta es: y=—€+7u
1
Z=—€—7\,

Los puntos P(0,1,0) y Q(-1, 1, 1) son dos vértices de un triangulo, y el

x=4

tercero, S, pertenece a la recta 7: { 1
z =

La recta que contienea P ya S es perpendicular a la recta 7.

a) Determina las coordenadas de S.

b) Calcula el area del triangulo PQS.
— - —> -

ayps Ld, - PS-d.=0
4,A-1,1D-0,1,0=A-1=0 — Ar=1

SH4,1, D

PO, 1, 0)

«-

b PS (4,0, 1); PO(-1,0, 1)

— —>
PS x PO =(4,0,Dx(-1,0, 1 =(0,-5,0)
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60 |Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1,—1) y tiene uno de
sus lados en la recta:

x-2 y-1 =z-1
r: = =
1 1 0

a) Halla la ecuacion del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

a) Es el plano, m, que contienea C ya 7r: ar(l, 1,0); PR, 1, 1D e r
c,1,-1)

—

PC(-1,0,-2)// 7

Un vector normal al plano es:
n=(1,1,0 x(1,0,2) =(2,-2, -1
La ecuacion del plano es:

2x-D-2y-D-1z+1 =0

2x-2y—-2z—-1=0

b) La distancia de C a r es la mitad del lado del

cuadrado. e, 1, —12
d.xPC=(1,1,0x(-1,0,-2) = (-2, 2, )
ld,|=VT+1 =42

. POxdl Vivd+1 O 3 32
dist (C, r) = = S S S

d| \2 V2 2 2
2

é= % — lado del cuadrado =/ = 3\/5 =424

s61 |En la figura adjunta, calcula el angulo que forma la recta BC

D

con la recta que une B con el punto medio del lado AD. B
Vamos a considerar el cubo de lado 1 con un vértice en el origen: e
A
1
Asi: A(1,0,0); B, 1, D; C,1,0; D(,0, 1 M(l, 0, E)
— —> 1
BC(-1, 0, -1); BM(O, -1, _3)
ok |BC-BMl 12
I IR =
|5l 1Bl N2 5/4
1
=——=0,316 — o =71°33 54"
V10
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3x+2y—2-1=0
Sea la recta r:
x+y —-1=0

a) Determina la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a » y
pasa por (0, 2, 2), y las coordenadas del punto P interseccionde » y s.

b) Halla la ecuacion del plano © que contienea » ya s, yladelarecta ¢
perpendicular a © por el punto P.

c) Si Q es cualquier punto de #, explica, sin hacer ningin calculo, qué re-
lacion hay entre las distanciasde Q a », a s ya T.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

x=A
{3x+2y—z—1=0 - Z=3x+2y—1=1+x} 1@,
riyy=1-
X+ -1=0 — =1-x
Y Y z=1+A

Un punto genérico de r es R(A, 1 —A, 1+ ).

AR ha de ser perpendicular a 7; es decir:
AR -d. =0

A -1-A-1+0-(1,-1, D=0
A+1+A-1+A=0 = 3A=0 = A =0
RO 1-M1+0) RO, 1, D

d(1, -1, 1

La recta s pasa por A(0, 2, 2) ypor R(0, 1, D.

x=0
N
RAMO,1,1) — s3y=1+2A
z=1+A

El punto de interseccion de » y s es P(0, 1, 1.

b) Ecuacion del plano m que contiene a r ya s:
n=(01,-1,Dx0,1,1D=(2-1,1; PO, 1,Den
2x-0-1py-D+1z-1D=0
T 2x—-y+z=0

Ecuacion de la recta ¢ perpendicular a © por el punto P:

x=-2\
Eyy=1-2A
z=1+A

OSi Qe t — dist (Q, r) =dist (Q,s) = dist (Q, m) = dist (Q, P)

Las tres distancias coinciden con la distancia de Q al punto P, luego las tres
son iguales entre si.
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a) Halla la distancia del punto P(1,-1, 3) a la recta que pasa por los puntos
Q(la 2a 1) Y R(la 0’ _1)-
b) Encuentra todos los puntos S del plano determinado por P, Q y R, de

manera que el cuadrilatero de vértices P, Q, R y S sea un paralelogra-
mo.

a) Si r esla recta que pasa por R y por Q;
entonces:

. —  —>
Area |RP><RQ|

dist (P, r) =

Base |R_Q>|
RP(0, -1, 4
RP(0, -1, )} RP x RO = (<10, 0, 0)
RO(0, 2, 2)
dist oy = LE10.0.0] L1010 L 10 5 _ 4o

b) Hay dos posibilidades: que P y Q sean vértices consecutivos, o que lo sean
Py R

Sl
- . .
et e Si P y (Q son consecutivos, obtenemos
P . 1}
el Y S (x, p, 2):
Sy L.t N Tl 1 — =
el | A QP = RS, — (0,-3,2=W-1,y3,z+1
\ e
eV LR $,, -3, D
P
Q

e Si P y R son consecutivos, obtenemos S,(a, b, ©):

e~
RP =05, = (0,-1,9=(@-1,b-2c-1 — S501,1,5

Halla el plano de la familia mx + y + z—(m + 1) = 0 que esta situado a
distancia 1 del origen.

Hallamos la distancia del origen, (0, 0, 0), al plano y la igualamos a 1:

dist = [m-0+0+0-(m+D| _ |[m+1]| -1
m2+1+1 m?+ 2
[m+1|=Vm?+2 — (m+D*=m?>+2 — m?>+1+2m=m?+2
1

2m=1 — =—
m mz

1 3 .
El plano es: Ex+y+z—5=0; es decir: x+2y+2z2-3=0
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Halla el lugar geométrico de los puntos P(x,y, ) que equidistan de los pun-
tos A (1,_—)1, 0) vy B(2, 3,—4). Comprueba que obtienes un plano perpendi-
cular a AB y que pasa por el punto medio de AB.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico: dist (P, A) = dist (P, B) —

- Va-D2+ @+ D2+ 22 = V=22 + (=32 + (z + 4)?
X2+ 1+ w2+ 1+ =) —dx+d+)yf—6p+9+ 2 +82+16
T 2x +8y—8z—27=0 — Ecuacion de un plano.
—>
e Veamos que T es perpendicular a AB:
AB = (1, 4, -4)
Vector normal al plano — n(2, 8, —-8) // AB

—
Luego AB 1 m.

e Comprobamos que T pasa por el punto medio de AB:

e[ A 05 2

) ’ Y 1, -2
2 2 2 2

3

2- ?)+8-1—8~(—2)—27=O - Memw

El plano m es el plano mediador del segmento AB.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos siguien-
tes:

o 3x+y—2z+1=0 B: x—=3y+22-3=0

@ Hay dos soluciones. Son los planos bisectores del diedro que determinan o. y B.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

|3x+y—2z+1| _ |x—-3y+2z-3|

VO +1+4 N1+9+4

[3x+y—2z+1]|= |x-3p+2z-3|

dist (P, o) = dist (P, ) —

< Ax+y-—2z+1=x-3p+22-3 > 2x+4y—42+4=0 > x+2)-22+2=0
Ax+y—2z+1=-=x+3y—-22+3 > 4x-2y-2=0 - 2x—-y-1=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan o ) P.

Halla las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del plano
x =y que distan 1 del plano 2x—y + 2z = 2.

Si P es un punto del plano x =y, entonces es de la forma P(x, x, 2). La distan-
cia de P al plano dado ha de ser igual a 1, es decir:
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[2x—x+22-2| _ |x+2z-2] _
N4+ 1+4

X+2z—-2= 3 —> x+2z-5=0
X+ 2z-2|=
| | 5<x+22—2=—3 - x+2z+1=0

1

xX+2z-5=0 xXxX+2z+1=0
Son dos rectas: 7: s

X=y X=y

a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de
ecuaciones 3x—4y+5=0y 2x—-2y+z+9=0.

b) ¢Qué puntos del eje OY equidistan de ambos planos?

a) Si P(x, y, 2) es uno de los puntos del lugar geométrico, entonces:

|3x—4p+5| _ [2x—2p+z+9]
N9 + 16 N4 +4+1
[3x -4y +5] _ |2x—2y+z+9]
5 3

3[3x—dy+5[=5]2x—-2y+z+9|

9x — 12y +15= 10x— 10y + 5z + 45 — x+ 2y+5z+30=0
Ox — 12y + 15 =-10x + 10y — 52— 45 — 19x— 22y + 5z + 60 =0

Son los planos bisectores del diedro que determinan los dos planos dados.
b) Un punto del eje OY es de la forma Q(0, y, 0). La distancia de Q a cada uno

de los planos ha de ser la misma, es decir:

|=dp+5] _ |=2v+9] _, I1-4v+5] _ |-2p+9|
Vo+16  Ni+4+1 5 3

3|—4y +5] =5|-2y+9]|

12y +15=-10y+45 — 2y=30 — y=-15

S

12y +15=10y—45 — -22y=-60 — y=%
. . 30
Hay dos puntos: Q,(0,-15,0) y Q,|0, R 0

Calcula el conjunto de puntos de R3 que estan a igual distancia de P(-1, 2, 5)
Y Q (_37 49 1).

¢A qué distancia se encuentra el punto P de dicho conjunto?

Si A(x, y, 2) es un punto del conjunto, su distancia a P ya Q ha de ser la mis-

ma, es decir:
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dist (A, P) = dist (A, Q) —

> Vo + D2+ (-22+E@-5% =V +32+(-9?+=z-D? -
= A+ 2x+1+)yf—dy+4+2£-10z+25=
=) +0x+9+)F -8+ 16+ -22+1 — —dx+4y-8z+4=0 —
- Mmx-)y+2z—-1=0
Es el plano mediador del segmento que une P y Q.
La distancia de P a dicho plano serd igual a la mitad de la distancia entre P y O:

dist (P, Q) = | PO | = (2,2, 4| = VA +4+16 = V24 =2V6 —

- dist (P, T0) = 2—\2% =6 =245

70 |Halla la ecuacion de la esfera que pasa por:

A1,1, D, BQ,2,D, €(1,1,2), D2,1, 1

La ecuacion es de la forma x? + y2 + 22+ ax+ by + cz +d = 0.

Sustituimos cada uno de los cuatro puntos en la ecuacion:
l+1+1+a+b+c+d=0 = a+b+c+d=-3 a=-—
l+4+1+a+2b+tc+d=0 — a+2b+c+d=-6| b=-

l+1+4+a+b+2c+d=0 = a+b+2c+d=-6]| c=-
44+41+1+2a+b+c+d=0 — 2a+b+c+d=-6| d= 6

La ecuacion es: x%+ p?+ 2> -3x—-3y—-3z+6=0

71 |a) Halla la ecuacion del plano tangente a la esfera x2 +y?+ 22— 2x—-4y+4=0
en el punto P(1, 2, 1).

b) ¢Cuil es el punto diametralmente opuesto a P en la esfera dada?

a) El punto P es un punto de la esfera.
El centro de la esfera es C (1, 2, 0).
El plano que buscamos pasa por P y es perpendicular al vector C_l)’(O, 0, D.
Su ecuacibones: 0-(x—D+0-(y-2)+1-(-1 =0, esdecir z—1=0
b) Es el simétrico de P respecto del centro de la esfera.

Si llamamos P'(x, y, ) al punto que buscamos, C es el punto medio del seg-
mento PP’, es decir:

1+x 2%ty 1+z
2 7 2 0 2

=(1,2,0 —» P(Q,2-D

Unidad 7. Problemas métricos

50




UNIDAD ﬁ

72 |Halla la ecuacion de la esfera tangente a los planos x —2z—-8=0 y
2x—z+5 =0 y que tiene su centro en la recta:

x=-2
r:
y=0

El centro de la esfera es de la forma C(-2, 0, 2) (pues pertenece a la recta 7).

La distancia del centro a cada uno de los planos es la misma. Ademas, esta distan-
cia es el radio de la esfera:

|[-2-22-8|] |-4-z+5] |-2z-10] |-z+1]|
= % =

V1+4 V4 +1 \s5 \s

22-10=-2+1 = 2z=-11 — C(-2,0,-11
Sl <, 0-ao1 S B2=9 = z=-3 — (=20 -3

- |2z-10] =

Hay dos soluciones:

12
e C(2,0,-11) — Radio=—=

Vs
144

Ecuacion: (x + 2)2 + p2 +(z + 11)? = N

4
© C)-2,0,-3) — Radio=—

Vs

1
Ecuacion: (x + 2)% + p2 +(z + 3)? = S

73 |Laesfera (x—3)?+ (y +2)*>+(z—1)?>=25 cortaal plano 2x—-2y+z—-2=0
en una circunferencia. Halla su centro y su radio.
e Obtengamos el centro de la circunferencia:

—FlI centro de la esfera es P(3, -2, 1).

—La recta que pasa por P y es perpendicu-
lar al plano es:

x= 3+2\
y=-2-2A
z= 1+ A

—Fl punto de corte de esta recta con el pla-
no dado es el centro de la circunferencia:

23+ 20) = 2(2 -2 +(1+AM)-2=0
6+4h+4+4AL+1+A-2=0 = 9A+9=0 —> A=-1
0(1, 0, 0)
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e Calculamos el radio de la circunferencia:

La distancia entre los centros P y Q es:
d=|0P|=1@2 21| =Vi+4+1=3

El radio de la esfera es R = 5.

Luego el radio de la circunferencia es: = VRZ—d? =V25-9 =16 =4

a) Halla la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos A(4, 1, -3) y

B(3, 2,1) y que tiene su centro en la recta:

x-8 y-3 =z+4
2 1 -1

b) ¢Cuil es la ecuacion del plano tangente en B a dicha esfera?

a) Escribimos la recta en paramétricas:

x= 8+ 2\
y= 3+ X
z=—4—- A

Como el centro pertenece a esta recta, es de la forma C(8 + 2A, 3 + A, —4 — A)

La distancia de C alos puntos A y B ha de ser la misma. Ademas, esta dis-

tancia es el radio de la esfera:
— —
dist (A, O) = dist (B, C) — |AC|= |BC|

[QA+4,A+2 -A-—D|=|CrL+5 A+1,-A-5)]|

VL + D2+ A +22+((A-1D2 =vAL +52+ A+ D2+ (L —5)2

PE+16+ 160+ ) +4+ 40+ )2+ 1+20 =
= 410 + 25+ 200 + )&+ 1+ 2% + )} + 25 + 101
-10A=30 —» A=-3 — C(2,0,-D
— —
| AC | = | BC| = 3 = radio de la esfera.

La ecuacion es: (x — 2)? + y? + (z + D? =9, o bien:

X2+ p?+ 22 —bdx+22-4=0

b) Un vector normal al plano es C_é =(1, 2, 2).
El plano pasa por B(3, 2, 1). Su ecuacion es:
1- x=3)+2 (y-2)+2-(z-1D=0
X—3+2y—4+2z-2=0
X+20+2z-9=0
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75 |Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a A(-2, 3, 4) sea el
doble de la distancia a B(3, -1, -2).

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico, debe cumplir:

dist (P, A) = 2dist (P, B)

Ve + 22+ (=32 + @ -2 =2V =32+ (p + D2 + (z + 2)?

X2 H+4x+4+9?—6p+9+22—82+16=22 —6x+9+ 2+ 2+ 1+ 2%+ 4z + 4]
X2+ 2+ 22 +4x -6y —82+29 = 2x? + 292 + 222 — 12x + 4y + 8z + 28

X2+ 92+ 22— 16x+ 10y +162-1=0

Es una esfera de centro (8, =5, —8) y radio V154 = 12/4.

76 |Dados A(4,2,0) y B(2,6,—4), halla el lugar geométrico de los puntos P
tales que PA sea perpendicular a PB.

Si P(x, y, ) es un punto del lugar geométrico:

N
AP(x—4,y-2 2)

N } han de ser perpendiculares, es decir:
BP(x—-2,y-06,z+4)

O —

AP+ BP =0 - x-49Dx-2+0p-2@p-0)+zE+49D=0
X2 —6x+8+9p?-8y+12+22+42=0

X2+ 92+ 22— 6x-8y+4z+20=0

Es una esfera de centro (3, 4, =2) y radio 3.

77 |Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a (2,0, 0) y
(=2, 0, 0) sea igual a 6.

Si P(x, y, ) es un punto del lugar geométrico:

V-2 +p2+22 +V(x + 22 +p2+22 =6

V=22 +92+22 =6-V(x+ 22+ 2 + 22

2 —dx+4d+y2+ 22 =30+ a2+ dx+ 4+ P+ 2212 V(o + 22+ )2 + 22

12V + 2)2 + 2 + 22 = 8x + 36

3V + 202+ p2+ 22 =2x+9

Olx? + 4x + 4 + y2 + 22| = 4x% + 36x + 81
9x? + 36x + 36 + 9p? + 922 = 4x% + 36x + 81
5x% + 9p? + 922 = 45

2 2 2
x L2

9 5 5
Es un elipsoide.
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34

Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de
(0, 0, 3) ydel plano z=-3.

Sea P(x, y, z) un punto del lugar geométrico pedido. Entonces:

dist = (P, (0, 0, 3)) = dist (P, {z = -3}

Va2 +p2+ (z-3)?% = |Z\/+I3| = |z + 3]

Por tanto:

x*+p?+ (z-3)=(z+3)7

WA yr -0z =L+ 02+
x2+92-122=0

Se trata de un paraboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a
(0, 5,0) y (0,5, 0) sea igual a 4.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

INaZ+ (p=5)2+ 22 —\x2+(p+ 52+ 22| =4

Va2 + p2 =10y + 25 +22 — Va2 + p2 + 10y + 25 +22 = +4

Va2 + p2 — 10y + 25 +22 = 24 + \x? + p2 + 10y + 25 +22

X2+ p2—10p+ 25+ 22 =16+ 2 + p2 + 10y + 25 + 22 + 8 Vx? + p2 + 10y + 25 +2?

+8 Va2 + p2 + 10y + 25 +22 = 20y + 16

+2 Va2 +p2 + 10y + 25 +22 =5y + 4
4(x? + 2 + 10y + 25 + 22) = 2592 + 40y + 16
42 + 42 + 40p + 100 + 422 = 25y + 40y + 16

4x% — 212 + 427 = 84

Es un hiperboloide.

¢Cual es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los pun-
tos (2, 3,4) y (2, 3, —4) es igual a 8? ;Como se llama la superficie que obtienes?

Vax-22+ @ -3+ @-9 +Vw-22+ @ +37?+(z-4?2 =8
(2P + (=32 + (47 = 64 + (x—=27 + (y + 3)* + (=4 —
—16 V(x=2)2+ (y + 32 + (z — 4)?

16V =22+ (@ +32 +(z-4? =64 + 12y

Unidad 7. Problemas métricos
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AN =22+ (p+37 +(z-47 =16+ 3y
16 (= 4x + 4+ )2 + 6y + 9 + 22 — 8z + 16) = 256 + 96y + 9)?
16 x*+ 7% + 162 — 64x — 1282 + 208 = 0

Se trata de un elipsoide.

¢Cual es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los
puntos (-4, 3, 1) y (4, 3, 1) es igual a 62

Vo + 42+ -32+@-12 - Vx-9DI+(@p-32+E-1D* =6

4x—9=3Vx-92+(y -372+ (- 1?
7x% = 9)? — 922 + 54y + 182 — 153 =0

Se trata de un hiperboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano x =y ydel
punto (0, -2, 1).

dist(P, ) = M—\éy' dist(P, Q) = V&2 + (p + 202 + (z - 1)?

2
M) =2+ P4y + 4+ 2222+ 1

V2

X+ —2xy=2x2+2)? +8y+8+222 —4z+2
X2+ 9?2+ 222+ 2xp + 8y —4z+10=0

Se trata de un paraboloide.
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CUESTIONES TEORICAS

La ecuacion ax + by + cz + d=0 representa un plano del espacio. Explica qué
caracteristica tiene dicho plano en cada uno de los casos siguientes:

Da=0, b=0

m) b=0, c=0
ma=0, c=0
v) d=0

D Es perpendicular al eje OZ. (Paralelo al plano OXY).
m Es perpendicular al eje OX. (Paralelo al plano OYZ).
un) Es perpendicular al eje OY. (Paralelo al plano OXZ2).
1v) Pasa por el origen, (0, 0, 0).

Unidad 7. Problemas métricos

55



84

85

86

87

56

Define la proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano © y expli-

ca el procedimiento que emplearias para obtenerla.

La proyeccion ortogonal de un punto, P, sobre un plano, m, es un punto, P’
—>

tal que el vector PP’ es perpendicular a m. Un procedimiento para obtener P’

seria el siguiente:

Se halla la recta, 7, perpendicular a m que pasa por P. El punto de corte entre
r y m es el punto buscado, P

Dada una recta » y un punto P de ella, ;cuantas rectas perpendiculares a
r que pasen por el punto P se pueden trazar?

Infinitas. Todas las que, pasando por P, estan contenidas en el plano perpendi-
cular a 7 que pasa por P.

Dado el plano m: x —3y + 2z—1 = 0, escribe las condiciones que deben cum-
plir las coordenadas de un vector v(a, b, ©) para que tenga la direccion de
alguna recta contenida en el plano.

V(a, b, ¢©) debe ser perpendicular al vector normal del plano m, n(1, =3, 2); es
decir: (a, b,c)-(1,-3,2)=a—-3b+2c=0

Justifica que la distancia del punto A(x,, y,, z,) ala recta:

X=X Y-)_Z-%
a b

se puede calcular mediante la férmula:

|(x2 — X0 Vo= V1 Zp— Zp5) X (4, b, C)l

\a?* + b* + ¢?

Llamamos P(x;, y;, z) Y a(a, b, ©). P es un punto de la recta y d un vector
direccion de esta.

d A, r) =

La distancia de A4 ala recta r es igual a la altura del paralelogramo determinado
—
por PA y 3, es decir:
_ — =
Area paralelogramo |PA x dI _

dist (A, r) = Base = |?1|

ey =y, 9, -0y, 2 - 2D X (@, b, o

Na? + b + ¢?
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_)
88 |Sean r la recta determinada por el punto A yelvector d. y s larectade-
terminada por el punto B y el vector d.. Sabemos que » y s se cruzan.

a) Justifica que la distancia entre 7 y s se puede calcular asi:
R T
l4B, @, d]]
- -
|d, xdj|
b)Justifica que la perpendicular commin a 7 ya s se puede obtener asi:
e T Y
det(4X,d,.,d xd) =0
det(BX,d_,d xd)=0

dist(r, s) =

a) dist (r, s) = altura del paralelepipedo determinado por:

e
a4, 4l

s Volumen
4B, d y d - - ’

R A Area de la base |d xd|

r S

- -
b) La recta, p, perpendiculara r ya s, tiene por vector direccion d, X d. Esta
recta, p, es la interseccion de los planos o y B, siendo:

o: Plano que contiene a s y al vector 3,, X Z{S; es decir:
S T S
o: det(AX, d,, d.xdy) =0, donde X = (x,y, 2)
B: Plano que contiene a 7 vy al vector E{r X E{S; es decir:

B: det(BX, &, d xd) =0

det(AX, d., d.x d) =0
Por tanto: pr 5
P der %, 3, T x dy =0

89 |Sean A(x,,y;, z,) un punto del plano n: ax + by + cz+ d =0 y B(x,,y,,2,)
un punto tal que A_é - (a, b, ¢) = 0. Demuestra que, entonces, B e T.
AB - (a, b, ) =0 — alx,—x)+ by, —y) +c(zy—2)=0 —
- (ax, + by, + cz,) —(ax, + by, +cz) =0 —
—d (pues A € m)

— ax,+by,+cz,+d=0 — Bemn

PARA PROFUNDIZAR

s90 |Los puntos P(1,-1,1) y Q(3, -3, 3) son dos vértices opuestos de un cua-
drado. Sabemos que dicho cuadrado esta contenido en un plano perpendi-
cular al plano de ecuaciéon x +y = 0.

a) Halla los vértices restantes.

b) Calcula el perimetro del cuadrado.
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a) Los otros dos vértices, R y S, pertenecen a la mediatriz .,
del segmento PQ. R 0

La mediatriz del segmento PQ tiene como vector direccion .
el vector normal al plano x + y = 0; es decir, (1, 1, 0). ,"(\

Pasa por el punto medio del segmento PQ; es decir, por
M2, -2, 2). Luego la ecuacion de la mediatriz es:

x=2+A
riyy=-2+A>
z=2

Un punto de 7 es dela forma R(Q2 + A, -2 + A, 2).
- — —
Buscamos R tal que PR - QR =0 (es decir PR 1L QR):

P_]>3(1 + A -1+A 1D

N }ﬁe-@)e=x2—1+x2—1—1=2x2—3=0 -
OR(-1+A, 1+A, =D

V6

3.
2 2

>
Il

Los vértices son: R

4+N6 —4+6 ) (4—% —4-6
) L2l y S , , 2

2 2 2 2

La longitud de la diagonal es:
d=|PQ|= 1@ -2 2|12

A?=1P+12 - d*=22 - 12=2 - [=6

El perimetro serd: P = 46

Considera los puntos siguientes:
A(a, 0,0), B(0,b,0), C(0,0,0)

Prueba que la distancia, d, del origen de coordenadas al plano ABC
verifica:

1 1 1 1

PP R

El plano que pasa por A, B 'y C es:

T % + % + % = 1 (véase ejercicio 66 a) de la unidad 6),

1 1

. 1
esdecir m: —x+—9)p +—2z -1=0
s decir P by -
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Asi, si O(0, 0, 0), entonces:
1 1 1
—0+—-0+—-0-1
a b c 1
dist (O, ) = = -d -
VG A
—| + (=] +[— —— =
a c a* b* c?
1 1, 1,11
dz bZ C2 d az bZ CZ dZ
92 | Considera las rectas r, s y &:
x =-2 2x  tz=-2 x —-z=0
r: S t:
y—z=20 x+y =0 y+z=-1

Halla las coordenadas de un punto P que estid en la recta ¢ y que determi-
na con la recta s un plano que contiene a 7.

El enunciado es enrevesado, pero el problema, una vez estudiado, es sencillo:

Las rectas » y s deben ser coplanarias. El plano que determinan, m, ha de tener
un punto, P, situado en la recta £

En la resolucion, empezaremos viendo si 7 y s son coplanarias. Si lo son, halla-
remos el plano © que determinan. La interseccién de ¢ y m es el punto P bus-
cado.

Escribimos las ecuaciones de 7, s y ¢ en forma paramétrica:

x=-2 X = 0 X = k
ryy= A syy= - Lyy=-1-k
z= A =-2-21 z= k

e Son r y s coplanarias?
Evidentemente, no son paralelas, pues (0, 1, 1) no es paralelo a (1, -1, -2).
Veamos si se cortan. Para ello, igualamos, una a una, sus coordenadas:

_2=M

=2 A=2
x=_u}u 2

A=-2-2l — 2=-2-2-(=2)Si, es cierto. Por tanto, se cortan.

El punto de corte de 7 y s se obtiene haciendo A =2 en las ecuaciones de
r, obien W =-2 en las ecuaciones de s. Se obtiene el punto (-2, 2, 2).

e Hallamos la ecuacion del plano © determinado por r» y s:
Un vector normal al plano es:
dxd=010Dx0-1,-2=1,1,-1) - nd,-1, D
Luego el planoes: m lx+2) -1y -2)+1(z-2)=0

Tx—)y+z+2=0
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e P es el punto de corte de m con la recta t:
k—(-1-RB+k+2=0 — k+tl+thk+k+2=0 — 3k+3=0 — k=-1
El punto es P(-1, 0, =1).

2 2 L2
x z
Halla las intersecciones de la superficie 23 + 31;_6 + o5 =1 con los tres planos

coordenados. ;Qué figuras obtienes? ;Como se llama la superficie dada?
2 2 2

x4y z

A

25 16 i 9
y2 22

Con x = 0: 6 + 5 " 1 — Elipse de semiejes 4 y 3.
x% 22

Con y = 0: 5 + 5 1 — Elipse de semiejes 5 y 3.
X2 2

Con z=0: s + 6~ 1 — Elipse de semiejes 5y 4.

Es un elipsoide.

Halla el centro y las longitudes de los ejes del elipsoide siguiente:
2x2+3)2+22-8x+6y—4z-3=0

202+ 312+ 22 —8x+6y—42z-3=0

2P —4dx+D+307+2p+ D+ (P —4z+4)=3+8+3+4

2(x =22 +3(@p+ 1?2+ (z-2)?2 =18

x-2°  Q+D* (=-27 _

9 6 T
Centro: (2, -1, 2)
Semiejes: 3, V6 y V18 =3V2
. . Lox2oy? 22
Halla las intersecciones de la superficie 5 + % 716" 1 con los planos

coordenados, y describe qué tipo de curvas obtienes.
¢Como se llama la superfice dada?
2 2 2

y

X z

—_— e —— = 1
9 4 16
2 2
y z o o
Con x =0: 7 ST 1 — Hipérbola, semieje real 2.
x?  2?
Con y = 0: 5 + T 1 — Hipérbola, semieje real 3.
2 2
Con z=0: o + T 1 — Elipse de semiejes 3 y 2.

Es un hiperboloide.
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Haz de planos

m:2x+3y—2—-4=0 . »
La recta 7: es la interseccion de los planos © y ©.
o: x—-2y+z+1=0

El conjunto de todos los planos que contienen a 7 se llama HAZ DE PLANOS
de arista r, y su expresion analitica es:

ax+3y—z—4)+b(x-2y+z+1)=0

/

[

|

Para cada par de valores de a y b (salvo para a=0 y b =0), se obtiene la
ecuacion de un plano del haz.

a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.

b) ¢Para qué valor de k& uno de los planos del haz es perpendicular a la recta

¢Cual es ese plano del haz?
c) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.
d) Escribe la expresion del haz de planos cuya arista es la recta s:

L XxX=5 y+1 =z-3
$73 ) 1

e) ¢Cual de los planos de este haz dista mas del origen de coordenadas?

a) El término independiente serd cero: —4a + b=0 — b= 4a. Luego:
ax +3y—z—4) + 4alx -2y + z+ 1) = 0; es decir:
2x+3y—z—-4+4x-2y+2+ D=0
2x+3y—2z—4+4x -8y +4z+4=0
6x—535y+3z=0

b) Un plano del haz es:
QRa+ bx+ Ba-2by+(a+ bz+(4a+b)=0

Un vector normal al plano es: nQa + b, 3a — 2b, —a + b)

Unidad 7. Problemas métricos
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Para que el plano sea perpendicular a la recta, el vector normal del plano y el
vector direccion de la recta han de ser paralelos, es decir, sus coordenadas de-
ben ser proporcionales:
2a+b _3a-2b _-a+b
3 5 k
10a +5b= 9a—-6b | a+11b=0 — a=-11b
2ka + kb =-3a+3b | 2k+3a+ (k-3)b=0
112k +3) +(k-3)=0 — -22k-33+k-3=0
36 -12 12

21k-36=0 — k=2=12 5 p=_12
21 7 7

El plano del haz es:
“11bQRx+3y—z—-4) +blx-2y+z+1) =0
“112x+3y—z-D+x-2y+2z+ 1D =0
“22x-33y+1lz+44+x-2p+2+1=0
21x-35y+ 122+ 45=0

Otra resolucion:

Si la recta es perpendicular a un cierto plano del haz, serd perpendicular a to-
das las rectas contenidas en ese plano, y, en concreto, a la recta 7, arista del

haz.
Vector direccion de 7: d = 2,3, -DxA,-2,1)=(,-3,-7)
Vector direccion de #: d' = 3,5, k)

d-d=0 5 1,-3,-7-3,5k=3-15-7k=0 — /e=#

A partir de aqui, obtendriamos la relacion entre a y b, y el plano del haz
como en el caso anterior.

©) Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son los puntos de la
recta 7. Por ejemplo: (1, 0, -2) y (0, 3, 5).

d) Escribimos la recta s en forma implicita:

x-5 yp+1
T= - - 2x+10=3y+3 —> 2x-3y+7=0
x;5=215 - X-5=32-9 — x-3z+4=0
2x+ 3y -7=0
5
Xx-3z+4=0

La expresion del haz de planos cuya arista es s es:

aCx +3y—-7)+blx-3z+4) =0
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e) Es el plano que contiene a la recta (puesto que es del haz) y es perpendicular a

O_())’, siendo O(0, 0, 0) y O’ la proyeccion de O sobre la recta.

Lo calculamos en el caso de la recta s:

o 0(0, 0, 0)
Un punto genérico de la recta s es: .

P(5+ 3\ -1 -2, 3+
Un vector direccion de s es 35(3, -2, D.

—> -
El vector OP ha de ser perpendicular a d_:

OP-d =0 - 3G6+30)-2-1-20+B+1) =0

-20 10
15+ +2+4A+3+A=0 — 14A+20=0 — k=7=7
Luego:
13 11 13 11
/%, 73, 7), y el vector normal al plano es ()_(5’(%, 73,7; o bien (5, 13, 1D).
5 13 11
El pl i Slx——| + 13y - =] + 11|z - = =
plano serd: 5|x - + 13|y 5 +11{z 7) 0

Sx+ 13+ 112-45=0

Pagina 211

AUTOEVALUACION
x =11+ 4\ x=11-9)\
lorp:qy= 5+2) ryi{y= 5-5\
z= 7+ 3\ z= 7-=T7\A

a) Halla las distancias entre los puntos de corte de », y r», con:
M:2x—5y+3z—4=0
b)Halla el angulo de r, con r,.

c) Halla el angulo de r, con T.

a) Veamos primeramente que 7, y 7, se cortan con T, es decir, que no son perpen-
diculares al vector normal a .

(4,2,3)+:(2,-5,3)=7#0 = r, cortaa T

(-9,-5,-7)-2,-5,3)=-14#0 = r, cortaa T

Unidad 7. Problemas métricos
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Hallamos ahora los puntos de corte de 7, y r, con @. Para ello, en cada caso sus-
tituimos las coordenadas del punto genérico de la recta en la ecuacion del plano:

e 7, con T
211 +40) =565 +20) +3(7 +30 —-4=0
Operando se obtiene A = -2. Por tanto, el punto de corte es P(3, 1, 1.
e 7, con T
211 - 90 =565 =50 +3(7-7M) -4 =0
Operando se obtiene A = 1. Por tanto, el punto de corte es Q(2, 0, 0).
La distancia entre los dos puntos es:

dist (P, 0) =VB-22+(1-02+(1-02 =13

b) Las rectas 7, y r, se cortan, evidentemente, en el punto (11, 5, 7). Veamos su an-
gulo:

~. +2- 5 +3 ) 67
cos (ry, r,) = = = 0,99933237
U 2224329252472 V29 4155
s
rp, Fy = 2°5' 38"
o~ 4-2+2 (- :
) cos (90° — (m, rl))=| *2: 9 +3-3 ! = 0,2108663

V29 - N22+52+32 V29438
90° — (T, 7,) = 77° 49' 37"

(T, 7,) = 12° 10" 23"

o:2x+5y—7z+4=0

B:5x—y+2—-4=0

Y:2x+5y—7z+49=0

Calcula la distanciaentre o0 y B yentre o y 7.

Los planos o y P se cortan, ya que sus coeficientes no son proporcionales. Por lo
tanto, la distancia entre o y B es 0.

Los planos o y 7y son paralelos, puesto que sus coeficientes son proporcionales.
Por tanto, la distancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de
ellos al otro.

P(=2,0,0) esun punto de a. Por tanto:

2-2+5-0-7-0+49 45 _15\78
V22 + 52+ 72 V78 26

dist (o, y) = dist (P, y) =
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3. Calcula m para que dist (P, Q) =5, siendo P(3,-1,11) y Q(7,-1, m).

dist (P, Q) =N(T =32+ (=1 + 1> +(m—11)%> =5 — 42+ (m—11)> =25

Hay dos soluciones: m =14 y m =8

x—2 4-2y =z+1
5 2 3

4, Halla la distancia de P(1,-4,3) alarecta: r:

(Ojo con el numerador de la segunda fraccion).
La recta 7 se puede expresar como:

x-=2 y-2 z+1

5 -1 3

En la segunda fraccién hemos dividido numerador y denominador entre 2 para que
el coeficiente de y sea 1.

El vector director de 7 es d = (5, -1, 3).
—> —>
Hallamos el vector PQ, siendo Q(2, 2,-1) un punto de la recta ». PQ = (1, 6, —4)

POxdl J1s+6-n-4-3 13 1335

d| V52 4 12 + 32 s 35

dist (P, r) =

5. Calcula la distancia entre las rectas siguientes:

x=3+2\
3 2x—y+ z+4=0
ryy=5—- A s
x +3z =0
z=4+ A

Expresamos la recta s en ecuaciones paramétricas para que sea facil tomar un pun-
to, P, y un vector director, d de dicha recta. Hacemos z =A y despejamos:

x= =3\
s4y=4-5L PO 40Mes d(3-5D
z = A

R
Q y d, son, respectivamente, un punto y un vector director de la recta 7:

03,5, 9er, d@-1,1

Hallamos el vector P_Q> =(3,1, 4.

|[ar’ av@]l - = —> 2 _1 1
dist (r, §) =—=S——=—— [d,, dS,PQ] =13 -5 1|=-45
[, ] 3 1 4
|?1rxas| = |_47 5, 13| =\/42+52+152 =\/21O

|-45| _ 45 3210
V210 210 14

dist (r, s) =
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6. Halla las ecuaciones de la recta que corta perpendicularmente a » y s.

[x=-3+ A
r:yy=-2+5\L
12=0
(x= 3
S: y=—6+4l
2= 2+ A

Las rectas 7 y s se cruzan.

Por ser la recta buscada, ¢, perpendiculara » ya s, su vector director es:
- - —
d,=d,xdg=(1,5,0x(00,4,1D=(,-1,4

Vamos a definir la recta ¢ como interseccion de dos planos:

Plano o: contienea r ya
El vector normal al plano sera:
d,xd. = (5, -1, 4 x(1, 5, 0) = (=20, 4, 26) // (=10, 2, 13)
Como contiene a 7, pasa por el punto (-3, =2, 0). Por tanto:
o —10(x +3) +2(y +2) + 132 =0

o —10x + 2y +132-26=0

Plano B: contienea s ya ¢
El vector normal al plano sera:
d;xd, = (5, -1, 9 x (0, 4, 1) = (=17, =5, 20)
Como contiene a s, pasa por el punto (3, -6, 2). Por tanto:
B: —17(x=3) = 5(y +6) +20(z = 2) = 0
B: =17x -5y + 20z - 19 = 0
Por tanto, la recta t es:

—10x + 2y + 132 -26=0
—17x -5y + 202 -19=0

En paramétricas:

=-2+5)
1y y= 3- A
z= 4N
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7. a)Halla el area del triangulo determinado por los puntos de corte del plano
3x+y+2z—6=0 con los tres ejes coordenados.

b) Halla el volumen de la piramide determinada por esos tres puntos y el origen
de coordenadas.

a) Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes coordenados:

=0
e Eje X: {y
z=0
3x-6=0 — x=2; P2,0,0)
x=0
e Eje YV: {
z=0
y—6=0 — y=6; 0,6, 0
x=0
e Fje Z: {
y=0

2z—-6=0 — z=3; R(,O0, 3)

El area del tridangulo de vértices P, Q y R es la mitad del area del paralelogramo
—> —>

formado por los vectores PQ y PR.

PO x PRl |(-2,6,00 % (-2, 0,3 _

A =

TRIANGULO 2 2
18, 6, -12)| V18% + 6% + 122
L - I\ N 5 =3V14 u?
Area tridngulo - altura
b) VFETRAEDRO = 5

La altura es la distancia del origen de coordenadas al plano.

kol 6

altura = = u
V32412422 14
PUraaE
_ Vg
VTETRAEDRO - x = 6u
Otra forma:

La piramide es la sexta parte del
ortoedro de aristas 2, 3 y 6.

V=—:2:3-6=61°

O\l»—l
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8. a) Halla el centro y el radio de esta esfera:
S:x?+y2+22-4x+22-20=0

b) Calcula el radio de la circunferencia que determina el plano 3x -4z +5 =0
al cortar a S.

a) Completamos cuadrados en la ecuacién de la esfera:
(x=2?%+p? +(z+1D?=5
Por tanto, el radio es 5, y el centro, C(2, 0, -1).

b) Hallamos la distancia del centro de la esfera al plano m: 3x — 4z +5 = 0:

324D + 5| B
\32 + 42 5

dist (C, m) =

Por Pitagoras:

r=vN52-3%=4u

Unidad 7. Problemas métricos



LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Algunos limites elementales

B Utiliza tu sentido comuin para dar el valor de los siguientes limites:

a) lim x2, lim x3, lim (x3-3x2%)
X — +oo X — too X — too
b) lim x2, lim x3, lim (x3 - x2)
X — —o0 X — —oo X —> —oo
©) lim x2, lim x3, lim (x3-5x2%+ 3)
x—2 x—>2 x—2
1 1
d) lim —, lim —, lim —;
X —> +o0 X x —> +o0 X x>t X4+ 1
1 1
e) lim —, lim —, lim —
x > —oc0 X X —>—oc0 X x> Xct+1
1 1
) lim —, lim —, lim —
x—>0X x—>0X x—>0x“+1
Q) lim x5 lim M
x_>+mx2+1’ X — +oo x2+1
, R . 2
h) lim ———, lim
x— - X +1 x—>_m3x+5
a) lim x% = +oo; lim X3 = +oo; lim (x3 — 3x2) = +oo
X — +oo X —> +oo X = +oo
b) lim x? = +oo; lim x3 = —oo; lim (x3 — x2) = —oo
X — —oo X — —oo X = —oo
o lim x% = 4; lim x3 = 8; lim (x3 — 5x2 + 3) = -9
x— 2 X =2 X =2
~ 1 ~ 1 ~ X
d) lim — =0 lim —=0 lim 5 =0
X — +oo X X = oo X x> o X7+ 1
_ 1 B 1 B x
e) lim —=0; lim — = 0; lim — =0
x = —o0 X x— -0 X x> X+ 1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad




£) lim — = +oo; lim — = +eo 7 5 =
x—>0X x—>0X x—oo0x°+1
. x3 o xd—5x2
g lim — = +oo; lim = +oo
x— +oo X7 F 1 x>t X+ 1
3 2
, , X
h) lim — = —oo; = —oco
x— —o0 X 1 X——00 3X +5

Exponenciales y logaritmicas

Recuerda como son las graficas de algunas funciones exponenciales y logarit-
micas:

y=log,x

y= log] X

B A la vista de estas graficas, asigna valor a los siguientes limites:

a) lim 2%, lim 2~
X —>—oo X —> +oo

b) lim 27, lim 27

X —> —oo X — +oo

c) lim log,x, lim log,x, lim log,x
X —> —o0 x—0 x>+

oo

d) lim log,,x, lim log,,x, lm log  ,A6x
X — —oo x—0 X — +oo

a) lim 2X=0, [im 2%= +oo
X — —o0 X — +oo

b) lim 2™ =400, [im 27 =0

X — —o0 X —> +oo

o Ilim log,x no existe, [lim log,x =—eo, lim log,x = +eo
X —> —oo x— 0" X —> too

d lim log, ,x no existe, [lim log,,x =+, lim log, ,x =—oco
X — —oo x— 0" X = +oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Con calculadora

Tanteando con la calculadora, da el valor de los siguientes limites:

sen x

a) lim
x—>0 X

b) lim (x—3):-In(x-3)

x—3

2
c) lim 1+i ¥
x

X —> +oo

senx
a) [lim =
x—0 X

b) lim (x-3)-In(x-3)=0

x—3

o lim
X = +oo

3 2x
1+ ;) = o = 403,43
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1. Asigna limite (finito o infinito) a las siguientes sucesiones e identifica a las
que no tienen limite:

n+s n?
a)a,=n>—10n2 b)b, = 5-3n> c)cn=2_n d)dn=n+1
e) e,= sen%n f)fn = 2" g) g, =—2" h)h" = (=2)*
a)a, =n’-10n?

(=9, =32, 63, —96, —125, —144, —147, —128, 81, 0, 121, ...) a, — +oo

b)b, =5 - 3n? (2, =7, =22, —43, =70, =103, =142, =187, =283, ...) b — —co

+
C) Cn—;l 5 (6, ey =8, —%, —?, —%, —%, —1—63, —17—4, ) c, -1

2

R I R -
e, =sen ik (7, L,=50,-—-1L-—0, ) e, no tiene limite
D f,=2" (2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 250, ...) Sy, = Foo
2 g,=-2" (=2, —4, -8, —16, 32, —64, —128, ~256, ...) g, = —eo
b, =2)" (=2, 4, =8, 16, =32, 64, =128, 256, ...) h, no tiene limite

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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1. Si u(x) > 2 vy v(x) > -3 cuando x — +, calcula el limite cuando x — +

de:

a)u(x) +v(x)
©) 54

e) u(x) - -v(x)

Q) lim [(x) + v(X)] =2 +(=3) = -1

X = +oo

o lim 51 =52=25

X — +oo

o) Im [u(0) - v@]=2-(3)=-6

X = +oo

b) v(x)/u(x)
dVov(x)
£) Yu(x)

vx) _ -3

5 4o U(X) 2

) lim ~Nv(x) no existe

X — +oo

f) lim 3\lu(x =%E

2.S8i u(x) >-1 y v(x) > 0 cuando x — +, calcula el limite cuando x — +co

de:
a)u(x)—v(x)
o) v(x)/u(x)

e)ulx) v(x)

a) lim ([ulx) -vx]=-1-0=-1

X = +eo

b) lim v —-u]=0-(1=1

X = +oo

o lim v _ 0 =0
)x—> +oo U(X) -1

d lim  log,v(x) = {

X = +oo

e Ilim [ulx) v@]=-1-0=0

X —> +oo
6 tim Nuo =3-1 =1
X —> +oo
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3. Halla los siguientes limites:

a) lim (x%2+3x—x3)
X —> +oo

) lim (% +3x—x3) =—oo
X —> +oo

—o si v(x) = 0F

no existe si v(x) — 0~

b) v(x)—u(x)
d) log, v(x)
) 3\! u(x)

b) lim (-5 - 22%)

X = +oo

b) lim (=5 -2%) = —c

X = +oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



4. Calcula estos limites:

_ 3
a) lim Vx%+2
X —> +oo

a) lim VxZ+ 2 = +oo

X = +oo

b) lim (=2log,, x) = —e0

X = +oo
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b) lim (-2log,, x)
X = +oo

5. Indica cuiles de las siguientes expresiones son infinitos (+«) cuando x — +oo:

a)3x5—Vx +1 b)0,5* ©)-1,5%

d log, x e)1/(x3+1) £)Vx

g 4" h)4~ i) —4~

) lim BGxd—Vx +1) =+ — Si
X —> +oo

b) lim 05=0 — No o lim (-15%) =-00 — Si
X — +oo X —> too

d) lim log,x =+ — Si e) lim =0 — No

X — +oo

£) lim Vx =+e — Si

X — +oo

h) lim 4%=0 — No

X = +oo

6

X = oo XD+ 1

Q) lim 4% =+ — Si
X —> +oo

D lim —4¥=—-o — Si
X = +oo

a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes infinitos:

log,x Vx x2 3x5

1,5% 4%

b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

log, x

lim

X — +oo x X — +oo X

D log,x Vx o a2 3x5 1,55 4%
_ log,x
b) lim
X — +oo X
o 3x0
lim 5 = +oo
X — +oo X
lim Vx =0

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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7. Si, cuando x — +co, f(x) — +o, g(x) > 4, b(x) > —, u(x) - 0, asigna,

siempre que puedas, limite cuando x — +o a las expresiones siguientes:

a) f(x) — b(x)
D f(x)*

2 f(x)/b(x)
) u(x)/b(x)
m) g(x)/u(x)
o)x + bh(x)

b) f(x) /)

e) f(x) - b(x)
h)[-h (x)]" )
K) f(x)/u(x)
n)x + f(x)

p) h(x)P@

©) f(x) + b(x)
£) 2 (x)*

i) g(x)h@

D b(x)/u(x)
) f(x)P

QPx¥

'd) l[m (f(x)_b(x))=+°°—(—°°)=+oo+oo=+oo

X = +eo

) lim )/ = (+00)™ = +eo

X = +oo

o lim (f(x)+ h(x)) = (+0) + (—e0) — Indeterminado

X = +oo

d lim f(x0)F = 400" = +oo

X = +oo

e) lim (f(x) - h(x) = (+00) - (—o0) = —o0

X = +oo

£)  lim u(oH = ()0

X = +oo

g lm

%

i LG _ =)

Indeterminado

h  lim [=h ()P = [+eo] == = 0

X = +oo

D lim g(x)bm =4">=0

X = +oo

. _ o u(x

im L
L

_ - h(x)
| / —

- 8x)
m) xlinzm 1 (x)

n) lim (x +f(x)) = 400 + (+00) = 400

X — +oo

8 lim P = (+e0)= = 0

X = oo

Indeterminado

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



o) lim (x+ h(x))=(+=) +(-0) — Indeterminado
X = +oo

p) lim h(x)P® = (-e)"= — No existe
X = +oo

Q@ lim x™ = (+0)™* =0
X = +oo
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8. Las funciones f, g, b y u son las del ejercicio propuesto 7 (pagina anterior).
Di cudles de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, si
es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cual es el limite:

a) f(x) + b(x) b) f(x)/b(x)
) f(x)yP d) f(x)?)
e) f(x)*® £) u(x)P
9 [g(x)/4V™ h) g (x)/ ™

a) lim (f(x) + h(x)) = (+e0) + (—o0). Indeterminado.

X = +oo

by tim L0 - Creo)

. Indeterminado.
X = +oo h(-x) (— 00)

O lim [P = (+o0)** = too
X —> too

d) lim f(x)b(x) = (+00)2 = 0

X = +oo

e) lim fo)" = (+00)@  Indeterminado.
X —> +os

£ lm ux)P® =07 = oo

X —> +oo

JS@
g lim [%] Yo (1)), Indeterminado.

X = +oo

h) lim g/ = 4% = +co

X = +oo
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1. Sin operar, di el limite, cuando x — +, de las siguientes expresiones:

A (x2-2x+1) b) (x2 —2%)
)VaZ+1 —Vx d) 3¥ 2%
e) 55— Vx8-2 f)\/;—logsx/JL

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad




2 lim (2 =V2x + 1) = +oo b) lim (x? = 2%) = —eo

X — +oo X — +oo

o lim (Na?+1 —Vx) = +eo d lim (3¥ = 2%) = +eo
X — +oo X —> too

e) lim (sx_j\/x8 -2 ) = +oo £ lim (\@ — logs x4) = oo
X — +oo X —> too

2. Calcula el limite, cuando x — +, de las siguientes expresiones:

3x3+5 4ad—x b) x> x c)?‘)x+5 x2—2
x+2  x-—2 2x2+1 2 2 x
DVaZ+x—VaZ+l  2x—VaTrx DVar1—Vx+2
o dim (35 A ox) e Gx )= 2) - (-0 + 2) _

Xowel XHF2 L X=2 ] xo e (x+2)(x - 2)

fim X = 6x3 + 50— 10 — doct — 8 + x4 200 _

X —> +oo x2_4
_ gy X 14X+ a4 Tx 10 _
X —> too x2—4

233 —x@x*+ 1D _ lim 2x3 —2x% —x _
x>t 202x%+ 1) x> e 4x?+ 2

3
b) lim (x_ ﬁ)
2x

X — +oo 241 2

= lim —X =0
x> +eo 4% + 2
2 2 > 2
o lim (ﬂ_x—2)= lim 3X~*5X—2x 4 lim XPASx 4
v & X = Feo 2x X —> +oo 2x

d lim (NxZ+x —\xZ+1)= lim (Va2 +x—Va2+ D)2+ x+ Va2 +1) _

x = oo X = oo Va2 + x + Va2 + 1
) X+ x—xt-1 , x—1 1 1
lim = Ilim = = =
x o+ V2 + x+ Va2 + 1 x> e Va2 + x+ Va2 + 1 1+1 2

e) lim (Zx—\/m)= lim (2x = Vo2 + o) (20 + V2 + o) =
X — +oo X — +oo 2x + Nx? + x

2 _ 42 2 _
= [lim il et S lim Sl S = +oo

x—ote 20+ Va2 +x x>t 2x + Vx4 x
£ lim (m_m)_ (\/x+1—\/x+2)(\/x+l+\/x+2) _

X = oo X = oo Vx +1+Vx +2

|
=~
[

_ x+1—-x-2 _ -1
= [lim = [lim =0
X—>+°°\/x+1+\/x+2 x—>+w\/x+1+\/x+2
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3. Halla los siguientes limites cuando x —> +oo:

1\~ 1 \5x 1\5
A ™ 0[5+ 5] o1
5 1\5
D1+ ofs+2" f)(l-_)x
X X X
sx11/5 _
a) lim (1 + i)x = Iim [(] + L) x] = ol/5
X = +oo 5x X = 4oo 5x
5
b) [lim (5 + L) Y 5%° = 4oo
X — +oo 5x
5 -
o lim (1+i) —15=1
X — too Sx
/515
d) Iim (1 + i)x = lim (1 + L)x j] =5
X = +oo X X — +oo x/5
5 5x
e) lim (5 + —) = 5% = 4oo
X — +oo X
5 —x1->
£) lim (1 - l)’x - lim (1 . L) ’“] oS
X —> +oo X X —> +oo —X
4. Calcula estos limites cuando x — +oo:
1\3x-2 1 \4 1\3
a1+ b)(l——)x c)1+—)x
2x 5x
3\5 1 \3x 2 \5x
d)(1+ Zx) e)|1- Zx) )1+ Sx)
3x—2
a) lim (1 + _) =3
X — +o0
1 4x B 1 —2x71-2
b lim (1——) ~ lim (1+_) ] — o2
X — +oo 2x X — +oo —2x
3 5x73/5 i
o) lim (1 + i) Y lim (1 + L) x] = o35
X —> too Sx X — +oo SX
A lim (1+i)>=15=1
X — +oo 2x
3. —2x71-3/2
e) lim (1 - L) Y= lim (1 + L) x] = 32
X —> +oo 2x X —> +oo —2X
5 S5x/272
£) lim (1+i)x= lim (1+;)”‘ ] o2
X = +oo 5x X = +oo 5x/2
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5. Resuelve, aplicando la regla anterior:

3x + 5\5x-3 x3—3x+2\2x—4
li lim | ——5———5—
a)xi”:m (Sx—l b)xi":w ( x3+ x2
+5\5x-3
a)Sea [= Ilim (Sx >\
X —> +oo 3.%-1
3x+5

Como lim =1y lim (5x—3)=+oco, [ esdeltipo (D).

x—)+005-x_1 X —> t+oo

Aplicando la regla:

I (33(+ ° ) Gx-n | 0 | -3
m —_ - (OX — m - - |- X —
¢ —> +oo -1 7 X > oo -1
[=e" 3 =e 3 =el0
3 _
B X2 —3x + 2\2x—-4

b) Sea [= [lim (ﬁ

X —> +oo X2 +Xx

x3—3x+2

Como lim s> =1y lim (2x—4)=+c, [ esdeltipo (D=,
X = +oo X2 +Xx X —> too

Aplicando la regla:

oxt=-3xt+ 2 ) —x°—3x+2
xli)ﬂioc w2 T @x-9 xli»mm x4 x? “x-D

I=e =e =e
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1. Sin operar, di el limite cuando x — — de las siguientes expresiones:

a) x2—2x + 1 b) x2 + 2%
c) x2-2% d) x2-2*
e) 2—X _ 33X f) \/xs_ —5%
g 2% — x2 h) x2-Vx%-1

DVx+2 —a2 P 3x 2
2 lim (x? = 2x + 1) = +oo — (—00) = +o0 + 00 = oo

X —> —oo

b) lim (x% + 2%) = 400
X — —o0

o lim (x?—2%) =+
X —> —oo

A lim (2= 27) = —oo

X — —o0

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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e lim 2Q%-3%)=—o0
X —> —oo
£) lim (Vx> -1 —5%) no existe
X —> —oo
Q) lim (2¥—x%) =—-oo
X — —oo
h lim (x5 —Vx* = 1) =—-c
X = —oo
D tim Nx+2 —x?) = -
X = —oo
Poolim (37 =27 = +e0
X — —o0
2. Calcula el limite cuando x — — de las siguientes expresiones:
3x3+5 4x3—x b x3 x
x+2 x—2 2x2+1 2
Va2 +x —VxZ+1 d)2x +VxZ + x
3\2x
e) Va2 +2x +x f)1+;
1\5x+3 a2+ x—1\3x-1
1-— (XX
g)( x) )( X%+ 2 )
b s (A0S A0x)_ (005 o)
x> -\ X+ 2 x—2 X4\ =X+ 2 —-x -2
— Iim 3x% — 5+ 6x3 — 10 — 4x* + a2 + 833 — 2 _
X = +eo x2—4
a4 3 2 _ _
- g X140 4 X7 —Tx—10 _
= oo x> -4
3 JPS) _3 3
b) lim (_x —£)= lim ( X +£)= lim TEXH 2T A X
xo—ee\2x2+ 1 2] xo+e\202+ 1 2] xote  4x2+2
= lim —X— =0
X o oo 4x2 + 2
o Iim (Nx?+x —\x2+1)= lIim (Nx? —x —x? +1)=
X — —oo X —> too
- lim (Va2 = x—Vx2+ 2) (Va2 —x + Va2 + 1) _ lim x?—x-x*-1
X = too \/xz—x+\/x2+1 X = teo \/xz—x+\/x2+l
= [lim —x-1 -t -1
xoreo VxZ—x+VxZ+1  1+1 2
Unidad 8. Limites de funciones. Continvidad 11
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d lim (2x+Vx? + x)= lim (“2xc+ Vx> - x)=

X —> —o0 X —> +oo

4% —x%2 + x

- lim (—2x+Vx2—x)(—2x—Vx2—x)= lim _
X — +oo v —Vx2 _ x X — +eo 2 — N2 — x

2
P X+ X
lim 5—:—00

x>+ 2 — V2 — x
e lim (Nx?+2x +x)= Iim (Nx?-2x —x)=

X — —oo X = +oo
x% - 2x — x?

lim (sz—Zx—x)(Vx2—2x+x)= lim _
X > oo Vx? - 2x +x x> oo V2 — 2x + X

lim —2x —2

_x—>+w\/x2_2x+x - 1+1

2x —2x —x/310
) lim (1+%) - lim (1+i) - lim (1+ 1 ) ] _ 6

X — —oo X —> +oo X —> +oo —x/3

=__2=_1
2

. 1 5x+3_ ~ 1\ >x+3
g) lim (1——) = [im (1+—)

X —> —oo X X —> +oo X

= e_s

2 _1\3x-1 2 4 1\Bx-1
) lim (—" tx 1) = lim (—x & 1) -
x> -\ X2+ 2 x> e\ X242

lim [(xz,_xi_l —1)»(—5x—1)] lim (7_9?_3 S (Bx-1)
=¥t X2+ 2 =¥t —x%+2 =

Jim 3x*+10x+3

=ex_>+°° X2+ 2 =93

Pagina 238

1.8i lim f(x)=3 y lim g(x) =2, dielvalor del limite cuando x tiende a 1
x—>1 x—1

de las siguientes funciones:

2 /(x) + g () b)) - g (%) 5 {g%

d)f(x)E™ e) Vg(x) )4f(x)-5g8(x)

) lim (f(0)+g))=3+2=5 b lim (f(x0) - g))=3-2=6
x—1 x—1

o im I3 d) lm f)8® =32=9
x—1g8W) 2 x— 1

e) lim glx) =2 £) lim (4f(x) - 5g(x)) = 12— 10 = 2
x—1 x—1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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UNIDAD W

Si im f(x) =1y Ilim g(x)=m, entonces lim [f(x) + g(x)] =1+ m.

xX—a xX—a x—>a

Enuncia las restantes propiedades de los limites de las operaciones con fun-
ciones empleando la notaciéon adecuada.

Si lim f(x)=1vy Ilim g(x)=m, entonces:
X — a X — a

D lim [f(x) + gl =1+m
X — da

2) lim [f(x) —g)l=1-m
X — da

3) lim [f(x) - glol=1-m

xX—a

o im0 L S om0,
x—>a gXx) m

5)Si f(x) >0, lim [ f(x)é’(’“)] =m
X —>d

6)Si n esimpar,osi n espary f(x) =20 — lim Vo =31

X—da

7St a>0y flx)>0, lim [log, [f(x)]=Ilog, !
X — d

Si lim p(x) = +oo, lzm q(x) = +oo, lzm rx)=3 y hm s(x) =0, di, en los

x—2

casos en que sea posible, el valor del lim de las siguientes funciones:
x—2

[Recuerda que las expresiones (+o0)/(+), (+0) — (+0), (0) + (+e0), (1)),
(0)/(0) son indeterminaciones].

r(x) P

e) ;83 )pgg g s(x) - p(x) h) s(x)s@®
. . 3—r(x) s(x)
l)p(x)r(x) i) r(x)s(x) K %x)x 1)[7‘(.96')
m) r(x)P n) r(x)~4C ) ’"(3") P o) r(sx) )_p(x)
Q) lim [2p(x) + q(x)] = +oo + (+00) = +oo

x— 2
b) lz’m2 [p(x) — 3g(x)] = (+e0) — (+e0). Indeterminado.

x>
C lim Lx) = i =

x> 2plx) too

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 13
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px) _

d) lim —— lim 1=1
D xl—7>n2 p ) xl—7>n2
e lim S _ 0
x— 2 q(x) oo
) lim @ = (+°°). Indeterminado.

xo2 X))  (+e0)

@) lim [s(x) - p(x)] = (0) - (+e0). Indeterminado.
x— 2

h) lim s(x)5@ = (0)©, Indeterminado.
x— 2

D lim p(x0)"™ = +003 = +oo
x— 2

D lim ()™ =30 =1
x— 2

k) lim S_V(x) - 3-3 =@.
x—2 s 0 0

D mﬂé?f”=w=

x— 2

Indeterminado.

m) lim r(oP® = 3% = too
x— 2

n) lim r(x)*q(-x) =3">=
x—= 2

p
n) limz(r(;)) - (D). Indeterminado.
X —>

_ —p(x)
o) Zlmz(%) N\ (1)&*). Indeterminado.
X —>

Pagina 239

4. Calcula los limites siguientes:

@ tim XIS b) tim X1
xo-1 X2—6x-7 x4 X3+ 2x%3x

Q) lim x3—2x2+2x+5 - lim (x+ D(x%2=3x+53) _
x>-1 x2—6x -7 x>-1 (x+ Dx-7)

_ g X=3x+5_ 9 _ 9

x— -1 x—-7 -8 8

by lim x3-5x+1 _ 45 _ 15

x—)4x5+2x2_3x 84 28

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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5. Calcula los limites siguientes:
o i JE2X-3 by fim =X
x—-3 3x3+3x2 x>1Vx2+x=-2
o2+ 2x—3 (x— 13 (x + 3)3 (x— 1)3 (x +3)
a) lim ,,— = o > = =0
x— -3 x3+3x x—>—3 (x +3) X—>—3

byt P i]“’“”(’”n = tim {/ﬂ
xo1 a2+ x-2 x-o1 Y@+22x-1D* x51 Vw+22 -1
lim f(x) no existe

< x> 17
%
lzm JX) = +eo

Pagina 240

2_ +2 342x+1
6. Calcula: lim (x 5% d X

xoo0 | x2+2x  ad+x
i (x2—5x+2 X3+ 26+ 1 7 (x2—5x+2 X3+ 2x+ 1
im - = _
roo | x2+2x x3+x ool xlx+2) x(x?+1)

2+ D =5x+2) —(x+ )3 +2x + 1) _

= [lim
x>0 x(x+ 2)(x2+ 1)
_ lim xt=sxd 2 + xS+ 2-xt— 2% —x—203 —dx -2 _

x—0 x(x+ 2)(x?+ 1)

oy 10+ x%—10x _ g x(Ta% 4 x-10) _
x>0 x(x+ 2%+ 1D x—-0 xlx+ 2)(x?+ 1)

2
i DX rx—10 10 _ o
x>0 (x+2x*+1D 2-1

_ +4 x+1
7. Calcula: lim (L
x—7 x—3
x+1 o [(XP=Tx+ 4 )L x+]
lim (M)x—7 =exh:”7[( x-3 1) x_7]=
x—7 x-3

i G=D =D @+ D

Iim (x2—8x+7 . X+1)

=ex—>7 x—3 X=7) 2 ogx=7 (x=3)(x—-7) -
Iim x-D @+ 1
=px—7 (x—3) = pl2

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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1. Encuentra cuatro intervalos distintos en cada uno de los cuales tenga una raiz
la ecuacion siguiente:

2x%—14x2 +14x-1=0
Busca los intervalos entre —4 y 3. Comprueba que f(1,5) <0 y tenlo en cuenta.

Consideramos la funcién f(x) = 2x% — 14x2 + 14x — 1.

Tenemos que f(x) es continua en R vy que:

—4)=231>0

1029 wmsn 4
0)=-1<0
073 i
S =1>0

f(l 5)=_1375 <0 } Hay una raiz en (1; 1,5).

J1,5) =-1375<0

f2)=3>0 } Hay una raiz en (1,5, 2).

2. Comprueba que las funciones e*+e*—1y e*—e™ se cortan en algiin punto.

Consideramos la funcion diferencia:
Fx)=e*+e¥—-1—-(e"—eM)=e¥+e¥-1-e"+e¥=2e%-1
F(x) es una funcion continua. Ademas:

F0)=1>0

F(D) =-0,26 < O} signo de F(0) # signo de F(1).

Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (0,1) tal que F(¢) = 0; es decir, existe
c € (0, 1 tal que las dos funciones se cortan en ese punto.

3. Justifica cuales de las siguientes funciones tienen maximo y minimo absoluto
en el intervalo correspondiente:

a)x2-1 en [-1,1]

b) x? en [-3, 4]

) 1/(x-1) en [2,5]

d) 1/(x-1) en [0, 2]

€) 1/(1 + x?) en [-5, 10]

a) f(x) =x>—-1 es continua en [-1, 1. Por el teorema de Weierstrass, podemos ase-
gurar que tiene un maximo y un minimo absolutos en ese intervalo.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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b) f(x) = x? es continua en [-3, 4]. Por tanto, también tiene un maximo y un minimo
absolutos en ese intervalo.

O flx) = —L
x —

lutos en ese intervalo.

es continua en [2, 5]. Por tanto, tiene un maximo y un minimo abso-

1
x ju—
asegurar que tenga maximo y minimo absolutos en ese intervalo. De hecho, no tie-

d flx) =

no es continua en [0, 2], pues es discontinua en x = 1. No podemos

ne ni maximo ni minimo absolutos, puesto que:

lim f(x)=—oo y lim_f(x)=+oo
x =1 x—1

e) f(x) = ;2 es continua en [-5, 10]. Por tanto, tiene maximo y minimo absolu-
1+x

tos en ese intervalo.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 17
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
Limites cuando x — *«

1 |Sabiendo que lim a, =+, limb,=—~y limc,=3, dien cuiles de los si-
guientes casos hay indeterminacion.

En los casos en que no la haya, di cual es el limite:

an an
a)a,+b, b)b, +c, ©) D=
cn bn
b 3 \by
b, — . n -
A, HG-c)-a, R b3

a) lim(a, +b,)=lima, + limb, = +oo + (=e0) = (+e0) — (+e0) —> Indeterminacion.

by tim (b, + c,) = limb, +limc, = —c +3 = —co
a oo

O lim =t = T2 - 4o
¢ 3

n

d) lz’ma—” - () — Indeterminacion.
b, (—o0)
e) lim [Cn]bn =3"%°= 3}'“’ =0

£)lim[3-c,)-a,=(0) - (+e) — Indeterminacion.

Q) l[mS—"c = % = +o0o (puede ser +o0 0 —o0).

n

3 3
h) lzm[ .

hn
] = (D" - Indeterminacién.
n

2 | Calcula los limites cuando x — — de las siguientes funciones:

Zx+5 10x-5
a) f(x) = - b)g(x) = 211
3x2+x—4 . a%+2x-3
<) b(x) = 2%+ 3 di(x) = 7t 523
a) lim 2.X'+5= lim ﬂ:_z b) lim 10x — 5 -0
x> -0 2—X Xt 2t X Ao X2+ 1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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o lim 3 +x—4 _ lim xP-x—4 _
X — —oo 2x+ 3 X 4o —2X*+3
QO i X223 g, X0-2-3 1
x> -0 7+ 5x3 x> o 7 —5x3 b)
Calcula los limites de las sucesiones siguientes:
_ \N3n*+6n ) 5n2_7
a) lim—— b)lim\|—
2n+1 n+1
1+n
<) lim ——" d)liml
2n-3 n3+2
2 2 _
Wi Y ron o N3 N3 5T
2n+1 2n 2 n+1
o 1 LV & lim —22 — ¢
n-3 n + 2
Calcula estos limites:
2
1
a) lim (e*-x3) b) lim M
X —> +oo X — +oo
2
1
o tim X O tim (x2+x-Vx+7)
x>+ € x> +oo
2
A lim (e¥—x3) = +o0 b) lim mx"+1D _
X —> +oo X — +oo X
X2+ i} >
o lim =0 d tim (NxZ+x —Vx +7) = +oo
X —> +oo e'x X — +oo

Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados ob-
tenidos:

a) lim (0,5+1) b) lim 2x+1
X — —oo X —> —o0
1 2\1-3
o) lim (1_—x a tim [1+2] 7"
X —> —o0 X X —> —oo X
Q) lim 055+ 1D = Ilim (0,5%+ 1) = +oo K
X — —o0 X — +oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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b) lim 2X*1= [jm 2%*1=9

X — —oo X = +oo ‘

Sabemos que 2**1 > (0 para cualquier x. —

1\x —x 1 —
o) Ilim (1 ——) = Iim |[1+—| =el=— & . 1/e
X — —oo X X —> +oo e
I
Comprobamos que 1 ——] >— dando a x algin valor. Por ejemplo, x =-10
2\1-3x 2\1+ 3x
d lim (1+= = lim (1 - —) - RN et
X — —oo0 X X — +oo
[
p 2 ) p -2 —0x
I e UL e INPIS §
o0
2\1-3x
Comprobamos que |1 + - <e™® dandoa x algin valor. Por ejemplo, x = —-10.
Halla:
a) lim (Va2 +2x —Vx%2-4) b) tim (Vx%2+1 +x)
X —> —oo X — —oo

) lim (Nx2+2x —Vx2 =4 ) = (00) — (00) (Indeterminacién).
X — —oo

La resolvemos multiplicando y dividiendo por (Vx? + 2x + Va2 — 4 ):

(VaZ + 20— V2 —4) (Va2 + 2x + V2 — 4) _

lim
X = —oo Va? + 2x + Vx2 - 4
P20 - (P-4 ) 2x + 4
= [lim = lim =

xome Vx4 2x+ Va2 -4 x> Y2+ 220+ Va2 — 4

) x4 2 2
lim = =
xoe Yx2-2x+Vx2—4 1+1 2

=1

b lim (Nx2+1 +x)= lim (Nx2+1 —x) = (=) — () (Indeterminacion).

X — —oo X = +oo

La resolvemos multiplicando y dividiendo por (Va2 +1 +x):

i (Va2 +1-20)(Va + 1+ x) i X%+ 1 -2
X = +oo Va2 +1+x x—+o Vx2 + 1 +x

1
Iim ———=0

x> ro V2 + 1+ x

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +oo:

5x2-2x+1 x +log x
) f(x) = (2x —1)? b)g(x) = log x
3+ 2Vx 3.2%
O)bh(x)=—— di(x) =
V2x + 1 2%+1
2 _ 2 _
- Sx%—2x+1 _ lim Sx*-2x+1 _ 5
x4 (2x — 1)? x4 dx?—4x+1 4
. x+logx )
b) lim ——— = sz( +1)=+oo+1=+o<>
x—+e  logx x — +oo\ lOg X

o) lim —5+2\/;= lim —2\/; -2 2\5—\5

A1 e iNe N2 2
. X
d lim 2 =3

X -+ 2% + 1

Calcula los siguientes limites:

2 _
a) lim (x—Sx_S_x b) lim (x? —Vx% +2x)
x40l X+ 1 2 X — +oo
2 -1
o lim (1,2x_ 3x d) lim (3’”4 *
X — +oo x+1 x> +0\2X + 5

a) lim (.X‘Z——S.X_ﬁ_x)= lim (2x2_10x—3x(x+1))=

X — too .X'+1 2 X — too 2(x+ 1)
2 2 2
= gp X =10x=3x7=3x gl Xt 13x
X = +oo 2x + 2 X — +oo 2x + 2

by tim (2 NETEEE) =t 2 2 G2 e a)
X —> +oo X —> oo x2+m

4 _ (a4 A Ad
iim X (" +2x0) _ lim =X 2x  _

x> e x2 + Nt + 2 a0 rex? + V't + 2x

—2x

- m ——=
x o o2 + Nt + 2x

2
o lim (1,2x_ ﬂ) = too
X — +oo x+1

) lim (5’“4)’“1 =(é)*°°=+oo

X — too 2x+5

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Calcula los siguientes limites:

2 2
x2+1\x x+1)2x-1 x—1\x+2
a) lim ( > b) lim c) lim
x>+ | X5—1 X — oo\ X — x— to\X + 3
x+1
x—4 1)\3x-2 x—3\x%2-5
d) lim (3 ) 3 ) lim (1_—2) 0 tim X3
x> +o\ X —2 X —> —oo X x> —col X + 2
5 )
x?+ 1)\
a)Sea [= [lim (2—
X = oo \ X -1
oxr+1 3
Como [lim 5 =1y lim x?=+c, setrata de un limite del tipo (D=,
X — 400 X -1 X — +oo
Aplicando la formula:
lim ( ')ZZH _ 1) Cx? lim f‘xz
l=ex~>+wx_1 _exawax_l:ez
x+ 1\2x-1
b)Sea [= Iim
x—>+oo.X'—2

x+1 )
Como lim ——=1vy lim (2x—1)=+oo, setrata de un limite del tipo (1),
X = 400 X — 2 X —> +oo

Aplicando la férmula:

lim ('X+1 71)'(2){'71) lim 6'x_3
l=ex4+oo x -2 =exa+w ‘x72=€6
~ X —1\x+2
o) Sea I= Ilim
X — +oo\X + 3

x—1
Como lim =——=1y [lim (x+2)=+oo, se trata de un limite del tipo (1),
X = oo X + 3 X —> too

Aplicando la férmula:

lim ( x-1 _ 1) (x+2) lim —4(x + 2)

=g \x+3 =7 x+3 =€_4

x+1
o (3x—4
d)Sea [ = Ilim ( 3

X = +oo 5.%' -2

o 3x—4 _ox+1 B, ,
Como lim =1y lim = +oo, se trata de un limite del tipo (1),

X — +oo DX — 2 X — +oo
Aplicando la férmula:
lim (33674 _1) cx+l lim -2 X+l Iim  2X =2
J=¢ 7 \3x-2 3 =¥ 3x-2 3 =¥ 9x-06 = p2/9

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



1 \3x-2
e)Sea [ = [lim (1——2)

X — —oo X

X — +oo X — too

1
(1)(+ 0)*

Aplicando la férmula:

Como [lim
x%+oox+2 X — +oo

Aplicando la férmula:

lim (x_ 3 _ 1) S (x2-5) lim _S(xz -5

=7 ™ \x+2 eT™ Xt 2 = 4o

10 |Halla lim f(x) y lim f(x) en los siguientes casos:
X —> —o0

X = +oo

e~ si x<0
a) f(x) =
VS {l—lnx si x>0
1-x% £0
— si x
b) f(x) = x
3 si x=0

e lim fx)= lim (1-Inx) =—e

X = +oo X —> +oo

e Ilim flx)= lim e*=0
X —> —oo X —> —oo

42
b) hd lim f(X) = Iim = —oo
X —> +oo x40 X
42
o lim f(x)= Ilim 1-x = +oo

X — —oo X —> —oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad

1 1
/= : = ; =—
tim (1 7_1)»<5x—z> tim (—Z)-@x—m e
e’ e*” "
; -3 x2-5
f) Sea [ = Ilim
X — —oo\ X F 2

_

UNIDAD W

Como [lim (1 - F) =1y [lim (3x—2)=—oo, se trata de un limite del tipo

=1y Ilim (x%—5)=+ee, se trata de un limite del tipo (1),

23
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Limites en un punto

11 |Sabiendo que:

lim p(x) = +o lim q(x) = —oo imr(x)=3 lims(x)=0

x—2 x—2 x—2 x—2
di, en los casos en que sea posible, el valor de los siguientes limites:
2y tim S b) fim [s ()P

x—2p(x) x—2
c) lim[s(x) - q(x)] d) lim [p(x) —2q(x)]

x—>2 x—2
a) lim s _ 0 _

x—2 pQo) +oo
b) lim [s()]PX = 0% =0

x =2
o) Iim [s(x) - q(x)] = (0) - (~e0) — Indeterminado.

X =2
d) lim [p(x) — 2g(x)] = +00 — 2 (—00) = +o0 + (+00) = +oo

X =2

12 | calcula:
x2+3 1 2 1

lim - b) lim -

a)x—>0 x3 x) )x—>1(x—1)2 x(x—1)
, 2+3 1 _ x?+3-x2 _ 3 3

I (x ——)=1 XS 3_3

@ lenO X X xlz/lo x3 x> 0x° )

Hallamos los limites laterales:

lim 3 = —oo; [im 3.
x— 0" X x— 0" X

by fim [—2— - 1 |-
xo1]lx-1D?* x(x-1)

Hallamos los limites laterales:

x+1
x— 1" x(x — 1)?

|

= +oo:

2
(x - D?

Asi, lim

x—=1

)

24

x> 1" x(x - 1?2

_L]=+w.
X

+o0. No tiene limite.

o 2x—(x-1D _ . 2x-x+1 _
lim ==—~ = [im ==~ — =
x=1 x(x—1%  x-1 x(x—1)>

x+1
x—=1x(x—1)>2

2
0

x+1

= +oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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13 | Calcula los siguientes limites:
2_
a) lim X7X+6
x—>1 1-x
(x-1)
/7 [
b) xl—1>”1 1-x2
X3+ 4x%+5x+2
c) lim >
x—-1 xXE—x—2
2_ .2
@) tim FTR -
h—-o0 h
2-7x+6 (O
a) xllio)al % = % Indeterminacion.
Dividimos numerador y denominador por x — 1:
2 _ . _ -1
lim X746 0 lim L-0&-D _ lim (6-x)=5
x—1 1-x x—1 —(x-D x—=1
(*) Aplicamos la regla de Ruffini:
1 -7 6
1 1 -6
| 1 -6 [0
-1 (O
b) xlzio)il % = % Indeterminacion.
Simplificamos la fraccion:
-1 x-Dx-Dx-1D _ &=-Dx-Dx-1D _ (x=1D?
1—x? 1 -0 +x) —(x— DA +x) —(1+x)
(x-1D% 0
lim ———=—=0
xlﬁ’;ll -1+x =2
) lim WAty Sn+2 © Indeterminacion
C im. P R— © rminacion.
Dividimos numerador y denominador por x + 1:
X3+ 4x+5x+2 3+ D+ D) o x2+3x+2
lim 5 = lim = lim —————=
x— -1 X5 —x—2 x— -1 (x—-2)(x+ 1D x— -1 x—2
. (x+h)*—x? X%+ 2xh + h? — x2
d lim ——= =
h—0 h h—0 h
hth +2
=i MBI s 2n = 2
h—0 h—0

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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14

- lzm 3 4(.%' 3) _ l,

x—o2@=2(x-3)

Hallamos los limites laterales:

“dx+ 15 L

g Ty

oy 3—Ax+12
x—2=2)(x-3)

Calcula:

, 3 4 ] _ [1-N3-x
a)xhl”zxz—Sx+6_x—ZJ b)xhz»nz( x—-2 )
O lim _Vx9—3) & i L X-VL-x Vl—x\
x—>0 X x>0 3x

_ 3 4 , 3 4

/ - =/ _ -
R P — x’inz[@—zx»c—@ (x—z>]

—4x + 15 7

L G- 2x-3 O

i ——x*+15
s (=2 - 3)

(1-V3-0) +V3-x) _

b) lim 1-VN3-x _ lim
x— 2 x—2 x— 2
-3-x P

x-21+V3-x)

1-3+x

lim = lim

X2 (x - 2)(1 +V3-x)

xX—2 _

Iim
xo2(x-2)(1+V3-x)

lim ——
x—>21+‘\/5—x

v r— (1 +V3—%)

1

L
2

Hallamos los limites laterales:

o lim YX¥Y9-3 _ (V +9-3)(x+9+3) _ oy X199
x—=0 x2 x—>0 xZ(\/x+9+3) xﬁoxz(«/x+9+3)
- =y 1 - L
x> 0x2(Nx +9 +3) x—)Ox(\lx+9+3) )

_ 1
Iim —————=—o00; [iIm ————— =
x— 0" x(\/x+9+3) x—)O*x(\/x+9+3)

(\/1 + X — \/1—x)(\/1 +x+\/1—x)

x>0 3x(V1 + x+ V1 —x)

2x Ii

= lim

x=0 3x (V1 +x+\/1—x)

1+x-VN1-
&) lim ol o
x—=0 3x x—>0
= lim A+n-A-x0 _ lim

m =
x>03\1+x+Vl—x) 32

3x(V1 +x+ V1 —x)

l+x-1+x

x>0 3x(V1 +x+ V1 —x) )

2 2

L
3

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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UNIDAD | 8
Calcula:
X2+ 15 2x2—x—1|—
li x b) tim XX
a)x'f’o(zxﬂ )xl—';nZ( 7-x

2 1
X<+ 1\—
a)Sea [= lim ( x
x—0\2x+1
_ox?+1 1 . . 4
Como [lim =1y [lim —=+eo, se trata de un limite del tipo (D),
x—0 2x + 1 x—0 X

Aplicando la férmula:

It‘m(xz"'l_l).i lim XZ*ZX.
X =e

l: e,\'%O 2x + 1

2
i lim X - 2x
X200 26+ 1 x = pr02x% 4 =

lim x(x—-2) lim x-2
=70 XxQx+ 1D = px202x+1 = o2

1
2% —x—-1\—
b)Sea [= lim (—)X—Z.
x =2 7-x
o 2xr—x-1 ) 1 o
Como [lim ——————=1 vy Iim = +oo  se trata de un limite del
x—2 7—-x x—2 X—2

tipo (1)),

Aplicando la férmula:
lim 222 —x—1 —1) - 1 lim 2x% -8 . 1
[]=e*7? 7-x xX-2 =p*7?? 7-x x-2 =

lim 2(x + 2)(x - 2) lim 2x + 4
=072 T-0&-2) = p*22 7-x = 85

Continuidad

Averigua si estas funciones son continuas en x = 2:

3x—2 si x<2 x?2-1 six<2

a)f(x)_{6—x si x=>2 b)f(x)_{z.x+1 si x>2
a) lim flx)= lim Bx-2)=4 ]

x =27 x = 27

lim ) = lim (6-2x) =4 J(x) es continua en x = 2,
x—2" x—2" puesto que [lim [(x) = f(2).
x— 2
(D =6-2=4

b) lim flx)= lim (x*-1)=3 —
2

o e J(x) no es continua en x = 2,
lim f) = lim (2x+1)=75 | Puesto que no existe lim f(x).
x— 27" x = 2% X2

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Estudia la continuidad de estas funciones:

e~ si x<1

DS = {lnx si x=>1
b) F() = 1/x si x<1
SOI= 12021 sixz1

a)e En x# 1 — f(x) es continua; puesto que e y [nx son continuas para
x<1 vy x=21, respectivamente.

e En x=1:. Ilim f(x)= limeX=e# lim [f(x)= lim (Inx) =0
x— 1" x—1 x— 1" x—1

No es continua en x = 1, pues no existe [im f(x).
x—1

b) El dominio de la funciéon es D = IR —{0}.
e Si x#2#0 y x#1 — Lafuncion es continua.
e En x =0 es discontinua, puesto que [f(x) no estd definida para x = 0.

Ademds, lim f(x)=—oco y [lim [f(x) = +oo.
x— 0" x - 0"

Hay una asintota vertical en x = 0.

e En x=1:

B o1

lim f(x)= lim —=1
x— 1" x> 1" X

) i J(x) es continua en x =1, pues
SIS0 G0N o = o,

x—=1

JSH=2-1-1=2-1=1

2 2
Halla los puntos de discontinuidad de la funcion y = 3" le 5 y di si
en alguno de ellos la discontinuidad es evitable.
2 12 2x+3)-12 2x+6-12 2x -6 2(x = 3)

YTXT3 %729 -3 +3) x-3a+3) @-3Hx+3) (-3

Calculamos los valores que anulan el denominador:

-3
-Bep=0<_ "

La funcién es discontinua en x =3 yen x=-3, pues no estd definida para esos
valores.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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2(x = 3) B 2 _

« En x=-3% lim ——x"2 __ - 1 = too
N P YR S NPy

Hay una asintota vertical en x = —3; la discontinuidad no es evitable.

2(x - 3) ) 2 2 1

« Bn x=3 lim —a 2L
nX= S S+ M 3 6 3

Luego en x = 3, la discontinuidad es evitable, porque la funcién tiene limite
en ese punto.

PARA RESOLVER

19 | a) Calcula el limite de la funcién f(x) cuando x — 0, x —> 2, x —> 3, x — +,
X —> —oot

x-3
x2-5x+6

J(x) =

b)Representa grificamente los resultados.

- x-3 _ x-3
) f@) x2-5x+6 (x—=3)(x-2)
p -3 _ -1
l = _< = ___
Jin 0= =5
_ _ 1 1
I - m =L
xznzf(X) xl—> WX =2 )

Hallamos los limites laterales:  lim  f(x) = —oo;  lim f(x) = +oo
X = 27 x— 2"

_ _ 1
lim f(x)= lim —— =1
x—)Sf x—3X—2

lim fx) =0, lim f(x)=0

X = +oo X— —oo
b) ;
1 i
R 1 2 3
-1 .
Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 29
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Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean
continuas:

x+1 six<2

kR—x six>2

a) f(x) = {

x+k six<0
b)f(x)={ ,

x“—1 si x>0

kx

e si x<0
o) f(x) =
VS {x+2k si x>0
a) e Si x#2, lafuncion es continua.
e Fn x=2:
lim flx)= lim (x+1) =3
x =27 x =27
lim foo = lim (k- x) = k-2 Para que sea continua, ha de ser:
x— 2" x— 2" k-2=3 > k=5
J=2+1=3

b) e Si x#0, lafuncién es continua.

e En x=0:
lim flx)= lim (x+k) =k
x— 0" x— 0" )
lim ) = lim (x2—1) =1 Para que sea continua, ha de ser:
x— 0" x— 0" b=—1
SO =0+k=Fk

¢) e Si x#0, lafuncién es continua.
e En x=0:

lim f(x) = lim e =¢0=1

x—= 0" x— 0 .
Para que sea continua, ha de ser:
lim  f(x) = lim x+2k=2k
x— 0" x—0" 1=2k > k=1/2
SO =ek 0=1

Pagina 251
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Calcula el valor de % para que cada una de las siguientes funciones sea con-
tinua:

xt-1 si x#1 Vx—1 ixz1
si x
A f(x)=9 x-1 b)f(x)=91 x-1
k si x=1 k si x=1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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x4

a) e Si x# 1, lafuncién es continua, porque lo es T
x p—

Para que sea continua en x = 1, debe verificarse que /lim f(x) = f(1).
x—1

Calculamos lim f(x):

x—1
i_1 0o 3 4 x2 Dix—1
lz’mf(x)=limx = lim O + a7+ x+ D )=
x—1 x—=>1 X— x—1 x-1
=lim@P+x2+x+1) =4
x—1
fDO=F

V)

(*) Indeterminacion del tipo (T) Simplificamos la fraccion.

Para que sea continua en x =1, ha de ser k= 4. Para este valor, [ es con-
tinua en IR.
Vx—1

b)e Si x20 y x# 1, lafuncidon es continua, porque lo es T

Para que sea continua en x = 1, debe verificarse que lim f(x) = f(1).
x—=1

Calculamos lim  f(x):
x—1

lim \/;_ ! = @ (Indeterminacion).
xo1 x—=1 )

La resolvemos multiplicando y dividiendo por (\/; +1):

p Vo1 Gx-1DGEx+1)
im = lim =
x—1 x—1 x—1 (x—l)(\/o_c+ 1)
y (x-1 , 1
= [lim = [lim

1
x—1 (x_l)(\/p—g+ 1) x—>1(\/;c+1)_2

SO =k

. 1
Para que sea continua en x =1, ha de ser k= X Para este valor, f es con-
tinua en [0, +oo0).

|x+2| six<-1
22 |Estudia la continuidad de esta funcion: f(x) = { x? si-1<x<1
2x+1 si x>1

e Si x#-1 y x#1 — la funcién es continua.
e Si x=-1:

lim flx)= Iim |x+2|=1
x—-1-

x—-1"

lim  f(x) = lim xt=1 La funcién es continua en x = —1.
x— -1 x— -1
SED =1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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e Si x=1 — No es continua, pues no estd definida en x = 1; no existe f(1).

Ademas:
lim f(x)= lim x?=
x— 1" x— 1"

La discontinuidad es de salto (finito).
Iim flo)= lim Qx+1)=3
x—=17

x— 17

Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de pro-
ducto cobra 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, dismi-
nuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

si 0<x<10

5x
Vax?+500 si x>10

a)Halla a de modo que el precio varie de forma continua al variar el nu-
mero de unidades que se compran.

C(x) = {

b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisi-
mas” unidades?

@ FEl precio de una unidad es C(x)/x.

a) lim Cx)= Ilim (Gx) =50

x— 10~ x— 10~

lim CGo) = lim Vax?+ 500 = V100a + 500
x— 10" x— 10*
C(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:
V1004 + 500 =50 — 100a + 500 = 2500 — 100a = 2000 — a =20

Nax? + 500 _
X

b) lim €@ _ lim
X—> too X X —> +oo

NPT
i Y20x7+ 500 _ 55 4,47 €
X = +oo X

En el laboratorio de Biologia de la universidad, han determinado que el ta-
maifio T de los ejemplares de una cierta bacteria (medido en micras) varia
con el tiempo ¢, siguiendo la ley:

Nt+ a si t < 8 horas
T =\-3+\3t—15

si > 8 horas
t—8

El parametro a es una variable biologica cuya interpretacion trae de cabeza
a los cientificos, pero piensan que puede haber un valor para el cual el creci-
miento se mantenga continuo en = 8.

a) Decide la cuestion.

b)Investiga cuil llegara a ser el tamafio de una bacteria si se la cultiva inde-
finidamente.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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a) Para que la funcion sea continua en ¢ =8, debe cumplirse que lim T(t) = T(8).
t—8
Calculamos el limite:

lim T()= Iim Nt+a =N8+a

t— 8" t— 8"

-3 +N3r-15 N3r—15-3
lim T()= lim ————— = lim T -8 =
1 —8" 1 —8" -8 1 — 8" 1=

- (V3r-15-3)(N31-15+3) _ . 3-15-9 A
158 (- 83— 15 + 3) 18" (t— 8)(V3t - 15 + 3)

p 3t — 24 g 3(1— 8)
= hm = lim =
t-8" (t—89(\V3r-15+3) 158 (- 8(\3t—15+3)

3 3 1
= lim ———="—"=—
t—»8 \3r—15+3 0 2

Para que 7(1) pueda ser continua, tendria que cumplirse que:

1 1 31
\/8+a=7 - 8+a=z - a=%

31 31
Pero, si a = %, quedaria 7() = \/l‘ + % si 1<8.

1
Esto daria lugar a que 7'(f) no existiera para ¢ < ST = 7,75 horas.

Por tanto, no hay ningtn valor de a para el que el crecimiento se mantenga
continuo.

b) lim TG) = lim _3+— M=£

[ — +oo [ = +oo t—8 1

= \/5 = 1,73 micras.

25 |Dada f(x) = XL justificaque im f(x)=1y tim f(x)=—1.
X — —oo

s
x+1 X —> 4+

| x+1
S0 = M

x+1

lim f(x)= Ilim X

X — 4o x— 40X + 1
lim f(x)= lim —— =_1
X — —oo x— oo X +1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +e« y cuando
x — —oo, definiéndolas previamente por intervalos:
x+1

a) f(x)=|x-3|-|x| b) f(x)=|2x-1|+ x <) f(x) = B

a) Definimos [ por intervalos:

X3 ] ‘ _______ X3 ...
0
} 3
"""" T[T T
e Si x<0: |x=3—|x| =-(x-3)-(=x)==x+3+x=3
e Si 0<x<3 |x-3 —-|x|=-(x-3)—x=-2x+3

e Si x>3: |x-3—|x| =(x-3)-x=-3

3 si x<0
Luego: f(x)=9-2x+3 si 0<x<3
-3 si x>3

lim  f(x) =-3; Ilim [f(x) =3

X — +oo X —> —o0
L S =% SO
12
, 1
e Si xs? [2x 1] +x=-Qx -1 +x=-2x+1+x=-x+1
1
e Si x> [2x -1 +x=Qx-1 +x=3x-1

Luego: f(x) =

lim f(x) = lim Bx—1) = +e

X — +oo X —> +oo

lim fx)= lim (=x+ 1= lim (x+1)=+oo
X —> —oo X —> —oo X —> +oo

x+1 x+1

c)e Si x<O0: =
| x| —x

e Si x>0 =

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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X1l ox<o
/ no estd definida en x = 0. Luego: f(x) = N
si x>0
+1
lim [0 = lim S =1
X — +o0 x40 X
+1 —x +1
lim fQx) = Ilim AT 2
X — —oo x— - =X x40 X

27 |Estudia la continuidad en x =0 de la funcién:

| ]

=2x+—
Y x
¢Qué tipo de discontinuidad tiene?

En x =0, la funcion no esta definida, luego es discontinua. Como:

2x—1 si x<0
Y= ) , entonces:
2¢+1 si x>0

lim Qx-1)=-1; Iim Qx+1=1
x— 0~ x— 0*

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

528 |Se define la funcion f del modo siguiente:

nx-1 six>1

J(x) = {

2x2+ax+b si x<1

Encuentra los valores de a y b para que la funcion sea continua y su gra-
fica pase por el origen de coordenadas.

e Para que la grafica de f(x) pase por el origen de coordenadas, ha de ser
S(0) =0, esdecir: f(0)=b=0

e Para que la funcion sea continua (para x # 1, es una funcion continua), tene-

mos que:
lim f(x)= lim Qx*+ax)=2+a
x—= 1" x—= 1"

Han de ser iguales, es decir:

lim fx)= lim (Inx-1)=-1 2+a=-1 - a=-3

x— 1* x— 1
D) =2+a

Por tanto, si a =-3 y b =0, la funcidon es continua; y su grifica pasa por el
origen de coordenadas.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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oy = (x=3)x +2)
S = TS

CUESTIONES TEORICAS

Si una funcion no esta definida en x =3, ;puede ocurrir que lim f(x)=5?
x—3
¢Puede ser continua la funcién en x = 3?

Si, puede ser que /im f(x) =5, por ejemplo:
xX— 3

es tal que [lim &=+ 2

=5; (x) no esta defini-
x— 3 x-3 y f

daen x=3.

Sin embargo, f(x) no puede ser continua en x =3 (pues no existe f(3)).

De una funciéon continua, f, sabemos que f(x)<0 si x<2 y f(x)>0 si

x> 2. ¢Podemos saber el valor de lim f(x)?
x—2

lim f(x) =0

x— 2

Sea la funcion f(x) = x? + 1.

¢Podemos asegurar que dicha funciéon toma todos los valores del intervalo
[1, 5]? En caso afirmativo, enuncia el teorema que lo justifica.

[(x) es continua en [0, 2]y f(0) =1, f(2) = 5.

Por tanto, por el teorema de los valores intermedios, la funcion toma, en el inter-
valo [0, 2], todos los valores del intervalo [1, 5].

Da una interpretacion geométrica del teorema de Bolzano y utilizalo para
demostrar que las griaficas de f(x) = x3 + x> y g(x) =3 + cos x se cortan
en algin punto.

@ Mira el ejercicio resuelto 11.
e Interpretacion geométrica: Si una funcion f(x) es continua en un intervalo

cerrado, y en sus extremos toma valores de distinto signo, entonces, con segu-
ridad, corta al eje X en ese intervalo.

e Para las dos funciones dadas, f(x) = x3 + x? y g(x) = 3 + cos x, consideramos
la funcion diferencia: f(x) — g(x) = x3 + x> =3 — cos x

Como f(x) y g(x) son continuas, también lo es f(x) — g(x).

SO -g@=-4 — [f(0O)-g@<0

Ademas: {
2 -g@=942 — f(2)-g2>0

Por tanto, existe un namero c¢ € (0, 2) tal que f(¢) — g(c) = 0 (aplicando el
teorema de Bolzano), es decir, f(c) = g(o).

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Comnsidera la funcion:

x2-4

x—2

J(x) =

El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x = 2. ;Como
elegir el valor de f(2) para que la funcion f sea continua en ese punto?

2
lim fGo) = lim Xt o gy X=DEED )= 4
x— 2 x—>2 X—2 x— 2 (x—2) x—= 2

Para que [ sea continua en x = 2, debemos elegir f(2) = 4.

De una funciéon g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que

x2

para 0<x<1 es g(x)= x. ¢Cuanto vale g(0)?

Si g es continua en x =0, debe verificar que /lim g(x) = g(0). Hallamos el
limite: &'

24 +1
lim g0 = Ilim X lim x(x—)z Iim (x+1)=1
x = 0* x— 0" X x = 0t X x— 0"
Por tanto, g(0) = 1.
Dada la funcion:
x—-4 1
si 0 «x Sz—

J(x) = ,

1
e~ siE<xS1

observamos que f esta definida en [0, 1] y que verifica f(0) =-1<0 y
S =e1>0, pero no existe ningin c < (0, 1) tal que f(c) = 0. ;Contradi-
ce el teorema de Bolzano? Razona la respuesta.

Segin el teorema de Bolzano, si [ es una funcion continua en el intervalo [a, b]
y signo de f(a) # signo de f(b), entonces existe un c¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

1
Veamos si se cumplen las hipotesis. Estudiamos la continuidad en x = =

x—4 = P P
lim  fo = lim 7| como  lim  foo oz lim o f0),
x - (1/2) x> a2 4 8 x = (1/2) x - (1/2)"
lim  f(x)= Ilim e~ =¢ /4 no existe lim  f(x).
x—= /2" x— /D" x—1/2
i 1
f(x) no es continua en x = =

Por tanto, f no es continua en el intervalo [0, 1]; luego no cumple las hipotesis
del teorema de Bolzano en dicho intervalo.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Se sabe que f(x) es continua en [a, b] y que f(a) =3 y f(b) =5. ¢Es po-
sible asegurar que para algin c¢ del intervalo [a, b] cumple que f(c) = 7?
Razona la respuesta y pon ejemplos.

No lo podemos asegurar. Por ejemplo:

f(x) =x+3 cumple que f(0) =3 y f(2)=5. Sin embargo, no existe ¢ € [0, 2]
tal que f(c) =7, yaque: f(c)=c+3=7 — c=4 — cegl0,?2l

Halla razonadamente dos funciones que no sean continuas en un punto x,
de su dominio y tales que la funcion suma sea continua en dicho punto.

Por ejemplo:

x+1 si x#2 )

[(x) = ) no es continua en x = 2;
2 si x=2
2x—1 si x#2 )

g(x) = , no es continua en x = 2;
4 si x=2

pero la funcion suma, f(x) + g(x) = 3x, sies continua en x = 2.

¢Tiene alguna raiz real la siguiente ecuacion?:
senx+2x+1=0
Si la respuesta es afirmativa, determina un intervalo de amplitud menor que
2 en el que se encuentre la raiz.
Consideramos la funcion f(x) = sen x + 2x + 1.
Tenemos que: f(x) es continua en [-1, 0].

f-1)=1,84<0

F0)=1>0 } signo de f(1) # signo de f(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (-1, 0) tal que
f(c) =0; es decir, la ecuacion senx + 2x+ 1 =0 tiene al menos una raiz en el in-
tervalo (-1, 0).

Demuestra que la ecuaciéon x5+ x + 1 =0 tiene, al menos, una solucion real.

Consideramos la funcién f(x) = x° + x + 1.
Tenemos que: f(x) es continua en [-1, 0].

JED =-1<0

FO)=1>0 } signo de f(=1) # signo de [(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (-1, 0) tal que
f(c) =0; es decir, la ecuacion x>+ x + 1 =0 tiene al menos una raiz en el inter-

valo (-1, 0).

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Una ecuacion polinémica de grado 3 es seguro que tiene alguna raiz real. De-
muestra que es asi, y di si ocurre lo mismo con las de grado 4.

o Si f(x) =ax3+ bx?+cx+d esun polinomio de grado 3, tenemos que:

—Si a>0, lim f(x) =+, v [lim f(x)=—oo,

X — +oo X —> —o0
—Si a<0, Ilim f(x)=-c, entonces [im [f(x) = +oo.
X — +oo X —> —o0

Como [ pasa de +eo a —oo 0 viceversa, podemos encontrar un nimero R tal
que signo de [(—k) # signo de [(k).

Ademids, f(x) es continua. Por el teorema de Bolzano, sabemos que f(x) tie-
ne al menos una raiz ¢ en el intervalo (—k, k). Dicha raiz es la solucion de la
ecuacion ax3 + bx? +cx +d = 0.

e Si f(x) es un polinomio de grado 4, no ocurre 1o mismo.

Por ejemplo, x* + 1 = 0 no tiene ninguna raiz real; puesto que x*+ 1 >0
para cualquier valor de x.

Si el término independiente de un polinomio en x es igual a -5 y el valor
que toma el polinomio para x =3 es 7, razona que hay algin punto en el
intervalo (0, 3) en el que el polinomio toma el valor —2.

Si f(x) es un polinomio, entonces es una funcién continua. El término indepen-
diente es igual a —5; es decir, f(0) = -5; vy, ademas, f(3) =7. Por tanto, aplican-
do el teorema de los valores intermedios, como -5 < -2 <7, podemos asegurar
que existe ¢ € (0, 3) tal que f(c) =-2.

La funcion y = tg x toma valores de distinto signo en los extremos del
T 31
intervalo [Z’ T] y, sin embargo, no se anula en €l. ;Contradice esto el

teorema de Bolzano?

La funcién y = /g x no es continua en x = %, que estd en el intervalo % STTE]

)

Por tanto, no podemos aplicar el teorema de Bolzano para dicho intervalo.

x

Considera la funciéon f(x) = ﬁ Determina su dominio. Dibuja su grafica
x

y razona si se puede asignar un valor a f(0) para que la funcion sea conti-

nua en todo R.

Definimos [ por intervalos:

-1 si x<0

S0 = { Dominio = R - {0}

1 si x>0
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Como lim f(x) =-1#

lim f(x) = 1, no podemos asignar ningdn valor a
x— 0" x— 0"

/f(0) para que la funcién sea continua en todo IR (pues en x =0 no lo es).

Tiene una discontinuidad de salto finito.

Gréfica:

-1

Si existe el limite de una funciéon f(x) cuando x — a, ysi f(x) es positi-
vo cuando x < a, ;podemos asegurar que tal limite es positivo? ;Y que no es
negativo? Justifica razonadamente las respuestas.

Si f(x) >0 cuando x<a, entonces, si existe lim f(x), ha de ser

X — a

lim f(x) 2 0.

X = d

Por tanto, podemos asegurar que el limite no es negativo (podria ser positivo o cero).

a) Comprueba que lim [In(x +1)—Imn(x)] = 0.

X = +oo

b)Calcula lim x[in(x +1)—In(x)].

x = +oo

Iim =n1=0

o )]

a) lim [In(x+1)—-mn(x)]=

X — +oo

b) i xlin G+ D=t Gl = tim [ein( S < s 2] -
X — +oo X = teo X N ¥
X
= lim [ln(1+l) ]=lne=1
X —> +oo x

De dos funciones f(x) y g(x) se sabe que son continuas en el intervalo
[a, b1, que f(a)>g(a) yque f(b)<g(b).

¢Puede demostrarse que existe algin punto ¢ de dicho intervalo en el que
se corten las graficas de las dos funciones?

Consideramos la funcion f(x) — g(x).

e Si f(x) y g(x) son continuas en [a, b], entonces [(x) —g(x) es continua en
la, D).

Sfla) —gla) > 0.

e Si f(a)>g(a), entonces

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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e Si f(b) <g(b), entonces [f(b)—g(b) <O.

Es decir, signo [f(a) — g(a)] # signo [f(b) — g(b)].

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (a, b) tal que
f(o) —g(co) =0, es decir, tal que f(c) = g(c). (Las grificas de f(x) y g(x) se
cortan en X = ¢©).

s47 |Si f(x) es continuaen[1, 9], f(1) =5 y f(9) >0, ;podemos asegurar que
la funcion g(x) = f(x) + 3 tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9]?

e Si f(x) es continua en [1, 9], entonces g(x) = f(x) + 3 también sera continua
en [1, 9] (pues es suma de dos funciones continuas).

e Si f(1) =-5, entonces g(1) =/f(1)+3=-5+3=-2<0.

e Si f(9 >0, entonces g(9 =f(9) +3>0.

Es decir, signo de g(1) # signo de g(9).

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (1, 9) tal que

g(0) = 0; es decir, la funcion g(x) tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9].

48 |Escribe una definicion para cada una de estas expresiones y haz una repre-
sentacion de f:

a) lim f(x)=3 b) lim f(x)=—oo c) lim f(x)=+co
X — —oo X — +oo x— 27

d) lim f(x)=—o e) lim f(x)=+oo ) lim f(x) =4
x— 2" x—-3 x—1

a) Dado € >0, existe h tal que, si x <-h, entonces |f(x)—-3]| <e.

b) Dado k, podemos encontrar h tal que, si x> h, entonces [f(x) <—k.

¢) Dado k, podemos encontrar & tal que, si 2 -0 <x <2, entonces f(x) > k.
d)Dado &, podemos encontrar & tal que, si 2 <x <2+ 9§, entonces [(x) <—k.
e) Dado k, podemos encontrar & tal que, si 3 -3 <x <3+, entonces f(x) > k.

f) Dado €>0, existe >0 talque,si 1 - 8<x<1+9, entonces |f(x)—4]| <e.

i Y i
,_J\/Z*/'/
.................. 1 A
o
i i
—? -2 -1 1 ? X
Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 41
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49

50

42

PARA PROFUNDIZAR

Estudia el comportamiento de cada una de estas funciones cuando x
tiende a +oo:

D) = a7 = sem x D=5
b= 0y = 33 ¥ sem

a) Como —1<senx<1, entonces: [lim (x3—senx)= lim x3=+co
X — +oo X —> too

_ COoS X A +1
b) Como -1 < cosx <1, entonces: [lim > = lim ———=0
X — 400 X° F 1 X = 40 X°F 1

¢) Como x—1< Elx] < x,

X | 3 Elx] ,
<— = Ilim < [lim < Iim 1 —
X X — +oo X X — +oo X X — +oo

x—1 Elx]
<
X X

. Elx]
- lim ——=
X — +oo X

d) Como —-1<senx<1,

B 3x + sen x 3
lim ———————= Ilim
X —> +oo X X —> +oo

= [lim
X —> +oo

£1
3+ 5+—)=3+0=3
X

senx)

En una circunferencia de radio 1, tomamos un angulo AOP de x radianes.
Observa que:

1@=senx, T_A=tgx Y arco PA=x
Como PQ< PA<TA — senx<x<igx

A partir de esa desigualdad, prueba que:

. senx
lim =1
x—0 X

Tenemos que sen x < x < tg x. Dividiendo entre sen x, queda:

X 1 sen x
< 1>

1<

> CcoS X
sen x Cos X

Tomando limites cuando x — 0, queda:

. senx ) . senx
1> lim >1; es decir: lim =
x—=0 X x—0 X

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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sen x
Sabiendo que lim =1, calcula:
x—0 X
sen 2x sen x
a) lim b) lim c) lim
x> o0sen x x>0 2x x>0 2x
X —sen x tg x 1-cos x
d) lim —— e) lim - fad ) lim >
x—0 X x—=>0 X x—=0 X
1
D lim = lim —— = — =1
x>0 Senx x-o Senx 1
X
sen 2x sen z
b) lim =1 (Si hacemos 2x = z, tenemos [im =1
x—0 2x 50 <
~ sen x ~ 1 semx 1 .  senx 1 1
o) lim =/ — =— lim =—-1=—=
x—0 x—0 2 X 2 x50 X 2 2
X —sen x sen x sen x
d = Ii (1— =1- i =1-1=0
x—0 x—0 x>0 X
19 x
o lim 8X _ oy Senx/cosx _ o (senx 1 )=
x—>0 X x—0 X x— 0 X COS X

1 hm - =1.1=1
x—= 0COSX

_ - _ — + , — cos?
) lim l—cosx _ ;o (A—cos)A +cosx) _ 4n 1—cos®x _
x>0  x? x>0 x2(1 + cos x) x— 0 x2(1 + cos x)
- sen? x _(senmx\* . 1 _
= im ————~ = [lim clim — =
x>0 x%(1+cosx) x—0\ X x—0l+cosx

=1 -

1.1
2 2

Supongamos que f es continua en [0, 1]y que 0 < f(x) <1 paratodo x de
[0, 1]. Prueba que existe un nuimero c¢ de (0, 1) tal que f(c) = c.

Haz una grafica para que el resultado sea evidente.

@ Aplica el teorema de Bolzano a la funcion g (x) =f(x) —x.

Consideramos la funcion g(x) = f(x) — x. Tenemos que:

e g(x) es continua en [0, 1], pues es la diferencia de dos funciones continuas en
[0, 1.

e g(0) = f(0) >0, pues f(x)>0 paratodo x de [0, 1].
e g(1)=f(1)-1<0, pues f(x) <1 paratodo x de [0, 1].

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe ¢ € (0, 1) tal que g(c) =0, es
decir, f(¢c)—c =0, obien f(c)=c.
Y =x
1 ______________________
SO =cp-ffrmmnnm- . :f(x)
0 (, 1
Pagina 253
AUTOEVALUACION
1. Calcula los siguientes limites:
X
li 2_\x0_5x+1 lim —————
D fm 10xTNa =S D 1 Gog(x?+ D)
o) lim (x)V/A-x d tim (2x+1-V4x2+1)
x—1 X — o

a) lim 10x2 —\x®—5x +1 = —co, porque el minuendo es de grado 2, y
Ko el sustraendo, de grado 3.

, e O
B g I D Gy

o lim (Y1 =% — Como es del tipo (1) podemos aplicar la regla:

x—=1

0 1

lim —1) -
lim (x)l/(l—x) = exﬁl((x ) 1—x) = el =l
x—1 e

d) lim (2 +1=Va4x2 + 1) = (o) — (c0)

X = +oo

Resolvemos la indeterminacién multiplicando y dividiendo por 2x + 1 + V4x? + 1:

(x+1-Vdx2+ D)2+ 1+Vdx2+1) Q@x+ 12— (x?+ 1) 4x
2x + 1 +V4x? + 1 2x+1+V4x2+1  2x+1+V4x?+1

B 4x 2 4
lim

X = +oo 2x+1+\/4x2+1_ 2+\/Z_ 4

=1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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e~ si x<0
2. Dada la funcion f(x) = . :
1-x si x>0

a) Estudia su continuidad.

b)Halla lim f(x) y lim f(x).

x = +oo

a) Six#0, f es continua, porque e¥ y 1—x son funciones continuas en IR.

Estudiamos la continuidad en x = 0:

lim e*=¢e"=1
x— 0"
, Iim flx)=1=f(1) — f escontinuaen R.
lim (1 —x) = 1| x-o0
x— 0"

b) lim flx)= Ilim (1-x)=—co

X — +oo X —> too

lim fx)= Ilim e*=0

X — —oo X — —oo

a2
3. a) Estudia la continuidad de f(x) = x92—x

3 y justifica qué tipo de disconti-
nuidad tiene. X

b)Halla sus limites cuando x — +co y &x — —co,

c) Representa la informacion obtenida en a) y b).

a) La funcién es discontinua en los puntos en los que no esta definida. En este caso,
en los puntos que anulan su denominador.

x=0
x2+5x=0<x_ 3

Estudiamos el tipo de discontinuidad:

i 0 — x2 ) Si x— 07, flx) > —e0
o | - -t
xino x2+3x  (0) § < Si x> 0%, flx) > +eo
9-x2 _ () GG . ex

e im —S——=— — lim = [lim =2
x— -3 x? + 3x () x— -3 x(xA+3) x—>-3 X

En x =0, tiene una discontinuidad de salto infinito.

En x = -3, tiene una discontinuidad evitable.

9 —x?

lim ——— =1
b)xi”fm x?+ 3x
2

lim 9_":_1

X — —oo x2 + 3x

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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c) Y\

3+2Vx 1
4, Halla a paraque lim ——=—.
parad xoveo Vax+1 2

_ 3+2\/;

lim ———

x>t \ax + 1

1 1
=E =E—)4=\/E—>ﬂ=l6

2
o =
Va
5. Halla a y b para que esta funcion sea continua y represéntala:

ax?+b si x<0

xX—a si 0<x<1

S =

—+b si 1x
X

Para que f(x) sea continua en x =0, debe cumplirse:

lim ax*+b=>b
x— 07

lim x—a=-a b=—-a (1)
x—=0"

JO) =—-a

Para que sea f continua en x =1, debe ser:
lim x—a=1-a

x—= 1"

lim Lep=a+p [ 1-a=a+b (2

x— 1t X

fD=a+b

a=1
De (1) y (2) obtenemos: 1-a=a-a — { _
Si a=1vy b=-1, lafuncién es continuaen x=0 yen x=1.

Para valores de x<0 y 0<x<1, [ estd definida por medio de funciones poliné-
micas, que son continuas.

...a . .
Para valores de x> 1, la funciébn — + b es también continua.
X

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



UNIDAD | 8

Portanto,si a=1y b=-1, f es continua en todos sus puntos.

Representacion:

x2-1 si x<0

x—1 si 0<x<1

—=1 si 1<x

T
6. Dada la funcion f(x) = sen —x, demuestra que existe un c € (0, 4) tal que

4
J(c) =f(c+1).
m(x + 1)

Construimos la funcion g(x) = flx + 1) — f(x) = sen " Sen %

Demostrar que f(c + 1) = f(¢) para algin ¢ € (0, 4), es lo mismo que demostrar
que existe ¢ € (0,4) tal que g(o) = 0.
w0 + 1) -0 T ﬁ

g(0) = sen 7 —sen — =senZ—sen0=

>0

2
g(4)=sen57n—senn=—§<0

La funcion g es continua en [0, 4] y signo de g(0) # signo de g(4).

Segin el teorema de Bolzano, existird un ¢ € (0, 4) tal que g(c) = 0; es decir,
existe un ¢ € (0, 4) tal que flc+ 1D = f(o.

7. Sea la funcion f(x) = x + e~™. Demuestra que existe algiin nimero real c¢ tal
que c+ e €=4.

f(x) = x +e™ es una funcién continua en IR. Calculamos algunos valores de [
SO =0+e"=1 f(5) =5 +e=5007

Por el teorema de los valores intermedios, f(x) toma todos los valores del intervalo
[1; 5,0071.

Por tanto, existird un 0 < ¢ <5 tal que f(c) =4. Esdecir, c+e“=4

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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8. Expresa simbolicamente cada una de estas frases y haz una representacion gra-
fica de cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por
grande que sea, dando a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g(x) estén tan proximos a 1 como que-
ramos, tendremos que dar a x valores suficientemente grandes.

a) lim f(x) = +oo

X = +oo
Y / Y

b) lim gx) =1

X — +oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



DERIVADAS. )
TECNICAS DE DERIVACION

Pagina 255

REFLEXIONA Y RESUELVE

Tangentes a una curva

]
y=lfoolf
/
p AN
/,/(
V// 5
%
\\\
-5 14

B Halla, mirando la grifica y las rectas trazadas, f'(3), f'(9) y f'(14).
F3 =0 fO = 25 pap =1
E Di otros tres puntos en los que la derivada es positiva.

La derivada también es positiva en x=-4, x=-2,x=0...

B Di otro punto en el que la derivada es cero.

La derivada también es cero en x = 11.

B Di otros dos puntos en los que la derivada es negativa.

La derivada también es negativa en x =4, x = 5...

H Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x € [a, b], entonces

f’(x) > 0”7,

Por ejemplo, en el intervalo [-5, 2] se cumple que, si x € [-5, 2], entonces [f'(x) > 0.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién




Funcion derivada

B Continua escribiendo las razones por las cuales g(x) es una funcién cuyo com-
portamiento responde al de la derivada de f(x).

e En el intervalo (a, b), [f(x)

es decreciente. Por tanto, su L —
derivada es negativa. Es lo STACS) //
que le pasaa gx) en (a, b). TN //
LN
e La derivada de f en b esO: : /'
J'(b) = 0. Y también es / , ) /
g =0. / 7
e En general:
g() = f'(x) =0 donde f(x) N
tiene tangente horizontal. \
=lg(o)l= /GO
gx) = f"(x) >0 donde [f(x) N \
es creciente. P P \
\
g(x) = f'(x) <0 donde f(x)
es decreciente. \

B Las tres graficas de abajo, A, By C, son las funciones derivadas de las graficas
de arriba, 1, 2 y 3, pero en otro orden.

Explica razonadamente cual es la de cada una.

1)B 1 2 B
2) A \

7 Y .
3)C \ \

La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal, \
es positiva donde la funcion es
creciente, y es negativa donde
la funcién decrece.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Pagina 261

1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1-x 1-x

A)f(x) = 1+x b)./(x) = 1+x

o 1-x 1-1gx
o) f(x)=In 1+ d) f(x) “Trrex g
e) f(x) = \fﬂ £) f(x)=mmVNe'8*

1+igx

g f(x)=V3x+1 h) f(x) = log(sen x - cos x)*
i) f(x) = sen* x + cos* x + x j)_f(x)=sen\/x+1 -cosVx—1
K) f(x) = arc sen\x D.f(x) = senBad—2\x +2x)
m) f(x) =\sen x + x%+ 1 n) f(x) = cos?x + (3 - x)?
j , -1 d+0-A0-x-1_ -1l-x-1+x _ =2
D@ (1 + x)? 1+ x)?2 1+ x)?

b) Utilizamos el resultado obtenido en a):

UCOT =
a L= 1+ NA -0 +x)3
1+x
¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):
e P e B ¢ L B
1-x d+x? d-00+x0? 1-x?

1+x

De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

S =In(1-x) —In +x). Derivamos:

-1 1 1-x-1+x -2
"(x) = _ = =
S 1-x 1+x 1 -2 1 —x2

& fG0 = A +1g? 00 +1gx) -1 —1gx) - (A +1g* %) _

(1 + 1g x)?
_ A+l —tgx—1+1gx] _ 20 +1g* x)
(1 + 1g x)? (1 + 1g 22
De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):
N -2 _ -2 2 - =201+ 1g% x)
()= —=— "Dligx] = ——=—— (1 +tg* x) =
s (1 + 1g x)? 8 (1 + 1g x)? 8 (1 + 1g x)?

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién




e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):
1) = 1 =20 + g x) -1 +1g*x)
5 ’1—tgx (1 + g x)? VA - 1g 01 + 1g x)3
1+1igx
También podriamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).
£ flx) = Ve8* =lnel»/ 2= 8gx Zx
2
F1(x0) = 1+1g°x
2
g flx) =31 =3+rD/2
) =3@+D/2. Lo 3 aawT
flo =3 5 in 3 5 3
h) f(x) = log (sen x - cos x)? = 2[log (sen x + log (cos x)]
o~ [cosx 1 —sen x 1 1. 2 cos® x —sen*x _
F1(x) =2 . + . = . =
senx Im10 cosx In10 m10  semx- cosx
_ 4 cosx-sen*x _ 4  cos2x _ 4
m10 2senx-cosx  In10 sen2x In10 - 1g2x
De otra forma:
J(x0) = log (sen x - cos x)* = 2 log (M)
1 cos 2x 4
! = 2 . . =
S 10 sen2x 110 -1g 2x
2
D flx)=sen’x+cos*>x+x=1+x
S0 =1
Do = cosNx+1-cosNx—1 + senNx + 1 - (—sen\lx— 1) _
2Vx + 1 2Vx -1
_cosNx+1-cosNx—1 senNx+1-senNx—1
2Vx + 1 2Vx -1
1 1 1
k) [0 = : =
d Vi—x 2Vx  2Vx— a2
5 35 1 2
D f/(x) = cos (3x° — 2Vx + 2x ) - [15x% - =+
Voo 332
m) f'(x) = ! (cosx +2x) = —CXXT 2x
2\Vsen x + x2 + 1 2Vsen x + x2 + 1

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



n) f'(x) = 2cos VU +G-x7 - [_sen U + (S—X)Z] '

UNIDAD | 9

1423 -2 (1) _

Vo + G —22)?

~ 2cosVx+ B-0%sen Y+ G-0?%- Q2x-5) _

3x + (3 — x)2)?

_6-2x0 - sen (2 m)
33 + (3 — 2)2)2

2, Halla las derivadas 1.2, 2.2 y 3.2 de las siguientes funciones:

a)y=x> b) y = x cos x
ay=x

= 5x% pr=20x3 p" = 60x2
b)y = x cos x

y'=cosx—xsenx

Y= —sen x — sen x —x cos x = —2sen x — X cos x

Y= -2c08 x — COS X + X sen x = =3C08 X + X sen x

= 2 2 =
Qy=sen-x+cos*x+x=1+x

y/= 1; y//= O; y///= 0

3. Calcula f'(1) siendo: f(x)= = 2=
2332

c)y=sen* x + cos® x + x

15
\ .ot >
- x13/30 = 9 e - x13/30

) = Vi x4 2313 515 04 3215 4
.f'x_ ZW A \ 2.31/5.x2/5 B 2
15 15,
oy~ N9-et 13 —17/30=13\F9'€45Q/ 17
S0 3 30 60 *
15 L4
Por tanto: f'(1) = 136#

4. Calcula f'(n/6) siendo:
S(x) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x
J(x) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x =

12cos 12x _ 6cos 12x

S =

Por tanto: [ %

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién

2

sen 12x

=6‘COSIZTTE=6'COS(ZTE)=6'1=6




5. Calcula f'(0) siendo:

S =mNx?*+x+1 —i-arctgﬂ
V3 3

S = Nx?+x+1 —Larctg 2x+ 1 =%ln(x2+x+1)—Lm’ctgﬁ

G R
po- L. 2wrn 1 23
2 e+l 3 1+(2x+1)2
V3
__2x+1 2 1 _
22 +2x+2 3 440 +dx+]
3
2x+ 1 2 3 3

22+ 2x+2 3 5+4x2+4x+1_

2x+ 1 _ 2 _ 2x+ 1 _ 1
2X2 +2x+ 2  4xP+4x+ 4 2x2+2x+2  2x2+2x+2

_ 2x X

2x2 +2x+2  xrP+x+1

Por tanto: f7(0) =0

Pagina 262

1. Estudia la derivabilidad en x, =3 de la funcion:

x2-3x, x<3

S = {3x—9, x>3

e Continuidad en x, = 3:
lim  f(x) = lim (x?—-3x)=0 lim f(x) =f(3) =0
X =3 x—3 x—3
lim N fo = lim Bx- 9) =0 | Portanto, f(x) es continua en X, = 3.
x— 3 x— 3

e Derivabilidad en X, = 3

lim_ fi(x)= lim (2x-3)=3=/(3)
x—3 x—3 Las derivadas laterales existen
lim | f(x) = lim (3)=3=(3" |V coinciden.
x— 3 x—3

Por tanto, f(x) es derivable en x,=3. Ademas, /"(3) = 3.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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2. Calcula m y n paraque f(x) sea derivable en R:

x2—mx+5, x<0

J(x) = {

—-x2 + n, x>0

e Si x#0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polino-
mios.

e Continuidad en x = 0:

lim  f(x) = lim (x> =mx+5)=5
x— 0 x— 0

Para que f(x) sea continua en x =0,

- _ 7 2 _
lim _ f(x) = lzmo(—x +n)=n ha de ser: n =75

x— 0" X —>
f =5

e Derivabilidad en x = 0:

lim_fi(x)= lim (2x—-m)=-m=f"(0)

x>0 x>0 Para que sea derivable en x =0, ha
lim +f’(x) = lim +(—2X) =0 =f/(o+) deser: —m=0 — m=0

x—0 x—0

Por tanto, f(x) es derivable en IR para m=0 y n=>5.

Pagina 263

1. Sabemos que la derivada de la funcion f(x) = x3 es f'(x) = 3x2.

Teniendo en cuenta este resultado, halla la derivada de su funcion inversa:

S =x.

1
(=
332
Pagina 264
2
1. Comprueba que sen (x2y)—y?>+x=2— % pasa por el punto (2, %) y halla

la ecuacion de la recta tangente en ese punto.

Sustituimos x =2, y = % en la expresion:

B DS o, ©
sen(4 Z) 16+2 0+2 16 2 16

Se cumple la igualdad. Luego la curva dada pasa por el punto (2, %)

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién




Necesitamos obtener el valor de f ’(2, %) Hallamos previamente [’(x, )):

2
Derivamos sen (x%y) — y2 + x =2 — ;C_G:
cos(xzy)'(2xy+x2-y’)—2y-y’+ 1=0
2xy cos (x%y) + y' - x% - cos (x?y) = 2yy'+1=0

'(x?+ cos (x?y) = 2y) = =1 — 2xy cos (x%y)

—1 — 2xy cos (x%))
"(x, ) =
frey x% - cos (x?*)) =2y

Por tanto:
f/(z £)= —l-m-cosm _ —-1+m
"4) dcosm-m/2  —4-m/2
La ecuacion de la recta tangente es: y = %

+

_2+2m _2-21
-8-T 8+ 1
2-21
x-2)
8

+ T

2. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) = (sen x)* b)g(x) = xsenx

a) f(x) = (sen ) — Inf(x) =xIn (sen x)

cos X
=In(sen x) + x - —=
sen

FAE)
VACY)

b glx) = x%"* — Ingx) =senx-inx

g'()
g

1
=cosx - Inx+senx- - —
X

sen x
g'(x) = x%"X - |cosx - Inx + —=

Pagina 270

1. Calcula Ay, dy, Ay—dy:

a)y=x?
b)y=VxZ-1 para x,=2, dx,=0,1

c)y=§/; para x, =125, dx,=1

—x para x, =3, dx,=0,01

a) Ay = y(3,01) — y(3) = 6,0501 — 6 = 0,0501

= fl(x) = (sen x)* |In (sen x) +

X COS X
sern x

dy=y' dx=Q2x-1 -dx, queevaluadoen x,=3 y dx,=0,01 es:

50,01 = 0,05
Ay — dy = 0,0001

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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b) Ay = p(2,1) — p(2) = 1,8466 — 1,7321 = 0,1145

dy=y' dx= - dx, que evaluado en x,=2 vy dx,=0,1 es:

xc—1

2
— 0,1 =0,1155

\3

Ay — dy = —0,001
o) Ay = y(126) — y(125) = 5,01330 — 5 = 0,01330

1
dy=y' dx= W dx, que evaluado en x, =125 y dx,=1 es:

1
—-1=0,01
75 ;01333

Ay — dy = —0,00003
2. A una bola de bronce de 7 cm de radio se le da un baiio de plata de 0,2 mm de
grosor.

Calcula la cantidad de plata empleada (aproximadamente, a partir de la dife-
rencial).

4
V= gﬂ:i’g

dV =4mr? - h =4m - 720,02 = 12,3088

Se emplean, aproximadamente, 12,3 cm3 de plata.

3. Calcula una aproximacion de {126 dando los siguientes pasos:
e Llama f(x) = V.
e Obtén df para x,=125 y dx,= 1.
* Obtén f(126) = f(125) + df(125) para dx, = 1.

Feo =

1
df = f'(x) - dx = —= - dx
e 2

Evaluando en x, = 125 y dx, = 1:
1

daf(125) = ——= 0,01

1f(125) 75~ 0 33

Asi:

F126) = £(125) + df(125) = 5 + 0,0133 = 5,0133

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién




4. Procediendo como en el ejercicio anterior, halla, aproximadamente:
a) 1,014
b\15,8
) %
a) f(x) = x% x,=1; dx,=0,01
df=f'(x) - dx=4x3 - dx=4-13-0,01 = 0,04
S@,0D = f(D +df(1)=1+0,04 = 1,04

b) f(x0) = Va3 x, = 16; dx, =—0,2

1 1
df =f'(x) - dx = cdx =
= NSNS

£(15,8) = f(16) + df(16) = V16 — 0,025 = 3,975

- (=0,2) = -0,025

O fa0) = oe; x, = 64; dx, =2

df = f"(x) - dx = ©2=0,0417

1 1
. dx =
33x2 33642
[(66) = f(64) + df(64) = 4 +0,0417 = 4,0417

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR
Reglas de derivacion
Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
x%-3
1 a)y=x2+3 b)y=§/3x2
D)y = 2x(x? +3) — (¥ —3) 2 _ 203 + 6 —2x2 + 6x _
(% + 3)2 (% +3)2 (a2 + 3)?
2
b y’'=
7 o
1—x)\2/3 2 x?
2 |ay=l3% Dy=2+3
Dy== (1_96)_1/3 LAt -0-0 _ 2 (“_x)_1/3 Slox—l4x _
3 \1+x (1 + x)2 3 \1-x (1 + x)2
_2 -2 _ -4
3 A-0Y-a+0  3a -0+
T D U DD S SV
b)y’'=2 ( x2)+2 2x x2+x
3 a)y=lnx b)y=7e™
x
o (Ux) - x—-Inx _ 1-Inx
y'= X2 2
b)y=-7e™*
e*+e™
4 a)y—ex = b) y = sen x cos x
a)y’ _ (e — e—x)Z — (X + e—x)z _ e2X 4 o72X _ ) _ p2X _ 72X _ ) _4
(ex _ e—x)Z (ex _ e—x)Z (ex _ e—x)Z

b) y’ = cos x - cos x + (=sen x) - sen x = cos* x — sen>

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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10

ay-= 1 b)y=m(x?+1)

sen x
,_ —COS X ,_ 2X

= —— b)y'=—

sens x x°+1

x

a)y = arc 185 b) y = cos? (2x — 1)
a)y' = 1 1 1/3  _ 3

1+ (/32 3 1+x%9 9+x2

b) y'=2cos 2x — 1) - (=sen (2x —m)) - 2 = —4cos (2x —T) - sen 2x — ) =

= —2cos (4x — 4m)

a) y = sen* x b)y=1itg x
1 1+ g% x
a)y'=2sen x - cosx = sen 2x b)y’'= (1 + g% x) = —o—
2N1g x 2N1g x
a) y = sen x? b)y=arctg(x?+1)
a) y' = cos x* - 2x = 2x cos x*
1 2x
b) y'= C2x =
Y 1+ (% + 1?2 xt+ 2x% + 2
a)y=Vx —3)7 b) y = log,\x
1 7
) y'=702Vx =3)0 -2 —— = = (2Vx - 3)°
nx  Vx
1 1 1 1
b = _—_ . . =
)y Ny 2 [y 2xn2
1
a) y = sen? x> b) y = arc g
a) y'=2sen x? - cos x* - 2x = 4x sen x* cos x> = 2x sen (2x?%)
by y' = 1 .(_L)= “1/x% 1
1+Q/0% \ x?) 1+ 1x? x?+1
a) y = cos® (7x?) b)y=3*+1

a) y' = 5cost (7x?) - (=sen (7x)) - 14xx = —70x cos® (7x2) sen (7x%)

b)y'=3*In3

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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UNIDAD | 9
2
a)y= VGGx-3)2 b) y = arc sen x?
2 10
y'==Gx-371 5= —x
3 3350 - 3
1 2x 2x/3 2x
by’ = 2 _ -
1_(L2)2 o No-at V9-at
3 3
x2
a)y=mh2x-1) b)y=1g—
_ 2
VY=
2 2
b)y’=(1+tg2x—)-2—x=x+xtg2x—
2 2
ay=mm(x*-1) b) y = arc cos \2x
2X
a)y'= =2
Y x2-1
byl . 2. -1 1
VI-@W2o? 2V2x  V2x - V1-2x V25 — 42
ay=ml-x b) y = (arc tg x)?
a)y=ln\ll—x=ln(1—x)1/2=%ln(l—x)
,=l. -1 -y —1
YT -0 2-2«x
- 1 _ 2arctgx
b =2 1 . =
oy Hareig D s =
3
a)y = 1083(7-%' +2) b)y = lntg;
1 7 _ 7
VY= S Gxr2 a3
o1 3 3\_ 30 +1g*3/x)
S
Y 1g 3/x &% X2 x?1g 3/x
4 1
a)y=e* b)y=In ln;
I = 4o /= 1 L 1 - _ 1
a)y'=de By n1l/x 1/x ( x2) xin(1/x)

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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19

20

21

14

x+1

a)y=2% b) y = arc sen ~—1
a)y'=2%-In2
by’ = 1 - D -+ _ 1 ) -2 _
| (x+ 1) (x = D? V- 12—+ 1?2 (x-1D?
(x—l) x-1
_ 2/(x-1) _ 2 -
Vix—1D2-(x+ 12 (e—DVa2+1-2x—x2—1-2x
-2
(x — DN—4x
a)y=51g3(3x2+1) b)y=Vx+Vx

@) y'=151g% G + 1 - [1 + 182 Bo? + DI - 6 = 90ux [1g? G + 1) + 1g% 3x% + 1]

2Vx + 1 2Vx + 1

aAy=Imn

Ay= ln(

1-x

1+x

Vxz-1

x2

|

1 1
b)y'= (1+ )= -
S s Wx!  aVaVx+ e 4Vx2 + xVx
3
a) y =Vig x2 b)y= x—2
x+2
__ 1 _ox(1+ g% x?)
a)y'= (1+1g2x?) 2x=2 5 & 2
T g Vig x2
b)y’=l(x—2)72/3‘X+2—(X—2)= 1 N S
3+ 2 (x+2)? 34 (x=2) (x + 2)2
V()
_ 4 _ 4 _ 4 _
ses . Yx=22 B+ 2 Aw-22 a2t e-27
X (x+2)2/3

4

3 + 23 (x + 2)(x — 2)2

Otras técnicas de derivaciéon

Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las
propiedades de los logaritmos:

b)y = In(x tg x)*

dy = m(2* sen? x)

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Ay=In %ln(l—x)—ln(l+x)]

1+x

- 2

_l[—l—x—1+x
2 1

gl
2 —x l+x - X

b)y = In (x tg x)? = 2[ln x + In (1g x)]

2
NIRRT 22
1g x

1
2|— +
X

2
+tgx] =;+2¢otgx+2tgx

Vx2-1 1
c)y=ln( xxz =ln3\lx2—1—lnx2=gln(x2—1)—21nx

1 2x 1 2x 2

R T R S

dDy=mQ*sen?x) =25+ Insen’x=xIn2+2Insenx

COs X
y=m2+2: =ln2+
sen x g x

Calcula la derivada de estas funciones implicitas:

A xZ+y2=9 b) x2 + y2 —4x— 6y =-9
x2 yz (x_l)z ()1"' 3)2 _
C)1—6+?—1 d) 8 - 14 =1

e) x3+y3="2xy ) xy?=xZ+y

a)2x+2y-py'=0

b) 2x + 2yy'— 4 — 6y’ =
Y'QRy—-06)=4-2x

A2 _2-x

Y 2y-6  y-3

2x Zyy’_
A TIMER

x 2y

—+ ===

8 9

20y’ X —Ox —Ox
—_— = _ 2 f = 7 )=
9 g MWy T Vg

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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2x -1 3 2(y + 3y’

d S T =0
x—1 _(y+5)y/ ~0
4 7
. Tx=1D
CVTCIEES)

e)3x?+ 3%+ 2y +2xy'=0
p' (3y? + 2x) = 3x% -2y

Bt -2y
3p% + 2x

!

B xy?=x2+y
yEex-2yppi=2x+y
2xyy’ —y' = 2x—p?
Y'Qxy—1) =2x—y?

o 2o
2xy—1
Aplica la derivacion logaritmica para derivar:
a)y=x3* b)y=x**1
Qy=x d)y=(nx)*+1
&) y- se:xx £)y - xies

a) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es Inx" =nln x:

y=x¥ — Imy=3xinx
Derivamos como funcién implicita:

! 1
y—=3lnx+3x-—=3lnx+3
Y x

Despejamos )"
V'=x% Gln x + 3)

b) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es nx" =nin x:

y=x*"1 > Ihy=Kx+Dinx
Derivamos como funcién implicita:

yl

1 1
—=hx+x+1D) - —=hx+1+—
X X

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Despejamos "

1
T=x¥t U+ 1+ —
y ( -

¢) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es nx" =ninx:

X
y=x — Iny=e* Inx
Derivamos como funcién implicita:

! 1 1
—=eY-Inx+e¥ —=e"|Inx+—
x x

Despejamos  »"

X 1
Y'=x e¥lnx+—
x

d) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es nx" =ninx:

y=Unx)**1 = mmy=(@+1 - In(nx)
Derivamos como funcién implicita:

! 1 1 1
y7=ln(lnx)+(x+1)-—-—=ln(lnx)+ il

nx x xnx

Despejamos "

1
y’=(lnx)X+1-[ln(lnx)+ rr
xInx

e) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es Inx" = nlnx y que el logaritmo de un cociente es

ln(% =Ina-Inb:
X
y= Sezx - Iny=xIn Senx)=x(l”(5e”X)_l”x)

Derivamos como funcién implicita:

' 1
y7=ln(senx)—lnx+x ﬂ——)=ln

-1

sen x X X sen x

sen x) . X COS X

Despejamos )"

, sen x\x

sen x X COS X
)+ - 1]

X sen x

f) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es nx" =nin x:

y=x8% > Iny=igx-Inx

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Derivamos como funcién implicita:

Yo 2, L
It A +1gex)  Inx+ (gx) .

Despejamos )"

1
p= X8 (1 + 1g% x) lnx*%

Obtén la derivada de las siguientes funciones de dos maneras y comprueba,
operando, que llegas al mismo resultado:

D Utilizando las reglas de derivacion que conoces.

IDAplicando la derivacion logaritmica.

x2+1\3
a)y=( "

1+x

b)y= 1-x

) y = sen? x cos* x

Dy=VaZ+1 Va?

2
a)I)yl=3(x2+1) .(1_ i)=3'(x2+1)42(x2—1)
X A2 X
Diny=3(n>+1) - nx)

yhoo 2 1\ L (2x2—-x2-1)_ 3x2-1
__3 N _3 =
Y x2+1 X x(x? + 1) x(x? + 1)

y%%+q?3uhn 3 2+ D23 - D)
X x(x? + 1) x

b)) y'= 1 Cl-x+1+x _ 1

,1 +x (1-x2 V(A + 2001 —x)3
2 [
1-x

DMyL%WG+M—MG—M

l1-x+1+x _ 1
AQ+200-x T+ -x

yo_i[.t  1]_1
y 2 11+x 1-x 2
1+x 1 1

Y= N1-x "Trma-» A +x00-x)?°

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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2

oDy'= 3sen? x cos x - cos? x + send x - 2¢cos x (—=sen x) =

4

= 3sen? x cos3 x — 2cos x sen* x

IDIny = 3ln (sen x) + 2In (cos x)

y_’zscosx 4. Senx _ 3cos® x — 2sen® x
y sen x cos x sen x cos x
, 3 2 3cos? x — 2sen? x 2 2 2
y' = sen’ x cos® x - = sen= x cos x (3cos* x — 2sen* x) =
sen x cos x
= 3sen? x cos3 x — 2cos x sen* x
Y 2 2
DD y= — 2 TN 2L w32 +2\/x3 +1
2V + 1 3 Ax X2+ 1 33w
C3t 2P+ D i+ 2x?+2 0 Sxt+2
3Vx2 + 13 3Vaz+1x 3VaZ+ 1
II)lny=%Zn(x2+1)+%lnx
Vo1 ox 2 1 _ _x .2 _3P+2x’+2_ SxP+2
y 2 xX+1 3 x  x2+1 3x 3x(x? + 1) 3x(x? + 1)
y/=1x2+1 ,«SI_X.Z . 5X2+2 _ 5.%'2"'2

3x(x? + 1) C3az + 1 x

Calcula el valor de la derivada de cada una de las siguientes funciones en
x=0:

a) g(x) =e%"S™ si f(0)=0y f1(0)=1
b) b(x) = [sen f(xX)P si f(0) = % y f1(0) =1
A)j(x)=VInf(x) si f(0O)=e vy f'(0)=1

a) Aplicamos la regla de la cadena:
g'(x) = Dlsen f(x)] - e/ = fi(x) cos f(x) eSS/
g'(0) = £1(0) cos f(0) e/ =1 cos0-e"0=1-1-1=1

b) Aplicamos la regla de la cadena:

h'(x) = 3[sen f(x)1? Dlsen f(x)] = 3[sen f(0))? f'(x) cos f(x)

h'(0) = 3[sen f(0)]? f(0) cos f(0) =

2 12
sen%‘ '1'COS%=3(—) 1 —==

=3 \/E

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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©) Aplicamos la regla de la cadena:

_ Dlinfx)]  f'(x) 1

2V S 2

J10) = SO 11 1
26N f0)  2eNme 20N1 20

J'0

Dadas f(x)=x? y g(x)=3x + 1, halla:
a)(fog) (x) b)(g-f) (x)

a) (fog) ) =[lg)] g'(x)
Como f(x)=x?7y gx)=3x+1 — fi(x)=2x; g'(0) =3
(feg)=2-Bx+1)-3=6Bx+1)=18x+6
También podemos hacer:
(fog) () =flg0] = fBx + 1) = Bx + 1)?
(fog)(x)=2-3Bx+1)=18x+06

b) (g o /) (x) = g'lf(0)] f'(x) = 3 - 2x = 6x
O bien:
(gof) ) =glfl =3x2+1 — (gof) () =6x

Pagina 276
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20

Derivabilidad y continuidad
a) Comprueba que la siguiente funcion es continua y derivable y halla f'(0),
JS'B)y f/Q):
3x—1 si x<1
JS(x) =

x2+x six=>1
b) ¢Cual es su funcion derivada?
c) ¢En qué punto se cumple f'(x) =5?

a)Si x# 1, la funcion es continua y derivable, pues estd formada por dos poli-
nomios.

Continuidad en x = 1:

lim  f(x)= lim Bx-1) =2
x— 1 x—1

lim . fo = lim (2 +x)=2 f(x) es continua en x = 1.
x—1 x—1

S =2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Derivabilidad en x = 1:

lim _f'(x) = lim 3=3=/(1)
vl x>l Las derivadas laterales existen
lim  f(x)= lim Qx+1)=3=/0AD| Y coinciden.
x—1 x—1

Luego, f(x) es derivable en x=1. Ademas, f'(1) = 3.
Asi f(x) es continua y derivable en todo R.

S0 =3

f13)=2-3+1=7

x <1

b) f(x) = {

2x+1 x21

o Si f'(x) =5, entonces x> 1. Es decir:
fo=2x+1=5 — x=%=2>1

S =5

28 | Comprueba que f(x) es continua pero no derivable en x = 2:

m(x—-—1) si x<2
3x—-6 si x>2

J(x) = {

e Si x# 2, lafuncion es continua y derivable.
e Continuidad en x = 2:

Iim_ fo= Iim n(x-1D=mn1=0
x— 2 x— 2

lim _fx)= lim 3x—-6)=0 / es continua en x = 2.
x— 2 x— 2
J2)=0

e Derivabilidad en x = 2:

p - 1
/ "x)= lim —— =1=f(2"
im  f1(x) xmlzx—l f127)

x— 27 Las derivadas laterales existen
p _ ero no coinciden.
lim [0 = lim 3=3=f1(2% P
x— 2" x— 2

f(x) no es derivable en x = 2.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Estudia la continuidad y la derivabilidad de estas funciones:
[e> si x<0

a)f(x)=431 si 0<x<3

[—x2+3x+2 si x23

[(x2+2x+1 si x<-1
b) f(x) =1 2x + 2 si - 1<x<2
| —x2 + 8x si x>2

a)Si x#0 y x#3, lafunciéon es continua y derivable.

Continuidad en x = 0:

lim  f(x) = lim eX=
x—= 0

x— 0
lim +f(x) = lim 1=1 f(x) es continua en x = 0.
x— 0 x— 0
S =1

Continuidad en x = 3:

Iim fx)= lim 1=1
x—=3 x—3 Los limites por la derecha y por la

lim  fGo) = lim (-x® +3x +2) = 2 izquierda no coinciden. La funcién
x— 3" x—3 no es continua en x = 3.

[ =2
Derivabilidad en x = 0:

Iim_ fi(x) = lim e*=1=f(0)
x— 0 x— 0~

lim _f(x) = lim 0=0=f(0"
x— 0 x— 0"

Las derivadas laterales existen,
pero no coinciden.

f(x) no es derivable en x = 0.

Derivabilidad en x = 3:
Como f(x) no es continua en x =3, f(x) no es derivable en x = 3.
b)Si x#-1y x#2, f(x) escontinua y derivable.

Continuidad en x = —1:

im  fQo) = lim (x>+2x+1)=0

x— -1- x— -1

lim  f(o) = lim l(Zx +2)=0

Xy g+ e f(x) es continua en x=-1.

JED =0

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Continuidad en x = 2:
lim f(x) = lim Qx+2)=06
x— 2" x— 2

Los limites por la derecha y por la
izquierda no coinciden.

lim f(x) = lim (—x? + 8x) = 12
x— 2" x— 2
f(2) =12
f(x) no es continua en x = 2.
Derivabilidad en x =-1:
lim f'(x)= lim Qx+2)=0=/2")
x—-1- x—= -1

lim f'(x)= lim 2=2=f(2% pero no coinciden.
x— 1" x— -1

J(x) no es derivable en x = -1.

Derivabilidad en x = 2:

J(x) noescontinuaen x=2 — f(x) no esderivable en x = 2.

Estudia la continuidad y la derivabilidad de estas funciones:
0 six<oO

a) f(x) = x? si0<x<1 b)f(x)={

x six2>1

e~ si x<0
1-x si x>0

a) Continuidad:
e Si x#0 y x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.

e En x=0:

lim  f(x)= lim 0=0

x— 0 x—0

continua en x = 0.
x—0

lim | f(x) = lim x*=0
x— 0
fO=0

e En x=1:

lim  f(x) = lim x*=1
x— 1 x—1

Iim f(x)= Iim x=1 P _
x -1 ] continua en x = 1.

x—1

f(H=1

La funcién es continua en IR.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Las derivadas laterales existen,

lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcion es
x— 0

lim f(x) = f(1). Por tanto, la funcion es
x—1

23
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Derivabilidad:

e Si x#20 y x#1 — Lafuncién es derivable. Su derivada es, en esos
puntos:

0 six<0
S =492x si 0<x<1
1 six>1

e En x=0:

S0 =0=/"(0". Por tanto, f(x) es derivable en x=0; y f(0) =0.

e En x=1:
/() =2=(1% =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.
La funcion es derivable en IR —{1}. Su derivada es:

0 six<O0
flx)=92x si 0<x<1

1 si x>1

b) Continuidad:

eEn x#0 — Lafuncion es continua, pues estd formada por dos funciones
continuas.

eEn x=0:
lim  f(x) = lim e*=1
x— 0 x— 0

lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcion es
x—0

lim  fo) = lim (1-x) =1 )
x— 0" x— 0 continua en x = 0.

SO =1
La funcién es continua en todo IR.

Derivabilidad:
eSi x#0 — La funcion es derivable. Ademads:

- si x<0

-1 si x>0

J'Co = {

*En x=0:
S0 =-1=/7(0"

Por tanto, f(x) es derivable en x=0 y f(0) = —-1. La funcion es derivable
en todo IR. Su derivada serfa:

- si x<0
-1 si x=20

J'Co = {

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Definicidn de derivada

31 |Utiliza la definicion de derivada para hallar f'(2) en los siguientes casos:

x—1
DS =7
b)f(x) = Vx + 2

~-1 2+h)-fQ2
Df0 =21 > p - i DD

~2+h-1_h+1
f(2+h)_2+h+1_h+3

1 1
f<2)_2+1 3

h+1 1 3h+3-h-3  2h

J@2+h)-f(2) =

h+3 3  3h+3  3h+3)
JCQ+h)-f(2)  2h _ 2
h “3h+3 0 3+ 3)
2h 2

S =l ™9

b =\x 2 - @)= i LEEDZSD
h—>0

h
f2)=\4=2
h
f(2+h)=\/2+h+2=\/h+4}f(2+h) —f(2=~\h +4
J2+h)-f(2) \h+4-2
h \ h
N N 2
[ = lim Nhtd-2 (Vh +4)?-2%
h—0 h hﬁo(/_h+4+2)h
_h+Aa— 4 1 1

= lim Iim ————=
h—o0 h(\/h+4+2) h->0 Vh+4+2 4

32 |Aplica la definicion de derivada para hallar f'(x) en cada caso:
1

a)f(x)=x+ ~

b)f(x) =Vx2+1

S+ ) - f(0)

1
= i () = il
a) flx) =x + ~ - f(x) h:mo o
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JSx+h)=x+h+ — flx+h) —flx) =

x+h
1 1 xX—x-h
O R T Y T M G
e+ h) - fa) 1 o 1o 1
[ DI e 5 W@ hhi)%oll_—x(x+h)] -
b)) = Va2 + 1 — f1() = lim JM
-0

fa+h=Va+h?2+1 > fle+h) —f) =Va+h?+ 1 —Vx2+1

Nz r1-Vaz+1 . eerm?2+ 1) - (a2 + 1)
[ = lim = lim =
h—0 h hso h(NGx + )2 +1 +Vx2 + 1)

i X%+ 2xh +h? oA - x4
h=>0 h(Vx + )2 + 1 + Va2 + 1)

. h(2x + h) 2x X
lim =

ho0 WNx + 2 + 1+ VaZ+ 1) 22 +1 a2 +1

PARA RESOLVER

Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:
a)y=|x-2|

b)y=|x2+ 6x + 8|

Qy=x+|x-3|

dDy=x2+|x

@ Mira el ejercicio resuelto 3.

a) Definimos la funcion por intervalos:

-x+2 si x<2
fw:{x—z six>2
Derivamos:

00 = {—1 si x<2
: 1 si x>2
J2H=-1

-1 }f’(Z_) #/'(2") — No existe f'(2)

La funcién es derivable en R — {2}.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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b) Definimos la funcion por intervalos. Para ello, calculamos los puntos en los que
y=0:
~6£+V36-32 —6%2 - =—4
2 2 x=-2

x2+6x+8=0 = x=

x2+6x+8 si x<—4
J)=9-x2-6x-8 si —4<x<-2
xZ+06x+8 si o x>-2
Derivamos:
2x + 6 si x<—4
) =9-2x-06 Si —4<x<-=2
2x+ 6 six>-2

S = 2(-4) + 6 = =2

Py = 2y~ Gm 2 } FI—4) £ f1(—4") — No existe f(~4)

12 = =2(-2) — 6 = -2

f/(_2+) — 2(_2) +6=2 } f/(_z_) ifl(_2+) — No existe f’(—Z)

La funcion es derivable en R — {4, -2}.

¢) Analizamos el signo de x — 3 para definir la funcion por intervalos:

el TXRS ‘x—3 ...... x+(=x+3)=3
| x+x—-3=2x-3
X 3 X
Asf:
3 si x <3
S = {2x—3 si x2>3
Derivamos:
o - 0 si x<3
Jeo = 2 six>3
f6ﬂ=0} _ iste f
'(3) #f'(3") — No existe f'(3)
rao=2] 0% !

La funcién es derivable en R — {3}.

o - i -x si x<0
d) Definimos la funcién por intervalos. Recordamos que |x| =

Asi:

si x>0

x%2-—x si x<0

x%2+x si x>0

S = {

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Derivamos:

2x—1 si x<0

2x+1 si x>0

S0 = {

SO)=2-0-1=-1

SO =2-0+1=1 } SO #f(0") — No existe f'(0).

La funcién es derivable en R — {0}.

Calcula los puntos de derivada nula de las siguientes funciones:
x 16

DY G ey

ypto—x+l dy=e*(x—1)

OV i1 yEeria—

e)y=x?e* f)y=sen x+ cos x

2) y' = (x+3?-2(x+3)x _ (x+3)-2x _ 3-x

(x + 3)* (x +3)3 (x +3)3
=0 — 3-x=0 = x=3 — y=1;
1
Se anula en el punto (3, —)
12
16 -16(3x? — 8x)

by=s—— - y=—="_

Y X3 — 4x? (x3 — 4x%)?

x=0 (no vale)
y'=0 > 3x2-8x=0 — x(3x—8)=o< 3 27
X=3 2 VTG
x =0 no estd en el dominio.
La derivada se anula en el punto (§, ﬁ)
37 16
2 2

O y'= Cx-Dx*+x+D—-(x"—x+DQx+1 _

(2 +x+1)2

2O YU X1 -8 P -1 2xP -2

(% + x + 1)2 (X% + x + 1)2

1

x=1 = y==
y'=0 — 2x2-2=0 — x2=1< 5
x=-1 — p=3

Se anula en los puntos (-1, 3) y (1, %)

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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dy'=e*x-D+e¥=e(x-1+1 =xe®
=0 — x=0 — ypy=-1

Se anula en el punto (0, —1).

e)y' =2xe~+x?eX=e¥(2x+x?)

x=0 — =0
y'=0 = 2x+x°=0 — x(2+x)=0< Y >
x=-2 - y=ie

Se anula en los puntos (0, 0) y (=2, 4e72).

f) y'= cosx —sen x

x =
y'=0 — cosx=senx — tgx=1< 5
T

X=T+27T]€ - y=_\/§

Tiomk — y=\/§

sn

Se anula en los puntos (£ + 21k, \E), ( %

7 + 27k, —\E), con ke Z.

a) Calcula m y n para que f sea derivable en todo R.

2 _ : <
f(x)={x 5x+m si x<1

—x? + nx si x>1
b) ¢En qué puntos es f'(x) = 0?
a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.

e Si x#1, lafuncién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=1:

im  f(x) = lim (x> =5x+m)=—4+m
x—>1 x—1

lim | f(x) = lim (—x*+nx)=-1+n
x—=1 x—=1
f(D=-4+m

Para que sea continua en x =1, ha de ser:
—4+m=-1+mn; esdecirr m=mn+3.
Derivabilidad:

e Si x#1, lafuncion es derivable. Ademas:

2x—5 si x<1

S0 = {

2x+mn si x>1

29
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e En x=1:
faH=-3
fan=-=2+n
Para que sea derivable en x =1, ha de ser -3 = -2 + n, es decir, n =-1.

Por tanto, la funcién serd derivable en todo IR si m =2 y n =-1. En este
caso, la derivada seria:

() = 2x-5 si x<1
T
b)fi(x) =2x-5 si x<1

2x-5=0 = x=%; per0%>1

S =-2x-1 si x=1

2x-1=0 — x=—l; pero 1o 1
2 2
Por tanto, f"(x) no se anula en ningn punto.

Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo RR:

ax?+3x si x<2
x2-bx—4 si x>2

S(x) = {
Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
e Si x#2 — lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.
e En x =2 debe cumplirse que /im f(x) = f(2):
xX—2

lim f(x) = lim (ax®+ 3x) = 4a + 6
x =27 x =2

lim f(x) = lim (x*—bx—4) =-2b

x— 2" x— 2
F(2) =4da+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = —2b; es decir, 2a + 3 = -b o bien
=—2a - 3.

Derivabilidad:
e Si x#2 — lafuncidn es derivable. Ademas:

2ax+3 si x <2

S0 = {

2x—b six>2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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e En x =2 debe cumplirse que [f(27) = f'(2%):

f1@2)=4da+3
f1@2H=4-b
Para que sea derivable, ha de ser 4a + 3 =4 — b; es decir, b=—-4a+ 1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

=2a-3 | 2a-3=-4a+1 > 2a=4 — a=2
=—4a+1| b=-7

Por tanto, para que [f(x) sea derivable en todo IR, hadeser a=2 vy b=-7.

37 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Calcula,
observandola:

2 S'ED, /Ay 3

15 T ¢En qué puntos no es derivable?

e En x=-1, larecta tangente a / es horizontal; su pendiente es 0.
Por tanto, f'(-1) = 0.

e En x=1, f esuna funcién constante. Luego f'(1) = 0.

e En x =3, f esuna recta que pasa por los puntos (2, 1) y (4, 5).
Calculamos su pendiente:

5-1
4-2

= 2. Por tanto, ['(3) = 2.

e No es derivable en x =0 nien x =2, porque en ellos observamos que

SO #1007 y /(2 #[1(27).

s38 | Observa las graficas de las siguientes funciones e indica en qué puntos no
son derivables. ;Alguna de ellas es derivable en todo R?

a) b) (9]
\

\
\

2 N 2 /1

un
= "1

a) No es derivable en x = -1 porque f'(-17) # f'(-1%) (tiene un punto “angulo-
so”) nien x =2 (no esta definida la funcion).

b) Es derivable en todo IR.

¢) No es derivable en x =0 porque f'(00) # f'(0") (tiene un punto “anguloso”).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Calcula a y b para que f sea continua y derivable.

x3-x six<0

J(x) = {

ax+b si x>0
Continuidad:
e En x#0 — La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=0:
lim  f(x)= lim (x3-x)=0
x— 0 x— 0
lim LS = lim (ax + b) = b ¢ Para que sea continua ha de ser b = 0.
x— 0 x— 0

fO =0
Derivabilidad:
e Si x#0 — La funcion es derivable. Ademas:

3x2-1 si x<0

a si x>0

S0 = {

e En x=0:

£10) = -1
F1O0M =a

} Para que sea derivable, ha de ser a = -1.
Por tanto, f(x) sera continua y derivable si @ =-1 y b= 0.

Halla el valor de la derivada de la funcion cos(x +y) + sen(x—y) =0 enel

¢ (TI: b
unto |—, —|.
P 44
Derivamos:

—sen(x+1) - A +yp)+cosx—y» - -A-yp)=0
—sen (x +y) —y'sen (x + ) + cos (x —y) —y' cos (x—1)) =0
—sen (x + ) + cos (x — ) = ' (sen (x + ) + cos (x — )

. =sen (x + y) + cos (x - y)

sen (x + ) + cos (x — )

Calculamos la derivada en el punto (%, %

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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s41 | Calcula la derivada de orden n de la funcion f(x) = e?~.
f’(x) - 282x
f//(x) = 482x - 22€2x

f///(x) _ 892)6 - 239295

fn(x) = QNnp2x
Lo demostramos por induccion:
Para n=1, n=2y n=3, vemos que se cumple.

Supongamos que es cierto para 7 — 1; es decir, que f"~1(x) = 2”7~ 1%, enton-
ces, derivando, tenemos que: ["(x) = 2 - 2"~ 1e?¥ = 272X Por tanto, la expre-
sion obtenida es cierta para todo 7.

s42 |Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f; g, b
y J:

1! 5

] —2

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cuil de estas graficas es la funcion derivada de una funcién polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funciéon polinémica de segundo grado?
a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
[ tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues [/(-2) = 0.

j tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 y en x = 3, pues

J' (D =4'3)=0.
g y b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcion polinémica de primer grado es una funcion cons-
tante. Por tanto, es g".

©) La derivada de una funcion polinomica de segunda grado es una funcion poli-
némica de primer grado. Por tanto, es f”.
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¢Cual de los siguientes apartados representa la grafica de una funciéon [y
la de su derivada f'? Justifica tu respuesta.

a) b) ©)

a) La funcién en rojo es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es
y =3 (la recta verde). Luego, estas graficas si representan a una funcién y su
derivada.

b) La funcién en rojo es un polinomio de 2.° grado, una parabola. Su derivada es
una recta. En x = 0, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula. Para
que la recta fuera la derivada, tendria que pasar por (0, 0).

No representan, por tanto, a una funcion y su derivada.

©) La funcién tiene que ser un polinomio de 3.°" grado porque tiene dos extremos
relativos. Su derivada serd un polinomio de 2.° grado, una pardbola. En x = 1,
la funcién tiene un maximo; la derivada se anula, /(1) = 0, y tendria que pa-
sar por (1, 0). Estas tampoco representan a una funcion y su derivada.

Por tanto, solo la primera es valida.

a) Representa la funcion siguiente:
S =|x+ 1]+ [x-3]|
Observando la grifica, di en qué puntos no es derivable.

b)Representa f'(x).

—-Xx—-1-x+3 s x<-1 —2x+2 si x<-1
a)fxr)=9 x+1-x+3 si -1<x<3 ;= 4 si —1<x<3
x+1+x—-3 si x>3 2x—2 si x>3

\{_/

No es derivable en x =-1 nien x = 3.

2 (Son puntos “angulosos”™).
-4 =2 2 4 0
-2 si x<-1 2 o—_
b)fltx)=9 0 si -1<x<3
-1 3
2 six>3 >

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Halla los puntos de derivada nula de la funcion siguiente:

JS(x) = Bx—2x?) e~

100 = (3 —4x)er + Bx —2x2)e” = (3 — 4x + 3x — 2x2)e¥ = (2x% — x + 3)e¥

1£V1+24 _1+5 =

f)=0 - 2x*’-x+3=0 —> x-=
—4 —4 x=1

Dada la funcién f(x) = e* + In(1 - x), comprueba que f'(0)=0 y f"(0)=0.
¢Sera también f"'(0) = 0?

1

f’(x)=ex——1_x - [f(=1-1=0
w=et-—L 5 mo=1-1=0
f(x) =e Y, f

2
"(x) = eX — mO)=1-=2=-1%0
Sf"(x) =e T - f

Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcion:

-1 si x=0
2x(x=3) .
D P Sl 24 20, x#
J(x) 2_9 si x x#3
1 six=3
-1 si x=0 -1 si x=0
2x(x —3) . 2x .
= — = six#0, x#3 ;= si x#0, x#3
S (x —3)(x + 3) xX+3
1 si x=3 1 si x=3
El dominio de la funcion es IR — {-3}. Por tanto, en x = =3 no es continua

(ni derivable), pues no esta definida.

Continuidad:

e En x#0, x#3 y x#-3: Es continua, pues las funciones que la forman son
continuas en este caso.

e En x=0 debeser /im f(x)=/(0):
x—=0

2x
lim f(x) = lim =0 ) )
x>0 x>0 X+3 No es continua en x =0 (tiene una

O . discontinuidad evitable).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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e En x=3:

, L 2x lim f(x) = f(3).
i feo= him Sm1 | LSO

JB3 =1

La funcién es continua en x = 3.

e En x=-3: No es continua, pues no estd definida.

Por tanto, f(x) es continua en R — {3, 0}.
Derivabilidad:
. : A ! = 6
e Si x#0, x#3 y x#-3: Es derivable. Ademas: f'(x) = xt37

e En x=0 yen x=-3: No es derivable, pues no es continua.

e En x=3: Sies derivable, pues f(37) = f'(3") = f'(3) = %

Por tanto, f(x) es derivable en IR —{-3, 0}. Ademas:

[0 = si x#0 y x#-3

o

(x + 3)?
Determina, si es posible, el valor del parametro a para que la funcion f sea
derivable en todo su dominio de definicion:

xInx si 0<x<1
a(l-el=%)si 1<x

S(x) = {

Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

e Si x>0, x#1: La funcién es continua, pues esta formada por funciones
continuas.

e En x=1:

lim fx)= lim (xInx) =0
x— 1- x—1

lim fQo) = lim [a(l —e' =] =0 J(x0) es continua en x = 0.
x— 1% x—1

S =0
Derivabilidad
e Si x>0, x#1: es derivable. Ademais:

() = Inx+1 si 0<x<1
S0 = ael =% s x>1
e En x=1:
! 1— = 1
7 f(x) es derivable en x=1 si a=1.
a9 =a

Luego, para que [ sea derivable en todo su dominio de definicion, ha de ser a = 1.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Estudia la derivabilidad en x =0 de la siguiente funcion:
1+¥x2 x<0

(x) =
S {13/?2 x>0

Como lim _f(x) = lim _f(x)=/f(0) =1, lafuncion es continua en x = 0.
x— 0 x—0

Veamos si es derivable:

e Si x#0, tenemos que:

2 si x<0
3
e =12
SQ/— si x>0
X

No existen las derivadas laterales en x = 0. Por tanto, f(x) no es derivable en
x=0.

Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:
) ( )— ;
a) f(x 1+ x|
| x|

x2-1

b) f(x) =

a) Definimos la funciéon por intervalos:

1 si x<0
-Xx
Sl =
si x20
1+x
Continuidad:
e Si x#0:

Es continua, pues esta formada por dos funciones continuas en los intervalos
en los que estan definidas.

e Si x=0:

1
lim f(x) = lim =1
x— 0 x>0 - X
lim f(x) = f(0). Es continua en x = 0.
x—0

1
lim f(x) = lim =1
x—0* x—0 1—x

fO) =1

Por tanto, es una funcion continua en R.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Derivabilidad:

e Si x #0: Es derivable. Ademas:

_ si x<0
oo L ) (1= x)?
S0 = _1 .
m si x>0

e En x=0:
F1OD) =120 =-1
No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

b) Definimos la funcion por intervalos:

3 si x<0
S =%~
si x20
x%-1
El dominio de la funcién es IR —{-1, 1}. Portanto,en x=-1 yen x=1 la

funcién no es continua (ni derivable).

Continuidad:
e Si x#0, x#-1, x#1:

La funcion es continua, pues estd formada por funciones continuas (en estos
puntos).

e En x=-1 yen x=1:
No es continua, pues no estd definida en estos puntos.

e En x=0:

lim fo0) = lim ———— =0

x50 x—s0 x2—1 lim f(x) = f(0).
x—0
lim+f(x) = lim —5— 1 O | La funcién es continua en x = 0.
x—=0 x—=0 X
J0 =0

Por tanto, es una funcion continua en IR — {1, 1}.

Derivabilidad:

e Si x#0, x#—-1, x# 1: Es derivable. Ademas:

x%+1 . <0
— si X

) (x? - 17

J'@x = —x2-1 .
—— si x>0
(x? - 17

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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e En x=-1 yen x=1: No es derivable, pues no esta definida la funcion.

e En x=0: f/(00) =1#/(0%) =-1. No es derivable en x= 0.

Por tanto, es derivable en IR —{-1, 0, 1}.
X _ o= 2
51 |Prueba la igualdad siguiente: D|arc tg > =it o
eX—e™ 1 e’ +e™X eX +e™
Djarc tg ] = X —x\2 ' = 2x —2x v
2 1+(e —e) 2 (1+e —e —2).2
2 4
(e*+e™-4 _(+e™ 2 _ 2
(eZX + e—Zx + 2) -2 (ex + e—x)Z X + o™X
1—
52 | Demuestra que la derivada de la funcién y = arc g % con 0<x<m
cos x

€s una constante.

@ Recuerda la formula de tg %

1—
Sio<x<m —» 0<x<T tgﬁ=1fﬂ
22 2 1 + cos x
Asi anrc 1 1= cosx anrc 1 (t x) X
i y= '\/—= A
Y € 1+ cos x € gZ 2

Por tanto: y’'=

l\)ln—\

53 |Si f(x)=x?%x|, halla f, f"y f"

-3 st x<0
(x) =
S x5 si x>0
Derivando:
—3x2 si x<0
"(x) =
S 3x%  si x>0

(En x =0, tenemos que /(07 = f7(0%) = /(0) = 0).
P = {—6x si x<0
6x si x20
(En x =0, tenemos que /(07 = /(0% = /"(0) = 0).
si x<0

1" — —6
S = 6

si x>0

(En x =0 no existe /", puesto que ["(07) =-6=/"(0%) = 06).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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54 |Halla los puntos de derivada nula de la funcion y = cos 2x — 2 cos x.
y'=-sen 2x -2 -2 (=sen x) = —-2sen 2x + 2 sen x =

=-22sen x - cos x + 2sen x = 2sen x (—2cos x + 1)
Y'=0 — 2senx(-2cosx+1)=0

senx=0 — x=0+k T

1 x=—n+2nle; con ke 7
—2cosx+1=0 — COS.X'=?< 3

51
= —+2nk
*T3
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CUESTIONES TEORICAS

+h)-—
55 |Sabes que lim S+ ) = f(x)
h—>o0 h

=f'(x,).

A partir de esta expresion, justifica la validez de esta otra:
lim S(x) = f(xy)

X = X, x—xo

=f'(xy)

Llamando h = x — X, tenemos que:
e Si h — 0, entonces x — X,
e Ademas, x,+ h=x

Por tanto: f'(x,) = lim f—(xo M ACT = lim f—(x) RGO
h—=0 h xox, X=X

56 |Relaciona los siguientes limites con la derivada de las funciones que apare-
cen en ellos:

02+ 2)—-0(2)

a) lim 8 -8@ by tim L =S o) lim
x—>a xX—a h—-o0 h x—0 X
o tim EDZED g
b) lim S -fO £1(0)
h—0 h
o fim 92TV 0@ _ 40
x—0 X

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



UNIDAD F

s57 |Una funcion polinémica de tercer grado, scuantos puntos de derivada nula
puede tener?

¢Es posible que no tenga ninguno? ¢Es posible que solo tenga uno?

La derivada de una funcion polinémica de tercer grado es una funciéon polinémica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningin punto con derivada nula.
Por ejemplo:

x=1
. 4 =3x2_3 =
SO =x-3x — [fix)=3x*-3=0 < R } Dos puntos

f=x> = f(x=3x*>=<0 — x=0 — Un punto

S =x3+3x - fi(0)=3x*+3#0 paratodo x — Ninguno

58 |Justifica que una funcion polinémica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una funcién polinémica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

59 | ;Puede haber dos funciones que tengan la misma derivada?

Pon ejemplos de funciones cuya derivada sea f'(x) = 2x.

Si. Por ejemplo, si f'(x) = 2x, podemos considerar: f(x) = x* + k, siendo &k una
constante cualquiera.

60 |Demuestra que todas las derivadas de orden par de la funcion f(x) = sen 2x
se anulan en el origen de coordenadas.

ST = 2cos 2x
() = —dsen 2x = 2% - sen 2x
SM(x) = —8cos 2x = =23 - cos 2x

JNV(x) = 16sen 2x = 2% - sen 2x

En general, las derivadas de orden par son de la forma: f%(x) = k - sen 2x,
donde k es constante.

Por tanto, se anulan todas en x = 0, puesto que sen 0 = 0. Como [f(0) = 0,
tenemos que todas las derivadas de orden par de f(x) se anulan en el origen de
coordenadas.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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42

La funcion y = Vx?—4x, ;tiene algin punto de derivada nula?

¢Y la funcion y = V4x — x2?

y=\x?—4x — Dominio = (oo 0] U [4, +c0)

, 2x—4 x-=2

B 22 — 4x B Va2 — 4

=0 — x=2

Pero x = 2 no pertenece al dominio de definicion de la funcion. Por tanto, no
tiene ninglin punto de derivada nula.

Para la otra funcion:

y= Vdx —x2 = Dominio = [0, 4]

, 4-2x  2-x
y

B 2o — x2 B Vidx — x2

La derivada se anula en x = 2.

=0 — x=2 (81 pertenece al dominio)

Sean fy g dos funciones derivables en IR, tales que:
SJ0)=5; f1(0)=6; f(1)=3
g0)=1; g'(0)=4; g'(5) =2

Pruebaque fog y geof tienen la misma derivadaen x = 0.

Aplicamos la regla de la cadena:

(fo@'(0) =/(g®) - g(0) =/f(1) g(0)=3"4=12
(go N =g'(f(®) f(O)=g'(3 f(0)=2"6=12

PARA PROFUNDIZAR

Dada y = sen x, halla un punto en el intervalo

T
0, 2| en el que la tangente

sea paralela a la cuerda que pasa por (0, 0) y (%, 1).

La cuerda que pasa por (0, 0) y (%, 1) tiene pendiente: m =

L
/2

2
=

Tenemos que hallar un punto del intervalo (O, %) en el que la derivada de la

L . 2
funcion sea igual a =:
m

y'=cosx= 2
T

- x=0,88

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



64

s65

66

UNIDAD | 9
Prueba, utilizando la definicion de derivada, que la funcion:
SO =A-x)V1-x?
es derivableen x=1 ynoloesen x=-1.
f(1 +h-fOo —hV1 -1 +h)?
JAOE ————= [lim =
h— 0 h h—-0 h
= lim (N1T-A+h?)=0=/(D
h—0
D {f(l +h=(1-1-V1-Q+h)?
J =0
_ — (- _ —h2 -
e = JE1+ D) — /D @ i (2-h\2h-h*-0 _
h—0 h h—0 h
o 2h—h%) [(Z—h)_
B hhffo ((2 - h? ) - hhino @-hy h
= i — no existe f'(-=1)
){f( 1+h=1+1 +h)\/1—( 1+h2=2+h) V2h- h2
S =+ DA = (=12 =
SRX L2 six#0
S)=7 ¥

k si x=0
¢Hay algun valor de k para el cual f(x) sea continuaen x = 0?
Continuidad: Debe cumplirse que  lim f(x) = f(0).
x— 0

lzm f(x)— lim (m+2)=1+2=3
x—0 X

FO) = k
La funcion sera continua en x =0 si k= 3.
Halla la derivada n-ésima de las funciones siguientes:
1
a)y=e*™ b)y=; Ay=mhA+x)

a)y’= aeax; yu= az eax; ym= 615 eux; yn) = g edx

Lo demostramos por induccion: (para 7 = 1, 2, 3 se cumple).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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67

-1 2
b))y’ = =, "= L. " =
e T e T

Si y?- D =g"-1e% derivando obtenemos: y” =a - a1 e* = a” ™
como querfamos demostrar.

=6 w - D" nl
Y S

Lo demostramos por induccion: (para 7 = 1, 2, 3 se cumple).

_1yn-1 1)
Si pn-D = M, derivando obtenemos:

x?l

_1)rn-1. — 1 (=1) - —1) 49
w o D m-DIED-n _ D " como queriamos demostrar.

y

xn+1 xn+1
C)y/: 1 : y//: -1 : y/// - 2 L n) — (_1)7171 (n P— 1)'
L+x 1+ x)? 1 +x)3 1+ 20"

Lo probamos por induccion: (para n =1, 2, 3 se cumple).

n-1 _ CD""2 (n—2)

Siy , derivando, obtenemos:
A+x0n-1!
_1yn—-2., _ _ _ _1yn-—-1 _
= &1 (g +i)>!n( D1 _( 1)(1 X E:)a D! como querfamos
demostrar.

Considera la funcion:

x"sen(1/x) si x#0

0 si x=0

J(x) = {

siendo # un nimero natural.
a) Demuestra que f es derivable en x =0 para n=2.

b) Demuestra que f no es derivableen x =0 para n= 1.

- h? sen (1/h) — 1,0
D ) = lim LW ZSO e Wsen WM =0 ey e —)=0
h—0 h h—-0 h h—=o0 h
(*) Tenemos en cuenta que —1 < sen |—| < 1.
Por tanto, [ es derivable en x =0 para n = 2.
{ h) — h 1/h) - 1
by () = tim LOIW SOy hsen -0 o _)
h—o0 h h—0 h h—0 h

1
Este limite no existe (el valor de sen (— va oscilando entre -1 y 1).

h

Por tanto, f no es derivable en x =0 para n = 1.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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68 |Prueba que existe un punto de la curva:
SJ(x)=e*+arcigx
cuya tangente (en ese punto) es paralela a la recta y = 3x + 2.
@ Aplica el teorema de Bolzano a la funcion g(x) =f'(x) —3.
La pendiente de la recta y=3x+2 es m = 3.
Tenemos que probar que existe un punto de la curva f(x) tal que f'(x) = 3.

1
' = X 4 =3
S =e 1+ x2

Consideramos la funcion g(x) = f'(x) — 3; es decir:
1
1+x

glx) =e +

>3

g =-1<0
Tenemos que: {4 g(1) = e — % =0,22>0

g(x) es una funcién continua en [0, 1]

Aplicando el teorema de Bolzano, sabemos que existe un punto ¢ € (0, 1) tal
que g(c¢) =0. Esdecir, f'(c)—3=0; obien f'(¢) =3, como queriamos probar.

Pagina 279

69 | Comprueba en cada caso que f(x) verifica la ecuacion indicada:

x _ 1
a) f(x) = e~ sen x b)f(x) =In — T 1
L) =-2f(x)+2f(x)=0 xfi(x)+1=e/®
a) f1(x) = e¥sen x + e¥ cos x
(X)) = eXsenrX + e¥ cos x + e cos x — eXsemrx = 2e” cos x

S0 = 2f1(x) + 2f(x) = 2e¥ cos x — 2e™ sen x — 2e* cos x + 2e¥ sen x = 0
Por tanto: f"(x) — 2f"(x) + 2f(x) = 0
De otra forma:
f(x) =eYsenx+ e¥cosx=f(x)+ e~ cosx
S0 = f1(x) + e¥ cos x — e¥ sen x =
=f"(x) + e¥ cosx —eXsen x + e sen x — e~ sen x =
= f1(x) + (e¥ sen x + e™ cos x) — 2e~ sen x =
= /700 + 100 = 2f(x0) = 2f"(x) = 2f(x)
Por tanto: ["(x) — 2f"(x) + 2f(x) =0

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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s70

b f)=ml1-nx+1)=-nlx+1)

-1
x+1

/0 =

1
xflx) + 1= —X e A A S —eln(x”)=ef(x>

x+1 x+1 x+1_

Por tanto: xf'(x) + 1 = /™

Una persona camina, a la velocidad constante de 3 m/s, alejandose hori-
zontalmente en linea recta desde la base de un farol cuyo foco luminoso esta
a 10 m de altura.

Sabiendo que la persona mide 1,70 m, calcula:
a) La longitud de la sombra cuando la persona esta a 5 m de la base del farol.

b)La velocidad de crecimiento de la sombra a los ¢ segundos de comenzar
a caminar.

a)

10 m

1,70 m|

«—5m—> S

Sea s la longitud de la sombra. Por semejanza de tridngulos:

10 1
\ 1% — 10s=1,765+s) — 10s=85+17s —
S5+s s

— 83s=8,5 — s=1,024m
La sombra mide 1,024 metros.
b) El espacio recorrido a los ¢ segundos es 3.
Veamos como varia la sombra:

10 17 — 10s=51r+17s = 83s=51t — s >17
= — = S = = —
3t+5 S ) ) ) ) 8,3

Esta es la funcion que nos da la longitud de la sombra segin el tiempo trans
currido desde que se empieza a caminar.

La velocidad de crecimiento de la sombra serd la derivada de s respecto de :

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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71 |Un avion vuela horizontalmente a 6 km de altura. La ruta del avion pasa por
la vertical de un punto P y se sabe que, en el instante en que la distancia del
avion a P es 10 km, dicha distancia aumenta a razon de 6 km/minuto.

Halla la velocidad del avion, que supondremos constante.
Pasos:

a) Expresa d en funcion de x:

X

b) Obtén la expresion de la velocidad de alejamiento de P, d'(f), en fun-
cionde x yde x'(?).

c) Despeja x'(¢,) siendo ¢, el instante al que se refiere el enunciado y, por
tanto, para el que conocemos algunos datos numéricos. x'(z,) es la velo-
cidad del avion en ese instante y, por tanto, su velocidad constante.

v = constante

a) d="\x2+ 36
b) d () = N(x()? + 36

La velocidad es la derivada de d(1):

_ 2x(1) x'(1) _ x(@) - x'()
2Nx(0)? + 36 N(x(1))? + 36

!

=8
©) Como d=\lx2+36—>10=Vx2+36—>x2=64<x 8 ( o
X = — no vale

En t=1t, d()=10km, d'(t) =06km/min y x() =8 km

d' (N +36  6V8% + 36 _ 60

(1, 3 e 7,5 km/min

x'(1) =

El avién va a 7,5 km/min; es decir, a 450 km/h.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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AUTOEVALUACION

1. Halla la funcion derivada de las siguientes funciones:

a)y=QRx+2)Vx-1 b)y=ar‘ctg‘:+3 o)y = ln(In x)?
d)y=3‘\J2x‘1 ey=({gx)'—~* ) x2+y?—xy=0
1 X+
DY =2Vx-1+Qx+2) ———=2\x—1 + =
Y 2Nx — 1 Vx -1
_2(x—1)+x+1_ 3x—1
Vx — 1 Vo — 1
x+3 -6
by = x-3) _ (x — 3)? =6 -3
’ L [EEP Go3Peesp PORIS A0
x-3 (x - 3)?

¢) Aplicando las propiedades de los logaritmos:

. Dlnx) _ 1/x 2
In x Inx xlnx

y=m(nx*=2mnx) = y'=2

d) Expresando la raiz como potencia:

x—=1 x—1 x—1 In 2 x—1
y=§/2x—1=23 - y'=D 3 ).23 In 2= 3 .2 3
e) Aplicamos la derivacion logaritmica:

' D(ig x)
ny=~0-x) In —=—n (1 +(Q-x)——
ny=0-x n(gx) — B n (g x) + (1 -x) g x

' 1 +1g?
S g (1 —) —
y gx
A -0 +1g%x)
'=|-In (4 g )t —x =
-y n (1g x) + Py (g 2

=—(g)' =% In (g x) + (1 — 01 - 1g% x) (1g )™
f) Derivamos implicitamente:

xX2+92—xp=0 = 2x+2)—y—-xy'=0 = Qy—-x)'=
Y- 2x
2y —x

=y—-2x = )'=

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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1
2. Aplica la definicion de derivada para hallar f'(x) siendo f(x)=-—

x
F0 = %

o0 G e e

S0 = fim w = Jm xgz(fch;hk)ih - _jjc - ;_i

3. Dada la funcion f(x) = x| x|, definela por intervalos y halla:
a) f'(x) b)f""(x)
Representa f'(x) y f"(x).

—x? si x<0
f(x)=X|X|={ )
X

si x20
) G0 -2x si x<0
) [0 = 2x si x>0

Como f'(07) = f"(0") = 0, la funcién es derivable en x = 0.

-2 si x<0
b) f"(x) = {

2 si x>0
No existe f"(0), ya que f"(070) =-2#2=f"(0")

2t Jr S

1

4. Estudia la derivabilidad de la funciéon f(x) =1-— VS x2 y calcula f'(1).

)
0 = =
S e

/() es una funcion continua en R.

f(x) es derivable en IR — {0} (en x =0 no existe la derivada).

ey - =2
S 3

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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5. Estudia la continuidad y la derivabilidad de:

S(x) = {

x2+2x—-1 si x<1

x+1 si x>1

¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0? Represéntala graficamente.

Continuidad:
e En x#1: La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.
e En x=1:

lim f(x)= lim (x*+2x—-1)=2

x— 17 x—1 lim f(x) = fQ1).
x—1
lim f(x)= lim (x+1) =2 . -
x— 1" x> Por tanto, la funcion es continua en x = 1.
S =2

La funcion es continua en todo R.

Derivabilidad:

e Si x#1: La funcion es derivable. Ademas:

2x + 2 si x<1

1 si x>1

S0 = {

e En x=1:
) =40 =1
La funcion no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en IR — {1}.

Puntos en los que f'(x) = 0:

S =2x+2 si x<1

2x+2=0 — x=-1

S=1s x>1 = [f0)#0 si x>1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

Griafica de f(x):

Wi

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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6. Halla a y b para que f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
f(x)=qax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0<x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

e Si x#-1 y x#0: La funcién es continua, pues esta formada por polinomios.

e En x=-1:

lim fx)= lim Qx+a)=-2+a

x -1 x—-1 .
Para que sea continua, ha de ser
im fx)= lim (ax+b)=-a+b ( -2+a=-a+ b; esdecir: b=2a-2.
x— 1" x— -1
fED =—-a+b

e En x=0:
lim f(x) = lim (ax+b)=b
x— 0 x—0

P ¢ i he < b=2.
lim f(x) = lim (5%2 " 2) -2 ara que sea continua, ha de ser
x— 0" x—0

f(O) =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2 y b= 2.
Para estos valores, queda:
2x+2 st x<-1

fx) =7 2x+2 si -1<x<0; esdecir: f(x)={
3x2+2 si 0<x

2x + 2 si x<0

3x2+2 si x<0

Derivabilidad:
e Si x #0: Es derivable. Ademas:

2 si x<O0
6x si x>0

S0 = {

e En x=0:
1O =2#0"=0
La funcion no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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7. Observando la grifica de esta funcion f, estudia su derivabilidad. Halla si

existen f'(—4), f'(0), f'(3).
\ 2 \
N/ 2 \

e / es discontinua en x = 1. Por tanto, no es derivable en x = 1.

En x = -2 observamos que [f'(-27) #f'(=2"): tampoco es derivable.
Luego [ es derivable en R —{-2, 1}

e [(—4) =0 porque en ese punto la funcion es constante.
f(0) =0 porque en x =0 latangente es horizontal.

f'(3) =-1 porque -1 es la pendiente de la recta que pasa por (1, 2) y (3, 0):

2-0
m=——=-1

1-3

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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