Unidad 14 — Integrales indefinidas
PAGINA 339

cuestiones iniciales

1. Una funcién F es primitiva de otra f siempre y cuando la derivada de F
sea f, es decir:
Fesprimitvade f & F =f

Encuentra dos primitivas de cada una de las siguientes funciones:
a) f(x) = 2x o fix)=ex

b) f(x) = sen x d) fx) = —

X+2

2. Comprueba, en cada caso, que F es primitiva de f:
a) Fx)==In(1 —x)—arctgx + 7
X+ x

(1-x)(1+ x?)

b) F(x) = e x);en(Zx) - %cos(Zx) =B

f(x) = (2 - x) cos (2x)

f(x) =

SOLUCIONES
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1. La solucién es:

a) primitivas de f(x)=2xson:
Fxi=x*+7; Gix)=x -\>2

b) primitivas de f(x)= sen x son:
Fix) = —cos x + 1? Gix) = - cos x

c) primitivas de f(x)=e *son:

Fix)=—-e*+V5; Gixj=—-e*-3

d) primitivas de f(x):i son:
X+2

3
Fix)=3-In|x+2|- ?; Gxi=31In|x+2| +1
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2. La solucion en cada caso:

a) veamos que F'(x)=f(x)
Fixy==Ini{l —x)—arctgx+7

F(x) = -1 1 o 1 3
T lox 1+ 1-x 1+x*
2 \ 2
_ 1+X—I,1—::,I _ x.+x : — fx)
(T =x)(1T +x7) (1T =x1 + x7)

b) veamos que F'(x)=f(x).

(2 —x)- sen(2x) 1

Fix)= = — — cos(2x)—-V3
2 4
o =5en 2x cos(2x) - 12 = x)
Fix) = +2- -
2 2
1 , —sen 2x .
- [-2 seni2x)] = — (2 —X) - cosi2Xx) +

1 . , L.
+ - seni2x) =12 —x) - cosi2x) =1x)
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W Utiliza el método de induccidon para resolver las siguientes actividades:
111
1. Matrices. Sealamatriz A={1 1 1|.Demuestra que A= 3"-1. A
111

2. Multiplo de 5. Demostrar que n°—n es multiplo de 5 para cualquier valor de n.

n 2 2
. , - 2 nfn+1
3. Suma de cubos. Demuestra que para cualquier nimero natural n se verifica: 2 PP = Mn+ ¥ n ) :

i=1

SOLUCIONES

1. Siguiendo el método de induccidn y sabiendo que la igualdad es cierta para valores pequenos
de n, damos por supuesto que es cierta par aun valor cualquiera y demostramos que también lo
es para el siguiente.

e Para n=1 vemos que la igualdad es cierta pues A=3°-A
3 3 3

e Para n=2calculamos A°=|3 3 3|=3-A
3 3 3

e Suponemos que es cierta para n=p, es decir: A*=3"". A
e Hemos de ver que también es cierta para n=p+1, es decir hemos de probar que:
APTT=3F. A
Para ello calculamos esta matriz A**' = A’ - A = 3*":A-A= 3°' - 3 - A = 3° ‘A que es lo que
queriamos demostrar.

Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para p+1. Por tanto podemos afirmar que

es cierta Vne N.

2. Siguiendo el método de induccion y sabiendo que n° — n es miuiltiplo de 5 es cierto para valores
pequenos de n, damos por supuesto que es cierto para un valor cualquiera y demostramos que
también lo es para el siguiente.

e Paran=1 vemos que la igualdad es cierta pues 1°—1 = multiplo de 5
e Paran=2,2°-2=30=miltplo de 5

e Suponemos que es cierta para n = p, es decir:

p° — p = mltiplo de 5
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e Hemos de ver que también es cierta para n = p+1, es decir hemos de probar que:
(p+1)° = (p+1) = multiplo de 5

Para ello operamos y obtenemos:

(p+1)° = (p+1) =p°+5p* +10p° + 10p° + 5p + 1 —p—1=

(P°—p) + 5(p* +2p° + 2p® +p) = mltiplo de 5 + mltiplo de 5 = multiplo de 5

Y eso es lo que queriamos demostrar.

Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para p + 1. Por tanto podemos afirmar
que escierta VneN.

Siguiendo el método de induccion y sabiendo que la igualdad es cierta para valores pequerios
de n, damos por supuesto que es cierta para un valor cualquiera y demostramos que también lo
es para el siguiente.

, _ 1(1+1)°
e Paran=1laigualdad escierta 1=———

2% (2+1)°
e Paran=2laigualdad es cierta pues 1°+2° =¥
e Suponemos que es cierta para n = p, es decir:
P (p+1)

P+2°+3%+..+p°= 2

e Hemos de ver que también es cierta para n = p+1, es decir hemos de probar que:

(p+1)?(p+2)°

P42 43+, 4+ +(p+1) = 1

Para ello utilizando lo anterior obtenemos:

2

s_ P (p+1)
)_T

2

12 (p+2)°
P+2°+3% +..+p° +(p+1 +(p+1) =(p+1)° (%+p+1j=%

Esto es lo que queriamos demostrar.
Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para p + 1. Por tanto podemos afirmar
que escierta VneN
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Resuelve |as siguientes integrales por el método de integracion de integrales inmediatas:

1 2 iy B
a) !(2x1—4x+ 5)dx h) !(3x+7)dx f) 5(2\/;—;)611(
4_ 2
b) H%&”]dx i !@dx o) [2xt+ 37 - Sxa
0 jE—de p [2x28 g p) | 4 io o ax
X*+5 X +4x
2x (1+vx) 1-cos2x
d)! x K !—dx ) f
V32 +1 Jx 9 | 2x—sen2x
s onx
e ‘cos( )dx ) jax-a"‘dx r \ex dx
X
" 55 7o » e
3 i 1=Inx
Q) j—m dx n jsen 2x cos 2x dx 1) =+ dx _e

M 2. Resuelve |as siguientes integrales por el método de integracion por partes:

a) jx’ €os X dx e) jx’-lnxdx i) !x‘-e"dx
b) je’ €os 2x dx f) jzt-senxdx j) ]Inxdx

o) jarcsenxdx a) !arctg x dx k) i\/;-lnxdx
d) jxsenx-cosxdx h) jx3 In2 x dx 1) \ x\i;]rcsexr:x

B 3. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracion de funciones racionales:

e) ! . .
2 —=3x%+ 2%

)j X+ x f !—x +6x - ‘I ‘ 3x*+5x-7
U=x)0+x%) (x 1)1(x+1) | T R |
dx X +4x Xt 2x- 6
jx’+2x+‘| g)! x1+1dx k).{ Xx— 2

9x X
— e g L
!x’+5x’+8x+4 % » !(x—‘l)zdx ‘



SOLUCIONES
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1. Las integrales quedan:

3
a) .[(2x2 —4x+5)dx:2TX—2x2 +5x+C

4
b) .[)(3)(— ‘\/X+2dX: J'(XS _3x”2+§jdx=x4/4—2\/?2In|x|+0

X

3 3¢ 2 3
c) J‘Xz—fsdx=§ Ixz—j:5dx:§In|x2+5|+C

d) Jidxz 1 J.;_3f+1;'?-5x-d~c=

Vixz+ 1 3

=%“v"'3x2+ 1+C

e)j cos(ﬁjdx:Z j cos(ﬁj-l-dx=2 sen(ﬁ}LC
2 2) 2 2

0 d‘,j=1—f |-
4 4+ 7x° 4 fFANT N
1+ ( 5 ]
' V7
ot |
4 \"z-"_" i \,',-'_' X 12 )
1+ ( 5 )
1 L VTx -
= arc tg ( 5 ! ) +C
i
g) J‘ y 3 = dx =3 ' 2 dx =
V4 —x [ xV
V-5

=3 - arc sen (%) +C



h) I(3x+%]dx: J'(3x+ Xx2)dx= 3; -1/x+C

i) J, (1 -+ x7 dx:f(x+2+1—1]dx=

X

2

'T+2x+m|x|+C

i) dex=2_{2x+4 dx= 2In|x +4x|+C

X“+4x X2 +4
1+/x) 1 2
k) I( \/;) dXZQIm(H&)Z dx:§~(1+x/;)3+c
_[SX 3 dx== _[3* 2x—E £+C
2 In3

.[Ld =%arc tg(x*)+C

m [ o

17 1
n) _[sen32x-0032x-d= TJ (sen 2x)*- 2 - cos 2x dx = -

47—

(72 2 - )

=
!

5
5 _
0) { (2x% + 3 - Sxdx = - f‘ (2x* + 3/ -dx dx= 4

e A 1
p) I ax* V1 =X dx = % J (1-x%)7 - (=3x8 dx=

4 9 fq_ ¥ip -8
2VA-XF 5 s, o
3 3 K

4

8 Vx7 5in|x|+C

(23 + 37

3

(sen 2x)*

+ C

+ C
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a) J‘ﬂdxzifﬂdxz — In |2x —sen 2x| + C
2x —s5en2x 2 2x —5an 2x 2

nx
r J‘e cdx=e" 4+ C
X

1T 7 2 L
’ __dx—— 4-x7)2 - (-2x) dx=
Va4 - -2
1 (4-x3y"
BT VasXsc
2 1
2

) dexzjﬁd J‘ dx =
x Inx Inx X

=In|lnx|-Inx+C
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2. Las integrales quedan:

a) J.xz- cos xdx=1
U=x =du=2x-dx
dv=cosx-dx=v= senx}
I=J-x1-Cosx-dx=x2-senx—J-zx-senx- dx
Aplicamos de nuevo el método de integracion por partes:

u=2x=du=2- dx}
dv=senx-dx= v=—-cosx

I=x25enx—‘—2x COSX—J 2 - (—cos x) - dx

=x’-senx+2xcosx—2senx+ C

Por tanto:

Jxz-cosxdx=x2-senx+2x-cosx—2 senx+ C

b) Iex- cos2x-dx=1

U =cos2x = du= -2 sen 2x dx
dv=e"-dyx=v=2g

!:J‘e"-coszx-dx:ef‘-coszx —J‘—Beﬁsen:«lxdx:

=e"coszx+2J‘eﬁ-senzx-dx

Aplicamos de nuevo el método de integracion por partes:

U=s5en2x =du=2-cos2x- dx
dv=e6"-dy=v=g"

!:J‘e?‘-coszx+2 [ef‘seflzx—fz e"coszxdx]:
:e"cosz,\'+2e”59112x—4je”-coszxdw=>

=l=e"-cos2x+26e -sen2x -4 =

_ €'cos2x+2 e sen 2x
5

= | +C

u=arcsenx = du= — LN
V1 -

dv=dx=v=x

!=J‘arc sen x - dx = x-ar'csenx—j \_ sy =
V1 —x?



c) j arcsenx-dx=/

1
u=arcsenx = du= — dx
V1 -

dv=dx=v=x

X

I:jar'c sen x - dx = X -arc senx—f :
V1-x°

1 -1
=X - arc senx + - J‘ (1-x 7 (2x)dx =

=x-arcsenx +V1-x+C

X
d) Jx -senx-cosx-dx=I=JT-sen;]x-dx

1

X
U= — = du=— dx
2 2
—CO5 2%
dv=sen2x-dx=v= —""
3 _
e) _[x nx-dx=1/
1
u=Inx=du=— dx
X
x*
dv=xdx=v=—
4
4 4
I=J‘<3 h]‘('d‘(z—h]‘{—f—d\'z
X
4 4
X X
= —Ihx-—+C
4 16

f) .f2"- senx-dx=1

u=2"=du=2%In2 -dx]
dv=senx-dy= v=—osx

cdx =

!=J‘2"-senx-dx=—2"-Cosx+J‘2"-!nz-cosx-dx
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Aplicando de nuevo este método, obtenemos:

u=2"=du=2"-In2- dx
dv=cosx-dx= v=senx

!=J—2’-cosx+

+in2 [2’ - sen x —fz" -In2-senx- dx] =-2"-cosx +

+2%In2-senx-iln2y J 2. sen x - dx=

=/l=-2cosx+2"-In2-senx-(In2¢-|=

-2 -cosx+2"-In2-senx
== e +C
1 +(In2)

) I arctg x-dx=/

u=arctg x= du= 1 ! 5 dx
- X

dv=dx=v=x

X
l= c't,d‘=,'c'r,— d=
J'HCg\'\' X-arcigx J1+¥2 X

2

X-arct x—]f X dx =
Xrarcig 2 1T+

x-a:‘crgx—%lnh + x|+ C
3 2 _
h) jx In® x-dx=1
u= I x = du=2Inx- - d

X

x*
dv=xdx=v= -

4 4
I=J‘x3 -!nzx-dxzilnzx—J‘i-z .'nx-idch
+4 4 X

A
=h—.’nzx—1—Jx3-lnx-dw
4 2
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Aplicando este método a la dltima integral, obtenemos:

u=Inx= dL.r:l dx
X

dv=x dx= v= ;

4
;=£;I]2X—1—|:£;I]X—J'L-1—'dX:|:
4 2 4 4 X

4

X, x* x*

=— Inx——Inx+ —+C
4 8 32

i) Ixz-ex-dx:/

u=x" = du=2x- dx]
dv=cosx-dx= v=senx
1=fx2 -e"-dwz,'(z-e"—J‘zx-d"-dw:.

Aplicamos de nuevo el método de integracién por partes:
u=2x=du=2 dx]
dv=edi=v=¢"

!=J‘xl-d"-dx=x2 g*'_[zxe*'_fz e"'dx]:
=x - _2xc" 4+ 28+ C=

(,wz-e*'-d,wz,\fz-e"—2xe"+29"+ C

i) jlnx-dx:/

:
u=Inx=du=—dx
X

dv=dx=v=x

[=J‘!nx-d.‘c:x-!nx—J‘x-L-dx:x-!nx-xzb
X

::.J‘!n X-dv=xnx-x+C
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K) j&-lnx-dx:/

u=Ihx= du:i dx
X

2V
dv=Vx-dy=v=

—_—

AT
I=J‘V'§-Inxdx= 2Vx

2 1
h]x—f—,\'? dx =
3

—

?\13

!n\——\\ +C
9

N J~x arcsenx ., _,
J1-x2
u=arcsenx = du= _1_ dx
V1-x
dv=_ X _dy=v= Vi-wx
V1-x

| = J‘ X ArCSen X gy = —\1 - x* - arc sen x -
V11— x

A2 —
% dy=-V1-x.arcsenx+x+C
- x
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3. Las integrales quedan:

dx =

TX fox =2 I
a) ’ dx=’ dx +
lox=2 o ox=2 lox=2

=x+2In|x-2|+C

2
X"+ X
b) I—zdx
(1=x)(1+x°)
Descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples:
x4 x A .\ Bx + C
(1—x)1 +x% 1-x 1T+x
¥+ x A+ +Bx+ O = x)
(1 —x)(1 +x% (1 =x)1 + )
* x=1=2A=2=A=1
* ¥x=0=A+C=0=C=-]
* x=-1=2A-2B+2C=0=B=0
La integral pedida vale:
2
J_ H_er —dx = 1—dx+f - dy =
(1= x)(1 + x7) 1—x 1+
=—In|1-x|-arctgx+C
[ 1 1 1
C)J,—dx:[—Jd\c:— +C
X+ 2x + 1 x+1r X+ 1
. 9x .
dx:—BJ dx +
9 J X 4+5x 4+ 8x+4 X+ 1
1 1
+9J‘ d,\'+18.,.—.,d,\'=
X+ 2 X+ 25
18
=—9in|x+1|+9In|x+2|- +C
X+ 2

14
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e) _[ dx
x2—3x*+2x

Descomponemos la fraccién integrando en suma de fracciones simples:

1 A B C
X

—_— + +
X(x—=1)x-=2) x—1 x -2

1
X(x—=1)x-=2)

Ax=1)x=2)+B-x-(x=2)+C -xix=1)

X(x=1)x=2)

x=1=-B=1=B=-1

X=O=¢‘2A=] ﬂA:

e x=2=2C=1=C=

o= 1| =

La integral pedida vale:
S R
X' -3x"+2x 2 X x-1

1 1 1
+_—J‘—dx=_—!r1|x|-!n|x-1|+
2 X-2 2

Vxix=2)
x—1

+%!n|x-2|+C=!n +C

&

15
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—Xx*+6x—1 "
(x=1)%-(x+1)

Descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples:

—x* +Bx—1 A B C
- = — + +
x-=17 -ix+1) x—-1r ix—=T1) X+ 1

—x* +Bx—1

x—17-(x+ 1)

Ax+1)+Bix=T)ix+ 1)+ Cix =1y
Xx=17(x+1)

e x=|=2A=4=A=2

X=-1=4C=-8=C=-2

e x=0=2A-_B+C=-1=8=1

La integral pedida vale:

7 : — 7
f X te'\ 1 d«\'=J‘. — dx+f 1 dx +
x=1r-ix+1) x-=1) x—=1
-2 2
+J dx =— +In|x=1|-2In|x+1]+C=
X+ 1 x—1
-2 { —
Ry ol 1, +C
X —1 x4+ 1)

3 y 2
9 J‘x+4x dx:J‘xdx+%J‘ X dx:%+

x4 1 X+l

Inix*+1)+C

I‘\-.'l|w

X gx=t 12X gx=
h) jwdx_zj(x_”zdx

_ 1 J‘E,\‘—2+2 dx = 1 J‘Z_.’il,\’—H dy +

2 x=17 2

1
x =1

+J“ 1 —dx=In|x-1]|-
x-1

16
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: X x(x?=1)+x
L e e

. 2
:J‘xdx+J‘ 2'\ dx:L+1—In|x2—1|+C
X =1 2 2

n J‘ 3x?+5x-7
xX—2.x*+x-2

Descomponemos la fraccion dada en suma de fracciones simples:

3X* +5x -7 A +Bx+C
X=2)(x*+1) x-=2 X+ 1

I +5x—7 AN+ 1)+ (Bx+ Olx-2)
x=2)(x*+1) (x=2)(x*+1)

e x=2=5A=15=A=3
e x=0=>A-2C=-7=C=5
e x=1=2A-B-C=1=B=0

La integral pedida vale:

J‘ 3Ix' +5x-7 d J

? _ = dx+J‘ . dx =
(x=2)(x"+1) 1

X -

=3In|x-2|+5-arctgx+C

= ",\*’d\'— (xdx+3 "dx—[

X -1

3 2
—2" 1 dv=2> X |
3

2

+3x—-In|x-1|-2In|x+2|+C

X - o
=J xdx — 1—J N o= il Inix*+1)+C
xX°+ 1 2 2
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B 4. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracion de cambio de variable con el cambio que se indica en

cada caso:

) lﬁ;xudx er=1] d) iJ%dx [Vx=1=t]
b) i x+1‘/.;dx [Jx:r] e) }cos*‘x dx [tax=t]

9 EJA’:XZ e d-xt=f] f ]'3::9{7’,1,( =1

M 5. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de cambio de variable:
s 3'
a) jm-m d) ! 2 iy a) wdx
t+e" ‘ X
it o2 __ h
J2x-3 41 (x+5x +1 ¢ X+2

E dx sen3x . i\,’,}zgdx
- X

fi | —dx
2
X n*x \’/1+3c053x

b)

B 6. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién mas conveniente:

3 i { 1
a) | ———dx i} \x®- arcsen x dx p) | —dx
i1+\/x+1 S i\}1+4x—x2
b) | ser? xd : arcsenx f 3x 4
) Is x dx i 4@ fx ql ! P fx
[InxT dx [ x+inx
2 [ X o K x[lnx—1] " !de
dx In (nx) x*-8
d) | —— 1) !—dx s dx
)E(x+l)\)x2+2x X ' ¥ —ax
e jsen (I x) - dx m) 56er dx t j ln[x+s/1+x2]dx
cos’ x
f) iﬁdx ) xin - 1) de u {5"]’ X ok
T+ x* | T
=2 4x* 2+ %% -3
n| —=|d) fi o —
g)ix "[1+x]x )ix‘—lx ] 1+ x%) .
f) jsen‘ 5x - cos 5x dx o) ‘ COS‘SX ax w) j v6 —5x% dx
sen'5x
¥x—

B 7. Halla la primitiva de la funcién f(x) = cuya grafica pase por el punto (2, 2).

18



SOLUCIONES
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4. Las integrales son:

e” 1
— % dx=
) J.ezx+ex+2 It2+t+2

! 7 i
e
IR G 5]

_ 7;-"? [ 1 2 g
14 ét+ 1—_)h V7
V7 V7 /
= 7 arc tg [\;7/: e+ 1—:)+ C

o) [— dx=jL2tdt=2j$dt=

P+t

x+/x

=2In|t+11+C=2In|Vx+1]|+C

f X
) Vae

2¢

b

4

:2][r6+3f‘+3f+1]dr:

J|r.:

b

+2Vx -1+C

dx:—fdr = t+C=-V4-x+C

6t i,
+T+2t3+2t+ C=

Vx =17 + % Wx =17 +2(Vx =17 +

19



1 1 1
e) f d,\'=[ . dx =
cos® x cos X Cos X
=J. (1+tg x) - dx = [ (1+¢)dt=
cos® X J
=t+—+C=tgx+ tg;,\' +C

X ?73 X ('
f-"f3+‘_ dX:!‘3l,1+9";

: — dx = [ 3 dx =
1+9" 1+ 9 )

= 1 fdr: ! t+ C= ! Y+ C
in3 In3 in3

5. Las integrales son:

) jx,/x—1 dx Hacemos el cambio de variables:

x—1=t'=dx=2tdt

(,\'- Vx 1 dx = (u:_r2 +1)-t-2tdt=

, 2¢ 2¢ ~
[uzzr" +2t%) dt = - 3 + C

Deshaciendo el cambio t=,/x—1, obtenemos:

Vix=1)° 2 Vix-1)°
+
5 3

+ C

f xVx-1dx=

IW

Hacemos el cambio de variable: 2x—3=t = dx=tdt.

2

V2x -3 [t [
—a’:! tdt=’ dt =
V2x -3 + 1 X t+ 1 Jot+ 1

_ ’ (t+ 1)t -1)+1

: a’t=[(r—1)dt+

+’ | dt=L—t+/n|t+1|+C
Iot+1 2

£ EDITEX
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Deshaciendo el cambio: t = V2x — 3, obtenemos:

J‘szi____?’dx= X3 -V2x-3 +
V2x -3 +1 2
+In NV2x -3+ 1]+ C
-1
c J. dX2 :j(lnx)’z.l.dX:M:—1/|nX+C
x-In“ x X -1

— X

d) j:e_x dx=—Int+e "

+C

También se puede hacer mediante el cambio de variable: 1+ e * =t.

ax
e) [—————= hacemos el cambio: x+1=1*=dx=2tdt
)I(x+5),/x+1
" dx _l‘ 2t dt _( 2 4o
x+5Vx+1 ) w4t ) Fea T

( 12 dt= ( _ 12 dt=arctg(%.)+C=

1+ (27

x+1 :
=arc tg : + Ctras deshacer el cambio con
t=Vx+1
[ sen 3x [ .
f) ;d}(: ’ I1 + 3 cos 3\'] i
I V143 cos3x

1 7 1
-sen 3x - dx = Y ] (1 +3 cos 3x) 5 -

1 (1 +3 cos 3x)*"
(=9 sen 3x) dyx =- — L , L =
9 2/3

_\j‘"H + 3 cos 3x)? _
. + C

También se puede hacer mediante el cambio de variable: 1+3 cos2x =1°.

£ EDITEX
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dx=

9) .[3—“1+X|nxdx:— I(1+|n x)"3.

1
X

P ’.4‘.‘3
- m = 3 \3:"(_1 +Inx*+C
4/3 4

También se puede hacer con el cambio de variable:
T+hx=t

h) ﬂdx
X+2

Hacemos el cambio: x = £ = dx = 2t dt

/X t 28
J v dx:f,i-zr-dmf,zidt:
X+ 2 4+ 2 t+ 2

t+ 2 242
1 _ 1
-4 . dt =2t-2 dt =
tr+ 2 e
1+ —
2

al deshacer el cambio con t = Vx.

Hacemos el cambio x* + 1 = = dx =

2

C et L

tdt

X
rZ
:fﬁf":

:J%drzj%dujﬁdr:

=r+J‘ 12 dr+J‘ —1111' dr=r+%m|r—1|—

t—1 t+

—

-1

t+ 1

—;—In [t+ 1|+ C=t+In

+C=Va2+ 1+

£ EDITEX
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6. Las integrales quedan:

3
a) | ——=adx
)j1+ X+1

£ EDITEX

La resolveremos por el método de cambio de variable haciendo: x+1=1*= dx=2tdt

2 =2
ST+t | t+ 1

2
=3 fzdr—3 ( ~ __di=6t-6In|t+1]=
) Jot+1

=6Vx+1-6|Vx+T+1|+C

b) jsen3x-dx: Isenx-senx2~dx:
= , sen x (1 — cos® x) dx = , sen x dx —
- ’ (cos x)* - sen x - dx = —cos X + ’ (cos x)* (~sen x) dx =

{ 3
(cos x
) +C

=—COS X +

5 6
c) IM dx= _[(In x)° -l-dx: (In ) +C
X X 6

d) j ax hacemos esta integral por el método de cambio de variable, haciendo:

(x+1) \/xz +2x
X+ 2x=t=dx= tat

X+ 1
" dx 3 { 1 o otdt
x+DVe+2x J x+Dt x4+

= ’ - ’ -

x+1)7 ¥4+ 2x+ 1

= ’ - dt=arctgt=arctg Vx* + 2x+ C
o+



e) [sen(in x)dx=/

Esta integral la resolvemos por el método de integracién por partes.

Esta integral la resolvemos por el método de integracion
por partes.

. . . 1
u=senilnx) = du=cos(lnx - — - dx
X

dv=dx= v=x

/= f sen (In x) dx = x - sen (ln x) -

. ] . . ,
—fx -cos (In x) - - dx = x - sen (In x) -Jcos (In x)
dx

Volvemos a aplicar este método a la dltima integral:

. . , 1
u=cosilnx) = du=-senilnx - — - dx
X

dv=dyx=v=x
I=x-senilnx)—|x-cos(lnx)— | =x seniln x) - - dx|=
=x-sen (Inx)—x cosilnx) - f sen (Inx) dx =

=Jl=xsen(lnx)—xcos(lnx)—1=2l=xsenilnx) -

x seniin x) — x cos (In x)

—xcosiinx)=I= . 4+ C=
x sen (In x) — x cos (In x|
= f sen (in x) dx = v X 5 nx +C
f) 6x° —!c 6\*3 J X B
J‘ T+x* de= J‘ 1+ x4 o=
6 43 1 2x

N — | —————
4 1+ x* 2 1+ (x3°

3
2

In|1+x%| - 1_ arc tg (X% + C

F

£ EDITEX

24



£ EDITEX

1-x
) jx-ln(ﬁjdx:/

Hacemos esta integral por medio del método de integracién por partes:

u=1In ( 1

- £ T ',u'? —,"’2
="_m[ ! '\)—,\'—[ 122 d,\'—[ ! dy +
2 L1+ x ) Jox=1 Dox+1
+—!n[' - .)—x—Linlx—1|+1—m|x+1|+C
T+ x ) 2 2

(*) en esta integral hemos aplicado el método de integracion de funciones racionales,

descomponiendo la fraccién

> en suma de fracciones simples:

X —1
1 1/2 -1/2
= +
x—T1ix+1) X =1 X+ 1

25



h) .[sen“ 5x-cos5x- dx:% j(sen 5x) ' -5.cos5x-dx=

1 (sen5x)~ -1
— frd - 3 +
5 -3 15 (sen 5x)

i) J'x2-arcsenx-dx=l

La resolvemos por el método de integracion por partes:

1
u=arcsenx = du= dx
V1—x?

3

dv=xXdx=v= ‘(T

) ,‘(3 ) 1 ,\(3
I=J‘x2-a:c sen x - dy = arc sen x — —f . dx
3 37—

Esta dltima integral la resolvemos por cambio de varia-
—t dt
X

f X d\f—fi-‘d‘f_e-dr—
'\.-'1 —x2 o t X ) -

3 1 e
=J‘(t2—1_'!dt=t——t=—h1 X
3 3

bles, haciendo 1 —x* = = dx =

V1=

Por tanto, la integral pedida vale:

3
X

f ¥ -arcsen - dv= — - arcsen x—
X

1 -I — x2)p f—— X
_ V= V1 —x*|= — arcsen x -
3 3 ’

Vil —x3 Vi1-x2
- +

+ C
9 3
. . [ 2
) J‘ AIESEN X gy = J‘i_ar'c sen x) - _1_ dy= A€ SEN N
V1-x V1= x? 2

+ C

£ EDITEX
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k) I ox =_[1/X'dX=In|Inx—1|+C
x(In x—1) In x—1
) j—'”(l)r(‘x) dx=1
I = hlt xdt= fnr-dt

Hacemos esta integral por el método de cambio de variable, haciendo: In x=f= dx=x-dt

u:!nr:du:% dt

dv=dt=v=t
’.!nt-drzt-!nt— ’.r- 17 cdt=t-Int-t=

© Iniln x)
= /= ’ _
X

cdv=Inx-[Inilnx)]=Inx+C

senx 1 1 1
m =— |Zzdt=—+C= +C
)I cos? x J. t? t CoS X

Hemos realizado el cambio de variable cos x=t

n) [x:In(x*—1)-dx=/
Esta mtegral la resolvemos por el método de integracion por partes:

u=hx¥-1=du= dx

2
y

X
dv=xdx= v= —

2 . 3

!=’x-!nli_x2—1_:~ dy=— In(d—1)- ,'\ dx =
J 2 Joxt =1
=ih]|\ —1'—’wdt=ifﬂl\ -1 -

2 J x =1 2
—’\d\——’ d\_i[”n‘ ]:._i_
J \—1 2 2

—]—I:J|x2—1|+C
>
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_ 4x° 1 1
)] jx4)i1dx:IX_1 dx—J'X+1dx+

+2J‘ 1 ~dx=In|x-1|-In|x+1|+2arctgx+C.

£ EDITEX

—1

+ X
1 son 5x17
0) I‘ &45"{ dx= — I‘ (sen 5x™ - 5 - cos 5x-dx _ | sensx)
sent 5x 5

5 -3

T
=— dx = —arc sen ( = __’\ ) +C

AU

" J‘W;—Md‘{:J‘H ax + 1 J‘E oy =
X

= +C
15 (sen 5x)°
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x4-8 4x2 -8
S)J‘ X3 — 4x dx:J‘[x+ X3 — 4x ]dx:
1 1
=J‘xdx+2J‘—dx+J‘ d¥+J
X X -2 X+ 2

X2
=7+2!n [x| +In|x=2|+In|x+2| +C

dx =

1) .[In(x+w/1+x2)dx=1

Hacemos esta integral por el método de integracion por partes:

u=Inx+V1+x) =du=— 1 - dx
V1 + x2
dv=dx=v=x

/= f In(x+V1+x)-dx=x-In(x+ \;ﬁ?! -

- J : X dx=x-Inix+V1+x)-V1+x2+C
V1+ a2

dx =

’W—x“ "'H— 'V1—

J |1 - ‘(4] F3 \-44’(3’ dX— /—J # dX=
20V - e

- arcsen(x’) =

V) [ a-3x+2 —-3x + 1
e R L

3
=x-— In(x*+ 1) +arctgx + C

“

£ EDITEX
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w) HG—SXE dx

Esta integral la resolvemos por el método de integracién por cambio de variable, haciendo:

X = \"B-ienr — dx = \’6-£ost - dt
V5 V5

—— 6sentt V-
f\-"6—5x2-dw=J [6-5.0%0m L Norcost g
J v 5 \Vs

dt= — -t +

1 + cos 2t 3
— V_

V5 x
— sen 2t= - arc sen — +
Vo

e -
3._ c2-sent-cost= i_ - arc sen 5,_‘\
2V5 V5 Vo

S
Vs

1_(5 \’5 X )

7. Calculamos las primitivas de f(x):

Resolvemos esta integral por el método de la integracién de cambio de variable, haciendo:

X2 —1=t*=dx= tdt

fz 1 2
"\-x—]_dle‘i_rdr=[ ,t dt =
) X lox J

2 2
:"t-:-1—1 di = r2+1 dt—( ,1 di =
+1 ot +1 J t+1

=t—arctgt=Vx—1-arcigV-1+C

Todas las primitivas de fix) son las funciones:

Fixy= Va2 —1—-arc tgVxi-1+C
La primitiva buscada que pase por el punto (2, 2)

cumple:

- - = T
2=V3-—arctigV3+C=C=2-V3 + —

(5]

Luego la primitiva buscada es:

—_—

Fix =V —1-arcigVe—1+(2-V3+ ;)
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PAGINA 360

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

H 3

W10

mil.

W12

| REB

4

M 15

Hi6

H17.

M 18

19

Caleula:
er
a) 5x5 e dy b) I —ax
2+e
. Resuelve: icos3 X - sen? x dx.
Calcula las siguientes integrales indefinidas:
h= ie”coslxdx h= ]xe—’dx = jx‘senxdx

Resuelve |a siguiente integral indefinida:
44 S X —x
T B adn—12
Calcula:
is ] );—”dx 6
x=x
Resuelve |as siguientes integrales indefinidas:
ol x-1 Ml ] 5x+8
'_ix’+2x+3 1T [ 2¥ e x-3
Resuelve §—4" S
1+16*
1+Inx
Calcula | ——————dx.
—— K xn? x —Inx)
Calcula la primitiva de la funcion f(x) = [In x]* que se anuleen x=&.
Calcula, integrando por partes, las siguientes integrales. Comprueba el resultado por derivacién.
I.=§x-sen(lnx)dx I;=§x-ln(x2+1)dx l3=5x2-ln(2x+1)dx
Halla f(x) si sabemos que f(0) = 1; f(0) = 2y f"(x) = 3x.

Calcula una funcién real f: & — 2 que cumple las condiciones siguientes:
f0)=5, f'0)=1, flO)=0 y f"X)=x+1
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SOLUCIONES

8. Las integrales quedan:

a) Haciendo el cambio de variable x° =t obtenemos:

'[x3-ex2 dx = % I t-e'dt resolviendo esta integral por partes obtenemos:

Jx3-exzdx=l ft‘-efdt‘zlex2 (x*-1)+C
2 2

b) Haciendo el cambio de variable €* =t obtenemos:

2

dt=t-2In2+t)=e -2In(2+e")+C
2+t

e t 2+t
12+ex dx = -[2+tdt:-[2+t

dt— |

9. La solucién queda:

sen’x sen’x
5

+C

fcos3 x-sen®x-dx = fcos x(1-sen’x)-sen’xdx = I(senzx —sen’x)-cos x-ax =
10. Todas las integrales pueden calcularse utilizando integracion por partes. Obtenemos:

— 1 )
I =Je3"‘ cos2x dv= — ¥ sen2x—

-

I e sen 2x dx =

r-_ml w

I‘J
-
+

e sen 2x — 5 L
| 2

Iql—t
h.al.u

Jne Cos 2x d\]

+
Iglw

9

h

2
93 San"\-F_I—_%Q Lokj\d\-f-c

—
o

b= J xe™ dx =—xe™ + J etdx=—xe"-e"+C

L

= J X senx dx =—x* cos x + 2 l X cos x dx =

—X" cos X +2xsen x -2 J sen x dx =

X cosx+2xsenx +2 cos x+ C
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11. La solucioén es:

3y -
I:J/¥d\{:-’|:x_4+
X+ 4x-12

=J‘xdx—4J.dx+ J 27X~ 48

27x — 48
X+ 4x—12

-

J‘xd‘f—4jldx+ iJ 1 dx +
4 X

dx =
¥+ dx—12
105J 1 dx—
x -2 4 X+ b6
In|x+6|+C

2
X 3 105
— —d4x+ — In|x=-2|+
2 4

12. La integral es:

X+1 Lo X+
j ——adx Descomponemos la fraccion ———
X =X X =
x+ 1 A B
= — o+ =
Xix—1) X x—1
X+ 1 -1 2
_— = — +
Xix=1) X x—1
, - -5
J'\JA dx:J—]dx+l —— dx =
X —x X x—1

=—Inx+2Inx-1]+C

£ EDITEX

en suma de fracciones simples:
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13.La

solucion en cada caso es:

I1=J7d Jidx—
X+ 2x+3 X+ 2x+3

X +2x+3 X +2x+3
1 1
’*J‘ ~ dv=—In|x*+2x+3| -
x4+ 17 +2 2
1
I v
V2 2d\'=
: (X-L])
V2
+ 1

;—.’n|x2+2x+3|—\f"2_-arrrg(x—p-—)+C

. V2

5x + 8 13/5 1/5
lzZJ‘—d\(:J‘ —_
2 +x-3 x—1 2x + 3

2
S 1 dx — 1 J T dx=

5 x—=1 10 ) 2x+3

13

=—1n |x—1|—1—ln|7!c+3|+C
5 10

14. Quedan:
J 4 4+ 516" J 516"
1+ 16" 1+1x 1+16"
4" 16"
= ——  _dx+5| ——— _ dx=
J1+c4"}2 o J1+15" :
6 - In 16

]dx:

-arctg (47) +

1 5
in4 nie

1 In 4 s 5 J‘
in4 | 1 +(4% nle 1+ 16"

“In |1 +16" + C

dx =

£ EDITEX

34



15. Haciendo f=Inx, dt:% la integral queda:
X

J .1j+!n:< d,\':J 12+tdt=
xin® x—=1Inx) -t

=”_i+ 2 ]dr;jld”zj' L
t t—1 t t—1

=—In|t|+2In|t-1|+C= —In|lnx| +

+2Inlinx-1|+C.

16. [(Inx)* dx=/
u=inx?=du=2ilnx- 1. dx
X

dv=dx=v=x

/= J (Inx dx=x-(Inx" - J 2 Inx-dx

2

u=2Inx=du=— dx
P

dv=cdx = v=x

/= J (nxFdx=x-1(nx?*- [2,\' Inx-— J 2 dx} =

=x(Inx?-2xInx+2x+C

Todas las primitivas de f(x) = (In x)? son las funciones de la forma:

Fixi=x(InxP=2xInx+2x+C

Lo que se anula para x=e verificara: 0=e-2e+2e+C=C=-¢

La primitiva buscada es:

Fix)=x(nx'-2xInx+2x-e

£ EDITEX
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17. Las integrales quedan del siguiente modo:
| = jx- sen(In x) dx

o
u=sen(inx) = du=cos(inx) - — - dx
X

o ¥

dv=xdy=v=

M|

F4

2
_ X L
I = j x-sen (In x) dx = ——sen In x) -

X
—j —- " cos (In x) dx

F

£ EDITEX

Esta ultima integral la resolvemos por el mismo método de integracion por partes:

, 1
u=cos(lnx)= du=-senilnx) - — - dx
X

X

,\.'2
d\‘"‘ = — d\.’ = V= —
2 4

2
X
I = fx - sen (ln x) dx = - sen (Inx) —

X o X o
—|— cosiinx)i— | — —senilnx) dx|=
4 4

X X 1
=h=_""sen(lnx) - — cosilnx— — [
2 4 3

5 X ' L
— h=—sen(inx)— — cos (In x) =
4 2 4

4 [ x°
==— [— senifn x)— — cos iin x_]} + C
5 2 4

2x° sen (In x)

I = f x - sen (ln x) dx = :

2 ’ A
X cos (In x)
- " 4+ C
5
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Vamos a comprobar el resultado, para ello veremos que la derivada del segundo miembro es

igual a la funcién del primer miembro:

5 5

2x* - sen (in x| x* - cos(in x|
D[ in x) Inx) -

4x - sen (In x) + 2x°* - cos (In x) - —

= 5 -

2x - cos (In x) = x* sen (In x) - —

- 5 =

dx-seninx +2x-cosiinx)—2x-cos(in x)+ x-saniln x

5

5x - senilnx) , .
= — =x-senilnx)

. E

Inix + 1J—J

I, = J\ Inix*+1)dx =

X
2

Inix* +'|J—J‘,\'d,\'+ 1 J 2X dx =

2

|
=
| =,

x* 1
Inix*+1) - —+—Inx*+1)+C
2 2

F4

-
Skt

Hallamos la derivada de la funcién:

D iln(’xz+1)—£+ifn[x2+1)+(f =
2 2 2

fo 2 \ X X fo 2 \
=xInix +1)+ — — X+ — =xInix +1)
X+ X + 1
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I, = [x"‘!n[;Zx+1)dx=%x3m(2x+1)—

1 2x° 1

——{ al dx=— X" In(2x+ 1) -
3 ) 2x+ 1 3

_L{ SRV N U B PPV
3 ) 2 4 4 2x+1

=lx3ln(2x+1)—i [Xza’x+l {xdx—
3 3 . 6 |

- de+1— 2 dx =
12 . 24 ) 2x+1
=Lx3ln(2x+1)—1—x3+1_x3_L X+
3 9 12 12

+ 1— n2x+1)+C
24

Hallamos la derivada de la funcién anterior:

2 'S
D(l3)=len(zx+1j+? - 2

X+

1
2x+ 1 3

1 1 1 1

—_— — =xIn2x+1)
6 12 12 2x+ 1

18. La solucioén es:

2

i i 3
Sirx)=3x=rx) = +C

[ SN =)

Como f'(0) =2 = C =2, por tanto:

2

]

fix) = +2=1filx)= x+ D

+

ra|"“-w

'

Comofi0i=1= D=1, luego la funcién f{x) buscada es:

3

-

)= — +2x+1
4 3 2
19. La funcién buscada es: f(x):X—+X—+X—+5x
24 6 2
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