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TEMA 1

1.- MATRICES
1.1.- MATRIZ.
1.- Definiciones

Una matriz es un conjunto de nimeros ordenado en forma de tabla de doble entrada, de la
siguiente forma. Se designan con letras mayUsculas A, B,.. Z.

émll a12 e alng
A :g e e = (&), 1712, m, j=12,.n
§8m Amp - Am g

Término es cada uno de los nimeros de la tabla.

Fila es el conjunto de términos con igual subindicei.

Columna es € conjunto de términos con igual subindicej.

Dimension de lamatriz es el producto del nimero de filas por el de columnas (m x n).
Orden de una matriz cuadrada es €l nimero de términos de unafila o columna.

2.- Igualdad de matrices

Dos matrices son iguales si 1os son todos y cada uno de sus términos, es decir si tiene la misma
dimension y los términos que ocupan €l mismo lugar son iguales.

3.- Tiposde matrices

Matriz fila es la que Unicamente tiene unafila
@ o1

Matriz columna es la que Unicamente tiene una columna.
g0
&5

Matriz cuadrada, A, eslaquetieneigua nimero de filas que de columnas. El conjunto de
términos en que coinciden el nimero de filay de columnaforman la diagonal principal.
el 2 30
A:g4 1 2:
&1 2 55

Matriz traspuesta, A', eslaque se obtiene cambiando filas por columnas.

@l 2 30 2l 4 -19
A=¢4 1 2op A'=¢2 1 2%
&1 2 55 §3 2 55

Matriz simétrica es toda matriz cuadrada que cumple A' = A.
& 2 30
@ 1 2:
&3 2 1,
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Matriz antisimétrica es toda matriz cuadrada que cumple A' = -A.

20 2 39
&2 0 2
&3 -2 04

Matriz nula es aquella cuyos términos son nul os.
a® 0 00
¢ 0 o:
S0 0 0y

Matriz diagonal es aquella matriz cuadrada cuyos términos distintos de la diagonal
principal son nulos. Matriz escalar es una matriz diagonal cuyos términos no nulos son
coincidentes.

@4 0 09 @ 0 0o
0 2 o: 0 2 o:
%0 0 3y &0 0 25

Matriz unidad es la matriz escalar cuyos términos no nulos son la unidad.
a 0 00
0 1 0%
S0 0 14

Matriz triangular:
Es la matriz cuadrada en que todos los términos situados por encima o por debajo de la
diagonal principal son nulos. Puede ser triangular superior otriangular inferior:

@ -1 25 el 0 09

o 1 1% ¢3 1 o:
0 0 1y &2 1 15
EJEMPLOS

1.- Averigua si son iguales las siguientes matrices

a?-42  4+12+9%

¢ , #5+4)(5-4) 520

=C -, B=¢ :

¢ 6 @D+ g -2 2.1y

3 a
Resolucion:

. . 29 250
Son iguales ya que desarrollando las operaciones A=B = oy
-2 30

2.- Averigua si las siguientes matrices son matriz fila, matriz columna o
matriz cuadrada.

Ao & 200

A=g2i, B=(1 2 3),C=ga3 -15, D:aez10 22
S35 €10 305 2
@ 6 200 . Ao

E=c2 13 -1;,F:g2%,c3:(1 10 1 0) H=co:
§3 10 305 2 &35
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Resolucion:
Son matrices fila B y G, matrices columna Ay H y matrices cuadradas D y E.

3.- Averigua cudles de las siguientes matrices son pares de matrices
traspuestas.

o &b 200
A=gI B=( 2 3),c=ds -1z,
&3 &0 305

4 016 & 0 16
E=¢ 1 0.,F=¢l 0 0:

&1 0 15 &1 0 15

_ 6 13 109
_gzo -1 304

Resolucion:
Son matrices traspuestas los pares Ay B, Cy D.

4.- De las siguientes matrices enuncia cuéles son simétricas y cuales no.
a 0 16 &l 0 -10
¢ = ¢ T .8 20 @ 19
A=¢l 1 0:,B=¢0 1 0+,C= =, D= oy
- - 1y 2 1y
&1 0 1y &1 0 1y

Resolucion:
Son matrices simétricas B y C y no son matrices simétricas A y D.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Averiguasi son iguales las siguientes matrices

2_ 2 7+90 #5+2)(5-2) 420
A= 2 . B=¢ N
§ -1 B-1B+)py & -2+l R.14

Solucién: Son iguales

2.- Averigua cuales de las siguientes matrices son pares de matrices traspuestas.

106 20 1 @ 0 1

A—gi 19 =2 3 100 . ooOD ooO
- ¢ T PT80 1 303 a 91 N
€10 30y Q0 1y €1 0 15

Solucion: Son matrices traspuestas el par Ay B, CyD.

3.- Delas siguientes matrices enuncia cuales son smétricas y cuales no.
a 0 10 &l O 10

A= go 0 0:,B= go 1 0+,C= g
&1 0 1y &1 0 1,

Solucion: No son matrices simétricas By C.
Son matrices simétricas Ay D.

10 aé 2%
15

4.- Averiguala dimension de las siguientes matrices:

d 6 200 XY
=2 13 -1.,B= g =1 10 1 0) D=¢o:
€3 10 305 &35

Solucién: dim(A) = 3x2, dim(B) = 2x1, dim(C) = 1x4, dim(C) = 3x1

ALGEBRA



1.2.- OPERACIONES CON MATRICES
1.- Suma de dos matrices

Suma de dos matrices, A + B, A = (aj) y B = (I;) de la misma dimension es otra matriz S=
(sp), delamismadimension de los sumandos y cuyo término genérico es s; =g; +bj;

Propledades
Conmutativa: A+B = B+A
Asocigtiva A+(B+C)=(A+B)+C
Existencia de elemento neutro: A + 0= 0 +A
Existencia de elemento simétrico: A + (-A) = (-A) +A =0

2.- Producto de una matriz por un nimero

Producto de unamatriz A = (a;) por un nimero real k es otramatriz kA de la misma dimension
que laprimeray tal que su elemento genérico es ka;.

3.- Producto de dos matrices

Producto de dos matrices, A.B, A = (a;) (de dimensién mxn) y B = (b;) (de dimension nxp) es
otra matriz P =(p;) de dimension mxj. tal que cada elemento de la matriz producto se obtiene
multiplicando lafilai de la primeramatriz por lafilaj de la segunda.

Propledades
Asocigtiva A.(B.C)=(A.B).C
Digtributivaa A.(B+C)=A.B+ A.C
Existencia de matrices unidad: Amyn.ln = ImAman = Amxn
Existencia de elemento simétrico: A + (-A) =(-A) +A =0
No Conmutativa: A.B* B+A
Divisoresdel cero: A.B=0conA* 0yB* 0
No Simplificativaa A.C=B.C1>A =B

4.- Potenciadeunamatriz

Potencia de una matriz cuadrada de orden n A = (a;) es otramatriz A%= (pyj) de orden n tal que
cada elemento de la matriz potencia se obtiene multiplicando lafilai por lacolumnaj de A.

Es posible que seainteresante hallar |a potencia genérica de unamatriz A". Parademostrar que el
resultado es correcto utilizamos €l método de induccién:

Efectuamos una conjetura sobre A".

Comprobamos que se cumple laley paralosvaloresn=2o0on=3.

Suponemos que se cumple para A" y comprobamos que se cumple para n+1:

EJEMPLOS
1.- Dadas las matrices
&2 -1 3 56 a@ 0 O 30
A= go 1 2-1yB (;2-2 51—
g3 0 -2 12, g3 2 -1 12,
halla 3A + 2B.
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Resolucion:
@ -3 915 @ 0 065 @6 -3 9219
3A+2B=C0 3 6 -3+ +C4 -4 10 2:=¢4 -1 16 -1+
gg 0 -6 3 ga 4-223@15 4 -8 b5

2.- Efectla el producto

@l 2 30 -30

§4 1 2084 1%

&1 2 5;% 55
Resolucioén:

El producto es la matriz:

el 2 3 & -30 =6 200
g = (; - (; -
¢4 1 2:.¢1 1+=¢I3 -1
$125; & 55 &0 305

3.- Si Ay B son dos matrices cuadradas y del mismo orden, )es cierta en
general la relacién (A + B)2 = A% +2AB + B*? Justifica la respuesta.

Resolucion:
Si Ay B son dos matrices cuadradas del mismo orden se verifica:

(A + B)? = A +AB +BA+ B?

como en general el producto de matrices no verifica la propiedad conmutativa,
normalmente no ocurre que:

AB1 BA

luego la igualdad (A + B)> = A% +2AB + B? en general no es cierta.

. a& bo .
4.- Dada la matriz A = g z con b ! O, determina los valores de x ey
c dg

& 00
paralos que la matriz B = é 1j verifica larelacion AB = BA.
y lg
Resolucion:
Hallemos los productos:

5 ax 00 aex+ bo
A.B:Eal b T=¢ o :
c dg &y 1y &oex+dy dg

& 00 ga by _ & & bx &

BATE D& o Syrc byrd

Igualando ambos tenemos:

a@x+by b & ax bx 6
¢ T= éay T
gcx+dy dg +c by+dg

gue igualando término a término queda:
I ax+by=ax

I b=bx

: cx+dy =ay+c

f d=by+d
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Como b 1 0 de la primera y segunda ecuacion obtenemos:
by=0pP y=0

b= bxpbP x=1

y el resto de ecuaciones se convierten en identidades.

5.- Considera la matriz

Ao @ 100
01 15

CalculaS=A'A.
Resolucion:

@ 09 Lo @ 10
S=AA= ¢l 1% & 0_¢1 2 1+

1 15
0 1 5 0 1 13

6.- Sea M el conjunto de todas las matrices de la forma
8e2>< 0 00

M=¢0 1 x~
< N
< 00 11-2'

obtenidas al variar x en el conjunto de los nimeros reales.
a) Prueba que al multiplicar dos matrices de M, el resultado es otra matriz
del mismo conjunto.

b) Determina, caso de existir, un valor xI §al que
M(2).M(x) = M(4).

Resolucion:
a) Sean A y B dos matrices pertenecientes al conjunto M:

geza 0 OQ gezb 0 OQ
A:gO 1 aj,B:gO 1 b:
80 0 15 80 0 15

Su producto es:

85323 0 Oggez 0 09 8e232b 0 00 geza*b 0 00
AB= 80 1 a:gO 1 bj:g 01 a+b::g 0 1 atb™
001200 17 ¢ 00 12 & 00 15

gue efectivamente pertenece a M.

b) Si existe un valor x tal que M(2).M(x) = M(4), se cumpliré:
gezz 0 O(‘jgezx 0 O('j gez“ 0 09

90 12‘80 1xf—go 147
8001 80015 80015

es decir:
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2+x (0

00

MOOO@

05

1=+

2

¢

gt 0 00
0 1 2+4x3=C0 147

80015

E igualando valores obtenemos:
2+x=4b x=4-2=2

Es decir, para x = 2 se cumple la expresién anterior.

7.- Calcula la potencia enésima de la matriz

aplicando el método de induccién.

Vamos a hallar las potencias sucesivas:

@ 2 09
A=¢0 1 2%
§001g
Resolucioén:
a 2

, &
A°=¢c0 1
gOO
a 2

s ¢
A"=c¢c0 1
gOO
a 2

. &
A"=c0 1
gOO

05

2—

15
0%

2—

L
09

2+,

15

22!
¢

co
o
al
¢

co
%o
al

¢
c0
%o

2

1
0
4
1
0
6
1
0

06 & 4 49
2:=¢0 1 4+
5 & oo 1
4 & 6 126
4=C0 1 6

5 % o0 15
126 @ 8 240
6:=C0 1 8
s o i

Parece evidente que podemos suponer que la matriz es de la forma:
gé. 2n 2n(n-1)¢

2n~

A"= 60
¢
80

ya que:

%

a) los valores de los elementos a;1,a,1,82,,831,a32,a33 NO varian.

b) los valores de los elementos aj;,a,3 son 2, 4, 6, 8, 10 y responden a la
sucesion a, = 2n

c) los valores de los elementos a;3 son 0, 4, 12, 24, 40 que se pueden
poner de la forma 2(1.0), 2(2.1), 2(3.2), 2(4.3), 2(5.4), es decir a, =2n.(n-1).

Demostremos que el resultado es correcto utilizando el método de

induccion:

a) Hemos visto que se cumple la ley de formacion de la potencia, para los

valoresn=2,n=3yn=4.

b) Supongamos que se cumple para A" y veamos que se cumple para n+1:

ALGEBRA

gé. 2n 2n(n-1)9 gg_ 2 00 gé. 2n+2 2n.(n-1)+4n9
A" =A"x A = G0

¢
&0

1
0

2n*.c0 1 2+= 0 1 2n+ 2%
o1 0 o 1

11



gue operando y sacando factor comin quedara de la forma:
gé. 2(n+1) 2(n+1).nd

A" = go 1 2n+1)7
%0 0 15
tal y como queriamos demostrar.

8.- Halla A" siendo

gé 1 19
A=¢0 1 O—
go 1 04
Resolucion:
Hallamos las potencias sucesivas:
gé.llggé.llg 8@.319
A’=AA =¢0 1 0+.¢0 1 0+=¢0 1 0+
0 1 058 1 0} go 1 0
a1l vad 3 10 o 5 16
3 5 (; - (; - (; -
A"=AA" =¢0 1 Of.gO 1 0+=¢0 1 Oj
€ 1 oggo 1 0 go 1 0

Parece evidente que podemos suponer que la matriz es de la forma:

8@ 2n-1 15
A"=¢c0 1 0+
go 1 0y

ya que los valores de todos los elementos salvo a;, permanecen tal cual y

los valores del elemento a;; son 1, 3, 5, 7 nUmeros impares que responden
a la sucesion a, = 2n-1.

Demostremos por induccion que el resultado es correcto:
- Se cumple para un valor determinado, por ejemplo para 3:

gé. 2.(3-1) 19 gg_ 5 16
A’ = 0 1 07=¢0 1 0%
g0 1 0 go 1 0

- Supongamos que se cumple para A" y demostrémoslo para n+1:
g 2n-1 190ad 1 19 & 2n-1+2 1§

n+1 n Q : Q B Q
A" =A"xA=¢0 1 0+.¢0 1 0+=¢0 10+
go 1058 105 & 1 0p
gue operando y sacando factor comin quedara de la forma:
ad 2n+l 1o
n+l Q B
A" =¢c0 10+
go 1 0y

tal y como queriamos demostrar.
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EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Sean

gel 0 16
2 16 -
A=E 28 g_d0 125 c=(3 1)
0 0 2g I
gl 2 0

Comprueba la siguiente igual dad:
ABc‘-5a§§:§@$

29 é0g
2.- Dadas las matrices

g 03 =1 1 @ 14
A=¢2 -1 2+ B=¢-2 -3-C=¢3 0 -1+

gz 2 1%, €0 4; & 1 5%
Cacula3A+ 2C, AB.

Solucion:
887 2 17¢ 8e1 13¢
3A+2C=¢l2 -3 4+ AB=C 4 13+
§14 4 135 g-z 05

3.- CaculaA%-3A- |, siendo
A_@ 36  _od 00
a3 Pl
gl 1 go 1¢
® 006

Og

Solucion: A%-3A-l =

4.- Halla todas las matrices que satisfacen la ecuacion
0 19A_a@ 0 1%
20 & 0 25
Solucioén:
b co -
& 2 "ab,c R

a) Hallalamatriz 3A'A - 2|
b) Resuelve laigualdad matricial

05

AX :gﬁ :
0 1o

Solucion:

2800 390 e 4 -10

) .0 E:

39 13p -10 3p

6.- Calcula por induccion la potencia enésima de la matriz

16

A=
0 ag
Solucién:
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€0 g

An_ @n nan-lt'j

7.- Calcula por induccion la potencia enésima de la matriz
FEOSX -Sen X0
A= =

X  COSX@

Solucion:
aeos(nx) - sen(nx)o
A= € B

&sen(nx)  cos(nX)

8.- Calcula por induccidn la potencia enésima de la matriz

8@ 1 09
A=¢0 a 1%
go 0 aj
Solucién:
2 n r_lan 1 n(n-l) an-lg
C 2 +
n_ © -
A=¢0 g na"t+
(; -
¢co 0 a"*
& P
9.- Calculala potencia enésima de la matriz
gé_ l/a 1/ag
A=¢0 1 O~
go 0 1
Solucién:
gé_ nfa n/ag
A'=c¢cO0 1 0+
go 0 1

10.- )Es conmutativo € producto de matrices? Si la respuesta es afirmativa demuéstralo, s es
negativa pon un g emplo que lo ponga de manifiesto. )Qué matrices conmutan con la matriz A?
24
A :Ed 2
0 1g
Solucién: El producto no es conmutativo. Las matrices son de la forma
b
x=g 2
0 ag

06
11.- Dadalamatriz A = Ed 2 encuentraunamatriz X de orden 2 tal que A+X = AX+XA
0

1o

. 00
Solucion: X = Ei‘ 2
1o

06
12.- Dadalamatriz A :Ea 2 )qué relacién deben guardar las constantes ay b para que se
1 bg

verifique laigualdad A% = A?
Solucion: a=0,b=16a=1,b=0.
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1.3.- RANGO DE UNA MATRIZ

1.- Definicion.

Dos filas 0 columnas no nulos de una matriz son linealmente independientes cuando sus
términos no son proporcionales. En general una fila o columna es linealmente independiente si

no esigual alasumade otras filas o columnas previamente multiplicadas por ciertos niUmeros.

Rango de una matriz A, €s el nimero de filas o columnas linealmente independientes. Si el
rango de A esr <m existen m-r filas combinacion lineal de las anteriores.

Decimos que dos matrices son equivalentes cuando tiene el mismo rango.

2.- Célculo mediante e método de Gauss.

Para calcular el rango por € método de Gauss trasformaremos la matriz en una equivalente de
formatriangular.

Son vélidas |as siguientes transformaciones:
Permutar dos filas o columnas
Multiplicar o dividir unafila o columna por un nimero
Sumar a unafilao columnalacombinacion lineal de otras

Si después de efectuar las transformaciones pertinentes, un fila esté formadas Unicamente por

ceros serd linealmente dependiente de las otras. El rango de la matriz viene dada por € ndmero
de filas cuyos elementos no son todos nulos.

EJEMPLOS

1.- Halla el rango de la matriz A usando el método de Gauss
B 7 4 -1

A=¢2 11 -6 17+
§5 -1 24 -37

Resolucion:
Cambiamos la 12 y 42 columnas.

@-1 7 4 3
¢17 11 -6 2+
§-37 -1 24 55

Sumamos la 12 filax 17 ala 22y la 12 fila x( -37) ala 3%
gal 7 4 30

¢O0 130 62 53+

g 0 -260 -124 -106

Finalmente sumamos la 22 fila x 2 a la 32 fila.

gal 7 4 30

¢0 130 62 53+

g 0 0 0 0

Al ser la dltima fila nula, el rango es 2, ya que sélo hay dos filas independientes

ALGEBRA 15



2.- Halla el rango de la matriz A usando el método de Gauss
& 0 -1 2 30

¢

2 -1 0 1 3+
A= :

¢3 -1 -1 3 6+

& -2 -1 4 9p
Resolucién:

Restamos a la 32 fila la suma de la 12 y 22 fila.
Restamos de la 42 fila la suma de la 22 y 32 fila.
8e‘l_ 0 -1 2 3b

¢2 -1 0 1 3+
© 0 00 o

& 0 0 0 0p

Restamos a la 22 filala 12 x 2
gel 0 -1 2 3%
¢ -1 2 -3 -3+
0 00 0 o:

& 0 0 0 0p
Al ser las dos Ultimas filas nulas, el rango es 2.

y 1 06
3.- Calculaay b para que el rango de la matriz A = Eﬁ 2 sea l.
a 4 bg
Resolucion:
Cambiamos la 12 y 22 columnas:
& 2 00
a bg

Restamos a la 22 fila el producto de la 12 fila por 4.
& 2 00
a8 by
para que el rango sea 1 ha de ocurrir que la 22 fila sea nula, es decir que:
ia-8=0pP a=8
ih=0

el af
4.- Calculaay b paraque el rango de lamatrizA = ¢ 2 3+seal.
&1 05

Resolucion:

Sumamos a la 22 fila el producto de la 12 fila por 2 y a la 32 fila la 12 fila.
el ao

(; -

¢0 3+2a+

g 0 at bg

para que el rango sea 1 ha de ocurrir que la 22 y 32 fila sean nulas:

ALGEBRA
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3+2a=0b a:-g

a+b=0p b:-a:g

Es decir la solucién es:
a= -§ , b :§ i
2 2

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Calculael rango de la matriz:
el 4 -19

A=l 3 2+,
€2 2 o

Solucién: rg(A) = 3

1 06
2.- Caculaay b paraque el rango delamatriz A = g 02 sea

2 bg
Solucién: a=2,b= 0.

3.- Calcula el rango de la matriz:
& 3 -1

A=c2 -1 5+,
€1 10 -85

Solucién: rg(A) =2

4.- Calcula el rango de lamatriz:
gé, -1 0 36
2 1 1 3+
A:g 3+.
¢cO 1 3 1+
& 0 1 67
Solucién: rg(A) =3

5.- Calcula el rango de la matriz:
8e1 0 2 1 -19
0 2 -1 1 2+
O
11 3 2 0=
€0 8 7 9 47
Solucién: rg(A) =3
6.- Calcula el rango de lamatriz:
®l 2 3 4 50
¢c6 7 8 9 10+
A= (o3 =.
c¢ll 12 13 14 15+

&6 17 18 19 209
Solucién: rg(A) = 2
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1.4.- INVERSA DE UNA MATRIZ
1.- Definicion.

Matriz inversa A™ de una matriz cuadrada dada, A, es aquella que a multiplicar por A, tanto
por la derecha como por laizquierda da como resultado la matriz unidad del mismo orden:
Al A = A.A™= 1. Unamatriz cuadrada tendrd inversa cuando el rango coincida con € orden.

2.- Calculo por el método de Gauss.

Se afade a la derecha de la matriz A la matriz identidad del mismo orden |, formando la
matriz (A| I).

Podremos realizar las siguientes transformaciones:
- Permutar dos filas

- Multiplicar o dividir lafila por un nimero

- Sumar aunafilalacombinacion lineal de otras

Cuando se obtenga en laizquierda la matriz identidad, es decir se forme la matriz (I | A'l)
aladerecha quedara la matriz inversa buscada.

EJEMPLOS

1.- Calcula la matriz inversa de la matriz
a 2 00
Ao 1 1+
€1 0 25
por el método de Gauss si fuera posible y comprueba que A A* =1

Resolucion:
Utilizamos la matriz ampliada, que debemos convertir en la matriz unidad en su
parte izquierda.

@ 20[10 0
01 1/0 1 0+
&1 0 2(0 0 1y

Restamos a la 32 fila la 12 fila.
@d 2 0|1 0 08
0 1 1|0 1 o0:
&0 -2 2|-1 0 1y

Sumamos a la 32 fila la 22 fila multiplicada por 2.
@ 2 0[1 0 08
1 1[0 1 0:
&0 0 4|-1 2 14

Dividimos a la 32 fila por 4.
@& 20/ 1 0 09
0110 1 o=
S0 0 1|-V4 24 V4
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Restamos a la 22 fila la 32 fila.
@A 20/ 1 0 05
0 10| U4 24 -u4s
S0 0 1|-U4 24 Vb

Restamos a la 12 fila la 22 fila por 2.
@ 0 0|24 -44 249

© 10|vs 24 -14:
S0 0 1|-14 214 4y

Y la matriz inversa puede expresarse como:

882 -4 2
A'lzigl 2 -1+
4 +

g-l 2 1

Pudiendo comprobarse facilmente que:
d 2 06 & -4 20 & 0 00
4 ¢ T 1€ T ¢ -
AAT=¢0 1 1+.—-¢1 2 -1¥=¢0 1 0-.

§102§4g-1 2 15 %0 o0 1

2.- Averigua para qué valores de a la matriz A no tiene inversa. Calcula la
matriz inversa de A para a =1 si ello fuera posible.

géaog
A=¢0 1 1+
glolg

Resolucion:
- Utilizaremos el método de triangulacién de Gauss para averiguar los
valores que anularian la dltima fila. Intercambiamos 12 y 32 filas:

gel 0 1%
¢o 1 1+
gl a OE

Sumamos a la 3@filala 12 x(-1)

8e1 0 1
¢o0 1 1°
go a -13

Intercambiamos la 28 y 32 columna.

@&l 1 00

o 1 1+

0 -1 a5

Sumamos a la 32 fila la 22, queda:

2l 1 06

¢o 1 1+

€0 0 a+i3

La tercera fila serianulasia+1=0pb a=-1.
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Es posible para a = 1. Calculamos la inversa por el método de Gauss
utilizando la matriz ampliada obtenida afiadiendo la matriz unidad en su
parte derecha y que debemos convertir en otra matriz con la matriz unidad
es su parte izquierda..

@ 10/100
01 1/0 1 0+
& 0 1|0 0 1y

Para ello restamos a la 3?2 filala 12 fila y
d 1 011 0 08
¢ 1 1|0 1 o:
&0 -1 1|-1 0 1

Sumamos a la 32 fila la 22 fila.
@ 1 0|l1 0 08
110 1 0%
0 0 2|-1 1 1

Dividimos a la 32 fila por 2.
a 101 0 09
0110 1 0%
0 0 1|-v2 12 12

Restamos a la 22 fila la 32 fila.
@4 101 0 05
1 0|w2 v2 -u2s
80 0 1|-12 U2 U2y

Restamos a la 12 fila la 22 fila.
@ 0 0|12 -12 126
1 0|u2 u2 -u2
S0 0 1|-12 12 12y

La matriz inversa puede expresarse como:

el -1 10

4 16 N
A= —(; 1 1 1

g 1 1 12,

3.- HaIIa una matriz B sabiendo que su primera fila es (1 0) y que verifica.
06 1 2 2

AB= g g siendo A = Ee O

0 lo 21 O;a

)Es B lainversa de A?

Resolucion:
Como A es una matriz de orden 2x3 y A.B es de orden 2x2, B ha de ser de
orden 3x2, y como su primera fila es (1 0) ha de ser de la forma:

a 00

(; 0
B=c¢a bf

e d
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cumpliendo la condicién:

a 00
20 ¢ ;! Oo @l+2at2c 2b+2do _ & 00

ofa'gc i "8 50§ 2ea b5 0 15

Igualando término a término obtenemos el sistema:
i -1+2at2c=1
| 2+a=0
L 2b+2d=0
{ b=1
Con solucionesa=-2,b=1,c=3,d=-1 luego:
el 00
(; -
B=¢-2 1-
§s 15

Que no puede ser la inversa de A, puesto que A no es una matriz cuadrada y
por lo tanto no es invertible.

4.- Una matriz cuadrada es ortogonal cuando su inversa coincide con su
transpuesta. Calcula ay b para que sea ortogonal la matriz

&3

— a O =
85
_¢p 3 O -
¢ 5 F
o O 1 -
9 —-—
e 2

Resolucion:

Si en la matriz coinciden la traspuesta y la inversa ha de ocurrir que A.'A = I
g5 a 0pa5 b 09 PYUB+a® 3/5b-3/5a 09 1 0 0¢
g b -3/5 Oé.ga -3/5 0+=G¢3/5b-3/5a 9/25+h? 0——(;0 1 O—

§o o 15%0 o 15 & o o 13 &0 o 1
Igualando término a término tendremos:
9 piipater 218 ot
25 25 25 5
i+b2:1bb 1-i_§ b:"f
25 25 25 5

Como las otras dos ecuaciones son la misma y quedan:

Eb-ga:OD b-a=0P a=b
5 5
4 4
y las soluciones son: a = 5 b:g y a=-—,b=-—

5.- Sea A una matriz cuadrada que verifica la relacién A%-3A+2I=0 (donde |
es la matriz identidad del mismo orden que A y O representa la matriz
cero). Prueba que A tiene inversay calculala.

ALGEBRA

21



Resolucion:
La relacion A? -3A +2| = 0 quedara como A’ -3A = -2| y multiplicando

1
escalarmente por S :
Stazrsa)=10)
. , 1
gue puede expresarse, obteniendo factor comuan, y tomando B :E(-A +31):

%(—A+3I).A =Ip BA=I[1]

Ademas, obteniendo factor comun A por la derecha en la expresion (*):

1
ZAGA+3l) =1
SA )

utilizando la propiedad conmutativa de los escalares por las matrices y

tomando como B :%(-A +3I):

61 0
Ag (A+3Ng=1Y AB=1[2]
e u

Por [1] y [2] obtenemos que B es la inversa de A, luego existe la inversa de
ésta siendo su valor:

A'lzé(-A +3l)

EJERCICIOS PROPUESTOS

24
1.- Calculapor € método de reduccion lainversa de lamatriz A = Eé g

3 79
e’ -20

Solucion: A = T
-3 1o

=

2.- Calcula por € método de reduccion o de Gauss, la inversa de la matriz A =¢-

DE0 O -OY
O

comprueba el resultado multiplicandolo por la matriz dada.
gel 0 09

Solucion: A*=¢2 2 -3+
g-l -1 25

A
¢
3.- Calcula por & método de reduccién o de Gauss, la inversa de la matriz A =¢0

%o

comprueba el resultado multiplicandolo por la matriz dada.
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gé. -2 4%
Solucion: A*=¢0 12 -2+

& o 13
& 2 09
4.- Calcula por € método de reduccion o de Gauss, lainversadelamatrizA = ¢4 1 2+
gz 0 1
Solucién:
el -2 46
1_¢ N
At=¢0 1 -2¢
g-z 4 -74
gé. 2 -19
5.- Calcula por €l método de GausslainversadelamatrizA=¢3 1 &=
gz 0 1y
el -2 50
oa 16 N
Solucién: A :Eg 1 3 -9%
g-z 4 -55
a8 3 30

¢
6.- Calculapor € método de GausslainversadelamatrizA =¢l 4 3+

8{37 -3 30
Solucion: A*=¢-1 1 0+
g-l 0 1

7.- Averigua para qué valores del parametro a la matriz no tiene inversa. Calcula la matriz

el 0 -19
inversadeA=¢ 1 a 3+ paraa=2si elloesposible.
§4 1 -aj
8e7 -129
Solucic’)n:Notieneinversaparaa:-2-\/§,a:-2+\/§.A‘1:1—14(;14 6 2+
§-7 1 -25
& 2 -1
8.- AveriguaparaquévaloresdealamatrizA =¢0 a 3+ no tieneinversa. Calculala matriz
§4 1 ay
inversaparaa=2 s esposibley comprueba que & producto de ambas es la matriz identidad.
Solucién:
Tieneinversa cualquiera que sea el valor dea. S a= 2:
gel -5 80
Al=1 ¢l2 6 -3+
33 T
g-B 7 25
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1.6.- EJERCICIOSDEL TEMA

1.- De las siguientes matrices enuncia cuales son diagonales, escalares y unidad
aelOOb 8e1006 ae3000

¢
A(;OlO—B ¢co0 2 OC(;O30—
go 0 12, go 0 132, go 0 32,
Solucién: A esunidad, C es escalar, B es diagonal

. : 1 06
2.- Consideralamatriz A = Ed 2 CaculaS=A'A.
0 1 1o

gé. 1 06
Solucion: ALA= ¢l 2 1+

0 1 15

10 o 00

3.- Dadas las matrices A = g I = <. Comprueba que (A+1)? = A%+2A+l
1 0p

Ol;a

b¢
4.- Dadalamatriz A = g 9conb1 0, determinalos valores de x ey paralos que la matriz
c dg

& 06 .,

B= é 1ver|f|calarela&:|0n AB = BA.
y 1g

Solucion: x=1,y= 0.

1 0¢
5.- Dadalamatriz A = g 9 , resuelve laigualdad matricial AX = g O
5 25 0 1@

®e 4 - 10
Solucién: X = g
10 3@

o 54

6.- Dadas las matrices A = g gyB gﬁ Oreallzalassgwentesoperaaoneﬁ
0 1o

a) 5A, b) A - Bc)AxB

10¢ 1 -3¢ 13¢
Solucién: a) g O , b) & O Eg O
0 58 -1 2;a 1 1@

7.- Encuentra todas | as matrices simétricas de orden 2 que verifiquen A% = |

& [ 20
Slucion: A= ¢ & -Vl-ats
& 1- a° a g
8e3 0 86
8-Sea A=¢ 3 -1 6—. Comprueba que (A+1)? =0, siendo | la matriz identidad y O la
g 2 0 52,

matriz nula. Recordando que (A+1)?=0, expresa A? y A™* como combinacion lineal de A el.
Solucién: A? =-2A-1, A = -A-2l

9.- Dada la matriz A = gﬁ g halla los valores de ay b para que se verifique la ecuacién
2 -1g

A%+aA+bl =, donde | es lamatriz identidad.

Solucién: a=-1,b=-12
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10.- Dadalamatriz A = g —determlnaotramatrlthal queA +B=A.B
1 2g

-16
Solucién: B = g O
1 3@

11.- Determinalos valores de a, b y ¢ para que se verifique laigualdad
o bo &l ao S Oo

ga c;a gb c;a gO 5@
Soluciones; a=-2,b=2;c=1,a=-2,b=-2;c= -1,
a=2,b=2,c=-1,a= 2,b=-2,¢c=1

12.- Hallaa, b ¢ y de para que se verifique laigualdad:

aabo 2 b coe a btco

3 =
gc d;a g2c+a Zdﬂgd 2 4
Solucién: a=1,b=2,c=3,d=4

10
9 verifique A? = 2A.

13.- Encuentranimeros ay b de formaque lamatriz A = Ed =
a bg

Solucién: a=1,b=1

0O¢
14.- Dadalamatriz A = g O
1 Ota

a) Hallalamatriz B tal que A.B :g 2
30

b) )Hay alguna matriz C tal que C.A :Eég?
30

Solucién: a) a= 1, b= 3. b) No ya que C.A tiene dos columnas

@5 -4 20
15.- Dada lamatriz A =¢ 2 -1 1%comprueba que A% = 2A-1, usando la férmula anterior,
€2 4 -1
caculaA”.
e 17 -16 80
Solucion: A'=¢ 8 -7 4+
€167 16 -75

16.- Demuestra que para una matriz cuadrada A cualquieralas matrices AA", A'A y A+A
son matrices simétricas.

17.- SeaA = Ed =, hallaunamatriz B tal que AB = A+, siendo | lamatriz identidad

1/2
Solucién: B = g O
0 3/2@

16
18.- Dadalamatriz A = gl —obtenlasmatrlcethalesqueAB =B.A. Determina que matriz
2@

de las anteriores verificaB =A™.

b('j

5 14
Solucién: B = g , B=Al= & 9
b a+bg

1 1p
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165
19.- Dadalamatriz A = EQ 2 a) Hallalamatriz 3A'A - 21. b) Resuelve laigualdad matricial
5 29

a@Oo

e

2800 39¢ 4 -19
Solucién: a)g O, b Ee 9
39 13p 10 3@

a@ 1 30 aé. 0 Oo
20.- Si Ay B sonlasmatrices A = gl 0 -1— B= (;O 2 1— calculaAB-B?

& 4 25 & 2 of

Solucion:
&4 8 1o
2 g N
AB-B°=¢-1 -8 -2+
ga 8 25
: 250 20 H : & OO
21.- Caculalamatriz A= + A“ sabiendo que lamatriz A = gl T
1o
2 00
Solucion: A%° + A% = & 2
270 Og

22.- HallaX? + Y2 |as soluciones del sistema matricial siguiente:
4¢ 15
X+Y = Eel Ixy=8 12
2 0g 1 Og
1
Solucion: X2+ Y2 = 9
gz 7125

ao
23.- Calcula por induccién la potencia enésimade lamatriz A = g
a a;a

» ] n-lan 2n-1ano
Solucion: A"= &

Sorigh Mgy

@& 11
24.- Calcula por induccién la potenciaenésimade lamatrizA =¢1 1 1+
RERER

é@n-l 3n-1 3n-19
Solucion: A" = 83“'1 31 3“'11

T R PR
és” c A A

& 2 00
25.- Calcula por induccién la potenciaenésimade lamatriz A =¢0 1 2—
0 o 15
& 2n 2n(n-1)6
Solucion: A" = go 1 2n~
EO 0 i
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gel 1 16
26.- Calculalos valores de aparaque €l rango delamatriz A seal, siendo A = ¢2 2 2—

g3 3 az,
Solucion: a=3
gel 2 3 4 50
27.-Cadculael rangopdeA=¢1 2 1 3 2+
go 4 4 7 Ty
Solucién: rg(A) = 2
8e1 2 16
28.- Cdculael rangodelamatrizA=¢2 1 2+
gs 3 35
Solucién: rg(A) =2
8@ 4 6 80
29.- Cdculael rangodelamatrizA=¢1 2 3 afenfunciéndelosvaloresdea'
gs 6 9 125
Solucion: S a=4:rg(A)= 2,9 at 4 rg(A) =3.
ﬁ 0 20
30.- Dadalamatriz A = (;1 1 0+ sellaman valores propios de dichamatriz alos valores de k
g3 0 12,
tales que el determinante (A - kI[Z 0. Hallalos valores propios de A

Solucion: 1,4,-1
8@ 1 1% gé_ 0 0o
31.- PruebaqueAZ-A-ZI =0,sendoA=¢1 0 1+, I=¢c0 1 0+.CaculaA™ utilizandola

€ 10; oo 5
igualdad anterior o de otraforma.

gel 1 10
Solucion: At = (; 1 -1 1—
g 1 1 12,

32.- Obtén laforma general de una matriz de orden 2 que sea antisimétrica
0 bo
Solucién: & g
E-b 05
0¢
33.- ¢Queé relacién deben guardar ay b para que lamatriz g 9 verlflque laigualdad A% = A?
Solucién: a=1,b=06a= 0, b= 1. Conmutan todas las matrices de la forma g

0
ap

34.- Demuestra con un gjemplo que € producto de matrices no es conmutativo. ¢Qué matrices

&l 20
conmutan cong 1;?
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19 &0 10 a0 19eel 19

el
Solucion:
g 15 gl 15 gl 12'%0 15
35.- Sean A y B dos matrices del mismo orden que tienen inversa. Razona si su producto A.B
también tiene inversa.
Solucién: S existe inversa de la matriz producto A.B y ésta vale B A™.

el 0 2 gel 06
36.- Dadas las matrices C = g 9yD ¢l 1+ determinasi C.D tieneinversa.
01 1g g
1 12,

0 2/4¢
Solucioén: Ee O
1/2 3/4;a

A a 3-2a9

37.- Estudiasi hay algin valor de aparael que lamatriz A :81 atl a—5%tieneinver§a
€3 3ar1 1.3a5

Solucion: No lo hay

0¢ 24
38.- SablendoquelamatrlevenﬂcalarelaclonA+2gO O = g,resuelveelsistema
126 1 1o
o
A j: I
é)ﬁa gll;a
Solucion: x=3,y=-1
39.- Resuelve la ecuacion matricial AX + B = C, siendo
aé. 0 Oo a@ 1 -20 aé 1 Oo
A(;22 1—5901 1—yc<;102—
g3012, glo 1,2, gloog
gel 0 29
Solucion: X =¢-2 -1/2 -5+
gs 0 75
. a1 a0 gb 20 0¢
40.-De|asmatr|ceﬁA:(}11 12Iy =¢ . sesabeque A.B = go O
G ang &b bzzﬂ 32‘

a) )Tiene A inversa? Justificalarespuestay si es afirmativaindicacudl eslainversade A.
b) )Es cierto que A.B = B.A en este caso?
Solucién: a) No lo podemos afirmar, b) No lo podemos asegurar.

1 1
41.- Averigua como ha de ser unamatriz X que cumpla X . g O &l O X
0 126

gO 1@

bo

Solucioén: Matrlcesdelaformag x.
0 ag

42.- Sea a un parametro real y sealamatriz M(a) = E? x hallalosvaloresdeaparalosque
ag

M(a) tiene inversa.

Solucion: Notieneinversapar a=-1,a= 1. b)a= 0.
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TEMA 2
2.- DETERMINANTES

2.1.- DETERMINANTES

1.- Determinante de orden 2

Dada una matriz cuadrada de orden dos

o1 a0
A=¢ -

8321 azza

se [lama determinante de A a nimero red:

a

det(A) = = Q1.8 - A12.301

11 312‘
a1 ax
2.- Determinantede orden 2

Dada una matriz cuadrada de orden 3 su determinante sera (Regla de Sarrus):
Q1 a2 a3
|A| =lan ax as|~=

a3 dz2 ass
= an1-ax-as3t A 3-8t Auz-ax-as - (Au1-aps-ax + ap-a-ag + &u3-a2-as1)

3.- Determinantedeorden n

Menor deordenr de unamatriz al determinante formado por lainterseccion der filasy de
r columnas.

Menor complementario (D;) del término &; de una matriz a determinante de la matriz
resultante de eliminar lafilay la columna en la que este situado dicho término.

Adjunto (A;) del elemento &; de unamatriz a producto del menor complementario por (-1)
elevado alasumade lafilay la columnaen la que este situado dicho término.

El determinante delamatriz A de orden n esigual ala sumade los producto de los términos de
unafila o columna por sus adjuntos.

a1 &2 - Qe

axn ax - 4y
Al = i

dy Qp ... Aoy

L os determinantes de orden n se suelen representar también expresando las filas o columnas que
lo componen |A| = [fy, fa,.., fi] = [C1, Ca,.., Cul
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4.- Propiedades de los deter minantes.
Si unafilao columnade lamatriz es nulael determinante vale 0.
Si permutamos dos filas 0 columnas de una matriz cambia el signo del determinante.
Si dosfilas o columnas de lamatriz son iguales e determinante vale 0.

Si se multiplican los elementos de una fila o columna por un nimero multiplicamos €
determinante por dicho nimero.

Si los elementos de una fila 0 columna se descomponen en sumandos, su determinante es
igual ala sumade 2 determinantes que tiene todas las demés filas o columnasiguales y uno
de los dos sumandos en lafila o columna en cuestion.

Si aunafilao columna de unamatriz se le suma otra paral ela multiplicada por un nimero €
determinante no varia.

Si una fila o columna de la matriz es combinacion lineal de otras paralelas a ella €
determinante es nulo.

El determinante de un producto de matrices cuadradas es igua a producto de las matrices
factores.

El determinante de una matriz esigual al de su traspuesta.

La suma de los producto de los términos de una fila o columna por los adjuntos de unafilao
columna paralelaaladada es nula

EJEMPLOS

1.- Calcula el determinante
1 0 0 2

O 1 1 1

0 -1 -2 1

6 1 10

Resolucion:

Hacemos ceros en los elementos de la primer columna para poder desarrollar
por ella, para ello restamos a la 42 filala 12 x 6.

1 0 0 2
0 1 1 1
0 -1 -2 1
0 1 1 -12

Desarrollando por la 12 columna queda:

1 1 1
-1 -2 1
1 1 -12

Hacemos ceros en la 12 columna. Sumamos a la 2 Ofila la primera. Sumamos a
la 32 fila la primera.
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1 1 1
0 -1 2
0 0 -13

desarrollamos por la 12 columna:
‘ 102

0 -13

=13

2.- Calcula el determinante

3 2 1
5 4 0
2 -1 -3
Resolucion:

Desarrollando el determinante utilizando el método de Sarrus queda:
| A| = (-36+0-5) -(8+0-30) =-19

3.- Averigua el valor del siguiente determinante

2 -11 2
2 01 -1
1 -2 3 4
4 2 1 3
Resolucion:

Vamos a desarrollar por los elementos de la 22 columna. Para ello a la 32 fila
se le suma la 12 fila x ( -2). A la 42 fila se le suma la 32

2 -11 2
2 01-1
-3 01 0
5 0 4

Desarrollando por los elementos de la 22 columna se obtiene:
2 1 -1

-3 1 0
5 4 7

Desarrollaremos por la 12 fila. Hacemos ceros en la fila sumando a la 12
columna la 22 ¢ olumna x(-2) y sumamos a la 32 columna la 22

01 0
-5 1 1
-3 4 11

Obteniendo finalmente:
‘ -5 1

‘ = -(-55+3) = 52
-3 11
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4.- Averigua el valor del siguiente determinante

1 1 1 1
2 3 4 5
4 9 16 25
8 27 64 125
Resolucién:

Vamos a desarrollar por los elementos de la 12 fila. Para ello a la 22, 32y 42
columnas se les suma la 12x( -1).

1 0 0 O
2 1 2 3
4 5 12 21
8 19 56 117

Desarrollando por los elementos de la 12 fila se obtiene:

1 2 3
5 12 21
19 56 117

Desarrollaremos por la 12 fila. Para ello hacemos ceros sum ando a la 22
columnala 12 x (-2) y a la 32 columna la (13+2%) x ( -1):

1 0 O
5 2 4
19 18 42

Obteniendo finalmente:
‘2 4
18 42

=84-72=12

5.- Encuentra las transformaciones de filas o columnas que hay que hacer
con el determinante adjunto para probar la igualdad justificando la
respuesta.

a 1 1 1
1 a1 1
= (a+3)(a-1)°
1 1 a 1
1 1 1 a
Resolucion:
Sumando a la primera columna las otras tres:
a3 1 1 1
atr3 a 1 1
atr3 1 a 1
a3 1 1 a

Como la 12 columna esta multiplicada por a+3 queda:
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1 1 1

1 1 1
(a+3)

1 a 1

1 1 a

1
a
1
1
Restando la 12 columna a las restantes:
1 0 0 ©O

1 a1l 0 0
(a+3)

1 0 al 0

1 0 0 a1l

Desarrollando por los adjuntos de los elementos de la 12 fila:

al O 0
@+3)] 0 al 0
0 0 &l

Desarrollando por los adjuntos de los elementos de la 12 fila:
al 0

al

(a+3)(a-1) = (a+3)(a-1)°

6.- Prueba, sin desarrollar el determinante, que
a at+tx a+2x

b b+x b+2x| 0

C C+X C+2X
Resolucion:
Sirestamos a la 22 y 32 columnas la 12;
a a+x a+2x a X 2x

b b+x b+2x| _|b x 2x

C C+X C+2X c X 2

Como la 3% columna estd multiplicada por un numero, sale fuera del
determinante. Al ser la 28 y 32 columnas el determinante es nulo:

a at+tx at+2x a X X
=2. =0

b b+x b+2x b x x

C C+X C+2X cC X X

7.- Averigua el valor del siguiente determinante

1 1 1 1
1 1+a 1 1
1 1 1+b 1
1 1 1 1+c

Resolucion:
Restando a las filas 2%, 32 y 42 |a primera fila obtenemos:
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o O O
o O 9 P
O T O
O O O

Que desarrollando por los elementos de la 12 columna queda:
a 0o

0O boO
0 0 ¢

Que desarrollando por los elementos de la 12 columna queda:
b 0

0 c

a. = abc.

8.- Calcula el valor del determinante.
1 1 1 1+a

1 1 1+b 1
1 1+c 1 1
1+d 1 1 1

)Cual seria la solucion de la ecuacion resultante de igualar a 0 dicho
determinante para a=b =c =d?.

Resolucion:
Para resolverlo restamos de todas las columnas los elementos de la primera:
1 0 0 a

1 0 b O
1 ¢c 0 O
1+d -d -d -d
Desarrollando por los elementos de la 12 fila :
0 b O 1 0 b
c 0 Of-a 1 ¢ O
-d -d -d 1+d -d -d

Desarrollando por Sarrus en ambos casos queda:
[ACF bcd + acd + abd + abc + abced

SiACEOya=b=c=d queda:4a ®+a*=0
con soluciones: a* (4+a)=0|a=0, a=-4

9.- Calcula el valor del determinante.
3 X X X

X 3 X X
X X 3 X

X X X 3

Resolucion:
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Para hallar el valor sumamos a la primera fila las restantes:
3+3x 3+3x 3+3x 3+3x

X 3 X X
X X 3 X
X X X 3

Sacamos factor comudn (3+ 3x) ya que aparece en todos los términos de la 12
fila:

11
x 3
(3+ 3x).
X X
X X

1
X
X
3

X wWw X R

Restamos la primera columna de las demas:
1 0 0 0

X 3-X 0 0
X 0 3-x 0
X 0 0 3-x

(3+ 3x).

Desarrollando por los elementos de la 12 fila :

3-x 0 0
(3 + 3x). 0 3-x 0
0 0 3-x

Desarrollando por Sarrus queda: [ACE (3+ 3x).(3-x) 3

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Cdlcula€l valor del determinante

10 -1

2 1 1

12 0
Solucién: -5

2.- Calcula€el valor del determinante

1 25
3 21
1-10
Solucién: -22

3.- Calcula€el valor del determinante
51 2

4 3 5

713
Solucion: 9
4.- Aplicalas propiedades de |os determinantes para comprobar, sin desarrollo que:
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1 a atc
1 b b+tc|=0
1 c 2c

5.- Averigua €l valor del determinante

2 -11
2 0 1-
1-23
4 21
Solucién: 52

6.- Averigua el valor del determinante

1 1 1
2 3 4
4 9 16 2
8 27 64 12
Solucién: 12

Xy z

7-S |3 0 2| =5, cdcula sindesarrollar, los siguientes determinantes:

111
X 2y 2z x+1 y+1 z+1
a|32 0 1| b 4 1 3
1 1 1 1 1 1

Solucién: a) 5, b)5.
8.- Halla dos soluciones de la ecuacion siguiente sin desarrollar €l determinante e indica la
propiedad que aplicas:

11 1
1 x 1/ =0
1 1 42

Solucién: x= 1, x= -1.
9.- Calcula el valor del determinante
13 -11
21 2 3
-1 0 4 2
12 -1 1
Solucién: -9

10.- Calcula el valor del determinante:

1 1 1+
1 1 +x
11 x 1

1+ 1 1

Solucion: x (4 + x)

2.2.-
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1.- Definicion

El rango de una matriz es el nimero de filas o columnas linealmente independiente. Como el
rango por filas y por columnas es igual, basta considerar el menor nimero de las filas o
columnas lineal mente independientes.

2.- Célculo

Para calcular €l rango de una matriz:
- Buscamos un menor de orden 2 no nulo, si no existiese el rango de lamatriz seria0 o 1.

Orlamos dicho menor con las sucesivas columnas de una misma fila obteniendo menores de
orden 3. Si todos los menores fueran nulos descartamos lafila.

Repetimos € paso anterior con las sucesivas filas.
Si hemos encontrado un menor de orden 3 no nulo el rango es por 1o menos 3.

Repetimos e proceso anterior para menores de orden 4 y superiores, hasta alcanzar €l de
mayor orden no nulo, que nos dara el rango pedido.

EJEMPLOS
1.- Calcula el rango de la matriz
2 13 1
¢l 2 1 Zj
A=gl 3 2 2%
9 4 3 2
él 5 1 -5g
Resolucion:

Como el rango es el nimero de filas o columnas linealmente independientes

vamos a hallar le nimero de filas ya que sabemos que el nimero de columnas

sera el mismo.

Las dos primeras filas son independientes ya que existe el menor:

‘1 1
=1t 0

1 2

Las tres primeras filas lo son ya que existe el menor:

1 1 3
1 2 1/ =30
1 3 2

Las cuatro primeras filas no lo son:

1 1 31
1 2 1

=0
1 3 2
1 4 3

Las tres primeras y la 52 si los son:
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=241 0

a w N =
R N = W

1
1
1
1
Por lo tanto rg(A) = 4.

2.- Calcula el rango de la matriz
@l 3 01 29

¢

0 5 12 3

A:g N

&3 -1 -2 7 o-

€3 11 4 5 18p
Resolucion:

Empezamos por destacar un menor de orden 2 no nulo (esto se hace a 0jo).
Procuramos, también, que sea lo mas facil posible. Esto nos garantiza que las
dos primeras filas son linealmente independientes.

-1
B
0

Veamos si la tercera depende linealmente de ellas o no. Para ello, afiadimos
los elementos -3 y -1 y calculamos los siguientes determinantes de orden 3.

-1 3 -1 03
0 5 =0,|0 5 2 =-4010
-3 -1 - -3 -1 7

Lo que significa que el rango por lo menos vale 3.

Si cambiamos al 32 por la 423columnas obtenemos una matriz del mismo rango.
gel 31 0 2
0 52 1 3+
r(A) = rg =
¢3 -1 7 -2 0+

€311 5 4 185
en la que el menor principal de orden 3 es distinto de cero.

Si orlamos con la siguiente fila y el resto de las columnas, obtenemos:

1 31 0
0 52 1
=0
317 -2
3115 4
1 1 2
0 2 3
=-4801 0
3 17 0
311 5 18

y como hay un menor de orden 4 distinto de cero, el rango sera 4.
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3.- Calcula el rango de la matriz:
gel 53 0 60

i3 01 6 2%
A:g =

2 52 1 0:

& 10 5 15 109
Resolucion:

Como hay un menor de orden 3 distinto de 0 el rango es, al menos 3.
Averigiemos si es 4.

1 -5 -3
3 0 -1]=0
2 5 2

1-50
3 0 6| =-105
2

Orlamos las tres columnas del menor de orden 3 no nulo, con la cuarta fila y
columnas.

1 5-3 0 1 00 O

15 8 6
-1 1
3 0 6 _ 315 8 6 -l15 8 -1 =0
2 2 1 21 -1
> > 8 15 8 -15
110 5 -15 115 8 -15

Orlamos las tres columnas del menor de orden 3 no nulo, con la cuarta fila y la
guinta columna.

1 5 0 6 1-5 0 6
-2 0 6 -2
3 0 6 _ 3 —50=0
2 5 -1 0 3 0 -1 6
110 -15 10 3 0 -15 22

Como ambos menores de orden 4 son nulos podemos asegurar que la cuarta
fila es combinacion lineal de las otras tres y, por tanto, que no habra ningdn
menor de orden 4 distinto de 0. El rango es 3.

4.- Calcula, segun los valores de a, el rango de la matriz
gel 2 3 ao

M=¢c2 4 6 8-~
gs 6 9 12

Resolucion:

Entendemos por rango de una matriz el nimero de filas o columnas que son
linealmente independientes. En nuestro caso observamos que la 22 columna es
el doble de la 12 y la 32 columna es el triple de la misma, por lo tanto para el
calculo del rango podemos prescindir de la 22 y 32 columnas, quedando:

& 2 3 af & ad
rg(M):rggz 4 6 8%=rg 82 8—

€36 0 127 &3 12
Observamos que:
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. 1l a 2 8

Sia=4pb ‘ :Oy‘ ‘:Obrg(M):l.
2 8 3 12

Sialt 4p

1
‘ &1 0P rg(M) =2.
8

5.- Calcula el rango de la matriz
gel -11 -2 2
2 1 -1 -1 1%

A= g =
¢l -4 -4 -5 b5+

&1 5 -5 4 -4p

Resolucion:

Para calcular el rango de A observamos que:
32 columna = -22 columna.
52 columna = -42 columna.

42 columna = 22 columna — 12 columna.

1 -1

Por lo tanto rg(A)=2, ya que 10.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Unamatriz de 3 filasy 3 columnas tiene rango 3, ) como puede variar € rango si quitamos
una columna?, )si suprimimos una fila y una columna, podemos asegurar que € rango de la
matriz resultante valdra 2?

Solucion: a) El rango vale 2, b) No

2.- @) Escribe unamatriz de 3 filas y 2 columnas cuyo rango sea 1.

b) Se considera una matriz cuadrada de orden 3, si el rango es 3 y le quitamos una columna,
demuestra que el rango de la nueva matriz es 2. Si el rango es 2 y le quitamos una columna,
)podemos asegurar que €l rango de la matriz resultante valdra 2?

Solucioén:
& 20
a)Por gemplo la matriz ¢2 4—
& 65
b) No

3.- Calcula el rango de la matriz.
@l 3 0 1 2%

¢

¢o 5 12 3¢
&3 -1 -2 7 o:
€3 11 4 5 185
Solucién: rg(A) = 4

4.- Calculad rango de lamatriz 4 x 5:
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@ 53 66
3 01 2+
A:g N
2 52 1 o0:
€1 10 5 15 10g

Solucién: rg(A) = 3

L=

5.- Calcula e rango de la matriz formada por las filasu = (1,2,3), v =(3,4,5), w=(5,6,7) y

z=(7,89)
Solucién: rg(u, v, w, 2) = 2
6.- Calcula€el rango A, segiin los valores de a
& 1 10
(; -
A=¢l a 1+
gl 1 aj
Solucion:
atl,at -2b rg(A) =3,
a=-2b rgA) =2,
a=1Pb rgA)=1

7.- Discute, segun los valores del parametro a, el rango de la siguiente matriz:
ga+2 1 19

A=¢ a al a+
ga+1 0 a+13

Solucion:

at-l,atlip rg(A)=3

a=-1 P rgA)=1

a=1 P rgA)=2

8.- Halla € rango de la siguiente matriz segn los valoresde ay b:
a 1 1 ao
(; -

M= 82 b p2 1:
&2 1 1 ag

Solucién: bt Oybt 1 b rg(M)=3

ab=1 P rg(M)=3

b=0 P rgM)=3

b=1yat1pb rgM)=3

b=1ya=1p rgM)=2

9.- Obtén €l valor de a para que €l rango delamatriz A seaigual a2;
& 0 -2 3 1%

A= 1 30 2+
€4 a 16 4

Solucién: a=-1

10.- Determina €l valor de a para que €l rango delamatriz A seaigual a1:

ga -3 29
A=¢2 3 ar
§4 6 -45

Solucién: a= -2
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2.3.-INVERSA DE UNA MATRIZ

Matriz adjunta de una matriz cuadrada A, adj(A), es la matriz que se obtiene al sustituir
cada elemento de la matriz por su adjunto.

Matriz inver sa de una dada es la traspuesta de la adjunta dividida por € determinante de la
matriz dada:

1, .
A= —Adi(‘A
Al i(CA)
EJEMPLOS
1.- Determina los valores de | paralos que la matriz
8e3 e -10
A=¢0 4 1+
g-s 1 25

no tiene inversa.

Resolucion:
La matriz A no tiene inversa cuando su determinante sea nulo, veamos para
gue valores de | ocurre:

31 -1
0 4 1/=24-31-12-3=9-3I =0Y | =3
-3 1 2

Luego A no tiene inversa para | =3

2.-)Para qué valores de “a” la matriz A no tiene inversa.

gé. a 09
A=c¢c0 1 1f

gl 0 ag
Resolucioén:

Haremos el determinante igual a O para hallar los valores para los que la matriz
no tiene inversa. Para ello haremos ceros en la 12 columna, para ello sumamos
a la 32 fila la 12 x( -1) y desarrollado por los elementos de la 12 columna.

1 a o 1 a0
(Al=]o 1 14=]o 1 1-=
10 0 -a

]‘:Za:OD a=0
-a a

3.- Calcula la matriz inversa de A y comprueba que el producto de ambas
es la matriz identidad.

@ 2 09

A=¢4 1 2%
gz 0 1

Resolucioén:

Hallaremos en primer lugar el determinante ya que si este fuera 0 la matriz no
tendria inversa. Usaremos para ello el transformar en ceros los elementos de la
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32 columnay el desarrollo por los elementos de ésta. Restamos a la 22 fila la 32
por 2 y desarrollamos por la 32 columna.

120 120

12
det(A):412:010:‘ ‘:1
0 1
2 01 2 01
Obtenemos la matriz de adjuntos es:
gel 0 -26
AdjA)=¢-2 1 4~
g4 -2 -7y
La matriz traspuesta de los adjuntos sera:
gel -2 4%
AdiA)=¢ 0 1 -2+
g-z 4 -74

gue coincide con la inversa ya que el determinante es 1.

4.- Halla para qué valores tiene inversa la matriz A. Halla la inversa de
dicha matriz para a = 3, caso de que sea posible.

8@ 1 09
A=¢0 1 3+

ga 1 25
Resolucioén:

Para averiguar si tiene inversa o no la matriz debemos ver que el rango de
dicha matriz (que ha de ser cuadrada) coincide con el orden, es decir es 3.
Para ello calculamos su determinante:

alo
| A | =|0 1 =2a

al
que sera de cero cuando 2a=0 P a=0. Para valores de a! 0 la matriz tendra
inversa.

Para a = 3 es posible hallar la inversa de
géa 1 0%
A=¢0 1 3+
gs 1 25
calculamos el determinante:
|A|=23=6

A continuacion calculamos en el 1°" paso la matriz de menores

gel -9 -30
gs 9 35

En el segundo paso obtenemos la matriz de adjuntos
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gel 9 -39
Aj=¢-2 6 O+

£3 .90 35
En el tercer paso trasponemos
ge 1-2 30
Aji = (} 9 6 - 9_
g- 3 0 3y
En el cuarto paso dividimos por el determinante y ya tenemos la matriz inversa:
ge 1-2 30
At= % 6 -9+
&3 0 3

5.- Dado x04, considera la matriz
& CoSX senx O
A= x
-SeNX COSX @

a) Calcula A A', donde A' denota la matriz traspuesta de A
b) Prueba que A tiene inversay hallala.

Resolucion:

a) Como la matriz traspuesta es:
Al = ZECOSX - SenX §
SenX  COSX @

El producto pedido es:
28 COSX  Senx o 800X - SenX o

AA' = g
_SenX COSX BESENX  COSX B
® Cos?X +sen?X - COSX SeNX +SeNX COSX O o9 09
=C
& senx cosx + cosx senx COSZX+Sen2Xg 0 15

b) Para que tenga inversa ha de ocurrir que el determinante de la matriz ha de
ser distinto de cero:

COSX  Senx 5 ) .
=cosx +senx =1 Q0
-Senx  Cosx
segun el apartado anterior A.A" = |, resulta que la traspuesta de A coincide con

su inversa, es decir:
gecos(x) -sen(x) 6

&sen(x)  cos(x) 3

A_:L :,6\t =

6.- Considera la matriz

& 1 00

0 1 1p

a) CalculaS =A"A

b) Determina si S es invertible enunciando las propiedades que utilices.

A =
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Resolucion:

B0y P10
gs=AA=¢ 1= & 1 %0_¢ 5 1-
T 1 1 T

0 1 2 & 1 1

b) Para que una matriz sea invertible ha de ser una matriz cuadrada cuyo
determinante correspondiente sea no nulo:

110
|S| =|1 2 1] =0, yaque la2?2fila es la suma de 12 y 32 filas.
0 11

S no es invertible

7.-)Qué valores de “a” hacen que la matriz
ge-a a-1 a+19

A=¢ 1 2 3+
gz-a a+3 a+ 73

no tengainversa? Razona la respuesta.

Resolucion:
Para que una matriz A no tenga inversa, su determinante ha de ser nulo.
Veamos para que valores de a sucede:

-a al atl
det(A)= 1 2 3
2-a a+3 at7

Restando a la 22 columna del determinante la 12 multiplicada por 2, y a la 32
columna la 12 multiplicada por 3:

-a 3al 4atl
1 0 0
2-a 3al 4at+l

Desarrollando el determinante por la suma de los por los elementos de la 22 fila
multiplicados por sus adjuntos:

3al 4at+l

3a-1 4da+l
ya que tiene dos filas iguales.

Como | A| = 0 para cualquier valor de a, resulta que A nunca tendrda inversa.

8.- )Para qué valores de a la matriz

8@ 1 19
A=¢0 1 ar
§4 0 -ag

no tiene inversa?. Calcula la matriz inversa de A utilizando determinantes
paraa=1si ello fuera posible y comprueba que A. A = |
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Resolucion:
Hallaremos el determinante ya que si este fuera 0 la matriz no tendria

inversa.
al 1

|Al =10 1 a| =(-a’+ 4a+0)-(4+0+0) = -a5+ 4a-4 = 0
4 0 -a

Resolviendo la ecuacién obtenemos que a = 2. Por lo tanto la matriz tiene
inversa para 5 & {2}.

Calculamos ahora la inversa para a = 1, es decir la inversa de la matriz
cuyo determinante es [AF -1+4-4 = -1

Para hallar la matriz inversa obtenemos la matriz de adjuntos

21 L @1 4 -49
¢0 1 1+b Adj(A)=¢1 -5 4+
§4 0 -1 go -1 1

La matriz traspuesta de los adjuntos sera:

gel 1 09
Adj(A)'=¢ 4 -5 -1+
§-4 4 1

La matriz inversa seré:

@l 1 0o
1 & N
A'=-¢ 4 -5 -1z
§-4 4 1

Pudiendo comprobarse facilmente que
@l 1 1@l -1 09 & 0 09
AAt=c¢c0 1 1+.¢-4 5 1+=¢0 1 O+
34 0 -13% 4 -4 -1 go 0 15

9.- Averigua para qué valores de “a” la matriz

8@. 0 -16
A=¢0 a 3%
§4 1 aj

no tiene inversa. Calcula matriz inversa para a = 2 si es posible y
comprueba que el producto de ambas es la matriz identidad.

Resolucion:
Hallamos en primer lugar el valor del determinante ya que si este fuera O la
matriz no tendria inversa. Usaremos para ello el conseguir ceros en la 12
fila y desarrollaremos por los elementos de ésta:
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10 -1
|A|:Oa3
4 1 a

Sumamos a la 32 columna la 12

10 0
0 a 3
4 1 4+a

desarrollamos por los elementos de la 12 fila.
a

1 4+a

=a(4 +a)-3

Igualamos a cero del determinante y resolvemos la ecuacion:
a5+4a-3=0P a= -2+47

Luego A no tiene inversa para dicho valor.

Calculamos ahora la inversa para a = 2, es decir la inversa de la matriz

@ 0 19
A=¢0 2 3—p |A| = 0.
€ 1 25

Para hallar la matriz inversa obtenemos la matriz de adjuntos:

@l 12 -89
Adj(A)=¢-1 6 -1t
gz -3 25

La matriz traspuesta de los adjuntos sera:

gel -1 2%
Adj(A)' = ¢12 6 -3+
g-s -1 25

por lo tanto la inversa sera:

el -1 20

At= 1% +
= —(;12 6 3
g 8 -1 22,

Puede comprobarse facilmente que :
ae‘LO-lb el -1 20 ae1006

anis & T ¢ T ¢ *
: —(;023—(;1263—(;010
€4 1 23 gs 1 25 § oo 1

10.- Dada la matriz M(a)
® 2-a a- 10

Mi@) = §2(1 a) 2a-1;
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siendo a un parametro
a) Calcula el producto M(2).M(3).
b) Calcula la matriz inversa de M(2).

c) Halla para qué valores de a se verifica que el determinante de la matriz

M(a) es nulo.

Resolucién:

a) Calculamos M(2) sustituyendo a por 2:
0 16

MER)=§ . 2

2 3o

de la misma forma calculamos M(3):
1 26

ME)=§ 2

-4 5g

efectuamos el producto:

20 10 21 20 a4 50
M(2).M(3) = g :g = g z
-2 3p &4 5 é-10 1llo

b) Comprobamos que M(2) tiene inversa, calculando su determinante:
01

-2 3

M(2)CE =210

como M(2)[} 0 existe matriz inversa, que hallamos a continuacion:

M@2)]™ = Adi[M(2)']

IM(2)]|

Como la traspuesta de A es:
- 206

M(2)' = E@ 2
1 3g

y la matriz de adjuntos:

-16
AdjM(2)] = g e

Og

la inversa, sera:

. l1a8 -10 a3/2 -1/206
M) = 28 2 & =
282 0g 1 0g

¢) Calculamos M(a)d

M(a)CE= = (2-a)(2a-1)-2(a-1)(1-a) = a

2(1-a) 2a1

Para que el determinante de M(a) sea nulo ha de ocurrir que a = 0.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Calculalamatriz inversa de
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(; -
A=c¢cO 1 3T
gs 1 25
Solucion:
gal -2 30
Alzé ¢9 6 -9¢
-3 0 3

2.- Calculalamatriz inversade
gé 3 30

A=cl 4 3+
G 3 45

Solucion:
&7 -3 -30

4 S -

At=¢-1 1 0+
g-l 0 1

3.- Calculalamatriz inversade
gel -2 29

A=¢c0 1 1%
g-l 1 1

Solucion:

850 4 -49

at=1 ¢c-1 3 -1+
4 +

gl 1 1

4.- Calculalamatriz inversade

gel 1 -19
¢l1 0 3
gz -5 -3
Solucion:
2el5 -8 -30
1 ¢ -
A*=¢-9 -5 -2+
§5 3 1
5.- Calculalamatriz inversade
@ -1 00
A=¢0 1 0+
gz 0 1
Solucion:
2l 1 00
1 ¢ N
A=c0 1 OT
g-z -2 1

6.- Averigua para qué valores del parametro “a’ la matriz no tiene inversa. Calculad la matriz

inversade A paraa= 2 s €llo es posible, siendo
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el 2 -19

(; 0
A=¢c2 0 1+
€2 2 aj
Solucién: a= i
2

®2 6 -20

16 -

A'lzl—ogz -4 3
§-4 -2 4

7.- Averigua paraqué valores de a lamatriz no tiene inversa. Calculamatriz inversaparaa= 1
si esposibley comprueba que € producto de ambas es la matriz identidad.

& 1 20

82 a O—

ga 1 ag

Solucién: a= 2,
el 1 -26

A'lz-ig-z 0 4~

2%1-1 05

8.- Calculalainversadelamatriz cuando exista.

ga 1 006
A=ca 0 atl+
gz 0 35

Solucién: at 2
0 -3 a+19

x
L1 ¢ N
A = TaQZ'a 3a -az-a;
é 0 2 -ag

9.- Averigua paraqué valores de alamatriz A no tieneinversa. Calculamatrizinversaparaa= 2
si esposibley comprueba que € producto de ambas es la matriz identidad.

& 2 -1

(; 0
A=¢c0 a 3f
€4 1 o
Solucién:
A tiene inversa cualquiera que sea €l valor de A.
@l -5 80

At=lén g .3t
Es 7 25

10.- Averigua para qué valores del parametro “a” lamatriz A no tiene inversa. Calcula matriz
inversaparaa=1s esposibley comprueba que el producto de ambas es la matriz identidad.

ga 1 19
A=c¢c0 1 a+
§4 0 -ag

Solucién: a= 2,
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el -1 09
1 S N
A'=-¢-4 5 1I:
§4 -4 -1

24.- ACTIVIDADESDEL TEMA

1.- Cdlcula€ valor del determinante:

12 3 -1
2 13 4
356 -2
-2 13 1
Solucién: 42

2.- Calcula el determinante;
12 4 2

2 1 -1 3

33 765

4 5 6 4

Solucién: 36

3.- Halla el valor del determinante:
1 1 1 1

-1 x 1 1

-1 -1 x 1

-1 -1 -1 x

Solucion: 3+ 3x%+ 3x+ 1

4.- Calcula el determinante:
1-b 2b+1 2b+2

b b 0

2 b+l b-1
Solucién: -b(b?-3b+2)
5.- Averigua €l valor del determinante
atl a a a
a atl a a
a a atl a
a a a atl
Solucién: 4a+1
6.- Averigua €l valor del determinante
1 1 1
1 1+a 1
1 1 1+b
1 1 1 1+c
Solucién: abc

7.- Resuelve la ecuacion
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2x-1 3x X-2
2x+1 x 2x+1| =0.

2x-1 3x 3x-2
Solucién: x= 0, x = -1,

8.- Resuelve la ecuacion:

1 X XZ X3

3 2x+1 y242x 3x%| _

3 x+2 2x+1  3X

1 1 1 1

Solucién: x=1
@ 0 09

9.- Resuelve laecuacion | A- xI| =0siendoA = ¢2 2 4+, | lamatrizidentidad de orden 3y
11 25

x0ulaincognita.
Soluciéon: x=1,x= 0, x = 4.

10.- Calcula €l valor de a para que el siguiente determinante valga -1

a 01 2
-11 2 -1
1 32 2
2 -1 0 1

Solucién: a= 3.

11.- Calcula el valor de a para que € siguiente determinante valga -1:

a 01
11 2 -
1 3 2
2 -10

Soluciéon: a=3

12.- Demuestra la siguiente igualdad:
1 1 1 1

a b c¢c d
22 2 P = (b-a)(c-a)(d-a)(c-b)(d-b)(d-c)

a ¢ o &

13.- Sea A unamatriz cuadradatal que A® = |.)Cuénto vale |A| ?Si esA® |. )Cuénto vale |A| ?
Solucion: S A*= 1P |A| =1.S A"= | b |A| =1s nimpar, |A| =" 1si npar.

14.- Calcula €l determinante;

13-25
50 31
25 6 3
-1 2 32
Solucién: -295
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15.- Una matriz cuadrada A verifica la relacion A> = A. Demuestra que entonces | A| =0 6
|Al =1

16.- Halla el valor del determinante;

1 1 1 11
-1l x 1 11
-1 -1 x 11
-1 -1 -1 x 1
-1 -1 -1 -1 x

Solucién: (x + 1)*

17.- Supongamos que ¢;, Cp, C3 Y C4 SON las cuatro columnas de una matriz cuadrada A cuyo
determinante vale 7. Obtén razonadamente:

a) El determinante de la matriz 3A.

b) El determinante de lamatriz A™.

¢) El determinante de la matriz cuyas columnas son ¢;+Cz, Co+2C3, C3+3C4, Y C4

Solucion: a) det(3A) = 3*.7 = 567. b) det(A™) = 1/7. ) det (Cy+Cs, Co+ 2Cs, C3+3Cy, C1) =7

88 5 0 69
18.- DadalamatrizM=¢-2 & -1+ determinalosvalores de a paralos que no tiene inversa

€3 .2 45
Solucién: Paraa = -7. A no tendra inversa.

8d a 09
19.- Averigua para qué valoresde alamatriz A =¢0 1 1+ notieneinversa. Calcula matriz
gl 0 ag
inversaparaa=2 s es posible y comprueba que el producto de ambas es la matriz identidad.
®e2 -4 20
- 416 N
Solucién: a= 0, A :Z cl1 2 -17
%1 2 1
@ 1 10

(; 0

20.- Calculael rangpdeA=¢1 1 a+, seglin los valores de a
€1 1 245

Solucion: S at 0,at 1b rg(A)=3. Sa=006a=1b rg(A) =2

B+a 1 16
21.- Calcula e rango deA:g 1 1+a 1— seglin los valores de a
g 1 1 1+ag
Solucién: S at 0,at -3b rg(A)=3.9a=-3b rg(A)=2.9a=0 b rgA) =1
22.- Calculael rango de lamatriz A, segiin los valores de a
& 1 a af
A:ga a l 1—
gl al ag
Solucién: Sa=1b rglA)=1.Sa=-1b rg(A)=2.9 atlal! -1b rgA) =3
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23.- Resuelve la ecuacion matricial XA =B + C, donde:
@ 105 2005 108

A=¢0 1 1+ B=¢l 1 2+ C=¢0 1 0+
§0013 g201g §0123

8@'3 -2 29
Solucion: (B+C)A' = ¢1 1 2+
g2 -2 45

@ 10 09 Ei‘ ;3 i

24.- DadalamatrizA=¢0 0 1 1+, estudias existe unamatriz X :g C% de modo

* ¢cc a b=

1010 -

g ? & b do

que A.X =1 (I eslamatriz identidad 3x3).
Solucion: No existe

25.- Demuestraque si A y B son matrices invertibles, se cumple (A.B)* = B*A™. Supuesto que
existaA™?, )se cumple que (A% = (AH)?2, )y que (A% ™ = (A )32
Solucion: S, S

26.- Paraunamatriz cuadrada A, si A esinvertible, con det(A)=5 )Cuénto vale det(A™)?.

Solucién: det(A™h)= é

27.- Sea A unamatriz mxn. )Existe otramatriz B tal que AB sea una matriz fila?.
Solucidn: No.

gé. 1 ag
28.- Estudia para qué valores de a la matriz A =62 1 at+1+ tiene inversa. Calcula, si es
gs -2 a4y

posible, lamatriz inversa.

8&8a-2 -3a+4 16
Solucion: at 3, A'lzi ca+ll -2a-4 a-1+

9-3a T
g 7 5 -1
@5 -4 20
29.-Sea A lamatriz A = g 2 -1 1— Comprueba que:aeverificaA2 -2A+ 1 =0, siendo | la
£a4 4 -1
matriz identidad de orden 3. Usando laigualdad anterior, calcula razonadamente A™ y A”.
&3 4 -20 2l7 -16 80
Solucién: A= 8-2 3 -1;,A4: 8 8 -7 4;
€4 4 35§16 16 -75
at2b a atb
30.- Sin desarrollar el determinante, demuestraque | a+b at+2b a| = 9b%(a+h).

a atb at2b
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g1 42 0
31.- Dadaslas matricesA = ¢-1 0+ yB= 2 Caculael determinante de A.C; ¢tiene
- gz '1 Oﬂ
§2 45
inversaA.C?.
Solucién: |AC| = 0; no tiene inversa

ALGEBRA 57



TEMA 3

3.- SSISTEMASDE ECUACIONES
3.1.- SISTEMAS DE ECUACIONESLINEALES.

1.- Definiciones
Una ecuacion lineal es una ecuacion en la que todas las incognitas son de primer grado.

Dos ecuaciones son equivalentes cuando tiene la misma solucién. Para obtener una
ecuacion equivalente a una dada podemos sumar o restar la misma expresion en ambos
miembros de la ecuacién, o bien multiplicarlas o dividirlas por € mismo nimero.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones con incognitas de primer
grado de las cuales queremos obtener una solucién comin. Seran equivalentes dos sistemas
cuando tiene la misma solucion.

Un sistema de ecuaciones lineales se puede expresar como un conjunto de ecuaciones
lineales:

I auxitapxet--tamxn=h
1L _

[ anXxitaxnxat..tamxn=h
i

i

1 amiXttamaxz2* ...+ amXn = bm
Siendo:

- & los coeficientes del sistema
- b los términos independientes
- X lasincognitas del sistema.

Una solucion del sistema es un conjunto de valores de las incognitas, 5, que satisfacen
simultédneamente todas las ecuaciones del sistema.

Un sistema es homogeéneo si todos |os términos independi entes son nulos.

2.- Expresién matricial.

Otraforma de expresar € sistema es en notacion matricial como A.X = B, es decir:

& a ap .- and ®&x16 o
g 01 12 1n? g le g 1_

a axp ... aon. N by ™
Q 21 22 an_(; XZ+ — Q 2_
¢ .. O TR A

éaml am2 - amna éxna ébma
Por lo tanto resolver el sistema, es hallar unamatriz A™ tal que: X = A™.B

3.- Clagificacion de un sistema
Un sistema de ecuaciones lineal es puede tener o no solucion. Segun las soluciones sera:
Incompatible: Si no existe solucion

Compatible determinado: S lasolucion es Gnica
Compatible indeterminado: Si existen infinitas soluciones.
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EJEMPLOS

1.- Averigua si los sistemas siguientes son lineales:

I x+y=4
a)j y

1 2X+y=5

i 3x%+3y=12
b)}_ 5

1 -4x-2y°=-10
Resolucioén:

Si lo es el sistema a) ya que en ambas ecuaciones las incognitas son de
primer grado.

No lo es el sistema b) ya que en la primera ecuacidn existe el término 3x?
gue es de segundo grado y en la segunda existe el término -2y3 que es de
tercer grado.

2.- Averigua si los sistemas siguientes son equivalentes:
I x+y=4

i =M

12X+y=5
1 3x+3y=12

i _aa
1 -4x-2y=-10

Resolucion:
Si lo son ya que la primera ecuacién del sistema (l) multiplicada por 3 se
transforma en la primera ecuacién del sistema (ll). la segunda ecuacion del
sistema (l) multiplicada por -2 se transforma en la segunda ecuacion del
sistema (11).

3.- Pon en forma matricial el sistema:
I x+y-z=4

% 2X+y+2z=5

bo2x+y=1

Resolucion:

Expresado matricialmente queda:
ad 1 -16 axo 40

¢ ¢ G~

¢2 1 2+.¢y+=¢5+

4.- Pon en la forma normal el sistema matricial:
0
a1 -10¢ 7 oo
g z.Gy+ = g e
2 1 Zﬂg; 59
9

Resolucion:
Operando en las matrices queda el sistema:

I x+y-z=4
%2x+y+22:5
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5.- Mezclando tres productos, digamos X, Y y Z, debemos obtener 10 kg
de pienso que contenga 19 unidades de hidratos de carbono y 12
unidades de grasa. Sabiendo que cada kilo del producto X contiene una
unidad de hidratos de carbono y dos unidades de grasa, cada kilo del
producto Y contiene dos unidades de hidratos de carbono y una unidad
de grasa, y cada kilo del producto Z contiene cuatro unidades de hidratos
de carbono y nada de grasa, )cuantos kilos de cada producto debemos
poner?

Resolucion:
Si realizamos una tabla con estos datos tendremos:

Producto X Producto Y Producto Z Totales

Hidratos Carbono 1 2 4 19
Grasa 2 1 0 12
y llamamos:

x al namero de kilos del producto X
y al nimero de kilos del producto Y
z al nimero de kilos del producto Z

Obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones:
x+y+z=10 0
X+2y+4z= 19;’/
2x+y =12 |D
gue resolvemos obteniendo un sistema triangular equivalente:
X+y+z=100 x+y+z=100
y+3z=9y P y+3z=9§
-y-Zz:-Bb z=1 b

Quedan las ecuaciones:
y+3=9b y=6
X+6+1=10pbP x=3

Luego utilizaremos:
3 Kg de producto X
6 Kg de producto Y
1 Kg de producto Z

6.- Dos marcas de detergente, Blancol y Limpez, se disputan el mercado
de una cierta region. A comienzos de afio ambas lanzan sendas
campafias de publicidad con objeto de captar clientes. A lo largo de la
campafia, Blancol logra atraer al 20% de los clientes que tenia Limpez a
comienzos del afio. A su vez, Limpez consigue captar el 30% de los
clientes que tenia Blancol a comienzas del afio. Si al final de las
campafias la marca Limpez tiene el 55% del mercado, )qué porcentaje
tenia al comienzo?

Resolucion:

Sean:

X el nimero de clientes iniciales de Blancol al comienzo del afio.
Y el nimero de clientes iniciales de Limpez al comienzo del afio.

Representamos el problema en el siguiente esquema:
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Situacion inicial Final de campafia
BLANCOL X X +0,2Y-0,3X
LIMPEZ Y Y-0,2Y+0,3X

Evidentemente x + y es el nimero total de clientes iniciales y finales. Al final de
la campafia tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

x+0,2y-0,3x=0,7x+0,2y =0,45(x+Y) U
y-0,2y+03x =08y +0,3x = 055(x+Y) |

Siendo ambas ecuaciones equivalentes.

De la 22 ecuacién obtenemos:
0,3x +0,8y = 0,55x +0,55y b 30x +80y -55x -55y =0

obtenemos de la primera:
0,7x 40,2y = 0,45x +0,45y b 70x +20y -45x -45y =0 b 25x-25y =0 b x =Yy

Al inicio de la campafia tenian igual numero de clientes con porcentaje del
50%.

7.- En una cierta cafeteria, los ocupantes de una mesa abonaron 355 Ptas.
por 2 cafés, 1 tostada y 2 refrescos, mientras que los de otra mesa
pagaron 655 Ptas. por 4 cafés, 3 tostadas y 3 refrescos.

a) )Cuanto tienen que pagar los clientes de una tercera mesa si han
consumido 2 cafés y 3 tostadas?

b) Con los datos que se dan, )puedes calcular cuanto vale un café?
Justifica la respuesta.

Resolucion:

Si llamamos:

x al precio de un café

y al precio de una tostada
z al precio de un refresco

tendremos el sistema:
2X+y+2z=355

Al
4x+3y+32=655) ®

a) Hemos de calcular el importe, |, de dos cafés y tres tostadas:

| = 2x+ 3y

para calcularlo vemos si es posible expresar | como combinacion lineal de las
ecuaciones del sistema anterior, es decir si es posible la expresion:

2x+ 3y = a(2x+ y+ 2z) +b(4x+ 3y+ 3z)

reordenando en funcion de los coeficientes de x, vy, z:
2x+ 3y = (2a+ 4b)x+(a+3b)y + (2a+ 3b)z

igualando coeficientes obtenemos el sistema:
2=24+4a 0

3=4+34 y
0=24+34a },
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Sistema con solucién a = -3, b = 2 y teniendo en cuenta el sistema (l):
| = 355a+655b = 355(-3) +655.2 b | = 245 pta.

b) Con los datos que nos dan , no es posible calcular el precio de un café, ya
gue obtenemos un sistema de ecuaciones de dos ecuaciones lineales con tres
incognitas, es decir un sistema compatible indeterminado, y por tanto con
infinitas soluciones.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Indica qué ecuaciones de las siguientes son lineales. )Por qué?.
a) x* +y* -2x -2y +3=0

b) V3x +2x -2y +3=0
C) 2x -2y +3=0

d) V3 y +3x=0
Solucion: ¢) y d).

2.- Averigua si los sistemas siguientes son equivalentes:
1 X+y+z=4
T i x+y+z=4

aj2x+y-z=3,j
i 1 2x+y-z=3

| -X +2z=1

I X+y+z=-4 ] x+y+z=-4
b)% x+y-z:3,% y-z=3

1,. -x +2z=1 { -x +2z=1
Solucioén: a) S, b) No.

3.- Indica cudles de las transformaciones siguientes son validas para transformar un sistema en
otro equivaente:

a) Sustituir todas las ecuaciones por la resultante de sumar todas €llas.

b) Sustituir las dos primeras ecuaciones por |la resultante de sumarlas.

C) Sustituir la primera ecuacion por laresultante de sumarla ala segunda.

d) Sustituir la primera ecuacién por la resultante de multiplicarla por 2.

€) Sustituir la segunda ecuacion por la resultante de multiplicar la primera por 2.

Solucién:

Son vélidasc) y d).

4.- Escribe un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas cuyas soluciones sean enteras y
halla otros dos sistemas equivalentes a él.

5.- Escribe un sistema de tres ecuaciones con tres incignitas cuyas soluciones sean enteras y
halla otros tres sistemas equivalentes a él.

6.- Razona si las siguientes afirmaciones son ciertas. Ponga un jemplo en |os casos en que sean
fasas:

a) Un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas es siempre compatible.

b) Un sistema, de dos ecuaciones con tres incégnitas, compatible ha de ser indeterminado.

c) Para que un sistema sea incompatible ha de tener distinto nimero de ecuaciones que de
incognitas.

Solucién:

a) Falsa, b) Cierta, ¢) Falsa.

7.- Razona si las siguientes afirmaciones son ciertas. Pon un gemplo en los casos de fal sedad:

a) Un sistema de cuatro ecuaciones con dos incognitas es siempre incompatible.
b) Un sistema de dos ecuaciones con cuatro incognitas y compatible ha de ser indeterminado.
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c) Para que un sistema sea incompatible ha de tener distinto niUmero de ecuaciones que de
incognitas.

Solucién:

a) Falsa, b) Cierta, ¢) Falsa.

8.- S tenemos un sistema compatible indeterminado con dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas )se puede conseguir un sistema compatible determinado afiadiendo una tercera
ecuacion?

Solucion: S.

9.- Escribe un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas que sea incompatible y
comprueba laincompatibilidad.

Solucién:

i X+y =4

% X+y=3

10.- Expresaen formamatricia € sistema:

i x+y =4

% X+y=3

Solucién:

@ 10 &0 _ado
15 Sys S

11.- Expresaen laformanormal el sistemamatricial:
ad 1 -160 ax0 ealo

¢ ¢+ ¢ =

¢2 1 2+.¢y+=¢0+

11585 &y

Solucion:

I x+y-z=1

%2x+y+22:O

boy-z=a

12.- Lasumade las tres cifras de un niUmero es 7. La cifra de las centenas es igual ala sumade
las decenas mas € doble de las unidades. Si se invierte €l orden de las cifras € ndmero
disminuye en 297 unidades. Calcular dicho nimero.

Solucién: N = 421

13.- La suma de las edades de un padre y sus dos hijos es de 73 afios en el momento actual.
Dentro de 10 afios la edad del padre seré €l doble de ladel hijo menor. Hace 12 afios la edad del
hijo mayor era el doble de la edad de su hermano Hallar 1a edad de cada uno.

Solucién: 15, 18 afios los hijos; 40 afios, el padre.

14.- Un sefior acertd cinco nimeros en laloteria primitiva, dos de los cuales eran € 23y € 30.
Propuso a su hijos que si averiguaban los otros tres se podrian quedar con el premio. Lasumadel
primero con € segundo excedia en dos unidades a tercero; € segundo menos € doble del
primero era diez unidades menor que €l tercero, y la suma de los otros tres era 24. )Cudles eran
los tres nimeros que faltan?.

Solucion: 4,9y 11

15.- En las fiestas de un determinado lugar habia tres espectaculos A, B y C cada uno con un
precio distinto. Un chico fue dos veces a A, unavez aB y unavez a C gastandose 1300 pts; otro
asistio tres veces ay una vez a C y se gastd 1800 pts y un tercero entrd una vez a cada
espectaculo lo que le costd 800 Ptas. )Cuanto valia la entrada a cada uno de ellos?.

Solucién: A= 500 pts, B= 0 pts y C = 300 pts
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3.2.- CLASIFICACION DE UN SISTEMA
1.- Definicion

Dado un sistema de ecuaciones lineales:

a11X1+a12X2 to.tanxn= b1

a21X1+a22X2 +---+3.2an: bz

i
.I.
!
i
:
La, x,+a,x,*..+amxn=bpy

se pueden formar:
Matriz del sistema, A, con los coeficientes de las incognitas.

2ann ar - a0

(; -

¢ a -

21 a2 - aA2n.

A=¢C nT,
éaml am2 - amna

Matriz ampliada, A*, con los coeficientes de las incognitas y los términos independientes:

gEall a2 - am D10
Ax = g a1 a2 -+ an bz;
éaml am2 -+ admn me

Clasificar un sistema consiste en averiguar que tipo de soluciones tiene el sistema mediante €l
estudio de la matriz de coeficientes del sistemay ampliada.

2.- Teorema de Rouché

El Teorema de Rouché-Frobenius se utiliza para averiguar si un sistema es compatible (tiene o
no solucidn). Su enunciado es € siguiente:

"La condicién necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones lineales con n
incégnitas sea compatible es que el rango(A) =rango(A*)".

El teorema permite discutir y clasificar un sistema sin necesidad de resolver el sistema
Si rg(A) = rg(A*) = n, el sistema es compatible determinado (SCD).
Si rg(A) = rg(A*) < n, € sistema es compatible indeterminado (SCI).
Sirg(A) t rg(A*), e sistema es incompatible, no tiene solucion (S).

3.- Sistemas homogéneos

Un sistema es linealmente homogéneo cuando todos | os términos independientes son nulos. Son
siempre sistemas compatibles (tienen solucion), teniendo como minimo la solucion trivial o
impropia, esdecir x; =0, ..., X = 0.
Aplicando €l teorema de Rouché-Frobenius, podemos afirmar que:

Si rg(A) = rg(A*) = n, €l sistema es compatible determinado y su solucion es latrivial.

Si rg(A) =rg(A*) < n, €l sistema es compatible indeterminado y admite infinitas soluciones.

Por lo tanto si |A{ = 0 € sistema admite soluciones distintas de la trivial, en caso contrario,
Unicamente la trivial.
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EJEMPLOS

1.-Estudia la compatibilidad y nimero de soluciones del sistema:
I x+2y+z=1
I

{ 2X+y+2z=2

! 3x+3y+3z=3

Resolucion:

La matriz del sistema y la matriz ampliada son:
& 2 1o & 2 1 19

G : G ;
A=G2 1 2+ A*=¢2 1 2 2
gs 3 35 gs 3 3 34

El sistema es compatible ya que rg(A) =2 y rg(A*) = 2 e indeterminado ya que
el nUmero de ecuaciones es menor que el de incégnitas.

2.- Estudia la compatibilidad y nimero de soluciones del sistema:
I Xx+2y+z=1
I

[ 2X+y+2z=2

1 3x+3y+3z=4

Resolucion:

La matriz del sistema y la matriz ampliada son:
& 2 1o a2 1 19

G : G :
A=G¢2 1 2+ A*=¢G2 1 2 2%
gsssg §33343

El sistema es incompatible ya que rg(A) =2 y rg(A") = 3.

3.- Estudia la compatibilidad y nUmero de soluciones del sistema:
i13x+5y+z=2
% 5x+3y+z=2
[ x+By+32=2

Resolucion:
El determinante de A es:

351
IAl=|5 3 1| = -36
153

El sistema es compatible determinado ya que rg(A) = rg(A*) = 3.

4.- Estudia la compatibilidad y nimero de soluciones del sistema:
13x+5y+z=0

%5x+3y+z:0
L x+5y+32=0
Resolucion:
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Es un sistema homogéneo y por lo tanto sera un sistema compatible. Como
determinante de A es:
351

IAl=|5 3 1| = -3610
153

El sistema es compatible determinado con solucion trivial.

5.- Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones
dependiendo del parametro a:

1 x+ay-z=1
% 2X+y-az=2
1 x-y-z=a-1

Resolucion:
La matriz del sistema y la matriz ampliada son:

g oa -1 g oa -l 1
A=¢2 1 -atA*=¢2 1 -a 2
gl -1 -1 gl 1 -1 aly

Yiop |A|=-(a%a-2)
1 -1

El rg(A) es al menos 2 ya que el menor

que seranuloparaa=26a="-1.

Tenemos los siguientes casos:
at2yat-1
rg(A) = rg(A*) = 3. El sistema es compatible determinado.

a=-1

ad -1 -1p ad -1 -1 19
A= 1 1+ Az 11 2+

€1 .1 -1 €1 1 .1 25
rg(A) =2y rg(A*) = 3. El sistema es incompatible
a=2

A 2 -1p d 2 -1 1
A= & 1 -2+ Az 2 1 -2 2+

€1 .1 .1 €1 1 1 15

rg(A) = rg(A*) = 2. El sistema es compatible indeterminado.

6.- Discute, segln los valores de a, el sistema de ecuaciones
lax+y+z=1

|

| xtay+z=1

} x+y+az=1

Resolucion:
Hallemos el valor del determinante de A
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alli1l
A=|1 a 1|=a%3a+2=(a-1)(a+2)
11 a

- Si a =1, quedan las matrices:
gé 11 gé 111
A=¢l 1 1+ A*=c¢l 1 1 1=

81 13 8111

rg(A) = 1, rg(A*)=1, ya que las tres filas son iguales. Tenemos un sistema de 1
ecuacion con 3 incognitas, el sistema es compatible indeterminado

- Si a = -2, quedan las matrices:

22 1 1§ ®2 1 11
A=E1 -2 1+ Az o1 -2 11+

€1 1 .23 €1 1.2 13
rg(A) = 2, ya que el menor 21 21‘(1) Por otro lado rg(A*)=3, ya que
2 11

1 -2 110,

1 11

Tenemos un sistema incompatible.

-Siat -2yatl, rg(A) = rg(A*) =3. Tenemos un sistema de 3 ecuaciones con
3 incAgnitas, el sistema es compatible determinado.

7.- Discute el siguiente sistema segun los valores del parametro a
ax+y+z=al

i
X+ay+z=1y

x+y+az=1},

Resolucioén:

El determinante de la matriz de coeficientes es:
a 1 1

|Al=] 1 a 1|=a’3a+2=(a-1)*(a+2)
1 1 a

Sial 1ya! -2 es sistema compatible determinado, pues:
rg(A) = rg(A*) = 3.

Sia =1, las tres ecuaciones coinciden:
X+y+z=1
Es un sistema compatible indeterminado.

Sia = -2, queda un sistema compatible indeterminado

ALGEBRA

67



8.- Discute, segun los valores de a, el sistema de ecuaciones
X-y+az=5 {
3x+y+z:-1{

X +2z=3 Y
2y-z=-2
Resolucion:
Formamos las matrices Ay A*:
gel -1 ag gel -1 a -50
3 1 1~ 3 1 1 -1+
A: g = A*: g _
¢l 0 2+ ¢l 0 2 3+
&0 2 -1 &0 2 -1 -2

Como A* es una matriz cuadrada, calculamos su determinante:

1 -1 a -5
3 1 1 -1
|A*| = =18(-2 -a)
1 0 2 3
o 2 -1 -2

Sial -2 b |A| 10 rg(A) 4y rg(A) < 4, luego el sistema es
incompatible.

Sia=-2pP |A| =0 ycomo el menor:

3 1 1
1 0 2/=9t0
0 2 -1

rg(A) = rg(A*) = 3, el sistema es compatible determinado.

I X+y+z=38

jax+2y+bz=4

%ax+by+az:4

Discltelo segln los valores de ay b.

9.- Considera el sistema dado por las ecuaciones
i
I

Resolucion:
Para estudiar el sistema tenemos las matrices del sistema y ampliada:

& 1 1o & 1 1 80
A=la 2 bt A*=Ca 2 b 4+
ga b ag ga b a 43
El determinante de A es
111 1 0 0
a 2 bl =la 2-a b-a|=-(b-a)?

a b a a b-a 0
a)Siat bpb |A| 1 0P rg(A) = rg(A) =3y, por el Teorema de Rouché, el

sistema tendria solucién Gnica (SCD).
b) Sia=bh:
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gel 1 1% 8d 11 80
A=ca 2 af A'=ca 2 a 4f
ga a ag ga a a 43

8 . . .
-Sia=b=2b rg(A) =1, rg(B) =2 pues 1 0. El sistema es incompatible

-Sia=b= % P rg(A) = rg(B) = 2. El sistema es compatible indeterminado.

-Sia=b? i%z\z P rg(A) = 2, rg(B) =3. El sistema es incompatible
I

10.- Dado el sistema

e 1 1oaxo 210
(; - (; - (}
¢l a lxc¢cy+-=¢a-
gl 1 aggzg éaZE

determina para qué valores de a es compatible.

Resolucion:

Estudiamos el rango de la matriz de los coeficientes. Su determinante es:
a 11

[A]=|1 a 1| =a’3a+2 = (a-1)’(a+2)
11 a

Si a05-{1,-2}, rg(A) = rg(A*) = 3, y por el Teorema de Rouché-Frobenius el
sistema es compatible determinado.

Sia=1, rg(A) = rg(A*) = 1, el sistema es compatible determinado.

Sia=-2,rg(A) = 2, rg(A*) = 3, el sistema es incompatible.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.-Estudiala compatibilidad y nimero de soluciones del sistema:

I x+2y+z=0

: 2X+y+2z=0

13x+3y+32=0

Solucion: SCI homogéneo, Infinitas soluciones distintas de la trivial.

I x+2y+z=1
i 2X+y+2z=0
1 3x+3y+3z=4
Solucion: Sistema incompatible.

2.- Estudiala compatibilidad y nimero de soluciones del sistema:
i
I

3.- Estudiala compatibilidad y nimero de soluciones del sistema:
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i13x+5y+z=2

% X+y+z=2

[x+5y+32=2

Solucién: Sstema compatible determinado, solucién Gnica.

4.- Estudiala compatibilidad y nimero de soluciones del sistema:
I 3x+5y+z=1

% 5x+3y+z=1

1,. 8x+8y+2z=2

Solucién: Sstema compatible indeterminado, infinitas soluciones.

5.- Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones dependiendo del parametro a:
i 2x-3y+z=0

% X-ay-3z=0

1 5x+2y-z=0

Solucién: at -8, CD, a= -8 I

6.- Discute, en funcion de a la solucion del sistema
iXty+z=at2

% x-ay+z=1

1,. ax+y+z=3

Solucion: at 1, SCD; a= 1, .

7.- Dado e siguiente sistema de ecuaciones discute las soluciones segun los diversos valores del
parametro a, utilizando €l teorema de Rouché-Frobenius.

Xx+z=1
X-2y+z=1
1,.(2-a)x+(2a-2)y =al
Solucién: at 2,CD; a= 2, 9.

i

8.- Dado e siguiente sistema de ecuaciones discute las soluciones segun los diversos valores del
parametro a, utilizando €l teorema de Rouché-Frobenius.

ax+y+z=a
Xtay+z=at+2

1,. x+y+az=-2(atl)

Solucién: atlya?l -23CD,a=19,9a=-2Cl.

i
z

9.- Dado € siguiente sistema de ecuaciones discute las soluciones segiin los diversos valores del
parametro a, utilizando €l teorema de Rouché-Frobenius.

2x-y-2z=b

X+ y+ z=5

1,.4x- y+az=-10

Solucion: at -8 CD, a=-8,b* 0 9,Sa=-8,b=0 ClI.

i
z

10.- Estudiala compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones dependiendo del parametro a
I ax+y+z=g"

i x-y+z=1

: 3x-y-z=1

{ 6x-y+z=3a

Solucion: at 2 incompatible, a= 2 SCD.
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3.3.- METODO DE CRAMER
1.- Definicion

El método de Cramer permite obtener la solucién de un sistema de ecuaciones expresado en
formamatricial. A.X = B. Lasolucion se obtiene mediante el producto matricial X = A™.B

Solo es aplicable cuando €l rango del sistema esigual a niimero de ecuaciones.

2.- Célculo de soluciones

Cada solucion seraigual a cociente entre e determinante del sistema donde se ha cambiado la
columna correspondiente por la columna de términos independientes y el determinante del
sistema. Es decir:
_ A

|A]

3.- Soluciones paramétricas

Si el nimero de ecuaciones es menor que € rango del sistema se toman las incégnitas restantes
como parametros y se resuelve € sistema en funcion de éstas.

EJEMPLOS

1.- Resuelve, por el método de Cramer, el sistema de ecuaciones

I X-2y=5

% X+y=7

Resolucioén:

Calculamos el valor del determinante:
1 -2

[A] = =310

Como rg(A) = rg(A") = 2, el sistema es compatible determinado y se puede
resolver aplicando la regla de Cramer:

‘ 5 -2‘
w= Ax _ 7 1]_ 19
[A] 3 3
‘1 5‘
A 2
[A] 3 3
. 20
Que geométricamente es el punto: P = aa_g,_g
e3 3g

2.- Resuelve el sistema de ecuaciones siguiente:

i13X+5y+z=2
%5x+3y+z:2
I x+5y+3z=2
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Resolucion:
Calculamos el determinante:

351
IAl=|5 3 1| = -3610
153

Como el determinante de A es no nulo, el sistema es compatible determinado,
con solucién Unica que obtenemos aplicando la regla de Cramer:

2 51
2 31
X = Ax = 253 :-_8:2
[A] -36 -36 9
321
52 1
Ay 123 -8 2
y:_: = — = —
[A] -36 -36 9
35 2
5 3 2
A 152 8 _2
[A] -36 -36 9

Que geométricamente es el punto:
P = ‘ée_?,g,zg
€9 9 99

4.- Resuelve, aplicando el método de Cramer, el sistema de ecuaciones
I 3X-2y+z=2
I
.I.
I\
I

2x+5y-3z=15
1x-y =21
Resolucion:
Como existe un menor de orden 2 no nulo 1 0y el determinante es:
1 0
3 -2 1
[Al=|2 5 -3|=0.
1 -1 0

El rango(A) = 2.

El rango de A* lo calculamos mediante el determinante formado por las
columnas 12, 38y 43,

3 1 2
2 -3 15| =0.
11 0 21

Por lo tanto, rg(A") = 2.
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Ahora podemos prescindir de la segunda ecuacion y pasar la y al segundo
miembro (en este caso concreto podiamos haberlo hecho con cualquier
ecuacion y cualquier incognita). Queda el sistema:

i 3x+z=2+2y

1 11x=21+y

Con determinante

3 1
[A| = =-11.
11 0
Con soluciones:
2+2y 1
y = Ax _ |21+y O _ 2l+y _ 2l+y
[A | -11 -11 11
3 2+2%
,- Az _ 11 21+y| _ 41-19y _ 19y-41
[A | -11 -11 11
Tomando, y =1, queda la solucion :
apl+é . 19%-41¢
3 117 11 g
5.- Aplica laregla de Cramer para resolver el sistema
1 x-y+3z=1
% 3X-y+2z=3
L -2y+7z=10
Resolucion:
Calculemos los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:
1 -1 3
[A]=|3 -1 2/ =0b rg(A)=2
0 -2 7
1 -1 1
[A*| =|3 -1 3| =20! 0P rg(A*) =3.
0 -2 10

Como rg(a) = 2 < rg(A*), el sistema es incompatible. No tiene solucion.

6.- Resuelve el sistema
I X-y+z-2t=2

{ xX+y-z-t=1

: X-4y+4z-5t =5

f x+5y-5z+4t=-4

Resolucion:
La matriz del sistema y ampliadas son:
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gd 11 -2% gé_ -1 1 -2 26
2 1 -1 -1+ 2 1 -1 -1 1+
A= .
¢l -4 4 -5+ ¢l -4 -4 -5 5:
&€ 5 -5 45 & 5 -5 4 -4g
Para calcular el rango de A observamos que la tercera columna es

proporcional a la segunda (3% ¢ = (-1).22 ¢) y que la cuarta también es
combinacion lineal de otras dos(42c=22c - 12c). Por lo tanto, rg(A)= 2.

Para calcular el rango de A* observamos que la Ultima columna es proporcional
a la cuarta (5 c = ( -1).42 c). Por lo tanto, también rg(A*) = 2.

Obtenemos el sistema equivalente:
I X-y=2-z+2t
% 2x+y=1+z+t

Siendo los determinantes

1 -1
|A|:‘ =3
2 1
2-z+2t -1
x = ‘:3+3t
1+z+t 1
1 2-z+2t
A= = -3+5z-3t
2 1+z+t
Es decir:
= 3+3t ~ 1+t
_ -3+5z-3t
3

La solucion general, tomando z=1 yt=mes:
i X=1+i

L -3+56-3
A
: z=¢
1 t

i

7.- Discute el sistema siguiente segln los valores del parametro “a” y
calcula la solucién para a = -1.

i ax+y+z=a
i X+tay+z=a+2
L x+y+az=-2(a+1)

Resolucion:
Formamos las matrices del sistema y ampliada:
gea 1 19 gea 11 ag
A=¢l a 1I¢ A*=¢l a 1 a+2+
gl 1 ag gl 1 a -2@a+l)y

Hallamos el valor del determinante de A:
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A=

PR

11
a 1|=a%3a+2 = (a-1)*(a+2)
1 a

Aplicando el teorema de Rouché-Frobenius obtenemos que:
- Siat! lyatl-2 el sistema es compatible determinado rg(A) =rg(A*) =3.

Si a =1 el sistema es incompatible ya que rg(A) =1y rg(A*) =2.
Si a = -2 el sistema es compatible indeterminado ya que rg(A)=

=rg(A*)=2.

Para a = -1 el sistema es compatible determinado y lo resolvemos utilizando el
método de Cramer. El determinante es:
|A| = a*-3a+2=(-1)*-3(-1)+2=4

Las soluciones son:

-1 01 1
1 -1 1
=Ax [0 1 -1 2 1
N 4 4" 2
-1 -1 1
1 1 1
Ay |1 01 2 1
y=—= = = - =-=
[A] 4 4 2
-1 01 -1
1 -1
1 1 0
Z:AZ = :9:0
N 4 4

Determinando el punto

p=E .1 o0
e2 2 g

8.- Discute el siguiente sistema segun los valores del parametro “a” y
resuélvelo cuando sea posible.

ax+y+z=aul
I
X+ay+z=1y

x+y+az=1}f

Resolucioén:

El determinante de la matriz de coeficientes es:
a 1 1

A= 1 a 1|=a%*3a+2=(a-1)*@a+2)
1 1 a

Sial 1yat-2 el sistema es compatible determinado.
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Hallamos su solucion utilizando la Regla de Cramer. Siendo las soluciones:

a 1 1
1 a1
_lad 11 L oa] _@)@?)_

Al (a-1)%(@+2) (al)®*(a+2)

a a 1
1 1 1
y_lAyl_ 1 1 a] _ 0 _
Al (a-1%@+2) (al)’(a+2)
a 1 a
1 a 1
Lo Al _ 1 1 1 0

Al (@ D%@+?) (@1i@r2)

Es decir, cualquiera que sea el valor de al {-2, 1} la solucién es (1, 0, 0)

Sia =1, las tres ecuaciones coinciden:
X+y+z=1

Luego es un sistema compatible indeterminado.

Sia = -2, el menor =-51 0, queda un sistema compatible

-2 1‘
1 -2
indeterminado ya que |A |= 0, asi como los menores [cy, Ca, C4] Y [C2,

C3, C4] que resolvemos por el método de Cramer. Prescindimos de la
tercera ecuacion y pasamos la z al tercer miembro. Queda el sistema:

-2X+y=-2-Z ()
X-2y=1-z %
Con determinante
-2 1
[A| = = 3.
1 -2
Con soluciones:
-2-2 1‘
w=e Ax _ | 1-z -2| _3+z _ .
[A] 3
-2 -2-z
y:&:—l 1-Z :gzz
[A | 3 3
Tomando, z = |, queda la solucion:
(1+,1,),ITR
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9.- Dado el siguiente sistema de ecuaciones encuentra e interpreta
geométricamente las soluciones segln los diversos valores del
parametro “a”, utilizando el teorema de Rouché-Frobenius.

1 X+ y+z=1

I

i X- 2y+z=1

% (2-a)x+(2a-2y =a-1

Resolucion:
Mediante el método de Cramer estudiamos primero el valor del determinante:
1 0
|A|= 1 -2 =2(2-a)
2-a 2a-2 0
Evidentemente en el caso |A|= 2(2-a) = 0 P a! 2 el sistema es

compatible determinado ya que rg(A) = 3y rg(A) = 3 a lo sumo. La
solucion sera:

1 0
1 -2
XZ& _ a-1 2a-2 0 _ &l
|A| 2-a 2-a
1 1
1 1
y:ﬂ: 2-a a-1 0 —0
A 2-a
1 0
1 -2
_Ar _ 2-a 2a-2 a-1 _3-2a
Al 2-a 2-a

es decir la solucién es el punto genérico:
aea-1 3-2a9
32- a 2-ag

En el caso de que a =2, |A|= 2(2-2) = 0, por lo tanto al ser el menor

1 0
‘ =-21 0, rg(A) = 2.
1 -2
La matriz ampliada es:
gé_ 0 119
A*=¢l -2 1 1+
go 0 0 1
Cuyo rango es tres ya que por ejemplo el determinante:
1 01
1 -2 1 =210
0 01

luego al ser rg(A) < rg(A") el sistema es incompatible.

ALGEBRA

7



EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Resuelve €l sistema de ecuaciones.
i

3x-2y=8
}x-4y:-2
Solucién:
&8 70
555

2.- Resuelve por € método de Cramer € sistema de ecuaciones:
1 x-3y+5z=-24

% 2X-y+4z=-8

% X+y =9

Solucion: x =7 ,y=2,z=-5

3.- Resuelve aplicando el método de Cramer, €l sistema de ecuaciones
1 X-3y-2z=7

l2x-y+15z= 3

[ x-8y-217=11

Solucién: No es posible, ya que es incompatible

4.- Resuelve, aplicando € método de Cramer, €l sistema de ecuaciones
I 3x-2y+z=2
|
!
I\
I

2x +5y-3z=15
lix-y =21
+ -
Solucioén: x = 21+ y=1 ,z= 191 -41
11 1
5.- Resuelve e sistema
I Xy+z-2t=2
{ 2X+y-z-t=1
: X-4y+4z-5t=5

f x+5y-5z+4t=-4
Solucién: (1+F, 1+1 +F | ,F )

6.- Calcula“a’ para que el siguiente sistema se pueda resolver por Cramer y resuélvelo:
1 3x-4y-8z=a

% ax-b5y+z=7

L ay-z=2

Solucion:
_ -a’-5la+60 _ a’+16a-15 __ a’-2+30
" Ba?-7a+15'"  -8a%-7a+15 " -8a2-7a+15’

7.- Discute € siguiente sistema segln los valores del parametro a y resuélvelo cuando sea
posible.
axtytz=al

x+ay+z:1;',

x+y+az:1b

Solucién:

Satlyatl -2, SCD(1,0,0),
Sa=LlLx+y+z=1a=2(1+1,1,I)
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3.4.- METODO DE GAUSS
1.- Definicion

El método de Gauss de resolucidn de sistemas de ecuaciones consiste en transformar un sistema
en otro sistema escalonado equivalente. Por comodidad adoptamos una forma matricial parala
representacion del sistema. Los elementos de la matriz seran los coeficientes de las ecuacionesyy,
separados por unalinea vertical, la columna de los términos independientes.

Para conseguir una matriz triangular se pueden utilizar |as siguientes transformaciones:

Son vélidas |as siguientes transformaciones:

- Permutar dosfilas, paraintercambiar ecuaciones.
Permutar dos columnas para cambiar €l orden de las incognitas.
Multiplicar o dividir unafila o columna por un nimero distinto de cero.
Sumar a una ecuacion otra multiplicada por un nimero.
Sumar a unafilala combinacién lineal de otras.

2.- Clasificacion de sistemas

Si suponemos que # significa un nimero distinto de 0 y * significa un nimero cualquiera
obtenemos mediante |as transformaciones anteriores tres tipos de sistemas.

Compatible y determinado
Hay tantas ecuaciones vdidas como incognitas. De forma B

escalonada se van obteniendo sucesivamente las soluciones. Tiene
solucién Unica.

=
|

Su esguema es el de lafigura adjunta. 0 0 n

Compatible indeterminado

Hay menos ecuaciones validas que incognitas, las incognitas | |
sobrantes se pasan a segundo miembro y las demas se dan en
funcion de ellas. Tiene infinitas soluciones.

=
|

Su esquema es el de lafigura adjunta. 00 0

Incompatible

Alguna de las filas esta formado por ceros, salvo € correspondiente B
a los términos independientes, se ha llegado a una iguadad

imposible. 0 B
Su esquema es el de lafigura adjunta. O 0 0 0
EJEMPLOS

1.- Resuelve por el método de Gauss el sistema de ecuaciones:
i 3x-4y+2z=1
boox-3y+z=2
1,. 5x-y+z=5
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Resolucion:
Obtenemos la matriz ampliada del sistema que es:

@3 -4 2|1
&2 -3 1|28
§5 -1 1|54

Situamos el pivote cambiando la 32 columna por la 12 y la 12 fila por la 32.
a -1 550
& -3 -2|2
& -4 3|14

Sumamos a la 20filala 12 x (-1). Ala 3@filala 12 x ( -2)
a -1 5|50
o -2 -7|-3%
&80 -2 -7|-95

Sumamos a la 32filala 22 x ( -1).
gé -1 5|59
0 -2 -7|-3:
0 0 0 |-6g

Por lo tanto obtenemos un sistema incompatible ya que claramente 0 1 -6.

2.- Resuelve por el Método de Gauss el sistema
I 2x-5y+3z=4
% X-2y+ z=3
% 5x+ y+7z=11

Resolucion:
Obtenemos la matriz de coeficientes.

@ -5 3|40
¢l -2 1|3
& 1 7|11,

Cambiamos 12 y 22 fila para obtener un pivote sencillo.

ad -2 1|30
@ -5 3|4
& 1 7|11,

Restamos a la 22 filala12x2y ala 32la 18 x 5.
A -2 1|30
o -1 1|-2%
S0 11 2|-4y

Sumamos a la 32 filala 22 x 11.
@ -2 1| 39
o -1 1]-2%
S0 0 13|- 264
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Queda por lo tanto el sistema compatible determinado

1 X-2y+z=3
% -y+z=-2
1 13z=-26

Es un sistema compatible determinado con solucién (5,0,-2)

3.- Resuelve por el método de Gauss el sistema:
I x-3y+7z=10
% bx-y+ z= 8
[ x+ay-10z=-11

Resolucion:
Ponemos el sistema en forma matricial:

@ -3 71108
G -1 1| 8=
&1 4 -10]|- 11,

Restamos a la 22 filala1®x 5y ala 32la 12
& -3 7 100
go 14 -34|- 42
&0 7 -17|- 214

Después intercambiamos 22 y 32 filas.
& -3 7 100
o 7 -17]-21%
S0 14 -34|- 425

Restamos a la 32filala 22 x 2.
@ -3 7 [10%
o 7 -17/-21
0 0 0| 0p

Anulamos la 32 fila
d -3 7 |19
go 7 -17]- 215

Queda el sistema:
1 Xx-3y=10- 7z
} 7y=-21+17z

El sistema es compatible indeterminado, que tomando z = 7I tiene solucion:
(1+21,-3+171,71).

4.- Discute la solucidon el siguiente sistema segun los valores del

parametro a. Resuelve para el caso de que a= 1.
Iox+ y+ z=1

% X+ 2y+2z=1

[x+(@@+2y+2az=-8
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Resolucion:

Obtenemos la matriz del sistema que es:
@& 1 1|19
a 2 2|1:

€1 a+2 2a|-8y

Sumamos ala22filala12x ( -1)yala 32filala 12 x ( -1).
a 1 1 106
© 1 1 |o:
%0 a+l 2a-1|- 9y

Sumamos a la 32filala22x[ -(a + 1)].

a1l 1 190

go 1 1 |0=()

0 0 a-2|-94

La Cltima fla es (0 0 a-2|-9). Este sistema serd compatible

determinado salvo para el caso en que a-2 = 0 (a = 2) la fila seria
(O 0 O -9), quedandonos un sistema incompatible.

Para a = 1, obtenemos la siguiente matriz sustituyendo el valor en (1)
a1l 1|19

01 1]o0%

0 0 -1|-94

Con solucion unica: (1, -9, 9)

5.- Resuelve por el método de Gauss segln los valores del parametro a e
interpreta geomeétricamente la solucién del siguiente sistema de

ecuaciones, caso de que no sea incompatible:
1 5x-11ly +9z=a
| x-3y+5z=2

[ ox-ay+2z=1

Resolucion:
Obtenemos la matriz ampliada del sistema que es:

% -11 9/ag
¢l -3 5|2:
2 -4 2|1,

Permutamos la 12 y 22 filas en para colocar como pivote el nimero 1.
Cambiamos la 12 y 32 filas para colocar la a en la 32 fila.

ad -3 5|20
@ -4 2[1i
§5 -11 9] a

Sumamos ala 22filala12x ( -2). Ala 32filala 12 x ( -5)
d -3 5] 26
0 2 -8| 3%
0 4 -16|a-104
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Sumamos a la 32filala 22 x ( -2).
& -3 5| 29
o 2 -8l 3%
S0 0 0|a-44

La 32 ecuacion es de laforma (0 0 0 | a-4) por lo tanto s6lo sera un sistema
compatible en el caso de el término independiente sea 0, es decirque a-41 0.

Luego:

Si a! 4 el sistema no tiene solucion y es incompatible. Discutiriamos las
posibles soluciones 2 a 2, pero no lo haremos ya que no lo pide le

problema.

Si a = 4 el sistema es compatible indeterminado ( dos ecuaciones y tres

incognitas) cuya matriz ampliada es la siguiente:
@ -3 5|20
go 2 -8|-34

Tomando z como parametro y representandolo por | obtenemos el sistema

equivalente:
@ -3| 2-58 9
go 2 |-3+88 5

Con lo cual el sistema queda como
i x-3y= 2-5l

{ 2y=-3+8

con soluciones:
y= -3+8
2

x = 3y-5l +2:&2'5

Que corresponde a la recta cuyo punto genérico es:
addl -5 24l -9 | 0

£ 2 T2 "y

6.- Discute el siguiente sistema para los distintos valores de a.

I x+y+az=1
%ax+(a-1)y+z:a
L x+y+z=a+1

Resolucion:
Ponemos el sistema en forma matricial:

da 1 a|l 19
ga a-1 1| a +
81 1 1|a+ly

Sumamos ala22filalal12x ( -a)yala 32filala 12 x ( -1).
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2 1 a |l
¢0 -1 1-a®|o0-
0 0 1-a|ag

Sia =1, la dltima fila es (O 0 0 1), el sistema es incompatible.

Sia!l 1, el sistema es compatible, determinado, y su solucion es:
3-a%-2arl 0
Rrra-carl oo 8

g 1-a 27 %1

7.- Discute el siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del
parametro “a”.

i X+y+z=a

% X+((l+ay+z=2a

ll. X+y+(a+1)z=0

Resolucion:
Resolvemos por el método de Gauss. Su matriz de coeficientes es:

a 1 1 |ad
4 a+l 1 |2a:
& 1 a+l| 0y

restamos a la 22 y 32 filas la 12 .

2 11lao
gOaOa%
%0 0 al-ay

Sia!l 0, el sistema es compatible determinado y su solucion es:
i z=-1

I y=1

I x=a-y-z=a

La interpretacion geométrica de la solucion es el punto P = (a,1,-1) donde
se cortan los tres planos

Sia =0, el sistema es compatible indeterminado con un UGnico plano ya que
la 22y 32 ec uaciones se anulan.
X+y+z=0Y Xx=-y-z=- -m

donde hemos tomado z = |, y = mcomo parametros.
La interpretacion geométrica de la solucion es el plano de ecuacion:

X+y+z=0

8.- Resuelve por el método de Gauss segun los valores del parametro ay
halla la solucion del siguiente sistema de ecuaciones para el caso de que
sea compatible determinado:
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I x+ y+a%z=1
jax+(a-ly+ z=a
X+ y+az=a+1l

—_—r —\—

Resolucion:
Obtenemos la matriz ampliada del sistema que es:

a1 a| 19
ca a-1 1 a f
gl 1 a|a+l}

Sumamos ala 22 filalal1l2x ( -a)yla32filala1® x(-1)
a1 a |19
c0 -1 1-a° |0+

2 | 5%
go 0 a-a ay
Es decir, seré:
a1 a® |10
c0 -1 1-a° |0+
€0 0 al-a)a;

Discutamos los posibles casos, para la tltima fila:

Si a = 0 queda (O 0 O|O) luego es un sistema compatible
indeterminado.

Sia =1 queda (O 0 0 1) luego es un sistema incompatible

9.- Discute y resuelve el siguiente sistema segln los valores del
pardmetro “a”. Halla la solucién parael casoa=0

I x+y+2z=1
% y+z=0
1 x+2y+az=a?-3

Resolucion:
Obtenemos la matriz del sistema que es:

gill 19
¢c0 11 0 =

&1 2 a|a’- 3y

Sumamos a la 32filala 12 x ( -1)
a1l 1 19
go 1 1 0 =(I)

80 1 a-1|a’- 4y

Sumamos a la 32 filala 22 x ( -1).
a1 1 19
01 1| 0=
S0 0 a-2|a’- 4y
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Por lo tanto obtenemos como ultima fila (O 0 a-2|a? -4).

El sistema sera compatible determinado salvo para el caso en que a =
2 ya que la Gltima fila seria (0 0 0]0) quedandonos un sistema
compatible indeterminado.

Para a = 0, obtenemos la siguiente matriz triangular sustituyendo el

valor en (1):

a1 1|10
01 1|o0%
S0 0 -2]- 4y

Obtenemos el sistema:

1 -2z=-4 i z=2
% y+z=0 b : y=-z=-2
box+y+z=1 1 x=1

con solucién (1, -2, 2)

10.- Dado el sistema de ecuaciones discute las soluciones segun los
diversos valores del parametro “a”. Resuelve el sistema en el caso a =2.

N

1 x+y+z=3
% 2y+2z=a-8
Lox+y+z=a-2

Resolucion:

Ponemos el sistema en forma matricial para aplicar el método de Gauss.
a 1 1] 39

0 2 2|as:

& 1 1]a- 2y

Restamos a la 32 fila la 12 fila multiplicada por 2.
da 1 1] 39
o 2 2|as:

0 -1 -1|a- 84

Cambiamos la 22 y 32 filas.
a 1 1| 39
0 -1 -1]a-8:
0 2 2|a-8y

Sumamos a la 32 fila la 22 multipl icada por 2.
Ada 1 1 3 0

o -1 -1 a8
S0 0 0 |3a- 24y

Queda un sistema escalonado cuya Gltima filaes (0 0 0] 3a-24)

Sia ! 8 es un sistema incompatible.
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Si a = 8, queda la ultima fila (O 0 0] O), es un sistema compatible
indeterminado.

Para el caso de que a=2 como a! 8 el sistema no tendra solucién, ya que
es incompatible.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Resuelve por e método de Gauss €l sistema de ecuaciones siguientes
1 2x-5y+3z=0

| -X+y-z=0

1 2xy=0

Solucién: (0,0,0)

2.- Resuelve d sistema de ecuaciones, utilizando el método de Gauss:

1 2x-3y+z=-4
% X-2y+z=-3
L ox+z= 2

Solucion: (1,2,0)

3.- Resuelve € sistema de ecuaciones, utilizando €l método de Gauss:
1 7x-y-52=-10

:

i x+ty=3

1 x+2y+z= 8

Solucion: (1,2,3)

I x+ty+z= 0
i 4x+6y+8z= 2
1 7x-4y-z=-11
Solucién: (-1,1,0)

4.- Resuelve € sistema de ecuaciones, utilizando el método de Gauss:
i
I

5.- Resuelve por € método de Gauss € sistema de ecuaciones siguientes:
1 3x+y-z=15

:

| xty-z=7

1 2x-y=6

Solucion: (4,2,-1)

6.- Resuelve por € método de Gauss € sistema de ecuaciones siguientes:

I x+2y=1
f-2x+3y+z=-1
1 3x-y=3

Solucién: (1,0,1)

7.- Resuelve por € método de Gauss el sistema de ecuaciones siguientes
1 2x-5y+4z=3

% X-2y+z=5
1,. X-4y+6z =10

Solucién: (76, 45,19)
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3.5.- EJERCICIOSDEL TEMA

1.- Razona si las siguientes afirmaciones son ciertas. Pon un giemplo si esfalsa

(a) Un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas es siempre compatible.

(b) Un sistema, de dos ecuaciones con tres incégnitas, compatible ha de ser indeterminado.

(c) Para que un sistema sea incompatible ha de tener distinto nimero de ecuaciones que de
incognitas.

Solucién: a) Falsa, b) Cierta, c) Falsa.

2.- Razonasi las siguientes afirmaciones son ciertas. Pon un gemplo si son falsas:

(a) Un sistema de cuatro ecuaciones con dos incognitas es siempre incompatible.

(b) Un sistema de dos ecuaciones con cuatro incognitas y compatible ha de ser indeterminado.
(c) Para que un sistema sea incompatible ha de tener distinto nimero de ecuaciones que de
incognitas.

Solucién: a) Falsa, b) Cierta, c) Falsa.

3.- Propon razonadamente tres sistemas de ecuaciones de orden 3x3 no homogéneos que sean
respectivamente compatible determinado, compatible indeterminado, incompatible.

4.-Sean Sy S dos sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas que solo difieren en los
términos independientes. Si S tiene infinitas soluciones )puede S' tener solucién Gnica?. )Por
qué?.

Solucion: No puede.

5.- Sean Sy S dos sistemas distintos de ecuaciones lineal es con la misma matriz de coeficientes.
a) Justifica con un gjemplo que S puede ser compatibley S incompatible.
b) Si los dos sistemas Sy S son compatibles, )puede S tener solucion Unicay S tener infinitas
soluciones? Razona la respuesta.
X+y+z=110 X+y+z=1 10
Solucién: a) x-y+z=3 i',y X-y+z=3 i',,b) No puede ocurrir.
2x +Zz:4b 2x +2220b

6.- Dado € sistema : ax-y=1 halla a para que:
1T X-ay=2al

a) No tenga solucion.

b) Tengainfinitas soluciones.

¢) Tenga solucion Unica.

d) Tenga unasolucion enlaque x = 3.

Solucion: a)a=-1,b)a=1,c)al {-1,1},d)a= -

wl b

1 x-2y-3z=-2
| 2X-dy+z=-4
1,. X+y+z=1
Cambia latercera ecuacion para que el sistema sea incompatible.
Solucién: (0,1,0)

7.- Resuelvey clasificael sistema de ecuaciones lineales:
i
I

8.- Escribe, cuando sea posible, sistemas de ecuaciones que respondan a las caracteristicas
siguientes:

a) Un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas que tenga infinitas soluciones.

b) Un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas que sea compatible y determinado.

¢) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que no tenga ninguna solucién.

d) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que tenga solucién Gnica.

Razona, en cada caso, tu respuesta.

9.- Considera €l sistema
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I X-y+z=1
13x-4y-22=-3
a) Afiade una ecuacion lineal al sistema anterior para que el sistema resultante seaincompatible.

b) Si afiadimos a sistema dado la ecuacién mx + y- z =-1 determina para qué vaores del
parametro m el sistema resultante es compatible indeterminado y resuélvelo.

I x-y+z=1 I x=7-6l
Solucién: a)% 3x-4y-2z=-3,b)m= -1, : y=6-5 ,conlT
b x-y+z=0 boz=

10.- Juan compré 4 butacas de patio y 6 de palco y pago 4698 pesetas; Salvador aboné 2820
pesetas por 5 butacas de patio y 2 de palco y Manuel 5124 pesetas por 2 butacas de patio y 8 de
palco. ¢Cuéanto valen 10 butacas de patio y 10 de palco?

Solucién: patio = 342, palco = 555, total = 8970.

11.- Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de 638400 pts. El
original costaba 1200 pts., pero también ha vendido copias, presuntamente defectuosas, con
descuentos del 30% y del 40%. Sabiendo que €& nimero de copias vendidas fue de la mitad del
de originales, calcular a cudntas de las copias se les aplicd € descuento del 30%.

Solucion: 120 copias

12.- Si una persona invierte el 40% de sus ahorros en acciones del tipo A y € resto en acciones
dd tipo B, €l interés medio resultante es del 5%, mientras que si readlizalainversion al revés (es
decir coloca el 40% en B y d resto en A), € interés medio resultante es del 6%. )Qué interés
proporcionan las acciones del tipo A y cudl las del B?)Cudl seriael interés medio resultante si se
invirtierala misma cantidad en los dos tipos de acciones?

Solucién: a=8,b=3,i.m=55

13.- Una empresa cinematografica dispone de tres cines C;, C, y Cs. Cierto dia, en cada uno de
ellos, proyectatres peliculas, Py, P, y Ps. El nlmero de asistentes cada unade ellas seindica en
lasiguiente tabla

Py P, Ps
C 200 200 300
C, 100 200 300
Cs 200 200 100

Sabiendo que los ingreso obtenidos en ese dia en C;, C, y C;, fueron de 150.000, 140.000 y
90.000 Ptas., respectivamente. calcular €l precio de la entrada para cada unade lastres peliculas.
Solucion: x = 100, y = 200, z = 300.

14.- Una ganadera da a su ganado una mezcla de dos tipos de piensos A y B. Un kilo del pienso
A proporciona a unares €l 6% de sus necesidades de proteinas y €l 14% de sus necesidades de
carbohidratos. Un kilo del pienso B contiene e 35% del requerimiento diario de proteinasy el
15% del de carbohidratos. Si la ganadera desea que su ganado tenga cubiertas, pero sin
excedentes, sus necesidades diarias de proteinas y carbohidratos, )cuantos kilos diarios de cada
tipo de pienso debera proporcionar a cada res?

Solucion: 5 Kg. de pienso A, 2 Kg. de pienso B.

15.- Una fébrica de electrodomeésticos tiene una produccion semanal fija de 42 unidades. la
fébrica abastece a tres establecimientos - digamos A, B y C- que demandan toda su produccién.
En una determinada semana el establecimiento A solicité tantas unidades como B y C juntosy,
por otro lado, B solicité un 20% mas que las suma de la mitad de lo que pidi6 A mas latercera
parte de lo que pidié C. )Cuantas unidades solicité cada establecimiento de dicha semana?
Solucién: 21 unidades solicité A, 15 unidades solicité B, 6 unidades solicité C

16.- Unatienda vende una clase de calcetines a 1.200 Ptas. €l par. Al llegar las rebajas, durante
el primer mes realiza un 30% de descuento sobre el precio inicial y en € segundo mes un 40%
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también sobre el precio inicial. Sabiendo que vende un total de 600 pares de calcetines por
597.600 Ptas. y que en las rebajas ha vendido la mitad de dicho total, )a cuantos pares de
calcetines se les ha aplicado € descuento del 40 %7?

Solucién: 180 pares con 30% descuento, 120 pares con 40% descuento

17.- Por la abertura A del mecanismo de

tubos de la figura se introducen 50 bolas que A
se deslizan hasta salir por B. sabemos que
por el tubo W han pasado 10 bolas

a) Justifica si es posible halar el nimero de
bolas que pasa exactamente por cada uno de
lostubos X, Y y Z. w Y 7
b) Supongamos que podemos controlar €l
nimero de bolas que pasan por € tubo Y.
Escribe las expresiones que determinan el
ndmero de bolas que pasan por los tubos X y X

Z en funcion de las que pasan por Y.

¢) Se sabe un dato nuevo: por Y circulan 3

veces mas bolas que por Z, )cuantas circulan

por X, Yy Z?.

Solucién:

a) No es posible, € sistema formado nunca podra ser compatible determinado
b) z=40-y,x=10+y. ¢) x= 30,y = 30, z= 10.

18.- En una tienda de alimentacion se ha hecho una oferta de tomates, yogures y botes de sal.
Una sefiora compré dos botes de tomate, cuatro yoguresy un paguete de sal, gastandose 200 pta.
Otra compr6 un bote de tomate dos yogures y devolvié un paquete de sal que no estaba en buen
estado pagando en total 70 pts. La Ultima compré tres yogures y devolvid dos paguetes de sal
por un precio de 20 pts. ) En qué consistio la oferta?.

Solucién: tomate 50, yogures 20, sal 20.

19.- El testamento de un padre contiene las siguientes disposiciones: "La parte de mi hijo mayor
serd lamediade los otros dos mas 3.000 dolares; |a parte de mi segundo hijo sera exactamente la
media de |as partes de los otros dos; |a parte del mas joven serala media de los otros dos menos
3.000 dolares'. Halla, mediante el método de Gauss, cuanto dinero corresponde a cada hijo.
Solucién: X, X + 2000, X + 4000

20.- Dos nifios estan jugando alas canicas y un tercero les pregunta cuantas tienen. Uno de ellos
contesta las que tengo en le bolsillo mas e doble de las que tiene él suman 10; pero s alas que
yo tengo les retas las suyas quedan 4. )Es esto posible? )Le estaban tomando el pelo a nifio?
)Por qué?.

Solucion: S. No. Uno tiene 6y el otro 2.

21.- Unaama de casa adquiri6 en el mercado ciertas cantidades de patatas, manzanas y naranjas
aun precio de 100, 120 y 150 pts./kg., respectivamente. El importe total de la compra fueron
1160 pts. El peso total de la misma 9kg y ademas compré 1kg méas de naranjas que de manzanas.
a) Plantea un sistema de ecuaciones para determinar la cantidad comprada de cada producto.

b) Resuelve & problema

Solucion:
i 100x +120y +150z=1160

a)% X+y+z=9 ybyx=2y=3z=4
1,. z=y+1

22.- Estudiala compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones dependiendo del parametro a:
1 2x-3y+z=0

% x-ay-3z=0

1,' 5x+2y-z=0

Solucién: at -8, SCD(0,0,0), a= -8 SCI
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23.- )Qué valores tiene que tomar a, b y ¢ para que sea compatible €l sistema?.
i Xx+ty+z=a

%x+y+z:b

1,' X+y+z=c

Solucién: a=b=rc.

24.- Discute € siguiente sistema de ecuaciones seglin los valores del parametro a.
1 ax+y+z=1

% X+ay+z=a

;:. X+y+az =g’

Solucion: S al {1,-2}, SCD, S at 1,SCl.,, S at -2,9.

25.- Discute € siguiente sistema de ecuaciones seglin los valores del parametro a.
12x-3y+z=0

% x-ay-3z=0

1 5x+2y-z=0

Solucién: S at -8, SCD con solucion trivial. S a= -8 SCl

26.- Discute € siguiente sistema de ecuaciones segln los valores del parametro a.
1 3x+10y+4z=0
% axt+ y-z=0

1,' X-5y-3z=0
Solucién:
19 19

Sal! —,CDh, a= —, <l
5 5

27.- Discute € siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del parametro “a” .
i 5x-11y+9z=a

I x-3y+5z=2

1,. 2x-4y+2z=1

Solucién: S at 4,9.S a= 4, Cl

28.- Discute € siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del pardmetro “a’.
I xtytz=a

%x+ (A+ay+z=2a

ll. Xxty+(a+tl)z= a

Solucion: S at 0SCD. S a=0, Xl

29.- Discute € siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del parametro a.
1 ax+y+z=1

i x-2y+z=1

1,. 3x+4y-2z=-3

Solucién; Para cualquier valor del parametro” a” el sistema es SCD.

30.- Dado € siguiente sistema de ecuaciones discute su solucion segin los diversos valores del
parametro a, utilizando el teorema de Rouché-Frobenius.

1 X+ z=1
% X- 2y+z=1
1 (2-ax+(2a-2y =a-1

Solucion: S at 2 sistema compatible determinado, S a = 2 sistema incompatible.
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31.- Discute la solucién € siguiente sistema segln los valores del parametro a.
o x+t y+ z=1

% X+ 2y+2z=1
[ x+ (a+2)y+ 2az=-8

Solucién: at 2CD, a=29.

32.- Discute la solucién € siguiente sistema segln los valores del parametro a.
I Xx+ay+z=4

% x+3y+z=5

1,. ax+y+z=4

Solucién: atlyal3SCD, a=1Cl,Sa= 39.

33.- Discute la solucién € siguiente sistema segln los valores del parametro a.
i 2x+y+ z=0

%ax-y- z=al

1,.3x -2az=al

Solucion: al {-2,0}, SCD.S a=09.9a=-2,9.

33.- Dado € siguiente sistema de ecuaciones discute las soluciones segin los diversos valores
del parametro a, utilizando el teorema de Rouché-Frobenius.

lax+y+z=4
% X+ y+z=a
1,. X-y+az=2
Solucién: at 1yat -1CD, a=19,Sa=189.

34.- Considera el sistema de ecuaciones lineales:
2 11 1oax0 & 20

¢ ¢ = ¢ -

G-k 3 -ls.¢y+=¢-3+

£ 12 k8.5 &5

Discute €l sistema segun los valores de k
Solucién: S ktlyk?! 2 SCD,

-9k=19

-Sk=2Cl

35.- Aplicalareglade Cramer pararesolver el sistema

i 3x+3y+z=38
% X-y+z=6
! 3x+4y-z=3

Sustituye la tercera ecuacion por otra que haga que € sistema sea compatibl e indeterminado.
Solucién: (3, -1, 2). Para que sea SCI sustituimos la 32 por la suma de las 12y 22 ecuaciones..

36.- Aplicalareglade Cramer pararesolver €l sistema

1 -Xx+2y-3z=-2

b ox-3y+4z=3

1,. X-y+z=1

Cambia una de las ecuaciones para que €l sistema sea incompatible.

Solucién: (1,21 -1,1).
Para que sea incompatible sustituimos la 3% ecuacion por la 12 con otro término independiente.

37.- Aplicalareglade Cramer pararesolver el sistema
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I x-y+3z=1
% 3x-y+2z=3
L .2y+7z=10

Solucion: incompatible.

38.- Resuelve d sistema
I X-2y+3z+t=1

{ -X+2y-z+2t=0
§-2y-4z-t=2
t x-5y+z-2t=0
Solucion:

&3 7 80

€10’ 10’10,

39.- Resuelve € sistema de ecuaciones, utilizando € método de Gauss:
I x-y=1

% 3x-y=5
Solucion: (2,1)

40.- Resuelve por & método de Gauss € sistema de ecuaciones siguientes
I x2y=-3

. ox+3y+z=4

L 2x+y-5z=4

Solucion: (1+21,2+1,1)

41.- Resuelve por el método de Gauss € sistema de ecuaciones siguientes
1 2x-5y+3z=0

% -X+y-z=0

1 2xy=0

Solucién: (0, 0, 0)

42.- Resuelve por el método de Gauss € sistema de ecuaciones siguientes
I X+ 3y-z=-5

% 2x- y+5z=17

1,' x+10y-8z=9

Solucion: Incompatible

43.- Resuelve por € método de Gauss € sistema de ecuaciones siguientes:
i 3xt+y-z=4

i xt2y=5
15x+5y-2=14
Solucioén: 8é3+2e ,_11-e &2
e 5 5 o

44.- Resuelve por & método de Gauss € sistema de ecuaciones siguientes
I Xty+tz+tu=6

{ X-y+z-u=-1

: 3X-y+3z-u=3

1 7x-5y+7z-5u=-1

Solucion: Incompatible
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45.- Dado €l sistema de ecuaciones

12x-3y=6

% X+2y =3

L3x-y=2

a) Clasificadicho sistema.

b) Interprétalo geométricamente, indicando la posicion relativa de cada par de rectas.

Solucién:

a) El sistema esincompatible.

b) Geométricamente el sistema estd formado por tres rectas que no tiene ningln punto comdn

tal como seve en lafigura.

46.- Discute por €l método de Gauss, en funcion de“a”, €l sistema:
I Xty+tz=at+2

% X-ay+z=1

ax+y+z=3

Solucion: al {-1,1} SCD, a= -1,1 SCI

—_

47.- Discute y resuelve por € método de Gauss, € siguiente sistema de ecuaciones segun los
valores del parametro a.

I xtytz=a

% x+(1+ay+z=2a

I xty+@nz=0

Solucion: S at 0, (a,1,-1). S a=0 x=-I-m

48.- Discute por € método de Gauss, € siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del
parametro a.

lax+2y+3z=0

% ay+4z=0

b x-y+z=0

Resuélvelo paraa= -1.

Solucion:

<p,"al R & 4 10
¢8 8 8y

49.- Discute por € método de Gauss, € siguiente sistema de ecuaciones seglin los valores del
parametro a.

L acey+z=a?

Ji[ax +(1- ay+(1- a)z= a2

% ax+y+az= 2a’

Resuélvelo cuando sea compatible indeterminado

Solucion:

al Oyat!lsistema es compatible determinado.

- S a=0, sistema compatible indeterminado.
- S a=1, sistema incompatible.

50.- Resuelve por € método de Gauss € sistema de ecuaci ones sigui entes:

i 3xt+y-z=4
% X+2y =5
15x+5y-2=14

Solucion: g8+ze ,11_-e,..9
e 5 5 o
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TEMA1

1.- DERIVACION DE FUNCIONES
1.1.- DERIVADA EN UN PUNTO

1.- Definicién

Se llama derivada de la funcién f en un punto x =a, f'(a), al siguiente limite, si es que existe:
, . f(ath)-f(a f X)-f(a
fa = fim TEDF@ _ o - -1
h—0 h x—>a X-a

Las derivadas laterales son obtenidas al tomar los limites anteriores a izquierda o derecha.
e Derivada por la izquierda:
o . f(ath)-f(a . f)-f(a
fi@) = fim 1@t -T@) o 109-1()
h—0 h x—»a  X-a
e Derivada por la derecha:
ot . f(at+h)-f(a . f(x)-f(a
fi@) = fim J@N-T@) | 19-1()
h—0* h x—at  X-a
Existird derivada en un punto cuando existan ambas derivadas laterales y coincidan sus valores.

EJEMPLOS

1.- Halla la derivada de la funcién f(x) = % en X, = 1 aplicando la

definicion de la derivada.

Resolucién:
Hallamos derivada aplicando la férmula y resolviendo la indeterminacion:
1 1

. fa+h-fa ) 1 0
£r(1) = fim DD deh 1 1=H

h—0 h ho N 0
1-(1+h) h

. . -1
£'(1) = lim —— = fjj 0

h—0

=lim—7 =-1
h h0 N h—0 1+h

2.- Halla la derivada de y =X en Xo = 1, aplicando la definicion de la
derivada.

Resolucion:
Aplicando la formula y resolviendo la indeterminacion:

) = fim T - Vi+h-1 _ (9)
h—>0 h ho N 0

(JF DEI+h+1) 1

FO=m = ohey Im h(JlT ) M heD (JlT hi1) 2

3.- Halla la derivada de la funcion f(x) = e en x, = 0, aplicando la

definicion de la derivada.
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Resolucion:
Aplicando la férmula y como e*-1 y x son infinitésimos equivalentes:

, . f(h)-f(0) ( 0)
f'(0) = —~7 Y/ = =
0) Llﬂg H 0
e 3
f'(0) = lim =lim—=1Iim3=0
h—0 h h—0 h h—0

4.- Estudia la derivabilidad de y =| x| en x, =0

Resolucion:

Como i) =| X|:{-x si x<0

X si x=0
g0+h)-g(0) _

continua en R pero no derivable ya que en x = O:

) ) . -h ]
g'(0) =lim lim— = lim(-1) =-1
h—0- h h>0 h  h5o
+ - 0+ h = O - h -
g©) = fim 90M-90 _ p N o fim1=
h—0* h h-0 N h50

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Calcula la derivada de y = 3x% +x en x,= 3 utilizando la definicion.
Solucion: y'(3) = 82

2.- Calcula la derivada de 3 - X’ en X, = 3 utilizando la definicion.
Solucién: y'(3) = -6

3.- Calcula por la definicion de derivada f '(0) siendo f(x )= e*+1.
Solucién: f'(0) =2

4.- Demuestra, utilizando la definicion, que la derivada de f(x) = is en X,=2esf'(2) = %
X
5.- Demuestra, utilizando la definicién que la derivada de f(x) =+/X-2 en x,=6esf'(6) = %

6.- Demuestra, utilizando la definicion, que f’ ( 2—3“) = % siendo f(x) = ser( %) .
7.- Demuestra, utilizando la definicién, que f’ ( gj = -% siendo f(x) = x.cos X.

8.- Comprueba, aplicando la definicion, que f’(x, = 0) = 0 si f(x) = x°.
9.- Comprueba, aplicando la definicion, que (X, = 1) = 2 si f(X) = sen(2x).

10.- ¢Es la funcién y = | x—1| derivable en x = 1?
Solucion: No, ya que las derivadas laterales son distintas.

11.- Estudia la derivabilidad de y = | x—3| enx = 3.
Solucidn: No es derivable en x = 3, ya que las derivadas laterales son distintas.

12.- Estudia la derivabilidad de y = | x?—4] enx = -2.
Solucién: No es derivable en x=-2.
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1.2.- INTERPRETACION GEOMETRICA

1.- Recta tangente

f(x +h}
La derivada de una funcién en un punto es la
pendiente de la recta tangente a la grafica de
la funcion en ese punto.
La ecuacion de la recta tangente en el punto  f(%o) -
(%o, f(Xo)) en forma punto-pendiente seré:

y - f(Xo) = F'(X0) (X-Xo)

2.- Recta normal s, +h)

La ecuacién de la recta normal a la curva en
un punto en forma punto-pendiente seré:

y-f(xg) = (X - %0) )
’ f(o) ’

EJEMPLOS

1.- Escribe las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva
y =xe*en xo=0.

Resolucién:
Utilizando la definicién, hallamos la derivada de la funcion en xo = 0:
fh fO) .. he"-0 he"
f'(0)= ()-fO) _ = lim ‘Ilm——llme =1
h—>0 h h»o h h h—0

La recta tangente tiene de ecuacion y - f(xg) = f '(Xo)(X-Xo), sustituyendo valores:
y—-0=1(x-0)=>y=x

i . 1 .
La ecuacion de la recta normal sera y - f(xo) = - ——— (X - Xo) , sustituyendo:

f(xo0)
y-0=-1(x-0)=>y=-

2.- Escribe las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva

gfte™

y= en xo=0.

Resolucion:

La ecuacion de la recta tangente la damos en forma punto-pendiente.

e Hallamos los valores de f '(0) utilizando la definicién y aplicando que h y e"-
1 son infinitésimos equivalentes:

L +e’ 1 2h h h 4P
. f(h) f(0) 2 . e"41-2e .1
f O = = _ =
©= haO h hlino h le) 2he" LILno 2he
(0= lim h” = lim"5 =0
h-0 2he” -0 2eM
e Hallamos el valor de la funcion en el punto X, = 0:
1+1
fO)=—=1
(0) >
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e Sustituimos valores en la ecuacion:
y-1=0(x - 0) = y = 1 es la recta tangente

e La ecuacion de la recta normal sera x = 0, ya que pasa por Xo = 0 y forma
un angulo de 90° con la horizontal.

3.- Calcula los puntos de la curva y = x>+9x>-9x+15 en los que la tangente
es paralela alarectay = 12x+3.

Resolucion:
Como y’ = 12, al ser la derivada la pendiente de la recta tangente en el punto:
f'(x) = 3x°+18x-9 = f (c) = 12

Sustituyendo valore en x = c:
3c¢?+18¢-9 = 12 = 3¢*+18¢-21 = 0 = c*+6¢-7 = 0

Ecuacion con soluciones:

_ -6+436+28

> =c1=-1,¢c,=7

Los puntos pedidos son (, 16) y (-7, 176)

4.- Halla los puntos de la gréafica de la funcion definida por f(x) = 2x*-x*+ x
en los que la tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

Resolucién:

Como la bisectriz del primer cuadrante tiene de ecuacién y = x su pendiente
vale m = 1. Se trata de obtener los puntos en los que la derivada vale 1:

f'(x) = 8x%-2x+1 =1 = 8x>-2x = 0 = 2x(4x2-1) =0

Con soluciones:
2X=0= x=0

4x° -1=0 = x:i%

Luego los puntos pedidos son: A =(0,0), B :(%g) C =(£ §j

5.- Sea f: R —» R la funcion definida por f(x) =

S+
X2 2X. Sea P el punto de
+1

corte de la gréfica de f con su asintota. Determina la recta tangente a la
gréficade f en el punto P.

Resolucion:

) . X3+ 2x . . .
e Como |[imf(X) = lim = = oo no tiene asintota horizontal.
X—»00 xow X°+1

La asintota oblicua sera de la forma y = mx + n, siendo:

f(x) x3+2X
—_— p— :1
Ilm )I(% X3'|'X
+2X X
n = |im[f(xX)-mx] =|; X x| =1 =0
im0 =fim| 725 -x] =i %
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Luego la asintota de la que nos hablan es y =x

Calculemos el punto P de corte de la grafica con su asintota:

3+2x
y:X2 x3+2x 3 3
x-+l = 711 =X S XH2X=X+X=>x=0.
X
y=X

De donde se deduce quey =0

e Larecta tangente a la grafica de f en el punto P sera la recta que pasa por
P = (0, 0) y tiene de pendiente la derivada de f en el punto de abscisa x=0:

Fi(x) = Bx*+2(x*+1)-(+2x)2x _ x*+x2+2

(x2+1)? (x2+1)?

La pendiente serd& m = f'(0) = 2, luego la recta tangente a y = f(x) en el
punto P = (0, 0) sera: y = 2x

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Halla la recta tangente a la funcién f(x) = x? en x, = 0.
Solucion:y =0

1
2.- Halla las rectas tangente y normalay = — en x, = 1.
X

Solucién: Tangente: y = -x+2. Normal: y = x

3.- Halla las rectas tangente y normal ay = Jx en Xo = 1.
Solucioén: Tangente: y = %x+% .Normal: y = -2x+3

4.- Halla la recta tangente a la funcion f(x) = e* en x, = 0.
Solucién: y = 1.

5.- Halla las rectas tangente y normal a la grafica de la funcion y = sen(2x) en x, = m.

Solucién: Tangente: y = 2x-2z. Normal: y = —; x+%

6.- Escribe las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curvay = x* en X, = 1.

-~ X
Solucién: recta tangente, y = 2x-1; recta normal, y = —3 + 2.

7.- Halla el punto de la curva y = In(2-x?) en el que la tangente tiene de pendiente 2. Halla la

ecuacion de dicha tangente.
Solucion: 2x -y +2=0

8.- Halla los puntos de la curva y = 3x2-5x+12 en los que la tangente a ésta pasan por el punto

(0,0). Halla las ecuaciones de dichas tangentes.
Solucion: Los puntos son (-2,34), (2,14). Las ecuaciones son: y = -17x, y = 7x

9.- Halla todas las posibles rectas tangentes a la curva y = x* que pasan por el punto (2, 0) (ten en

cuenta que este punto no esta en la curva).

o 2048 4096
Solucién: y =0, y_WX_F
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1.3.- FUNCION DERIVADA

1.- Concepto de funcion derivada

Si una funcioén es derivable en todos los puntos de un intervalo (a, b) es posible definir una nueva

funcidn f '(x) que se llama funcion derivada tal que:
(@ b)>R
x — f'(x)

El dominio de definicion de la funcién derivada esta formado por los puntos de donde ésta es

derivable D(f") = {xeD(f) / 3f '(x)}

2.- Derivadas sucesivas

A partir de la definicion anterior se pueden definir la derivada segunda, tercera, etc.. (que se

denotan con f", f*,..) como la funcion derivada de la derivada primera, segunda, ...

EJEMPLOS

1.- Hallala funcion derivada de f(x) = x? aplicando la definicion.

Resolucién:

Utilizando la definicién de derivada, desarrollando y simplificando:

, . fx+h)-f(x) . (x+h)>-x? _ .. x%2+2xh+h?-x?

f (X): Ilmw = Ilm(—) = Ilm =
h—>0 h h—>0 h h—>0 h
. 2xh+h% _

= lim——— = lim(2x+h) =2x

ho N h—0

2.- Halla la derivada de y = Jx aplicando la definicion.

Resolucion:
Aplicando la definicién, multiplicando por el conjugado del numerador:

focth)-f09 _ o xeh—vx o (e —0Wxrh +9%)

BT h T e

') = lim
h—0
operando en el numerador y tomando valores del limite:
Xx+h—x 1

h 1
f' = kL = lm -—-—  =nh =
g L'Lno h(vX+h +vx) L'Lno h(vX+h ++/x) L'Lno Wx+h+Jx)  2Jx

3.- Halla las derivadas sucesivas de f(x) = x2.

Resolucion:
e Derivada primera:
. fx+h)-f) . (x+h)3-x3
109 = fim O iy (RS
h—>0 h h—0 h
oo x343x%h+3xh2 +h3-x® . 3x%h+3xh? +h®
f'(x) = lim = lim
h—0 h h—0 h
2 2
£ = [im NS+ +0T) (3x2 +3xh +h?) = 3¢
h—0 h h—0
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(] Segunda derivada:
f(x+h)-f(x . 3(x+h 2-3X2

') = i
60 = lim =, o h
. . 3x%?+6xh+3h%2-3x> . 6xh+3h?
f'(x) = lim = lim ———— = lim (6x+3h) = 6x
h—0 h h—0 h h—0

e Tercera derivada:
. ' (x+h)-f'(X . B6(x+h)-6x
F0 = fim Xt -T0) B -6x
h—0 h h—0 h
Desarrollando y simplificando la expresion obtenida:
6xh + 6h - 6x . 6Bxh .
— - lim—— = lim (6x) =6.
h—0 h—0

) = |j
() Llino o

3.- En la figura adjunta se representa
la grafica de una funcién f : R - R.
Estudia la derivabilidad de f.

Resolucién:

Sera derivable f en los puntos que tenga
derivada. Como en los puntos x = -3 y
x =1 existen derivadas laterales distintas
(puntos angulosos) no sera derivable,
luego lo es en R-{-3,1}.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dibuja una funcidn que sea continua y derivable en x =3, otra que sea continua y no derivable
en x = 3, y otra que no sea continua en el punto x = 3.

2.- Halla la derivada de y = sen x, aplicando la definicion.
Solucién: f'(x) = cos x

3.- Halla la derivada de y = % aplicando la definicién.

Solucion: f'(x) = —iz
X

4.- En la figura adjunta se representa la  , r-------------------
grafica de una funcion f : [0,1] — R. Estudia
la derivabilidad de f.

Solucion: (0,1/2)(1/2,1)

y=1ix)

5.- Halla la funcién derivada de f(x) = x°.
Solucion: f'(x) = 3x°

T P

6.- Halla la funcion derivada de f(x) = Lx. 0

Solucion: f'(x) = %

X

7.- Halla las derivadas sucesivas de f(x) = e”".
Solucion: f (x) = e
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1.4.- CALCULO DE DERIVADAS

1.-

2.-

Operaciones con derivadas
Suma de funciones: es la suma de las funciones derivadas: [f(x)+g(X)]' = f'(x)+g'(x)

Producto de un ndmero por una funcion: es el producto del nimero por la derivada de la
funcion: [a.f(x)]' = a.f'(x)

Producto de dos funciones: es el producto de la derivada de la primera por la segunda
funcién sin derivar mas el producto de la primera funcion por la derivada de la segunda:

[f()-9()]" = F(x)g(x) + (x).g'(x).

Cociente de dos funciones: es el producto de la derivada del numerador por el denominador
sin derivar menos el producto del numerador por la derivada del denominador y dividida
toda la expresion por el denominador al cuadrado:

{f(x)} _ F(¥).90%) f(x).9'(x)
9(x) [0

Regla de la cadena: La derivada de la composicién de dos funciones fy g es el producto de
la derivada de f por la derivada de g: [f(g(x))]' = f'(9(x)).9'(X)

Reglas de derivaciéon

Funcién Derivada Regla de la cadena
y=x" y =nx"* y' = nf(x)"™" f(x)
1 _ (¥
= Y= —= y =
y=x 2Jx 2.Jf(x)
y=¢" y =e y' = e®f(x)
_ 1 _ Fx)
y =Lx y = X y (%)
_ 1 1
y = log,x = S l0ge = log.e
y =sen x y' = C0S X y' = cos f(x).f'(x)
y = CO0S X y' =-senx y' = - sen f(x).f(x)
) 1 f'(X)
=tg X = =
y=u cos” X cos*f(x)
= ctg X S - T®
Y=o sen’ X sen’f(x)
y= 1 y= f(x)
= arc sen x = =
y 12 JL—10?
1 X
y = arc cosx y'=- y=- >
1-x2 1-£(x)
= arc tg x y'= 1 SR
yoaes 1+x2 1+f(x)?
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3.- Funciones potenciales-exponenciales

Las funciones potenciales exponenciales son de la forma y = f(x)g(x). Para derivarlas se toman

logaritmos en ambos miembros de la ecuacion y se deriva la expresion obtenida:

Ly = g00.LIT)] = % = g(¥) L[f(x)+g(x)%

La derivada se obtiene despejando y sustituyendo el valor de y:

y = f(x)g“{g' () LIO)+90%) %}

4.- Derivacion implicita
Si la expresion de una funcién no tiene una relacién explicita entre las variables x e y, se deriva

directamente en esa relacion implicita aplicando la regla de la cadena.

EJEMPLOS

1.- Halla la funcién derivada de
2

a) f(x) = X2+ L b) g(x) = 2.Lx c)h(x) = x°.sen x d)i(x) =
X senx

Resolucion:
a) Aplicando la regla de derivacién de una suma:

fi(x) = 2x.1+x2.(i12} =2-1=1
X X

b) Aplicando la regla de derivacién del producto de un nimero por una funcion:

, 1_2
gx)=2-=—
X X

c¢) Aplicando la regla de derivacion de un producto:
h ‘(x) =2x. sen x + x>.cos X

d) Aplicando la regla de derivacién de un cociente:
. 2X.senx-x2.cosx
i(x) = .

sen® x

2.- Halla la funcién derivada de h(x) = sen(x?)

Resolucion:
Como h(x) = f[g(x)] con f(x) = sen x y g(x) = x° aplicando la regla de la cadena:

h'(x) = [f(@))' = F(9(x))-g'(x) = cos(x’).2x

X —X

g"te

3.- Deriva, simplificando la derivada obtenida, la funcion f(x) =  x
e"-e

Resolucion:
Derivamos aplicando las reglas de derivacién de exponenciales y cocientes.
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y = (e"-e7).*-e)-("+e™)."+e™)

(e*-e™)°
Desarrollando el numerador y denominador:
L (e2x+e—2x_2)_(62x+e—2x+2) B e2><_|_e—2x_2_e2><_e—2x_2 : 4
y = e2x_|_e—2x_2 - e2X+e‘2X-2 - _62x+e—2x_2
4.- Deriva, simplificando la funcién derivada obtenida f(x) = L 11+ttgx
- gX
Resolucion:
1+tgx
f(x)= L -—L1+tx L(1+tgX
(9= L5 [L(1+1g)-L (1+tgX)]

derivamos aplicando las reglas de derivacién de logaritmos.
1 1 1 4 }
| 1+tgX cos®x 1—tgX cos?x

yol
L

Hallando coman denominador y sumando las fracciones obtenidas:

yoilirtoxittx | 1) 2
2] cos?x.(1-tg?x) | 2] cos?x.(1-tg?x)

sen x : L
Como tg x = CoSx y cos’x-sen’x =cos 2x:, sustituyendo y simplificando queda:

y = 1 _ 1 _ 1 1
2 [ sen®x , [cos®x-sen®x |  cos’x-sen’x  COS2X
Ccos“X| 1- 5 COSX| ————5———
cos?x cos?X

5.- Halla la derivada de y = x&*

Resolucion:
Como es una funcién potencial-exponencial usamos la derivacién logaritmica:
Ly = e*. Lx

Derivando ambos miembros, despejando y sustituyendo:

L':>‘Lx+><1 r= x¢ XLx+Xl
¥ e-()e-X:>y e-()e-x

COosX

6.- Deriva, simplificando al maximo y = (sen x)

Resolucion:
Como es una funcién potencial-exponencial usamos la derivacion logaritmica:
Ly = cosx L(sen x)

Derivando ambos miembros, despejando y sustituyendo:

y cosxz}

2
COSX
2 =senx L(senx)+ (se—nx) =y = (senx)°°sx{senxL(sen>9 + o

DERIVADAS E INTEGRALES
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7.- Deriva implicitamente x® +y*+2xy =0

Resolucion:
Derivamos con respecto a X, en ambos miembros:
2x+2y.y' +2y +2xy’ =0

Despejamos de forma que queden en el primer miembro los términos con y'":
2y.y’ - 2xy’ = -2X -2y

Sacamos y' factor comudn y despejamos:
2X+2y _  X+y
2y -2x y-X

Y(2y-2x)=-2x-2y = y' = —

8.- Deriva implicitamente xy”=x arc seny

Resolucién:
Derivamos con respecto a X, en ambos miembros:

y

!

y? + 2Xyy' = arc seny + x

1—y2

Despejamos en el primer miembro los términos con y'":

2Xy.Y' - X —y =arcseny- y

1-y
Sacamos y' factor comin y despejamos:

/2
Y. ZW_L :arcseny-yzjy':w

\/1'_)’2 2Xy- X

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

8) 100 = YWV x b) g(x) = / tgx c) f(x) = ax+b

cx+d
b, 1 sed X ad-bc
Solucion: a) f'(X) = —— ,b)g'(x) = ,O)h'(x)= ————
88/x 2./tg x (cx+d)?
2.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1

a) f(x) = ctg 2 x b) g(x) = L(cos x) ¢) h(x) = L(x* +1)

1 1 2X

Solucion: a) f'(x) =

b)g'() =-tgx,c)h'(x) = 2+l

' 2
2\/ctg®x sen X

3.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
Af9= e b)gx)= (cos)X

Solucion: a) f'(x) = e .e%".e*,b)g '(x) = (cosx)sz[ZL(iOSX)

- L(x2)tgx}

4.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
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a) f(x) = tg X.5eCX , b) g(x) = ye!90¢D"

2
Solucion: a) f'(x) = ML?X, b)g'(x)= l\/etg(x“k)x tg(x+1)X[L[tg(x+l)X]+x+
cos’ X 2 cos”(X+1)

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

5.- f(x) = /33 -¥x

3Vax 1
2 e

6.- f(x) = sen\/ﬁ.cos\/g

Solucién: £°(x) = —@ [senp +cos\/e1_‘x]

Solucién: f'(x) =

(x-1)*

7109 =

Solucion: £(x) = %
8.-xy +cos(y)=0

-y
X —seny

Solucién: y’ =

9.-y. cos(x) + cos(y) =0

Solucién: y’ = __YseX
COSX—seny
X -X
10- y= e’ +e
e —e™*
-4
Solucién: y’ = ———
y (e2x_1)2
1-x
11-y=L|.|——
Solucién: y’ =
T
12.-f(x) = L |L+SenX
1-senx
Solucion: f'(x) = L
COoS X

13.- f(x) = L[L(sec x)]
Solucién:

Fi(x) = tg x

()
COSX
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1.5.- ACTIVIDADES DEL TEMA

1.- Estudia la derivabilidad de y = | x+1+{ x>~1| en x = 1.
Solucién: No es derivable en x=1

2.- Estudia la derivabilidad de la funcion f(x) = | x|e* enx = 0.
Solucién: No es derivable.

3.- Representa y estudia la derivabilidad de f(x) =| x2-9 |enx=0yx=3.
Solucion: Es derivableenx =0. No loesen x = 3.

4.- Se considera la funcion f definida por f(x) = | X2 —4x +3|. Demuestra que es continua pero
no derivable en x, = 3.

5.- Halla el punto de la curva y = L(2-x?) en el que la tangente tiene de pendiente 2. Halla la
ecuacion de dicha tangente.
Solucién: x =-1,y=2x + 2

6.- Halla los puntos de la curva y = 3x%-5x+12 en los que la tangente a ésta pasan por el punto
P = (0, 0). Hallar la ecuacion de dichas tangentes.
Solucion: x = -2, x = 2.

7.- Calcula los puntos de la curva y= x*+9x?-9x+15 en los que la tangente es paralela a la recta
y=12x+ 3.
Solucién: x =-7,x = 1.

1
(x-1)°

8.- Busca las tangentes en los puntos de inflexion de las curvay = 3x?-

Solucion: y = -2x-1, y= 14x-17.

9.- Halla las rectas tangente y normal a la grafica de f(x) = x>-6x*+8x en el punto x = 2.
. 1 1
Solucion: y=-4x+8,y==x-—.
y y 4 2

10.- Prueba que y = -x es tangente a la gréfica de f(x) = x* - 6x + 8x. Halla el punto de tangencia
y estudia si la recta corta a la curva en algln otro punto.
Solucién: El punto de tangencia es x= 3. El punto de corte es x=0.

11.- ¢En qué punto P, de la gréfica de la funcién f(x) = x*-6x+1 la tangente es paralela a la
bisectriz del tercer cuadrante? Representa la funcidn y = f(x) y la tangente a f en el punto P,,.
Solucién: y = 6x-35

Calcula las derivadas de las siguientes funciones, simplificando lo mas posible
12.- f(x) = cosx. L(x%)

Solucién: f(x) = -senx.L(¢) +cosx.2
X

13.- f(x) = sen x .cos (2x)
Solucién: f(x) = cosx. cos (2x) - 2senx.sen(2x)

14.- f(x) = (arctgx)*.

Solucion: £(x) = (arctgx)x[arctgx+ X 2}
1+x
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15.- f(x) = x¢

Solucién: f'(x) = x&* .[ex L(X)+e* 1}
X

16.- f(x) = L(tg X)

Solucién: £(x) = _ 1
Senx.cosx
17.-f(x) = arctg——
1-x2
A 1
Solucion: f'(x) =
1-%2

18-f(x) = L }“ﬂ
1+C0S X

X

ctg —
g(zj

Solucién: f'(x) =

1+cosx
X
19.- f(x) = arcctg
., . 1
Solucion: f'(x) = -
1-x2
2X 4 4-2X
e te
20.- f(X) = eI
e’ -e
- -2X+2
Solucion: f'(x) = 2(%)(_(535)2‘3
e’ -e
21.- Deriva implicitamente xy’=x arc sen'y
2
Py arcseny-
Solucion: f'(x) = —yxy
2Xy-
1-y?

22.- Supuesto que y es funcidn de x, calcula y' de la siguiente expresion:

LX = yx —sen X + y*

1
= +COSX-Y

Solucion: y’ = X
X—2y

23.- Halla la derivada quinta de f(x) = a sen(bx)
Solucién: y® = ab°cos(bx)

24.- Halla la derivada de 3* orden de f(x) = L( X- 4)
X+ 4
2
Solucioén: y™ = 16(3X—+1;3)
(x?-16)

25.- Halla la derivada enésima de f(x) = e**

n jax

Solucion: y" = a".e

DERIVADAS E INTEGRALES
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TEMA 2
2.- APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

2.1.- CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

Una funcién es derivable en un intervalo si es continua, ya que es condicién necesaria pero no
suficiente para ser derivable en un punto ser continua en dicho punto. Toda funcién f derivable y

con derivada finita en un punto, es continua en ese punto.

Como las funciones que estudiamos suelen estar definidas a trozos mediante ramas con distintas
expresiones debemos obtener los puntos de solapamiento y en ellos las derivadas laterales. Si

ambas son iguales la funcidn tiene derivada en dicho punto y en caso contrario no lo tiene.

EJEMPLOS

1.- De una funcion f: R —» R se sabe que es derivable. También se sabe

que |imf(t;tlj = 3. Halla f(1) justificando la respuesta.

tow

Resolucion:

Si la funcién f es derivable es continua luego se cumple por las propiedades de

convergencia de los limites que:

nmfﬂﬁfj:f(mn%ﬁj:ﬂnzs.

t—>c0 t t—w

x|

2.- Estudia la derivabilidad de la funcién f(x) = Trx

continuaen x = -1.

Resolucion:

Dando valores a la funcién |x|queda:
X X<0, x=-1

f(x) = 1+x
XS x20
1+x

puede ser derivable si es continua, noloesenx =-1. Parax # -1y x = O:

+x-x_ 1

(L+x)? (1+x)?]
1+x-Xx _L
(L+x? (12

x<0, x#1

f') =

En el punto de solapamiento x = 0, tenemos:

h

S
. . f(O0+h)-f(0) _,. 1+h . 1
f'(0) = = = - =1
O=Im = TIm T h I

h 0
e fO+N)-fO)_ .. 14p " . 1
f'(0") = = = =
R L T L L f

Como las derivadas laterales son distintas no es derivable en x =
derivable en R -{-1, 0}.

DERIVADAS E INTEGRALES
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3.- Se considera la funcién f: [1,+0) - R definida por f(x)=|x-2|+vx-1.
Calcula, de formarazonada, su funciéon derivada.

Resolucion:

X-2 si x>2

2-X si X<2 Y

teniendo en cuenta que la funcién f esta definida en [1, +«) nos queda:
_{2—x+\/71 Si 1<x<2

f(x) =

X-2++X%-1 si x>2

Expresamos f como funcién definida a trozos. Como |X-2| = {

Como la funcién h(x) =| x-2| no es derivable en el punto de solapamiento x =2,
= f(x) tampoco sera derivable en X=2:

@)= tim "I < i, X 20 < i @)=1
x—>2 - X—0 - X—2
f() f _ .. 2-x-0 _ . 1) =
h@)= x—>2 X-2 !(ILnZ X-2 - !(ILnZ( D=1

La funciéon derivada, como suma de funciones derivables, es derivable en
[1,2)u(2,+x).

-1+ Sil<x<2
f(x)= 24Xx-1
1+ Six>2
2vx-1

4.- Dada la funcién f: R >R definida por f (x) = ‘xz +2x—3‘ razona en qué

puntos f es derivable y en cuales no lo es.

Resolucion:

La funcién se puede descomponer como f(x) :‘xz + 2X —3)‘ = | (X+3)(x—1)| :
x2+2x-3 si x<-3

f(x) = < -x2-2x+3 si -3<x<1
x2+2x-3si x>1

Como f(x) es una funcién definida a
trozos, donde cada uno de ellos es una
funcion polinémica, f es continua y

derivable en R-{-3, 1}.

Estudiamos la continuidad en los puntos de solapamiento:
e Enx=-3,f(-3)=0
lim f(¥) = lim (-x*-2x+3) =0

X —-3" X—3
lim () = lim (x?+2x-3)
X—-3 X—3

e Enx=1,f1)=0
lim f(x) = I|m( x2-2x+3) =

X—=>1
lim f(x) = lim (x®+2x-3) =
X—)l X—1

La funcién f es continua en R.

DERIVADAS E INTEGRALES



Estudiamos la derivabilidad en los puntos de solapamiento:
e Enx=1no es derivable:

(@)= fim "0 = jim DD~ i o)) =
X—1" - X—>-1 - X—1
f'(1+) = lim &:{(1) = lim w = lim (x+3) =4
x—1* - Xx—-1* x-1 x—1
e Enx=-3noesderivable:
Voo e FO-TD) . (x+3)(x-1)-0 . _
L - M

At f(x)-f(l):. -(x+3)(x-1)-0 _ .o vy
1 Jim S My = fmrecn =

La funcion es derivable en R-{-3, 1}, tal como se veia en la figura.

x3-X si x<0
ax+b si x>0
Calculaay b para que f sea continuay derivable.

5.- Sea la funcién f(x) = {

Resolucion:

e Como es una funcién definida a trozos y ambas son polinémicas, es
continua, salvo a lo sumo en x = 0 (punto de solapamiento). Para que alli
sea continua ha de ocurrir que |im f(X)= lim f(xX) = f(0):

X—=0 X—=0*

lim (3= lim (x*-x) = 0.
x—0

X =0
lim f(X)= lim (ax+b) = b.
X—0" x—0

Igualando ambas obtenemos que: b =0.

La funcién es:

3_
) = {x X,x<0
ax, x>0

e Su derivada es

2.
£100 = {3x 1,x<0
a, x>0

que puede no ser derivable en x = 0 (punto de solapamiento). Para que
sea derivable ha de ocurrir f(0)) = f(0"):

. ., f(0+h)-f(0 , 3-hy-0 .,
(0) = Jim T WIO (N0 o, 21y =
h—-0o h h—0 h h—0
. ., fo+h)-f(0 , ah-0 .,
(0) = lim 21O < i 0 < fim a =a
h—0 h—0 h h—0

Igualando ambas obtenemos que: a =1

Los valores buscados son a=-1yb =0.

3-ax? si x<1

6.- Dada la funcién f(x) = 2 .
x si x>1

a) ¢Para qué valores del parametro a es continua?
b) ¢Para qué valores del parametro a es derivable?

DERIVADAS E INTEGRALES



Resolucién:

a) Al ser una funcion definida a trozos en R, siendo ambas continuas, sera una

funcion continua, salvo quizas en el punto de solapamiento xq =1:
. I|mf(X)—I|m(3 ax?) = 3-a =f(1)

X—=1
) L2 2
. I|mf(X)=I|m&=g

X —1* X—1

Para que sea continua |im f(X)= |im f(X)=f(1), es decir:

X—1 X —1*

3-a= ; = a’3a+2=0 = a=1a=2.

b) Al ser una funcién definida a trozos en R, ambas derivables, sera una

funcion derivable salvo quizas en el punto de solapamiento xq = 1:

)= f(X) f(1) _ (3 ax?) - (3- a)_l -a(x*-1) ~ [im -a(x-1)(x+1) _
x4>1 x-1 X—)l x-1 X—1" x-1 X—1 x-1
2 2 2(1 j 2
== —| - -—(x-1
e i 0T e el T *D L 2 2
x_>1 x-1 x—1" x-1 x—1t x-1 Xx—1* X(X'l) X1 ax a

Para que sea derivable se debe cumplir que f'(1) = f'(1"), es decir:
-2a:-§ = a’=1=a=-1,a=1.

Con a =-1 no es derivable ya que no es continua, sélo es derivable si a = 1.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- De las siguientes afirmaciones, ¢;cudles DEBEN ser ciertas, PUEDEN ser ciertas en algunas
ocasiones 0 NUNCA son ciertas? Justifica las respuestas; en el caso de una respuesta "PUEDE"

da un ejemplo en el que la correspondiente afirmacion si es cierta y otro en el que no es cierta.

a) Si lim () =1y fescontinua entonces f (0) =1
x—0 X

by si fim 12T - 3 entonces 7(0) = 3.
x—0 X
Solucién: a) Nunca, b) Debe.

2.- Sea la funcion f: R—R definida por
x?+bx+c six<0

f(x) =
@ six>0

a) Determina c¢ para que f sea continua.
b) Determina b para que f sea derivable.

Solucién: a)c=1,b) b = _%

3.- Dada la funcién
3_ iy <
f(x) = x°>—X SI.X_O
ax+b six>0

Calcula el valor de los pardmetros a y b para que f sea continua y derivable.
Solucién: b =0,a="-1.

DERIVADAS E INTEGRALES

22



4.- Dada la funcion
2X+a six<-1
f(x) =qax+b Si-1<x<0

3x?>+2  si x>0

Calcula el valor de a y b para que f sea continua. Para dichos valores, estudia si es derivable.
Solucion: Continua sia =2, b = 2. No es derivable en x = 0.

5.- Representa una funcién que sea continua y no derivable en un conjunto infinito de puntos.
(@ ®) (G

6.- Las gréficas (a), (b) y (c) corresponden,  ——— J ] SA——

respectivamente, a tres funciones derivables K/

f, g y h ¢Podrian representar las gréficas (r), A - /\ I .

(s) o (t) a las gréaficas de f, g o h' (no 0 0 0

necesariamente en ese orden). Justifica la " ® @

respuesta en cada caso I ] ] J

Solucién: Unicamente (t) es derivada de (b). 500 O O N N

RV - R

2
1
I
T
T
1
|
3

7.- Estudia la derivabilidad de la funcion:

3x2six<0
f(x)= 1 0si0<x<1

L six>1
X
Solucion: Derivable en R — {1}

8.- Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcion
1si x<0
f(x) = { x2+1si 0<x<1
x+1si x>1
Solucion: Continua en R. y derivable en R -{1}.

9.- Se sabe que una funcién f: R — R dada por
2 -
f(x) = X +ax+F), six<1,
CX, SI1<X.

es derivable en su dominio y que en los puntos x=0 y x=4 toma el mismo valor. Hallaa, b y c.

Solucion: a= —Z, b=1c= 1
4 4
10.- Estudia la derivabilidad de la funcion f(x) = | x |e*

Solucién: Derivable en R -{0}

11.- Se sabe que la funcion f:[0,5] — R dada por
ax+bx?2, si 0<x<2,

f(x) =
C+vXx-1, si 2<x<5.

es derivable en el intervalo (0,5) y verifica f(0) = f(5). ;Cuénto valen a, b y ¢?

Solucién: a= —§, b= 1 ,c=-2
2 2

12.- Dados tres nimeros reales a, b y ¢, sea f la funcion real definida por
5 .
si x<c
=y
ax+b si x>c

Determina a y b en funcién de ¢ para que f sea derivable en c.
Solucion: a = 2c, b = -¢?
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2.2.- MONOTONIA

1.- Funcion creciente

e Una funcion es creciente si:
X1> Xo = f(X1) > f(Xo).

e Sifesderivable en xq y f'(Xo) > 0 entonces
f es creciente en X,.

e  Si una funcion es derivable en (a, b) y ' es
positiva en (a, b) entonces f es creciente en
(a, b)

2.- Funcidn decreciente

e Una funcion es decreciente si:
X1> Xg = f(Xq) < f(Xo).

e Sifes derivable en x, y f'(Xo) < 0 entonces
f es decreciente en Xo.

e Si una funcioén es derivable en (a, b) y f' es

negativa en (a, b) entonces f es decreciente
en (a, b)

EJEMPLOS

1.- Determina las regiones de
crecimiento y decrecimiento de la
funcion f dada por la figura adjunta.

Resolucion:

Tal como se observa en la figura:

e fescreciente en (-2, 1)u(7, 9)

e fes decreciente en (-0, -2)U(2,0)

2.- Prueba que para x>0 la funcion f(x) = (l+x)arctg(/x)-vx+4 es

creciente.

Resolucién:

Hallamos la derivada de la funcion, aplicando las reglas de derivaciéon de

productos, sumas y la funcion arc tg(x):
1 1 1
y' = arctgy/x + (1+X). — =
1+, X2 2\/; 2\/;

Como f ' es positiva si X > 0 queda demostrado el enunciado.

3.- ¢Donde es creciente la funcidon y = tg x?

Resolucién:

Derivando obtenemos y' =
cos™ X

es siempre creciente.
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> 0, como la derivada es siempre positiva f



4.- Determina las regiones de crecimiento y decrecimiento de la funcién

f(x) = g—x (x #0).

Resolucién:

. . . . Cevn_ 3 _ x?+3
Estudiamos el signo de la primera derivada: f '(x) = -— l=-m—
X X

Como f '(x) es siempre negativa (x = 0), la funcién f(x) sera decreciente en todo
su dominio, es decir f(x) es decreciente en (-0, 0)U(0, +0)

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- La funcidn f es decreciente en el punto a y derivable en él. a) ¢Puede ser f'(a) > 0?. b) ;Puede
serf'(a) =0?
Solucién: a) No, b)Si

1si x<1
2.- Se define la funcion f en el intervalo [0,2] mediante el convenio f(x) = { 2 6 x>1 averigua

ddnde es creciente y donde decreciente.
Solucién: Es una funcién constante

2
3.- Averigua si es creciente o decreciente la funcion f(x) = x +X€ enx=0.

Solucién: Creciente.

5-x
x2+2

4.- Averigua si es creciente o decreciente la funcion f(x) = enx=1.

Solucion: Decreciente

5.- Halla los puntos para los cuales la funcién y = x>-3x-4 es: a) creciente b) decreciente.

Solucién: Creciente en (gooJ decreciente en (oog]

6.- Estudia para qué valores de x esta definida la funcién f(x)=L[(x-1)(x-2)] y en qué valores es
creciente o decreciente.

Solucidn: Esta definida en (-0, 1)(A2, )

Es decreciente en (-0, 1) y creciente en (2, o).

3

7.- De una funcién f : [-5,5] — R se sabe L
que la grafica de su funcién derivada f ’ es

la adjunta: T
Determina de forma razonada los intervalos \

de crecimiento y decrecimiento. SN S
Solucion: Crecimiento en (-4, -2)(A2, 3) y

decrecimiento en (-5, -4) (-2, 2).

X% +1, six<O0;
8.- Sea f: R — R la funcién continua definida por f(x) =4 ax+b, si0<x<3;

X-5, sSi3<x.
a) Hallaay b. b) ¢Es f decreciente en el intervalo [-1,1]?

Solucion: a) a = —\713 yb=1.b)Si.
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2.3.- PUNTOS CRITICOS

1.- Maximos relativos

Una funcidn presenta un maximo relativo en X = X, si existe un entorno de X,, E(Xo, r), tal que
para todo valor perteneciente a ese entorno se verifica f(x) < f(X)

Para decidir si existe un maximo en un punto

podemos aplicar los siguientes criterios:

e Aplicacion directa de la definicion.

o Sif'(xg) =0, siendo f >0 a la izquierda del
puntoy f'< 0 a la derecha.

e Siexisten f'y f"enx, ysecumple
simultaneamente que f '(Xo) = 0y f "(Xo)< 0.

2.- Minimos relativos

Una funcién presenta un minimo relativo en x=Xx, si existe un entorno de Xo, E(Xo, ), tal que para
todo valor perteneciente a ese entorno se verifica f(x) > f(X)

Para decidir si existe un minimo en un punto

podemos aplicar los siguientes criterios:

o Aplicacion directa de la definicion.

e Sif'(x) =0, siendo f '<0 a la izquierda
del punto y f'>0 a la derecha.

e Siexisten f'yf"enx, ysecumple
simultaneamente que f '(Xo) =0y f "(Xg)>0.

EJEMPLOS

1.- Halla a, b, c y d de manera que la funcion f: R - R definida por
f(x)=ax>+bx’*+cx+d tenga un minimo relativo en x = 0 siendo f(0) = 0, y un
maximo relativo en x = 2 siendo f(2) = 2.

Resolucion:
Como f(x) = ax® + bx® + cx + d su derivada es:
f'(x) = 3ax’+ 2bx + C

e Comof(0)=0= d=0

e Como tiene un minimo relativo en x = 0:
£'(0)=0= c=0= f(x) = ax’+hx?

e Siftiene un maximo relativo en x = 2, tendremos que f(2) = 2.
f2)=2=a2*h2°=2=8a+4b=2=4a+2b=1

e Siftiene un maximo relativo en x = 2, tendremos que f'(2) = 0.
f'(2)=0=3a.2°+2b.2=0=12a+4b=0=6a+2b=0

Obtenemos el sistema:

da+2b=1 1 3
=a=-=,b==
6a+2b=0 2 2

. y , =L 3.3 5

Es decir la funcién pedida es: f(x)——zx +§x
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I _ . X
2.- Halla el crecimiento, decrecimiento y extremos relativos de h(x) = (L—j
X

Resolucion:
e El dominio de definicién es: D(h) = (0, 1)u(1, +x)
e Laderivada es: h'(x) = LX'%

[Lx]

Como el denominador es positivo, el signo de h'(x) seré el de Lx-1
Lx-1=0=>Lx=1=x=e€

Como y = Lx - 1 es continua y Unicamente se anula en x = e, su signo sera
constante en (0, e) y en (e, +o0):

h'(e?) = 2-1 = 1 >0

4 4
h'e™) = 1—% =-2<0
Luego:

e Lafuncién h(x) es creciente en (e,+ «), pues h' >0

e Lafuncién h(x) es decreciente en (0,1)u(1,e), pues h'<0

¢ Hay un minimo relativo en X, = e = P(e, €), ya que h'(e) = 0 y la derivada
pasa de negativa a positiva en x = e.

3.- Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento asi como

los extremos relativos y absolutos de la funcién f dada por f(x) = xv4-x?
en el intervalo cerrado en el que esta definida.

Resolucion:

Calculemos el intervalo de definicién de y = f(x). Para ello descomponemos el
radicando en factores, sabiendo que debe ser mayor o igual que cero:
4-x2:(2—x)(2+x)

que es positivo o nulo en [-2, 2], luego esta definida en dicho intervalo.

e Crecimiento y decrecimiento:

2 _ 2
P = a2 -—X_ = 422x

Jaoxz a2

es creciente para f '(x) >0. Se anula en:
42 =0=> X =2 > x=+42

puntos que dividen al intervalo de definicién en las regiones:

[-2,-v2), -+2,42), (V2 ,2].

Hallamos el signo de la derivada en cada uno de ellos, obteniendo que:
Creciente en el intervalo (- J2, \/5) y decreciente en [-2, - J2 )u(\/i 2]

e Maximos y minimos.
Nos fijamos en la condicion de crecimiento y decrecimiento en un entorno

de estos. Han de estar situados en x = ++/2 .
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- Minimo relativo:

En x = -+/2 la funcién pasa de decreciente a creciente luego existe un
minimo relativo, con valor

f(-v2) =-V24/4-2 = -2, es decir m = (-4/2 , -2)

- Maximo relativo:
En x =+/2 la funcion pasa de creciente a decreciente luego existe un
maéaximo relativo, cuyo valor es f(ﬁ) =2J4-2 =2, es decir: M = (\/5 , 2)

Para saber si son méximos y minimos absolutos debo hallar los valores de
la funcién en los extremos del intervalo:

-f(-2) =-2,/4-(-2)*> =0
-1(2) = 2/4-(-2% =0

Los méximos y minimos relativos

hallados antes son también maximos y

minimos absolutos, tal como se ve en -
la figura, siendo x = -2 un maximo

relativo y x = 2 un minimo relativo, tal

como se observa en la gréfica.

-X
4.- Dada la funcion f(x) :(9_
X

+1)

decrecimiento y extremos relativos.

, halla los intervalos de crecimiento y

Resolucion:
Para ver los intervalos de crecimiento y decrecimiento tenemos que estudiar la
derivada:

g = Z€ O [ 20¢HD)] _ e X[(xH1)?+ 20e+D)] _ -t (x+D)[(c+) +2]
(x) = 7 N 7 = 7
(x-1) (x-1) (x-1)

es decir:
f(x) = -e”.(x+1)(x+3)

queda:

X +1=0= x=-1, que no pertenece al dominio.
X+3=0=x=-3.

3
e En ( 3, ez] hay un minimo porque pasa de decreciente a creciente.
o f(X) es creciente en (-3, -1).

o f(X) es decreciente en (-, -3)U(-1,0)

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = x‘¢*. Calcula
también sus maximos y minimos relativos.
Solucién: Crecimiento (0,4), Decrecimiento (-20,0) A4, 0).

Maximo (4,2—526), Minimo(0,0)
€
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2.- La funcién f(x) = x>+ px®+ q tiene un valor minimo de 3 para x = 2. Hallap y g.
Solucién: p=-3,q=7.

3.-Determina si la funcién f(x) = x* -2x*> + 1 posee puntos donde alcance valores maximos o
minimos locales, y, en caso afirmativo, calctlalos.
Solucién: Maximo en M = (0, 1). Minimos en m; = (-1, 0) y m, = (1, 0).

4 - Hallaa, b, c, d, en la funcién f(x) = ax® + bx? + cx + d para que tenga un méaximo en el
punto (0, 4) y un minimo en el (2, 0).
Solucion: a=1,b=-3,c=0,d=4.

5.- La funcién valor absoluto ¢Presenta un minimo absoluto en algin punto? ¢En qué puntos es
derivable?
Solucion: En x = 0. En todos salvo en x = 0.

6.- Halla los extremos relativos de la funcién
3 2
fx) = X+ X ox
3 2

Solucién:
Maximo (- 2,1—0) , Minimo (l,- Z)
3 6
2

7.- Halla los extremos relativos de las funcién f(x) = ﬁ

Solucion: Existe maximo en (-9, -16) y minimo en (0,0)

8.- Dada la funcién y=Ax*+Bx, hallar A y B para que tenga un minimo en el punto (2, -48)
Solucion: A=3,B =-36

9.- Halla los méximos y minimos de y = x*
Solucién: No hay ni maximo, ni minimo

10.- La curva dada por y = x* + ax + b pasa por el punto P = (-2, 1) y alcanza un extremo relativo
enx =-3.Hallaayb.
Solucion: a = -6, b = -15.

12.- De una funcién f : [-5, 5] — R se sabe 3
que la grafica de su funcion derivada f* es la
siguiente

Di cuéles son los puntos criticos de f vy
determina de forma razonada si en cada uno
de ellos la funcion f alcanza un maximo o un
minimo relativo.

Solucién: x = -4 (minimo), x= -2 (maximo),
x= 2 (minimo).

13- Sea f: [-1,3] - R la funcién definida por 3
f(x) = ‘xz —4{

Dibuja la gréfica de f indicando los puntos en los que f alcanza sus extremos absolutos.
Especifica el valor del minimo absoluto y del maximo absoluto de f.

5.- De la funcién polinémica f se sabe que su funcién derivada tiene como representacién grafica
la recta de ecuacion 3x-2y+1 = 0. ;Tiene f algin extremo local? Si la respuesta es afirmativa,
indica si se trata de un maximo o de un minimo y en qué valor de x se alcanza.

. 1 . .
Solucién: Enx = "3 luego hay un minimo relativo.
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2.4.- CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

1.- Concavidad

Una funcién es concava en un intervalo si la
grafica de la funcién queda por encima de la
recta tangente en cada uno de los puntos:

f(x) > f(xo) + F'(X0) (X-Xo)

Para decidir si una funcién es céncava en un

intervalo podemos aplicar el criterio de la 22
derivada:
f"(xo) > 0.

2.- Convexidad

Una funcién es convexa en un intervalo si la
grafica de la funcion queda por debajo de la
recta tangente en cada uno de los puntos:

f(x) < f(Xo) + F'(X0) (X-Xo)

Para decidir si una funcién es convexa en un
intervalo podemos aplicar el criterio de la 22
derivada:

f"(xo) < 0.

3.- Punto de inflexion

Una funcién tiene un punto de inflexion en
X = Xo Si en dicho punto la funcion pasa de
cdncava a convexa o viceversa.

Si una funcién tiene puntos de inflexion |
entonces su derivada segunda se anula en |

dicho punto.

.

Para decidir si existe un punto de inflexion en un punto podemos aplicar:
e  Criterio de la 22 derivada: El signo de f" cambia de izquierda a derecha del punto.
e  Criterio de la 32 derivada: f"= 0 en dicho punto.

EJEMPLOS

1.- ¢ Qué relacion ha de existir entre ay b para que la funcién
f(x) = ax? + e™

tenga un punto de inflexién en x = 0?
Resolucion:

hallemos la primera y segunda derivadas de f:
f'(x) = 2ax-be™

f'(x) = 2a+b%e™

Para que f tenga un punto de inflexién en x=0 debe ocurrir que f*(0) =0
2a+b’e™ =0 = 2a+b*=0

La relacion buscada es b’= -2a

DERIVADAS E INTEGRALES



2.- Estudia la concavidad o convexidad de
f(x) = x°

Resolucion:

Hallemos las derivadas de f:
f'(x) = 5x*

f(x) = 20x°

e Si x< 0, f'(x)<0, f(x) es concava en
(_OO! 0)

e Si x >0, f'(x)>0, f(x) es convexa en
(0, ).

e Enx=0,f(0)=0ycomo la derivada
segunda cambia de signo a ambos
lados podemos asegurar que hay un
punto de inflexion.

3.-Hallab, c y d en la funcion f(x) = x*+bx*+cx+d para que tenga un punto
de inflexién de abscisa x = 3, pase por el punto P = (1, 0) y alcance un
minimo en x = 1.

Resolucion:

Las derivadas seran:
f'(X) = 3x°+2bx+c
f"(x) = 6x+2b

e Sienx =3 tenemos un punto de inflexién:
f"(3)=6.3+2b=0= 18+2b=0= b =-9
La funcion y la derivada son:
f(x) = x3-9x“+cx+d
f'(x) = 3x%-18x+C

e Como en x=1 tiene un minimo su derivada primera ha de anularse:
f'(1)=3-18+c=0= 15+c=0= c=15

e Como pasa por P = (1, 0), este punto verificara la ecuacion:

1+b+c+d =0 = 1+9+15+d =0 = 7+d =0 =d = -7

La funcién Eedida sera:
f(x) = X3-9x*+15x-7

4.- Determina los numeros reales m y n para los que la funcion f: (0,00)—» R
definida por:

f(x) =2 +nyx
X

I

tiene en el punto (1, 4) un punto de inflexién.

Resolucion:

Como la funcién pasa por el punto P(1,4) se verifica que f(1)= 4. Para que
dicho punto sea un punto de inflexion, ha de verificarse que f'(1) = 0.

Efectuemos la 12 y 22 derivadas:
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Sustituyendo valores en para x = 1 tendremos:
fr(1) = 3Tm'% =0=3m-n=0=3m=n

fQ)=m+n=4=>4m=4= m=1
l1+n=4=n=3

f'(x) =-

f(x) =

Luego la solucién buscada es:
m=1,n=3.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de la funcién:

f(x) = x*-4x3-18x*+12x+2

Solucién: Céncava en (-0 ,-1) U (3,20). Convexa en (-1,3). Puntos de inflexién: (-1,32) y (3, -96).

2.- Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de la funcidn f(x) = xe*

Solucién: Céncava en (-2,20). Convexa en (-o0,-2). Punto de inflexion en [ 2, -%J
e

3.- Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexién de la funcién f(x) =

Solucién: Coéncava en -oo-i U i oo |. Convexa en i i

. . 1 3 1 3
Puntos de inflexionen |-— = |y | —,—
[ﬁ 4j [ﬁ ‘J

4.- Halla a para que la grafica de la funcién f(x) = x* + ax® - 12x% - 25x + 6 tenga un punto de
inflexién en x = -2. ; Tiene méas puntos de inflexion para dicho valor?
Solucion: a=2. Si, x=1.

x2+1

5.- Demuestra que (a, b) es un punto de inflexion de la funcién y = (x - a)*+b.

6.- Calcula los maximos, minimos y puntos de inflexion de la funcién y = x* - 2x2.
Solucién: Maximo en M = (0, 0). Minimos en m; = (-1, -1) y m, = (1, -1).

Puntos inflexién en [—i -§] y (i -§J
J3' 9 J3' 9

7.- Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva 'y = 2x® - 6x° + 4 en su punto de inflexion.
Solucién: y = -6x + 6.

8.- Halla los méximos, minimos y puntos de inflexion de f(x)= Ln(x*+1)
Solucion: Céncava en (-1,1). Convexa en (-o0-1) (1, o). P. . en (-1, Ln2) y (1, Ln2).
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2.5.- OPTIMIZACION DE FUNCIONES

En los problemas de optimizacion se trata de, dada una funcion en un intervalo, averiguar donde
toma el valor maximo o minimo, sujeta a unas condiciones de ligadura dadas por el enunciado
del problema. Para resolverlos se sigue el siguiente esquema:

e A partir de los datos obtenidos de la realidad se construye una funcién que hay que
optimizar.

e Si las variables de la funcion son 2 o mas se utilizan las condiciones del problema para
expresar la funcién anterior como funcion de una variable.

e Se maximiza o minimiza (segun sea) la funcidn.

e Se rechazan los resultados que no respondan a la realidad del problema y, a partir de las
calculadas, se obtienen todas las variables del problema.

EJEMPLOS

1.- Averigua como han de ser los lados del triAngulo de area méaxima
inscrito en una semicircunferencia de radio 10 unidades.

Resolucion:

Tomamos como X e y los catetos del
triangulo. El triangulo es rectangulo ya que
abarca un diametro de la circunferencia,
ag)licazndo el Teorema de Pitadgoras:

X +y =100

Despejando obtenemos y = f(x):
y= v100—x*> = A =xy = x~4100—x?

Para maximizar el area tomamos la 12 derivada y la anulamos :
2 _9y2
A) =102 -— X = 100
V100-x%  +/100-x2
100 - 2x*

V100- x?

Como en un entorno de x =5J§, el signo de A’ es positivo a la izquierda y
negativo a la derecha, es un maximo. La solucién negativa se descarta.

AX)=0= =0=100=2x> = x> =50 = x = +5,2

Los lados del triangulo rectangulo son x = 5\/5, y =5\/§, es decir se trata de un
triangulo isésceles.

2.- De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2) encuentra la que
determina con los ejes coordenados y en el primer cuadrante un triangulo
de &rea minimay el valor de dicha é&rea.

Resolucion:
Las rectas que pasan por el punto (1,2) tienen de ecuacién en forma punto
pendiente y - Yo = M(X - Xp), es decir,y-2=m(x-1) =>y=2+m(x - 1)

Corta a los ejes de coordenadas en:

e X=0=y=2-m,esdecir el punto:
B = (0, b) = (0, 2-m)
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e y=0= -2=m(x-1), es decir el punto:

A= (a,0) = (%2,0)

Como deseamos minimizar el area del
triangulo formado por la recta y los ejes
de coordenadas, se trata de minimizar la

superficie rayada de la figura.

Al ser el triangulo rectangulo, la base y altura coinciden con los catetos a y b,

. . m- 2 . . -
de dimensiones son —— y 2-m respectivamente, siendo superficie:
m

= - 2 -
S = lm_z(z_m) :LW
2 m 2m
Para minimizar hallamos el valor de m que anula la primera derivada de S:
- (-2m? +4)(2m)- (-m? +4m-4)2 _ 4-m?

poe o =0=>4-m’=0=>m==+2
m m

Para hallar la solucién valida calculamos la segunda derivada y sustituimos los
valores de m para ver en cual de ellos S" es positiva):

_-2m2m?-(4-m?).4Am  -4m?-16m+4m? 4
- 4m* - m

S =
4m* m®

S"(2) = -%< 0, S"(-2) = -% >0, m =-2es un minimo.
-(-2°+4.(-2)-4 _

2.(-2) 4

La superficie buscada es: S(-2) =

3.- Determina el punto de la curva cuya ecuacién es y = x* que esta mas
cercadel punto A =(3,0)

Resolucién:

Sea Q el punto buscado, como Q ha de
pertenecer a la curva, habra de verificar
su ecuacion, es decir: Q = (x, %)

La distancia entre los puntos P y Q
vendra dada por:

d(P, Q) = (x-3)*+(x?-0)? = 3,0)

=Ux2-6x+9+x* = /Xt +x2-6x+9

Como dicha distancia ha de ser minima, d'(P, Q) =0:
4y3+2x-6 2x3+x%-3

d(P, Q)= —= = =X

x4 +x2-6x+9 x4+ x2-6X+9

11

=0=2+x-3=0

obteniendo como Unica solucion real x=1, que es un minimo ya que:
294 2
W x°(2x*+3x°-24x+54
d'(P, Q) = ( )

Jix*+ 263+ 9)°
75
5

d"1)= 22 >0

Por lo tanto el punto buscado es Q = (1,1)
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4.- En una circunferencia de radio 4 se inscribe un rectangulo, (mira la
figura). ¢ Cuales son las dimensiones del que tiene mayor area?

Resolucion:

Tomamos como valor de la base x y
como altura y. El area del rectangulo es /'\
4

el producto de base por altura A = x.y.

Teniendo en cuenta que base y altura I ¥
son los catetos de un triangulo rectangulo

cuya hipotenusa es el diametro de la x
circunferencia:

y= V82 -x2=/64-x2 = A= X/64-x2
Como queremos que el area sea maxima:

2 2
A=4-x2-—2 0= 64-x2=—2X = 64-252=0 = x* =32
\64-x? V64 -x?
x= 42, y=+64-32 =./32 =42

Desechamos el valor negativo por tratarse de longitudes. Como:

_ 3x X " _
e fea-sey A=

es un maximo, resultando un cuadrado de 4\/5 unidades de lado.

A

5.- ¢Cémo hay que doblar un trozo de alambre de 4 metros de longitud
para que forme un rectangulo cuya area sea lo més grande posible?

Resolucion:

Tomamos en el rectangulo como valor de
la base x y como altura y. Sabemos que
el perimetro del rectangulo es la suma de y
los valores de sus lados 4 =2x +2y.

El area del rectangulo es A = x.y. De la <
ecuacion del perimetro despejamos y:

y= 4-2X =2-x= AX) =x(2-x) = 2X-X°

Como queremos que el area sea lo mayor posible, la derivada A' ha de ser
nula, es decir:

A=22x=0=x=1m;y=2-x=2-1=1m

A" =-2 = A"(1) = -2 <0, efectivamente es un maximo

El alambre habra que doblarlo formando un cuadrado de 1 metro de lado.

8.- Sabemos que la temperatura en el interior de una camara frigorifica
viene dada por la expresion f (t) = at® + bt + c donde t representa las horas
transcurridas desde que fue conectada a la red eléctricay a, b y ¢ son
constantes reales. Al conectarla, y por efecto del calor del motor, la
temperatura interior asciende y alcanza su maximo a los tres cuartos de
hora. A partir de ese momento comienza a descender y transcurrida una
hora desde su conexion alcanza los cero grados centigrados. A las dos
horas de su conexion la temperatura es de -3°C. A partir de estos datos,
determina razonadamente los valores de a,b y c.
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Resolucion:
e Transcurrida una hora desde su conexién la temperatura es de 0°C:
f(l)=a.1’+b.l1+c=0=a+b+c=0

e Alas dos horas desde su conexion la temperatura es de -3°C:
f(2)=a2’+b2+c=-3=4a+2b+c=-3

e A los tres cuartos de hora desde su conexion la temperatura alcanza su
maximo y al ser una funcién continua y derivable su derivada es nula:

f't)=2at+b = f(%) :0:>f‘:2a.%+b =0= 37a+b =0 = 3a+2b=0

Tenemos el sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas:

a+b+c=0
4a+2b+c=-3
3a+2b =0

Con soluciones:a=-2, b=3, c=-1

10.- Se quiere construir un depésito cilindrico abierto de 3 m® de
capacidad. La chapa para hacer la base cuesta 300 ptas. el m? y la chapa
para la pared lateral cuesta 100 ptas. el m% Calcula las dimensiones mas
econdémicas.

Resolucion:

Se trata de minimizar el coste:
P = 300.nr” +100.27rh

con la restriccion dada por el volumen del
cilindro. Como dicho volumen es:
V:7tr2h:3:>h=i2
r
Luego:
P = 300.7r2 + 100.27r. iz = 300,712 + 9% ~
ur r
Debemos igualar la primera derivada a cero:
. 600 600 3 3
P'=600.nr - —-=0 = 600.1r =—- = 600.nr" = 600 = nr” =1
r r
con solucién:
r= SJI m=h-= L = i m
n 1\? I
il
T

Comprobemos que para esas dimensiones tenemos un precio minimo:

P"(r) = 600m + 12r20

p" :i/I = 6007 +@ = 600n +12007 = 1800x >0
Vs 1l/n

luego para estos valores de r y h el precio es minimo.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Se quiere construir un marco de madera rectangular para una ventana de 8 m? de superficie.
Sabiendo que el trozo horizontal del marco cuesta 100 ptas. el metro y el vertical 1500 ptas.,
calcula las dimensiones que es necesario dar al marco para que el coste sea minimo. Calcula
también el valor del marco.

Solucién: x=+/120 m,y :% m. Coste = 100. /120 + \/18;_0

2.- Halla dos nimeros cuya suma sea 20 y su producto el mayor posible.
Solucion: x=10, y=10

.1500.

3.- Los barriles que se emplean para almacenar petroleo tienen forma cilindrica. Averiguar
cudles seran las dimensiones de un barril de 160 litros de capacidad para que la cantidad de
chapa empleada en su construccidn sea minima.

Solucion: r=5, h=2.

4.- Se quiere construir el marco de una ventana cuyo hueco es de 1 m?. El coste del marco es de
125 pta/m para la altura de la ventana y de 80 pta/m por cada metro de anchura. ;Cuéles deben
ser las dimensiones de la ventana para que el marco sea lo mas econémico posible?.

Solucién: anchura: g m., altura: g m.

5.- Se quiere construir una cerca de tela metalica en una finca rectangular, uno de cuyos lados es
una pared de piedra. Si el 4rea de la finca es de 1.200 m?, calcula las dimensiones que debe tener
para que el costo sea minimo sabiendo que un metro lineal de tela metalica vale 2.500 ptas.
Solucién:

x=10/6 m, y= 20J6 m (lado paralelos a la pared).

6.- Un deposito abierto de chapa y base cuadrada, debe tener capacidad para 13.500 litros.
¢Cudles han de ser sus dimensiones para que se precise la menor cantidad de chapa?
Solucion: | = 30dm, h = 15dm.

7.- Un jardinero desea construir un parterre con forma de sector circular. Si dispone de 20 metros
de alambre para rodearlo, ¢qué radio debe tener el sector para que el parterre tenga la mayor
superficie posible?.

Solucion: r =5m.

8.- Descompdn el nimero 25 en dos sumandos tales que el doble del cuadrado del primero méas
el triple del cuadrado del segundo sea minimo.
Solucion: x = 15, y = 10.

9.- Halla el radio de la base y la altura de un cilindro inscrito en una esfera de radio R si el
volumen del cilindro es maximo.

2

R
—,r=_|=-R.
J3 3

Solucién: h =

12.- En el curso académico Octubre de 1995-Septiembre de 1996 expresamos el tiempo t en dias,
correspondiendo t = 0 al dia 1 de Octubre de 1995, el nimero de horas dedicadas al estudio por

2 tz-it +3. Sabiendo que Febrero

(91> 91

un estudiante hasta el 30 de Mayo sigue la ley N(t) =

de 1996 ha tenido 29 dias, se pide:

a) ¢A qué fecha corresponde el dia del curso en el que menos ha estudiado y cuantas horas
estudio dicho dia?

b) ¢En qué fecha de 1996 el nimero de horas de estudio es igual al de horas de estudio del
primer dia del curso?

Soluciodn: a) t =91, 31 de Diciembre de 1995. b) 31 de Marzo de 1996.
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2.6.- TEOREMAS DE CALCULO DIFERENCIAL

1.- Teorema de Rolle

Si f una funcién continua en [a, b] y derivable
en (a, b), tal que f(a) =f(b) entonces existe un
punto ce(a, b) para el que cumple que f'(c) =0

Graficamente existe algun punto ¢ comprendido
entre a y b tal que la tangente a la gréafica de f _
en ese punto es paralela al eje de abscisas. a ¢ b

2.- Teorema del valor medio de Lagrange

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b)
existe un punto ¢, que pertenece al intervalo
f(b)- f(a)

, b), tal f'(c) =
(a,b), tal que: £1(0) = ==

f(a)

Graficamente existe algun punto c, situado entre
ay b, tal que la tangente en ese punto ¢ es
paralela a la cuerda que une los extremos.

£(b)

3.- Teorema de Cauchy

Sean f y g funciones continuas en [a, b], derivables en (a, b), g(b) = g(a) y g’(c) = 0, entonces
existe un punto ce(a, b) en el cual se cumple que:

(o) _ f(b)-f(a)
g'(c) dg(b)-9(a)

EJEMPLOS

1.- ¢Es posible asegurar que la funcion f(x) :sen(xz) + %% es tal que su
derivada se anula en algun punto del intervalo [-1,1]?

Resolucién

Veamos si cumple las condiciones de dicho teorema en el intervalo dado.
e Es continua en [-1,1] es puesto que es suma de funciones continuas
e Es derivable en (-1,1) puesto que es suma de funciones derivables.

e Comof(-1) =sen(1l) +1y f(1) =sen(l) +1 = f(-1) = f(2).

Se cumple la tesis del teorema, existe ce(-1,1) tal que f’(c) = 0.

2.- Demuestra que la ecuacion x>+6x°+15x-23 = 0 no puede tener mas que
unaraiz real.

Resolucion
Como la derivada es f '(x) = 3x*+12x+15 se anula en:

-12+4/-36
6

3x*+12x+15=0= X = ¢R, la derivada de f no se anula nunca.

Si f tuviese mas de una raiz, a y b, aplicando el teorema de Rolle al intervalo
[a, b], como f es continua en [a, b] y derivable en (a, b) por ser polinémica y
f(a) = f(b) = 0 se cumpliria la tesis, f ' se anularia en algun punto entre ay b, en
contra del resultado anterior, por lo tanto f a lo sumo se anula en un punto.
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3.- Calculaa, b y c para que lafuncién
2t+ax+b si

F(x) = x°+ax b-SIX<2
CX+1six>2

cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo (0,4). ¢En qué
punto se cumple la tesis?.

Resolucién

e La funcion ha de ser continua en el intervalo [0,4]. Como f esta definida
mediante funciones polindmicas, debemos averiguar la continuidad en x=2:
(2)? +a(2)+b = ¢(2)+1 = 4+2a+b = 2c+1

., . . 2x+a X<2 . - .
e La funcién derivada es f '(x) = C x>2 que esti definida mediante
funciones polinémicas, para que sea derivable en x =2 ha de ocurrir que:

feh)-fQ) [(2+h)*+a(2+h)+b]- (2c+1) _

f'2) = |i
@)= lim = ——=lim h
. h%+(@+4h+(4+2a+b)-(2c+1 .
= fim T ETONTETZRID D _ iy 1+ a4 4)] = ava
h—0 h—0"
o _ . f(2+h)-f(2 . [c(2+h)+1]-(2c+1 .. ¢ch .
f'(2)=llm—( ) ()=I|m[( )+1]-( )=I|m*=I|mC=C
h—0* h h—0" h h—0" h h—0

Como ha de ser derivable en x =2, f'(-2") =f'(2): a+4 = ¢
o Sif(0)=f(4): b=4c+l

Resolviendo el sistema
4+2a+b=2c+1
a+4 =c = a=-3,b=5,c=1
b=4c+1

siendo la funcién y su derivada:
2. i 2x-3si 0< x<2
f(x) = X 3X+.:"_>SIX<2 F1(x) = X | X
x+1si x>2 1si 2<x<4

El punto intermedio, c, que verifique f '(c) = 0 pertenecer al intervalo [0, 2]:

2c-3=0=c= g €(0, 4)c (0, 4)

4.- Aplica el teorema del valor medio, si es posible, a la funcién
f(x) = x°-3x+2 en [-2, -1]. Calcula el valor donde se cumple la tesis.

Resolucion:

e Es posible aplicarlo puesto que.
a) f sea continua en [-2, -1], lo es ya que es una funcién polinémica.
b) f sea derivable en (-2, -1), lo es ya que es una funcién polinémica.

e Como la derivada es f '(x) = 2x-3, f(-1)=6 y f(-2) = 12:
. f(b)-f(a) _ 6-12 _-6 3
f =2c-3= = =— =-6=>2c=-3 =-—e(-2,-1
(c)=2c 0 a 12 1 = 2c = C > e( )

5.- Estudia, segun los valores del pardmetro a, la continuidad y
derivabilidad de la funcion f : R - R definida por
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2 i -

x°+ax, Six<2;
f(x):{ S

a-x°, six>2.

¢Hay algin valor de a para que se pueda aplicar el Teorema del valor
medio en el intervalo [1, 3]? Halla el punto donde se cumple la tesis.

Resolucion
Es continua y derivable en (-o,2)U(2,) cualquiera que sea el valor de a. Para
que f sea continua en 2, |im f(X)= lim f(x) =1f(2):

X—2 X —2*

lim f(¥) = lim (x?+ax) = 4+2a

X—>2" X—2
lim f)=lim (a-x%) =a-4
X —2* X—2

Igualando ambos limites obtenemos que: 4+2a = a-4 = a=-8

Cuando a #-8 no sera derivable por no ser continua. Si a = -8 veamos si es
derivable, para ello han de coincidir las derivadas laterales, f'(2) = f '(2%):

- . f -f . 2_ -(-12 . 2_ 12 . -9 _

f(2) = Ilm%a(a)ﬂlrr; x 8)?2( ) - hn;x f_X; =lim (X(X)_(;) 6)_ 4
+ . f(x)-f . -8-%2)-(-12 . 4- 2 . 2 2.

)= lim (X))(_a(a):"rg( Xx-)2( ) _ Im; X_); :hn;( T();)_(X)x) 4

Por lo tanto para a = -8 es continua y derivable en todo R., en particular lo sera
en [1,3], luego para dicho valor de a se podra aplicar el Teorema de Lagrange.

Para calcular el punto ¢ escribimos f(x) y f '(x) para a = -8:

2. ; . p <O

0 = x2-8X, s'|x§2, f,(X):{Zx 8, §|x_2,

-8-%2, Six>2. -2X, Six> 2.
Como f'(c) = f(bg_—;‘(a) = f(B;:];(l) 2%) =-5

- Para x <2 tenemos 2x-8 =-5 = 2x =3 = X :g (menor que 2 y mayor que 1)

- Parax >2 tenemos -2x =-5 => 2x =5 = x = g (mayor que 2 y menor que 3)

Luego ambos son valores validos.

6.- Halla el valor de ¢ donde se cumple la tesis del teorema de Cauchy,
siendo f(x) = x%-2x+3, g(x) = x>-5x+6 en el intervalo [0,1].

Resolucion

Comprobamos que si se cumplen las condiciones del teorema de Cauchy

¢ Ambas son continuas y derivables puesto que son polindmicas en R, en
particular en [0, 1].

e Sus derivadas son:
f'(x) =2x-2 = f'(c) = 2¢c-2
g'(x) =2x-5=4g'(c) = 2¢c-5

Para hallar ¢ sustituimos valores: f(1) = 2, f(0) = 3, g(1) = 2, g(0) = 6, queda:
2-2_28 X2t 5 5-8c8=6c=3
2c-5 2-6 2c-5 4

Luego la solucion buscada es ¢ = % €(0,1)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Enuncia el Teorema de Rolle. La funcion f(x) = |x?-5| verifica que f(1) = f(3) = 4, sin
embargo no cumple la tesis del teorema de Rolle en el intervalo [1,3]. ¢Por qué?
Solucién: No es derivable en x = /5.

2.- Si la derivada de una funcioén f es positiva para todos los valores de la variable independiente,
¢pueden existir dos nimeros distintos a y b tales que f(a) = f(b)? ¢;Por qué?
Solucién: No. Porque sera estrictamente creciente.

3.- Si el término independiente de un polinomio de 2° grado vale 3, y el valor numérico en x = 2
vale 3, prueba que su derivada se anula para algin valor de x. (A qué intervalo pertenece el
punto?

Solucién: (0,2)

4.- Sea la funcién f(x) = (1—x)2’3, comprueba que f(0) = f(2) = 1 y que f ' no se anula nunca.
¢Es esto una contradiccion del Teorema de Rolle? Enuncia dicho teorema.
Solucién: No es una contradiccion, ya que f no es derivable en x=1.

5.- Comprueba si la funcién f(x) = 3+x3(x-3) verifica las hipdtesis de dicho teorema en [0,3]. En
caso afirmativo calcula los puntos, cuya existencia garantiza el teorema.

Solucién: Si verifica el teorema de Rolle, c:% .

6.- Calcula a, by ¢ para que la funcién
-y2 i -1<x<

f(x) = X +ax_5| 1<x<3
bx+c si 3<x<5

cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [-1, 5]. ;D6nde cumple la tesis?

Solucion: a = % b= % ,c=9.Se cumple latesisend :—g e(-1,3)

7.- Sea f(x) = 1-3/x? comprueba que f(1) = f(-1) = 0, pero que f '(x) no se anula en (-1,1). ¢Es
esto una contradiccion del teorema de Rolle?. Enuncia dicho teorema.
Solucién: No se contradice ya que no se verifican las hipétesis del teorema.

8.- ¢Es posible hallar a ,b y ¢ de manera que la funcién
2 -
ax“+3 six<0
f(x) ={

-x%+bx six>0

cumpla el Teorema del Valor medio en el intervalo [-2, ¢]?. ;Ddnde se cumple la tesis?.
Solucién: Si ¢> 0 no se puede. Si ¢ (-2, 0) se cumple la tesis para cualquier valor de ay b.

9.- Enuncia el Teorema del Valor medio. Halla el punto de tangencia a la curva y = e* de una
recta que sea paralela a la cuerda de definida por los puntos A(0,1) y B(1,e).
Solucion: ¢ = L(e-1)

10.- Halla el valor de ¢ donde se cumple la tesis del teorema de Cauchy, siendo f(x) = 3x+2,
g(x) = x*+1 en el intervalo [1,4]
Solucién: ¢ = >
2
11.- Enuncia el Teorema de Cauchy y estudia si es aplicable a las funciones: f(x) = x%-2x+3 y

g(x) = x3>-7x*+20x-5 en el intervalo [1, 4].
Solucién: Si se puede. c =2
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2.7.- REGLA DE L'HOPITAL

Sean f y g dos funciones derivables en un entorno (a-r, a+r), si |imf(X)=0, |limg(X)=0y

X—a X—a
existe el |lim f'(x) entonces también existe el de ( X) y se cumple |lim ——~ 09 _ = lim Tx
x—29'(X)’ 9(x) x5a 90 x5a g(X)
regla se puede extender a los casos en que |im f(X)= 2%, |im 9(X)= e« y también a:

X—a X—a

e lim f(x) ==, [im g(x)= e

X—>to0 X—>*too
* lim f()=0, lim 9(x)=0
X—>*o0 X—>F00

Otras indeterminaciones del tipo (co-00), (c0.0), (1) y (0°) se pueden poner en forma de cociente
para aplicar la regla de L'Hopital.

EJEMPLOS

1

Xx—0

. [aX+b* |x
1.- Calcularazonadamente |im 5

Resolucion:
Como es indeterminacion del tipo (1°) tomamos en la expresion logaritmos

para poder utilizar la regla, utilizando que |im Ln[f(x)] = Ln[ﬁm f(x)} .

X—a X—a
bX
1/x Ln( ]
. X+ X . 1 X+ X . 2
Ln & =Ln| lim| & b = lim|=Ln & b = lim———
x—0 2 x—0 2 x—0 X

Es una indeterminacion del tipo (%) y aplicamos de nuevo la regla:

< 2 X.l.(aXLna+bXLnb) 1
A= fim 2+b=2 = |im ———-(@*Lna+b*Lnb) =
x—0 1 x—0a" +b

La+Lb

Lna+Lnb

n(a 2
Porlotanto: L=e"=¢ ° :eL“’y = (ab)*?=a.b

senx

2.- Calcula |im(1-cosx)

x—0

Resolucion:
Es una indeterminacion (O)0 en la que tomamos logaritmos neperianos en

X—a X—a

ambos términos y aplicamos la propiedad de que |im Ln[f(x)] = Ln{ﬁm f(x)}

LA= Ln[ﬁm (l-cosx)se”"} = lim[L(1- cosx)*™] = lim [(senx.L(1- cosx)]=
x—0 x—0 x—0

- lim L(1—fosx): ( ;_«;j

x—0
senx

Que resolvemos aplicando la Regla de L'Hopital:
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senx
LA = [im 608X = iy senx(1-cos®X) _ im senx(1+cosx) _
x—0 ~CO0SX  ,70-cosX(1-cosX)  x—0  -COSX
sen®X
Luego el limitees A=e’=1

0

3.- Calcula |imtg(x).Ln(}.
x—0"

Resolucién:

Es una indeterminacion del tipo 0.(- «). Para resolverla aplicamos la regla:

) . Lnx . Lnx -0
L= lim tgx.Lnx = lim —— = lim —— = (—j

x—0* x—0* _* x—o* CIOX 0
tgx
Aplicando la regla de L'H6pital:
1
- 2
. . sen“X 0
L= [im —%— = lim- = (—J
x—0* _ 1 x—0 X 0
sen’X

Indeterminacion a la que aplicamos de nuevo la regla de L'Ho6pital:

. -2Senxcosx
L=Ilim————— =0
x—0 1

X 1
4.- Calcula |jm| —-—
!(Im(x-l Inxj

Resolucién:
Como es una indeterminacién (w«-0) efectuamos la diferencia:

. XLnx-x+1 0
im——— =3
x—1 (X-1)Lnx 0
Indeterminaciéon que puede resolverse aplicando la regla de L'H6pital:

. X - Lnx _ 0
lm——7 =lim—— =5
>l nx+1-= 0
X

multiplicando numerador y denominador por x:
i XLknx _ (0

X'EQ xLnx+x-1 0

Aplicando de nuevo la regla de L'Hdpital:

i Lnx+1 _ 1
Mx+1+1 2

X
6.- Calcula razonadamente |im(1j

x—0

Resolucién:
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Es una indeterminacién del tipo («)° que resolvemos aplicando la propiedad
lim LIfC)] = L[lim f(x)]y tomando logaritmos en ambos términos:

X—a X—a

onet i (4 = (2| = iy ) i L(fj (3

Indeterminacién que resolvemos aplicando la regla de L'Hopital:

-1/x?
] : 1 ]
LA = [im 1/’{ = lim 1 = lim x =0
x>0 _ — Xx—>0 -+ x—0
NG X
Por lo tanto el limitees A=¢e’=1

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Explica por que no es correcta la siguiente aplicacion de la Regla de L'Hépital:
3+x%-x-1 .. 3x2+2x-1 6X +2

lim*—>% lim lim =4
X—1 X -1 X—1 2X Xx—1 2
y calcula el limite correctamente.
249y -
Solucién: Porque |im 3)(—2)(1 no es una indeterminacion, vale 2.
x—1 2X
. . , E X
2.-Calcula: @) |lim x(b" -1 b) lim (e* + x%)x c) lim =
X —>00 x—0 X—>0 X
Solucién: a) Ln b, b) e, ¢) «
. XCOSX-Ssenx . tgx-senx . Lx
3.- Caleula: 8) [im o™ ) fim o ) [im 5
x>0 X x>0 X-SenX ~ xou ¥x
Solucién: a) % b)3,c)0
X _ WX
4-Calcula: ) fim —2%-, b) [im arcsenx.cox, c) [im 2—L
N tg(5x) x—0 x—0
2
Solucién: a) 5,b) 1,c) Lna-Lnb
X .
g . . . . —— si x=0
5.- Averigua si es continua y derivable la funcion f(x) = § ¢*-1 .
1si x=0

¢Es f'(x) continda en x = 0?
Solucién: f '(x) es continua en x = 0.

6.- Halla la derivada de la funcién

six#0
f(x) =< e*-1 .

2six=0
¢Es f(x) continua en x= 0? ¢ Es f(x) derivable en x=0?
Solucién: f es continua y derivable en x = 0. La funcién derivada seré:
2e*(1-x)-2
f'(x) = (e*-1)°
-1si x=0

si x#0

DERIVADAS E INTEGRALES 44



2.8.- ACTIVIDADES DEL TEMA

1.- Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcion
—1si x<0

f(x) = { x2-1si 0<x<1
x=1si x>1
Solucién: Continua en R. y derivable en R -{1}.

2.- Sea f la funcion definida en el intervalo [-3, «) por
-x%,  si-3<x<-1
f(x) = | x| si-1<x<1
2x-1  sil<x

Determina los puntos en los que f es continua y los puntos en los que f es derivable.
Solucién: es continua en [-3, -1) (-1, ), es derivable en (-3, -1)A-1, 0)A(0, 1) A1, =)

3.- Considera la funcion f: R — R definida por f(x) = |x+3| , estudia su derivabilidad.
Solucién: Derivable en R - {-3}

4.- Dada la funcién f(x) =| x-5| estudia su continuidad y derivabilidad.
Solucién: Continua en R y derivable en R — {-3}

5.- Sea la funcion

x2+2 si x<0
f(x)= < Jax+b si 0<x<2

-X+6

22

Calcula a y b para que f(x) sea continua en todo R ¢ Es derivable la funcidn asi obtenida?
Solucion: a= -1, b = 4. Es derivable en R -{0}.

si x> 2

6.- Dada la funcion f: R —R definida por
-x% si x<0

f(x)=<x® si0<x<3

6x si 3<x

determina los puntos en los que f es derivable y en cada uno de ellos calcula su derivada
Solucién: es continua en R -{3}, es derivable en R -{3}, su derivada es:

-2X si x<0
f'(x)=<2x si 0<x<3
6 si 3<x

7.- Averigua si es continua y derivable la funcion

- V1-x2 si 0<x<1
X) =
J1-(x-2)% si 1<x<2

Solucion: Es continua en [0, 2], es derivable en (0,1) (A(1,2).

x+1
x?+3

8.- Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) =

Solucién: Creciente en (-3,1), decreciente en (-0,-3) (1, )

DERIVADAS E INTEGRALES

45



) 1 - .
9.- ¢Para qué valores de m 5 la funcién f(x) = x*+2mx2-5x+4 es creciente en x = 1?

. . 1 . 1
Solucién: Creciente para m > 5 decreciente para m < >

10.- Supongamos que el rendimiento r de una alumna en un examen que dura una hora viene
dado por la relacién r(t) = 300t(1-t) donde t, con 0 < t <1, es el tiempo medido en horas. ;En qué
intervalos aumenta el rendimiento y en cuéles disminuye?

Solucién: Aumenta en (0, %) disminuye en (%1]

10.- Considera la funcién f(x) = (3-2x%)e*. Estudia el crecimiento y el decrecimiento de f.

Solucién: Creciente en ( ‘/_ 1_gj Decreciente en (—oo,—l—@jk{ _@,o@j

11.- La gréfica de la funcion derivada de una
funcion f: [-4, 9] —» R es la de la figura.
¢Donde es creciente, decreciente y constante?
Solucion: creciente en (-2,1) (7,9)
decreciente en (-4,-2) (1,6)

constante en [6, 7]

12.- Calcula los extremos de la funcion f: [-7,1] — R definida por f(x)= x> +6x? +49
Solucion: Maximo en (-4, 32), minimo en (0, 49)

X

13.- Calcula los méximos y los minimos relativos de f(x) = (3x - 2x?)e*.

9

Solucién: Minimo x = (—E, 63/2] Maximo (1, e)

14.- Halla los puntos de inflexion de la funcion f(x) = x>+1
Solucion: x = 0.

15.- Es posible que un polinomio de tercer grado tenga un maximo relativo en el punto x=p. Ese
maximo relativo ¢puede ser maximo absoluto de la funcion?
Solucién: Si, pero no puede ser absoluto ya que tiene ramas parabdlicas.

16.- Halla a y b para que f(x) = x*+ax®+bx tenga maximo en x =-1 y punto de inflexién en x =0.
Solucién: a=0,b =-3.

17.- Estudia la concavidad y convexidad de f(x) = x° -1.
Solucién: Es concava en todo R.

18.- Halla los puntos de inflexién de la funcién f(x) = x>+3x*+3x+1
Solucién: x = -1

19.- Halla a, b, ¢ y d en la funcién f(x) = ax*+bx*+cx+d para que pase por el punto P(-1,1) y
tenga punto de inflexion con tangente horizontal en Q(0,-2)
Solucién: a=-3,b=0,c=0,d =-2.

20.- Dada la gréfica de la funcion y = f(x),
indica razonadamente cuales de las siguientes ==s===-szo--oo-oooooqooco oo
afirmaciones son verdaderas y cuales falsas.
a) lim f(x)=2 —

X—>-00 3
by fO)=0 T
c)f(0)=0
d) La funcion no tiene limite cuando x— 3.
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21.- Dada la grafica de la funcion y = f(x),
contesta razonadamente justificando tu
respuesta:
a) lim f(x)
X—>»-00
b) lim f(x)
X—>o0 i
c) £"(0), - N
d) f'(-1) |

22.- La gréfica de una funcion f viene dada

por la de la figura. Calcula: 3

a) El dominio de f § !

b) lim f(x) | |
x—0 !

¢) Dominio de continuidad de f
d) ¢Donde es f derivable?
e) f'(2)

(9
-
w2
w

23.- Dada la gréfica de la funcion. Contesta:
a) la funcion f es continua en x=-1. 1
b) la funcidn f tiene limite en -1y vale 3.
c) f'(1) =-1,

d) £(0) = 0, | '
e)f"(0)=0 \/

f) no existe el limite de f en +o0

24.- Se quiere vallar un campo rectangular que esta junto a un camino, y se sabe que la valla del
camino vale 800 pta/m vy la de los otros tres lados 100 pta/m. Halla el area del campo de mayor
superficie que puede cercarse con 228.000 ptas.

Solucién: x =570m,y = %) m (es la paralela al camino), S = 72.200m?

25.- Se desea construir una caja rectangular cerrada, con base cuadrada, de 27 dm? de volumen y
altura no superior a 2dm. Obtén las dimensiones para que la superficie de la caja sea minima.

Solucion: altura de 2 dm, base de 1/2—27 dm

26.- Halla las dimensiones de un depésito abierto prisma recto de base cuadrada, de 500 m® de
capacidad, que tenga un revestimiento de coste minimo (de superficie lateral minima).
Solucion: 1 =10,h =5

27.- Se quiere construir un envase cerrado en forma de cilindro cuya &rea total (incluyendo las
tapas) sea 900 cm? ;Cuales deben ser el radio de la base y la altura para el que el volumen del
envase sea lo méas grande posible? ;Cuanto vale ese volumen?

Solucién: r = /@ cm, h=2 {@ cm, V =300, 1150 om?
T T T

28.- Halla los lados del rectangulo de maximo perimetro, inscrito en una semicircunferencia de
radio 10 unidades, que tiene la base apoyada sobre el diametro de la semicircunferencia.

solucion: x = 4+/5, y= NG

29.- La curva y=/1+t2-t representa un rio y en el punto P = (2,0) hay una ciudad desde la que

se desea construir una tuberia rectilinea hasta el rio. ¢En qué punto Q del rio debe terminar la
tuberia para que esta sea lo mas corta posible?
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Solucion: Q = (5 \/2_1]

i
30.- Prueba que la ecuacion x* -2x? +3x -3 = 0 admite una Gnica solucién en el intervalo (1, 2).

31.- Demuestra que la ecuacion 2x° +x +k = 0, k cualquiera, admite una solucién real dnica.

32.- Prueba que las gréficas de las funciones f(x) = x* y g(x) = 2™, definidas para x>0, se cortan
en un so6lo punto. Calcula el punto de corte de las graficas con una aproximacion de centésimas.
Solucién: x&(0,76; 0,77)

33.- Considera la funcion f: R — R , definida por f (x) = 5 +(x - 1)*(x + 2)*.

a) Demuestra que la ecuacion f '(x) = 0 tiene al menos una solucién en el intervalo (-2,1).
b) Demuestra que la ecuacion f (x)= 0 solo tiene una solucién menor que -2.

c) Demuestra que la ecuacion f (x) = 0 no tiene ninguna solucién mayor que 1.

34.- Estudia si cada una de las funciones siguientes cumplen el teorema del valor medio:

a)y= VX en[0,9], b) y = x*-5x+1en [-2,4], ¢) y = x-3.sen(x)en [0,7]
Solucion: Si, en los tres casos.

35.- Calcula a y b para que la funcion
2+2x+a si x<0

=1 .
-x?+bx si x>0

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en [-3,2]. ( Donde cumple la tesis?.
Solucion: a=0, b=2,c=-1y 1

36.- Una cierta funcion f es derivable en el intervalo [1,6] y que los valores minimo y maximo de
su derivada en el intervalo son, respectivamente, 3 y 8. Razona si puede ser cierta:

a)f(1)= 2yf(6)=11,b)f(1)=10yf (6) = 30.

Solucién: a) posible, b) imposible.

37.- Halla el valor de c donde se cumple la tesis del teorema de Cauchy, siendo f(x) = 2x*+2x-3,
g(x) = x>-4x+6 en el intervalo [0, 1]
Solucion: c=0,5

38.- Comprueba si se cumplen las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones
f(x) = x*+1 y g(x) = x*-1 en el intervalo [1, 2]. En caso de cumplirse hallar el punto c.

Solucion: Se cumplen las hipétesis del teorema, ¢ :% (1, 2)

. 1-cosx . 1+x2 .o . tg3x
39.- Calcula: a) (—] b) ————,0) xX“.Lx, d) [im ——
!(m Senx+cosx lmBXZ +x-1 XIE](;I (Lt X
2
L 1 1
Solucion: a) 0,b) =,¢)0,d) =.
3 3
. Lx . 3 ., . X
40.- Caleula: @) lim — , b) lim (c0s2x),z, ¢) lim x“**™, d) lim| (x-X)tg—
X—0 X x—0 x—0 X 2
Solucién: a) 0, b) e®, ¢) 1, d) 2.
41~ Calcula: ) [im (sem)™™, b [im 292X ¢ fim - 5%
' ' XI_[EL ’ Xl_rf(]) arctg3x xm 3x2-senx

. 2 1
Solucién: a)1,b) =,c) =.
)1, b) 3 )3
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42.- Calcula: a) lim xz.ser(l) b) lim =X ¢) |im1|n(ﬂ‘j,d) lim (cos2x )2
X X X X—0

x—0 x—0 X x—0

Solucién: a) 0, b) 1,c) e’ =1, d) e™.
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TEMA 3

3.- GRAFICAS

3.1.- REPRESENTACION DE FUNCIONES

1.-

Dominio de definicién:

Es el conjunto de valores para los cuales f(x) es un namero real.

2.-

3.-

Simetrias:

Par si f(-x) = f(x), , la funcidn es simétrica respecto del eje Y.
Impar si f(-x) = -f(x), , la funcion es simétrica respecto del origen de coordenadas.

Periodicidad:

Es periddica si f(x + T) = f(x). El menor valor T para el que esto ocurre se llama periodo.

4.-

Cortes con los ejes:

El corte con el eje OY se obtiene haciendo x = 0.
Los cortes con el eje OX se obtienen resolviendo la ecuacién f(x) = 0.

5.- Asintotas:

Verticales: Son las rectas de ecuacién x = a, que verifican |jm f(X) =c.

X—a
Horizontales: Son las rectas de ecuacion y = b, que verifican |jm f(x) = b.
X —>too
. L, . f(¥) .
Oblicuas: Son rectas de ecuaciony = mx +n,conm = |im — yn=lim [f(X)- mx]
X —00 X—00

6.- Regiones de crecimiento y de decrecimiento. Extremos locales

Regiones de crecimiento: Las obtenemos atendiendo al signo de la 12 derivada.

— Crecimiento: f'(x) >0

—  Decrecimiento: f'(x) <0

Extremos locales: Igualamos la 12 derivada a cero y atendiendo al signo de la 22 derivada:
—  Minimo: f'(x)=0yf"(x) >0

—  Méaximo: f'(x) =0y f"(x) <0

7.- Regiones de concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.

Concavidad y convexidad: Atendemos al signo de la 22 derivada.

— Concava: f"(x) >0

— Convexa: f"(x) <0

Puntos de inflexion: Igualando la 22 derivada a cero y atendiendo al valor de la 32 derivada:
f'"x)=0yf"(x)=0.
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EJEMPLOS

2_
1.- Halla el dominio de definicion de f(x) = X TOATR 5)g+4
X-

Resolucion:
La funcién es un cociente de funciones polindmicas y esta definida para todo
valor de x excepto para x = 5, que anula al denominador.

x%—5x+4

2.- Estudia la simetria de f(x) = 3
X_

Resolucion:

(X =5(-x)+4 _ x?+5x+4

No es ni para ni impar, ya que f(-x) = (-x)-5 X-5

= -f(x) = f(x).

x> —5x+4

3.- Halla la periodicidad de: a) f(x) = 5

, b) f(x) = sen(2x)

Resolucion:

a) No es periddica, ya que no existe un numero real T > 0 tal que f(x + T) = f(x)
b) Es periédica, de periodo =, ya que

f(x+n) = sen[2(x+7)] = sen(2x)cos(2n)+cos(2x)sen(2n) = sen(2x)

x%—5x+4

4.- Halla los cortes con los ejes de f(x) = 5
X_

Resolucién:

e El punto donde la curva corta al eje OY pasa por x =0, f(0) = —g : (0, —gj

e Los puntos donde la curva corta al eje OX tienen ordenada nula:
f(x) =0 = x =1, x =4, los puntos de corte son (1,0) y (4,0).

2_
5.- Halla las asintotas de f(x) = m
X-5
Resolucién:
e Verticales: La posible asintota es x =5 ya que anula el denominador.
2 2
. X°-5 . - .
lim —X+4 =-, lim X—5X+4 = +oo, La asintotaes x =5
X—5 X—5 X —>5" X-5

e Horizontales: No hay.
e Oblicuas: Son rectas de ecuacion y = mx + n, con:

m= lim () = i —X2 —oX+4 _ 1
X =0 X =00 X2 —Bbx

m = Ilm @: I w =1
X —>—00 X —>—00 X2 —5x

Tiene la misma asintota a izquierda y derecha, siendo n:

2_
n=lim [F()-md = Iim[x—w—XJ = fim-* =

X —0 X —>00 xX-5

Luego la asintota oblicua es y = x
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6.- Estudia el crecimiento y el decrecimiento maximos y los minimos
x%>—5x+4

relativos de f(x) =
X-5

Resolucion:
a) Calculamos la primera derivada y factorizamos el numerador:

VoL X2-10x+21 . (x=T7)(x-3)
W=7 T sy

Como el denominador es siempre positivo estudiamos el signo del numerador:
e Six <3, (x-7)(x-3) > 0; entonces y' > 0y la funcién es creciente en (-, 3).
e Six>3yx<7,(x-7)(x-3)<0;entoncesy <0y es decreciente en (3, 7).
e Six>7,(x-7)(x-3)>0,luegoy >0y lafuncién es creciente en (7, +x).

7 T 7

3 7

b) Hallamos la primera derivada y factorizamos el numerador:
, 2_10x+21  (x=7)(x-3
o= X021 (x-7)x-3)
(x-5) (x-5)
Las soluciones af'(x) =0sonx=3yx=7.

e Alaizquierda de x = 3 es creciente y a la derecha decreciente, luego en
x=3 hay un maximo. Para x = 3, f(3) = 1; el maximo es M = (3,1)

e A laizquierda de x = 7 es decreciente y a la derecha creciente, luego en
x=7 hay un minimo. Para x = 7, f(7) = 9; el maximo es m = (7,9)

7.- Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexién de
2_

F(x) = x°—5x+4

X-5

Resolucion:

Obtenemos la segunda derivada e igualamos a cero:

f'(x) = 8 7 =0
(x-5)

La anterior ecuacién no tiene solucién y la curva no tiene puntos de inflexién.

e Lacurvaes clncava en (5,+x) ya que six > 5, (X - 5)3 es positivo y f "(x)>0

e Lacurva es convexa en (-»,5) yaque six <5, (X - 5)3 es negativo y f "(x)<0

2_
8.- Estudia las regiones donde esta definida f(x) = L);A'
X_
Resolucion:
Las raices de x*-5x + 4 =0son 1 y 4, luego X?-5Xx+4= (x - 1)(x - 4). La Gnica
raiz del denominador es 5, luego:

2_ — —

Si x <1, numerador positivo y denominador negativo: y < 0 en (-, 1).
Six >1yx <4, numerador y denominador negativos: y > 0 en (1, 4).

Si x> 4 y x<5, numerador positivo y denominador negativo: y < 0 en (4, 5).
Si x >5, numerador y denominador positivos: y > 0 en (5,+x)
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Se pueden delimitar ya las zonas por las que pasa la curva:

X -00 1 4 5 +00
y>0
y<0
2_
9.- Dibuja la grafica de f(x) = X -ox+4
X-5
Resolucion: V
La tabla de valores, y la grafica:
X|l-o 1 3 4 5 0
Y |- 0 0 o0 3
y ) \’ \2 T
y“ M U

X2

10.- Representa graficamente la curva de ecuacién f(x) = 1
X2-

Resolucién:

e El dominio de definicién es R -{-1,1}, ya que es un cociente de polinomios,
y el denominador se anulaenx*-1=0=x"=1=x=+1

e Continuidad: Es continuaen R - {-1,1}

e Simetria: par, pues f(-x) = f(x), para todo valor del dominio.

e Cortes con los ejes: Corta a ambos en el punto (0,0)

e Asintotas:

- Asintotas verticales: Estudiamos en x =1, x = -1, ambas por la
izquierda y la derecha y la posicién respecto a las mismas:

2 2
. X . X
lim 5—=+0 |lim 5—=-=
x—1" X2'1 X—1 X2'1
2 2
. X . X
lim —5—=+x lim —5—=-©
X—>-1 X2'1 X—>-1" X2'1
- Asintotas horizontales: Estudiando los limites en el infinito.
X2 X2
Iim —5—~=1 lim —5—=1
X —> 0 X2-1 X —>-00 X2'1
La asintotaesy=1
2
- Asintotas oblicuas: No tiene, pues |im X -0
x—owo X -X
e Crecimiento y decrecimiento: La 12 derivada es f '(x) = —(22—)()2 .
x--1

Es positiva y por tanto creciente en (-o0,-1)u(-1,0).
Es negativa y por tanto decreciente en (0,1)u(1, «)

e Maximos y minimos: Igualamos a cero la primera derivada
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-——=0=x=0.

x%-1

Hay un maximo en (0,0) ya que pasa de creciente a decreciente, es un
maximo relativo. No hay minimos.

e Concavidad y convexidad: La 22 derivada es f "(x) =

Es positiva y por tanto concava en (-oo, -1)u(1, ).
Es negativa y por tanto convexa en (-1,1)

e Punto de inflexion. Anulamos la 22 derivada.

2(3x>+1) _0

(x?-1)°

No tiene, ya que la ecuacion anterior no tiene solucion real.

e Tabla de valores:

2(3x2 +1)
(x?-1)°

X | - -1 1 +00
y |1 +00 |-00 -00 [+00

Yy \!

y" v, U

e Grafica: Es la de la figura adjunta.

11.- Representa graficamente la curva de ecuacion f(x) = L(x2-5x+6)

Resolucién:

e Dominio: El logaritmo esta definido si x*-5x+6 > 0. Factorizamos x>-5x+6 =

(x-3)(x-2), siendo el signo del producto:

3

X-2 -

X-3 -

Luego D(f) = (-0,2)(3, ©)

e Simetrias: Como el dominio no es simétrico no puede ser par.

e Periodicidad: No es periddica.

e Cortes con los ejes:
- Eje OY: (0, In 6)

- Eje OX: Igualamos L(x*-5x+6) = 0 = x*-5x+6 = 1 = x>-5x+5 = 0. Solucién:

{5\/5

e Asintotas:

LRI

- Verticales:
lim L(x?-5x+6)= -0 = x = 2 es una asintota por la izquierda.

X—2
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lim L(x?-5Xx+6)=-0=x=3es

x—3*

una asintota por la derecha.

- Horizontales: Como  |im L(x?-5%x +6) =wx, no las hay.

X —>+o0

- Oblicuas: Como |im

X —>to0

L(x2-5X +6)
X

=0, no las hay.

Regiones de crecimiento y de decrecimiento: Estudiamos el signo de la
derivada factorizando los polinomios numerador y denominador:

, 2x-5
f (x) = —
x°-5x+6
El signo del producto es:
2 52 3
X-2 - + | + +
X-3 - = | = +
2x-5 - -t +
- +

- Decrece en (-, 2)
- Crece en (3, «)

Extremos locales: f '(x)= 2X-5

pertenece al dominio.

x2-5Xx+6

5 .
=0 = x ZE' No tiene ya que el valor no

Regiones de concavidad y convexidad

-2x2+10x-13

f" =
() (:2-5x+6)’

estudiamos el signo del numerador, ya que el denominador es positivo.

Como -2x*+10x-13= 0, no tiene

solucién real, es siempre negativa. La

funcion f sera convexa en todo su dominio, sin puntos de inflexion.

Tabla de valores:

Lé

X -0 2 3 +00

Y U4 ) -0 +00
o0

y' J 0

A v, A

Gréfica: Es la de la figura adjunta.

- X . o
12.- Representa la funcion f(x) = CO{E] con intervalos de crecimiento,

decrecimiento, mdximos y minimos, concavidad y convexidad.

Resolucién:

a) La representamos utilizando la gréafica

de y=cos x:

tendrd& como

seran -1y 1.
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e el periodo sera el doble ya que varia 2 veces mas lento que y = cosx.
e Reducimos el estudio al dominio [0,4x] (primer periodo).

b) La funcién f es derivable en todo R, con derivada f '(x) = —%ser(gj

e f'es positiva y por tanto creciente en el intervalo (2r, 4n).
e f'esnegativay por lo tanto decreciente en (0,2n).
e Para hallar los extremos se anula la primera derivada:
1 X X X
f'‘)=-=sen = |=0=> sen — | =0 = — =0 +kr = x =0 +2kn, keZ
2 2 2 2
Unicamente estan en el intervalo indicado los valores x = 0, x = 2w, X = 4.

Como f"(x) = -%co{gj, tenemos:

| =

f"(0) = —%cos(o) =-= <0 = Maximo en (0, 1)

f"(2n) = -%Cos(n) = = >0 = minimo en (2=, -1)

<0 = Maximo en (4=, 1)

IS N N

f"(4m) = -%Cos(Zn) =

e De la misma manera hallamos: Céncava (r, 3n). Convexa (0, n)u(3r, 47).

13.- Representa graficamente la curva de ecuacion f(x) = VX2 -1

Resolucién:
e Dominio: (-0, -1)u(1, )

e Simetrias: Par
e Cortes con los ejes: No corta a ninguno de los ejes.

e Asintotas:
- No tiene verticales ni horizontales
- Oblicuas:y =X,y =-X

e Regiones de crecimiento y de decrecimiento. Utilizamos la 12 derivada:

X
f'(x) =
x2-1

Decrece en (-«, -1) y crece en (1, «)

e Extremos locales: No tiene, pues en x = 0 la funcién no esta definida.

e Regiones de concavidad y convexidad. Utilizamos la 22 derivada:

Frx)=- s
(x2-1)°

Convexa: (-,-1)u(1,0), no céncava.

e Puntos de inflexién: No tiene

e Grafica: la dada en la figura adjunta. T ]
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Determina las asintotas de la funcién g(x) = x%*.
Solucién: Asintota horizontal a la izquierda, y = 0.

2.- Representa gréaficamente la curva de ecuacion

X x*-3 X
a) f(x) = b) f(x) = =—— c)fX)=————
) f(x) Tl ) f(X) » ) f(X) Fdx13
Solucion:
| 1
|| | L\
\ \\v/_//—/ // // \\\
\ w/ o /, / S~
3/ YAk vs /1w 3 g
-/3 \ V3 // / —— §
1 / / |
. / / A
[ R
a) b) c)
3.- Representa graficamente la curva de ecuacion
a) f(x) = x2+ 2 b) f(x) = X ¢) f(X) = cosx-cos’x
X Lx
Solucién:

- -
—
{

\\

b T
—
\

\

\

A
L |

-

) \ i / \ ’ : /
\\i \ / "/ \{ /

) \

a) b) c)

4.- Representa graficamente la curva de ecuacion

1 x2+1
a) f(x) = e¥* b) f(x)=—— ¢)f(x) =
) f(X) ) f() 3 ) f(X) \/xz_l
Solucioén:
\\\ \
s W \\
a) b)

5.- Representa graficamente la curva de ecuacion

3
a) f(x) = b) f(x) = —X ¢) f(x) = x¥(x-2)?
) f(x) Y ) f(X) 219 ) f(X) = xX°(x-2)
Solucioén:
T2 //{%/’////(fw)
) 74
’}J’/‘/—x -3;«3 —% s
7 o B
a) b) c)

DERIVADAS E INTEGRALES



3.2.- INTERPRETACION DE GRAFICAS DE FUNCIONES

En la interpretacion gréafica de funciones se trata de encontrar el dominio y recorrido, las cotas,
los puntos singulares de dichas funciones, sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, la
concavidad o convexidad, etc.

EJEMPLOS

1.- Dada la gréfica adjunta:

a) Halla dominio y recorrido de f

b) Continuidad en el intervalo [-2,7]

¢) ¢Cudl es el valor de la derivada en los
puntos x=0, x=1y x=5?

d) ¢(Cuél es el signo de la derivada
segunda en x=57? ¢y en x=07?.

e) ¢Cudles son los maximos y minimos
relativos y absolutos de la funcion?.

f) ¢ Esta la funcién acotada en [-2, 7]7.

g) Da una expresién analitica de la
gréfica anterior.

e S

Resolucion:
a) El dominio es [-2, «). El recorrido es [0, ).

b) Es continua en todos los puntos, salvo en x = 2, discontinuidad de salto.

¢) En x=0, no hay derivada ya que es un punto anguloso. En x=1 como f es una
recta, la derivada es la pendiente de la recta en ese punto

m=1f'(1) :f(2)-f(0) _ 2-0 _
2-0 2-0
En x =5 la derivada vale 0, ya que es derivable y presenta un minimo.

d) En x=5 la derivada segunda es positiva (la funciéon es concava), en x=0 no
tiene derivada segunda ya que no tiene primera derivada.

e) Hay un maximo absoluto en x = -2. Hay dos minimos enx =0y en x = 5.
f) Si esta acotada, superiormente la cota es 6 e inferiormente la cota es 0.

h) En [-2, 0] es una recta, pasa por (-2,6) y (0,0), su expresién es y = -3x. En
(0, 2] es una recta que pasa por (0,0) y (2,2) es decir y = x. En (2,3] es una
recta que pasa por (2,5) y (3,4) es decir y =—x+7. En (3, «) es la pardbola y = X2
con vértice (5,0), y = (x-5)°+0 = x*-10x+25.
-3x 8i-2<x<0

XSi0<x<2
-X+75si 2<x<3

x2-10x+25 si x>3

f(x) =

2.- La gréfica de una funcién f es la de
lafigura:

a) ¢En qué puntos no es f continua?

b) ¢En qué puntos no es f derivable?

|
|
|
I
c) ¢Cuéles son los intervalos de /\\

|
|
|
|
|
|
|
|
A
. . . . -2 - 3 b8
crecimiento y de decrecimiento de f? } - :
7 Joo] | |
d) ¢Cuéles son los maximos absolutos ! !
|
|
|
|
|
|

y relativos de f en [-3, 4]?
Resolucion:
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a) La funcion f no es continua en x = -2, discontinuidad de salto infinito.
Tampoco lo es en x = 3, donde existe una discontinuidad de salto finito.

b) La funcién f no es derivable en x=-2 y x=3, por no ser continua y, ademas,
en x=2 donde las derivadas laterales son distintas pues hay un punto anguloso.

c) f(x) es creciente en (-1,2) y decreciente en (-o0,-2)U(-2,-1)U(2, ©)

d) Los extremos relativos en el intervalo [-3,4] estan en:

e En X =-1 hay un minimo relativo. En xo =4 hay un minimo relativo ya que
es un intervalo cerrado.

e En X =2 hay un méaximo relativo. En x, =-3 hay un méximo relativo ya que
es un intervalo cerrado.

Como la funcién no esta acotada superior ni inferiormente en ese intervalo:
lim f(x)=t+ y lim f(x)+o,

X—>-2" X—-2*

no existiran ni maximo ni minimo absoluto en dicho intervalo

3.- De una funcién g se sabe que es positiva y tiene derivada positiva en
el intervalo (-, -2); que g tiene, tanto por la derecha como por la
izquierda, una asintota vertical en x = -2; que el minimo absoluto de g se
alcanza en x =0y vale g(0) = 0 pero y no es derivable en dicho punto; y
es creciente en [0,0) siendo continua en dicho intervalo salvo una
discontinuidad de salto en x = 3 y que cuando X — « tiene una asintota
oblicua. Teniendo en cuenta los datos anteriores, esboza la grafica de g.

Resolucion:

Las funciones que cumplan dichas
condiciones pueden ser mdltiples, ya
que las condiciones no son univocas.

A titulo de ejemplo adjuntamos la de la
figura:

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Una funcion f tiene la gréafica de la figura
adjunta. Utilizando dicha grafica contesta:

a) ¢Cuadl es su dominio?.

103 -8 -7 -6 -5 4 3 2

b) ;Donde es continua y dénde discontinua?.

c) ¢Donde es derivable y donde no derivable?,
d) ¢Es posible hallar la tangente en x=4, x=8'y
x =-0,57.

2.- La figura adjunta representa la gréafica de la
funcion y =f(x) en el intervalo (0,2).

Dibuja la gréafica de dicha funcion en el
intervalo [-2,2] y determinar su expresion
analitica suponiendo que:

a) f es periodica de periodo 2.

b) fes par.

c) fes impar.

3.- Responde de manera razonada a las
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siguientes preguntas:

a) ¢Se trata de una funcion continua en [-2,5]?

b) ¢Ddnde es creciente y decreciente la funcién?.

c) ¢(Donde se sitan los maximos y minimos relativos?.
d) ¢Cual es el valor de la derivada en x=-1?.

e) ¢Cudl es el valor de la derivada en x=27.

4.- Observando la grafica determina
razonadamente:

a) Tipo de discontinuidad en x = 2.
b) Tipo de discontinuidad en x = 4.
c) ¢Existe a tal que |im f(X) =w?
X—>a
d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
e) Maximos y minimos relativos.

i
i
:
i
i
i
:
i
i
i
L
i
i
i
i
i
i
i
Ih
i
i
i
i
i

5.- Dada la grafica de la funcion siguiente
responde razonadamente a las siguientes
preguntas: :

a) Dominio y recorrido de la funcién.

b) ¢Es inyectiva?. ¢ Es suprayectiva?. ;Por qué?. k /
c) ¢Esta acotada?.
d) (Tiene maximos o minimos relativos?. 1
¢Cuales?.

6. Dada la grafica de la funcién y = f(x), indica

razonablemente cuales de las siguientes 2
afirmaciones son verdaderas y cuales falsas:
a) lim f0)=2

X—>-00 2 1 I Z 3
b) f(0) =0,
c) f(0) =0, !
d) f'(0) = 0, .
e) lim f(x)=+x,

X—>-2
) lim 09 =-2

X—>0

g) La funcion no tiene limite en 3
h) La funcién no es continua en 3

7.- De una funcién f se sabe que:

a) Es negativa y tiene derivada positiva en el intervalo (-, 0);

b) Tiene tanto por la derecha como por la izquierda, una asintota vertical en x =0

¢) El minimo absoluto de f se alcanza en x = 1 y vale f(1) = 1 siendo f derivable en dicho punto.
d) Es creciente en [0, o) siendo continua en dicho intervalo salvo una discontinuidad de salto en
x=3y

e) Cuando x — oo tiene una asintota horizontal.

Teniendo en cuenta los datos anteriores, esboza la grafica de f.

3.3.- EJERCICIOS DEL TEMA

Representa graficamente las siguientes funciones:
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X

1.-f(x) = 1
1
~f(x) =
2.- f(x) (X-1)2
2
_ X
3.-f(x) = 24

4-F(x)= X +2

5.- f(x) = x* -3xLx

- x
6-109=
7-f(x) = Vx% -1

e (x-5)°
B-100= =
9-f(x) = ——

x2+3

10.- f(x) = L(1+x)

2 _
11-f(x) = %XZ
xc—5bx

12.- f(x) = $/1- %2

2
13-709 = X+
3 4x
4
14.- f(x) = X k2
X
4.
15.- ) = X3
X

16.- f(x) = /(x-D)(x+1) x

2
x“+1
17.-f(x) =
Vx?-1
2-X
18.- f(X) = m
19.- f(x) = =
X
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20.-f(x) = L|x+1

21.- f(x) = x.e*
X
22.-f(x) = —°
e -1

23.- La gréfica de una funcion f es:

|

|

|

a) Halla los intervalos de crecimiento y i
decrecimiento. !
b) Determina los intervalos de concavidad y R i
convexidad. i
|

|

|

|

|

|

|

|

|

c) Halla los puntos xe(0, 4) tales que f(x) =0
y determina, en ese intervalo, dénde se
alcanzan los maximos locales.

d) Determina las asintotas verticales y razona
si existen asintotas horizontales.

Solucién:

a) crece: (0.1)((2,4), decrece: (1.2), b) concava en (3,4), convexa en (0,2) (A2,3)

1 3
o)f(x)=0enx==,x= —,
) f(x) > >

x = 3. M&ximo local en x =1, d) AV: x =0, x =2, x=4. No AH.

24.- Dada la funcién cuya grafica es:

A la vista de ella:

a) Di donde es creciente, decreciente y si
tiene algiin méximo o minimo relativo.

b) Di donde es concava, convexa y si tiene
algln punto de inflexién.

c) Di cuales son los siguientes limites:

lim f(9). lim f(x), lim f(x)

x—1 X—>+o0 X—>-00
d) Escribe las ecuaciones de las asintotas
Solucion:

a) Creciente en D(f). No tiene maximo ni minimo relativo.
b) Concava: (-, -1)(1,3), Convexa: (-1,1)A3, «0), Punto de inflexién en x =1, de valor 1(1,0).
c) Iirqf(X) =0, lim fx) =1, lim f(x) =1.

X—. X

—>+o0 X—>-00
d) Asintotasx =-1,x =3,-y=1.
25.-Fijate en la gréfica siguiente y deduce de ?
ella todos los datos que puedas sobre la 5
funcién que representa. 1
0,5~
Justifica si puede corresponder a alguna de 0
las funciones f, g o h definidas como sigue: s
3
- X+1 -X -
f(X :L, X)=—=—=, h(X)=—
W=7 5 007 =y
Solucion: Es h(x). Y e =

27.- Encuentra, de forma razonada:

a) Una funcién f cuya grafica no sea una linea recta y dibuja la grafica de dicha funcion que
verifique la siguiente propiedad: "Existen infinitos puntos en los que la recta tangente a la grafica
de f es paralela a la recta de ecuacion y=1".

b) Haz lo mismo para la propiedad: "Existen infinitos puntos en los que la recta tangente a la
grafica de f es paralela a la recta de ecuacién y = x".

Solucién: a) y = sen x, b) f(x) = tg x
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26.- El gréafico de la funcién derivada de una 2

cierta funcion f es la de la figura. LS|
a) ¢Cuantas soluciones puede tener la 1
ecuacion f (x) =0? 05|

b) Si la ecuacién f (x) = 0 tiene exactamente 0
dos soluciones distintas, ;pueden éstas ser  -os|
del mismo signo? a
c) Enuncia alguno de Ilos teoremas
importantes que utilices en alguno de los 2l | | ! | |
apartados anteriores. ’ ’ ’

Solucion: a) A lo sumo tendra dos raices reales.

b) No pueden ser de distinto signo. ¢) Teorema de Rolle.

28.- Eshoza la gréfica de una funcion f(x) que cumpla las siguientes condiciones: a) en x = -3
tiene una discontinuidad evitable, en x=-1 tiene una discontinuidad de salto (con limites laterales
finitos distintos), en x= 1 tiene una discontinuidad asintética, |imf(x)=+x y |imf(x)=3.
x—1 X—>+o0
b) Obtén la expresion analitica de una de esas funciones, razonando las respuestas.
Solucién:
a) Un posible esbozo puede ser el de la
figura adjunta.
b) La expresion analitica de la funcién es:
-X-3 si-o0<Xx<-3
1si x=-3

x+23 si-3<x<-1
-—si -1<x<1

;)g(-l

X .
— sil<Xx<w

X-1 <4 3 -2 -1 1 z 3 4 5 6

f(x) =

29.- Sea f ' la funcién derivada de una funcidn derivable f: R—R.

Se sabe que f' es continua y que

Hf'0)=0,f'(2)=1,1f'(3)=0,f'(4) =-1,f'(5)=0;

2) f' es estrictamente creciente en los intervalos (-«,2) y (4, );

3) f' es estrictamente decreciente en el intervalo (2, 4);

4) la recta de ecuacion y=2x+3 es una asintota oblicua de f ' cuando x—+c0
a) Esboza la grafica de f'.

b) ¢En qué valores de x alcanza f sus maximos y minimos relativos?.
Solucion:

a) La gréfica de f ' sera la de la figura adjunta:

21 +
12 T

15 1 y=2x+3

b) Alcanza un minimo relativo en (0,0) y (5,0). Alcanza un maximo relativo en (3,0) .
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TEMA 4

4.- INTEGRALES INDEFINIDAS
4.1.- PRIMITIVA DE UNA FUNCION

1.- Definiciones

La primitiva de una funcidn f es otra F definida en su dominio tal que F'(x)=f(x) (dF(x) =f(x)dx).
La operacién que permite obtener una primitiva F a partir de f recibe el nombre de integracion.
La integral indefinida de una funcién f es el conjunto de todas las primitivas de ésta y se

representa por J-f(x) dx = F(x)+C, CeR

2.- Propiedades lineales de la integracion:

e Integral de una suma: I[f(x)+g(x)]dx = jf(x)dx+ I g(x)dx
e Integral del producto por un nimero real: JXf(x)dx: kjf(x)dx

e Método de descomposicion: I [ M(x)+ uf(x)]dx =X I f(x)dx+pr(x)dx

EJEMPLOS

1.- Encuentra dos primitivas de la funcién f(x) = 4x3-5.

Resolucion:
Las primitivas son, por ejemplo, F(X) = x*5x+1 y G(x) = x*-5x+2 ya que su
derivada cumple F'(x) = G’(x) = 4x3-5

2.- Encuentra la primitiva de la funcion f(x) = 4x3-5 gue vale 0 para x=1.

Resolucion:

Las primitivas son de la forma F(x) = x*-5x+K. Obligamos a que F(1) = 0
F(1) = 1*5.1+K = -4+K = 0 = K =4

queda F(x) = x*-5x+4

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Encuentra dos primitivas de la funcion f(x) = 5x*-6x.
Solucién: Fy(x) = x>-3x%, Fy(X) = x>-3x*+1

2.- Encuentra la primitiva de la funcién f(x) = 4x>-5, que vale 10 para x=2.
Solucién: F(x) = x*-5x+4

3.- Encuentra la funcion F para que F'(x) = 2x-1y F(5) = 6
Solucién: F(x) = x*-x-14

4.- Encuentra la funcion F para que F"(x) =2x+1y F(0) = 1, F(1) = 0.

Solucion: F(x) = %X3 —%xz —1—61x+1
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4.2.- INTEGRALES INMEDIATAS

1.- Cuadro de integrales

Tipo Primitiva simple Primitiva de funcion
Constante Kdx = Kx + C
Potencial ¥ a+l . f(x)aﬂ
adx = X _+¢C 1 = X7
Jx e | [f (x)]*.(x) dx T *C
Exponencial XX = e+ C .ade _ a—X+C
. J La
Logaritmo ¥ " f 1
’ Lax = Lx|+c 09 4 = 1| |+C
Jx J 1(x)
Seno ) : ) , _
cosx dx =senx+C cosf(x).f(x)dx = sen[f(x)]+ C
Coseno senx dx =-cosx+C senf(x).f(x)dx = - cos[f(x)]+ C
T N [ [
angente B _tgx+c sec? (). () dx = tg[f(x)] + C
J cos™X ’
Cotangente ¥ 1
g d’; =_ctgx+C f ()2 X tg[f9] + C
J sen”X J senf(x)
Arco seno ¥ i
o =arcsenx+C w =arc sen[f(x)] + C
J J1-x2 J J1-(x)?
Arco tangente ¥ *
9 dx 5 =arctgx +C dez =arc tg[f(x)] + C
J1+x J 1+ £(x)]
EJEMPLOS
Calcula laiintegrales inmediatas siguientes:
2x+1
- |5 dx
xX“+X
2
Resolucion: | = d(X2 ) L‘x2+x‘+C
XX

5. J'cos(Lx)dX
X

Resolucion: | = J.cos(Lx)d(Lx) =sen (Lx)+ C

3.- jsen3x dx

Resolucién: | = % cos 3x+ C

4- Itgzxdx

Resolucion: | = J.(1+tgzx-1) dx=tgx-x+C
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S_J‘ 2dx
RN

Resolucién: | = I d2x)

J1-(2x)?

=arcsen(2x)+C

4xdx
6.- a1
1+4X
2
Resolucién: | = d(Z—X)Z = arc tg(2x?) + C
1+(2x%)

7.- .[(x3- 2x%+3x-1)dx

4
Resolucion: | = jx3dx—2jx2dx+3jxdx—jdx:XZ-EX3+§X2-X+C

3 2
8.- L{udx
1-x

Resolucion: Multiplicamos por 1+ X y descomponemos en integrales simples:

V1+XA1+X 1+X 1 X
I= I— dx = I—dx = j—dx +I— dx =arcsenx-+/1-x2 +C
V1-XA1+X V1-x2 J1-%2 V1-x2

EJERCICIOS PROPUESTOS

1 2
1.-J. — -x+—+3|dx
[xz N j

2
Solucién: % X? +4/X +3x+C

2- _[ (2 + 4X) (2 -1) dx
5 3
i X 4 X 2
Solucién: 22— +x4-2--2y2+C
5 X3 X

4.-.[(3-2x)5dx

) 6
Solucion: -wm
12

5.-I\/4X+ 2dx
Solucién: %,/(4X+ 2 +C

+
6. 1 senxdx
1-senx

Solucion: | = 2tgx+i-x +C
COSX
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4.3.- INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

1.- Método
P(x)

Las funciones racionales son de la forma f(x) = —— . Se deben seguir los siguientes pasos:

Q()

1. Siel grado del numerador es mayor o igual que el del denominador se efectla la division de

ambos y se expresa el cociente como ﬁ =C(x) + R() , grado[R(x)] < grado [Q(X)].

QX QX

2. Se descompone Q(x) en factores, éstos pueden tener:

L dx+...+j An dx

1 -

e Raices reales simples, dan Iugarasumandos:_[
n

e Raices reales maltiples, dan lugar a sumandos: Iﬂdxﬂ A2 dx +...+ [ An_ gy
x- (x-ay’
Mx+ N

e Raices complejas conjugadas, dan lugar a sumandos: Jz—
ax’ +bx+c

3. Se descompone la funcién en fracciones simple irreducibles

4. Se integran los sumandos obtenidos.

EJEMPLOS
1.- Calcula laintegral j—
2.3x+2
Resolucién:
Como grado [P(x)]<grado[Q(x)] expresamos el integrando como %:c+é
- _ 2 -

= j xr3+—1 %0l =I(x+3)dx+ X0 s X gy [ TX6

x2-3x+2 X2 -3x+2 2 X2 -3x+2

La primera integral es inmediata y la segunda tiene raices reales simples.
x-6 _ A +£ _ A(Xx-1)+B(x-2)

Pavsn = 7%-6 = A(x-1)+B(x-2
x2-3x+2  x-2 %1 20y (x-1)+B(x-2)

Para obtener Ay B damos valor a la incognita:

x=1;-B=1 _
con solucionesA=8,B=-1

Xx=2;A=8
= [0 —J. 8 1ok = 8L|x2]-L|x1| = [&2

x2-3%x+2 X-2 x-1

2 _7\8 2 _ 78
1= X[ o= Xy XD

2 x-1 2 | x-1]
2.- Calcula laintegral J.de

X3 —x%-x+1

Resolucién:
Tenemos una raiz simple y una doble. Descomponemos:

35 _ AL B L C 35 AKR)+BREFC(x-1)

CoxZ-x+l x1 (x1)? x+l
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Sustituyendo en la ecuacion las raices del polinomio denominador y el valor 0:

x=1 =-2=2B=B=-1
Xx=-1 =-8=4C=C=-2
Xx=0 =-5=-A+B+C = A=2

2
dx _f_dx 52 dx =2Lx :Ij+——2l_|x+]j+C L (X 1) +i+
x-1 J(x-1) X+1 -

X2+ X+
3.- Calcula laintegral '..24de
x3-x2+x-1

Resolucion:
Obtenemos una raiz simple y dos raices complejas conjugadas.

A2 +x+1 _ A L Bx+C

m— E ﬁ 34X2+X+1:A(X2+1)+(BX+C)(X'1)

Para hallar los valores de A, B y C damos valores a x:

x=0; A-C=1

X =1, 2A=6 con solucionesA=3,B=1,C=2.
x=-1; 2A+2B-2C=4

| = J.—d +J‘ X+21 X = 3L|x ]j+J. X+2 dx
X

241
I:3L|x-]4+—J. 22X dx+2J‘ SX :3Ln|x-1|+1Ln(x2+1)+2arctgx+C
2J x%+1 X% +1 2

3x-12
x3-3x% +12x-10

4.- Calcula J

Resolucion:
Queda una raiz real simple y dos complejas conjugadas. Descomponemos:

3x-12 AL BAC - (A+B)X* +(-2A-B+C)x-C+10A
x3-3x2+12x-10  x-1 x2-2x+10

Al igualar los coeficientes de ambos polinomios obtenemos el sistema
A+B =0
-2A-B+C=3 con solucionesA=-1 B=1C=2

10A -C=-

dx J‘ X+2

l=-|— +| —=———dx =-L(x-1) +1I
x-1 J x2-2x+10 )+

Il:J' X+2 dx = 1 2x+4 dx-— (2x—2)+60I _
2.2x+10 2 x2-2x+10 2J x?-2x+10

I, = 1 L X + Id—x = l|_|x2 2x+10| +3I—

x?-2x+10 x?-2x+10 2 (x—1) +9

3 x-1
:—L 2_2x+10 +—j :—L 2.2x+10 +arctg| ==
5 L 1+3 > Lix | g(sj

dx
2
[x—lj 1
3

| =-L(x-1) + % L|x?-2x+10|+arctg (X?lj +C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

X
1| Do
1

+C
2(x+1)

Solucion: -= L|x+1|+=L|x-1]-
4 4
2__Id—x
x3-2x2+X
Solucién: X 1 +C
x-1 (x-1)

NI
x2+4x+5

Solucién: %L|x2+4x +5|-arctg(x+2)+C

2x%+41x-91
DO+ Ixd)
Solucion: -7L|x+3|+4L|x-1|-5L|x-4|+C=

) dx
X(x+1)>2
X 1

Solucion: L +
x+1l (x+1)

x3-1

dx
4x3-x

Solucion: - L[ 2x-1|- % L | 2x +1]+ L| x|+ X +C
16 16 4

4 _ 3 2
J[Xsoercns
x3-6x2+12x-8

2
Solucion: X—i 1
2 x-2 (x-2)
8.- 31 dx
x°+1

Solucion: @arctg{@@x-l)]éuxz-x+1|+%L|x+1|+C

x dx
(x+2)(x-1)(x-3)

Solucién: -2 L | x+2|- S L[ x-1|+ =L |x-3|+C
15 6 10

J‘ X2-6X+7
(X-D(x-2)(x- 3)
x2-3X+2

Solucién: L|x-1|+L|x-2|-L|x-3|+C=L 3

+C

DERIVADAS E INTEGRALES 69



4.4.- INTEGRACION POR PARTES

1.- Método

La integracién por partes nos permite hallar la integral de un producto utilizando la expresién de
la derivada de un producto de funciones:
du(x)v(x)] = v(x)du(x) + u(x)dv(x)

integrando ambos miembros obtenemos:

I U(x).dv(X) = J.d[u(x).v(x)] -Iv(x).du(x) - UV(X) - I V(x).du(x)

quedando la formula

I u(x).dv(x) =u(x) v(x) - Iv(x).du(x)

2.- Utilizacién

Se utiliza en los casos de integrales del tipo:
e  Polinomios por exponenciales:

P(x).e™* dx

Polinomios por seno o coseno:
P(x).sen(ax+b)dx o jP(x).cos(ax+ b) dx

Exponenciales por seno o coseno:
e sen(cx+d)dx o Ieax+b.cos(cx+ d) dx

Funciones trascendentes:
arctg xdx,'[Lxdx

EJEMPLOS

1.- Calcula I x%e* dx

Resolucion:
Tomamos: u=x° = du = 2xdx
dv = e*dx =v =g

Queda: | :Ixzex dx = x2.eX- 2jx.ex dx = x2.eX-21;, (1)

Como |, vuelve a ser integral por partes: u=x = du =dx
dv = e*dx =>v =¢

Queda |, =J.x.eX dx = xe* -Iex dx =xe*-e*

sustituyendo la integral sera:
I = x2.e%-2 (xe*- &) + C = " (xX* -2x+2)+C
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2.- Calcula J.xz cosx dx

Resolucién:
Tomamos: u=x° = du = 2x dx
dv=cosxdx =vVv =senx

Queda: | = IXZ cosx dx = x°.senx - 2jx.sen x dx =x%senx -2 1; (1)

Como |, vuelve a ser integral por partes:
u=x = du = dx
dv=senxdx =V =-cO0SX

Queda: I :jx.sen x dx =-x. Cos X +jcosx dx =-xcos X + sen x

Sustituyendo en (1) la integral sera:
I =x°.senx - 2 (-X cosx + sen x ) +C = (x°-2).sen x +2xcosx + C

3.- Calcula jex.senx dx

Resolucién:
Tomamos: u=ege* = du = e*dx
dv=senxdx =V = -cOSX

Queda: | :J.ex.senx dx =-¢X.cosx + Iex.cosx dx = -g*X.cosx + Iy

Pero I, vuelve a ser integral por partes:
X

u=e = du = e*dx
dv=cosxdx =V = senx

obteniendo: I, =Iex.cosx dx = eX.senx - jex.sen X dx

Asi pues:
| =-gX.cosx + e*.senx - |

que despejando da lugar a:
X X X ~
e .Zosx : .szenx rc=© .(sen2x COSX) .

| = C

4.- Calcula J-arc tgx dx

Resolucion:
Es una integral por partes. Tomamos:
dx
u=arctgx = du=
1+ %2
dv = dx =>V =X
| = xarctgx- J‘ X dx =x arc tg x - 1J.ZXdX =xarctgXx- l|—|1+X2| +C
:|_+x2 2J 1+ )(2 2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.—J‘2 L(x+1) dx
Solucion: 2x.Lx+1-2x+2LJx-1+C

2.- jarcsenxdx

Solucién: X arcsen X+4/1-x2 +C
X

3.-j§senxdx

Solucién: % [senx-x cosx]+C

4_[1)( dx
e

+
Solucion: - Ix—l +C
eX

5- j (3 +1).6X dx

3X
Solucién: &— 3—)(2+%+z +C
3 3 9

6--J.x2. Lxdx

3
Solucién: X {LX—E} +C
3 3

7.- J.x .arctgxadx

Solucion: %[x2 arctgx-x+arctgx]+C

8.- jxcosxdx

Solucion: x sen x +cos x +C

9.- J.arccosxdx

Solucién: x arc cos X - /1-x2 +C

10.-Ie2Xcosxdx.

e2x
Solucion: = [sen x+2cosx]+C

11.- J-x2 cos(ax) dx .

x2seng. X) L 2xcos@x) 2sen@x)

2
a a a3

Solucioén: C

DERIVADAS E INTEGRALES



4.5.- INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

1.-Método

Se pretende calcular una integral del tipo_‘-f(x) dx en la que la funcion f(x) = h[g(x)].g'(x) y se
supone que somos capaces de encontrar la primitiva H(t) = Jh(t) dt, ental caso en la integral:
I = J' f(x) dx = J.h[g(x)].g'(x) dx

e efectuamos el cambio de variable t = g(x), dt = g'(x)dx
e obtenemos la integral | = J.h(t) dt = H[g(x)]

e deshacemos el cambio de variable efectuado.

EJEMPLOS

eX

1+82de

1.- Calcula J-

Resolucion:
Efectuamos el cambio de variable: €* =t 0 = e*dx = dt

| = Ii =arctgt+ C = arc tg(e)+ C
1+¢2

2.- Calcula jx(2)<2-7)99dx

Resolucién:
Efectuamos el cambio de variable: 2x° - 7 = t = 4xdx = dt

dt 100 1 100
I= [t99= = ——+C=—o(2x2-7)"+C
It 4~ 400 200 %X 1)

1

VO-4x?

3.- Calcula I dx

Resolucién:

Efectuamos el cambio de variable: %x =sent=dx = gcostdt

I:l ECOStdt = 1t+C = %arcser(z—;j+c

3J 2 cost 2

4.- CaIcuIaJ.x3\/x+1dx

Resolucion:
Efectuamos el cambio de variable: x + 1 = t* = dx = 3t*dt

7 4
I= J.(t3 “)3t2 dt = 3j(t6—t3)dt = 3%—3% +C= %%/(x+1)7—i§/(x+1)4+c
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5.- Calcula J‘Lz
4+ 9x

Resolucion:
dx
Multiplicamos numerador y denominador por 1 y queda: | = I g

Efectuamos el cambio de variable: 37)( —t= gdx =dt

12dt

(4’3 _1(fd _1 1 3x
| = == = —arctgt+C = Zarctg| — [+C
1+12 6J1+t2 6 g 6 g( 2

6.- Calcula '[cosg3x dx

Resolucion:
Utilizamos las férmulas trigonométricas de transformacién en seno:

| :jc0523x.cos3x dx = I(l—sen23x).0053x dx

Efectuamos el cambio: sen3x =t = 3cos3xdx = dt

dt 1 t 1 1
I= | (1-t)—= = Z|t-— |+C = Zsen3x-=sen’3x +C
j( t)3 3( 3j 3 gsen

senx
7.- Calcula J. dx
Cos X
Resolucion:
Efectuamos el cambio: cosx=t= -senx dx = dt = dx = i
sen x

|:Iﬂ(-_dt A E:1+C: 1 +C
t2 senx 2t COS X

EJERCICIOS PROPUESTOS

Efectua las siguientes integrales por el método de sustitucién con los cambios indicados.

X
arcsen—

1.-I—de
Va-x?

2
Solucion: l arcsen X +C
2 2

) dx
Jare

(Cambio arcseng =t)

2

Solucion: larctg X +C
2 2
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) dx
) Bx-2

Solucioén: E\/5X—2 +C

3

e?X+1 . . .
4.-J- dx (cambio €* =t, luego una integral racional)

e3x_ex

e*-1

Solucion: e *+L
e*+1

5.- I _ox
V1-25x2
Solucién: % arc sen(5x)+ C
6.- J.ec"sx.senxdx (cambio cos x =)

Solucion: -e** + C

7.- xe‘& dx (cambio x? =ty luego por partes)

Solucién: e‘& [2\/X_3—6x +124x —12}+C

eZX
8.-‘[ — X (Cambio e = 1)
et +4

2X
Solucion: larctg € l+c
4 2

9.- j Lxdx (Cambio Lx = )
X

2
Solucioén: (I‘%) +C

10.- J-L dx (Cambio x = sen t)
V@’
1

Solucién: 1 +C= +C
cost J1-x2

11.- J-cos5x dx (Cambio x = sen t)

., 2 1
Solucién: senx—§59n3x+gsen5x +C

12.- Calcula I coix dx (Cambio x = sen't)
sen”X
Solucion: - —+C
2sen”X
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4.6.- EJERCICIOS DEL TEMA

1.- Calcula el conjunto de primitivas de la funcion f(x) = x?e® siendo ¢ un niimero racional:

2
Solucion: g (X_ & +33j +C
o a” a
S xX+4
2.- Encuentra la funcion primitiva de f(X) = ————— que valga 2 en x=0.
x2+3x+2

Solucion: 3L |x+1| -2 L|x+2|+2L2+2

3.- Halla una primitiva de f(x) =
1-x2

Solucion: F(x) = 4/1-x2

4.- Sea f: R—R la funcion definida por f (x) = 3x +6. ;Tiene f alguna funcién primitiva que
tome el valor 1 cuando x = 2? Justifica la respuesta.

que se anule en x=1.

Solucién: gxz +6x+C, Si para C=-17

5.- Halla una funcién que cumpla f*'(x) = cos x, f(0) = 0, f(%) =1, f(n)=-1

. 33X  6x?
Solucidén: -sen x-—+—X

TC 7'[2

6.- Encuentra una funcién que cumpla f"(x) = x+1, f(0) = 0, f'(0) = 5, f'(0)=1.

2 U3
Solucioén: 5x+X? +X

6

Caélculo de integrales inmediatas:
7.-JAX2 (x3+1)4dX
3,115
Solucion: (X;l) +C
15
8.- J' (x+1)(x%+2x+5)% dx

(x2+2x+5)’ N
14

Solucioén: C

2
9.-I X dx
(x3+1)’
1 e
18(x3+1)°

2
10.- '[X +2dx
xX+1

2
Solucién: | = x7—X+3L|x+1|+C

Solucioén: -

I 1-cosx
1+ cosx
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Solucién: - thgx+i—x +C
senx

Calculo de funciones racionales
2x+1

12- | —
x2-4x+3

Solucion: %L| x—3|—gL|x—1|+C

.
3 3x2+2x
Solucién: -§L|x|-§L|x-2|+4L|x-1|+C
14.- I—S 3x-12
x°-3xc+12x-10
- 1 2 X-1
Solucion: —L|x—1|+§L|x -2x+10]|+arctg 3 +C

3
15.- IX’;—X”dx
X7 -X

Solucion: x+gL|x-1|-L|x|-%L|x+]j+C

2X+3

16.- | ———
X2 +2X+5

Solucion: L|x? +2x+5|+2arctg(lej+c

17- [ gy
x2—3X+2
_9\5
Solucion: L (x 2)3 +C
(x-1)
x+1
18.- J—
x3-2x2+2x

Solucion: %L| x|—% L|x? -2x+2|+garctg(x-1)+C

X-5
19.- | ————dx.
J‘x3-2x2+X

Solucion: -5L|x|+5L|x-1|+il+c
X_

dx
1x

20.-

Solucion: > L|1+x|-%L|1—x| +C
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3x+5

21- | ——
x3-x?-x+1

Solucion: - L x-1]+ = L[x+1|-—+C
2 2 x-1

Célculo de integrales por sustitucion:

e3x_ex
22.- I dx (Cambio e* =1t)
1+eZX

Solucién: ¢*-2arctg(eX)+C

23.- d (Cambio e* =t)

1+¢X

X
Solucion: L‘ € l+c= x-L(1+eX)+C
e+l
X .

24.-I dx (Cambio x” =1t)

1+x*

Solucion: % arctg(x?) +C

dx

25.-
1+4%2

(Cambio 2x =)

Solucién: %arc tg(2x)+ C

26.- Iﬂ dx (Cambio sen x = t)
1+sen®x

Solucién: arctg (sen x) + C

27.- J. xdx (Cambio 4x? = t)

V1-4x2
V1-4x? N
4

Solucién: - C

(Cambio g X =1)

28_- J-d—X
V25-16x2

Solucioén: 1arcse ﬂ +C
4 5

29.- CalculajsenSX.coszx dx  (Cambio cos x =t)

3 5
X X
COS " CO;

Solucioén: +C

3
30.- Calcula J.M dx (Cambiosenx =t)
senx

sen’X

Solucién: L|sen><1 - +C
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4

31.- j M i (Cambio sen x = t)
cos X

Solucioén: +C

3cos® x

ex_e2x
32.- J. dx (Cambio * =t)
1+e2X

Solucién: arctg (e¥) -% L|e2*+1|+C

Caélculo de integrales por partes:
33.- Ie'zxsen(Zx) dx

-2X
Solucién: eT [-sen2x-cos2x|+C

34.- J-ex.costdx

X
Solucioén: 2; [sen2x+ COZZX} +C

35.- J.xz cosx dx

Solucién: (x*-2).sen x +2xcosx + C
36.- J.xze'zxdx

-2X

Solucién: - & — )(2+x+1 +C
2 2

37.- J.e3xsen2x dx

e3x
Solucién: E[C-Ssean—Zcosx] +C

38.- j(xz +5)e?* dx

) g %X 1
Solucion: - =~——| (x?+5)+x+=| +C
2 2
39.-IX.L(L—dex
1+X
2. -
Solucioén: X—l 1—X
2 1+x

40 - I sen(3X) g

-x+C

eX

-X
Solucién: - i—o [sen(3x)+3cos(3x)]+C
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TEMAS
5.- INTEGRALES DEFINIDAS

5.1. CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA.
1.- Definicién
Si funcion f es continua en [a, b] se define la integral definida de la funcion f en el intervalo [a,

b n

b] como |f(X)dx=lim 2. f(ci) (xi- xi.0) donde x; y xi; son los puntos consecutivos de una
a n—owiji=1

particion (Xo,...,X,) del intervalo (a, b) y ¢; es un punto cualquiera del subintervalo (x;.1, X;).

Si la funcion f es positiva en [a, b], la integral
representa geométricamente el area del
trapecio mixtilineo formado por el eje de
abscisas, las rectas x= a, x= b y el eje de
abscisas.

0 a b

2.- Propiedades
b
a) De los limites de integracion: J‘?(x)dx =0, J‘F(x)dx = —jf(x)dx
a b a

b b
b) Aditividad con relacién al intervalo: I f(x)dx = jig(x)dx+‘[f(x)dx
a a C
c) Linealidad: I fM“(x)Jr ug(x)]dx = kj?(x)dx + pja(x)dx
b b b

d) Monotonia: Si f(x) <g(x), Vxe[a, b] :>J.19(x)dx < Ig(x)dx

EJEMPLOS

1.- Sabiendo que una cierta funcién continua g cumple

2 5 1 5
Jg(x)dx: 4y Ig(x)dx: 7, halla jg(x)dxy Ig(x)dx
1 1 2 2

Resolucion:

b 1 2
Por la propiedad I?(x)dx =- If(x)dx: J.g(x)dx= -Ig(x)dx= -4
b a 2 1

b b c
Despejando la propiedad J‘g(x)dx= Ig(x)dx—_[g(x)dx y y sustituyendo valores:
C a a

5 5 2
IQ(X)dX= .[ g(x)dx— J g(X)dx = 7-4 = 3
2 1 1

2.- Usando las principales propiedades de la integral definida determina,
sin necesidad de calcularlas, cual de las siguientes integrales tiene un
1/200sx /2 ogx
,|2: dx

valor mayor I, = J. ———dx
1 X 1 X

Resolucion:
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. T
En el intervalo [1, E} como 0 <cosx <1 = 0 <cos’x <cosx <1, por lo que:

2
X _COSX . o
0< 05 2 % Gixe|1,X
X X 2

Aplicando la propiedad de monotonia de la integral definida en el intervalo:

/2 2 /2
COS™X COSX
I dx < I —dx
1 X 1 X

a
3.- Sea f: [-a, a] =R, con a > 0, una funcién continua tal que |f(x)dx = 0.
—a
a) ¢ Es necesariamente f(x) = 0 para todo xe[-a, a]?
a
b) ¢Es necesariamente | f(-x)dx = 0?
—a

Resolucién:
a) No, ya que por ejemplo para la funcién f(x) = x° se cumple:

a
[hoec-x] - g @',
- 41, 4 4

a

b) Partimos de que f es continua en [-a, a] y que |f(x)dx = 0. Efectuando el
-a

cambio de variablest=-x = -t=x=> dx=-dt; x=0=>t=0yx=a=t=-a

fgax =- [f(tdt = fo('t)dt
I 0 I 0 'L

de forma analoga obtenemos:

I j‘)(x) dx = _[ f(-t)dt

Por lo tanto, usando la aditividad de la integral respecto del intervalo:

0= J._f(x) dx = E(x) o + I f(x) dx = J' j(-t)dt + _[ _E(-t)dt - _[ _E(-t)dt

Luego necesariamente la integral es cero.

4.- Haciendo uso de las propiedades de la integral definida, demuestra

que IF(x)dx= J.'?(a-‘r b - x)dx

Resolucién:

Efectuando el cambio de variable: t = a+b-x = dt = -dx queda:
-six=a=t=bhb

-six=b=>t=a

b b
Sustituyendo: J' f(x)dx= J' f(a+ b-t)(-dt) = I f(a+b-t)dt
a b a

b b
5.- Halla la relacion existente entre J. If(x)[dx y Uf(x)dx
a a

Resolucion:
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Se cumple que - |f(X)|< f(x) <|f(X)| Vxe[a, b], cuyas integrales seran aplicando
la propiedad de la integral definida respecto de la monotonia:

Lb—|f(x) |dx sj.a]t‘)(x) dx sjjf(x) |dx < — I ab|f(x) |dx SE(X) dx sjjf(x) |dx

Por la definicién de valor absoluto la igualdad anterior es:

‘ I f(x)dx < I ab|f(x) o

EJERCICIOS PROPUESTOS

X, si0<x<1;

1.- Siendo f(x) = {X—Z Sil<x <2

2
¢se puede calcular la integral If(x)dx?.
0

Solucion: Si, 1 =0.

b
2.- Si f es una funcidn continua en [a,b] ¢puede ser If(x)dx: 0?. Pon un ejemplo aclaratorio.
a

Solucién: Si, f(x) = xen [-a, a]
5 5 3 3

3.- Sabiendo que I f(x)dx =3, j 9()dx= 3, I f(x)dx=3, I a(X)dx= 3, calcula:
1 1 1 1

[ Tre-+3g00)ex [ Tafe -+l

Solucioén: -12

2
4.- Si la integral definida de una funcion en el intervalo [1,2] verifica If(x)dx >1
1

¢es cierto que para todos los puntos xe[1, 2], f(x)> 0?. Razona la respuesta
Solucion: No, contraejemplo: f(x) =6x-7.

b
5.- Sabiendo que If(x)dx: 0, ¢se puede afirmar que a = b?. Razona la contestacion.
a

Solucién: No, por ejemploy = cos x en [0, 7]

6.- Sea f la funcion definida por f (x) =

7.2 para X #2 y X =2. Demuestra, sin calcular la
X

4
integral, que se cumple % ng(x)dxsg
3

b b
7.- Demuestra que si f es continua en R, se verifica If(x)dx = J.f(b— X)dx
0 0

8.- El trabajo realizado por una fuerza para mover un objeto a lo largo de una trayectoria desde

realiza

b
x = a hasta x = b viene dado por W = J.F(x) dx . Determina si la fuerza G(x) = ( 21)2
a X+

mas 0 menos trabajo que la fuerza F(x) = para el desplazamiento entre x =3y x = 5.

(x-1)

Solucién: El trabajo realizado por F es mayor o igual que el realizado por G.
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5.2. PROPIEDADES DE UNA FUNCION INTEGRABLE

1.- Teorema del valor medio

Si f es una funcién continua en el intervalo  f{c)
cerrado [a, b] entonces existe un valor

ce(a, b) tal que m = f(c) = —jf(x)dx

Al valor f(c) se le llama valor medio de f en
el intervalo. 0

2.- Teorema fundamental del calculo integral

X
Si f es una funcidn continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces la funcién F(x) = J.f(t)dt,
a

con xe[a, b] es derivable en [a, b] y verifica que F'(x) = f(x), es decir, F(X) es primitiva de f(x).

3.- Regla de Barrow

b
Si una funcion f es continua en [a, b] y G es una primitiva cualquiera de f, J.f(x)dx =G(b) -G(a)
a

EJEMPLOS

1.- Encuentra el valor medio de la funcién f (x) = x? en el intervalo [0, 2].

Resolucién:
Aplicando directamente la férmula queda:

S A OV L4
b-ala 2-0Jo 2| 3 0 3

2.- Encuentra el valor medio de la funcion f definida por f (x) = x cos(x) en
el intervalo [0, n/2]. Determina sin calcular la integral, si el valor medio de

X c0s(X)

la funcion g(x) =
1+ (sen(x)®

es mayor que el de f en el intervalo[o,g]

Resolucion:
1 b 1 (=2 )
Comom = —jf(x)dx:— I xcos(X)dxintegramos por partes:
b-ala /2 Jo

X =u dx=du;dv=cosxdx v =senx

m = —[xcos(x)] n/z_gjgézn(x)dxz T%B ser(fé j [COS( )n/z} _rt2

VA
n/2 2 X COS(X
Comparamos las expresiones —chos(x)dx I ®) dx comparando
1+(sen(x))
las integrales. Utilizamos la propiedad de monotonia de la integral respecto del

integrando, como 1+[sen(x)] ®>1en {O, %} :

X cos(x) >

X C0S(X) 2 J‘ n/2 J‘ X c0S(X) _xeost) g,

xcos(X)dx>
1+ (sen(x)) 1+ (sen(x))?
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xt2

3.- Seaf la funcion f(x) = I . -lzdt, X >-1. ¢Es f derivable?.
0 t+

Resolucion:
Aplicando el teorema fundamental del calculo integral, al ser f continua en el

X
intervalo [-1,+ o), entonces F(x) = J.f(t)dt es derivable en [-1, +») y se verifica:
a
x2-2
F'(x) =f(x) = i y como existe derivada, la funcién es derivable.

——_dt. Determina

.[ 3- ZCos(t)

f(0) y, usando el Teorema fundamental del Célculo Integral, calcula f '(0).

4.- Sea f: R—=R la funcion definida por f (x) = 4+

Resolucién:
f(0)= 4 ° 1 dat =4 ?tdt 0
=4+ —— _dt =4vyaque =
© Io 3-2cos(t) vad L()
f'x)=0+ 1 = 1 = f'(0) = 1 = 1 =1
3-2cosx  3-2c0SX 3-2cos0  3-2

5.- Aplica el Teorema Fundamental del Calculo Integral para determinar

X
los maximos y minimos relativos de la funcion f (x) = J (t3 - 4t)dt
0

Resolucion:
X

La funcion F(x) = If(t)dt es derivable y verifica F'(x) = f(x), ya que f(x) es una
a

funcién continua en (-, +o0). Aplicando el teorema del valor medio a f(x) queda
f'(x) = X2 -4x, igualando a cero: X3 -4x =0 = x(x2 “4)=0=>x=0,x=%2

Si estudiamos el signo de la derivada, f tiene un maximo en x = 0:
0

f(O):J. (t3-4t)dt =0 - + - e
0

|
I | [
-2 0 2

y tiene un minimo en x = 2:

f(2) = I 02 (t-4)dt=-4

6.- Dada la funcién

-x2, six<0;

f(x) = 1x?, si0<x<3;calcula J.Bf(x)dx
6X, Si3 <X.

Resolucién:

Aplicando la Regla de Barrow y las propiedades de la integral definida:

3 Jpo 3 B _y3 0 NG 3 B o
I_gf(X)dx—{j_g(-Xz)dx+jo xzdx} = RHT}_;[?} J =3(-9+9) =0
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1
7.- Haciendo el cambio de variable t = €*, calcula .[ Ve¥x-e2dx
0

Resolucion:
1 1

La integral es: | :J. VeX_eXXdx :J‘ e3X yeX -1dx
0 0

Si efectuamos el cambio de variable e* =t = e*dx = dt queda:
x=0=>t=e’=1
x=1l=t=e'=e

e

- fmdt{“ﬂ)s’T: (=07 | _ 2’ 2ty
1

32 32 3 3

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Encuentra el valor medio de la funcion f definida por f (X) = 3x+2 en el intervalo [0, 2].
Solucion: m=5

2.- Determina la altura de un rectangulo de base 2 cuya area coincida con la limitada por la curva
y=3x? lasrectasy = 0, x =1y x =3.
Solucién: ¢ =4

3.- Prueba como aplicacién del teorema fundamental del calculo integral que la funcién definida
sen(x) six <0,

por f(x) = {1 x J. Xe-tz dt es continua en el punto x = 0.

0—2, six>0.
X

X

4.- Halla los maximos y minimos en el intervalo [2, 10] de la funcién Iln(t)dt con x>1
1

Solucién: Minimo en x=2 y maximo en x=10

5.- Sea f:[0, 3] »RR la funcién definida por

1-x si0<x<1,
f(x) = 0 sil<x<2, .Estudialaderivabilidad de Fenx=1.

(x-2)® si2<x<3,
Solucion: No es derivable.

i g xsent
6.- Halla la derivada de la funcién 3 dtcon x>e
0 1+t
3
Solucioén: Sen ();)
1+(X)

7.- Sea la funciéon f: R — R definida por f(x) = e*sen(2x) y F: R — R la funcién definida por
X

F()= I f(t)dt . Halla F(x)
a

2(1-¢")

Solucién: F(r) = 5

2
8.- Comprueba que se verifica I |2x —]j dx = %
0
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5.3. CALCULO DE AREAS
1.- Funcién positiva

El area del recinto determinado por el eje de
abcisas, las rectas X = a, X = b y la grafica de

la funcidn f, positiva en el intervalo cerrado
[a, b] es la integral:

A= J' f(x)dx

2.- Funcion negativa

Si la funcién es negativa, basta tomar el
valor absoluto del resultado de la integral.

A= “f(x)dx

3.- Funcion que cambia de signo

Si la funcion toma valores positivos vy
negativos en el intervalo, se toman
subintervalos tales que en cada uno de ellos
sea positiva 0 negativa:

A= _[ j‘)(x)dx+ j f(x)dx +E(x)dx

4.- Comprendida entre dos curvas
El &rea del recinto limitado por dos funciones

es la diferencia de las &reas de los trapecios
mixtilineos determinados por ambas:

A= [[i9-go0]ex

EJEMPLOS

fo#0

1.- Calcula el area de la region limitada por la curvay = Lx entre el punto

de corte con el eje OX y larecta x=e.

Resolucion:
El punto de corte con el eje X se hallara
mediante la ecuacién Lx =0 = x =1

El otro limite de integracion es x = e:

A= ﬁ.xdx = [xLx—x]le =(eLe-e)-(1L1+1)= (e-€)-(0+1) =1 u’
1

2.- Calcula el area de la region limitada por la curva y=x2 el eje X y las

rectasx =2y x =4.
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Resolucion:
Los limites de integracion sona=2yb =
4, luego el area es:

4
A:J.4x2dx: x| _ 648 _56 - /
2 3], 33 3

y==?

4.- Calcula el area de la region limitada por la curva y:-x2 el eje Xy las
rectas x=-2y x =2.

Resolucién:

Tomamos valores absolutos al hallar el
area ya que la grafica de la funcién esta
por debajo del eje X.

Los limites de integracién son -2 y 2:
b 2 s (28 2*_ 8.8 16
f(x) dx J.xzdx S|x o (2 2

J-a( ) -2 |: 3 3

3
5.- Halla el area limitada por la grafica de la funcién y =-x>+4x y el eje de
abscisas efectuando un esbozo grafico de laregion.

A=

-2

Resolucion:

La grafica de la funcién tiene como puntos
de corte con el eje de abscisas las
soluciones de -x*+4x=0, es decir x = -2, x=
0 y x= 2. Se obtiene la grafica adjunta.

Para hallar el area tenemos en cuenta el

signo de f, obtenemos:
x* oI x4 ?
= -2+ | |+]-Z-+2¢%| =817
{ 7 2X } [ 4 2X }

-2) 0

0 2
A= I (-x3 +4x) dx + j (-x3 +4x) dx
-2 0

6.- Calcula el valor del area encerrada entre la grafica de x>-3x+2, el eje OX
y las rectas x =-3y x =0.

Resolucién:

La gréfica de la funcion corta al eje de
abcisas en x = -2 y x = 1. Al ser positivo
el coeficiente de x* es creciente tal
como se ve en la figura.

El area la calcularemos mediante dos
integrales, una para la parte positiva de
la funcién y otra para la parte negativa
de la funcion:

25

:—u2

-2 0
A=I (x% —3x+2) dx + j (x% —3x+2) dx
-3 -2

7.- Calcula el valor de a para el area determinada por la funcién y=ax-x>y
el eje de abcisas valga 36 unidades de superficie.

Resolucién:
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La pardbola y = ax - x* corta al eje de
abcisas en x = 0, X; = a luego:

A= Ia(ax-xz)dx: 36
0

Hallamos la integral:

2 3P 3 .3
{ax X } =36 :%-%:36 —a’=6> = a=6

8.- Halla el area limitada por las gréaficas de las funciones y =3x° e y=-x*+4

Resolucion:

Los limites de integracion son los
puntos de corte de ambas funciones 3x°
= -x*+4 con solucién: x =+1

El area sera la integral:

A:j_ll[(4-x2)-x2]dx: _[1 (4-x2)dx =

3 1
= 4X_4i :§-(-§j:@u2
3], 3.3 3

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- ¢Cuanto valdré el area del recinto determinado por las curvas y=x3-x, y= x*-3
Solucién: 0, ya que es un recinto abierto que no es medible.

2.- Halla el &rea encerrada por la gréafica de f(x) = 2x+1, el eje OX y lasrectas x =1y x = 3.
Solucién: 10u?

3.- Calcula el valor de b para que el area encerrada entre la grafica de la funcion f(x) = 2x +1, el
eje OX y lasrectas x =2 y x = b valga 14 u.s.
Solucion: b=4

4.- Calcula el valor de a para que el &rea encerrada entre la gréfica de la funcion f(x) = 2x + 1, el
eje OXylasrectasx=ayx=4,valgal8u.s.
Solucion: a=1

5.- Calcula el valor del 4rea encerrada entre la grafica de la funcién f(x) = 16x - X%, el eje OX y
lasrectasx =1y x=3.

Solucién: 44u?

6.- Halla el &rea limitada por las graficas de las funciones y =x? e y=-x’+4

Solucién: %\/5 u?

7.- Halla el 4rea encerrada entre la gréafica de la funcion f(x) = x?, el eje OX y la recta x = 2.

Solucién: 8 u?
3

8.- Halla el 4rea encerrada por la parabola de ecuacién y=2(1-x?), y la recta de ecuacion y =-1.
Solucion: 246 u?
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5.4. VOLUMENES DE CUERPOS DE REVOLUCION

1.- Giro en torno al eje OX

Seay = f(x), xe[a, b] una funcién integrable en dicho intervalo. Cuando la grafica de f gira en

b
torno al eje X engendra un cuerpo de revolucion cuyo volumen es: V = nJ. f(x) 2dx
a

2.- Comprendido entre dos funciones

Cuando el recinto que gira esta determinado por dos funciones f(x) y g(x), f > gen [a, b], y las
rectas x = a, X = b, el volumen es la diferencia de los sélidos de revolucion engendrados por

b
ambos recintos: V = 1t J- [F(x) %- g(xX) 2] dx
a

EJEMPLOS

1.- Calcula el volumen de revolucién engendrado al girar la parabola
y =X alrededor del eje X, entre 0y 4.

Resolucion:

Aplicando la férmula con f(x)= Jx y a=0,
b=4:

V= njbf(x) 2dx = nj.:(\/;) 2dx =

4
4 2

= nIX dx = n{x—} =8ru’
0 2

0

Vx

2.- Calcula el volumen de un cono de radio r y altura h

Resolucion:
Un cono de radio r y altura h se genera
al girar alrededor de OX la recta que

pasa por (0 0) y (h, r), ecuacion y =%x ,

en el intervalo [0,h]. Los limites de
integracion a=0y b = h. El volumen es:

b h r nr2 h r2 X2 1
V= f2d=.[— 2d=—J. 2 = | X0 | = Lpop 2
nL (X) “dx= = O(hxj X 7 Ox X = 1 > 3 u

3.- Obtén el volumen del sélido obtenido al girar alrededor del eje OX la
regiéon encerrada entre las curvasy =x° ey = Jx

Resolucion:

El recinto que se hace girar es el de la
figura, por lo tanto los limites de
integracion vienen dados por:

x*=JX =>x=0,x=1=>a=0yb=1.

El volumen se calcula restando los
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sélidos de revolucioén:

1
V= nJ‘: [0 2- g(x) 2] dx :n.[:[&z-(xz)z}dx: n_[ol [X-x*]dx = ﬁ{’g-’%: i—gug’

4.- Calcula el volumen de revolzucién engendrado al girzar la sugerficie
comprendida entre la pardbolay” =xy la circunferenciay” = 2x - x°.
Resolucion:

Las dos curvas se cortan en los puntos y=x
de abscisa x =0, x = 1, con volumen:

V=1 bf(x) 2_g(x) 2|dx = O
[ ]

1 2 3
= x)dx = n| X -X
—njo(x X <)dx 1{2 3}

1

T 3
J— u 5
6 XHy-2x=0

0

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Halla el volumen engendrado por la funcion y = Jx-5, en el intervalo [5, 9], al girar en
torno al eje X.
Solucién: V = 8zu®

2.- Deduce la ecuacion del volumen de un cilindro.

3.- Deduce la ecuacion del volumen de un tronco de cono de altura h y radios de la base r y R.
Solucién: V = % h(RZ+r2+Rr) u®

2 2
4.- Deduce el volumen engendrado al girar la elipse X—2 +§ =1 alrededor del eje X
a

Solucién: V = %ab2 ul

5.- Calcula el volumen de un balén eliptico de ejes a=12 y b=18 cm.
Solucién: 3456 cm®

6.- Halla el volumen del tronco de cono engendrado por el trapecio de lados x=0, x=5, y=0,
2x-4y+5=0.

Solucién: V = @n u
48

2 2
7.- Calcula el volumen engendrado por la hipérbola XZ-% =1enel intervalo [-6, 6] al girar en
torno al eje X.

Solucion: V = 240 ru®

8.- Halla el volumen engendrado al girar alrededor del eje X el area bajo la curva y = x* cuando
xe[1,3].

242n 0

Solucién: V =

9.- Calcula el volumen de una esfera de radio r
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5.5. EJERCICIOS DEL TEMA

b c
1.- ;Es cierto que si J‘f(x)dx = If(x)dx entonces b = ¢?.
a a

Solucidn: No. Contraejemplo f(x) = cos x en [0, 7] y [0, 27].

2.- Sabiendo que la funcién f es derivable en todos los puntos y su derivada verifica f'(x) >1
para todo x, y que f(0) = 3, demuestra que f(22) > 25.

3.- Demuestra que el valor medio de la funcion f (x) = X +/1-x2 en el intervalo [0, 1] es m =

wla @Iin

4.- Demuestra que el valor medio de la funcion f (x) = X+/4-x2 enelintervalo [0, 2] esm =

5.- Demuestra que la altura de un rectangulo de base 2 cuya area coincida con la limitada por la
curvay:x3, lasrectasy=0,x=0yx=2esm=2.

6.- Considera la funcion f: R—R definida por f(x) = e*sen(2x). sea F: R—R la funcion definida
X

por F(x) = J.f(t)dt ¢ Qué dice el teorema fundamental del célculo integral sobre la funcién F?
a

Solucion: F es derivable y su derivada es F'(x) = e*sen(2x) .

-6
7.- Demuestra que | vX-2dx= % .
J2
8.- Demuestra que |senxdx =2.
Jo
/6
9.- Demuestra que sec?x dx = ﬁ—l.
-7[/4 3
2 7
10.- Demuestra que J.( x2-3x+1)dx = "5
1
X ot
11.- Halla la derivada de la funcién F(x) = j 5 dt.
0 1+t

Solucién: F ‘(x) = )
® 1+t2

X
12.- Halla la derivada de la funcion I cost?dt .
0
Solucién: cos(x?) .
XZ
13.- Halla los maximos y minimos de la funcién F(x) = J (t?-t)dt.
1

Solucion: Maximo en x = 0, minimos en x = -1, x = 1.

X
14.- Halla los méximos y minimos de la funcion F(x) = J. costdt .
1

Solucién: Méaximos en x { 0+kx/ keZ}, minimos en xe{ #2+kx/keZ} .

4
15.- Si f(x) = x*+bx+c tiene su minimo en x =2 y verifica I Mdx =3Ln(2)-2 hallabyc.
2 X

Solucién: b=-4,c=3.

16.- Halla el area determinada por la curva y = x*~6x°+8x y el eje de abcisas.
Solucion: 8u®.
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17.- Calcula el area limitada por la grafica de y = cos x y el eje X en el intervalo [0, 2x].
Solucién: 4u?,

18.- Calcula el area de la figura comprendida entre la parabola y=x’, y la recta y=x+2.
Solucién: % ul

19.- Calcula el area del recinto limitado por la parabolay = x? - 4x, y la recta y = 2x - 5.
Solucién: % ul

2
x2+3x+2

20.- Calcula el &rea limitada por las rectas x=0, x=1, y=3x+2, y la curva f(x)=
Solucién: Z+Iog2 u?

2 16
21.- Calcula el area del recinto limitado por un periodo de y = cos (g) y el eje OX.

Solucion: 8u®.

22.- Calcula el area limitada por la grafica de y = sen x y el eje X en el intervalo [0, =].
Solucién: 2u?,

23.- Calcula el 4rea del recinto limitado por y = x*-x , el eje OX y las rectas x =-3y x = 4.
Solucién: 32 u?
3
24.- Calcula el area del recinto limitado por la curvay = 2x-x* y la recta y = -x.
Solucién: 9 ul
2
25.- Calcula el area comprendida entre las gréficas de las funciones y = x?-2x e y=2x.

Solucion: % u?,

26.- Calcula el rea del recinto limitado por las gréficas de las funciones y = x*, y>=27x.
Solucién: 9u?,

27.- Encuentra el area determinada por la grafica de la funciéon y =

> el eje OX y las rectas
+X

que pasan por las abcisas de sus puntos de inflexién

N T
Solucién: 3 u?,

28.- Calcula el &rea del lazo formado por las curvas y= 1-senx e y = sen x en el intervalo [0, n].
. 2n
Solucion: 243 Y u?
29.- Calcula el valor de a para el area determinada por la funcién y=ax-x* y el eje de abcisas

valga 33 unidades de superficie.
Solucion: a = 6.

30.- Calcula el valor de b sabiendo que el &rea encerrada entre la gréfica de la funcién
f(x) =16x—x’, el eje OX y las rectas x =1 y x = b vale 871 u?

Solucién: b = 2.
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32.- Calcula el valor de k para que el area del recinto limitada pory = e*, y = ey x =k, sea 2.
Solucion: % u.

33.- Calcula a para que el area formada por f(x) = X - x, el eje de abcisas y las rectas x = 2 y
x =a> 2 valga 4 u°.

Solucién: a:+\/§.

34.- Calcula el valor de a para que el 4rea encerrada entre la gréfica de la funcion f(x) = x2, el eje
OX y la recta x = a valga 2 u’.

Solucion: a= /6.
35.- Calcula el valor de a para que el area encerrada entre la gréfica de la funcion f(x) = ax?, el

eje OX y larecta x = 2 valga g ul
Solucién: a :3 .
16

36.- Encuentra el valor a para que el 4rea determinada por la grafica de la funcién y=-x*+ax e
9 o

y =x valga > ue.

Solucién: a=4.

37.- Demuestra que el volumen engendrado al girar en torno al eje OX el recinto limitado por la

2
curvay=senxentre 0y mesV = % .

38.- Demuestra que el volumen del sélido obtenido al girar alrededor del eje OX la regién

3n
encerrada entre las curvasy = x% ey = J/X esV = 0 u.

39.- Demuestra que el volumen del cuerpo de revolucion engendrado por la elipse de ecuacion
2 8n
XZ +y?=1 alrededor del eje X es V = ——u°.

40.- Demuestra que el volumen del cuerpo de revolucion engendrado por la elipse de ecuacion

2
X2 +yZ = 1 alrededor del eje X es V = % ul.

41.- Demuestra que el volumen engendrado por el arco de la parabola 'y = x? entre 0 y 2 al girar

alrededor del eje OX es V = 3—52n u,

42.- Demuestra que el volumen engendrado al girar en torno al eje OX el segmento de recta que

une el origen de coordenadas con el punto (a, b) es V = %nbza u,

43.- Demuestra que el volumen de revolucion engendrado al girar la superficie comprendida
520 4
u’.
13

entre la parabolay = 2x _%Xz ylarectay = % X.esV =

44.- Demuestra que el volumen del s6lido engendrado al girar el arco de la curva de ecuacion

y= %XZ V2-X contenido en el primer cuadrante alrededor del eje OX es V = % u.
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TEMA'1

1.- FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

1.1.- DEFINICION Y TERMINOLOGIA
1.- Funcion

Dados dos conjuntos D e I, se dice que f es una funcidn definida en el conjunto D y tomando
valores en el conjunto | cuando a cada elemento de D se le asigna uno y sélo un elemento de I.
Se representa por:

f.D-I

El conjunto D recibe indistintamente los nombres de conjunto origen, conjunto inicial,
dominio de la funcion, o campo de existencia de la funcion, y se representa por Dom(f ).

e Un elemento cualquiera del conjunto D se representa por la letra x, es la variable
independiente.

e Cada elemento x de D tiene por imagen, mediante la funcién f, un elemento de | que se
representa por y, es la variable dependiente. Esto se expresa escribiendo y = f(x).

e El conjunto I es el conjunto final y los elementos que son imagen de algin elemento de D
forman el conjunto imagen (Im(f)) o recorrido de la funcién (f(D)).
D>
X — y=1f(x)

Para que una funcién quede correctamente definida es necesario determinar:
¢ El conjunto inicial o dominio de la funcion.
e El conjunto final de la funcion.
e La regla por la cual se asigna a cada elemento del conjunto origen un solo elemento del
conjunto imagen.
2.- Funcion real de variable real
Se llama funcion real de variable real a toda funcién definida de un subconjunto D de los
nameros reales, en el conjunto R de los nimeros reales, tal que a cada elemento x de D le
corresponde uno y sélo un elemento y de RR:
D > R
X > y=f(x)
3.- Definicion de una funcién.
Una funcién se puede dar por medio de:
e Ley o férmula algebraica: permite calcular la imagen conocida la variable independiente.

D> R
X — x3-3

e Tabla de valores. Establece expresamente la imagen de cada elemento del dominio.

LIMITES Y CONTINUIDAD 5
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e Graficas. Se emplea en ciencias experimentales: Medicina, Sismografia, Fisica y Quimica.

4.- Grafica de una funcién.

La representacion grafica de una funcién permite visualizar de un modo claro y preciso su
comportamiento.

Una funcidn f asigna a cada nimero x del conjunto origen, un nimero y = f(x) del conjunto
imagen.

El conjunto de los pares de numeros (X, y) determinados por la funcion recibe el nombre de grafo
de la funcién, es decir:
G = {(x, f(x)) / xeD}

Para obtener los pares basta con dar valores a la variable independiente X, y obtener los
correspondientes de la variable dependiente y, formando asi una tabla de valores de la funcién.

/N
\V4

Una vez obtenidos los pares de nimeros, se representan en un sistema de ejes cartesianos, que
consiste en dos ejes perpendiculares que se cortan en un punto, llamado origen de coordenadas, y
representado por O.

El eje horizontal recibe el nombre de eje de abscisas, y en él se representan los valores de la
variable independiente.

El eje vertical recibe el nombre de eje de ordenadas, y en él se representan los valores de la
variable dependiente.

Cada par de nimeros corresponde a un punto del plano. Uniendo todos los puntos, se obtiene la
grafica de la funcion.

LIMITES Y CONTINUIDAD 6



EJEMPLOS

1.- Comprueba si la funcién definida por:
FR->R
X = x2

gue asigna a cada numero real su cuadrado, esta correctamente definida.

Resolucién

e Tiene por conjunto origen o campo de existencia todos los niumeros reales,
pues dado cualquier numero real X, siempre es posible calcular su
cuadrado, siendo el resultado otro nimero real.

e Tiene por conjunto imagen todos los nimeros reales positivos, puesto que
el cuadrado de un nimero siempre es positivo:
Im(f) = R*

e La regla de asignacion es: «dado cualquier nimero real x, calcular su
cuadrado para obtener la imagen».

2.- Halla el campo de existencia de la funcion f definida por f(x) = Lz
X_

Resolucién:

La funcion anterior asigna a cada namero X, el valor

X_

El dominio o campo de existencia esta formado por todos los nimeros reales X,
para los que su imagen esta definida mediante la funcién f.

. 1 . 4 .
La expresion 2 esta definida para todos los numeros reales, salvo para
X —

aquellos que anulen el denominador, puesto que la expresiéon 1/0 no es un
numero real. El denominador x - 2 se anula cuando x = 2.

Por tanto, el dominio de definicién es R - {2} 6 (-0, 2) U (2, +0)

3.- Halla el dominio de definicién de la funcién f definida por f(x) = Vx* -9

Resolucién:

La expresion Vx*> -9 esta definida cuando el radicando es mayor o igual que
cero, puesto que las raices cuadradas de los nimeros negativos no tienen
sentido en el conjunto de los niumeros reales.

Por lo tanto se trata de hallar qué valores de x hacen que x2-9 > 0.
X-9>0=>x229= |x|23=-3<x06 x=3

0 bien
D(f) = (-0, -3] U [3, +w0).

4.- Halla el campo de existencia de la funcion f definida por f(x) = 2;6
X -X—

LIMITES Y CONTINUIDAD



Resolucién:

1
La expresion x2—><—6 esta definida cuando el denominador no se anula.
++/ X =3
X2_x-6:03xzﬂ= 1

Por lo tanto, al campo de existencia es R-{-2,3} 6 (-, -2)U(-2,3) U(3,%)

halla laimagen de los nimeros -3,0, 3y

5.- Dada la funcién f(x) = !
VX242
5. ¢Cual es su dominio de definicién? ¢Hay algin nimero que se
transforme en el 0?

Resolucion:
e Las iméagenes pedidas son:
1 1
f(-3) = ———=—
J32+2
. 1 1
0) = ==
O= T2 V2
f(3) = 1 = 1
242 V1
1 1
f(5) = =—
52 4+2 Va1

- . 2 :
e Dominio: El denominador nunca se anula, ya que x +2 > 0 para cualquier
X, pues ambos sumandos son siempre positivos. Por lo tanto el dominio de
definicién de esta funcion es toda la recta real R.

e Para responder a la pregunta siguiente, hay que estudiar si existe algun
namero X, tal que f(x) = 0.

-

Si ?z 0 = 1= 0, que es un absurdo. Asi pues el 0 no es imagen de
X+ 2

ningln namero.

6.- Halla el dominio y recorrido de f(x) = x?

Resolucion:
e Dominio: R, ya que esté definido para todos ellos (es funcién polinbmica).

e Recorrido: R* ya que todo nimero elevado al cuadrado es positivo o cero.

2X
x2-4

7.- Halla el dominio de f(x) =

Resolucion:
Dominio: Valores de R que no anulen el denominador. Como los valores que lo
anulan son -2 y 2 el dominio es R -{-2,2}
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8.- Dada la funcién f(x) = L[X—Jrzlj determina su dominio.

Resolucién:
X+1

Para que exista L(
X -

. X+1
es necesario que 2 > 0, que ocurre cuando:
X -
X+1>0yx-2>0=>x>2
X+1<0yx-2<0=>x<-1
El dominio es D = (-0, -1)U(2, ).
9.- Dada la funcidn f(x) = e, determina su dominio.
Resolucion:

El dominio es R ya que es una exponencial siempre tiene dicho dominio
cualquiera que sea su base y exponente.

10.- Representa gréaficamente la funcion definida por

—-25six<0
fg=1." """
3six=>0
Resolucion: 2

Esta funcion toma el valor -2 para todos 77
los puntos cuya abscisa sea negativa, y T
toma el valor 3 para todos los puntos
cuya abscisa sea positiva 0 nula. En M
este caso Im(f) = {-2,3}. Su gréfica es la *
de la figura adjunta.

11.- Determina el dominio y recorrido
de la funcién cuya gréfica es la de la
siguiente figura.

|
|
|
|
|
|
|
Resolucion: i
Observando atentamente la figura ;
obtenemos que: i
e Eldominio es [-2, x). |

|

|

|

|

e Elrecorrido es [0, x).

12.- Halla el dominio y recorrido de la funcién de la figura adjunta.

Resolucion:

e El dominio de definicibn es el
subconjunto en el que se define la
funcion. Como se observa en la
gréfica, la funcién existe para todos
los valores reales. 2 '

I

Dominio: R. T

e Recorrido: es el subconjunto de
valores que toma la funcion.
Recorrido: {-1}(0, «)
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13.- Una funcién y = f(x) tiene la grafica siguiente. ¢Cual es su dominio y

recorrido?
Resolucioén: ‘
e Dominio de definicion: es el

subconjunto de R en el que se

define la funcioén, sera:

e Recorrido: es el subconjunto de
valores que toma la funcién.

Dominio: (-0, -1)U(-1, 2)U(2,0) / /

Recorrido: (-o0, 1]u(2,0)

EJERCICIOS PROPUESTOS

2x+1

1.- Halla el dominio de definicion de f(X) = ———
x2-5X+6

Solucién: El dominio es R -{2,3}
2.- Halla el dominio de definicion y el recorrido f(x) = yx?-16
Solucion: El dominio es (-o0,-4] [4, ) y el recorrido es R *

3.- Dominio y recorrido de f(x) = x®
Solucién: El dominio es Ry el recorrido es R

4.- Calcula el dominio de definicion de la funcion f(x) = 3-4/x+5
Solucién: [-5, «)

5.- Halla el dominio de definicion de la funcion f(x) = 1-x?2
Solucion: [-1,1]

6.- Halla el dominio de definicion de la funcion f(x) = /1-y1-x?

Solucién: [-1,1]

7.- Halla el dominio de definicién de la funcién f(x) = 1 + L
x-1 x+4

Solucion: R - {-4,1}

- s . x? +1
8.- Halla el dominio de definicion de la funcién f(x) = L
X

Solucién: R *-{0}

X+1

9.- Halla el dominio de definicién de la funcién f(x) = 2x?
Soluci6n: R *

10.- Halla el dominio de definicion de la funcion f(x) = sen(x+m)
Solucion: R

LIMITES Y CONTINUIDAD
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1.2.- OPERACIONES CON FUNCIONES

1.- Suma de funciones

Sean f y g dos funciones reales de variable real. Se llama suma de ambas funciones, y se
representa por f + g, a la funcion definida por

(f+9)(x) = f(x) +g(x);  VxeD(f)nD(g)
2.- Diferencia de funciones

Del mismo modo que se ha definido la suma de funciones, se define la diferencia de dos
funciones reales de variable real fy g, como la funcién

(f-9)(x) =f(x) -g(x);  vxeD(f)nD(9)
3.- Producto de funciones

Sean f y g dos funciones reales de variable real. Se Ilama funcién producto de fy g a la funcién
definida por
(f. o)) =1f(x).9(x);  vxeD(f)mD(g)

4.- Cociente de funciones

Dadas dos funciones reales de variable real, fy g, se llama funcion cociente de fy g a la funcién
definida por

(ij(x) 19 vxeD(MND(g) N{xer/g)-0}
g 9(9

5.- Producto de un nimero por una funcion

Dado un numero real a y una funcion f, el producto del nimero por la funcion es la funcién

definida por
@.hHx)=a.f(x); vxeD(f)

EJEMPLOS

1.- Sean las funciones f(x) = 3x + 1, y g(x) = 2x - 4. Define la funcién f+g y

o . 1
calculalas imagenes de los numeros 2, -3y o

Resolucion:
La funcion f + g se define como
(f+9) (x) =f(x) +g(x) =3x + 1 + 2x - 4 =5x - 3,

(f+g)(2)=5-2-3=7
(f+g) (-3) =5(-3) - 3=-18
(f+g) (1/5) =5 1/5-3=-2

El resultado es el mismo que si se calculan las imagenes de fy g y se suman.

Por ejemplo, para la imagen del 2,

f(2) =32 +1=7 ) 70
9@ =22 4o TO@=T+0=

LIMITES Y CONTINUIDAD 11



2.- Dadas las funciones f (x) = x2 - 3, y g(x) = x + 3, define la funcién (f—g).
Calcula las imagenes de 1/3, -2 y 0 mediante la funcién f - g.

Resolucion:

(f-9)(x) =1f(x)-g(x) = x2 -3-(x+3) = x2 -x-6
(f-g)(1/3) = (1/3)2-1/3-6 = -56/9

(f-9)(-2) =(-2)*(-2)-6=0

(f-9)(0) =(0)?-0-6 =-6

Calculando las imagenes mediante las funciones f y g por separado, y
efectuando la resta, se obtiene el mismo resultado.

3.- Dadas las funciones f(x) :2—3 y g(x) = 2x+1, define la funcién f . g.

Resolucion:

(F. 9)(x) = f(x) .90 = (g —3)(2x +1) = Xt - Tx-3

Calculando las imégenes de los numeros mediante las funciones f y g por
separado, y multiplicando después, se obtienen los mismos resultados.

4.- Dadas las funciones f(x) = -x - 1y g(x) = 2x + 3, define f/g. Calcula las

imagenes de los nimeros -1, 2 y 3/2 mediante f—

g

Resolucion:

f f -x-1

Flog (¥ _ -x-1

g g 2x+3
La funcién r esta definida para todos los nimeros reales, salvo para x= -3/2,

g

donde la funcién g se anula.

1j(_1) 9,

g 1

f -3

_J(z) — @

g 7

fY3)_-52_-5

gA2 6 12

Calculando por separado las imagenes mediante las funciones fy g, y después
efectuando su cociente, se obtienen los mismos resultados.

5.- Dada la funcién f(x) = x?+x-2, calcula 3.f y %f . Obtén las imagenes de

los nimeros 2, 1y 0 mediante la funcién 3 - f.

Resolucion:

(3f)(x) = 3.f(x) = 3.(x? +x-2) = 3x? +3x-6
oo = L9 = L x2 o x -

Egjf(x) = 3f(x) 3 X“+x-2)

(3f)(2) = 3.(22 +2-2) = 12

LIMITES Y CONTINUIDAD
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(3)(1) =3.(12+1-2) = 0
(3f)(0) = 3.(02 +0-2) = -6

6.- Dadas las funciones f(x) = 1/x y g(x) = x?-25. Hallar el cociente y su
dominio

Resolucion:
. f 1

El cociente es | — |(X) =

g X(x%-25)

El dominio son todos los nimeros reales, salvo los que anulan el denominador,
es decir R-{-5,0,5}

7.- Determina el dominio de la funcién

f(x) = ﬂl-x2 +\/x2-4

Resolucion:

El dominio de definicion de f(x) =41-x?>++x?-4 esta formado por la
interseccion de los dominios de ambos sumandos, que seran los valores que
hagan que los radicandos sean positivo o cero:

fi: 1-x2 >0 = D(f1) = [-1,1]

f2: X2-4 >0 = D(f2) = (-0 ,-2]U[2,+0)

Siendo la interseccién:
D(f) = D(f1)nD(f2) = @

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dadas las funciones f (x) = 2x? -1, y g(x) = x +1, define la funcién (f—g). Calcula las imagenes
de 1/2, -1y 0 mediante la funcion f - g.
Solucién: (f - g)(x) =2x? -x-2, (f-g)(1/2) = -2, (f-g)(-1) = 1, (f-g)(0) = -2.

2.- Dadas las funciones f(x) = -x+1 y g(x) = 2x+1, define f/g. Calcula las imagenes de los

nameros -1, 1y 1/2 mediante il
g

X+1
2% +1’

Solucién: [%J(x) = (f1g)(L12) = 1/4, (fIg)(-1) = -2, (f/g)(0) = 1.

3.- Halla el dominio de definicion de la funcion f(x) = /1-x? ++/x?-1
Solucién: {-1,1}

4.- Halla el dominio de definicion de la funcién y = 3/ 31
X7 -X

Solucion: R-{-1,0,1}

.. ... . )(2 +1
5.- Halla el dominio de definicion de la funcion y =

x1
Solucion: R -{1}
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1.3.- COMPOSICION DE FUNCIONES

Dadas dos funciones reales de variable real, fy g, se llama composicion de las funciones fy g, y
se escribe g o f, a la funcién definida por (g o f )(x) = g[f(X)]; VxeD(f)

Para que la composicion esté bien definida es necesario que Im(f)cD(g), en caso contrario no se
pueden componer.

La funcion (g of)(x) se lee « f compuesto con g aplicado a x ».

R—»> R—%5R

x— () —2>g[f0 ]

Primero actla la funcién f y después actla la funcion g, sobre f(x).

Para obtener la imagen de la funcién compuesta aplicada a un nimero x, se siguen estos pasos:
e Se calcula la imagen de x mediante la funcion f, es decir f(x).

e Se calcula la imagen mediante la funcion g de f(x). Es decir, se aplica la funcion g al
resultado obtenido anteriormente.

EJEMPLO

1.- Sean las funciones

2
fX)=x+3ygXx)=x .
Calculagofylaimagen mediante esta funcién de 1,0y -3.

Resolucién:
(gof) (x) = glf(x)] = g(x+3) = (x+3)?

La imagen de los ndmeros 1, 0, -3, mediante la funcion g o f es:
(9of)(1) =g[f(1)] =g(1+3) =g(4) =4>=16

(9o f)(0) =g[f(0)] =g(0+3) =g(3) =32
(9 0 )(-3) = gIf(-3)] = g(-3+3) = g(0) = 0?

9
0

2.- Dadas las funciones
f(x)=x?+1,yg(x)=3x -2

calcula:

a)(gof)(x)

b) (fog) (x)

c)(@of) (D) y(fog)(-1)

d) El original de 49 para la funcién g o f.

Resolucién:
a) La funcioén g o f esta definida por:
(9of) (x) = g[f(x)] = g(x>+1) = 3(x*+1)>-2 = 3x>+1

b) La funcion g o f esta definida por:
(fog) (x) = flg(x)] = (3x-2)*+1 = 9x*-12x+5
Observaque gof=fog

¢) Aplicando los resultados de los apartados anteriores:

(gof) (1) = 3.12+1 = 4
(fog) (-1) = 9(-1) 2-12(-1)+5 = 26
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d) El original de 49 para la funcién 9 °f sera un numero x, tal que (9 °f)(X) =49
(gof) (x) =3x2+ 1 =49. Basta con resolver esta ecuacion.

Sus soluciones son x2 =16 = x = +4.

3.- Efectda la composicion de las funciones
f(x) =sen x y g(x) = x2

Resolucion:

Las funciones compuestas son:

- (gof)(x) = g[f(x)] = g[sen x] = sen?x
- (fog)(x) = flg(x)] = f[x?] = sen(x?)

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Sean s(x) = X2, p(x) = 2%, t(x) = sen X, determina (s o p) (X)
Solucion: (so p) (X) = 2%

2.- Sean s(x) = X2, p(x) = 2%, t(x) = sen X, determina (s o t) (X)
Solucion: (s o t) (X) = sen?x.

3.- Sean s(x) = X2, p(x) = 2%, t(x) = sen X, determina (to ) (X)
Solucion: (to s) (x) = sen(x?).

4.- Sean s(X) = X2, p(x) = 2%, t(x) = sen x, expresa f(x) = 2 *"* en términos de las funciones s(x),
p(x) y t(x), operadas con "+"y "o"
Solucién: 2 "% = (pot)(x).

5.- Sean s(x) = X2, p(X) = 2%, t(x) = sen x, expresa f(x) = sen 2* en términos de las funciones s(x),
p(X) y t(x), operadas con "+" y "o"
Solucion: sen 2% = (top)(X).

6.- Sean s(x) = X%, p(X) = 2%, t(x) = sen x, expresa f(x) = sen(x?) en términos de las funciones
s(X), p(X) y t(x), operadas con "+"y "o"
Solucion: sen(x?) = (tos)(x).

7.- Sea la funcion f(x) = 1
1+X
determina la funcion f o f

1+x

Solucion: a) (fof)() = ——

8.- Sea la funcion f(x) = 1
1-Xx
determina la funcién f o f

Solucion: a) (f of)(x) = le

9.- Sean la funciones f(x) = x? y g(x) = Ln(x) determina las funciones fogy g of
Solucién: a) (fog)(x) = Ln?x, (g of)(x) = Ln(x?).

10.- Sean la funciones f(x) = x? y g(x) = e determina las funciones fogy gof
Solucion: a) (fog)(x) =%, (g of)(X) = e
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1.4.- FUNCIONES SIMETRICAS

1.- Funciones pares
Una funcidn f es par cuando cumple f(x) = f(-x) , VxeD(f)

Es decir, las imagenes de valores opuestos
coinciden f(2) = f(-2), f(1) = f(-1).

Por coincidir las imagenes de valores
opuestos, la grafica de una funcién par es
simétrica respecto del eje Y.

El ejemplo mas sencillo es y = x? cuya
grafica vemos en la figura

2.- Funciones impares
Una funcion f es impar si cumple f(-x) = -f(x), VxeD(f)

A valores opuestos de x corresponden
imagenes opuestas. (La imagen de 2 es la
opuesta de la imagen de -2; la imagen de -1 es
la opuesta de la imagen de 1...).

Por corresponder a valores opuestos de X,
imagenes opuestas, la grafica de una funcién
impar es simétrica respecto al origen de
coordenadas.

El ejemplo mas sencillo es y = x5 cuya
grafica vemos en la figura

EJEMPLO

1.-Sea f la funcién definida por f (x) = (x—1)|x-1]. ¢Es simétrica la gréafica
de f con respecto a algun punto?

Resolucion:
Redefinimos la funcién f de modo que no aparezca el valor absoluto:

0 :{ (e D0 1) six21_ | (¢ 1)% si x>1
e D@-% six<l |.x1)*six<1

La grafica de f es simétrica respecto a P = (1,0) tal como se ve en la figura:

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
=

1 2

e
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2.- Seay =f(x) la funcién cuya gréfica
es lade la figura adjunta.
¢Presenta f alguna simetria ?

Resolucion:

La grafica de f es simétrica respecto al
eje de ordenadas, luego presenta
simetria de tipo par.

3.- Indica cudles de estas funciones son pares:

f(x) = x2, g(x) = 3x+2, k(x) = X

Resolucion:
f(x) = x>

f(9 = (%)
La funcion f es par.

} = f(x) = f(-x)

g =3x +2
0% =3(=) + 2} = 9(x) #9(-x)
La funcion g no es par.

k) =|x|
k(-9 =|- x|
k(x) = |x| es una funcion par.

} = k(x) =k(-X)

4.-¢Cuéles de estas funciones son impares?:
f(x) = x, g(x) = x3, h(x) = x+1

Resolucién:

f(}) =x f) = -f
o0 — x| = 100 =10

Esta funcién es impar.

909 =x°
g =(%°
Es una funcion impar.

} = g(x) = -g(-x)

h() =x+1 A ) i h
h(-x) =—x+1 = h(x) # h(-x), h(x) #-h(-x)

Esta funcién no es par ni impar.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Estudia la simetria de las funcién f(x) = x*-x?
Solucion: Es par

2.- Estudia la simetria de las funcién f(x) = x3-x
Solucion: Es impar

LIMITES Y CONTINUIDAD
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3.- Estudia la simetria de la funcion f(x) = x*-x
Solucion: No es simétrica.

4.- Estudia la simetria de la funcion f(x) = x3-x*
Solucién: No es simétrica.

5.- Estudia la simetria de la funcién f (x) = | x| +2
Solucién: Es par.

6.- Estudia la simetria de la funcién f (x) = | x |+ x
Solucién: No es simétrica.

7.- Estudia la simetria de la funcion f(x) = -x
Solucién: Es impar.

8.- Estudia la simetria de la funcion cuya gréfica es la de la figura.

""" S S A

Solucion: No es simétrica

9.- Estudia la simetria de la funcién cuya grafica es la de la figura.

/N

S

Solucién: Es impar.

10.- Estudia la simetria de la funcién cuya grafica es la de la figura.

LN SN N
N N4

Solucion: Es par

LIMITES Y CONTINUIDAD
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1.5.- FUNCIONES INVERSAS

Dada una funcién f inyectiva, su inversa o reciproca es otra funcion, designada por f de forma
que se verifica: si f(a) = b, entonces fi(b) = a, (fo f1=1,fL f=1)

So6lo se puede hallar la funcion inversa en los intervalos del dominio de definicién en que la
funcidn sea inyectiva, ya que en caso contrario no es la funcion .

Pasos a seguir para determinar la funcion inversa de una dada:
e Despejar la variable independiente x.
e Intercambiar la x por lay, y lay por la x.

La funcién asi obtenida es la inversa de la funcion dada.

s g . . - o] - - er
Las graficas de dos funciones inversas son simétricas respecto de la bisectriz del 1¢" y del 3
cuadrante.

EJEMPLOS

1.- Halla la funcién inversa de y = 5x - 2, y representa las gréficas de
ambas funciones en el mismo sistema de ejes.

fix)
Resolucion: 7
. y+2 7
Se despeja: x = 5 -
L £i(x)
Se intercambian ambas variables: 7
X+ 2 o
Y= g T

2.- Halla la funcién inversa de y = \/;, y representa las gréficas de ambas
funciones en el mismo sistema de ejes.

Resolucién:
El dominio de definicion de la funcién

y= Jx esR*. Se despeja la variable:
X=y?2

Se intercambian ambas variables:
y=x

3.- Halla la funcién inversa de y = -x + 4, y representa las graficas de
ambas funciones en el mismo sistema de ejes.

Resolucién:

Se despeja X : .

X=-y+4, \ //
o 7

Se intercambian ambas variables: >

y =X +4. £1)

La funcion es inversa de si misma. -

LIMITES Y CONTINUIDAD 19



4.- Calculala funcién inversa de la funcion

f(x) = e¥* —2

Resolucion:

Para calcular la funcién inversa cambiamos x por y e y por X

X = e\/y—Z

despejamos la variable y:
e\N =X+2= ﬁ =L(+ 2) =y = L[(x+2)]?

es decir:
f1(x) = L[(x+2)]?

5.- Calculala funcién reciproca de

f(x) = eV*-5-5.
Resolucion:

Como f es una funcion exponencial de base e, su dominio sera el del
exponente, y como éste es una funcién irracional de indice dos, el dominio sera
el conjunto de valores de x que hacen que el radicando sea mayor o igual que
cero, es decir:

D(f) = {xeR /x-5>0} = {xeR /Ix=5} = [5, +x)

Para calcular su funcion reciproca, permutamos "X" e "y" y despejamos esta
Gltima, es decir:

tomando logaritmos neperianos en los dos miembros:

L(x+5) = L(e\/ﬁ) = L(x+5) = 4/Y-5

elevando al cuadrado los dos miembros:
y-5 = [L(x+5)]?

despejando "y" obtenemos la inversa:

y = [L(x+5)]? +5

6.- Representa la funcién f(x) = x?-4. A partir de ella obtén razonadamente
la graficade f(x).

Resolucion:

Representamos la funcién y = x2-4, cuya
gréfica serd la de x2 pero desplazada 4
unidades hacia abajo. La grafica de ! se
obtiene efectuando la simetria de la
grafica de f con respecto a larectay = x.

Como no es inyectiva en todo su dominio ¢
de definicibn deberemos considerar los \\/
intervalos (-0,0] y [0, «) . En cada uno de AN T
los cuales seréan las funciones:

y=tVJx+ 4

respectivamente las funciones inversas, como aparece en la figura.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Obtén la funcion inversa de
y=3x-5
X+5

Solucién: f1(x) = 3

2.- Obtén la funcién inversa de

y=2-Jx-4

Solucion: f1(x) = (2-x)? +4

3.- Representa las funciones
y=2*% e y=logyx

4.- Representa las funciones

1 X
y= (—) ey= loglx
2 2

5.- Halla la funcion inversa de
)= 2% +5
Solucion: f™(x)=[log,(x-5)]

6.- Calcula la funcién inversa de
f(x) = 3-4Jx+5

Solucién: f1(x) = (-x+3)%-5

7.- Calcula la funcion inversa de

6
f(x) =
®=13

Solucion: Fi(x) = &=

8.- Sefala cudles de las siguientes funciones son inversas de si mismas y representa sus graficas:
8 y=x

b) y=-x

C) y=2x-2,

d) y:_1

e) y=m-X
Solucion:
Son las funciones a), b), d) y e)

9.- {Qué se puede decir de una funcion que es reciproca de si misma?. Razona la respuesta.

10.- Obtén la funcién inversa de
_2x+3
7

7x-3
2

Solucién: f1(x) =
11.- Obtén la funcién inversa de

y= 3+4/3+X

Solucion: f1(x) = (x-3)? -3
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1.6.- FUNCIONES MONOTONAS Y ACOTADAS

1.- Monotonia en un intervalo

e Una funcion f es monotona creciente en un intervalo (a, b) si se cumple que:
VX1, Xze(a, b) Si X1 <X > f(Xl) £f(X2)

e Una funcién f es estrictamente creciente en un intervalo (a, b) si se cumple que:
VX1, X2€(a, b) si X1 <x2 = f(X1) < f(x2)

e Una funcién f es mondtona decreciente en un intervalo (a, b) si se cumple que:
VX1, X2€(a, b) si X1 <x2 = f(x1) >f(x2)

e Una funcién f es estrictamente decreciente en un intervalo (a, b) si se cumple que:
VX1, Xze(a, b) Si X1 <X > f(Xl) > f(Xz)
2.- Monotonia en un punto
Una funcion f es mondtona en un punto XoeD(f) si, y sélo si, existe un entorno de xo donde f es
monotona.
3.- Acotacién

e Una funcidn estd acotada inferiormente cuando existe un nimero real K (cota inferior) tal
que todos los valores que toma la funcion son mayores que K.

e Una funcién estd acotada superiormente cuando existe un nimero real K' (cota superior)
tal que todos los valores que toma la funcién son menores que K'.

e Una funcion esta acotada si lo esta superior e inferiormente

e Extremo inferior es la mayor de las cotas inferiores. Si el extremo inferior se alcanza en un
valor del dominio de definicién de la funcién, a este valor se le llama minimo.

e Extremo superior es la menor de las cotas superiores. Si el extremo superior se alcanza en
una imagen de un valor del dominio de definicion de la funcion, el valor es un maximo.

EJEMPLOS

1.- Halla los intervalos del dominio de definicién en los que y = x? es
creciente o decreciente

Resolucién:
Si es creciente x1 < X2 = Xi12 < X2?

que ocurre para x > 0.

Si es decreciente X1 < X2 = X12 > X2?

que ocurre para x < 0.

2.- Dada la funcion y = Dec(x) halla los extremos superior e inferior.
¢ Tiene méximo y minimo absoluto?
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Resolucion:
Tal como se ve en la figura el extremo
inferior es 0 y el extremo superior es 1.

No se alcanza el maximo puesto que si 77 ) oo P T Iy P o
se alcanzara lo haria en los valores | | | i i 3 3
enteros y en estos vale 0. Si se alcanza ; : ; : ‘ ‘ ‘

el minimo en dichos valores enteros.

3.- Dadalafunciény = ‘xz —6x+8‘ estudia su acotacion.

Resolucion:

Esta acotada inferiormente con extremo
inferior 0 que alcanzaenx =2y x = 4,
dicho valor es un minimo absoluto.

No estd acotada superiormente,
alcanza un maximo relativo en x = 3 de
valor 1.

4.- Dada la funcién y = arc tg x halla los extremos superior e inferior.
¢ Tiene méximo y minimo absoluto?

Resolucioén: n/2
Esta acotada superior e inferiormente,
es decir esta acotada.
Tiene extremo superior e inferior de

Y i .
valores — y——, respectivamente.

2 2

-1 /2

No se alcanzan los valores maximo ni
minimo para ningun valor de R.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dada la funcién y = arc ctg x halla los extremos superior e inferior. ; Tiene maximo y minimo
absoluto?
Solucién: Esta acotada. Extremo superior e inferior. No se alcanzan maximo ni minimo

2.- Dada la funcién y = |x| halla los extremos superior e inferior. ;Tiene maximo y minimo

absoluto?
Solucién: Acotada inferiormente con minimo absoluto en x = 0. No acotada superiormente,
luego no posee méximo absoluto.

3.- ¢Puede una funcién tener extremo superior sin estar acotada superiormente?, ;y tener
extremo inferior sin estar acotada inferiormente?, ¢y tener extremo inferior sin estar acotada
superiormente?, ¢y tener extremo superior sin estar acotada inferiormente?

4.- ;Qué diferencia existe entre extremos superior y maximo absoluto de una funcion?. Pon un
ejemplo de cada. ¢Pueden coincidir?
Solucion: Si pueden coincidir.

5.- ¢Qué diferencia existe entre extremo inferior y minimo absoluto de una funcién?. Pon un

ejemplo de cada. ¢Pueden coincidir?
Solucién: Si pueden coincidir.
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1.7.- FUNCIONES PERIODICAS

Una funcién se dice periodica de periodo T
si se cumple f(x) = f(x + T) YxeD(f), luego:

f(x + kT) = f(x), vxeD(f) y VkeZ

Los ejemplos mas simples de funciones
periddicas son las funciones
trigonométricas, entre las que consideramos:
e y=sen xcon periodo 2n

y = €os x con periodo 2n y=cosx

[ ]
e y=tgxcon periodo © /\
e y=ctg x con periodo \/

Cuyas gréficas (en el caso de seno, coseno y y=senx
tangente) se presentan en las figuras
adjuntas.

Otro ejemplo conocido es la funcion parte
decimal
y =X - E(X).

Su periodo es 1, tal como se observa en la
figura adjunta.

EJEMPLOS

1.- Determina el periodo de las funciones periédicas:
a) y =sen(2x),

= cogl X
b) y—cos(zj

Resolucion:

a) El periodo es T = & radianes ya que: sen(2x) = sen[2(x + =w)]. O bien,
comparando, al ser la nueva variable igual a la antigua por 2 el periodo es el
mismo dividido por 2

b) El periodo es T = 4r radianes ya que: cos(gj = cos(

X+47ZJ

O bien, comparando, al ser la nueva variable igual a la antigua dividido por 2 el
periodo es el mismo dividido por 1/2 (multiplicado por 2)

2.- Dibuja la grafica de una funcion periédica de periodo 2y cuyos valores
estén comprendidos entre -1y 1.

Resolucion:

Hay muchas funciones que cumplen
estas condiciones. Una de ellas es la de
la figura, con expresion analitica:

ah
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dibuja una funcién periddica de periodo 3. ; Tiene limite esta funcién cuando x tiende a + o0 ?
Justifica tu respuesta.

2.- Dibuja una funcién periodica de periodo 2.

3.- Estudia si es periddica la siguiente funcién y halla su periodo.

Solucién: Periddica de periodo 1.

4.- Estudia si es periddica la siguiente funcién y halla su periodo.

=27

Solucion: Periddica de periodo 7z

5.- Estudia si es periddica la siguiente funcién y halla su periodo.

Solucion: Periddica de periodo 2

6.- Estudia si son periddicas las siguientes funciones y halla su periodo:

- i = sen >
a)y—cos(x 4],b)y sen[AJ

Solucién: a) Periddica de periodo 27 b) Periddica de periodo 8.

7.- Estudia si son periddicas las siguientes funciones y halla su periodo:
a)y = (x - E(x))°

b) y = [x - E(x)](-1)*®

Solucién: a) Periddica de periodo 1. b) Periddica de periodo 2.

8.- Representa las siguientes funciones y di si son periddicas, hallando su periodo:
a)y=1-cosx

b) y = sen?x

)y =2(x - E(x)

d) y =2x - E(2x)

Solucion:

a) Periddica de periodo 27 b) Periddica de periodo 27z

c) Periddica de periodo 1. d) Periddica de periodo 1/2.
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1.8.- FUNCIONES CONOCIDAS

1.- Funciones constantes

| ]
L
S T R I S N A A
b ! b | SN PSRy S NN SR S B
Do " P , L s e
Lo | b ! [
R ] B R R R e T A fe- oo
Lo | b " e e R el
! i i i I I 1 I 1 | I
! I I i I I 1 I 1 | |
St e e e e N it et (it i ! ! ! | 1
! I I I ! ! 1 ! ! I 1
! | | | | I B Rt e EE e e EEEES B
! i i i I I 1 I 1 | |
! i i i I I 1 I 1 | |
e o : oo
! | | | | I -SRI RO SRR S N
| | | | ! h ! 1 i 1
! i | | ! ! ! i W [
s e SR S S ——,———— P L
Lo " b " T TN
| | | | ! ! 1 ! ! | 1
B EREs S I e U SO SO S N oo
b | b ! b
| —
” AR
| ! ! ! N O T ! | H I |
L | P ! B S S o=t At R
L , - W L
RS ﬁ —
| ] | | ! b T ! ! I 1
e e ERUE RE Eraiets e AR SO AN N I N oo
1 | i i ! T 1 ! ! I i
Lo | P ! B e e R e
R R . — " A
! | | | [t it St it ) Mty =~ | ! ! | |
oo , b i S
| | | | ! W i e e e I
| | | | ! ! i ! ! | 1
| | | I | H | 1
i | I [
2 2
—_ [3+] N © O © o >
L .2 L 4 © >3 = o
< . SIS o o S} 2
< ; =} . 3 ; s T 2 8% = I ° =
o s m o k= o) .m m |nw ® S o n O : » m
— )
g 3 o X £ 5 ol g 8% E = x ¢ S
x s = S ] = S % © Z38 T Q o s ©
I @ < S o © s =% 9 o @ o ©w o N £ «89
> = © © > IS © o S e 2 & = (4] S \© = = ) W
7 @ 5 K ot 885 © L 53 . 838 L E & = T O
<5} = = [} o= .2 =] o 2 VS D@ e c 3 <5} o =
3 g = S 2 0w 3= T 28 S 223 S ¢&°F s 2 BT%
o ] © _— o [S] o © — o . < %) o = n
=] -~ D - 5] = =] c = o =B = Egco c IS = 7] D Il
= . (<5} e = o 3} e = c e S © = S 5 =
T . >E40 € 6 TaueEdc38c S &58° & > c 38 S g S £3 T E 5>
c & o c e c & - S S @ 58 o = c & ©
S, § S8 = £ 8,88 0m O £E£Ecg n $SS T E a TS > S G Qg
b S 'S S i3 c D = |7 @ c'Q 935 o > S c
c =2 5 @ w o c o 0 [72) o C o O . W c o -+
S ol S22y $ 8 S 028=23 8 awo o8 g = @ <~ S olggcog
KEE N TCg c o @ 'c S 2 S c QDo cc 2,0 c @ x BEET S B 2o
D= = D g 2 o (<] m.lrp%.l e) LD .= - = =S 5 3= © o [ ~ Q.= = @ @ E
S E Q5T E — < S E Qo8& — S st ©c € 0O o XW|E — o v 5 E Qo= g8
X630 S O L2 xXxogrwoecg O L2 X908 *=3x53 © T %o Xo@8cTToE
o & =55 € 8 @3- To € gas> o 20202 S < _E ssc g dos
5 5 S5 o 3 > S S5 3 S v ag 3D > 5 > 5 1 S5 S5 0o 3 g > E 55 UUU.WUH%
N cv LL Y= nmwumwumwawm LL - 0N um x N wvwmowm= LL %n N onh'sn D
e = c Q=
1 1 1
- o - o - o o
e o o o ° N (2] e o o o . o™ N e o e o o . < S.m o e o o o o

Son funciones polinémicas de grado cero.

Su gréfica es la de la figura adjunta.
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5.- Funciones definidas a trozos

Son funciones que se definen mediante
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9.- Funcioén seno.

Es una funcion periodica de periodo 27
cuyo valor oscila entre -1y 1. v =senx

_ NN -
Sud R..
SE r:cr(r)]:?il;oegs [-1,1] 4 ———_ v _____ LZ_ _————

Su simetria es impar.
Su gréfica es la de la figura adjunta.

10.- Funcién coseno.

Es una funcién periédica de periodo 2n B
cuyo valor oscila entre -1y 1. _ﬁ\ y_tosx

e Sudominioes R,.

e Surecorrido es [-1,1] ——{——u ——————————————
e Susimetria es par.

e Su grafica es la de la figura adjunta.

11.-Funcion tangente. Vg
Es una funcién periodica, de periodo .
cuyo valor oscila entre -oo y .
e Sudominio es R,-{x=(2k+1)n/2}.
e Surecorrido es R,
e  Susimetria es impar.
e Su grafica es la de la figura adjunta.
12.- Funcion valor absoluto: y = |x
Es una funcién definida a trozos. SN IO N S N N S S S A
e Sudominioes®. 7 N R B B R R A~ S
e SurecorridoesR* - N e i e [ B S R
e Susimetria espar. . S NS S N
e  Su representacién son dos rectas, y = X, 77777 RN AR
para los valores positivos e y = -x para oo A
los valores negativos del dominio. N N T ;
e Sugréaficaes lade lafigura adjunta. ~ --—--- ‘ ----- R S S P S S S
13.- Funcion parte entera: y = E(x) ,
Es una funcion escalonada que asigna a ””””” 4‘—" ””” *
xeR el entero mas proximo por defecto. En - ------ O S B e
los enteros existe un salto o discontinuidad. R D D U IO N N S
e SudominioestodoR. *_" ””” ””” *
e Surecorrido es Z (nlimeros enteros)
e Sugraficaes la de la figura adjunta. - O U S T
R e
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14.-Funcion parte decimal: y = Dec(x).

Es la funcién y = x - E(x), que asocia a cada

Su dominio es R.
Su recorrido es [0,1)

existe una discontinuidad. = . UM SR N SN U - I

ntmero real su valor menos la parte entera. b i b
En todos los nimeros enteros del dominio ~ - A R S
e Esperiddicay oscilaentre 0y 1. _— ! e

e o O

Su grafica es la de la figura adjunta.

e Sudominioes R -{0} yaqueenx=0se
anula el denominador.

e Surecorrido es R -{0}

e Su representacion es una hipérbola
equilatera cuyas asintotas son los ejes
de coordenadas y es siempre
decreciente en su dominio.

e Su gréfica es la de la figura adjunta.

EJEMPLOS

1.- Calcula el dominio de la funcién f(x) = gV* -2

Resolucién:
Como la funcién es la suma de una exponencial y una constante, para poder

calcular f(x), es necesario que exista\/; , €s decir que el radicando sea mayor
6 igual que cero:
D(f) ={xeR /x> 0}=[0, «)

2.- Calcula el dominio de la funcidn f(x) = em—S.

Resolucién:

Como f es una funcion exponencial de base e, su dominio sera el del
exponente, y como éste es una funcién irracional de indice dos, el dominio sera
el conjunto de valores de x que hacen que el radicando sea mayor o igual que
cero, es decir:

D(f) = {xeR /x-5>0} = {xeR /x=>5} = [5, +x)

e-X

(x+1)

estudia el dominio de definicién

3.- Dada la funcion f(x) = 5

Resolucion:

Como es un cociente de funciones su dominio sera la interseccién de ambos
dominios excluyendo los valores que anulen el denominador.

El numerador es una funcion exponencial de base e, su dominio sera todo R.
El denominador es un polinomio su dominio sera todo R, como se anula en
x ==1, queda: D(f) =R -{-1} = (-o0, -1)U(-1,+ o)

LIMITES Y CONTINUIDAD 29



2
4.- Halla el dominio y recorrido de la funcidn f(x) = L( ;( 1]
X2 -
Resolucion:
e Dominio de definicion: es el subconjunto en el que se define la funcion,
2
como la funcién es un logaritmo ha de ser positiva la expresion )2(—1 .
X2-

Como el numerador es siempre positivo, la fraccion sera positiva cuando
lo sea el denominador x?-1 >0 = x> 16 x < -1, es decir:

Dominio: (-o0,-1)u(1, o)

e Recorrido: es el subconjunto de valores que toma la funcion. La expresion

X2
x2-1

2
es siempre mayor que 1 luego L( )2( J >0, Recorrido: (0, «)
X2 -

5.- Representa la funcion f(x) = [2x—1|

Resolucion:
Escribimos la funcién como funcién definida a trozos. Se anula en:

2x-1:O:>x:%.

Como la funciéon pasa de negativa a

- 1
positiva en x = E queda:

-2x+ 1six < 1
| 2x-1|=
2% 1six > 1
2 142
siendo su representacion la de la figura.
. W x*-4
6.- Sea f lafuncién definida para cada xeR, x # -2, por f(x)=m .

Representa graficamente la funcion f.

Resolucién:
Expresamos la funcién f, a partir de la definicion de la funcién valor absoluto,
como funcién definida a trozos, tendremos:

xZ-4six<-2

i
[x2-4| =14-x? si -2<x<2 N
|

x2-4 si x>2

x*-4

f(x) = Si-2<x<2

X+2 /
2_
X 4six>2 |

X+2
Quedando finalmente

|

|

|

A
six<-2 2 b

i

|

|

|

|

|

|

|
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X-28iXx<-2
f(xX) =42-x si -2<x<2
X-28ix>2
La representacion grafica es la de la figura adjunta

7.- Representa la funcién y = E(2x).

Resolucion: TR ””” SR ”””””
Es una funcién escalonada, similar a
y=E(X) con la salvedad de que los _________| _______ — Lo
valores de salto son los enteros y los : !
enteros divididos por 2. : 3 3

R T S S Yo 3
Por lo demas el salto es de valor | 3 3 3
unidad. Su dominio es todo R. Su 5 | | |
recorrido es Z (nUmeros enteros) y su ) B 3 4
grafica es la de la figura adjunta. i
8.- Representay =f(|x|) siendo f(x) =x + 4.
Resolucion:
La funcion pedida es:
f(Ix]) =] x| +4. "

x| +4

Tal como se ve en la figura su grafica

sera similar a la de f(x) = |x]|,
desplazada cuatro unidades hacia I~
arriba.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Halla el dominio de definicion de f(x) = In(x? - 4)
Solucién: (-00,-2) (A2, )

2.- Halla el dominio de definicién y el recorrido de f(x) = e
Solucién: El dominio es R y el recorridoes R™*

ax

3.- Halla el valor de a para que f(x) = tenga R como dominio de definicion.

In(x? - ax)
Solucién: No hay ningun valor de a que cumpla las condiciones
4.-Representa y = | x—1|—| x—=3]| +| x|

5.- Representa la parabola y = 3x2- 2x + 3

6.- Representa la funcion y = x?- 2x + 5 hallando el eje y el vértices. A continuacion representa
otras similares a la primera con vértices en los puntos (2, 0), (2, 4) y (1 ,0) respectivamente.

7.- Representa graficamente la funcion y =

x|~
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1.9.- ACTIVIDADES DEL TEMA

2
1.- Dada la funcion f(x) = X—2 determina su dominio.
X -

Solucién: R-{2}.

2.- Halla el dominio de definicion de la funcion y = L(%)
3-
Solucién: (o0,-2) (A1, o)

3.- Halla el dominio de definicion de la funcién y = L[“—Xj
X

Solucién: (-o0,-1) (0, )

4.- Halla el dominio de definicion de la funciéon y = L |sen x|
Solucién: R - {kr, keZ}

X+2

5.- Halla el dominio de definicion de la funcion y = 2 <
Solucién: R - {0}

08

X

6.- Halla el dominio de definicion de la funcion y=¢
Solucién: R - {0}

7.- Halla el dominio de definicion de la funcion y = L(x-3)

Solucion: (3, «)

8.- Halla el dominio de definicion de la funcién y = L(—Xz 11J
X2-
Solucién: (-1,1) (1, )

9.- Halla el dominio de definicion de la funcidn f(x) = cos(x+m)
Solucion: R

10.- Halla el dominio de definicion de la funcidn f(x) = tg(x+n)
Solucion: {%Jr kn, k e z}

11.- Halla el dominio de definicion de la funcion f(x) = 2 cos(x?-1)
Solucion: R

12.- Halla el dominio de definicion de la funcion f(x) = L(x) - L(x?-1)
Solucion: (1,)

13.- Halla el dominio de definicion de la funcién f(x) = e*.(x-2)
Solucién: R

14.- Dada la funcidn y = sen x, represéntala y a partir de ella la de y = f(2x) e y = f(x/2)
15.- Dada la funcion y=x?, represéntala y a partir de ella la de y = f(2x) e y = f(x/2)
16.- Representa y = cos(x+m), Y = cos(X-t) a partir de y = cos(x).

17.- Representa y = cos(2xX), y = cos(x/2) a partir de y = cos(x).
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18.- Representa y=1/f(x) siendo f(x) = 1/x.

19.- Representa y=1/f(x) siendo f(x) = e*.

20.- Representa y = | f(x) | siendo f(x) = - x + 4.

21.- Representa y = f(1/x) siendo f(x) = sen(x).

22.- Dada la funcién y = e*, represéntala y a partir de ella la de y = f(3x) e y = f(x+2)

23.- Sea f(x) = 2%, representa f(x+1), f(x-3), f(2x) y 2f(x).

24.- Sea f(x) = \/; , representa f(x+1), f(x-3), f(2x) y 2f(x).

25.- Sea f(x) = x+5, representa f(x+1), f(x-3), f(2x) y 2f(x).

26.- Este esquema representa la grafica de la
funcion y= f(x).

a) Haz otro esquema que represente la grafica
de la funcion y = -f(x).

b) Haz otro esquema que represente /\
conjuntamente las graficas de y = f(x) e

y=2f(x). \/
Explica los fundamentos para la construccion

de estos esquemas.

27.- A partir de la grafica de la funcion f(x) = x?, representa aproximadamente las graficas de las
siguientes funciones: fi(x) =(x-2)%, fo(X) = x>+2, f3(x) = (x-2)>+2. Argumenta brevemente el
método que se ha utilizado.

28.- A partir de la grafica de la funcidn f(x) = e*, obtén razonadamente las graficas de las
siguientes funciones: fi(x) = %2, f5(x) = e*-2, f3(x) = Ln(x), fa(x) = | Ln(¥) |.

29.- A partir de la grafica de la funcién f(x) = In(x), obtener razonadamente las graficas de las
funciones: fi(x)=e*, f2(x) =| Ln(X) |, fs(x) = Ln(x?), fa(x) =L|X]|

30.- Representa la grafica de las siguientes funciones ayudandote de la grafica de f(x)=x°.
FL(X)=x3+1, f2(X)=(x+1)3, f3(x)=2x5, f4(x)=-x3.

31.- A partir de la gréafica de la funcién f(x) = sen(x), representa aproximadamente las gréaficas
de las siguientes funciones: fi(x) = sen(2x), f2(x) = sen(x/2), f3(x) = sen(x)-2, fa(x) = 3 sen(x).
Argumenta brevemente el método que se ha utilizado.

32.- A partir de la gréfica de la funcion y = cos X, dibujar las gréficas de fi(x) = cos(x-m/2),
fa(x) = 2co0s(x), fa(X) = cos(x)-1, fa(x) = 1/2cos X.

33.- Dada la grafica de una funcién y = f(x) dibuja razonadamente las graficas de y = f(x-3),
y = f(x+3), y = f(x)+3, y = f(x)-3.

34.- Conocida la grafica de y=x¢ , dibuja las de f1(x)= x%+3, f2(x)= (x-3)%, fa(x)= ¢, T1()=3/X .

35.- ¢Existen extremos relativos en la funcion y = [x - E(x)]??
Solucion: No existen maximos pero si infinitos minimos relativos.

36.- Cada paso de una llamada telefénica cuesta 5 pta. y cada uno de ellos dura 1 minuto. Dibuja
la gréfica que indica el coste de una llamada en funcion del tiempo. Sefiala cual es la variable
independiente y cual la variable dependiente. ;Cual es el dominio?

Solucion: variable independiente: tiempo, variable dependiente: coste, dominio: [0, ).
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37.-Representay =|x+1|, y= | x—1|, y= | x|+1,y=| x|-1, apartirdey =| x|.

38.- Dibuja las gréficas de la funciones:
3 six<-2

a)f(x)=4{ x?+1si-2<x<2
x+1six>2
b)y = |Lx|

39.- Representa graficamente la funcion

40.- Representa graficamente la funcion

y= cos(x - fj
4

41.- Representa graficamente la funcion
1si —3<x<1
xZsil<x<2
2si x=2
3x si 2<x<4

f(x) =

42 .- Representa graficamente la funciony = 2.

43- Dada la funcién s(x) = ¥/x?- 3, calcula las funciones f, g y h tales que s(x)=(hogof)(x)
Solucion: f(x) = x2, g(x) = x-3, h(x) = 3/x

44.- Calcula la funcioén inversa de f(x) = e‘& -2

Solucién: f(x)=[L(x+2)]?

45.- Estudia la simetria de la funcién cuya gréafica es la de la figura.

Solucién: Impar.

46.- Estudia la simetria de la funcion cuya gréafica es la de la figura.

Solucioén: Par.
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TEMA 2

2.- LIMITES DE FUNCIONES

2.1.- LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

1.- Definicién de limite de una funcién en un punto.

Una funcién y = f(x) tiene limite L para
X —>a, si para todo ndmero real ¢ > 0, i€

existe otro namero real & > 0, tal que si

El limite, caso de existir, es Unico

0<|x-a|< 8 = |[f(x)-L|<e L 3
En tal caso se dice: L-£
lim f® =L |
X—a i
a-0 a a+od

2.-

Concepto de limite lateral.

Una funcion y = f(x) tiene limite L para Xx—a por la izquierda, si para todo numero real ¢ >
0, existe otro nimero real 5>0, tal que si
0<a-x<d = |f(x)-L|<e

En tal caso se cumple
lim f® =L

X—a

Una funcion y = f(x) tiene limite L para x — a por la derecha, si para todo namero real ¢ >
0, existe otro namero real >0, tal que si
0<x-a< & = |f(x)-L|<e

En tal caso se dice:
lim f® =L

X—)a+

La condicién necesaria y suficiente para que una funcion tenga limite en un punto es que
existan los limites laterales a derecha e izquierda, y ademas sean iguales:
im f® = lim f® =lm f® =L

X—a" X—a* X—a

3.- Operaciones con limites.

e Suma: lim [f9 +9(¥] = lim f® +lim 9
e Diferencia: lim [f® -9(9] = lim f® -lim 9}
e Producto: |im [f® .9 = lim f® -lim 9}
lim
e Cociente:  |im {f(x)} = X248 , con fim g =0
x—a | 9 lim 9( X—a
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EJEMPLOS

1.- Sealafuncién

1 i 3
f(x):{ s-|x<
X—25si Xx>3

¢A qué valor se aproxima la funcién cuando x se aproxima a 3?

Resolucion:
Para hallar el valor al que se aproxima f cuando x se aproxima a 3, hallamos
los limites laterales tanto por la izquierda como por la derecha:

im f® = lim 1=1

X—>3 X—3"
lim f® = lim (x-2)=3-2=1
x—3" x—3"

la funcién se aproxima al valor 1. Por lo tanto,
lim f® = lim f = lim f® =1
X—3

X—3" x—3*

El limite de la funcién en el punto 3 es 1y, sin embargo, la funcién ni siquiera
esta definida en él.

2.- Seaf lafuncion definida para cada xeR, x=2, por

f(x):m
X+2

a) Determina si existen y, en ese caso, el valor de los limites

lim ) vy lim f(x)
x—>(-2) X—2

b) Representa graficamente la funcion f.

Resolucién:
a) Expresamos la funcion y = f(x), a partir de la definicion de la funcién valor
absoluto, como funcion definida a trozos, tendremos:

x2-4 six<-2
|x2-4|: 4-y? si-2<x<-2

x2-4 six>2

Luego:
X si x<-2
XZZ X-2six<-2
1) =2 i -2<x<2 = f(x) ={2-x si -2<x<2
X+x§ X-25six>2
12 Six>2

y calculamos los limites laterales tanto en x=-2 como en x=2, es decir:
im f = lim (-2 =-2-2=4

X —(-2)" X —(-2)"
im f® = lim @-x =2-(-2)=4
x—(-2)* x—(-2)"

por lo tanto no existe el limite en x=-2.
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im f® =lim (2-® =0 i
A, 10 = fim, @9 Ny

im f® =lim (-2 =0

x—2% x—>2% 11
luego existe |im f(® =0
X—2

b) La representacion grafica es la de la
figura adjunta /

3.- Prueba que existe |jm x?, siendo su valor 1.

Xx—1

Resolucion:
Debemos probar que:

¥e>0,35>0/ 0<|x-1|<8 = |x*-1|<z
Como ‘xz—l‘ = | (x=1).(x+1)| = | x-1].| x+1|<e

Si tomamos x= (1+h) con | h <1, tenemos que:
| x+1|= |[1+h+1| =|2+h| <3

Es decir:

|x—1|.| x+1|s3| x—l|< = |x—1|< %

Luego basta tomar 6 = % para que se verifique la definicién de limite.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Prueba que existe Jim f(¥) , para f(x) = 2x+1, siendo su valor 3.
Xx—1

2.- Prueba que [jm x2=4.

X—2
3.- Prueba que una funcién que tiene limite para x—a, estd acotada en un entorno reducido de a.
4.- Si una funcién toma siempre valores positivos y otra toma solo valores negativos, ¢pueden
tener el mismo limite en un punto?. Si es asi, di cual es el limite.
Solucién: Si, 0.
5.- Dibuja la gréfica de una funcién cuyo limite en x=0 es 1 y que toma so6lo valores mayores

que 1. Si no es posible explica porqué.

6.- Calcula Jim F+9)® , Iim f-9)® , lm 9™, Im (ij(x) siendo las funciones
X >3 X >3 X >3 x—-3 \ 0

f(x) =x*+2y g(x) =

X |~

X —3

solucion: fim (F +9)®) = o, im ¢ -9)® =2 lim (.90 = =, fim @(x) =33,
X —3 3 x53 3 x53 3 g
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2.2.- LIMITES INFINITOS EN UN PUNTO.

1.- Definicién de limites infinitos en un punto.

e Una funcion y = f(x) tiene limite
infinito para x — a por la izquierda, si
para todo nimero real K > 0, existe otro
namero real 5 > 0, tal que si
a-d<x<a=fx)>K

En tal caso se cumple oo o
lim 09 = +eo *

X—a

De manera similar se define
lim f(¥) =+

x—a*

a_” i a

Si coinciden ambos limites laterales decimos que |jm f(X) =+
X—a

e Una funcion y = f(x) tiene limite
infinito para x — a por la izquierda, si
para todo nimero real K > 0, existe otro
namero real 5 > 0, tal que si K
a-ds<x<a=f(x)<-K

]
En tal caso se cumple
lim ) =-o0
X—a

De manera similar se define
lim f} =-o

x—>a*

Si coinciden ambos limites laterales decimos que |im f(X) = -
X—a

2.- Asintota vertical

Cuando existe alguno de los limites: |im f() =t o [|im f(X =t decimos que existe

X—>a~ x—at

una asintota vertical, la recta x = a.

EJEMPLOS

1.- Halla los limites laterales cuando x tiende a 1 de la funcién f definida
parax #1 por

X+2
f(x) = ———
X“+X-2
¢Existe el limite en dicho punto?

Resolucion:
Hallamos el limite por la izquierda:
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[im f® = lim ——— = lim %2 lim e lim . lim 1,
X1 xor X2HX 2 xop (206 1) xopr %1 poer1-h-1 phge b

Hallamos el limite por la derecha:

lim f® =1lim X2 = lim Xt 2 = lim e im —— L = lim 1o
x—1* xo1t X2+ X2 xopr O (6 1) xopr %1 phor1+h-1 Do h

Como los limites laterales son diferentes y no finitos la funcién no tiene limite
enx=1.

2.- Calcula —_—
IxILns (x-3)

Resolucion:
Hallamos los limites laterales:

im —— = fim ———— = fim —— =+~
x>3 (6 3)%  nsor (3-h-3)2  nSor (—h)?

x-3° (% 3)*  n0 (3+h-3)? UATSE

Como ambos limites laterales coinciden existe el limite no finito:

IXIT?) (x— 3)2 -

EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcula los limites siguientes:

Solucion: No tiene, +o0a la derecha, -0 a la izquierda.

lim —
- lim
x—1 %1

Solucion: No tiene, +o0a la derecha, -0 a la izquierda.

Solucién: +o

X2+1

- lim
X—1 X -1

Solucion: No tiene, +oa la derecha, -0 a la izquierda.
5.- ¢ Tiene limite la funcion

f(x) = !

enx=1?
Solucion: No tiene ya que son distintos los limites laterales
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2.3.- LIMITES EN EL INFINITO.

1.- Definicion de limite finito en el infinito

e Una funcién y = f(x) tiene limite L para

X — o, si para todo nimero real >0, LAgp———-N\——pmmm
existe otro ndmero real K > 0, tal que si

> K f L|< N Y 1
x>K= [f(x)-L|<e .

e

En tal caso se dice que:

lim f =L
X —> +00

K X

e Una funcién f(x) tiene limite L para
X — —oo, Si para todo ndmero real € > 0,
existe otro nimero real K >0, talquesi o [/ | 1+E
X<—K:>|f(x)—L|<s f(x)

””””””””” N / L
En tal caso se diceque: NI ] L
lim f) =L

X —>-00

X K
e En ambos casos la recta y= L es una
asintota horizontal de la funcién.
2.- Definicién de limites infinitos en el infinito.
e Una funcion y = f(x) tiene limite +o
para X — oo, Si para todo nimero real
K >0, existe otro nimero real M >0,
tal que si
x>M=f(x) > K L B .
|
- K i
En tal caso se dice que: !
lim f® =+ |
X —+oo !
M X

e Una funcion y = f(x) tiene limite — o

para X — oo, si para todo nimero real
K >0, existe otro nimero real M >0,

tal que si K
x>M=f(x) < -K f(x)
En tal caso se dice que:

lim f(9 =-o
X —> +o0

o De modo similar se definen |im fX) =+owoy |Jim f® =-x

X —> —0 X —> —0

A veces se dice que la funcién presenta una rama parabolica.
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EJEMPLOS

1.- Calcula |jm (3x? —2x-5)

X—> 0

Resolucion:

Como es wuna funcién polinémica
debemos fijarnos en el coeficiente del
monomio de mayor grado, como es

positivo y tiende a +wo, el limite es fz -
+o0, basta observar la grafica adjunta
lim  (3x* - 2x=5) = +o0

X —> 0

2.- Calcula |im
X —>00 X2 -5

Resolucién:

Como es el cociente de un namero dividido por una funcién polinémica, dicho

cociente se hara cada vez mas pequefio, el limite es 0.

3.- Unafuncién y = f(x) tiene la gréafica siguiente, halla:
a) lim f(x) b) lim f(¥)

Tal como se ve en la figura:
a) lim f =0

X—3

b) lim 9 = -

X4

c) lim f¥ =0

X—>00
d) lim f(¥) =0

X—>-00
e) No existe ya que los limites laterales son distintos:
lim f =-0 fim f(9 ==

X—4 X — 4"

X—3 X—4" ;
¢) lim f(x) d) lim fx) i

X—®© X—-00 }
e) lim 0 B

X—4 } }
Resolucién: z g

4.- Una funcion y = f(x) tiene la
grafica siguiente, halla:
a) lim f®)  b) limf(x)

X—>-2 X—1

¢) lim f® d) limfoo
x—-2" x—1*

e) lim f(x) f) lim f(x) T
X—>-0 X—>+oo

Resolucion:

Tal como se ve en la figura:

) Py S pe—— -3
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a) fim (9 =+o

X—-2

b) fim f(9 = =0

X—1"

¢) lim fQ =-»
X—-2%

d) lim f® =+
x—1"

e) lim f¥ =1

X—>»-00

f) lim f®¥ =1

X—>+o0

5.- Dada una funcién f cuya grafica
es:

a) lim f() b) lim f(X)
X—=>-1" X—1

c) lim f() d) lim fX)
X—>3 x—3*

Resolucién:

Tal como se ve en la figura:
a) lim f) =2

X—1

b) lim f(¥ =-1

x—1"

) lim f® =1

X—>3

Q) lim 169 =+c0

x—3*

EJERCICIOS PROPUESTOS

-2
1-lim —
X—>-00 l'XS
Solucién: 0

2.- lim (x*+2x-7)

X—>+00

Solucién: + «

2
3.- Iim
X—>-00 1- X2
Solucion: 0

4.- lim (x®+2x-4)

X—>-00

Solucién: + oo

5- lim 2-x%

X—>-00
Solucién: +

6.- lim (x*-7)

X—>+o0

Solucién: + «
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2.4.- CALCULO DE LIMITES.

1.- Propiedades algebraicas del calculo de limites

im 109 +9(1 | im (109 91 | tim 109 03] | fim {%}
g
lim 09 =L . | | L/L'si L0
lim g(%) =L L+l L-L LL 0 §i L0, L'=0
(0/0) si L=0, L'=0
lim f() = o0 N N +oo(depende del +oo(depende del
lim g(¥ =L = ® signo de L") signo de L")
lim f(x) =L + oo (depende del
lim g} =t o0 oo signo de L") 0
lim ) =+ oo
lim g(9 =0 oo o (£ 00) oo
lim 9 =0
lim g =+ too too (0. £ ) 0
lim f(x) = oo
lim g = © (c0-20) © (c0/e0)
lim f(x) =-o
lim g = -0 “° (c0-20) © (-ocl-o0)
lim f(x) = oo
lim gy = -oo (c0-0) £oo0 -0 (coloc)
lim f() =-c
lim g(® =« (c0-e0) " -0 (-00/o0)

donde los valores comprendidos entre () indican indeterminaciones

2.- Indeterminaciones

Una indeterminacion se produce cuando el limite no es posible hallarlo al aplicar las propiedades
algebraicas de los limites y debemos resolverlo utilizando distintas técnicas. A continuacion
estudiamos los tipos de indeterminaciones.

)

Se obtiene al dividir dos funciones cuyo valor tiende a cero en el punto.

Se resuelven:

- En el caso de funciones racionales desaparecen descomponiendo los polinomios que lo

forman en factores y simplificando los factores comunes.

- En el caso de funciones irracionales se multiplica el numerador y denominador por la
conjugada de la expresion en que aparece el radical.
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[

Se obtiene al dividir dos funciones que tienden a infinito en el punto.

Se resuelven:
- Encel caso de funciones racionales cuando x — oo, dividiendo numerador y denominador por
el monomio de mayor grado:
a) Sigrado numerador > grado denominador, el resultado es o
b) Si grado numerador > grado denominador, el resultado es O
¢) Si grado numerador = grado denominador, el resultado es el cociente entre los
coeficientes principales.
Es similar el caso de cocientes con radicales.

e  Tipo (c0-).

Se obtiene al restar dos funciones, que tienden a infinito en el punto.
Se resuelven:

- En el caso de funciones racionales operando las expresiones.

- En el caso de funciones irracionales se multiplica el numerador y denominador por la
conjugada de la expresion en que aparece el radical.

e Tipo (17

Se obtiene al efectuar la potencia de dos funciones, una de las cuales tiende a uno y otra que
tiende a infinito en el punto.

Se resuelve utilizando la formula
lim fx)%® = elim [ 119t

X — 0 X—>®

e Tipo (0. ).

Se obtiene al efectuar al potencia de dos funciones, una de las cuales tiende a cero y otra que
tiende a infinito en el punto.

Se resuelve:
operando ya que da lugar a indeterminaciones de las anteriores.
e Tipo ()

Se obtiene al efectuar la potencia de dos funciones, una de las cuales tiende a cero y otra que
tiende a infinito en el punto.

Se resuelve:
Tomando logaritmos para reducirlas a alguna de las indeterminaciones anteriores.

EJEMPLOS

1.- Calcula

, 1
m &-af
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Resolucién:

fim, (x-13)2 " im (i-s)z :[%j

X—>3

Para calcular el limite se estudian los limites laterales de la funcién en xo = 3.
i L =) =+

x->3 (x-32 07

lim 1 =(ij = too

X—>3" (X -3)2 0"

Como los limites laterales coinciden

lim = +o0

X—3 (X-3)2

2.- Calcula

lim—

x—1X-1

Resolucion:

m - = — _(lj

xo>1x-1 lim (x-1) (0
X—1

Se estudian los limites laterales:
i oL =[]+

m il el b
x =1 (X'l) 0"

I’m 1 = [ij = 4+
xl—>l’ (X 'l) 0"

Como los dos limites laterales no coinciden, la funcién f(x) = 1 no tiene
X_

limite cuando x tiende a 1.

3.- Calcula
I x*-4
A, X+ 252+ 5x+ 10

Resolucién:

. L . 0 .
Es una indeterminacion del tipo (6] lo resolvemos descomponiendo los

polinomios en factores.

. x2-4 L, xX+2x-2) ., x-2 _-4
lim ———; =lim —— 55— = —
x—>-2 X°+2x°+5X +10  x>2 (X+2)(x°+5) x--2x°+5 9

4.- Calcula

lim 51—
Im
x> X2+ X2+ X+1
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Resolucién:

Es una indeterminacion del tipo [%j siendo su limite:

. -1 Do) . x1
lim —5 = 2 = 2
xo>-1XCHFXTEX LD Lo (D)D) xsaxt+l

:ﬁ:-l
2

5.- Halla
x—>0\/l+X \/1 X
Resolucioén:

Es una indeterminacion del tipo (aj gue se resuelve multiplicando por la

conjugada, y efectuando las operaciones aritméticas comunes.:

i X iim X(V1+X +/1-x) i x(\/1+x+\/1_x)
A VT X AL A0 (VI x NI )(Lr X + 1) w0 (@42 -(A-%)
x(\/1+x+\/ﬁ):Ii («/1+x+\/ﬁ) 1+1

= fim oy
x—0 2X x—0 2 2

6.- Calcula

. 3x%-2x-5
lim———
X—> o X'4

Resolucion:

Es una indeterminacién del tipo (fj En este caso, el grado del numerador, 2,
o6}

es mayor que el grado del denominador, 1, por tanto el limite es .

2 5
2 8->
lim & X5 X x? _(Ej —w
AL xa a4 Lo
X x2
7.- Calcula
Ifm x5
x—>w-X2-4
Resolucion:

Es una indeterminacion del tipo (Ej El grado del numerador es mayor que el
e 8}

grado del denominador, y los términos de mayor grado tienen signos distintos,

por tanto:
3 3

. - X

lim =lim —= = I|m — = -
X—w=X" - x—>oo-X X—o -1
8.- Calcula

. -3x%-2x-5

lim———

x—sw  AXZ-4

Resolucion:
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Es una indeterminacion del tipo (fj El grado del numerador es igual que el
o0

grado del denominador, por tanto:

jim 22y 3¢S
xoow  AX2-4 xow 4x% 4
9.- Calcula

x2-x+1

lim

X0 X° - 4X+3

Resolucion:

Es una indeterminacién del tipo [fj El grado del numerador es menor que el
e}
grado del denominador, por tanto:

oxZex+1l o ox2_ 1 _
lm Z—— = lim —5= lim - =0
x—w X7 -4X +3 X =0 X x—oo X

10.- Calcula

fim | 424X
X'L‘El X-1 x+1

Resolucion:

Es una indeterminacion del tipo (eo-0), siendo su limite:
. Ax? 4x%) . AxE+AxP-4x3+4x® . 8x?
lim = Iim 5 m -,
X—»00 X—>c0 X -1 xow X -1

x1 x1

11.- Calcula

lim (\/ﬂ-x)

X— 0

Resolucion:
Es una indeterminacion del tipo («o-), que vamos a resolver multiplicando por
la conjugada:

lim (Jﬂ-x)= jin X9 ROXE90) 9 g
X —> 0 X — 0 ”XZ' 9 +x X —> 00 X2-9 + X

12.- Calcula
i 4x+5)
xl_rll 4x+3
Resolucién:
4x +5) 4+5/x
. K — (1*
Jlinw[4x+3j Jlinoo(4+3/xj @

Es una indeterminacion del tipo (1°). El limite serd de la forma L = e* siendo
A= lim [f® -1].9( Luego:

X —>
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. 4x +5 . Ix +5-4x -3 . 2X
A= lim -1 X=lim | ————— [X=lim =
x>0\ 4X +3 X >0 4x +3 x>0 4X +3

N |-

es decir que

L= g2 - Je

2

+5)° 241\
13.- Calcular el valor de a para que |im [ﬂ} = lim 4X2 !
Xx—w \ 4X+3 x—woldX+ T

Resolucion:
Para hallar el valor de a efectuamos ambos limites, se igualan y se despeja en
la ecuacion resultante. Hallamos el primer limite:

lim [4’”5) = lim [‘”5”‘] = (17)

x—m\ 4X +3 x oo\ 4+ 3/X

El limite sera de la forma e* siendo
A= lim [f® -1].9(¥ , llamando a este limite L1 tenemos:

X —> o0
=i (4x+5 1}( - i (4x+5-4x—3]x - i x 1
1= -1 X = —_— | X = = —
oM\ ax+3 M ax+3 moax+3 2

es decir que Li= ¢!/

e Hallamos el segundo limite:

2 2
4x2+1 )" 4+ 32\
Iim( X ] = lim [—X] = (1)

X =0 4X2+TE x—w\ 4+7/ )(2

El limite sera de la forma e* siendo A= |im [f(¥ -1].9(X) , llamando a este limite

X — 0
L2 tenemos:
4y2+1 4y2+1-4%%-n (I-max * _a(l-7)
A2 = [ -1lax® = lim | ———— lax*= lim =
)!Iinw[4xz+7t ] )!ILnoo 4X2+TE X—>o 4X2 tn 4

. a(l-x)

esdecirque L= ¢ 4,
a(1-r)

e Para obtener a basta igualar ambos limites: /2 = ¢,
como ambos términos de la ecuacién son potencias de base e para que sean
iguales tiene que serlo los exponentes:

1 _a(l-n) 2

—_s— = a =

2 4 1-7)

14.- Halla

A (x-x3>2
lim (x-2)

xX—3

Resolucion:

Es una indeterminacion de la forma (1*) que resolvemos aplicando la férmula
L= fim fx )g(X) - e)!iTa [f¥-1].9¢

X—a
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Los limites por la izquierda y la derecha son diferentes:

X . o X . ~ X X

) w32 xlins' [(x-2) 1].(X_3)2 Xnﬁmy (x 3).()(_3)2 XTB' ) B

im (x-2) =e =e =e =¢”=0

X—>3
donde hemos utilizado la férmula anterior y el hecho de que al tender el
denominador a 3 por la izquierda es negativo y el numerador positivo.

i wa?r e (Ve (e

lim x-2)  =e e =e = g =0

X —>3*

donde hemos utilizado la férmula anterior y el hecho de que al tender el

denominador a 3 por la izquierda es positivo y el numerador también.

X X X

15.- Calcula
I_ 4x2-6X X
A 41
Resolucion:
Es una indeterminacion del tipo (1*), siendo su limite:
x2+1 (241( 4x2-6 x-dx 2+ (exe ) x2+
I_ 4X2-6X T xTle[4 fxzi 1] xlinoo[%][ Xl] _9 1
X—»00 4X2'1 4 \/E
16.- Halla
2
lim———.(x-1
x -1+ X ( )
Resolucién:
Es una indeterminacion del tipo (0. ), que se transforma en el tipo (fj:
(e 0]
2 2x -2
lim (x=1)= lim
x> A1+ X x>0 41+ X
Dividiendo por el monomio de mayor grado (x), queda:
5.2
fim 222 = fim X = Ezj = +o0
x—w y/1+ X X -0 i_{_i 0
x% X

ya que el numerador y denominador son positivos.

17.- Calcula

. 2+X
lim {XL(—H
X—>00 X

Resolucién
Es una indeterminacion del tipo (0. «), que resolveremos transformandola en

una del tipo (1)*:
i [ 22| o 22 = (22
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Hallamos el valor del limite

lim =
X—00

Finalmente:

lim {XL(Z-FTXH = L(e?)=2

[z+xy_ex":;[”ﬁllx gl e

=€

EJERCICIOS PROPUESTOS

24
1.- Calcula |Jim x_+3

X —> 0 1
Solucion: «

2.6X +
2.- Calcula |im x7-6x+8
X—4 X-4

Solucién: 2

2
2.2%x-3\x-3
3.- Calcula |im [ﬂjx

X—>3 4X-12
Solucion: e
4.- Calcula [im yX+9-3
- I —_—
x—>0 A/X+16 -4
Solucion: 4
3
x2-1
5.- Calcula razonadamente |im
x—1 \/;-l
Solucién: 4
3_ 2
6.- Calcular razonadamente [im M
X —> 0 4x°-1

Solucion: i
Ve

7.- Dada la funcién

2x
) = [x+4j

halla su limite al tender hacia +o
Solucién: e®

Calcula los siguientes limites:
8- lim (x*-x*+1)

X—>0

Solucién: +o
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. A l+EX-41-X
9- lm —

X—0 X
Solucioén: 1

10.- lim (x?-5x+ 6)
X—2

Solucion: 0

1+X2 X
11.- |im ( j

Xx—wo\ 24 X2
Solucion: 1

2X
) 2x+1
12.- lim ( j
X—0 SX‘ 2

Solucion: 0

) 3
13- lim —
x—3 X

Solucion: No existe, -copor la izda., +oopor la dcha.

2
. X°-6x+8
14.- im ——
X—2 x 2
Solucién: -2

Calcula los siguientes limites:
1

15- fim @+3x)"

X—0
Solucion: No existe, 0 por la izda., +cpor la dcha.

16.- lim x(vVx%+1-%

X—>-00
Solucioén: l
2
3
. x°-1
17.- S —
M 2-6x+ 5
Solucion: —§
4
Jx
18.- lm == —
X—>0 3 X +1
Solucioén: o
. 2-\2%x 4
19- lim ———
x—4 X -16
., 1
Solucién: ——
16
) xZ+2x+1
20.- lim

x—>1 X2 +3x2+3x+1

Solucion: No existe, -copor la izda., +oopor la dcha.
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2.5.- INFINITESIMOS E INFINITOS

- Infinitésimos equivalentes

e Una funcion es un infinitésimo en el punto asi |jm f(X) = 0.

X—a

e Sedice que fy g son infinitésimos equivalentes en x = a si

fim 00 =0, im 909 =0, fim &=

X—a X—a X—a (X)

Son infinitésimos equivalentes para x—0:
- f(x) =sen x y g(x) = x

-f() =tg xy g(x) = x

-f(x) = L(1+x) y g(x) = x

-f(x) =e*-1yg(x) = x

52
-f(x) =1-cos xy g(x) = -

e Sedice que f es un infinitésimos de orden superioragenx =asi

lim 09 =0, fim 9(9 =0, fim ~ =

X—>a X—>a X—a ( )

Cuanto mayor sea el orden del infinitésimo méas rapidamente tiende a 0

2.- Infinitos equivalentes

e Sedice que fy g son infinitos equivalentes en x = a si
. . (X
lim f(x) = +o, lim 90 =+, fim — - -
X—a X—a x—a g ( )

Las funciones f(x) = a.x"+..+aoy g(x) = anx" (n>0) son infinitos equivalentes cuando x—»co.

e Sedice que f es un infinito de orden superior a g en X = a si

im0 =40, lim g0 =+, fim o =+

X—a X—a X—a g(x)
Cuanto mayor sea el orden del infinito mas rapidamente tiende a +

Son infinitos de orden superior cuando X—»oo:
- f(x) =a*(a>1) ag(x) = x" (n>0)

- fX)=x"(n>0)ag(x)=Inx

- fx)=a*(@>1)ag(x)=Inx

EJEMPLOS

1.- Demuestra que f(x) = 1L y g(x) = x son infinitésimos equivalentes
-X
parax — 0.

Resolucion
Para que fy g sean infinitésimos equivalentes en x = 0 ha de cumplirse:

- lim — =0, se cumple que |im fX) =

x—0 1-X x—0
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- lim x =0, se cumple que ||m 9 =
-0

x—0

X
- lim =% = lim 1 =1, se cumple que im —— T _ g
x—0 X x—0 1-X x—0 0 ()

2.- Demuestra que f(x) = x y g(x) = L(1+x) son infinitésimos equivalentes
parax — 0.

Resolucién
Para que f y g sean infinitésimos equivalentes en x = 0 ha de cumplirse:
- lim x =0, se cumple que ||m ) =

x—0
- lim L1+x = L{ﬁm 1+ x)} =L(1) = 0, se cumple que |im 9g® =0
x—0 x—0 x—0
1 l
1 = lim 1+l>f lim >
- Iim M: Iim L(1+X)X = Llim (1+X)X = L|e x>0 — Lexﬁox
x—0 x—0 Xx—0
=L(e) =1, se cumple que |im —— ( ) _
er ( )

3.- Demuestra que f(x) = x + 2 es un infinito de orden superior a
g(x) = L(x+1).

Resolucién
| L(x +1) | L(x +1) x+1

. . [ Lx+1) ] (x+1)
— 7= _ = . =0.1=0
X'Lnoo X+2 Xlinoo X+1 XxX+2 )I(I_mw[ X+1 } !(Ian X+2

ya que en el primer producto L(x+1) mes un infinito de orden inferior a x+1.

X—00

1
4.- Calcula |im {xx]

Resolucién
Es una indeterminacion del tipo (%), que resolveremos transformandola en una
del tipo («.0) tomando logaritmos

1 1

) i~ . i~ . 1
Lf lim {XXJ = lim L[XXJ =lim [—LX}(-OO-O)

X—>0 X—0 x—o0o| X
Hallamos el valor del limite, sabiendo que Lx es un infinito de orden inferior a X,
; Lx
lim [—} =0.
x—0o | X

Finalmente

1
lim | x| = e°=1
X—00
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2

5.- Calcula |im

x—0 Sen(zx)
Resolucién
Como x y sen x son infinitésimos equivalentes para x—0:
. R G
lim =lim — = lim —=0

X—0 sen@r X) x—0 T X x—0 T

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Demuestra que son infinitésimos equivalentes para x—0
a) f(x) = x*+x y g(x) = L(x+1)

b) f(x) = sen x y g(x) = L(x+1)

2.- Determina en que puntos son infinitésimos equivalentes

1., 1
fx)= =x“—-=
=3 5
g(x)=x-1.
Solucién: x=1.

3.- Demuestra que f(x) =x y g(x) = L(x+1) son infinitésimos equivalentes para x—0.

4.- Escribe una funcién equivalente a f(x) =tg x en x = 0.
Solucion: x, sen x

5.- Demuestra que

) = —-
X +1
909 =X
son infinitésimos equivalentes para x—0
2sen x+ tg x
6.- Calcula |im £Song A
Xx—0 2X
Solucion: E
2
sen
7.- Calcula lim Xsenx
x—0 1—COS X
Solucion: 2

8.- ¢Son equivalentes f(x)=x?y g(x)=x?+x-7 en + o0 ? ;Por qué?

Solucién: Si. Polinomios de igual orden y con igual coeficiente principal.

eX
9.- Caleula fim —

x—0 X
Solucién: +o

2
10.- Calcula |im L(Xixﬂ)

X—>00 e
Solucién: 0
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2.6.- ASINTOTAS

1.- Asintotas verticales

Son rectas paralelas al eje de ordenadas de ecuacion x = a, siendo a tal que |im f(X) =xo.

X—a

Si Gnicamente existe el limite por la izquierda o por la derecha y es +o, también se dice que

existe una asintota vertical.

e Para estudiar la situacién de la gréfica
de la funcion respecto de la asintota hay
que hallar el valor de los limites
laterales en el punto |im f® vy

X—a
lim () .

X~>a+

e En el caso de funciones que sean
cocientes de otras se buscan los valores

que anulen el denominador,
comprobando que efectivamente son
asintotas.

2.- Asintotas horizontales

Son rectas paralelas al eje de abscisas de
ecuacion y=b, siendob = |im f(X .

X — oo
Para estudiar su situacion respecto a la

grafica de la funcion hay que hallar el valor
de f(x)-b para valores que se acercan a +oo.

3.- Asintotas oblicuas

Son rectas de ecuaciéon y = mx + n, siendo

f(x)

m= lim ——, meR-{0}
X —> 0 X

n=lim [fx) - mq
X — o0

Para estudiar su situacion respecto a la
grafica de la funcion hay que hallar el valor
de f(x) - [mx + n] para valores que se
acercan a oo.

EJEMPLOS

<7 y=mx+n

1.- Estudia las asintotas de la funcién

- K

y 1+X

LIMITES Y CONTINUIDAD

55



y realiza un esbozo grafico de la posicién de las asintotas respecto de la
funcion y de ésta.

Resolucion:
e Asintotas verticales: se buscan en
los valores que anulan el
denominador, ya que son cocientes
de polinomios. Estudiamos en x=-1.

X
lim f® = lim -—— =-»
X—>-1" x—>1 L1+X

. . X
lim f® = lim -——=+x
+ X

X—>-1* x—-1* 1

__________,_________

Por la izquierda de -1 se acerca con
valores negativos y por la derecha
con valores positivos

e Asintotas horizontales: las calculamos hallando los siguientes limites:

X
. X =
Xlirlo[ 1+Xj

X
X
llinool+x

Luego y =1 e y = -1 son asintotas horizontales.

X q-.
1+Xx 1+X
cuando x tiende a +w , luego se acerca a la funcién por debajo de ésta.

En el segundo caso f(x)-1 =

Cuyo signo es negativo

X 1
En el primer caso f(x) -(-1) = -——+1=——— cuyo Signo es negativo
P (x) -(-1) Tix a+% yo sig g

cuando x tiende a -, luego se acerca a la funcién por debajo de ésta.

2.- Hallalas asintotas de la funcion

3 2 .
f(X): —X +22X X-2
X +Xx-2

Resolucién:

e Asintotas verticales:
Estudiamos los valores en que se anulan el denominador:
XH+x-2=0=>x=-2yx=1.

X =-2:
3 2 2 2
. X+ 2xc-x2 0 i x“-1)(x+ 2 .o xe-1 .
im =~ — =[—j:> jim 0D im = lim (1) =1z
X2  X°tX2 0 x—-2 (& 2)(+ 1) x—-2 X+ 1 X—>-2

luego x = -2 no es asintota

x=1

. x3+2x2-X-2_ 0
I)!Tl X2+ %2 _(5}
luego x = 1 no es asintota

. 2433+ 2)0¢ 1 . 24+3%x+ 2
— Iim (x ) 1) _ X _

i 2 #
x>1 (% 2)(x-1) xol X2
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e Asintota horizontal:
) 34+2y2-%2
No tiene ya que |im % =
X—>00 X“t+X% 2

e Asintota Oblicua: Hallamos los valores de m y n:

. f(X X322 2
m:|lmQ:|lm#:1

x—w X xo0 X°FXT-2X

3 2

. . X2+ 2x°-X% 2
n= lmfe9 -ma = fim | X2X%2 -

X—>0 X—00 X“+ X% 2
. XCH2x%-%2-53-x2+2x ) _ .. xXP+x2 _

X—>o0 X+ % 2 xow X° X 2

Luego y = x+1 es una asintota oblicua.

3.- Seaflafuncion dada por

fx) =X 1
(x) = para |x =1,

determina sus asintotas.

Resolucion:

La funcion es f (x) = para xeR - {-1, 1}.

x%-1

e Asintotas verticales: aquellas rectas verticales en las que [im f(9 =x«.

X—a
Como es un cociente buscamos los valores que anulan el denominador:
3 3
. x> _ . x> _
lim —— =-o, lim —— =+
X—-1 X -1 Xx—-1" X -1
3 3
. x° v X _
lim —— =-o, lim —— =+
x>+ X -1 x—+1* X" -

La asintotas son: x = -1, x = 1.

e Asintotas horizontales: aquellas rectas en las que |im f(X) =b.

X — t©
X3
im f® = lim 5 =«
X —> +00 x> X°-1 ‘ [ )
no hay asintota horizontal. } IV
| |~
. | |/,‘y:x
e Asintotas oblicuas: | lr
\ L
L X
m=lm — =lm ;=1 X=-1:’,r Ix:l
x—to X x—to X=X ’/‘ |
3 3 4
. . X“-x"+X . \ |
n=lim [f® -¥ = lim ~————=0 \ |
X—>do0 X—>*o0 X '1 ‘ |
| |

La ecuacion es y = x
4.- Localiza las asintotas de la funcién
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x2+1
X

f(x) =

y sitla la gréfica de la funcién respecto de ellas.

Resolucion:
e Asintotas verticales: rectas en las que [im f(¥) =+« . Como es un cociente

X—a

buscamos los valores x = a que anulan el denominador:
. x2+1 _(1)_

Im —=| - |=x.

X—0 X 0

La ecuacién es: x = 0.

La situacién de la asintota respecto de la grafica de la funcion es la

siguiente:
[2
i . x°+1
lim f® = lim ———=-x
X—0" X—0" X
2
. . x“+1
im f® = lim ———=x
X—>0" x—0* X

Es decir que se acerca a - por la izquierda y a +o por la derecha.

e Asintotas horizontales: rectas de ecuacion y = b en las que |im f(X) =b.

X —too

Vamos a hallarlas en ambos lados:

v x2+1 \/1+l/)(2 1
X

im ——=1Im —1 =
X —00 X — 00
2 2
. x“+1 ) VJu +l
im ——=@) lim ———=-1
X —> =00 X usw -U

(1) Hemos efectuado el cambio de variable u = -x para hallar el limite.

Por lo tanto las asintotas
horizontales son:

y =1 ala derecha.

y =-1alaizquierda. @ =

para situarlas respecto de la grafica
veamos el signo de f(x)-b hacia la

derecha:
X X

signo =signo :

gue va por encima de la grafica.

Veamos el signo de f(x)-b hacia la izquierda

]

signo +1]:signo =—=-

que va por debajo.
¢ Asintotas oblicuas: no hay ya que:
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N (I
m = lim Q=Ilm —— =0

X —> 00 X —> 00 X

5.- Halla las asintotas de la funcion

f(x) = x%e™
Resolucion:
La funcion y = f(x) la podemos considerar como
2
f(x) = x2ex= X
e

Asintotas verticales: son rectas en las que [im f() =+x.

X—a

Como es un cociente buscamos los valores que anula el denominador:
er=0=X—>-»

No hay asintotas verticales

Asintotas horizontales: son rectas en las que |im f(X) =b. Vamos a

X —too

hallarlas a ambos lados:
2
_ X" _[®©
b= lim = —(—j
X—>ow @ 0

Indeterminacién que resolvemos observando que en el numerador hay un
infinito de orden inferior a la funcién del denominador, luego el limite tiende
a cero:
2
.XS
b= lim — =0
X—>w €

Six >, larectaesy=0

2

2
xS (U)o _
im = =lim —- = lim u®e" ==

X —-0 @ U—s-0 @ U—>-o0

luego si x —-o, no hay asintota horizontal, sino rama parabdlica.

Asintotas oblicuas: sélo pueden
existir para x — -oo. El limite seré:

o f . x? X
m=Jfm —= lim = lim — =0

x—-0 X x—-0 X @ X—>-00 @ |

ya que el denominador es un infinito
de orden superior.

No hay por tanto asintota oblicua.

6.- Dada la funcién

f(x)

-X

— e
(x+1)°
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estudia sus asintotas

Resolucion:

e Asintotas verticales: rectas en las que [im f(¥) =+« . Como es un cociente
X—>a

buscamos los valores que anula el denominador:

-X

im ——— =+
x—-1 (X +1)2

La ecuacion es x = -1 y en ambos lados toma el valor +w

e Asintotas horizontales: son rectas
en las que |im f(¥) =b. Vamos a

X — too 7
hallarlas a ambos lados:
x o
. - e _ e _ \
im f® = lim —— =— =0 '
X —> +o0 X —> 00 (X+ l) ©

six — o, larectaesy=0 ! i

lim 09 = fim & = (f]

x>0 x—-o (6F 1)2 (0

Indeterminacién que resolvemos haciendo el cambio u = -x:
eu

lim f®) = lim ;=

X—>-00 U—o (—u +1)

ya que el numerador es un infinito de orden superior que el denominador.
Luego si x — -, no hay asintota horizontal.

e Asintotas Oblicuas

im B = fim & = (fj

x—-0 X x—-00 X(X +1)2 ®©

Indeterminacién que resolvemos haciendo el cambio u = -x:
R (0 . e

im —=1lm-——5 =

x—-0 X u—wo -u(-u +1)

=00

ya que el numerador es un infinito de orden superior que el denominador.
Hay una rama parabdlica si x—-o.

7.- Localiza las asintotas de

2
f(x) = S
x? -1

y sitlla la grafica de la funcién respecto de ellas.

Resolucion:
e Asintotas verticales: aquellas en que |im f(¥) =+ . Como es cociente de

X—a

funciones, debemos buscar valores que anulen el denominador:
x2-1 =0=>x21=0= x =+1.
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Al no estar definida la funcion en [-1,1], ya que x3-1< 0, la situacion de la

asintota respecto de la grafica de la funcion seré:
2
= 40

lim
X—>1 )(2 -1
Se acerca a -1 por la izquierda con valor +o
2

X = +o0

lim
x—1* X2 -1
Se acerca a 1por la derecha con valor +o

e Asintotas horizontales: no tiene ya que

X2

lim = +oo
X—>+o0 X2 -1
. . N (]
e Asintotas oblicuas: son rectas de la formay=mx+nconm =|jm — VY
X — 0

n=lim [f() -m

X — 0

) _ . x*-1 _ X

m = fim ——=1lim im
x—>wn X X —> X X—>°°1/x2-1

2 2. 2 o
n=lim [0 -md = fim | —X— - x | = fim Xt [_j

X —> 0 x| \y2-1 X —> 00 x2-1

indeterminacion que resolvemos multiplicando ambos términos por el
conjugado del numerador:

n= ||m (xz-X\/xz-l).(x2+X\/x2-l) - | )(2 0

xom X2 -L(x2+Xy/x2-1) x—m y2 %21+ (x2-1)x )

Existe pues una asintota oblicua por la derecha: y =x

Para situarla respecto de la grafica vemos el signo de f(x)-x hacia la

derecha:
. 2 . 2-x4/x%-1
signo | —=—-x| = signo | XX =150

xoo | 4/x2-1 X—>e0 x2-1

por lo tanto la funcién se acercara a la asintota por encima

X
2- -u
m = lim = lim = lim =-1
X —— 0 x>0 \[x2-1 u—oo )2 -
2 2 2 2 2
. X . X+ X4/x-1 . u-Uyuc-1
n=lim +X | = lim = lim =0
X —> -0 X2'1 X —>-00 X2'1 U—>o U2'1

Existe pues una asintota oblicua por
la izquierda: y =—x
Para situarla vemos el signo de
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f(x)—x hacia la izquierda:

: 2 . 2+ x4x%-1
signo | —2—+x |=signo | X —XX 2| >0
X—>—0 x-1 X—>—0 x2-1

por lo tanto la funcién se acercara a la asintota por encima

+
8.- Localiza las asintotas de la funcién f(x) = L[X—_é) y sitla la grafica de
X

la funcidon respecto de ellas.

Resolucién:

e Asintotas verticales: son rectas de ecuacion x = a, siendo |im f(x) =+«.
X—>a
Como es un logaritmo debemos buscar los valores que anulen la funcion
cuyo logaritmo tomamos:

Xt ox#1=0=x=-1
X+2
X+1 X+1
im Ll == | =1 |j = L(0) = -0
>I<ILT!1 (X+2J (i'mlxﬂj ©

Como la funcién de la que se toma el logaritmo es un cociente buscamos
los valores que anula el denominador.
Xt2=0=>x=-2
. x+1 . X+1
limL| —= | =L lim = L) =0
x—>2 \X+2 xo-2X +2
por lo tanto en ambos casos tenemos asintotas verticales.

Al no estar definida la funcién en
[-2, -1] ya que en ese intervalo
X+1

X+2

respecto de la gréfica de la funcion

<0 la situacion de la asintota

viene dada por los limites 2
exteriores, ya hallados. Se acerca a

X = -2 por la izquierda con valores

positivos y a x = -1 por la derecha

con valores negativos.

e Asintotas horizontales son aquellas rectas y = b tales que |im f(® =b.

X —>too

Vamos a hallarlas a ambos lados:

xt+1 x+1
imL —I|=L m — | =L1=0
)!Iinw (x+ 2] [J'anﬁ 2)

x+1 x+1
imL—I|=L |im — | =L1=0
XI@@ (X"' ZJ [XIEUOO X+ 2]

Por lo tanto la Unica asintota horizontal es y = 0 a derecha e izquierda.

Para situar la gréafica respecto de la asintota veamos el signo de f(x)-b
hacia la derecha:
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signo{L(&lj - Ll} = signo{ L[Eﬂ
xt+ 2 x+ 2

+
<1, por lo tanto L( X 1) <0
X+2

p . X+1
que sera negativo ya que
X+2

La funcion se acerca a la asintota por debajo
Veamos ahora el signo de f(x)-b hacia la izquierda:

signo{L(E] - Ll} = signo{L(ﬂﬂ
X+ 2 x+ 2
X

+; > 1, y por lo tanto L( X+1j >0
X

que sera positivo ya que ya que 2

La funcion se acerca a la asintota por encima.

e Asintotas oblicuas: no hay, ya que presenta asintotas horizontales en
—0o0 y Q0.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Localiza las asintotas de las funciones y sitlia la grafica de la funcion respecto de ellas.

L, _2X+3
X-2
Solucion: AV: x=2, AH: y=2, AO: No tiene.
2.5x +
2-y= X2t SX !
X“-2

Solucion: AV: x=#+/2 , AH: y=1, AO: No tiene.

Solucion: AV: x=-3, AH: No tiene, AO:y = x-5.

4-y=+ x2+1

Solucién: AV: No tiene, AH: No tiene, AO: y==#x.

X

Vx2+1

Solucion: AV: No tiene, AH: y=+1, AO: No tiene

5.-y=

6y = sen x
X

Solucién: AV: No tiene, AH: y=0, AO: No tiene

7.-y =1In(x-4)
Solucion: AV: x=4, AH: No tiene, AO: No tiene

8.-y=¢*3
Solucion: AV: No tiene, AH: y=0, AO: No tiene
2.7.- ACTIVIDADES DEL TEMA
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X
1.- Calcula |im (3)( +2)

X —> 0 3X '1
Solucion: e
2.- Calcula |im 2 12
x—>3 \X-3 x%-9
Solucion: 1
3
. MXx-1+4 x+1
3.-Caleula |im | —————
x—>wo | 4 X-1-4/ X+1
Solucion: -oo
X-1
4.- Calcula [im
x—1 \/;-1
Solucion: 2
5.- Calcula [im Vx-1
X—1 3 X -1
Solucion: E
2
5x_2
6.- Calcula |im
x—0
Solucion: 0
7.- Calcula Jim 1-cosx
x>0 X
Solucion: 0

X2
8.- Calcula |im —4

X—ow @
Solucion: 0
9.- Calcula |im cosX
x—o00 X +1
Solucién: 0
X+1
L( +2J
X
10.- Calcula jm ——=
X—>0 X
Solucién: 0
3
X + X
11.- Calcula |im L
X X
Solucion:
3
. x-2
12.- lim 3-%
X—2
Solucién: e
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13.- |im

X—0

4)(3-6)(2 ; x2+1
4x2-1 X

Solucioén: —E
2

x2+1 3x
14.- lim

X—>00 X2+X

Solucion: e

1-x-1

15.- |im

x—0

Solucioén: —1
2

. 2+x)%-4
16.- |Im(—)

x—0
Solucién: 4

o (2+x)
17.- lim ( ]
x—0\ X+ 1

Solucion: 1

o AX -2
18.- lm ———
x—>2 X-2

V2

4

19- lim (Wx?+x-X)

X—00

Solucién:

Solucién: l
2

1
o (1+x\x1

x—1

Solucion: JE

21- §im Vi+x-1
C x504-x-2
Solucioén: -2

Halla las asintotas de las siguientes funciones:

X1
22.-f(x)=—=
() ol

Solucion: AV: x=-1 AH: y=1, AO: No tiene
2% 2

x2-4x+ 4
Solucion: AV: x=2, AH: y=1, AO: No tiene

23.- f(x) =

3

[EEN

24.-f(x) = 2

x
[EEN
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Solucion: AV: x=-1, AH: No tiene, AO: y=x

25.- () = —
X

Solucién: AV: x=0, AH: y=0, AO: No tiene

1

26.- f(x) =—
(x) 1

Solucién: AV: x=1, AH: y=0, AO: No tiene
27100 = X1

x1
Solucién: AV: x=1, AH: y=1, AO: No tiene

x2-6x+ 8
28.- f(x) ==———

x4

Solucién: AV: No tiene, AH: No tiene, AO: y=x-2

29.- f(x) =

x3-1
2

Solucién: Asintotas verticales: x=/2 , x=-+/2 ; Asintota oblicua: Yy =X

1
30.- f(x) =—
() 1
Solucion: AV: x=1, AH: y=0, AO: No tiene
4.
31.- f(x) = X—ll
Solucion: AV: No tiene, AH: No tiene, AO: No tiene
2
32.- f(x) = X2+1
x<-1

Solucién: AV: x=-1, x=1: y=1, AO: No tiene

VxZ+X

33.-f(x) =—,
X
Solucion: AV: x=0, AH: y=-1,y=1, AO: No tiene.

3
34.- f(x) = =X
0=

Solucion: Asintotas verticales: x=2, x=-2; Asintota oblicua: y=x.

x2—3x+3
x> —4
Solucién: AV: x=-2,x=2, AH: y=1, AO: No tiene

35.- f(x) =

36.-y =g
Solucion: AV: No tiene, AH: y=0, AO: No tiene
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TEMA 3

3.- CONTINUIDAD DE FUNCIONES
3.1.- FUNCION CONTINUA

1.- Continuidad en un punto

Una funcién y = f(x) se dice que es continua en un punto de su dominio X = a si:

Ve>0,38>0, tal quesi 0<| x—a|<d = |f(x)-f(a)|<e

e  Silafuncién esta definida en un entorno de a se cumple que:
lim f9 =1(a)

X—a

por lo tanto, cuando haya que estudiar si una funcién es continua en x = a seguimos los
siguientes pasos:
1) Awveriguamos si la funcion esta definidaen x = a

2) Estudiamos si existe [im f(X) (deben existir los limites laterales y coincidir)
X—a

3) Comprobamos si ambos valores coinciden: [im f(¥) = f(a)

X—>a

e Siuna funciodn esta definida sélo en un punto a, entonces es continua en dicho punto.

e Siuna funcion es continua en un punto a, entonces existe el limite en dicho punto, salvo
gue sea un punto aislado.

2.- Teoremas de continuidad en un punto

Teorema de conservacion del signo

Si una funcién es continua en un punto a y f(a) = 0, entonces existe un entorno de a en el que
y=f(x) tiene el mismo signo que f(a).

Teorema de acotacion

Si una funcion es continua en un punto a, entonces existe un entorno de a en el que f esta
acotada.

3.- Continuidad en un intervalo

e Una funcidn es continua en un intervalo (a, b) si lo es en todos y cada uno de los puntos de
dicho intervalo.

e Una funcidn es continua en un intervalo [a, b] si lo es en todos y cada uno de los puntos de

(a,b) ysecumple que fim f¥ =f(@)y lim f® =f(b).

Xx—a* X—>b
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EJEMPLOS

1.- Dada la funcidén f: R —» R definida de la forma
-x2+1 six<0

f(x)= < x?+1 si0<x<1,
2x+1 sil<x

Halla los puntos en los que es continua.

Resolucion:
Para que f sea continua basta que lo sea en los puntos x =0y x = 1, ya que
antes y después las ramas son funciones polinémicas.

e Enx =0, tenemos que f(0) = 1. Hallemos los limites laterales:
lim ¥ = lim (x*+1) =1

X—0" Xx—0
im f® =lim (x*+1) =1
x—0" x—0

Es continua ya que coinciden los limites laterales en x = 0 y el valor de la
funcién.

e Enx =1, tenemos que f(1) = 2. Hallemos los limites laterales:
im f® = lim (x*+1) =2

X—1 X—1
lim f® = lim @x+1) =3
x—1" x—1

No es continua ya que no coinciden los limites laterales.

Luego es continua en R-{1}

2.- Estudiala continuidad de la funcién f: R — R definida por
f(x) = | 2x-|3-2x]|

y represéntala graficamente.

Resolucién:
Escribimos la funcion y = f(x) como funcién definida a trozos, eliminando el
valor absoluto:
3-2x six<3/2
|3-2x|= .
2% 3six>3/2
|2X—3+2X| si x<3/2 _ {|4x-3| si X <3/2

|2x-]3-2x]|| = ] = )
| 2x-2x +3| si x>3/2 3 six>3?2

Siendo 4x-3 =0 en x :% <§. Nos queda:

3-4x si x<3/4
f(x) =|2x-|3-2X]|| = 4 4% 3 si 3/4<x<3/2
3six>3/2

Es una funcion continua por ser una funcion polinémica en
3 33 3
—0,— |U| —,— |U| —, .
4 42 2
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Averigiiemos la continuidad en los puntos de solapamiento:

° En x = g
4
. 3
lim B-4X =0=f| —
x—3/4 4
lim (43 =0
x—3/4%

. 3
es continua en 7

e Enx= §
2
lim @x3 =3 N ‘
X—3/2 |
||m 3=3= f(é] T i
x—3/2* 2 }
|

. 3
es continua en R

3/4 372

Por lo tanto es continua en todo R.

La gréfica es la de la figura, siendo la unién de tres segmentos que pasan por

los puntos (0,3) y ( %O] X ( E,oj y [ %3) y la dada pory = 3.

4

3.- Halla el valor del parametro a para que la funcién

-v2 gix <
f(x) = 1-x ,S.IX_l
X+a, six>1

sea continua en todo Ry realiza un esbozo grafico de dicha funcién.

Resolucioén:

Como es una funcién definida a trozos
en R y ambas ramas son polinémicas,
sera una funcion continua, salvo en los
puntos de solapamiento. -

5 =1x%
El punto de solapamiento es x = 1: /

lim f® =lim (1-x%=0.

X—>1 X—1

[im f® =lim (x +a) = 1+a.
X—1

x—>1"

Como f(1) = |im (1-x® = 0, para que
X—1
sea continua:
l+ta=0=a=-1
La representacion grafica es la dad por dos ramas:
Una parébola convexa de vértice V = (0,1)
Una recta de pendiente 1 y que corta al eje de ordenadas en el punto (0,1).

Se obtiene la figura anterior.
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4.- Sea la funcion
x+1 six<0
f(x) =< ax+b si0<x<1
3x six>1

determina ay b para que y = f(x) sea continua.

Resolucion:

Como es una funcién definida a trozos en R v y las ramas son polindbmicas,
sera una funcién continua excepto en los puntos de solapamiento. Los puntos
donde puede haber problemas son x=0 y x=1:

e Xx=0
lim f9 =lim (x+1)=1.
X—>0 x—0
[im f® =1lim (@x+b)=b.
Xx—0" x—0

Al ser f(0) = |im (x +1) = 1, para que sea continua obtenemos b = 1.

X—0
° Xx=1

lim f9 =lim (ax +1) = a+1.

X1 x—1

lim f®) =1lim 3x=3.

X —>1* Xx—1

Como f(1) = [im 3x = 3, para que sea continua a+1 =3, obtenemos a=2.
X—>1

Por lo tanto f es continua en todo R paraa=2yb =1.

5.- Averigua si la funcién

J1-%2, 0<x<1
J1-(x-2)?, 1<x<2

es continua

f(x) =

Resolucion:

Como es una funcién definida a trozos en [0,2] y ambas ramas son raices

cuadradas de polinomios, serd una funcion continua, salvo en el punto de

solapamiento, xo = 1. Se debe cumplir que |im (¥ = lim X = f(1), es decir:
X1 x—1"

lim f9 = Il'mlxll-x2 =0 =1(1)

X—=>1
lim f® = lim y1-(x-2)2=0
X —>1* x—1

por lo tanto es continua en [0,2].

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Demuestra que la funcidn f es discontinuaen x =0

X+1,-1<x<0
f(x)=
-X, 0<x<1
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2.- ¢Cuanto ha de valer a para que la siguiente funcién sea continua?.
_ | xP+ax six<2
{ a—x2 six>2 l

Solucién: a=-8

3.- ¢ Cuanto ha de valer a para que la siguiente funcion sea continua?.
_ e six<0
X+2asix>0

Solucion: a :%

4.- Halla a y b para que la siguiente funcidn sea continua.
fx) = X+1 si x<2

60 = {B-ax2 si x>2°
Solucién: a=0

5.- Si f es una funcion que cumple |f(x) | |<|x| para todo x, demuestra que:
(1) f(0) = 0.
(2) fes continuaen 0.

6.- Estudia la continuidad de la funcién f(x) = men[ij . Redefine dicha funcion para que sea
X

continua en R.
Solucién: No es continua en x=0.

1 .
xen|—| si x=#0
f(x) = [Xj
0 si x=0

7.- Representa la funcion y =| x+3|+| x—1|—| 2x—4/|. ¢Es continua dicha funcion?.
Solucion: Es la funcion
-6 six<-3
2x si-3<x<1 | .
f(x) = . . Si es continua.
Ix -2 sil<x<2

6 six>2

8.- Halla a para que las siguiente funcion sea continua.

2
xrax+l si x=1
y= x1
1 six=1

Solucion: No es posible

9.- Calculad a, b y ¢, para que sea continua la funcién:
lx-g six<1
2 5
f(x)=J ax+3 sil<x<2
X+b si2<x<5
c si5<x
24 1

Solucién: az-ﬁ b=-=" ==
10 5 5
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3.2.- CONTINUIDAD DE FUNCIONES.

1.- Continuidad de funciones elementales.

Las funciones elementales son continuas en su dominio, es decir:

Constantes son continuas en R..

Lineales son continuas en R..

Polindmicas en general son continuas en R..
Exponenciales a*, a* son continuas en R..
sen X y cos x son continuas en R..

Lx y logax son continuas en (0, ).

/X son continuas en [0, o).

2.- Operaciones con funciones continuas

Las operaciones con funciones continuas en un punto x = a dan lugar a una funcion continua en
dicho punto, siempre que tenga sentido la operacion (el cociente de dos funciones continuas en
X = a puede no estar definido en dicho punto).

Suma de funciones:

Si f y g son dos funciones continuas en un punto x = a su suma f(x) +g(x) es una funcion
continua en dicho punto

Diferencia de funciones:

Si f y g son dos funciones continuas en un punto X = a su diferencia f(x) - g(x) es una
funcion continua en dicho punto

Producto de funciones:

Si f y g son dos funciones continuas en un punto x = a su producto f(x) . g(x) es una
funcion continua en dicho punto

Cociente de funciones:

\ . . . f(X) .
Si f y g son dos funciones continuas en un punto X = a su cociente T es una funcién
aiX

continua, salvo que g(a) = 0.

Producto de una funcién por un nlimero:

Si f es una funcidn continua en un punto x = a su producto por un nimero a . f(x) es una
funcidn continua en dicho punto

Composicién de funciones:

Si f es una funcion continua en x = a 'y g es continua en f(a), su composicion (g o f )(x) es
una funcién continua en x = a.
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EJEMPLOS

1.- Determina dénde es continua la funcién f(x) = x?+sen x
Resolucion:

Es continua en R, ya que las funciones x2 y sen x lo son.

2.- Determina dénde es continua la funcion f(x) = x2. sen x
Resolucion:

Es continua en R, ya que las funciones x? y sen x lo son.

3.- Determina dénde es continua la funcién f(x) = 2x? - sen x
Resolucion:

Es continua en R, ya que las funciones x2 y sen x lo son.

: . : ., senx
4.- Determina dénde es continua la funcién f(x) =

Resolucién:
Es continua en R - {0} pues las funciones x2 y sen x lo son en R y x2 se anula
enx=0.

EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Demuestra que la funcién f(x)=x2+2x-1 es continua en R.

2.- Halla donde es continua la funcion y = tg x.
Solucién: R - {@/ ne Z}

3.- Indica donde es continua en funcion:

1
9 = sen(x)

Solucién: R—{nz/neZ}

4.- Indica si es continua en x = 0 la funcién:
X

f(x) = ‘*7

Solucién: No, ya que los limites laterales son distintos.

5.- Estudia la continuidad de la familia de funciones
eX

f(x) =
) x%+a

segun los valores del parametro a.
Solucién:

Si a>0 la funcion es continua en R.
Sia=0 la funcion es continua en R-{0}.

Si a<0 la funcién es continua en R.- %\/; \/_a}
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3.3.- DISCONTINUIDADES
1.- Definicion

Una funcién es discontinua en un punto x = a cuando no existe el limite en dicho punto o no
coincide dicho limite con el valor de la funcion (si esta definida en el punto).

2.- Tipos

Evitable /\

La discontinuidad es evitable cuando existe
limite en el punto x = a.

El limite se llama verdadero valor de la
funcion en dicho punto.

Inevitable
La discontinuidad es inevitable cuando no existe el limite de f en x = a.
e 12especie (de salto)

La discontinuidad es inevitable de
12 especie si los limites laterales

existen y son distintos pero finitos § i 1Y

(la diferencia entre ambos limites | /
se llama salto de la funcion en

dicho punto) o bien alguno de ellos

0 ambos valen infinito (en tal caso
el salto es infinito).

e 2%especie (esencial)

La discontinuidad es esencial
cuando no existe alguno de los
limites laterales. |

Un ejemplo sencillo es, tal como se
ve en la figura:

sen(i) enx=0. i
X

EJEMPLOS

1.- Calcula a para que la funcion

_ 3x-4
)= e ox-4

sea discontinua en x = 2. Halla y clasifica todas sus discontinuidades.
Resolucion:

Para que sea discontinua, al ser un cociente de polinomios, el denominador ha
de anularse:
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(28)+a(2?) +8(2)-4=0=> 20+4a=0= a=-5
quedando
3x 4
fxX)= ——.
) x3-5x%2+8x 4

Los otros puntos donde se anula la funcién se hallan pos la Regla de Ruffini
obteniéndose x=1y x=2.

. En x = 1 tenemos:

i 3x 4 -
AL X35+ 8% 4
3x 4

Im ——— =+
X—1" X3'5X2+8X' 4

Discontinuidad inevitable de 12 especie con salto infinito.

. En x = 2 tenemos:

i 3x 4 o
Ay X3-5x2+8x 4
3x4

lim

x5t X2 -5x? +8x% 4

Discontinuidad inevitable de 12 especie con salto infinito.

2.- Una funcién y = f(x) tiene la
grafica siguiente:

a) ¢Cual es su dominio?

b) ¢Dénde es continua y doénde
discontinua? T /‘

¢) Halla: lim f(¥) y lim f(x) 3

x—1 X—2"

d) ¢Es inyectiva? ¢ Es suprayectiva?
e) ¢Estéd acotada?

0

Resolucién:

a) Observando la grafica obtenemos que su dominio es:
D = (-0,-2)U(-2,2)U(2,+ ©)

b) Observando la grafica obtenemos que es continua en:
C=(-0,-2)U(-2,-1)U(-1,2)(2,+ )

Los puntos de discontinuidad son:
x = -2, de salto infinito

x = -1, evitable

X = 2, de salto infinito

¢) Los limites son:

lim f® =0
X—1
lim f(9 =+
X—2"

d) No es inyectiva, ya que existen valores con la misma imagen, en contra de
que para cada valor de f(x) exista Unicamente un valor de la variable
independiente que se aplique en él.
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Si es suprayectiva ya que su recorrido es todo R, tal como se observa en la

figura.

e) No esta acotada superior ni inferiormente.

3.- Dada unafuncién f cuya grafica es:
a) Halla su dominio y su recorrido

b) Indica en qué puntos es discontinua
y qué tipo de discontinuidad presenta
en cada uno de ellos.

c) Obtén la expresion analitica de
dicha funcion.

Resolucion:

a) Observando la grafica obtenemos el
- Dominio: R

- Recorrido: {-1}u(0, )

b) Observando la gréfica obtenemos que es continua en:

C = (-0, )U(1, 3)U(3,+ x)

Los puntos de discontinuidad son:
x = 1: inevitable de salto finito
X = 3: inevitable de salto infinito.

c) La expresion analitica es:

2six<1
f(x)=1{-1si1<x<3

Lsix>3
X-3

4.- Una funcion y = f(x) tiene la
grafica siguiente:

a) Calcula el dominio y recorrido de f
b) Intervalos de monotonia

c) Extremos relativos

d) Asintotas, si las posee

e) Calculalos siguientes limites:

lim f6). lim f®) . lim fX)

X —> =00 X—>-2" x—>-2*
liMmfe) . limf(), lim ()
X—-1 X—0 X— +oo

f) Estudia su continuidad y clasifica
sus discontinuidades

Resolucion:

a) Observando la grafica obtenemos que su dominio es:

D(f) = R-[-1,0,2}
Im(f) = R

b) Es creciente en (-o,-2)u(-2,-1)u(-1,0)
Es decreciente en (0,2)u(2, «)
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¢) No existen extremos relativos ya que en x=0 donde se podia alcanzar no
cumplen las condiciones de extremo, pues no esta definida en él.

d) Asintotas verticales en x=-1 y x=2
Asintota horizontal a la derecha en y=1

e) lim f® =-o, lim f® =1, lim f®¥ =2

X—>-o X—>-2" X—>-2"
lim f =-o, [im f® =1, im f(} =1
X—>-1" Xx—0 X —> +00

f) Observando la gréafica obtenemos que es continua en:
C = (-0,-2)u(-2,-1)u(-1,0)u(0,2) (2, )

Los puntos de discontinuidad son:
X = -2, de salto finito

x = 0, evitable

x =-1yx =2, de salto infinito

5.- Pon un ejemplo de una funcién que tenga dos discontinuidades de
distinta naturaleza (evitable, no evitable).

Resolucién:
x-1

Tomamos f(x) = —————, las discontinuidades son:
x“-4X+3
e Discontinuidad evitable en x = 1, pues:

lim 09 :-é

x—1

e Discontinuidad inevitable en x = 3, pues no tiene limite en x = 3, siendo sus
limites laterales

x1 1
im f® = lm ——= = lim — =
X3 xog D0 3)  xoz %3

X 1
im f® = lim ————% = lim —— =t
x—3" xo3t (D 3) o %3

6.- Estudia la continuidad de la funcién f(x) = sen(l] en x=0
X

Resolucién:

Es una discontinuidad esencial ya que !

no existe

=)

lim sen —1,

x=>0° X | | | |
\ \ \ \

puesto que la funcién oscila en los 4 0.2 0,2 0.4

alrededores del cero tomando valores

comprendidos entre -1 y 1, es pues

oscilante, tal como se ve en la figura -1

adjunta.

EJERCICIOS PROPUESTOS
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1.- Halla los puntos de discontinuidad de la funcion f(x) = x RN

y di si en alguno de
X-2 x%-x

ellos la discontinuidad es evitable.
Solucién: Discontinuidad evitable en x=0, discontinuidad inevitable en x=1y x=2.

x-3

2.- Estudia la continuidad de la funcion f(x) =

Solucion: Continua salvo en x= 0, en el que presenta discontinuidad inevitable con asintotas
convergentes.

3.- Demuestra que la funcion

x+1, -1<x<0
f(x)=

-% 0<x<1
es discontinuaenx =0

4.- Indica si la siguiente funcién tiene algin punto de discontinuidad:
x-1si x<1

f(x) = { x>-1 si 1<x<2
x2 si x>2
Solucion: x= 2, inevitable con salto finito de valor 1.

5.- Indicar si la siguiente funcion tiene algin punto de discontinuidad:
x+1 si x<3

f(x)= 4 x? si 3<x<4
0 si x=4
Solucion: x= 3, x=4 inevitable son salto finito

6.- Estudia la discontinuidad de la funcién

3x2-9
f(x) = enx =43
x-3

Solucién: discontinuidad evitable, valor verdadero 6 \/5

7.- Prueba que la funcién
x%-1

fx)= ———.
) x3+7x 8

no es continua en x=1 e indica que tipo de discontinuidad presenta en dicho punto.
Solucion: evitable

8.- Estudia la continuidad de la funcién

fx) = =

X

Extiende la definicién a todo R, de modo que sea continua.
Solucién: en x= 0 discontinuidad inevitable de salto finito. No se puede extender.

9.- Halla los puntos de discontinuidad de las funcion siguiente y clasificala:
f(x)=- 1
X

Solucién: en x=0 discontinuidad inevitable con salto infinito
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3.4.- TEOREMA DE BOLZANO Y VALORES INTERMEDIOS

1.-Teorema de Bolzano.

Sea y = f(x) una funcion real de variable
real, continua en el intervalo [a, b] y tal que
toma valores de distinto signo en los
extremos del intervalo, entonces existira un
punto ¢ ¢ (a, b) tal que f(c) = 0.

f escontinuaen[a, b]
(f(a).f(b) <0)

}: f(c)=0,ce (a, b)

2.- Teorema de Darboux.

El teorema de Darboux o de los valores %)

intermedios, dice que:

“Si y = f(x) es una funciéon continua en
[a, b], ftomara al menos una vez todos los k
valores comprendidos entre f(a) y f(b)”. fta)

Es decir si K es un valor comprendido entre
f(a) y f(b), f(a) < K < f(b), existira un valor
ce(a, b) tal que f(c) = K a c b

EJEMPLOS

1.- Lafuncioén

Ix]
f(x) = ,X=0
1,x=0

no corta al eje de abcisas en el intervalo [-1, 1]. ¢Contradice tal resultado
el Teorema de Bolzano?.

Resolucion:

Segun el Teorema de Bolzano la
funcion ha de ser continua en [a, b],
entre otras hipoétesis. La funcién valor
absoluto es x para valores positivos y -X
para valores negativos:

_i,x<0
I ) 4
== 1,x=0
X

X
—, x>0
X

Asi pues la funcion f queda:
x) = -1, x <0
- 1,x>0

que, evidentemente, no es continua en cero; por lo tanto no contradice el
Teorema de Bolzano, ya que no cumple una de las hipétesis del teorema.
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2.- ¢Existira algun punto donde se corten las gréaficas de las funciones
y=e* ey =L(x)? Sitha el punto de corte (caso de que exista) con un error
menor de una décima.

Resolucion:

Si existe algin punto de corte entre
ambas graficas es porque en dicho
punto coinciden los valores de las
ordenadas y abcisas, es decir se

cumple que f(x) =g(x). Para demostrar = Lx
que eso ocurre basta construir la ,
funcién '

h(x)= eX - In(x)

y demostrar que se anula en algin
punto utilizando el Teorema de Bolzano

Si, por ejemplo, tomamos el intervalo [1,e], la funcién es continua en dicho
intervalo como suma de funciones continuas.

En los extremos los valores son:
gl)=et-In(1)>0

gle)=e®-In(e) = ie—l <0
e

Es decir que el punto de corte se sitia en el intervalo (1, e). Con exactitud de
una milésima basta considerar el intervalo [1,3; 1,4].

3.- ¢ Puede existir una funcién que cumpla las siguientes condiciones:
a) Esta acotada en [a, b],

b)f(a) <0y f(b) >0,

c) Vxeg[a, b] f(x) #0.

¢Contradice este resultado el Teorema de Bolzano?.
¢Y si se cambia la condicion (a) por la de ser derivable la funciéon?.

Resolucién:
e Si, por ejemplo la funcién
x) = -1 x<0
- 1 x>0

cumple las condiciones ya que esta

acotada en [a, b], f(a) < 0y f(b) > 0,

ademas no corta al eje de abcisas 1
tal como se ve en la figura.

Sin embargo no contradice el
Teorema de Bolzano ya que las
hipétesis de éste exigen que la
funcion sea continua, no acotada.

e Sise cambia la condicion a) por la de ser y = f(x) derivable (mas restrictivo
gue continua) si estariamos en las hipotesis del Teorema de Bolzano. Si
existiese tal funcién si contradiria el Teorema, pero no existe.
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4.- Estudia si existe algin punto de corte de las graficas de las funciones

y=x"-3xb ey= 25en[n—zxj.

Resolucion:

Si existe algun punto de corte entre
ambas gréficas es porque en dicho
punto coinciden los valores de las
ordenadas y abcisas, es decir se 1y =2 sentza
cumple que f(x) =g(x). Para demostrar
que eso ocurre basta construir la

funcion h(x) = x’-3x8 -2.sen(nx/2) y
demostrar que se anula en algun punto.

Si por ejemplo tomamos el intervalo
[2,3], la funcién es continua en dicho
intervalo como suma de funciones
continuas (monomios y senos). En los
extremos los valores son:

(42 e )
{2) A2l

Utilizando el Teorema de Bolzano podemos concluir que existe un punto

11 n
ce 55 en el que se cortan ambas graficas.

5.- Prueba que la grafica de la funcion f(x) =x sen x se corta con la de
gx) = % en algun punto. Sitda dicho punto. ¢En qué teorema se basa

este resultado?. Enuncialo.

Resolucién:

Como sabemos, por el Teorema de
Bolzano, si una funcién continua toma
valores de distinto signo en un intervalo,
existira algin punto interior de dicho
intervalo donde la funcion se anule.

¥y =Xsen x

Construyamos la funcion:
h(x)= f(x)-g(x)= xsenx-1/2

y=1/2

- Es continua en {%Tﬂ ya que es 6 T4

producto y suma de funciones continuas
enR.

-En %: h[’lj = TC__E <0
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Por lo tanto existe algin punto interior a dicho intervalo CE(%%J donde

h(c) = 0. En ese punto:

1 1
csenc-— =0=>csenc= —
2 2

es decir, f(x) y g(x) se cortan en (%%j por lo tanto queda resuelto el

problema.

6.- Si f es continua en [0,1] y verifica 0 < f(x) < 1, Vxe [0, 1], demuestra que
existe un ce(0,1) tal que f(c) = c.

Resolucion:
Construyamos la funcién auxiliar h(x)=f(x)-x, como h es la diferencia de dos
funciones continuas, h sera continua en el intervalo [0,1]

Como en los extremos se cumple:
h(0) = f(0) -0 = f(0) = h(0) >0
h(1)=f(1)-1<0

en ambos casos por ser 0 <f(x) <1

El Teorema de Bolzano nos dice que habrd un valor ce(0,1) tal que h(c)=0,
luego:
h(c) =f(c)-c=0= f(c) =c.

7.- Consideramos la funcién

f(x) = —— .
senx

Comprueba que en el intervalo {g%} cumple la condicién

f (%Jf [4?”] < 0 y sin embargo no existe f(c) =0 en dicho intervalo.

¢;Contradice esto el Teorema de Bolzano?.

Resolucion:

El Teorema de Bolzano dice que "si y = f(x) es una funcion real de variable
real, continua en el intervalo [a, b] y con valores en los extremos del intervalo,
tales que f(a).f(b)<0, entonces existira un punto ce(a, b) tal que f(c) = 0".

Comprobemos que f (%)f [4?”) <0:
Z ﬁ 5 'y = x/sen(x)

f(zj = i = i = _ﬂ- >0

3 sen’” ﬁ 3V3 !

2 3 jAn/3
V4 A 3

4 3 3 8r !
fl — | = = - <0 i
( 3j sen® 3 3B

2 /\

por lo tanto es cierto.
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Comprobemos que f(c) = 0, para ce {%4?”} :

Sif(c)=0= —— =0=c=0.
senc

z 4z

pero Oe{s 3 } por lo tanto f(c) = O en dicho intervalo, como queriamos

demostrar.

No contradice el Teorema de Bolzano, porque no se cumple la segunda

N . . 4 .
hipétesis, ya que f no es continua en el intervalo {%?ﬁ} pues no es continua

en xo = 1, ya que en dicho punto existe una discontinuidad de salto:

X
lim f® = lim {—} =+o0
senx

X" X

7 — 7 X —
im f®=1lim | — | =
X—rt x -t [ SENX

8.- Dada la funcién f(x) = x3-6x?+11x-6, razona si f toma alguna vez el valor
5 cuando xe[3,4]

Resolucion:

Los valores en los extremos son:
f(3) = 3%-6.32+11.3-6 =0

f(4) = 43-6.42+11.4-6 = 6

Como f es continua en todo R, por ser
una funcién polindmica, en particular lo
serd en el intervalo cerrado [3, 4] y por
aplicacion del teorema de los valores
intermedios la funcion tomara todos los
valores comprendidos entre f(3) = 0 y
f(4) = 6, al menos una vez, en el
intervalo [3, 4].

5

Luego, al menos en un punto del PN
intervalo [3, 4] tomara el valor 5, es /
decir existe ae(3,4) tal que f(a) =5

9.- ¢ Alcanza la funcion f(x) = 5
2 +senx

el valor 2 en el intervalo (O,gj? Justifica la respuesta y halla el valor
donde se alcanza, caso de ser posible.

Resolucion:
Es una aplicacion del Teorema de los valores intermedios, ya que si f es

continua en {O, ﬂ y 2 es un valor comprendido entre f(0) y f(gj , existira un

valor ce [0, g} tal que f(c) = 2.
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La funcion f si es continua, ya que es un cociente de funciones, siendo la
funcion denominador siempre positiva (|sen ){<1); por lo tanto basta

comprobar los valores extremos:

f(0) = g f[%j :%

5 5
Como §<2<§, estamos en las z y=5/[2+sen(x)]

condiciones del Teorema, luego existe
el valor ¢ buscado. 3

Su valor sera:
0 /
5 1 o 2

2= ——— > senc= - =>Cc= —
2+senc 2 6

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Demuestra que la ecuacion

X cosg +15senx =15

tiene alguna raiz real.

2.- La funcidn y = tg x toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [n/4,37/4] v,
sin embargo, no se anula en él. ;Contradice esto el Teorema de Bolzano?
Solucién: No lo contradice, ya que no es continua en el intervalo

3.- Prueba que la siguiente ecuacion tiene alguna solucion real.
133
X0+ — 5" 70
1+x“+sen”X
Solucién: esta en (-1, 0)

4.- Demuestra que existe un ndmero real tal que sen x = x-1
Solucién: esta en (1, 2), teorema de Bolzano.

5.- Demuestra que la ecuacion x5-5x-1= 0, tiene, al menos, tres raices reales.
Solucion: estan en los intervalos (-2,-1), (-1,0) y (1,2)

6.- Enuncia el Teorema de Bolzano y utilizalo para demostrar que todo ndmero positivo, a, tiene
una raiz cuadrada.

7.- ¢Es cierto que una ecuacién polinémica de grado tres tiene al menos una raiz real?. Razona la
respuesta e ilustra la situacion con un ejemplo.

8.- ¢Se puede afirmar que la ecuacién sen x+2x-1=0 tiene al menos una raiz real? Si es asi,
halla un intervalo en el que se encuentre dicha raiz y aproximala hasta las décimas.

Solucién: Si, [0,4; 0,5].

9.- Si y = f(x) es continua en [1,9] y ademas (1) = -5, f(9) > 0 ;podemos decir que la funcién
g(x) = f(x)+3 tiene un cero en el intervalo [1, 9]?

Solucion: Si

10.- Demuestra que la ecuacion x = cos X, tiene una solucion real.
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3.5.- TEOREMA DE WEIERSTRASS

1.- Teorema de acotacién en un intervalo cerrado

Sea f una funcion real de variable real, continua en el intervalo [a, b]; entonces esta acotada en
dicho intervalo.

2.- Teorema de Weierstrass

Si y = f(x) es una funcion real de variable
real continua en el intervalo [a, b], entonces
la funcion alcanza el maximo, M, y el
minimo absolutos, m, en dicho intervalo.

EJEMPLOS

1.- La funcién, cuya gréafica es la de la figura, esta acotada en el intervalo
[1, 4]; sin embargo no es continua en dicho intervalo. ¢Contradice este
hecho el teorema de acotacion?

Resolucién:
El teorema de acotacion en un intervalo
cerrado sélo asegura la acotacion de f si
es continua.

No impide que dicha funcion pueda \///
estar acotada en otras circunstancias, [T TTTTTTTTTTTTTTRTTTTTTTETTTTTTTTTOOT
tal como se ve en la gréfica.

2.- Se considera la funcién
1
f(x) 1
definida en el intervalo (1,2].
a) ¢Estéd acotada en dicho intervalo?
b) ¢ Tiene algin maximo o minimo absoluto?
¢) ¢Contradice este resultado el teorema de Weierstrass?.

Resolucién:
a) No estd acotada superiormente ya
que [im f(x) =c.

x—>1*

Si estd acotada inferiormente ya que,
por ejemplo, 1 es una cota inferior,
puesto que Vxe(1,2], f(x) > 1. |

1/(x-1)
b) Si, tiene un minimo absoluto, ya que
el infimo se alcanza en 2, que
pertenece al intervalo.

No tiene maximo pues no esté acotada superiormente.

¢) No lo contradice, pues no es continua en un intervalo cerrado, sino en (1,2].
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3.- Se considera la funciéon f(x) = E(x) definida en el intervalo [0,3].
¢Verifica las hipo6tesis del teorema de Weierstrass?. ¢Esta acotada en
dicho intervalo? ¢Alcanza el maximo y el minimo en ese intervalo?
¢sContradice este resultado el teorema de Weierstrass?.

Resolucion:

La funcion f no verifica las hipotesis del
teorema de Weierstrass ya que no es
continua en el intervalo [0, 3]. Tal como E i 4
se ve en la figura los puntos de abscisa

x =1, x =2y x = 3 tiene discontinuidad

de salto finito. 1

Si estd acotada tanto superiormente
(cota 3) como inferiormente (cota 0).

(O S

Si alcanza el maximo en (3,3) y alcanza el minimo en todos los puntos del
intervalo [0,1) y vale 0.

No contradice este resultado el teorema de Weierstrass (cumple la tesis aun no
cumpliendo la hipétesis) lo contradiria en caso contrario.

4.- Lafuncién
f(x) =tg x

no tiene maximo absoluto en [0, ©]. ¢ Contradice este hecho el teorema de
Weierstrass?.

Resolucién:
T
No lo alcanza ya que en x = & se

verifica que:
lim (9 =+

X—=7l2

lim () = -0

X—=>7/2"

luego no se alcanza ni el maximo ni el
minimo absolutos en el intervalo
considerado.

No contradice este resultado el teorema de Weierstrass, ya que no es continua
en el intervalo [0, .

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Se considera la funcion
1

fx)=——

() 3

definida en el intervalo (3,7), ¢Esta acotada superiormente?, ;Contradice este resultado el
teorema de Weierstrass?. Enuncia dicho teorema.
Solucién: No esta acotada superiormente. No contradice el Teorema.

2.- (Esta acotada la funcion f(x)= 2/x en el intervalo (0,1]?. ¢ Tiene maximo y minimo?
Solucion: Acotada inferiormente, no superiormente. No existe maximo y si existe minimo.
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3.- Sea f una funcidn de la que se sabe que

()3 -5l -2

Si f es continua en el origen ¢cuanto vale f(0)?
Solucién: 0

4.- Si f es continua en x=5 y f(5)=3, razonar si las siguientes afirmaciones son o no ciertas:
a) y = f(x) esta acotada en su dominio

b) Existe E(5,r) tal que f(x)>0

c) Existe E(5,r) tal que f(x)<0

d) No podemos asegurar nada ya que desconocemos la expresion de f(x).

Solucidn: b) cierta, a), ) y d) falsas.

5.- ¢Son ciertas las siguientes proposiciones?

a) Toda funcion acotada en R es continua en R.

b) Toda funcién continua en R es acotada en R.

Razona las respuestas, en caso negativo, pon un ejemplo.
Solucion: Son falsas ambas.

6.- ¢Son ciertas las siguientes proposiciones?

a) Toda funcién continua en [a, b] esta acotada en (a, b).

b) Toda funcién continua en (a, b) esta acotada en (a, b).

¢) Toda funcion continua en [a, b] alcanza el maximo y minimo en (a, b).
Razona las respuestas, en caso negativo, pon un ejemplo.

Solucion: a) cierta, b) y c) falsas.

7.- ¢Es continua la funcion

f(x) = %

en el intervalo cerrado [0, 3]. ¢Y en el intervalo [1, 3]? ¢Esté acotada en estos intervalos?
Solucién: No. Si. No esté acotada en [0,3]. Sien [1,3]

8.- Se considera la funcion
3

fx) = —

() vy

definida en el intervalo (-2,2). ¢Es continua en todos los puntos de dicho intervalo? ¢Contradice
este resultado el teorema de Weierstrass?.

Solucion: Si, No.

9.- Se considera la funcion

) = %

definida en el intervalo (-0,5]. ¢Cumple las hipétesis del teorema de Weierstrass?. Determina si
esta acotada superior o inferiormente, y si tiene un maximo o minimo.
Solucién: No, No. No.

10.- Se considera la funcién

0six=0
f(x) =
e 1six:«tO
X

definida en el intervalo [-0,5]. ¢(Cumple las hip6tesis del teorema de Weierstrass?. Determina si
esta acotada superior o inferiormente, y si tiene un maximo o minimo.
Solucion: No, No, Tiene minimo pero no maximo.
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3.6.- ACTIVIDADES DEL TEMA

1.- Se define una funcion de la siguiente forma:

0 sixeZ
f(x) = .
lsixgZ

Representa la funcién y di en qué puntos es discontinua.
Solucion: En todos los nimeros enteros

2.- Demuestra que
x2-4

f(x) = 2

es discontinua en x = 2. Halla una funcién que coincida con f en todo el dominio de f y sea
continua en x=2
Solucion:

x2-4

fx) =1 x-2
4 sji x=2

Si X#2

3.- Dada
x2+3X
X
f(x) = a six=0
2x+3 six>0

six<0

halla a para que sea continua en x = 0.
Solucién: a = 3.

4.- Hallaay b para que la siguiente funcién sea continua.

. Va
Senx si XS-E

y= < ax+ b si Tex<Z
2 2

. T
COSX slI ESX

Solucion: a = l b= l
b 2

5.- Dibuja la grafica de una funcién continua en R-{1,5}.

6.- Determina la constante a para la funcion:

2. ix <
f(x) = X< -ax S.IX 1
ax+ 3 six>1

Sea continua en x=1. Representa la funcion para este valor de a.
Solucién:a=-1

7.- Estudia la continuidad de la funcién
f(x) = men(ij enx=0
X

Solucién: en discontinuidad evitable.
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8.- Halla los puntos de discontinuidad de la funcion siguiente y clasificalos:

f(x) =

x%-3

Solucioén: en x:i\/é discontinuidad inevitable con salto infinito

9.- Si una funcion posee limite no finito en un punto ¢puede la funcién ser continua en dicho
punto?
Solucién: No

10.- Dibuja la grafica de una funcién que tenga una discontinuidad evitable en x = -2 y una
discontinuidad inevitable en x = 2.

11.- Representa una funcién que tenga una discontinuidad evitable en x = 0, una discontinuidad
inevitable de salto finito en x = +1 y una discontinuidad inevitable de salto infinito en x = 3.

12.- Representa la funcién
Xsix <-1

f(x) =4 x?-2si-1<x <1
Xsix>1

Estudia en qué puntos es discontinua y clasifica sus discontinuidades.
Solucion: Discontinua de salto finito en x=1.

13.- Dibuja la gréfica de la funcion:
x2 six<-1
f(x)= < x+1si-1<x<1
2six>1

Estudia la continuidad de f y clasifica sus discontinuidades.
Solucién: Discontinua de salto finito en x=-1.

14.- Dibuja la gréfica de la funcion:

eX six<0
f(x)=9 1 si0<x<2
X Six=>2

Estudia su continuidad y donde sea discontinua indica de qué tipo.
Solucidn: Discontinua de salto finito en x = 1.

15.- Dibuja una funcién acotada en [1, 3], tal que f(1) > 0, f(3) < 0 y no exista un valor
intermedio del intervalo (1, 3) tal que f(c) =0

16.- Dada la funcion

2.1six<1
fo)=1q"
eX-esix>1

a) ¢Cudl es su dominio?

b) Representa graficamente f.

¢) Estudia la continuidad de fen x =1,
Solucion: a) R, c)Continua

17.- Se considera en el plano la recta x=2. Encuentra dos funciones cuyas graficas admitan a

dicha recta como asintota y tengan distintas posiciones respecto de ella. Representa dichas
posiciones.
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18.- Calcula a para que la funcion

2x -4
fx) =24
) X2 +ax +2

presente una discontinuidad evitable en x=2. Estudia la continuidad de f, para este valor de a, en
todo R y clasifica las discontinuidades que presente.

Solucion: a=-3.

En x=1 es discontinua de salto infinito.

En x=2 es discontinuidad evitable con verdadero valor 2.

19.- Dibuja la grafica de la funcion:
x2 six<-1
f(x)=4q x+1si-1<x<1
2six>1

Estudia la continuidad de f y clasifica sus discontinuidades.
Solucién: Continua en R-{-1}. En x=-1 es discontinua de salto finito.

20.- Prueba que la ecuacion
tgx=x

. , . n 3n
tiene una raiz en el intervalo (E , 7)

21.- La funcién
y =1tg X - €COS X

- . . 3 .
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo ETR} y, sin embargo, no se

anula en él. ;Contradice esto el Teorema de Bolzano?
Solucién: No lo contradice, ya que no es continua en el intervalo

22.- Se considera la funcion
1

f(x)= —

) 2

definida en el intervalo [3, 5]. ;Cumple las hip6tesis del teorema de Weierstrass?. Determina si
esta acotada superior o inferiormente, y si tiene un maximo o minimo.
Solucion: Si, Si. m&ximo en x =3y minimo en x = 5.

23.- ¢ Es continua la funcion

() = il

en el intervalo cerrado [1, 4]. ¢Y en el intervalo [2, 4]? ¢ Esta acotada en estos intervalos?
Solucién: No. Si. No esta acotada en [1, 4]. Sien [2, 4]

24.- Se considera la funcion

f(x) = é

definida en el intervalo (-3, 3). ¢Es continua en todos los puntos de dicho intervalo? ;Contradice
este resultado el teorema de Weierstrass?.
Solucion: Si, No.

LIMITES Y CONTINUIDAD 90



GEOMETRIA

EJERCICIOSDE
GEOMETRIA

MATEMATICASII LOGSE

Antonio Lopez Garcia
Juan Fernandez Maese
Angeles Juarez Martin



GEOMETRIA



[ndice Tematico

Lim VECTORES ..o oottt ettt sttt sttt sn s s s s e e etetatetseneas 5
1.1.- VECTORES. OPERACIONES CON VECTORES.......c.ovviveieeeeeieeeseeesseessessesssesseesneeneen. 5
1.2.- PRODUCTO ESCALAR ... eeee s s s esess e ssess s s snesnees 9
1.3.- PRODUCTO VECTORIAL ..o sness s 12
1.4.- PRODUCTO MIXTO ..ooioeeeeeeeeveeee e en s sse s e 14
1.5.- EJERCICIOS DEL TEMA .....voivoieeeeseeeeeee e eseesee e ssess s snen 16
2-RECTASY PLANOS ..ottt ettt sttt an s sttt sesesesssnan s s 19
2.1- PUNTOSY VECTORES.......cooiteiieieeeeeeiseessessesseeesessess e eseesessee s s sseesse s s e 19
p 3 == o /X OO 22
2.3 PLANOS. ...t 27
2.4.- POSICIONES RELATIVAS DE DOSPLANOS.........ovoieeieeeeeeeeeeseeessese s 33
2.5.- POSICIONES RELATIVAS DE TRESPLANOS......co.oiveeeeeeseeeeeseeeeesee s 37
2.6.- POSICIONES RELATIVAS DE PLANO Y RECTA ....covoieeeieeeeeeeeeeeseseesees s 45
2.7.- POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS.....oeoveieeeeeeeeseeeeeeseeeeeseess e seeese s 52
2.8.- EJERCICIOS DEL TEMA .....ooooeeeieeeeeeeeeeeeeeeseeesees s ss s sness s 60
3.- PROBLEMASMETRICOS ...ttt ss s s sttt sesssssssnanannans 65
B.Lm ANGULOS. ... 65
B.2- DISTANCIAS ... 68
3.3.- APLICACIONES DE LASDISTANCIAS. .....veieeeeeeseeeeeeeeeseeees e seesee e e 72
3.4.- EJERCICIOS DEL TEMA ..o eeeeeeeeeeeesees s see e e snens 75
4.- LUGARES GEOMETRICOSY CONICAS.....cooiieeeeeeeeeeeereeeeee s 77
4.1.- LUGARES GEOMETRICOS ......veeeoeeeeeeeeseeseee e seeeese s se s se s sse s nnesnnes 77
4.2.- CIRCUNFERENCIA ...t eeee s seess s s ss s sn s ese s 79
e T = I =S OO 84
B4 HIPERBOLA ......cooooeeeeeeeeee e an s sn s sn e ene s nnenees 87

GEOMETRIA 3



45.- PARABOLA

4.6.- EJERCICIOS DEL TEMA ... .ottt sne e e

GEOMETRIA



TEMA 1

1.- VECTORES

1.1.- VECTORES. OPERACIONES CON VECTORES
1.- Vectores.

Un vector u es un segmento orientado que
se caracteriza por la longitud o médulo del
vector, la direccién o recta que lo contiene y
el sentido u orientacion de larecta.

=8

2.- Operaciones con vector es.

<1

Lasuma de dos vectores u y v esotro

vector u+v cuyo origen coincide con / —
el de u y su extremo con € de v, e o
situando éste en €l extremo de u.

El producto de un nimero | por un
Vector u es otro vector cuyo madulo es

el de U por & dd valor absoluto del i
nimero | , su direccién lade larectaque _ W ’

contiene a vector U y sentidoel de u —
s | >0 o€ contrario S es negativo.

3.- Combinacion lineal de vectores.

Un vector u es combinacion linea de otros s _

dados u1,uz,...,un S existen unafamilia de - -
escalares a,,..., a,l Rtaesque o et

- -~
z > -

n
ik VR L _ 8 - .
uU=4,u, +a,u, +..+a,u, = g a;ui v o
i=1

4.- Dependencia eindependencia lineal de vectores.
Un conjunto de vectores es linealmente dependiente o ligado s uno de ellos se puede expresar
como combinacion linea de los restantes. En caso contrario se dice que son linealmente

independientes o libres. El rango de un conjunto de vectores es el nimero maximo de vectores
de dicho conjunto linealmente independientes.

5.- Base de un espacio vectorial

Un conjunto de vectores {Gl, Gz,...,an} de V esun sistema generador s cualquier vector
de V se puede poner como combinacion lineal del sistema.
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Un conjunto de vectores B es base de un espacio vectorial V s se cumple que son
linealmente independientes y forman un sistema generador de V.

Labase canénica de R® es laformada por los vectores { (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.

Dimension del espacio vectoria V es €l nimero de elementos de unabase de V.

6.- Coordenadas un vector

Dado un vector u deV y unabase B = {Gl,ﬁz,...,an} , llamamos coor denadas de uenla

base B alos escalares que expresan U como combinacion lineal de los vectores de B:

- , - , - - o - ,\ -
u=a,u,+a,u, + aU, i Ui ay,..., &, Son lacoordenadas deu .
Si de un vector AB conocemos las coordenadas de su origen A = (ay,8,,...8,) Y SU extremo

B = (by,b,,...b,) las coordenadas de AB son (b, - ay,b,- a,,..,b,-a,)

7.- Operaciones con vector es expresados en coor denadas.

Lasuma de dos vectores u = (up,Uy,...,u, )y \7 =(Vy,Vy,...,V,, ) €sotro vector tal que:
U+v = (uy +Vvy,U, +V,,..., U, + V) con propiedades:

- Asociativa: U+(V+WwW) = (U+V)+w.

- Conmutativa U+V = V+U.

- Elemento neutro: u+0 =. U

- Elemento opuesto: u+ (- G) =0

El producto de un vector u= (uy,Uy,...,u,, ) por un nimero | esotro vector tal que:
| u= (é u,é u,,...,.8 ) con propiedades:
- Pseudoasociativa: (| n) u— I (mu)
- Elemento unidad: 1.u = u.
- Distributivas: (I +n)u =] u+mu y (G+\7)z| u+lv
El conjunto de vectores de V tiene estructura de espacio vectorial por cumplir las

propiedades anteriores respecto ala sumay el producto por escalares. El conjunto 5 ° posee
estructura de espacio vectorial.

EJEMPLOS

1-Suma(3,3,2)y (1, 1, -1)y efectta el producto de (2, 2, 3) por 3.
Resolucioén:

Para sumar vectores se suman las coordenadas correspondientes:

(3! 31 2) + (11 11 -1) = (3+1’ 3+1’ 2-1) = (4’ 4’ 1)

para multiplicar por un nimero se multiplican las coordenadas por el nimero:
3.(2,2,3)=(6,6,9)
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2.- Estudia la dependencia lineal de los vectores (4, 12) y (2, 6).

Resolucion:
Seran dependientes si podemos poner un vector como producto del otro por un
ndmero :

] 4=12a
(4,12) = a2,6) P { pa=1
1 2=6a 3

Lo que es cierto, ya que se cumplen ambas ecuaciones para el mismo valor

3.- Estudia la dependencia lineal de los vectores (1, 2) y (3, 4).

Resolucion:
Seran dependientes si podemos poner un vector como producto del otro por un
ndmero :

i 1=3a
1,2)=a(3,4) b i
CRELCRLE SN

Como no se cumplen ambas ecuaciones para ningun valor de a,ambos
vectores son independientes.

4.- Estudia la dependencia lineal de los vectores (3, 3, 2), (1, 1,-1) y (2, 2,3).

Resolucion:
Seran dependientes si podemaos escribir un vector como combinacion lineal de
los restantes:

(3,32)=a(1,1,-1)+b(2,2,3) P (3,3, 2)=(at+2b, a+2b, -a+3b)
i 3=a+2b

identificando componentes, queda : 3=a+2b
1,' 2=-a+3b

Con solucion a =1, b = 1. Por lo tanto el vector (3, 3, 2) es combinacion lineal
de los otros dos, y los vectores dados son linealmente dependientes.

5.- Estudia la dependencia lineal de los vectores (1, 2, 3), (2, 1, 3) y (1, 0,1).

Resolucion:
Seran dependientes si el determinante formado por los tres vectores es nulo:
123

2 1 3| =(1+6+0) -(3+0+4) =0
131
Por lo tanto los vectores dados son linealmente dependientes.

- )Qué reIaC|on debe eX|st|r entre a y b para que los vectores
u =(a,-3, 1), V =(3, b, 5), W (1, -4,3) sean linealmente independientes?

Resolucién:

Para que los vectores u, v y w sean linealmente independientes el
determinante formado por sus coordenadas ha de ser no nulo:
a -3 1

3 b 5| =(3ab-12-15) - (b —20a -27) = 3ab -b +20a
1 -4 3
Luego para que sean independientes: 3ab -b +20a ! 0
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7.- Prueba que los vectores (0, 1, 1), (1, 0, 1) y (3, 1, 0) forman una base y,
si es posible, calcula las coordenadas del vector (1, 2, 3) respecto de la
base anterior.

Resolucion:
Para que los vectores sean linealmente independientes el determinante
formado por sus coordenadas ha de ser no nulo:

011
1 0 1| = (0+1+1) - (0+0+0) =21 0
110

luego los tres vectores son linealmente independientes y como su nimero
coincide con la dimensién de 5 2 formaran una base de dicho espacio.

Para hallar las coordenadas de (1, 2, 3) respecto de la base anterior, debemos
expresarlo como combinacion lineal de la base:
(1,2,3)=a(0,1,1)+b(1,0,1)+c(,1,0)

operando e igualando componentes queda el sistema:

i b+c=1

i j b+c =1

ja+tc=2 b | b 2b=2bP b=1
Iph-c=

la+p=3 !

siendo los otros valores ¢ = 0, a =2, luego las nuevas coordenadas son: (2,1,0)

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Determina los valores a'y b para que € vector (1, 4, a, b) sea combinacion lineal de los
vectores (1, 2,-1,2) y (0, 1, 2, 1).
Solucién: a= 3, b= 4.

2.- Determina los valores a'y b para que € vector (a -2, 1, b) sea combinacion linea de los
vectores (1, 2, 3,4) y (-1, 0, -2, 3).
Solucién: a= 1, b= -10.

3.- Comprueba que los vectores (1, 1, 0), (1, 0, 1) y (0, 1, 1) son linealmente independientes.

4.- Demuestra que los vectores (1, a, b), (0, 1, ¢) y (0, 0, 1) son linealmente independientes para
cualquier velor dea, by c.

5.- Demuestra que los vectores (a, b) y (c, d) son linealmente independientes si y solo si
ad- bct 0.

6.- ) El vector (2, 1, 3, -7) escombinacion lineal delosvectores (1, 3,3,0)y (2,1, 5, 2)?
Solucién: No

7.- Se consideran los vectores (1, 1, 0), (1,0, 1) y (0, 1, 1)
a) Demuestra que forman una base de 5 *
b) Hallalas coordenadas de |a base candnica respecto de dicha base.

= 1 1 — 119 — 1119
Solucion: elzaé,—,-—g, ezzgé,-—,—g, e :a?—,—,—g.
€2 2 2g g2 2 2g

8.- Calcula € vector (a, b, c) sabiendo que es combinacion lineal de vectores (0, 1, 1) y (0, 2, 3)
yademasab+c=2,b+c=12.
Solucion: a=0,b=5,c=7.
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1.2.- PRODUCTO ESCALAR

1.- Definicion.

<y

El producto escalar de u = x Vv, 2y
v= (X, y', Z) esel nimero:

D.Q:|G|.|\7|cos(ﬁ,\7)

ey

Su expresion analitica en una base ortonormal es:
u.v = xx +yy +2z7
2.- Propiedades.

No negatividad:
Conmutativa: u.

<icl
|

Distributiva: u.(v+Ww) = UV +Uu.w
Pseudoasociativa: é(ﬁ.\?) =@ ).\7 = a.(év)

u.u=0b u=0

3.- Médulo de un vector. Vector unitario.

El médulo de un vector es el eﬂ:alar| u‘ :+\/u.u =+ x2+y?+ 22

Un vector es unitario s su médulo vale 1. Para hallar un vector unitario de la misma

direccion que uno dado Ut 0 bastamulti plicar dicho vector por € inverso de su modulo.

4.- Angulo de dos vectores. Ortogonalidad de vectores.

El coseno del angulo de dos vector es no nulos es

- -

- = u.v
cos(u,v) =

ul{v

Su expresion analitica en una base ortonormal:
XX & yy & zz¢

\/x2+y2+ 22.\/xq?+y¢2+ 2@

cos(u, v) =
Dos vectores no nulos son ortogonales si su producto escalar esnulo: u.v =0U .

5.- Proyeccién de un vector sobre otro.

La proyeccion de un vector U sobre otro v
es un vector con la direccion vV y cuyo
maodulo serd € producto escalar de ambos
dividido entre e moédulo del segundo:

- - - -

= u.v - _u.v=
|proyvu| =— b proy,u=-—-

- -

\' \'
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EJEMPLOS

1.- Dados los vectores U = (1, 2, 3)y V=(2, -1, 4) calcula: a) Su producto
escalar, b) El médulo de cada vector, c) El angulo que forman

Resolucion:
a) Producto escalar

U.v = 1.242.(-1)+3.4 = 12

b) Mddulo de cada vector

‘G‘ =+,12+22+ 2 =+4/14
= +4/22 +(-1)%+4% = +421

c) Hallemos el coseno del angulo que forman y, a partir de éste, dicho angulo:

u.v 12 2\/_ 22./6 0

cos(a,cl) = (u v) =arc cosé

\GHG‘ T maNa 7

<}

!Zl

2.- Halla la proyeccién del vector u= (2, -3, 4) sobre el vectorv = (1, 2, 2).

Resolucién:

3.- Comprueba si los vectores u :‘é%gg y V= (2, 1, 2) son unitarios.

(¢

Resolucion:
Para que un vector sea unitario su modulo debe ser la unidad:

- 3¢
‘ u‘ K +J0 +$?_9 +8§9 =1, es un vector unitario.
5g ebg

‘ 3‘ = +4/22+(-1)%+ 42 = ++/21 , no es un vector unitario.

4.- Encuentra un vector perpendicular a u= (2, -1, 4).

Resolucion:
Dos vectores no nulos son perpendiculares si su producto escalar es nulo. En

general se trataria de localizar un vector V = (X, y, z) que cumpla 2x -y +4z= 0.
Hay infinitas soluciones, por ejemplo: (1, 6,1), (2, 4, 0). En general (X, 2x+4z, z)
conx, zl 5

5.- Obtén un vector perpendicular a u= 3,-1,2)ya v = (1,0, 3).
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Resolucion:

Para obtener un vector w = (X, ¥, z2) que sea perpendicular a dos dados,
obligamos a que los productos escalares con cada uno de ellos sean cero:

uw =0p (3,-1,2).(x,y,2)=3x—-y+22=0

vw =0P (1,0,3).(x,y,2)=x+32=0

Obtenemos un sistema de dos ecuaciones homogéneas con tres incégnitas
3x-y+2z=0(
x +3z=0 %

. 3
El rango del sistema es 2, pues el menor
10

indeterminado. Pasamos una de las incégnitas al segundo miembro:
3X-y=-2z1Q
x=-3z %

1 0, luego es compatible

Este sistema tiene infinitas soluciones. Si fijamos z = 1 obtenemos x = -3,
y =7, es decir, el vector w = (-3, -7, 1) y en general w= (3|, -71,1)conIT 5.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dados los vectores U = (2,3,-6)y V= (6, -1, 0), calculalos médul os de ambos vectores,
su producto escalar y € coseno del angulo que forman

. - . - - ~ 9
Solucion: |u|: 7, |v|:+ 37,u.v =9 cosu,Vv) = ——
S('RY) e
2.- Dados |os vectores U = (2,3,-6)y V= (6, -1, 0), cacula:
a) Hallala proyeccion de u sobre v

b) Hallala proyeccion de v sobre u

. - 9 - 9
Solucion: @) proy,u = — (6,-1,0), b) proy,v = — (2,3,-6
) proy, 37( ), b) proy,, 49( )

3.- Comprueba si los vectores u= (1, 0, 0), v= (0,1,0y w= (O, 1, 0) son ortogonaes. Halla
sus médulos.

Solucion: Son ortogonales y sus modulos son: |G| =1, |\7| =1, |W| =1.
4.- Sean | G| =2, | \7|z 3,8 (a, \7) = 45E determinala proyeccion ortogonal de U sobre v
y la proyeccion ortogonal de v sobre u.

- _3/2-
—Uu.
4

Solucion: proyva = ?2\7, proy,v =

5.- Dados |os vectores U= 1,2,-1)y V= (-1, 2, 3), hallalos productos a) uu , b) vV y
) uv
Solucién: a) uu =6,b) v.v =14, C) uv =0.

6.- Hallael valor de aparaque V= (a 2, 3) seaortogona al vector u= (2, 3, -6).
Solucion: a= 6.
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1.3.- PRODUCTO VECTORIAL
1.- Definicion.

Dados dos vectores U= x v, 2 vy

=1
><
“l

v = (X, Y, Z), se define & vector producto
vectorial como un vector tal que su:

médulo: U.v = |G|.|\7|sen(a,\7)
direccion: perpendicular alade u y V.
sentido: € de un sacacorchos dextrégiro ke

gue gire desde U hasta v . -

u

Laexpresion analitica del producto vectoria en una base ortonormal es:

—_ —  —

& € &
- = y z|— |x z|— y|—
uxv =1| X Z| = € - e, + (S
y I N A VIR

x¢ y¢ z
2.- Interpretacion geométrica. P

El moédulo del producto vectorial coincide
con € é&rea del paralelogramo determinado

por los vectores u y v y las pardelas a
ambos vectores trazadas por sus extremos.

3.- Propiedades
Anticonmutativa: UXxv =-v Xu
Distributiva: GX(Q+W) = UXV+UXW
E(UXV) =&(U)XV = UX &(V)

uxé(),"ITR

EJEMPLOS

1.- Calcula el producto vectorial de u = (2,-3,1)y v = (-3, 1, 2).

Resolucion:

o le e e

Uxv =1{ , .3 1 =(-7,-7,-7)
-3 1 2

2.- Calcula algun valor de a para que el producto vectorial de los vectores
u = 1,2,a)y v = (1, a, 0) tenga la direccion del eje 0Z.

Resolucién:
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Para que el producto vectorial tenga la direccion del eje OZ las dos primeras
coordenadas han de ser nulas:

_ —  —

€ € €3
UXV =| 1 5 4| =& a a2)
1 a O

(-a% a,a2)=k(0,0,1)p a’=k0,a=k0,a2=k(1)p a=0.

3.- Calcula un vector unitario que sea perpendicular simultaneamente a
Uu=(2-31)yv=(312).

Resolucion:

El vector UXV sera perpendicular simultaneamente a ambos vectores:
e e e

uxv=| o, .3 4| =(7,-7,-7)

-3 1 2
Para que sea unitario obligamos a que su modulo sea 1. Como:
| GX‘7| = V(D272 +(7)2 =743

— uUxv _(7-7-7) &1 1 1
tomamos como vector: w = = =

T RCE NG

Q-0

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dados los vectores U = 3 1-)y v = (2, 3, 4), calculalos médulos de ambos vectores y su
producto vectorial

Solucion: |G| =11, M = 29, UxV = (7,-14,7)

2.- Cdculad producto vectoria de u= (1,7, -3) por V= (-5, 0, 4).
Solucién: uxv = (28, 11, 35).

3.- Dados los vectores w = 3-L,1y v = (1, 1, 1) halla d producto vectorial de ambos
vectores. Comprueba que es ortogonal a u y V.
Solucién: uxv= (-2,-2,4)

4.- Cdcula los vaores ay b para que (a, b, 1) sea ortogona a los vectores u = B, 20y
v =(2 2,-1).

Soluciéon: a=-1,b=

N w

5.- Dados dos vectores U y \7, comprueba que (G + \7) X (G -\7) =2UXV.

6.- Halla dos vectores unitarios que sean ortogonales a u= 2,-2,3)y V= (3,-3, 2.

®2 2 0 V2 2

5
Solucién; 6—,——,07, ¢ — -~= 07,
2 2 B 2 2 =
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1.4.- PRODUCTO MIXTO
1.- Definicion.

Dados tres vectores U = %y, 2, v= x,y,2)y W= (x",y", 2" sedefine e producto mixto
como e escalar:

[U, v, W] = U.(vXw)

Su expresion analitica en una base ortonormal es:
X y z

[L,v,w] = | x¢ y¢ z

x¢ y¢ z

2.- Interpretacion geométrica.

La interpretacion geométrica del producto /
mixto de tres vectores es & volumen del

paralelepipedo formado por los vectores u , v /

¥

y w y las pardelas a ellas por sus extremos. /

¥

3.- Propiedades.

—

Permutacion circular: [G,V,W] = [V, w,a] = [w,u,V]

— -

—

Transposicion: [U, v, w] = -[v,u,w] =-[u,w,v] = -[w,V,U]
Distributiva: [u +u,v,w] = [U,V, W] +[U, v, W]
Producto por nimero real: [éﬁ,V,W] = [G, éV,W] = [G,\_/:éW]: é[a,\_/@]

El producto mixto de tres vectores es nulo, s y solo s, los tres vectores son linealmente
dependientes (es decir coplanarios).

EJEMPLOS

1.- El vector ¢ es perpendicular a los vectores a y b, que forman un

angulo de 30°, si |G|:6, |\7| =3y |W| = 3, calcula [G,V,W].

Resolucion:
Aplicando la definicion del producto mixto:

[U,V,w] = [W,0,V] = W.(UxV) = |W|.|Gxx7|cos(0°) 6

—

[u,v,w] =[w,u,v] = w.(uxv) = |W|.|u xv|cos(180°)
ya que uxv esortogonala u y v, su direccion sera la de w, que es también

perpendicular a ambos. Si tiene el mismo sentido, el angulo determinado es 0°
y, si es de sentido contrario, 180°. Asi, queda:

[U,v,w] = |W| .|G xx7|(¢1 =+ |W| .|G xx7|sen(30°) = 16.3.3.% = +27
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2.- Calcula el producto mixto de U=(3,-7,4), Vv=(2,1,5y w= (7, 4, -2).

Resolucion:

Por aplicacion directa de la definicién:
3 -7 4

[U,v,W] =|2 2 5| =(-6+32-245) - (28+60+28) = -335.
7 4 -2

3.- Comprueba que los vectores u =(2, 2, 2), v = (3,1-1)y w= (-2, 1,4)
son linealmente dependientes:

Resolucion:
Para comprobarlo basta comprobar que su producto mixto es nulo:
2 2 2
[Uv,w] =| 3 1 -1| =(8+4+6) - (-4-2+24) =0
-2 1 4

5.- Determina los valores de a para los que son linealmente dependientes
los vectores U = 1, a, a), v = (a,l,ayw=(a,a 1)

Resolucion:
Los vectores son linealmente dependientes si su producto mixto es nulo:
1 aa

- — —

[uv,w] =|a 1 a|=2a*-3a°+1=0b a=16 a=

N

a al

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Calculad producto mixto de us= (2,1, 3), v= 1,2,3)y w= (-1,-1, 0).
Solucion: [G,V,W] =6

—

2.- Demuestralaidentidad [u+v,v,u+w] = [u,V,w]

3.- Sean U , v y W tres vectores tales gue sus madulos son iguales. Calcula los valores maximo

y minimo absolutos de su producto mixto.
-3 -3
Solucién: valor maximo | u| , valor minimo-| u|

4.- Dados los vectores U = (7,4, -5), v = (-2,5,-3), w=(0,7,4) y t = (8, 23, -19). Caculalos
productos mixtos: a) [G, V,W] , b) [G, 3, E]
Solucién: a) [u, v, w] =389, b) [u,V,1]=0.

5- Sean U, V y W tres vectores linealmente independientes. Indica cual producto mixto es

nulo: & [U+Ww, U-v,u+v+w],b) [u+w,v,u+Vv],c) [u- W,vV- W,w- U]

Solucién: &) No nulo, b) —[u,v,w] 0, c) Esnulo, d) 2[u, v, w]* O
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1.5.- EJERCICIOSDEL TEMA

1.- Determinalosvaloresay b para que e vector w = (a, 1, b, -5) sea combinacién lineal de los
vectores U =(2,1,0,4)y v = (-1, 1, -1, 2).
23

Solucién: a= g ,b=-—.
2 2

2.- Dados los vectores U = (1,1,0,m),, v = 3,-1,n-1)y w= (-3, 5, m, -4), hallalos valores
de my n para que dichos vectores sean lineal mente dependientes.
Solucion; m? -2,nt 1.

3.- Dados los vectores U = 2,1, 2y v = (6, -3, 0), hala un tercer vector w gque sea
lineal mente dependiente de los anteriores y ortogonal a u.
Solucion: (2a, -2a, -a)

4.- )Qué relacion debe exidtir entre ay b para que los vectores u = (& -3, 1), v= (3, b5y

W= (1, - 4, 3) sean linealmente independientes?
Solucion: 3ab—-b+ 201 0.

5.- Se consideran los vectores U = (-5, 2, 8, -16), v = (-5, 3, 17, -14) y w = (1, 1, 11, 6). Expresa
u como combinacion lineal de v y w.

Solucién: u = Z\?- E—SW
8 8

6.- Demuestra que los vectores u = (1, 1, 0), v= 1,0, 1)y W= (0, 1, 1) son linedmente
independientes y expresa el vector (1, 2, 3) como combinacién lineal de dichos vectores.

Solucion: (1,2, 3) = v +2w

7.- )Para qué vaor, o vaores, de a son linealmente dependientes los vectores u = (2, -3, 1),
v = (-4,6,-2) y w = (a 1, 2)?. Jutificala respuesta.
Solucion: Para cualquier valor de a.

8.- Determina los valores de a para los que los vectores u = (-2, a -1), v = (5,0 6)y

W:(3,- 2, 4) son linealmente independientes y, s es posible, expresa (2, 2, 2) como
combinacién lineal de (-2, 6,-1), (5,0, 6) y (3,-2, 4).
Solucién: Linealmente independientessi at -7.(2, 2, 2) = 0.(-2, 6, -1) +1.(5, 0, 6) -1.(3, -2, 4).

9.- )Determina los valores de a para que los vectores u = (-2, a -1), v = (5,0 6) vy
W= (3, 2,- 4) sean linea mente independientes?.

Solucion: at l
19
10.- Dados los vértices A = (1,8, 0),B=(3,0, 1) y C = (0, -5, 2) determina € valor de a para

que € triangulo ABC searectangulo en A.
Solucion: a=0,6a=-5

11.- Dados los vectores U = (2,-1, a
hacen que u y Vv sen ortogonalesy

Solucion; a=2,b=1

y v = (b, -2, -2) determinalos valores de ay b tales que
jl=[¥]:

=[¥
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12.- Dados los vectores U= (2, 0, 0), v = © 1 -3)y W= aa+bT/, )que relacion deben

satisfacer ay b para que & maédulo de w sealaunidad?
Solucién: 4a + 10b* = 1.

13.- )Son unitarios los vectores u= 8§ 0, fg, v= 8%329 y w = 1,117
eb 59 e 13 13y

Solucion: Noloes w , si los deméas.

14.- Daun vector perpendicular a u= (3,-1,5)
Solucion: Hay infinitos, en general (a, 3a+5c, c). Por gemplo (1,3, 0) y (0, 5, 1).

15.- Caculaay b para que € vector w = (2—a+hb,1+a-b,1-b) seaperpendicular alos

vectores U = (1,0,2) y v = (2, 1, -1).
Solucién: a=4,b=0.

16.- Obtén un vector perpendicular alos vectores us= (3,-1,2y v= (1,0,3).
Solucién: En general (-3c, -7c, c).

17.-S |G | =10, | \7|: 10y | u+ \7| = 20 halla el angulo que forman ambos vectores.
Solucion; 0°

18.- Un vector de mddulo 10 se descompone en suma de otros dos de médulos iguales y que
forman un angulo de 45E. Halla el médulo de cada de |os vectores sumandos.
Solucion: 10(2- +/2)

19.- Si secumplelaiguadad uv= uw a) )se puede asegurar que v=w? b) ¢y que son iguales
las proyecciones ortogonales de v y w sobre G?c) ¢y lade U sobre v y w?
Solucion: a) u puede ser distinto dew , b) proyu\7 = proqu , C) proyvﬁ = proyVW

20-Si U = (T/.W).E-(G.E).W )es seguro quea y vV son perpendicul ares?
Solucion: S.

21.- Hdllalas proyecciones del vector u= (2, -1, 1) sobre los € es de coordenadas.
Solucion: a) proyiaz (2,0,0), proij: (0, -1, 0), proykG: (0,0,1).

22.- Puede haber vectores U y\7talesque:a) G.T/:-3, |G| =1, |\7|:2_ b) |G|.|\7|:|G.\7|.

Solucion: a) u.vi -3 b) uov nuoso que tengan la misma direccion.
23.- Sean | G| =2,= | \7| =3sd (G.\?) = 150E determinala proyeccion ortogonal de U sobre v

Solucion: proyva :-?3\7

24.- Hala un vector perpendicular a u= 1,21y V= (0, 1, 0) y cuyo mddulo sea 2.

Solucién: (\/EO\/E)

25.- Dados |0s vectores U = 3-1,1y v= (2, -3, 1) hala €l producto uxv y comprueba que
es perpendicular a u y V.
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26.- Sean G, v y W tresvectores. Demuestra que [G- T/,W,W- a] =0.

—

27.- Sean G, v y W tresvectores. Demuestra que [G +\7,\7+W,W +G] = 2[&,\7, w].

28.- Sean los vectores U = %(e?+ 3e§), v :%(\@e_i- e?) y W= gé. Comprueba que

forman una base ortogonal de V2. Halla las coordenadas de e? + g + e_; respecto de la base
{0V, W], sendo e, =(1,0,0), & =(0,1,0)y & = (0,0, 1).

- - 1.0
Solucién: e +e, +e; = ?§—H,J_3—1,1+

2 2 5

29.-Sean A =(1,1,0),B=(1,-1,-1) y C = (2, 2, 0) tres puntos. Halla las coordenadas de D
para que ABCD sea un paralelogramo.

Solucion: D= (4,4,1)6D = (0,0, -1)

30.- Dados los vectores U = (2,-3,1), v=(2,1,0)y w = (2, 3- 1), hallalos vectores:

a) uxv ,

b) ux (\7 X W) ,

) (a X \7) X W

Solucion: @) uxv = (-1,2, 8),b) Ux(Vxw) = (-14,-9,1), &) (UX V)XW = (-26, 15, -7)

31.- Sean losvectores U =(1,1,0), v =(1,0,1) y w =(0, 1, 1), halla[ux v, v xw x U] .
Solucion: [ux v, v xw xu] = 4

32-Sean u, v y W tresvectores. Demuestra que [G,\?,W+éﬁ+é\7] = [G,V,W] .

33.- Sean los vectores U = (1,1,0), v = 1,0,y w = (0, 1, 1), demuestra que son linealmente
independientes.

8e 2 0 49
34.- DadalamatrizA=¢-2 a -1 findicalosvalor%deaparaloscual&slastr&filasdeA
g 2 -2 4

representan vectores linealmente independientes
Solucion; Para cualquier valor de a.

&5 0 60
35.- DadalamatrizA=¢-2 a -1%indicalosvaloreﬁdeaparaloscual&IastresfilasdeA
g 3 -2 45

representan vectores linealmente independientes

Solucion: Paraa! -7, esdecir al 5&X-7}.
el 0 19

35.- DadalamatrizA=¢0 1 2 = indica los valores de a para los cuales las tres filas de A
g 1 a3 3

representan vectores linealmente independientes

Solucién: Paraatl 1.
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TEMA 2

2.- RECTASY PLANOS
2.1- PUNTOSY VECTORES

1.- Coordenadas de un vector
Las coordenadas de un vector ﬁ siendo

A =(X1, Y1, Z1) Y B = (X2.¥2,20):
AB= (Xo-X1, VoY1, Z2771)

2.- Punto medio de un segmento A

El punto medio de un segmento de
extremos A= (X1, Y1, 21) Y B = (xz, V2, 22):

O—I\/i _a&ity; X2+y2,X3+Y3
g 2 2 2 5

3.- Punto simétrico de otr o dado.

El simétrico S=(s1,,Ss) de otro P= (p1,p2,Ps)
respecto de M = (my,my, mMg) es;

Ol\/l _apts p2+52,p3+539 o
g 2 2 2 5

4.- Baricentro deun triangulo.

El baricentro de un triangulo de vértices

A=(X1, Y1, 21), B = (X2, Y2, 22) Y C=(Xs, Y3, Z3)

viene dado por € punto G ta que:

O_G':a(l"'Xz"'Xs, y1+y2+y3, 21+22+ng
% 3 3 3 P

5.- Baricentro de un tetraedro.

El baricentro de un tetraedro de vértices A = (X4, Y1, Z1),
B=(X2, Y2, Z2), C=(X3, Y3, Z3) Y D =(Xa, Y4, Zs) es G tal que:
~=_Bdatxetxstxa YitYotYstYs ztzotzztzs0

OG:% 4 ’ 4 ’ 4 P

EJEMPLOS

1.- Halla coordenadas y punto medio del vector AB con A = (3,-15) vy
B=(4, 7,-11)

Resolucién:

Coordenadas del vector: AB = (4-3, 7-(-1), 11-5) = (1,8,-16)

Punto medio: OM 8§+4, 1+7,5 110 g,3,-39
e 2 2 2 ﬂ e2 a
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2.- Halla el punto simétrico del punto P = (3, 3, 3) respecto de M = (-1, 1, 2)

Resolucion:
Si Q tiene de coordenadas (a, b, ¢) se habra de verificar:
3+a 3+b 3+c

-1=—— b a=5, 1=—— b b=-1,2=—— b c=1
2 2 2
El punto pedido es Q = (-5,-1,1)

3.- Sea B el punto simétrico de A =(2, 0, 1) respecto del punto P = (1, -1, 1),
determina las coordenadas de dicho punto. )Cual debe ser el valor de a
para que el segmento determinado por By C = (1, a, 3) sea perpendicular
al determinado por Ay B?

Resolucion:
Para que B=(a, b, c) sea simétrico de A respecto de P, debe ser el punto
medio del segmento AB:

+ +
1z%p a:o,-1:0—2bp b:-z,(a,b,c),lzizc b c=1

es decir que el punto simétrico es B = (0, -2, 1)

Para que los segmentos pedidos sean perpendiculares el producto escalar
de los vectores AB y CD ha de ser nulo. Como dichos vectores son:

AB = (0-2, 2-0, 1-1) = (-2,2,0) y

CD = (1-0, a-(-2), 3-1) = (1, a+2, 2)

AB.CD = (-2, 2,0).(1, a+2,2) =-2.1 + 2(a+2) + 0.2 = 2+2a

gue igualando a 0 da el valor de a: 2+2a=0pb a=-1

4.- Halla las coordenadas del baricentro del triangulo ABC siendo
A=3,-15),B=(4,7,-11)yC=(2,2,2)

Resolucioén:

Se suman los valores de las coordenadas de
A, By Cy se dividen por 3:

aB+4+2 -1+7+2 5-11+29 _ & 8 4¢

$ 3 3 3 5 &3 3
e g € 2}

5.- Halla las coordenadas del baricentro del tetraedro ABCD siendo
A=(3,1,5,B=(4,7,-11),C=(2,2,2)yD=(1,0, 1).

Resolucion:
Se suman los valores de las coordenadas de A,
B, Cy Dy se dividen por 4:

aB+4+2+1 -1+7+2+0 5-11+2+1p_ab
S a 4 4 &7,

7.- Tres vértices consecutivos de un paralelogramo ABCD tienen por
coordenadas A =(1,1,0), B=(2,3,1), yC=(4, -1, 2). Determina las
coordenadas del cuarto vértice D y averigua si es un rectangulo o no.

Resolucion:
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Si el vértice es D = (a,b,c), los vectores

AB=(-32, 1) y DC= (4-a, -1-b, 2-¢) P13 C(4-1,2)
han de ser iguales:

4-a =3pb -a=7b a=7

-1-b=2P -b=3P b=-3

2-c =1b c=1b c=1

por lo tanto el punto es D = (7,-3,1)

Para que sea un rectangulo el producto

escalar de AB y BC ha de ser nulo. A(1,1,0) D

Como los vectores son ﬁz(-& 2,1y

BC= (6, 4, -1).el producto es AB.BC = -3.6 +2.4+1.(-1) = -18+8-2 = -12 1 0,
no es un rectangulo.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dadoslospuntos A = (1, 2, 3), B—( 1,3 0) C=(3,4,-5yD=(,0,5)
Halla las coordenadas de |os vectores AB BC E ﬁ A_é
Solucién: AB =(-2,1,-3), BC = 4,1,-5), CD= (-2, -4, 10), DA = (©, 2, -2), AC= (2, 2,-3)

2.- Dadoslos puntos A = (1, 2,3),B=(-1,3,0),C=(3,4,-5 yD=(1,0,5)
Halla el punto medio de los segmentos AB, BC, CD, DA, AC.

Solucién: M = a%§§9 aZ-__o 2,2,0),P=(11,4),Q= (2 3, -1).

3.- Halla las coordenadas de los puntos que dividen en tres segmentos iguales el segmento de
extremosA =(3,-5,1) y B =(-3,1, 13)
Solucion: M= (1,-3,5) yN= (-1,-1,9),

4-Sean A =(1,-3,5),B=(0,7, 2 y C=(-1, 5, 6) los vértices de un triangulo. Calcula las
coordenadas de los puntos medios de cada segmento y del baricentro del triangulo.

Solucion: Puntosmedlosg , 2, 20 ge 1 , 6, 4— S%L——Bancentro G= 6% 3, 1330
g e 2}

5.- Sean A(2,-1,3), B(0,4,1) y C(1,1,0) los vértices de un tridngulo. Calcula las coordenadas de
los del baricentro del tridngulo.

Solucion: B = gﬁ ﬂ fg

3'3g
6.- Dado e vector AB = (2,3,4) y € punto B = (5, -3, 7), hallalas coordenadas del punto A.
Solucion: A= (3, -6, 3)

7.- Las coordenadas de dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A = (1, 0, 0) y
B=(0,1, 0)ylasde centroM = (0, 0, 1). Hallalas coordenadas de los vérticesC y D.
Solucion: C=(-1,0,2),D = (0, -1, 2).

8.- Las coordenadas de los puntos medios de un triangulo ABC sonM = (1, 0,0), N=(0,1,0) y
P =(0,0, 1). Hallalas coordenadas de los vértices A, By C.
Solucion: A= (1,1,-1),B=(-1,1,1)C=(1,-1,1)

10.- En un triangulo ABC € baricentro es G = (1, 2, 1). El punto medio de BC esM = (2, 4,6)

y € punto medio de AC esN = (3,2, 1). Halalas coordenadas de A, B y C.
Solucion: A(-1,-2,9), B(-3,2,1), C(7,6,11)
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2.2.- RECTAS.

1.-Ecuaciones delarecta.

Una recta queda determinada mediante un
punto Py un vector director u.

Vectorial: x = p+&u
Paramétricas:
.\l. X:p1+| U1
_I. y:p2+| Uz

|
T Z:p3+| us

Continua: XP_ YPs

U1 uz us

X-Py _ Y-Py _ Z-Ps
Gi-Py dz2-P, U3-Ps3

Que pasa por dos puntos:

Implicita: Viene dada como interseccion de dos planos:
f Ax+By+Cz+D=0

1 AG+ BG+C+DC=0

2.- Proyeccién ortogonal de un punto sobre una recta.

La proyeccion ortogonal de un punto P
sobre una recta r es € pie de la
perpendicular trazada a la recta desde €
punto.

Para hallarlo se escoge € punto genérico de

larectaR y se obligaaque € vector PR y
o director delarecta U sean ortogonales.

3.- Punto simétrico de uno dado respecto a unarecta.

El punto simétrico de uno dado P respecto a
una recta r es e simétrico respecto a la
proyeccion del punto P sobre larecta.

Se determina e punto R donde la
perpendicular trazada a la recta desde €
punto corta a ésta A continuacion €l
problema se reduce a halar € punto
simétrico de P respecto de R.

4.- Puntos alineados.

Dos 0 més puntos estan alineados cuando pertenecen a la misma recta. Si A, B, C,...Z estén
alineadossecumplequerg(A_é,A—C, ...,ATZ) =1
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EJEMPLOS

1.- Obtén las ecuaciones de la recta que pasa por P = (0, 1, -3) y es
paralela al vector u = (1, -5, 0).

Resolucion
La ecuacién vectorial de la recta es::
x,y,2)=(0,1,-3)+1(1,-5,0)=(, 1-51, -3)

De aqui se pueden obtener las ecuaciones paramétricas:
i x= 1
i
i y=1-5l
i
T z=-3

Despejando | e igualando las ecuaciones, se obtiene la ecuacién continua:

2.- Obtén las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por A =(1, 7, 3)
y B =(2, -1, -8), y da dos puntos de ella, distintos de los anteriores.
Resolucion

Tomamos como vector de posicion OA= (1, 7, 3) y como vector director AB

de coordenadas AB = (2 -1, -8) - (1 -7, -8 -3) = (1, -8, -11). Las ecuaciones
paramétricas son:

I x=1+1
i
iy=7-8

+z=3-11

Para obtener puntos de la distintos de los anteriores damos valores a | :
| =1l:x=2,y=-1,2=-8.C=(2, -1, -8).
| =-1: x=0,y=15,z=14. D = (0, 15,1 4).

3.- Comprueba si alguno de los puntos A = (1, 0, -1), B = (-2, 17, -1) y

1 x=1-¢&
C=(1,0,0) pertenece alarectar: : y=0+3¢&
lz=1

Resolucién
El punto A si pertenece a la recta ya que se obtiene paral = 0.

Para el punto B hallemos | en las coordenada x: -2 = 1| b | = 3.
sustituimos en la coordenada y ya que z efectivamente vale -1, como
y=3(3) = 9 B pertenece a la recta.

El punto C no pertenece alarectayaquez?® -1.

4.- Encuentra un vector director de la recta
. 1 2X-y+3z+4=0
"1 x+2y-z-11=0
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Resolucién

La recta estd dada en forma implicita. el vector director u de la recta es el
producto vectorial de los vectores Fll = (2, -1, 3) formado por los coeficientes
de la 12 ecuacion y Flz =(1, 2, -1) formado por los coeficientes de la 22

a & e
mxnz=|2 -1 3|=(55,5)»(-1,1,1)
1 2 -1

2X-y+3z+4=0

. i
5.- Halla las ecuaciones de la recta r: i en forma
T X+2y-z-11=0
paramétrica y continua.
Resolucién
Tomamos z = |, obteniendo el sistema compatible indeterminado:
j2x-y=-4- 3l
T x+2y=11+|

Cuya solucion da las ecuaciones paramétricas.

| x=3/5-8
by=26/5+8
boz= @&

5x-3_5y-26_5z

-5 5 5

La ecuacién continua es:

6.- Halla la proyeccién ortogonal del punto A = (2, 0,1) respecto de la recta

- x-1_y_z-1

2 1 1

Resolucion

El punto genérico de r es (1+21 , 1, 1+l )
y por lo tanto PR = -1+21, 1, 1).

Obligamos a que el producto escalar

del vector PR y el vector director de la
recta u(2,1,1) sea nulo:

PR.G=0b 41-2+l+ =6l-2=0P | =

Sustituyendo el valor de | en la ecuacion de la recta obtenemos el punto:

| x=1+2,(1/3
|

i y=1/3
boz=1+1/3
. a1 49
el punto pedidoes P = ¢—,—,—+
pumtep $3'3'3,

7.- Halla el punto simétrico del punto A = (2, 0, 1) respecto de la recta r:
x-1_y_z-1

2 1 1
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Resolucion
Se determina el punto P donde la p A
perpendicular trazada a la recta desde
el punto corta a ésta. Dicha recta pasa
por un punto de r y su vector director ha

de ser perpendicular a AP. El punto
genérico de la recta es (1+2t, t,1+t) y

por lo tanto AP sera (-1+2t, t,t) y
obligando a que el producto de ambos
vectores sea nulo: e §

AP.v=0b (142t t,1).(2 1, 1) = 4t-

2+t+t=6t-2=0P t=%

El punto buscado es P :8@} ﬂg

&3'3'3g

Solo falta hallar el simétrico de A = (2, 0, 1) respecto del punto P:

5_2+x,  _4
3 2 3
E = O+y [} y = E
3 2 3
E:E p z= E
3 2 3
El punto simétrico es: S = aé E 5_39
e3 3 3p
S 1 x=2
8.- Calcula el simétrico del punto P=(1,0,1) respecto de larectar: y+220
| =
Resolucion
Ponemos la recta en forma paramétrica tomando z = | :
I x=2
i
iy=
%z: -1

Su vector director es U = (0,1,-1)yun
punto genérico es R = (2, I, -I). El
vector que une los puntos P y R es
PR = a,t,-1-1). Como ambos
vectores han de ser perpendiculares:

PR.U=(1,1,-11).00,1,-1)=1+2l =0b | :-%

El punto buscado es R :8:2, -E’_+
e

Se halla el simétrico de P = (1, 0, 1) respecto del punto R:
1+x

2 =—— b x=3,
2
_£:O+yp y:-11
2 2
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_1+z

1 P z=0
2

El punto simétrico es S = (3, -1, 0)

9.- Comprueba si estan alineados los puntos:
A=(,2,3,B=(23,4,C=(0,1,2)yD=(1,0,1)

Resolucion

Cuatro puntos A, B, C y D estan alineados se cumple que rg(ﬁ, Té,ﬁ) =1
el 1 16

(; -

¢c-1 -1 -1+

g-z -2 -2

El rango es evidentemente 1 ya que las tres filas son proporcionales.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Halla la ecuacién de la recta que pasa por € punto A = (1, 2, -1) y tiene la direccién del
vector U = (-1, 0, 1). Escribela en forma vectorial y paramétrica.

I x=1-1
Solucion: (x,y,2) = (1,2,-1) +1 (-1,0,1), | y=2

1,. z= -1+l

2.- Encuentra un vector director de larecta

i 2x-y+3z+1=0
r
% X+2y-z-1=0

Solucion: (-5, 5, 5)
3.- Hallala ecuacion de larecta que pasa por € punto A = (1, 2, 3) y tiene ladireccion del vector
u = (-2, 1, 0). Escribela en forma vectorial, paramétricay continua.

Solucion: (x,y, 2) = (4, 2, 3) +1 (-2,1,0)

4.- Halla la ecuacién de la recta que pasa por e punto A= (2, 3, 4) y es perpendicular a los

vectores U =(2,0,6)y v = (3,0, 1)
Solucion: (x,y,2) = (2,0,6) +1 (3,0, 1)

5.- Hallalas ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A = (2, 3, 4) y B = (1, 3, -2) en forma
vectorial, paramétricay continua.
Solucion: (x,y, 2) = (2, 3,4) +1 (-1,0,6)

6.- Dado € triangulo de vértices A = (2,2, 4),B=(3,6,7) y C=(-3, 2-1), halalaecuacion de
lamediana que parte del vértice A en forma continua:

L, X-
Solucion: BT

7.- Hallala ecuacion de la recta que pasa por € punto A = (1, 2, 1) y corta perpendicularmente a

iXx-y+z=1
Iarectar:}_ Y
T x +z=2
Solucidn X_lzy_-zzz_-l
-1 -1
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2.3.- PLANOS.

1.- Ecuaciones del plano.

Un plano queda determinado mediante un
punto Py dos vectores directores u y e

Vectorial: x = p+éu+i v 2

I x=p+l uytmy

Paramétricas: ’|[ y=p,+1| up+my,
.
iz

:p3+| us+Mys

X-pp wm vi

Implicitaogeneral: |y-p, uy v2| =0P ax+by+cz+d=0

Z-pP3; uz Vs

Normal:

Siendo n = (A, B, C) d vector normal del planoy X = (Xy, Y1, Z1) un punto del plano:

A(X-X1) +B(y-y1) +C(z-z1) =0

Segmentaria: XYz o
a b c

X= X1 Xp-=X; Xgz-X;
Quepasapor trespuntos. |Y-Y; Yo-Y1 Ya-Yi| =0

Z- Zl 22'21 23'21

2.- Proyeccién ortogonal de un punto sobre un plano.

La proyeccion ortogonal de un punto P sobre
un plano p es lainterseccién con € plano de
la perpendicular trazada a éste desde P.

Se escoge la recta r cuyo vector director es
el vector caracteristico del plano y pasa por

el punto Py se resuelve e sistema formado
con la ecuacién del plano.

3.- Punto simétrico de un punto respecto a un plano.

El punto simétrico de uno dado P respecto a
un plano p es €l punto simétrico respecto ala
proyeccion del punto P sobre € plano.

[ 3

Se determina @ punto Q donde la

perpendicular trazada a e plano desde €
punto corta a éste. A continuacion € T

problema se reduce a hdlar & punto
simétrico de P respecto de Q.
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4.- Proyeccioén ortogonal de unarectar sobreun plano.

La proyeccion ortogona de unarectar sobre
un plano p es una recta contenida den dicho
plano que se determina mediante la

proyeccién de los puntos de |a recta sobre p.

Para hallarla se escogen dos puntos de la
rectar y se proyectan sobre € plano. larecta |
r' buscada es la que determinan ambos. P

5.- Puntos coplanarios.

Cuatro o mas puntos del espacio son coplanarios cuando pertenecen a mismo plano. Si A, B,
C,...Z son coplanarios se cumple que rg(Ké, A—C, ...,ATZ) =2

EJEMPLOS

1.- Halla las ecuaciones del plano determinado por el punto P=(1,2, 1)y
los vectores directores U= 1,0,y v= 0,1,1)

Resolucion
Vectorial: (x,y, z) = (1,2,1) +l (1,0,1) +n{0,1,1)
I x=1+é
Paramétricas: : y=2 +i
Lz=1+8+i
x-1 10
Implicita o general: |[y-2 0 1| =0 b p:x+y-z-2=0
z-1 11

2.- Halla la ecuacién general del plano que pasa por el punto P=(1,2,1) y

. x-1
es perpendicularalarecta — = — = —
-1 4 -2

Resolucién

La ecuacion es el producto del vector &.Fl, siendo Q un punto de la recta y
n el vector normal al plano, que sera paralelo al vector director de la recta. Si
Q =(1, 3, 0) tenemos que & =(x-1,y-2,z-1)y n = (-1, 4, -2), luego
(-1,4,-2).(x-1,y-2,z1)=0P -1.(x-1)+4.(y-2)-2(z-1)=0

La ecuacién del planoes p® x-4y +2z+5=0
3.- Dados los puntos A=(1,2,0),B=(1,5,a),C=(3,3,1)y D =(2,4,-3),
halla los valores de a para los que los cuatro estén sobre el mismo plano.

Resolucion

Los puntos A, B, C y D estan en un mismo plano si rg(ﬁ,?é,ﬁ) =2, que
ocurre si el determinante formado por sus coordenadas es nulo. Como los

vectores son AB = 0, 3, a), AC= 2,1,1)y AD = (1,2,-3), tenemos:
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0 3 a
2 1 1/=0b 4a+t3-a+18=0pb 3a=-21
12 -3
Los cuatro puntos estan sobre un mismo plano sia = -7

4.- Halla la ecuacion del plano que es paralelo a la recta determinada por

I X+y-z=-3
los puntos A=(1,3,2)yB=(0,1,3)yalarectas:j
12X-y-z=-3

sabiendo
gue el punto P= (2, 1, 2) pertenece al plano.

Resolucién

Al ser el plano paralelo a ambas rectas,
contiene representantes de los vectores
directores de éstas. Un vector director
de la recta determinada por Ay B es:

U =AB = (-1, -2, 1). A

T
Un vector director de la recta s es el /

obtenido mediante el producto vectorial
de los vectores normales de los planos
gue determinan la recta.

e e e
v=nxn,=|1 1 -1|=(0,-1,-3)
2 -1 -2

Para hallar el plano en forma implicita o general debemos calcular el
determinante formado los dos vectores directores y el que uniria un punto
genérico del plano con el punto P = (2, 1, 2) igualando el resultado a O, es
decir:

-1 0 x-2
p=|-2 -1 y1/=7(x-2) -3(y-1)+(z-2)=0
1 -3 z2

El plano pedido es: p: 7x -3y +z-13=0

5.- Compruebasi el punto P = (15, 2, 7) pertenece al plano

Resolucion
Ponemos la ecuacion del plano en forma general. Sustituyendo m=z, y | =1-y
queda la ecuacion x = 3-5(1-y)+z b x-5y-z+2 =0

El punto pertenece al plano, ya que cumple la ecuacién: 15-5.2-7+2 = 0.

B ] 1 X-2y+1=0
6.- Calcula la ecuacion del plano p que contiene alarectar /| y+2-320
| -3=

y al punto P =(1, 1, 0).
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Resolucion

Se hallan las ecuaciones paramétricas
de la recta despejando y tomando como
pardmetroy =1: P

% z=-y+3

z=3-1

La recta pasa por el punto Q = (-1, 0, 3), y tiene el vector director u = (2,1, -1).
El plano pasa por el punto P = (1,1,0) y tiene vectores directores u = 2,1,-1)y

% = (-2,-1,3). Luego las ecuaciones paramétricas del plano p son:

I x=1+26- 2
| N
i y= 1+é-1
bz= -&+3

la ecuacion implicita es: x +2y -3 =0

7.- Halla la ecuacién del plano p perpendicular a los planos p;: x-2y+z-1=0
y p2: 2X - y-z+3=0, que contiene al punto P(2,-1,0).

Resolucion
El plano es perpendicular a los planos dados y su vector caracteristico n es
perpendicular a ambos vectores caracteristicos _I:ll =1,-2,1)y n, =(2,-1, -1):

> > >

e e, e

1 2 3

n=1-2 1 =(@3,3,3)
2 -1 -1

La ecuacion del plano buscado es 3x+3y+3z + D = 0. Como el punto P=(2,-1,0)
pertenece a él, debe verificar su ecuacion:
3A2+3A(-1) +3A0+D=0pb D=-3

Laecuacibnde pes3x+3y+3z2-3=0pP :p° x+y+z-1=0

8.- Halla la proyeccidén ortogonal del punto P = (3, 2, 1) respecto del plano
X+y+z+3=0

Resolucion ol
La recta perpendicular al plano que
pasa por el punto P = (3, 2, 1) y tiene

como vector director v = (1,1,1)es:

I x=-1+2 Q L
I x=2y-1 i
i Piy= |

i

7

con punto genérico (3+ 1, 2+l , 1+l ) ®
El punto buscado, Q, es la interseccion
de la recta dada y el plano anterior.
3+1+2+4 +1+4 +3=0pP 3[+9=0 b
| =3P Q=(0,-1,-2)
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9.- Halla el punto simétrico de A = (3, 2, 1) respecto del plano x+y+ z+21 =0

., e A
Resolucién
Hallamos la recta perpendicular al plano
que pasa por el punto A = (3,2, 1) y
tiene como vector director \7:(1, 1,1). P
X-3_y-2_1z-1 ‘
1 1 1
con punto genérico (3+ 1, 2+l , 1+l ) s
®

El punto es la interseccion de la recta dada y el plano anterior:
3+1+2+ +1+ +21=0b 3I+27=0 P | =-9

El punto es P = (-6, -7, -8).

Solo falta hallar el simétrico de A = (3, 2,1) respecto de P = (-6,-7,-8):

+
_6:p1_xp X =-15

2

+
_7:p2_yp y=-16

2

+
-8:p322t> z=-17

El punto buscado es S = (-15, -16, -17)

I x=1+8&
10.- Halla la proyecciéon ortogonal de la recta t: %y:2+é sobre el plano
lz=-1+8
p:2x-y+z+1 = 0.
Resolucion
Obtenemos P’ resolviendo el sistema Vi
formado por las ecuaciones del plano p y /
las de la recta r. Sustituyendo en la 9/ r
ecuacion del plano un punto genérico de S .
la recta (1+l , 2+l , -1+ ): / /o r
2(1+ )-2(2+ )+(-1+ )+1=0p 21 =0 b | =0 / &
El punto es P’ = (1, 2, -1) P/
El punto Q de la recta lo obtenemos, por /
ejemplo, paral =1;es Q=(2, 3, 0). /

Para obtener Q’, se efectla la interseccién de la recta que pasa por Q
perpendicular al plano p con dicho plano. Un punto genérico de la recta es
(2+2l, 3-1,1"). Sustituyendo en la ecuacion del plano:

2(2+21)-(3-1)+ +1=0b 61 +2=0 b | :-é
Obteniendo el punto @ =&, 12 10
e3 3 3g
La recta t' pedida es la que pasa por los puntos P’y Q’, es decir, que pasa por
P'=(1, 2, - 1) y tiene como vector director PQ zge_l,igg » (1, 4, 2).
e3 3 3g

GEOMETRIA



La recta es:

I x=1+1
i

jy=2+4
%z:-1+2I

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Halla la ecuacion del plano que pasa por € punto P = (2, 3, 5) y es parale€lo a los vectores
u=(1-2-3 yv=(135)

Solucion: x-2y+z-1=0

2.- Hallalaecuacién del plano que pasa por los puntos A = (3,-1,5), B=(1,0,0) y C=(0, 3,-4).
Solucién: 11x-3y-5z-11=0

X=2-1 +m

y=3-21 +3m

z=5-3 +5m

3.- Compruebas € punto P= (1, 5, 10) pertenece a plano p °©

—_ = —— —

Solucion: S pertenece

4.- Caculaaparaque el punto P= (2, a, 7) pertenezcad plano 2x - 5y +3z-11=0

., 14
Solucién: a= =

5.- Escribe las ecuaciones paramétricas del plano 2x - y + 3z = 11.
I x=1+ & +3i

Solucién: p °© : y= 11é
[ z=3+3%-2

6.- Hallala ecuacion del plano determinado por € punto P = (1, 2, 3) y los vectores u =(2, -1, 5)

yVv =324
Solucion: -2x+y+z-3=0

7.- Hallala ecuacion del plano determinado por € punto P= (1, 0, 1) y los vectores u =(1,-1, 0)

y v =(032
Solucién: 2x+2y-3z+1=0

8.- Halla la ecuacién del plano que pasa por € punto A = (3, -1, 2) y cuyo vector normal es

n=(2168)
Solucion: 2x+y+8z-21= 0

9.- Un plano tiene como vectores directores u= 1,0,y v = (0, 1, 1). Halla e vector normal
a plano.

Solucion: n= (-1, -1, 1)

10.- Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A = (3,2,-1) yB =(4,0,2) y es
perpendicular a planox - 5y + 2z—-6=0.
Solucion: 11x+y-3z-38 = 0.

11.- Hala la ecuacién del plano que pasa por € origen y por los puntos A = (2, 3, 1) y

B=(5,0,4).
Solucién: 4x-y-5z=0
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2.4.- POSICIONESRELATIVASDE DOSPLANOS

Dados los planos p1: AX + By + Cz+ D =0y po: AX + B'y + Cz + D' = 0 formamos la matriz
asociada al sistemay laampliada:

A B Co e@A B C Do
M= g M*—g
AC B¢ C% AC B¢ CC D%

1.- Planos secantes.

Dos planos son secantes cuando tienen una
recta en comun. El sistema formado por los
planos ha de ser compatible indeterminado.
Su solucién sera unarecta.

rg(M) =2y rg(M*) =2

2.- Planos paralelos.

Dos planos son paralelos cuando no tiene
ningun punto en comun. El sistema formado
por los planos ha de ser incompatible. P .
rg(M) =1y rg(M*) =2

3.- Planos coincidentes.

Dos planos son coincidentes cuando tienen
todos los puntos en comin. El sistema
formado por los planos ha de ser compatible
indeterminado. Su solucién sera un plano. a0, T

rgM)=1yrg(M*) =1

4.- Haz de planos paralelos

Dado un plano de ecuacion genera p: Ax + By +Cz + D = 0, los planos paralelos a mismo son
delaformaAx + By + Cz + k = 0 yaque € vector normal de todos ellossera n = (A, B, C).

EJEMPLOS

1.- Estudia la posicion relativa de los planos
pi: X- 3y+ 4z-11=0
P2 4x - 12y +162+40=0

Resolucion:
Las matrices del sistema y ampliada son:
el -3 40 &l -3 4 -110

M*

M= g4 -12 1626 g4 -12 16 402!

Como rg(M) = 1y rg(M*) = 2, los planos son paralelos.

2.- Calcula la ecuacion del plano cuyo punto mas préximo al origen es

1,2, 3). Haz lo mismo para el punto a?l,-l,-ég. Existe alguna relacion
277 2,
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entre los dos planos que has determinado? Explica lo que ocurre si se
hace lo mismo para cualquier punto de la forma (t, 2t, 3t) siendo t un
nimero real cualquiera. Justifica todas las respuestas.

Resolucion:
El plano cuyo punto mas cercano al origen es (1,2,3) tiene como vector normal

u= (1,2,3) ya que esta sobre la perpendicular trazada desde el punto al plano:
1.(x-1) +2(y-2)+3.(z-3) =0 b p © x+2y+3z-14=0

Si el punto mas proximo al origen fuera 88%129 el plano p' pedido tiene
e a

. - &l 30 el 30.
como vector perpendicular n' = ¢-—,-1,- -+ y pasa por el punto ¢-=,-1,--=:
e 2 2 e 2 2g
-1$§<+19-1(y+1) -§$%+ 30 _0p poxi2y+3247=0
2¢e 2g 2e¢ 2g

Los planos p y p' son paralelos, pues lo son sus vectores caracteristicos. Si se
realiza la misma operacion para puntos de una recta de la forma (t, 2t, 3t),
siempre se obtienen planos paralelos, pues los vectores asociados a los planos
obtenidos seran proporcionales al vector (1, 2, 3), vector director de la recta

3.- Estudia la posicion relativa de los planos
P X+y-52+4=0
pP2:3x-y+2z-1 =0

Resolucion:
Escribimos la matriz de coeficientes y la ampliada.
&l 1 -50 @&l 1 -5 4p

M:g TyMr= iy
3 -1 2g 3 -1 2 -1g

Como rg(M) = 2 y rg(M*) = 2, los planos se cortan en la recta:
I X+y-5z+4=0
% 3x-y+2z-1=0

4.- Considera los planos de ecuaciones
pL/IX-y+2z=1,p,/x +3y -z=-(1 +1), p3/3x+Hly +z=-].

a) Determina para qué valores de | son p; y p, perpendiculares y, en ese
caso, halla un vector perpendicular a ambos planos.

b) Determina para qué valores de | los tres planos contienen una recta
comun y determina las ecuaciones paramétricas de la misma.-

Resolucion: "

a) Para que los planos p; y p. sean
perpendiculares, los vectores asociados

¥(13,1)

o0 caracteristicos U y v han de ser
también perpendiculares y por lo tanto
su producto escalar ha de ser cero:
uv=0b (,-1,2).(1,3,-1)=0

| -3-2=0pP | =5

No existe un vector que sea perpendicular a la vez a los dos planos, pues los
gue son perpendiculares a p; seran paralelos a p; y viceversa.
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b) Para que tres planos contengan una

recta r comin, es necesario que el ™
sistema formado por sus ecuaciones ™ — 1 - ___.
sea compatible indeterminado. . .

I &-y+2z=1 \
fx+3y-z=-8-1 |

Uax+ey+z=-¢ .

y que sus soluciones sean los puntos de una recta. Aplicando el Teorema de
Rouché los rangos de la matriz de los coeficientes y la ampliada son 2.

@t -1 20 @ -1 2 1 ¢
M=¢l 3 -1iyM =gl 3 -1 -6-1.
€3 & 1y &€ & 1 -éy

Como rg(M) = 2 su determinante ha de ser nulo:

e -1 2
DetM)=[1 3 -1=0b &°+56-14=0b | =261 =-7
3 6 1

7
Sil =-7,rg(M) = 2 pues |M| =0y hay un menor de orden 2, ‘1 3]‘ =-2010

pero el rango de M* = 3, ya que orlando el menor no nulo con las columnas
del término independiente obtenemos el determinante:

-7 -1 01
1 3 6]=9(-49-3)* 0
3 -7 7

el sistema es incompatible y el valor | =-7 no nos sirve.

2
Sil =2,rg(M) = 2 pues |M| = 0y hay un menor de orden 2 1

]‘ =710
3

y el rango de M* = 2, ya que orlando el menor no nulo con las columnas de
término independiente tenemos el determinante:

2 -1 1
1 3 -3|=0
3 2 -2
para | =2 los tres planos contienen una recta comun:

2x-y+2z=1 10
x+3y-z=-3 ;,

3xt2y+z= Zb

Basta obtener la recta determinada por p; y p,, tomando z = |
2x-y+2z=1( 2x-y=1-2zy 2xX-y=1- 28 (
7 p 7 p . 7
x+3y-z:-3% x+3y:-3+z% x+3y:-3+e%
Restando a la 22 ecuacién la primera:
-7y=7-4 b y=- 1+;I
Sustituyendo en la segunda ecuacion el valor de y:

x=-3y -3+6= 3 1—72é -3+6=- gé
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Larectares

i __ 5,

| I x=-58
P a7 )
i y—-1+7eb [ y=-1+4é
Yo boz= 78
I z= &

ll.

5.- Determina la ecuacion del haz de planos paralelosa p: x+y+z+2=0
y la ecuacidn del plano que pasa por el punto P =(1, 0, 1).

Resolucion:
La ecuacion del haz de planos paralelos sera: x +y+z+ k=0

Sustituyendo los valores del punto P en el plano, ya que pertenece a éste:
1+0+1+k=0b 2+k=0PpP k=-2

La ecuacion del plano pedido sera:
p'°x+y+z-2=0

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Hallalas ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos:
p1: 3x-y+2z2-1=0
P2: X+y-5z2+4=0
oo X_y-1 z-1
Solucion: r/—=—=——=
3 17 4

2.- Estudiala posicion relativa de los planos:
pi: XxX+y-52+4=0

p2: -3x-3y+15z2-1=0

Solucion: Los planos son paralelos y distintos

3.- Sean dos planos de ecuaciones p;:ax+9y-3z = 8 y py:x+ay-z = 0. Sear larectainterseccién de
ambos, s existe. Determina el valor de a para que:

a) Los planos sean paralelos.

b) Los planos sean perpendiculares.

¢) Larectacorte a plano OXY en un punto cuya distanciaa origen de coordenadas sea2

Solucion: @) a= 3, b) a= - 1% ,C)a=7,-71y-1

4.- Hallala ecuacion del plano p perpendicular alos planos pi:x -2y +z -1 =0y p,: 2x-y-z+3=0,
gue contiene a punto P=(2,-1,0).
Solucién: x+y+z1=0

5.- Estudia la posicion relativa de los planos
pi: XxX+y-5z +4=0

p2: -3x-3y+15z +12=0

Solucion: Los planos coinciden

6.- Halla la ecuacion del plano que pasa por € punto P = (1, 1, 1) y es pardelo d plano

3x-5y+z-5=0
Solucién: 3x-5y+z+1= 0.
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2.5.- POSICIONES RELATIVASDE TRESPLANOS

Dados los planos p;:Ax + By + Cz + D=0, p,:A'X + B'y + Cz +D'=0, ps:A"x + B"y + C"z + D"=0
formamos la matriz asociada a sistemay laampliada:

@A B Cg @A B C DY
M=CAC B¢ C&  M*=CAC B¢ C¢ D&
€ac Be CC €ac B¢ ce DG

1.- Planos coincidentes

Tres planos son coincidentes cuando €
sistemna ha de ser compatible indeterminado.
rg(M) =rg(M*) =1

2.- Planos paralelos

Tres planos son paralelos cuando no tienen ninglin punto en comun y ademés dos de ellos tienen
el vector caracteristico proporcional. El sistema ha de ser incompatible: rg(M) = 1, rg(M*) = 2.

S los términos independientes de las 7 //
ecuaciones no son proporcionales entre RN ————— -
. - -
si los tres planos son paralelos. o 9
// //

Si los términos independientes de las
ecuaciones de dos planos son
proporcionales, dos de ellos coinciden y
€l otro plano es paralelo alos anteriores.

3.- Planos secantes en una recta

Tres planos son secantes en una recta cuando tienen infinitos puntos en comun. El sistema
formado por los planos hade ser compatible indeterminado: rg(M) = rg(M*) = 2

Si los vectores caracteristicos de dos < N
planos no son proporcionales entre s, |
los tres planos se cortan a lo largo de i~ RN
unarecta, que seré la arista coman. S —— NN

Si los vectores caracteristicos de dos
planos son proporcionales entre si pero
no lo son a tercero, dos de los planos
seran coincidentes y cortan a otro a lo
largo de una arista comun.

4.- Planos secantes dos a dos

Tres planos son secantes dos a dos formando rectas cuando no tienen ningdn punto en coman. El
sistema formado por los planos ha de ser incompatible: rg(M) = 2, rg(M*) = 3

Si los vectores caracteristicos de dos \/
planos no son proporcionales se cortan 4
los planos formando rectas dos a dos. 0 -
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Si los vectores caracteristicos de dos
planos son proporcionales entre si, pero
no al tercero, un plano corta a los otros
dosalo largo de rectas paraelas.

5.- Planos secantes en un punto

Tres planos son secantes en un punto
cuando tienen un punto en comdn. El
sistemna ha de ser compatible determinado.
rg(M) =rg(M*) =3

6.- Haz de planos secantes

Dados dos planos de ecuaciones
p1:Ax+By+Cz+D= 0, p,: A'x+B'y+C'z+D'=0
con e rango de la matriz formada por sus
coeficientes igual a 2 se llama haz de planos
secantes a conjunto de planos que pasan por
larecta base del haz siendo su ecuacion:

| (Ax+By+Cz+D)+nm(A'x+B'y+C'z+D")=0,
[,m

EJEMPLOS

1.- Interpreta la interseccion de los planos

1 x+y-z=a
% X-y+2z=1
1ox+y+az=0

segln los valores del parametro a. Halla la interseccién paraa = 1.

Resolucion:

Formamos las matrices del sistema y ampliada:
gel 1 -1% gé_ 1 -1 ad

M=¢l -1 2+ M'=¢l -1 2 1+
& 1 a £ 1 a 0}

Como det(M)=-2a-1 basta que a= % para que rg(M) = 2 ya que

10

-1

y rg(M*) = 3, ya que orlando el menor no nulo con las columnas de término
independiente tenemos un determinante no nulo.

Como los vectores caracteristicos
no son proporcionales los tres
planos se cortan dos a dos

Para a = 1, det(M) = -3 * 0, por lo
tanto rg(M) = rg(M") = 3.

Resolviendo el sistema obtenemos

gue los tres planos se cortan en el
46

punto gé—s,-z,-—g

e3 3g
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2.- Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y
contiene a larecta

Resolucion:
El plano buscado pertenece al haz de rectas de base r de ecuacién:
| (x+y+2z-1) +m(x-y-2) =0

Si pasa por (0,0,0) verifica la condicion:
[(-1) +n(-2) =0 P | =-2m

Sustituyendo valores:
-2F (x+y+z-1) +m(x-y-2) =0

luego el plano buscado es
p° x+3y+2z=0

3.- Considera los planos en el espacio de ecuaciones
I x+ y+ z=8

b ax+2y +bz=4

1,. ax+by+az=4

describe su posicién relativa segun los valores de a y b y halla su
intersecciénenelcasoa=1,b =2.

Resolucion:
Para estudiar la posicion relativa de los planos, discutimos el sistema formado
por sus ecuaciones:
881 1 1 gel 11 8p
A=ca 2 b+ A'=¢a 2 b 4+
ga b ag ga b a 43
El determinante de A es:
111
|A| =|a 2 b| =-(b-a)’
a b a

Sial! bb [A® 0P rg(A) =rg(A) = 3, el sistema tendra solucién Unica y
los tres planos se cortaran en un Unico punto formando un triedro.

Si a = b la matriz de coeficientes y la ampliada son:

gel 1 1% 8d 11 80
A=ca 2 af A'=ca 2 a 4f
ga a ag ga a a 43

1 _— . .
orlamos el menor 5 con la columna de términos independientes

1 1 8
. , 1
obteniendo |A|=|a 2 4| =4(2a°-5a+2) =0Pp a:20a:E
a a 4
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Sia=b=2 b rg(A) =1, rg(B) =2 pues 1 0. El sistema es

4
incompatible. Los planos p, y ps coinciden y p; seria paralelo a ellos.

Sia=b= % P rg(A) = rg(B) =2. El sistema es compatible indeterminado.

Los planos p; y ps coinciden y p, los corta segun una recta.

Sia=b? i%z\z P rg(A) = 2, rg(B) =3. El sistema es incompatible
I

Los planos p; y ps son paralelos y p, los corta.

Sia=1,b=2:
111
|A]=]1 2 2| =-1.
12 1

Que es un sistema compatible determinado que resolvemos por Gauss:
@ 118 a&a11 8 & 00 120
81224%p8011-4%p8001 0+

© 2145 S010-45 S0 10 -45

consolucibn x=12,y=-4,z=0

4.- Discute la posicién de los tres planos siguientes segun los valores del
parametro ay calcula la intersecciéon para a = -1.
ax+y+z-= au
i
X+tay+z= a+2y

X+ y+az :-2(a+1)[)

Resolucion:

Estudiamos como es el sistema formado por sus tres ecuaciones:
a 1 1

|Al=|1 a 1|=a’-3a+2=(a-1)(a+2)
1 1 a

Sia! 1ya?t-2el sistema es compatible determinado rg(A) = rg(A*) = 3.
Los tres planos se cortan en un punto.

Si a = 1 el sistema es incompatible ya que rg(A) = 1 y rg(A*) = 2. Los tres
planos son paralelos.

Si a = -2 el sistema es compatible indeterminado: rg(A) = rg(A*) = 2. Los
planos se cortan en una recta.

Para a = -1 el sistema es compatible determinado y lo resolvemos
utilizando el método de Cramer.

|A| =a’3a+2=(-1)>-3(-1)+2=4

10101
Ac=| 1 -1 1|=(-140+1)-(0-1-1)=2
0 1 -1
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-1 -1 1
A= 1 1 1|=(1-1+0)-(1+0+1) =-2
1 0 -1
-1 1 -1
A,=| 1 -1 1|=(0+1-1)-(1-1+0)=0
1 1 0
_Ax _2_1
Al 4 2°
_Ay 2 1
y___ - = -_!
|IA] 4 2
:i = 9 =0
|A] 4
Determinando el punto P = Ee—l,-i,og
e2 2 g

5.- Discute la interseccion de los siguientes planos segun los valores del
parametro ay halla su interseccién cuando sea posible.

ax+ty+z=al
I
X+tay+z=1y

x+y+az=1},
Resolucioén:
El determinante de la matriz de coeficientes es:
a 1 1
|A|=]1 a 1|=a’3a+2=(a-1)’(a+2)
1 1 a

Sial 1yatl -2 el sistema es compatible determinado.
Hallamos su solucion utilizando la Regla de Cramer:

a 1 1 )
Mt
1 1 a
a a 1
A=[1 1 1/p y= % :Wo(wz):
1 1 a
a 1 a
A= 1 a 1lp z= IAAZI :Wo(au):o'
1 1 1

Es decir, cualquiera que sea el valor de a la solucién es (1,0,0)

Si a = 1, las tres ecuaciones coinciden, luego es un sistema compatible
indeterminado, es decir, son tres planos coincidentes.
X+y+z=1

Si a = -2, queda un sistema compatible indeterminado que resolvemos por
el método de Gauss:
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&2 1 1-2% gel 1-2 19 gel 1-2 1¢
¢1-2 1 1-p¢1-2 1 1P ¢0 -3 3 0+
€1 1.2 153 &2 1 125 &0 0 0 0}
Donde hemos cambiado la 12 por la 32 filas y hemos restado a la 22 fila la
12filay ala 32 fila la suma de la 12 y la 22. Queda el sistema:
I x=1+I
y=I
z=I

%

X+y-2z=1( z=y 0 z=y {
,p p %
-3y+3220% x-yzl% x:1+y%

—— ——

6.- Tres planos cuyas ecuaciones son

I X-y+3z=0

% ax+ay- z= 0

{ax+  52= 0

se cortan en unarectar. )Cuanto vale a?

Resolucion:

Si los planos se cortan en una recta r el sistema formado por sus ecuaciones
debe ser compatible indeterminado. El rango de la matriz de coeficientes debe
ser 2. El determinante de la matriz de coeficientes ha de ser nulo.

1 -1 3
|A|=|a a -1| =5a+4-12a+5a=-2a+4=0p a=2
4 0 5

Sial 5 - {2}, rg(A) = rg(A*) = 3 el sistema es compatible determinado. Los
tres planos se cortan en un Unico punto (el origen de coordenadas).

-1
Si a = 2 tenemos el menor ‘ =242 =41 0, luego rg(A)= rg(A*)= 2<3
2 2

gue es el nimero de incognitas y el sistema es compatible indeterminado,

cortandose los tres planos en una recta.

7.- Considera los planos en 5° dados por las ecuaciones

I (@a+1)x+ y+ z=a’+3a
J|[ X+(@+1)y+ z=a’+3a°
-T'- X+ y+(a+l)z=a’+3a?

a) Describe su posicién relativa segun los valores del parametro a.
b) Halla su interseccion en el caso a =-3.

Resolucion:
a) Para estudiar la posicion relativa de los planos, estudiamos la compatibilidad
o no del sistema formado por sus ecuaciones en funcion del parametro a:

aatl 1 16

A= g 1 arl  1-= (a+1)® +1 +1 -3(a+1) = a° +3a’ = a’(a+3)
g 1 1 a+1g
8a+1 1 1 az+3a9

A=S 1 arl 1 PB+3g2.

¢
€ 1 1 a1 gte322
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Siat! 0,a?! -3 rg(A)= rg(A*) =3, por lo tanto el sistema es compatible
determinado, y los tres planos se cortan en un punto formando un triedro.

Si a = 0 el sistema se reduce a una Unica ecuacion x+y+z = 0, es decir, los
tres planos son coincidentes.

-2x+y+z=00
Sia=-3 queda el sistema x-2y+z=0 ;, Como rg(A*) =2 y el sistema es
x+y-2z=0 |,
homogéneo tendra infinitas soluciones, los planos se cortan en una recta.

b) Calculamos su interseccion cuando a = -3. El sistema sera equivalente a

1-2Xx+y+z=0 L x=¢

% 2y+ _O b ty=& conli5
T X- z= T

! y 1z=6

gue es la ecuacién de una recta.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Estudia lainterseccién de los planos cuyas ecuaciones son la siguientes:
i 3x+y-z=15

:

i x+y-z=1

1 2x-y=6

Solucién: Es e punto (7, 8, 14)

2.- Estudia lainterseccion de los planos cuyas ecuaciones son la siguientes:

I x+2y=1

%-2x+3y+z:-1

1 x-y=3

Solucién: Ese punto P = gi E,EQ
e3 3 3g

3.- Estudia lainterseccion de los planos cuyas ecuaciones son la siguientes:
3x+y-z=4

x+2y =5

¥5x+ S5y-z=14
Solucién: Eslarecta(5- 21,1, 11-51)

i
z

I 2x+y=5

i Xx-3z=4

1,. 4x+y-6z=10

Solucién: Los planos se cortan dos a dos, formando un prisma, no tienen ningn punto comdn.

4.- Estudialainterseccion de los planos cuyas ecuaciones son la siguientes:
i
I

5.- Estudia lainterseccion de los planos cuyas ecuaciones son la siguientes:
1 x+3y-2z2=0
: 2x- y+z=0
14x-5y-32=0

Solucion: Es el origen de coordenadas.

GEOMETRIA



6.- Los tres planos cuyas ecuaciones son, respectivamente,
X+2y+az=10
2x+y+az=0 i/

3x+3y-2z=1 b

Se cortan en unarecta a) ¢Cuanto vale a?

b) Determina el simétrico del punto P = (1, 0, 1) respecto de larecta del apartado anterior.
Solucién: @) p© x+y+3z-4=0,b) Ese punto S= (-1, 2, 1)

7.- Considera €l sistema de ecuaciones lineales
2x-y+z=3 1
X-y+z=8 ;,
3x-y+az:-2ab
Determina s existey, en este caso, calcula €l valor del pardmetro a para e cual los tres planos

determinados por las ecuaciones del sistema se cortan en unalinearecta
Solucion: a= 1.

8.- Consideralos planos de ecuaciones

p:: X +by+2z=0,

P2 2x -3y +z-5=0

ps: X +y-2z-15=0,

Determinab de forma que los tres planos tengan una recta en coman.
Solucion; b =-2

9.- Determina el valor de a para € cual los planos cuyas ecuaciones se dan a continuacion
contienen unamismarecta;

x+y=1 u

;

ay+z=0 y

x+(@a+ly+az=a+lh
Solucion: a= 0

10.- Determina € valor de a para € cua los planos cuyas ecuaciones se dan a continuacién
contienen unamisma recta;
X+y+az=1 0
ay+z=0 ;/
X+(@a+ly+ z:a+1[)
Solucién: a=0

11.- Estudia segun los valores de a la posicién de los planos

i x+(a+ly+ z=0

% X+ y+(@+1)z =0

} (@a+1l)x + y+ z=0

Solucion; S at Oyatl -3lostres planos se cortan en €l origen de coordenadas.

S a = 0 setrata de tres planos coincidentes.

S a = -3 Setrata de tres planos que se cortan en una recta formando un haz de planos.

12.- Estudia lainterseccion de los siguientes planos segun los valores del parametro ae
interpreta geométricamente el resultado;

X- 3y- 4z=30
ax+ 5y- az:6§',
15x +5ay-302=3 |
Solucion; S at 2,al -5lasolucion es Unica.

S a= 2lostres planos no tienen ninglin punto comin, se cortan dos a dos.
S a= -5lostres planos se cortan seglin una recta.
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2.6.- POSICIONES RELATIVASDE PLANO Y RECTA

_i_ X:p1+| U1
. . I ) -
Para estudiar las posiciones de unarectar: i y=p,+1| u, con vector director u= (U, Uz, Us) Y

Z:p3+| us

un punto P = (py, p2, ps) Y un plano p: Ax + By + Cz + D = 0 de vector normal n = (A, B, O

estudiamos e producto escalar u.n.

1.- Rectay plano secantes.

Se cortan cuando tienen un Unico punto
comun. El producto escalar u.n 't 0.

2.- Recta contenida en €l plano.

La recta estd contenida en el plano cuando
todos los puntos de la recta pertenecen a

plano. El producto escalar u.n =0 y
ademés Pl p

3.- Rectay plano paralelos.

Larectay € plano son paralelos cuando no
tienen ningin punto comuin. El producto

escalar u.n ! Oy ademésPi p.

4.- Recta perpendicular a un plano

La recta r perpendicular a un plano
p: Ax+By+Cz+D = 0 tiene como vector
director a n = (A, B, C), vector normal de

p. Como pasa por € punto P = (a, b, ¢),
exterior a plano las ecuaciones son:

i x=a+Al
% y=b+Bl
1 z=c+Cl

5.- Recta perpendicular a unarecta

Tomamos e vector director de r, a, y un
punto genérico, R. La recta perpendicular
pedida, s, pasa por € punto P, siendo

—_— > —

normales los vectores U y PR:u.PR=0
Se sugtituye | en PR para obtener € vector

director de larecta sy se toma como vector
director v uno paraelo a PR.

GEOMETRIA

45



EJEMPLOS

1.- Estudiala posicion relativa del plano p: x -3y +5z+11 =0 y larecta
1 x=3-26
| y=1-¢
{z=4+66

Resolucion:

El vector director de la recta r es u = (-2, -1, 6) y el asociado al plano p es
Flz(l,-3, 5). Como el producto u.n 1 0, r cora a p. Para hallar la
interseccién sustituimos las coordenadas del punto genérico de la recta en la

ecuacion del plano:
3-2| -3(1-1) +5(4+61 ) +11=0b 31+31l =0b | =-1

La recta corta al plano en el punto:
x=3-2(-1)= 50

y=1- ()= 2y P P=(5,2,-2)
z:4+6(-1):-2|o

2.- Estudia la posicidn relativa del plano p:x -3y - 6z=5 y larecta
I X=2+38&

Resolucion:
El vector director de la recta r es u = (3,-1,1) y el asociado al plano pes

n= (1,- 3,- 6). El producto u.n = (3, -1, 1). (1, -3, -6) = 0 luego r y s coinciden
0 son paralelos. Como el punto P=(2,1,0) no pertenece al plano pues
2-3.1-6.0=51 0O larectay el plano son paralelos.

3.- Encuentra el valor de a para que la recta definida por
1 X+ay+z=1
1 -2x+4y-22=6

esté incluida en el plano p: 2x+y+z=-1

Resolucion:

Para que la recta esté incluida en el plano que el vector director de la recta y el
vector normal del plano han de ser perpendiculares. A continuacion se halla un
punto cualquiera de la recta y se comprueba que pertenece al plano.

El vector director de la recta es el producto vectorial:

> >

e, e

2 3

u=n,xn, =| 3 a 1| =(2a4,4,12+2a)
2 4 -2

Obligamos a que sea perpendicular al vector caracteristico del plano ﬁ:(2,1,1)
u.n =0 b (-2a-4, 4, 12+2a).(2,1,1) = -4a-8+4+12+2a=0p -2a+8=0b a=4
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Escogemos ahora un punto cualquiera de la recta, para ello tomamos y = 0,
guedando el sistema:
1 3x+z=1

con soluciones z = -5, x = 2, es decir el punto P = (2, 0, -5)

Se comprueba que el punto anterior pertenece al plano: 2.2 +0 + (-5) =-1

4.- Dada larecta

1 x+y=1

' Tx+z=-1

determina el valor del parametro a para que el plano p: x+ay-z-3 = 0 sea:
a) Paralelo ar.

b) Perpendicular ar. Calcula en este caso el punto de corte entrery p

c) Razona si existe algun valor para que r esté contenida en p

Resolucion:

Las ecuaciones paramétricas de la recta se hallan despejando x y tomando
ésta como parametro:

ix= &

I ;
i y=1-8&
1z=-1-8
a) Para que r y p sean paralelos ha de ocurrir que el vector director de la recta
u y el vector caracteristico del plano n sean perpendiculares:

u.n=0pb (1,a -1).(1,-1,-1)=0b 2-a=0p a=2

b) Si la recta es perpendicular al plano su vector director ha de ser paralelo al
vector normal de éste, es decir, con coordenadas proporcionales:

El punto de corte se obtiene sustituyendo un punto genérico de la recta en la
ecuacion del plano:
[- (-1-1)+ 1+ -3=0 P 31 -3=0P | =1

Sustituyendo | =1 en r obtenemos el punto P = (1, 0O, -2)

c) Si r esta contenida en p el vector director de la recta ha de ser perpendicular
al plano y ademas estar incluido en el plano un punto de ésta. Esto sucede si
a =2, pues el punto P = (-1,2,0) de la recta verifica la ecuacion del plano

5.- Considera las rectas
1 dX+5y+7z=7
r:i ,
% X+2y+4z=3
Comprueba que estan en el mismo plano p y halla la ecuacidn de éste.

s:{x=y-1=-z}.

Resolucion:
Si ry s son coplanarias, los vectores directores de ambas junto con el vector

PQ, con Pi ry Qi s, son linealmente dependientes:
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u=| 4 5 7|=,5-7)
3 2 4

Para hallar el punto P de r tomamos z = 0 y queda el sistema:

1 4x+5y=7

1 3x+2y=3

obteniendo el punto P = 89_12 , 02
el 7 g

—_—

El vector director de s es (1,1,-1) y Q = (0,1,0) por lo tanto PQ :Ee% , ; ,0
e

El determinante

6 5 -7
1 1 -1 =0
-7 -2/7 0

- > —

luego u,v, PQ son linealmente dependientes y por lo tanto r y s estan
contenidas en el mismo plano p.

Para hallar p tomamos como vectores directores el conocido de r, el de sy el
punto Q = (0,1,0) de s.

X y-1 z
6 5 -7, =0P 2xy+z+1=0
1 1 -1

6.- Considera las rectas
r:} X-y+3=0, s:} 2y +1=0,
12X-z2+2=0; 1 X-2z2+3=0;
a) Determina un plano paralelo alarecta s que contenga a larectar.
b) Halla un plano perpendicular alarecta s que contenga a larectar.

Resolucion:

1 X-y+3=0 | .

Parar© j si X = 0 obtenemos el punto P = (0, 3, 2), six=1
12x-z+2=0

obtenemos el punto (1, 4, 4) por lo tanto el vector director es u= 1,1,2
i 2y+1=0 1 6 .

Para s ° : y si z = 0 obtenemos el punto A :8? 3- —,09, siz=1
1 Xx-2z+3=0 e 2 g

1.8 . -
obtenemos el punto ge 1- > ,19 por lo tanto el vector director es v =(2,0,1).
e 2]

1 12

7 19 - -

=2 0 1 :14+3.-§-4:7 1 Olos vectores u, vy AP
APl 13 7/2 2

son linealmente independientes, se cruzan las rectas ry s.

u
Como | v
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a) El plano p, paralelo a la recta s y que contenga a la recta r, pasara por el
punto P y sera paralelo a los vectores u y v , s decir:
Xx= é+2
y=3+é&
{z=2+284

N
z

b) El haz de planos que contiene a la recta r tendra de ecuacion
X-y+3+l (2x-z+2)=0pP (1+2[)x-y-lz+3+2| =0

Si alguno de los planos del haz es
perpendicular a la recta s, el vector *
director de ésta ha de ser proporcional

al vector normal del plano (1+21 , -1, -1 ): T
(a1+21, -1, -1)=a(2,0,1)

Como -1 a.0 cualquiera que sea al 5, no existe ninguin plano que cumpla las
condiciones pedidas.

7.- Calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano p: x -z=0y que
pasa por el punto P = (1, 1, 0).

Resolucién:

El vector n = (1, 0, -1), caracteristico
del plano p, es el vector director de la
recta r. Como r pasa por P= (1, 1, 0)
Sus ecuaciones paramétricas: son

8.- Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P=(1,2,0) y corta
i x-2y=3

% z=3

perpendicularmente ala recta dada porr :

Resolucion:

Para hallar un vector director de r,
tomamos dos puntos de dicha recta:
x=1b A=(1,-1,3)

y=0pbP B=(3,0,3)

el vector director es U = AB = (2,1, 0).

La ecuacién de la recta es:

I x=1+2
r:% y=-1+I
b z=3

con punto genérico R = (1+21 , -1+, 3)

Para que la recta s pedida sea perpendicular a r, obligamos a que lo sean los
vectores U y PR =(2l,-3+l, 3), siendo R el punto de corte de las rectasry s.
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U.PR=(2,1,0).(2l,-3+,3)=0p 4l -3+| =0pb 5| -3=0b | =

ol w

Sustituimos el valor de | en PR para obtener el vector director de la recta s:

tomamos como vector director v uno paralelo a PR , por ejemplo v =(2,-4,5).

La recta s buscada pasa por P = (1, 2, 0) y tiene como vector director
v = (2,- 4,5). Sus ecuaciones paramétricas son:

I x=1+2l

ty=2-4

1,. z=5

9.- Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto P = (4, 5, 0), es
paralela al plano p cuya ecuacion es x + 2y - 3z = 1y corta alarectar

dada porr: Xley—Z:Z—z

Resolucién:
La recta r tiene como ecuaciones 0

paramétricas
I x=1+I Iﬁ /
! A

|
i y= 2-1 ‘

L z=2-1

Un punto genérico de la recta es:
Q=1+, 2, 2-). —

La recta pedida pasa por el punto P = (4,5,0) y corta a la recta r en un punto Q,
luego tendra como vector director % cuando % sea paralelo al plano p.

Como el plano p tiene como vector perpendicular a n= (1,2,-3), los vectores n
y % han de ser perpendiculares, y por tanto su producto escalar ha de ser
nulo. Como PQ = (1+ -4, 2-1 -5, 2-1 -0) = (-3+| , -3-1 , 2-1 ) tendremos:

n.PQ = (1,2 -3). (-3, -3, 2-1)=1.(-3+ )+2(-3-1 )-3(2-1 ) = 0

Obtenemos:

-3+ -6-21 -6+3l =0pb 2| -15=0P | —%

luego el vector es:

— x_ 15 5 150_a® 21 1106
=ZEE3+ = ,-3-5 2. FE=fX -0 - 1» (9,-21,-11

PR3 3 2 G 2 )

la recta pasa por P = (4, 5,0 ) y su vector director es %:

I x=4+9
by=5-21
1z= -11
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Dadalarectary € planop
x1l_y_z _
r: — 3,p.x+2yz+b 0
estudia sus posiciones relativas segiin los valores de los parametros a y b.
Solucién: S a= -1 se cortan.
S a= b= -1larectaestaincluida en € plano..
Sa=-1yb! -1larectay e plano son estrictamente paralelos.

2.- Cdcula € punto de interseccion de la recta x = 2t, y = 3t+1, z = t con € plano
3x+2y-11z-5=0.
Solucion: Secortan e punto P = (6, 10, 3)

3.- Estudiala posicion relativa de larectax = 3t-1, y = t+2, z = 2t con €l plano determinado por
lospuntosA =(1,3,2),B=(2,0,1)yC=(1,4,3
&l 13 60

Solucion: Secortanend puntoP= ¢—,—,—=<
5 5 5y

4.- Estudialaposicion delarectar y e plano p
r: %1:%:2+3, p: 2x -y+z+11 =0.
Solucion: Se cortan € punto P = (-5, -4, -5)

5.- Estudialaposicion delarectar y € plano p

ix=1+5
r:% y=3 p:5x-7y+3=0.
1 z=0

Solucion: P(-9,-6,0)
6.- Estudialaposicion delarectar y € plano p
rx-1= y7+1 =z,p:x+y-3z-1=0.

Solucion: Recta y plano paralelos.

3.- Halla las ecuaciones de la recta que pasa por € punto P = (0, -1, 3), es paralela a plano

x-1_y_z-2
: 3X-y+z-1=0y cortaalarecta —=<Z=——
p y y > -3 &
Solucion: (x,y,2) = ge§+§é 3,5, 118,90

&4 4 8 8 8 8 g

8.- Halla la ecuacion de la recta que pasa por € punto P = (1, 0, -1) y es perpendicular a plano
2X-y+3z-4=0
Solucion: X_-l :l :Z_+1

2 -1 3

9.- Hallalas ecuaciones de la recta que pasa por e punto (0,-1,3), es paralelaa plano x-y+z-1=0

ycortaalarectaX—'lzlzz;2
2 3 b5

Solucién:

i x= @l

L y=1+5

1 z=3-13
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2.7.- POSICIONES RELATIVASDE DOSRECTAS

Ix=p+lw

_i_ X:q1+ my,

i i .
Dadas dos rectas r:{ y=p,+!| u; ¥ S'i y=0q,+my, formamos las matrices cuyas columnas

| —
1 Z—p3+| us

| —
1 z—q3+mv3

son sus vectores directores y la ampliada con e vector que une un punto de cada una de ellas.

gﬁll V10
8U3 Vsa 3

1.- Coincidentes

Todos sus puntos son comunes.

rg (a,:/) =1rg (G\? %) =1

Los vectores directores y € vector%
tienen lamisma

2.- Paralelas

Son coplanarias sin ninglin punto comun.

rg (a,:/) =1rg (G\? %) =2

Los vectores directores son paralelos pero
% no tiene lamisma direccion.

3.- Secantes

Tienen Unicamente un punto en coman.
rg(u,v) =2,1g(u, v, PQ) = 2
Los vectores directores no son paraelos y

% no tiene su misma direccion que ay v,
pero estd en € plano que ambos determinan.

4.- Cruzadas.

No tienen ningn punto en coman.
rg (a,:/) =2,19 (G\? %) =3

Los vectores U y\7 no son paralelos y %
no esta en € plano determinado por ambos.

éaull Vi ql'plg
Uz V2 qZ'pzi

us Vs Q3'p3é

— .

— |

5.- Recta que pasa por un puntoy dosrectas dadas.

Para halar larectaque pasapor P= (a, b, )
eincide con dosrectasr y s de ecuaciones:

I X=X +ag I X=X, +aj
Sy - 5 b= N
RiYy=y,+h€ ys [y=y,+bj

Lz=27 +cg Lz=12,+cj
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Consideramos un punto genérico R= (x1 +aéy, +héz + clé) delarectar
Consideramos un punto genérico S= (x2 +a,l, Yy, +b,l, z, + ¢, ) delarectas
Obligamos a que P pertenezca a la recta determinada por lospuntosR y S.
Obtenemos € vector director de larecta, que es RS.

Finalmente la recta es la que pasa por € punto Py su vector director es RS.

6.- Recta perpendicular comun a otras dos dadas.

Para obtener una recta que sea perpendicular

adosdadas, ry s T
- Tomamos un punto P genérico de r y -

otro Q des. P u

Obligamos a que € vector % sea
perpendicular a los vectores directores

de las rectas u y V.
La recta buscada es la que pasa por los \, Qv
puntosPy Q \

EJEMPLOS

1.- Estudia la posicion relativa de las rectas
I x=3-5¢ i x=1+10i

r: %y:2+é ys: : y=4-2i
[ z=5-8 [z= 2

Resolucion:

Los vectores directores U = (-5,1,-1)y v = (10, -2, 2) son proporcionales. Las
rectas son paralelas o coincidentes. Como el punto (1, 4, 0)I s, y comprobamos
si pertenece a larecta r:

2

5

4=2+41 b | =2

1=351p | =

el punto (1, 4, 0) no pertenece ar. Las rectas son paralelas.

2.- Estudia la posicion relativa de las rectas

I x=21-5¢ i x=1+10i
r: : y= & ys: : y=4-2i

L z=4-8 L z= 2
Resolucion:

Los vectores directores u = (-5, 1, -1y v = (10, -2, 2) son paralelos. Las

rectas son paralelas o coincidentes. Tomamos el punto (21, 0, 4) 1r, y
comprobamos si pertenece 0 no a la recta s:

I 21=1+10ibi =2

I y=4-22=0

[ z=22 =4

Ambas son la misma recta, pues coinciden en un punto y tienen la misma
direccion.
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3.- Estudia la posicion relativa de las rectas

1 x=2-3¢ 1 x=1-1
r:%y:3+5é y s: %y: i

lz= & lz= 5
Resolucion:

Los vectores directores U =(-3,51)y v = (-1,1,0) no son proporcionales, por lo
tanto las rectas se cortan o se cruzan. Tomamos los puntos P = (2, 3,0) dery

Q =(1, 0, 5) de s para formar el vector % = (-1,-3,5) que va de una a la otra.
Hallamos el producto mixto de los tres vectores:

3 -1 -1
[ULV,PQ] =| 5 1 -3| =-15+3+1+25=141 0.
10 5

Como dicho producto es no nulo las rectas se cruzan

4.- Estudia la posicion relativa de las rectas

I x=2-3é Ix=1-i
r: %y:3+5é y Ss: %y: 2i

Lz= & lz= 5
Resolucion:

Los vectores directores de las rectas u =(-3,5,1) y v =(-1,2,0) respectivamente
no son proporcionales, por tanto las rectas se cortan o se cruzan. Tomamos los
puntos P =(2,3,0)dery Q = (1, 0, 5) de s para formar el vector % =(-1,-3, 5)
gue va de una a la otra. Hallamos el producto mixto de los tres vectores:

3 -1 -1
[LVv,PQ]=| 5 2 3|=0
10 5

Como dicho producto es nulo las rectas se cortan.

5.- Sean las rectas

R I x=1+4é
| X-y=3 T R
r:i y sijy=-1+3&
1 X+2z=a i .
| 2=-4+58

a) Determina "a" para que r y s sean paralelas.
b) Determina "a" para que ry s sean perpendiculares.

Resolucion:
Para hallar el vector director de la recta r, calculamos el producto vectorial de
los vectores normales a los planos cuya interseccién determina la recta:

> > >

e e, e

1 2 3

u=n,xn,=| 1 -1 0| =(2-21)
1 0 2

Un vector director de la recta s es v = (4,3,5)

a) Como los vectores directores no son paralelos (u! | v), r no es paralelo a s.
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b) Para que las rectas r y s sean perpendiculares el producto escalar de los
vectores directores debe ser nulo.

uv = (2,2, -1)A(4, 3,5) =8+6-5 1 0
Como uv 1 0p ry s NO son perpendiculares

6.- Dadas las rectas
] 2X+3y-4z=-1 13X+ y-3z=2

r.% x-2y+z=3 S'% X+ y+z=1

prueba que se cortan y dar la ecuacion del plano que contiene a ambas.

Resolucion:
Para ver si dos rectas se cortan debemos considerar si el producto mixto

[G,\?, %] es nulo, siendo P y Q puntos de r y s respectivamente y u y Vv sus
vectores directores.

Pasamos las rectas a forma paramétrica tomando z como parametro | :

i .6,
| 2x+3y=-1+4 _ 7y=-7+6 _ §YTITLE
| =9o- 1 - =3- .I.
i X-2y=3-1 i X-2y=3-1 i yo1458
t 7
Tomando como vector director uno paralelo al dado queda:
I x=1+5¢&
rify=-1+66
Yz= 78

Actuamos de manera similar con la recta s:

}x:1+2
Ix—l+2 I 2
1 3x+y=2+3i I 2x=1+4 ) i
t y A t b ¥ 2 Ds:%yzi-m
T x+y=1-i TYy=1-x-1 i :i-m i 2
Ty 2 iz= i
i
|
Es decir que P = (1, -1, 0), Q :8% % 02 0=(567yv=(2-3 1).
e @

Para ver si se cortan ambas rectas hallemos el valor del producto mixto:

-1/2 3/2 0
[L,v,PQ]=| 5 6 7/=0
2 -3 1

como es nulo, se cortan.

La ecuacioén del plano sera la del que pasa por un punto conocido (P o0 Q) y

- -

tiene como vectores directores u y v, por lo tanto vendra dado por el
determinante:

x-1 y+1 z
5 6 7| =0pb (6+21) (x-1) -(5-14)(y+1)+(-15-12)z=0 b
2 -3 1
El plano es 3x-y-3z-2=0
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7.- Dadas las rectas r y s definidas por

1 x+z-13=0, 1 x-a+1=0,

1 ax+y+z-12=0; S {y+z-a4-1)=0

)existe algun valor de a, para el que las rectas r y s son coplanarias y
perpendiculares?

r:

Resolucion:

Si las rectas son coplanarias los vectores directores de ambas rectas y el
vector formado por un punto de r y otro de s han de ser linealmente
dependientes.

El vector director de r lo hallamos como el producto vectorial de los vectores
caracteristicos de los planos cuya interseccion nos da la recta

> > >

e e, e

1 2 3

1 0 1/=(1 a1, 1)
a 1 1

i
1

El vector director de la recta s lo hallamos como el producto vectorial de los
vectores caracteristicos de los planos cuya interseccion nos da la recta:

> > >

e e, e

1 2 3

0 1/=(0,-1,1)
1 1

v=1
0
Para que r y s sean perpendiculares el producto escalar de sus vectores

directores ha de ser nulo:
uv =0b (-1).0+@1).(-1)+1.1=0b 1-a+1=0b a=2

Las rectas son:

I X+z-13=0
roj
1 2x+y+2z-12=0

Un punto P de r lo obtenemos, por ejemplo, tomando x = 0 y resolviendo el
sistema resultante:

z=13 {
0by=-1
y+z:12¥,

y el punto es P = (0, -1, 13)

Un punto Q de s lo hallamos suponiendo, por ejemplo, que z = 0 y resolviendo
el sistema resultante:

X=1(
v b =(1,2,0
y:Z% Q=( )

Tomamos los vectores U = (-1, 1, 1), v = ©, -1,0) y%: (1, 3, -13) y para que
sean coplanarios ha de ser nulo el determinante:

-1 1 1
0 -1 1| =-13+1+1+31 0
1 3 -13

No existe pues ningln valor de a para el que r y s sean coplanarios y
perpendiculares a la vez.
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8.- Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P = (2, -1, 0) y por
+ -
las rectas r © Xle%:z—lz y SO 2x+1l =y-3=2+2

Resolucién:

Un punto de r es A = (-1, 0, 2) y su vector director u= (2, 5, -1), luego su punto
genérico R es
R = (-1+2r, 5r, 2-1)

La recta s viene dada como la interseccion de los planos:
1 2x-y+4=0
} 2x-2z-1=0

Para determinar el plano que pasa por sy el punto P hallamos el haz de planos
determinado por s y escogemos el que pasa por P:
2xX-y+4+| (2x-z-1)=0P 4+1+4+1(4-0-1)=0 b 9+31 =0P | =-3

Sustituyendo valores obtenemos la ecuacion del plano:
2x-y+4-3(2x-z-1) =0 P -4x-y+3z+7 =0

Determinamos el punto de interseccion de la recta r y el plano anterior:
-4(-1+2r)-(5r)+3(2-nN+7=0 b 17-16r=0P r= 1—;

El punto buscado es
_®,, 348 5 170 _ a48 85 150

€ 16'16'° 164 $&16'16'16g

Luego el vector es:

PR :Eé—g- 28,4156 =& 14 101 156 (.14, 101, 15)
&6 716 16y & 16’ 16 164

La recta pedida pasa por P = (2, -1, 0) y tiene como vector director PR , Sus
ecuaciones parameétricas seran:

| x=2-14
ty=-1+101
1 z= 15

9.- Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1, -1, 2) y se
x-1_y z+1 X _y-2 z-2
apoyaenlasrectasr.——=2="_"vys: =2 =" _—
-2 1 3 2 -1 3

Resolucion:
El punto genérico de R = (1-2r, r-1, -1+3r) y el de S = (2s, 2-s, 2+3s).
La recta que pasa por los puntos R y S tiene como ecuacion continua:
x-(2-2r) _ y-r _z-(-1+3r) [1]

2r+2s-1 -r-s+2 -3r+3s+3

Como pasa por el punto (1,1,-2) se cumple:
1-2-2r) . 1-r _-2-(-1+3n
2r+2s-1 -r-s+2 -3r+3s+3

Igualando la 12 fraccién con la 22 y 32 obtenemos:
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2r(-r-s+2)=(2r+2s- 1)(- 1- r) b j-2r%- 2rs+4r =-2r+2r% - 25-2rs+1+r
|
2r(-3r+3s+3)=(2r+2s- 1)(3- 3r)  § -2r2 +2rs+2r = 2r-2r2 +2s-2rs-1+r
Sr+2s=1

} br=ls=-2
1 4rs-r-2s=-1

i
z

Sustituyendo en [1] permite obtener la ecuacién continua de la recta pedida:
X+1_y-1_z-2
1 -1 2

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Estudialas posicionesrelativas, seglin los valores del pardmetro a, de las rectas
I x=1+& | x=a+l+i

r: : y=28 ys% y=4
[ z=38 1 2z=4

razonando las distintas posiciones que puedan presentarse.

Solucion: s at Olasrectas secruzan. S a= 0 se cortan en € punto P =(1,0,0)

Xx-2_y-k_z X+2_y-1_2z-3

2.- Dadaslasrectas r:—=-—=—y s:——=="—=—— caculak para que las rectas se
2 2 -1 -1 2 3
corten.
Solucion: kzg
5

1 x=1+4t

3.- Se consideran las rectas r:%gzy;f:iza, s:%y: -1+ 3t . Determina a para que las
1z=-4+5t

rectasry s se corten. ) Pueden ser coincidentes?.
Solucion: Secortan si a = -1. No pueden ser coincidentes para ningin valor de a.

. . 1 X+y-2z+1=0 1 2x+y-z-1=0

4.- Determina, razonadamente, si lasrectas r: | ysi se cortan
1 2x-y+z-1=0 1 X-y-2z+1=0
0 Se cruzan.
Solucién: Se cortan.
. ] ax-2y = a4 3x-az=3-4a
5.- Dadas las rectas de ecuacionesr: S
1 3x-2z=-3 7 3y-2z=-2

dea
Solucién: a= 2.

L 1 X+2y-3z-1=0 | 3x-y+3z=0
6.- Determinasi lasrectasr: | S Se cortan o se cruzan.

7 X+2y-1=0 | x+4y-2=0
Solucion: Secruzan
X-2_y-k_z _x+2_vy1 z-3

7.- Dadaslasrectasr;——=2—=— s ==—=—
2 2 -1 -1 2 3

a) Caculak paraque las rectas se corten.
b) Hallala ecuacion del plano que determinan.

Solucion: a) k= % , b) La ecuacion del plano es 8x-5y+6z+3=0.
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i x=1+4
ys% y=-1+3
L z=-4+5

a) Determina"a" paraquery s sean paraelas.
b) Determina"a' paraquery s sean perpendiculares.
Solucion: No depende de a en ninguno de los dos casos a) y b).

X-y=3

i
8.- Sean lasrectasr: |
1 X+2z=

3 3 1 x=1+4t
9.- Seconsideran lasrectasr: )(T_y;l:iza ys | y=-1+3t
1 z=-4+5t

determina a paraque lasrectasr y s se corten. )Pueden ser coincidentes?.
Solucion: a= 1. No pueden ser coincidentes.

10.- Se consideran las rectas de ecuaciones r:%l—— =——ys—=2Z—=——,

Estudia su posicion y s tienen un punto en coman.
Solucién: Secortany su punto comin esP = (1, 2, 1).

11.- HaJIaIaecuacién de larecta que pasa por € punto P= (2, -1, 0) y por lasrectas

Xx+1_y
rN—===——ys 2X+1=y-3=2z+2
5> & y y-
111x - y+17z 23=0
Solucién: |

112x +3y-9z-21=0

12.- Hallalas ecuaciones de larecta que se apoyaen lasrectasr y sy es paradelaalarectat.
I x=1+2t

- i Xx+v=0

r:%y:-2+ts;i1:y_2:ig,t} y

i 2 -1 5 i z=2

| Z:'3t
Solucion: (x,y,2) = ¢é, Z-é, 136

e 6 6 g
‘ . 1 Xx+3y-z=0
13.- Halalarectat perpendicular comin alas rectas r: i X-2y+3=0 y s, que es larecta que
P X- =

pasapor lospuntos A =(1,2,0)y B=(0, 2, 1)

, 1-25x-2y+13z-36=0
Solucién:
T 6x+2y+ 6z-10=0

1 +1 -1 y-2_z-2
14.- Determina la recta que se apoya en las rectasr: Xl —%—23 ysXT:yT:ZTque

pasapor € puntoP=(1, 1, 1)
Solucién: (x,y,2 = (1-21,1,1)

15.- DetermmalarectaqueseapoyaenIasrectasr 5 ===——~ys ——=2 —=——

gue sea paralelaalarecta T =2 === =
Solucion: (x,y,2) = (-1+t, 2t, 2)

16.- Determina la recta perpendicular comin alas rectas de ecuaciones

Solucion: (x,y,2 = (1-1,1,0)
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2.8.- EJERCICIOSDEL TEMA

1.- Halla € baricentro del tetraedro de vértices A = (2,1, 3),B=(4,-1,3),C=(2,2,5 vy
D=(8,-305).
6

Solucion: G :8’3,3,4
e 4 g

2.- Dados los puntos A = (2, 3, 9) y B = (1, -2, 6), halla tres puntos P, Q y R que dividen a
segmento en cuatro partes iguales

Solucién: P = QZ,—,—+,Q: oo
3.- SeanlospuntosP=(3,1,5 y Q= (-1, 7, 3). Halae punto medio del segmento PQ
Solucion: M = (1, 4, 4)

4.- Compruebasi lospuntosA =(2,3,1),B=(5,4,3)y C=(2, 1, 2) estan dineados
Solucion: No lo estan.

5.- Halla las ecuaciones de las medianas del triangulo de vértices A =(2,3,4),B=(1,-1, 5y

C=(5,5,4).
Solucion:
I X=2+I
La opuesta al vértice Aes m©° : y=3-1
%z:4
I x= 1+5¢&
La opuesta al vérticeBesn © %y:-1+10é
{z=5- 26
i x= 5+78
La opuesta al vérticeCesr© : y=5+8¢é
1,. z=4-8é

6.- Calculala ecuacion del plano p que contiene alarecta

i Xx-2y+1=0
ro% y+z-320 ya puntoP=(1,1,0)

Solucion: p © x-2y+1=0

7.- Halla la ecuacién de la recta que pasa por € punto A = (1, 3, -1) y tiene la direccion del
vector v = (-1, 0, 2).

I x=1-1
Solucion: : y=3

ll.z: -1+2

8.- Calcula e punto simétrico del punto P= (-1, 0, 6) respecto del planop: 2x-y-z+2=0.
Solucién: P'= (3, -2,4).

9.- Calculala ecuacién del plano que contiene alarectar y pasa por € punto P = (1, 0, -1)
i x=2
i

siendor®j y=3+I
% z= -1

Solucién: p© 4x—-y—-z=5.
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10.- Determina las ecuaciones de la recta que pasa por € origen de coordenadas y es
perpendicular a plano determinado por €l punto P= (1, 1, 1) y larecta de ecuaciones

o1 Y=0
r-i
1 2x+3z=1
1 x=2¢&
Solucién: p© 2x—4y 3z= 1,r°%y:-4é
1 z=38

11.- Comprueba s estan alineados los puntos:
A=(1,273),B=(234,C=(0,1,2yD=(,11)

Solucion: C pertenece ar, basta dar € valor | =0.

D no pertenece a la recta ya que no cumple las ecuaciones de la recta.

12.- Hallala ecuacién de la recta que pasa por € punto A = (1, 2, 3) y es paralelo alarecta

1 2x+3y-z=1
r
1 x-y+tz=4

Solucion: X—_l——:—
8

13.- Hala € punto simétrico del punto A = (2, 0, 1) respecto delarectar :
Solucion: A' = (2,4,5)

:y_-3:z-2
-1

N | X

14.- Determina las ecuaciones de la recta que pasa por € origen de coordenadas y es
perpendicular a plano determinado por el punto P= (1, 1, 1) y larecta de ecuaciones

roi X+2y+3z=6,
I

T 3x+2y+z=1.
I x=é
Solucion; El planoesp © x+ 2y+ 3z= 6. Larecta&ro% y=28é
[ 7= 38

15.- Obtén la proyeccion ortogonal del punto P= (1, 7, 7) sobre e plano p: x = 3y.
Solucion: (3,1, 7)

16.- Determina la recta que pasa por € punto P = (1, 2, 3) y corta perpendicularmente a la recta
dada por las ecuacionesx =3 ey = 3.

1 x=1+2¢
Solucién: r © : y=2+8@
1z=3

17.- Un punto M se mueve en €l espacio tridimensiona (de manera que en un instante de tiempo
t se encuentra en € punto (1+t, 3+t, 6+2t). Hala la ecuacién de la recta que corta
perpendicularmente ala trayectoriade M y pasa por € punto (1, 1, 0).

Xx=1-8&
y=1+é@
z= 2¢é

i
Solucion; r © :
i

I
18.- Un punto M se mueve en €l espacio tridimensiona (de manera que en un instante de tiempo
t se encuentra en € punto (1+t, 3+t, 6+2t). Halla el instante de tiempo en € que € punto esta en

€l plano dado por laecuacionx -2y +z —7= 0.
Solucion: t = 6.
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19.- Cdculaay b paraque e vector (2—a+b, 1 +a- b, 1 - b) sea perpendicular alos vectores

us= 1,02y v = (2, 1, -1). Una vez determinada encuentra las ecuaciones del plano que pasa
por e punto (1, 1, 1) y es perpendicular a dicho vector.
Solucion: -2x+5y+z = 4.

i X-2y+1=0
20.- Calculala ecuacion del plano p que contiene alarectar: I y 320 y a punto P=(1,1,0).
T ytz-so=

Soluciénp: x-2y+1=0

21.- Determinasi lospuntosP=(1,1,0),Q=(0,0,-1),R=(1,0,1) yS=(1,1, 1) etanen €
mismo plano.

Solucién. No.

22.- Hallala ecuacion ddl plano que es paralelo alarecta determinada por los puntos A =(1, 3, 2)

i x+y-z=-3
yB=(0,13)y alarectas} ) y 3 sabiendo que € punto P = (2,1,2) pertenece a plano.
1 ex-y-z=-

Solucién: p: 7x-5y-3z-3=0

23.- Halla la ecuacion en forma segmentaria del plano que pasa por los puntos A = (2, 0, 0),
B=(0,-100yC=(0,0,7)

Solucion: ~-Y+ %=1
217

24.- Comprueba si los puntos A = (1,2, 3),B=(4,7,8,C=(@3,505),D=(1 -2 -3) ¥
E = (2, 2, 2) son coplanarios.
Solucién: D si, E no.

25.- Halla la ecuacion del plano que corta a los ges de coordenadas a distancia a del origen.
Hallaa para que € plano tenga por ecuacion x +y +z -7 = 0.
Solucion: X+ Y+ 2 ,a=17.

a a a

26.- Determinaa y b para que los tres planos siguientes pasen por una misma recta:
1§, x+2y-z=1
%62:2x+y+az=0
%63:3x-3y-222b
y hallad simétrico de O = (0, 0, 0) respecto de la recta comun.
a®44 262 12906

Solucion: a= - E’ , b= 3. El punto smétricoesS= ¢——, —, ——~
3 €89 89 89 gy

. ] ax-2y=a4 ] 3x-az=3-4a
27.- Seconsideran lasrectasr: { ysi
1 3x-2z=-3 1 3y-2z=-2
paralos cualeslasrectasry s son paraelas.

Solucion: a= 2.

determina los valores de a

. I x=1+4
I X-y=3 T

28.- Seanlasrectas r: ys:;fy=-1+3
1 X+t2z=a i

| z=-4+5

a) Determinaa paraque lasrectasr y s sean paralelas.
b) Determina a paraque lasrectasr y s sean perpendiculares.
Solucion: No depende de a

29.- Estudialas posiciones relativas, segin los valores del parametro a, de las rectas
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I x=1+1 I x=arl+l

L y=2l ysi y=4

1,. z=3 { z=-l

razonando las distintas posiciones que puedan presentarse.
Solucion: S a=0secortan, S a! 0secruzan.

30.- Dadaslasrectasr: L;:Lkzi y s izzy;l:z;g

a) Caculak paraque las rectas se corten.
b) Hallala ecuacion del plano que determinan.

Solucion; a) k = % ,b)p° 8x-5by+ 62+ 3=0.

31.- )Pertenece € plano x +y + z + 2 = 0 a haz determinado por larecta?
1 x+2y-2z-1=0

" 1x-3y+4z+2=0

Solucién: El plano no pertenece al haz.

1 2x-2y-z=4
32.- Considera e sistema de ecuaciones : X+2y- 2z=-1
1,. x-z=1
a) )Existe una solucién del mismo en laquey = 0?

b) Resuelve € sistema homogéneo asociado a sistema dado.
) Haz unainterpretacion geométrica tanto del sistema dado como de sus soluciones

Solucion: a) S es(3,0,2), b)yx=1,y= g, y=1, ¢) Unhaz detres planos en € espacio.

33.- Considera e sistema de ecuaciones

@l a -19 8@( o 8e29

¢2 -1 arCy==¢5-,

110 65,5 £15

a) )Para qué valores de a no tiene inversala matriz de coeficientes del sistema anterior?
b) Discute sus soluciones segun los valores de a e interpreta geométricamente €l resultado
Solucién: a) La matriz A no tendra inversa para ae{3,-5}.

b) S a6{3,-5}, un punto. S a=-5, tres caras de un prisma triangular. S a=3 tres planos de un
haz de planos.

34.- Estudiala posicion relativa de los planos segin €l valor de a
pi: ax+y-5z +4=0

p2: -3x-3y+15z +12=0

Solucion: S a= 1, planos paralelos. S at 1, planos secantes.

35.- Estudiala posicion relativa de los planos seguin €l valor deay b:

pi: ax+y-5z +4=0

p2: -3x-3y+bz +12=0

Solucion: S a=1, b=15 es paralela en sentido estricto. En otro caso se cortan

36.- Estudia lainterseccion de los siguientes planos segiin € valor de a
i 3x+10y+4z=0

% ax+y-z=0

1,' X-5y-3z2=0

Solucion: S a= 1—: son rectas; siat 1—: ese punto P = (0, 0, 0).
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37.- Hallala ecuacion del plano que pasa por € punto P= (-1, 2, 0) y contiene alarecta
1 X-2y+z=3

% y+3z=5

Solucién: 3x+ 2y+ 27z—-49= 0.

38.- Hallala ecuacion ddl plano que pasa por e punto P = (0, 0, 0) y contiene alarecta

Solucion: x- 2y+ z=0

39.- Dadalarectar: x +1= > =z-2 y d plano p: 2x-my+2z-3 = 0, halla razonadamente:
a) El valor de m paraquery p sean paralelos.

b) Los valores de m paraquer y p sean perpendiculares.

c) )Existe algin valor de m para que larectar esté contenida en € plano?

Solucion: @) m= 2, b) m= -4, c¢) No.

X+ y+z=1

. . . i .
40.- Se considera la recta r del espacio dada por las ecuaciones: { determina a

1-X-2y+z=0
para que € plano de ecuacion 2x+y+az = b sea paral€lo ar. Hala € valor de b para que la recta

esté contenida en €l plano.
Solucién: a= 4, b=-3.

] Xx+y-1=0 ] 3x- 2y-3=0
41.- Sean r y slasrectas dadas por r °© : y s° : y

12x- y+z=0, T 2x+y=0,
Determina la ecuacion de un plano que contengaar y seaparaelo as.
Solucion; x+y-1=0

42.- Determinala ecuacion del plano que es paralelo a vector u= (1, 2, 3) y contiene a larecta

gue pasapor € punto P=(1, 1, 1) y es paradelad vector v = 1,11
Solucion; x-2y+ z=0,

43.- Determina la ecuacién del plano que pasa por € punto P = (1, 1, 1) y es perpendicular a

vector U = 1,2,3
Solucion: x+ 2y+ 3z-6=0

44.- Seap €l plano de ecuacién p © 3x-2y-6z = 1y sear larecta dada en forma paramétrica por
rexy,2=(1on+12-11, 115

a) En e caso concreto delarectar y e plano p, compruebasi son paralelos.

b) En el caso concreto delarectar y e plano p, compruebasi son perpendiculares

Solucion: N son paralelos, Nos son perpendiculares

45.- Determinaay b para que 6x-ay+4z+9 = 0 y 9x-3y+bz-b = 0 sean paralelos.
Solucion: a= 2y b= 6.

46.- Obtén dos rectas que se cruzan en e espacio y cacula la recta perpendicular comin a
ambas.

47.- Hallalas ecuaciones de larecta que se apoyaen lasrectasr y sy es paralelaalarectat.
I Xx=1+2t
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TEMAIS

3.- PROBLEMASMETRICOS
3.1.- ANGULOS

1.- Angulo de dos rectas.

Si lasrectas se cortan €l angulo es €l menor
de los que forman dichas rectas en € plano.
Si las rectas se cruzan € angulo es €
formado por dos rectas paralelas a las dadas
y secantes entre si.

Si los vectores directores son U = x,v,2)y V= (X', y', Z) d coseno del angulo es:

uv_ _ |X¢<+Y‘9+ ZQ‘
|El \/X2+y2+xz.\/x&+y(€+xtg

Dos rectas son ortogonales si su producto escalar de sus vectores directores es cero:

cos(r, s) = cos(a, \7) =

\'

Mmsp U.v =0p xX'+yy'+zz2 =0

2.- Angulo de dos planos.

El angulo de dos planos secantes p; Y p.
serda € menor de los angulos diedros que
determinan, coincide con & formado por los
vectores caracteristicos de dichos planos.

Si dos planos tienen vectores caracteristicos

= xy,2)y ny = (x'y', 2), €l coseno del
angulo que forman es:

- -

A &+ y G+
cos(p1, P2) = cos(n1, N2) = Pl'r_"z = xS+ y &+ 2
|n1.n2 Ui+ y? +x2x@+y €+ xE

Dos planos seran ortogonales si e producto escalar de sus vectores caracteristicos es cero:
Mmsp Fll.ﬁg =0b xx'+yy'+zz2'=0

3.- Angulo deunarectar y un plano.

El angulo de unarectar y un plano p sera e
determinado por larectar y su proyeccién S
sobre e plano r', coincide con e formado
por e vector director de la recta y €
caracteristico del plano.

S u= (X, ¥, 2) es e vector director de la

\

=1

rectay ﬁ:(x',y',z') es el norma del plano,
€l seno del angulo que forman es:

- -

u.n  _ |x&+ y&+ z¢]
|G||ﬁ| \/X2+y2+xz.\/xq?+y¢2+xq?

sen(r, p) = cos(u, n) =
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Una recta y un plano son ortogonales si e vector director de la recta, G, y € vector

caracteristico del plano, n, sonpardeélos. S r*p U ufn =00 Z=2L=%

Una recta y un plano son paraelos s el vector director de la recta, G, y € vector
caracteristico del plano, n, son ortogondles. Si rjs 0 urn =00 xx'+yy'+22=0

EJEMPLOS
. i x+z=1
1.- Halla el angulo que forman las rectasr: x =y =zy s: | y=z
’I‘ =
Resolucion:
Los vectores directores de las rectas son u = 1,1,y v= (-1, 1, 1) yaque la
L - i x=1-é
ecuacion parametrica de la segunda recta, tomando z =1, es | y= &
Y=
u.v 1).1+1.1+1. 1 1
El coseno es cos(r, S) = #u \i = |( ) ]l = ==
‘u {v \/(-1)2+12+12_\/12+12+12 V343 3

El &ngulo pedido es (r, s) = arc cos%

2.- Halla el angulo que forman los planos p;: X +2y -z =3y p,: 2x -y +3z=0

Resolucion:
Los vectores caracteristicos son ny= 1,2,-1)y n2= (2,-1, 3) luego:
|1.2+2.(-1)+(-1).3] 3 3

JEe22 e Eeyieg Vo4 VB

El angulo es (p;, p2) = arc cosi

Jea

cos(ni, n2) =

. . i 1
3.- Calcula el angulo determinado por larectar: y el plano p:y= 1.
i
Resolucion:
El vector director de la recta es u = (1, 1, 0). El vector caracteristico del plano
es n = (0,1, 0). El &ngulo formado por ambos es:

- - 1 V2 0
sen(r, p) =cos(u,n) =—= =—b (r,p)= —
(r, p) = cos(u, n) 22 rp)=-
. 1 X+y+z=0
4.- Halla un punto P perteneciente a la recta r: | tal que los
1 2X-y-2z=0

vectores AB y PA sean ortogonales, siendo A=(0,2,3)y B =(, 1, 2).
Resolucion:

El vector director de la recta es el producto vectorial de los vectores normales
de los planos interseccion:
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v=nxn,=| 1 1 1|=(14-3)
2 -1 -2

Para determinar un punto de la recta hacemos x = 0:

i y+z=0 i -z=0
i b i P z=0,y=0p P=(0,0,0).
1-y-2z=0 { y-0=0
P x=-1
Por lo tanto la ecuacion de r en paramétricas es r:% y=4l
{z=-3
I

es decir que un punto genérico de la recta sera de la forma P (-l , 41 , -3 ).

Para hallar el punto pedido hallamos los vectores AB = (1,-1,1)y PA = (, 2-
41 , 3+3l) y obligamos a que ambos vectores sean ortogonales:

AB.PA=0b (1,-1,1).(,2-41,3+31)=0p 81+1=0P |:-%

Es decir que el punto pedido sera el que hallamos sustituyendo en la ecuacion

de larecta el valorde | por -—: P = 8d£§9
¢8 8 8y

EJERCICIOS PROPUESTOS

3 i x+z=1
1.- Hallael angulo queforman lasrectasr: x=y =z y sij y=0
Poy=

Solucion: Son perpendiculares

- - - + - +
2.- Halla€l angulo que forman las rectas r:X—lzy 222 ! ysx 3:y 5:Z !
2 1 1 1 2 -1

Solucion: E
3

3.- Dados los planos p;: 3x -2y +5z2 =2y py: ax +7y +z = 0 halla € vaor de a para que sean
perpendiculares.
Solucion: a= 3.

4.- Halla el dngulo formado por €l plano p: x +2y -z =3y larecta r: le = y_12 :ZT+1
Solucion: 30E
, I X-2y+3z=0
5.- Halla el éngulo formado por e plano p: 2x +3z =0y larectar: |
T 2X+9y=-8
. 15

Solucién: arc sen

V12142
6.- Hallala ecuacion de larecta que pasa por A(1,2,3) y es perpendicular a plano p:2x+3y+z=7
Solucion: X-1=Y-2_2°3

3 1
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3.2.- DISTANCIAS

1.- Distancia entre dos puntos.

La distancia entre dos puntos Py Q es € _

médulo del vector origen en Py final en Q: "4 - A
——

AP, Q= (o x) 2+ (VoY) *+(z2-2)® o

A

2.- Distancia de un punto a unarecta.

La distancia de un punto P a una recta que

pasa por Q y de vector director U esla
distancia del punto P a pie de la
perpendicular trazada del punto alarecta: h=PR

|Pqu

d(P, r):|ﬁ| =L - 1 _
v S :

3.- Distancia de un punto a un plano.

La distancia de un punto P a un plano
p: Ax+ By + Cz + D = 0 esla existente entre
el punto y e pie de la perpendicular trazada
desde el punto a plano:

+ + +D
d(p, p) = 12Xt BYs* Car* D e
\/A2+ B2+ 2 -

4.- Distancia entre dosrectas.

Ladistancia entre dos rectas seranula s
las rectas se cortan, es decir, tiene algin

punto en coman. : |
Si son paralelas hallamos un punto de la ! !
primera y calculamos la distancia de i i

dicho punto alaotrarecta Q

|

S secruzan lasrectas r quepasaporP  © | I
- |
y tiene de vector director u y s que i

pasa por Q y tiene de vector director & P i !

ot

[u,v, PQ]

- -

uxv

d(r,s) =

5.- Distancia de unarecta a un plano.

La distancia de una recta a un plano / P
seranulas larecta cortaal plano o esta

incluido en €. J'

La distancia de una recta a un plano
serd la de un punto de la recta a plano /
si ambos son paralelos. B

GEOMETRIA 68



6.- Distancia entre dos planos par alelos.

La distancia entre dos planos paraelos es P
igual aladistancia de un punto del primero, ] ;
P, a otro dado: /

d(p1, p2) = d(P, p2)
EJEMPLOS

1.- Calcula la distancia entre los puntos P=(2,-1,7)y Q =(3, 5, -1).

Resolucion:
Es el médulo del vector que los une:

d(P, Q) = {(2-3)7+(-1-5)+(7+1)? =P +62+& = V1+36+64 = V101

2.- Calcula a para que la distancia entre los puntos P = (2, 7, -3) y
Q=(-5 a, 3)sealol.

Resolucién:
El médulo del vector debe valer 10:

+./ -
V72 +(7-a)?+62=10b a®-14a+34=10P a= ENIN-16 o, a5

2

Hay dos valores de a:

a, = 7+J1_5,a2: 7-\/E

i x=1-2¢
|

3.- Calculala distancia del punto P = (5, -1, 6) alarectar:| y= -€
lz=5+&

Resolucion:
Como r viene determinada por el punto Q = (1, 0, 5) y el vector director

a:(- 2,-1, 1), la distancia del punto a la recta es:

_— — —

€ € &
-4 1 -1
PPy d -2 -1 1
ey Al |RPxd| _ 080 V72 _ g
’ Base d (-2,-1,2) | |-2-11) | e
1 ) 1 I x=1+é
i i + 1 _
4.- Dadas las rectas r: XT:yT:Z_Z y s:% y=2-& averigua su
L z= 28

posicion respectiva. Halla la distancia existente entre ellas usando el
producto mixto y, caso de existir, la ecuacién del plano que las contiene.

Resolucion:
Para averiguar la posicion de las rectas debemos considerar las matrices:
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el 1 el 109
M=¢ 1 -lfy M=¢ 1 -1 O—
2 23 g-z 2 1
1
Como rg(M) = 2 ya que el menor
1 -1

direccion y no son paralelas. Como rg(M ) < rg(M") = 3, el sistema es
incompatible, no tienen ninglin punto comun, son rectas que se cruzan.

1 0, las rectas no tienen la misma

Para hallar la distancia entre las rectas consideramos el cociente entre el
producto mixto de los vectores % =(0,0,1), u= 1,1,-2)y v= (1,-1,2)

1 1 -2
L 1-1 2
d(r,s)= Lol _ oo 1 _ 3 _ 2 45
’ uxv e e e [0-4-2] J20 5
1 1 1
2 -1 -2

No existe ecuacion del plano ya que dos rectas que se cruzan no
determinan un plano.

. . - -1 +2
5.- Calcula la distancia de la recta x_53:y7:z_1 al plano x-3y-z+6=0.
Resolucion:
Como el vector director de la recta es u= (5,2,-1) y el vector caracteristico del
plano es n = (1, -3, -1), ambos son paralelos ya que el producto escalar:
u.n=(5,2-1).012,-3,-1)=5-6+1=0

La distancia de r a p se obtiene calculando la distancia de un punto de r a p. El
punto P = (3, 1,-2) esta contenido en la recta y la distancia es:

_ _ 131+(-3).1+(-2.(-)+6]| _ 8
d(r, p) = d(P, p) = Jirorl Nl

6.- Calcula la distancia del plano p;: x-5y+z+2 = 0 al plano p,: 2x+3z-4=0.

Resolucion:
Los dos planos no son paralelos ya que sus vectores normales m = (1,-5,1) y

n2 =(2, 0, 3) no lo son. Los planos se cortan y la distancia entre ellos es nula.

7.- Calcula la distancia del plano p;: x-5y+2z=19 al plano p,: 2x-10y+4=0.

Resolucion:

Los dos planos son paralelos, pues los coeficientes son proporcionales. La
distancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al
otro. Tomamos P = (2, -1, 6) que es un punto de p. Por lo tanto:

2.2-10.(-1)+4.6 38
d(p, ps) = d(P, ps) = 122201 48] _

v4+100+16 V120
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X+5 y+1 z-2
2 -1 3

9.- Calcula la distancia de la recta r: al plano

p°x-3y+4z-11 = 0.

Resolucion:
El producto del vector director de la recta, G, y el vector normal del plano, n:
u.n=(2,-1,3).(1,-3,4=2+3+1210

no es nulo, la recta no es paralela al plano y la distancia es nula.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- CalculaladistanciaentrelospuntosA = (1,2, 1) yB=(5,2,7)
Solucién: \/5

2.- Ladistanciadel punto P(1,2,3) aotro Q del ge de abscisas es 7. Hallalas coordenadas de Q.
Solucion: Q= (7,0,006Q = (-5,0, 0)

x+1l y+2 z+5

3.- Cdculaladistanciadel punto P= (3,4, 5) alarectar:

2 -1
Solucién: /146
' . i Xx-y=0
4.- Caculaladistanciadel punto P(1, 3,-1) alarectar: j
1 X+y-z=0

Solucion: d(P, r) = ,{%

5.- Cdculaladistanciade punto P= (1, 2, 5) y e plano p: 2x+2y-z-5=0

Solucion: ﬂ
3

6.- Hallala distanciaentre los planos p;: 2x+y-z-3=0y p;: 4x+2y-2z-7=0

: 1
Soluciéon: —
V24
7.- Cdculaladistanciadelarecta r: %5 :ﬂll = 2—32 al plano x-3y+4z-11 = 0.
Solucién: 0.

8.- Cdculaladistanciaentre lasrectas
I x=5+& | x=2+3
I I R

r _{y:-l y_{y:2- I
Lz=8+28 1 z=-1+4

Solucién: 3

9.- Cdculaladistanciaentre las rectas

Solucion: 3
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3.3.- APLICACIONESDE LASDISTANCIAS

1.-Area de un paralelogramo . p

El &ea de un paraeogramo es € médulo
del producto vectoria formado por dos de
sus lados no paralelos:

S(ABCD) = | ABXAC]|

2.- Areadeun triangulo. S R

El &rea de un tridngulo es la mitad del area
del paralelogramo formado por sus lados. Es
pues la mitad del moédulo del producto
vectorial formado por dos de sus lados:

S(ABC) = %|ﬁx?é|

3.- Volumen de un paralelepipedo.

El volumen de un paraelepipedo cuyas tres )
aristas coinciden en un punto es el producto ] /
mixto de dichos vectores: 1

V = |[AB,AC,AD] | )

4.-Volumen de un tetraedro. ) o

El volumen de un tetraedro es la sexta parte
dd paralelepipedo construido sobre sus
aristas. Coinciden con la sexta parte del
producto mixto de dichos vectores:

V= %| [AB,AC,AD] |

D
EJEMPLOS

1.- Halla el area del triangulo de vértices A =(-5,2,1), B=(1,7,5), C = (- 1,0, 4).

Resolucion:
Las coordenadas de la aristas son AB = 6,5, 4)y AC= (4, -2, 3). El area es:

S= %| ABXAC| :%| (23,-2,-32) |= %,/232+ 224302 = %1/1557 = 19,71

2.- Calcula el area del paralelogramo formado por u = (2,1,5) yG = (3,2,1).

Resolucion:
El area del paralelogramo es el médulo del vector:

—_ —  —

e € €
S= |Gxx7| = 2 1 5|=4(9)2+132+12=4/251 = 15,84
3 2 1
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3.- Halla el volumen del paralelepipedo formado por los vectores
u=(21,0),v=010Yyw=(@21).

Resolucion:

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de G, v y E
210

[uv,w] =|0 1 0| =2
321

4.- Calcula las coordenadas de un punto C perteneciente a la recta
I X-y+2z=2 . iy < 2.

r i sabiendo que forma un tridngulo de area 6 u” junto con los
T 2X+y-z=1

puntos A=(1,2,1)yB=(2,3,3)

Resolucion:

Ponemos la ecuacion de la recta en forma paramétrica. Tomamos la incégnita
z como parametro y nos queda un sistema de 2 ecuaciones con dos incognitas
en el que determinamos las otras 2:

I xy=2-z b I 3x=3-x=1
}2x+y:1+z }y:1+z-2-y:-1+z

Un punto genérico de la recta es C= ( 1, -1+, I). Luego AB = (1,1,2y
AC=(0, -3+, | -1)

El &rea del triangulo ABC sera la mitad del médulo del vector producto vectorial
de ambos vectores y ha de ser igual a 6 u?

— —_— —_—

€ € €3

s:%|ﬁxA_é|:% 0 1 2|= %\/(S-é)2+(1-é)2+(-3+é)2:6

0 -3+é é-1

Elevando al cuadrado y desarrollando al valor del area la cuadrado:
31°-6l +5=0b | =1,1 =5

Obtenemos los puntos:
C:=(0,-2,00yC,=(0,2,4)

5.- Calcula el volumen del tetraedro de vértices A= (0, 2, -2), B= (2, 0, 1),
C=(,-2,0,yD=(2,2,1).

Resolucién:

Las aristas son AB = (2,-2,3);TC =(1,-4,2) yﬁ =(2,0,3).
El volumen es:

2 -2 3

1 1 s sans 1 |-2] _ 1 3
Vagep = = V = Z|[AB,ACAD]| = |1 -4 2| =—=>u
ABCD 6 AB,AC,AD 6|[ ]l 6| , o 3 6 3

6.- Sean A=(-1,0,3),B=(3,2,-1),C=(1,1,2),0=(0, 0, 0).
a) Calcula el area del triangulo ABC
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b) Calcula el volumen al tetraedro OABC

Resolucion:
a) El area del triangulo ABC es:
. € € € NG
|ABXAC| _1 275 2
Sapc= ————— == 2 = —— =45u
ABC 2 2 2 \/_
2 -1 -

b) El volumen del tetraedro es:
-1 0

v=10a.08.00 =13 2 -1=1(4a+9-6-1) =
6 6|, 6

Wl

EJERCICIOS PROPUESTOS

1- Hala e volumen del paralelepipedo que tiene por aristas los vectores u= (2,1,3),
vV =(1223yw=(1-1,0).

Solucién: /19

2.- Cadlcula el volumen del tetraedro de vérticesA = (0, 2,-2), B=(2,0,1), C=(1,-2,0),y
D=(221).
Solucion; V =

Wl

3.- DadoslosvérticesA, B, C, tdlesqueA=(1,a,0), B=(3,0,1),y C= (0, -5, 2), determina
el vaor dea paraque € triangulo ABC searectangulo en A.
Solucion: a=0,a= -5

4.- Caculalas coordenadas de un punto P perteneciente alarecta

- 1 x+ty+z=1

1 2x-y-2z=2

tal que los vectores AB yﬁz sean ortogonales, sendo A = (0, 2,3) y B=(1, 1, 2).
Solucién: P(-2, 12, -9)

5.- Halad areadd tridngulo de vérticesA =(1,1,1),B=(0,3,5 yC=(4,0, 2).
Solucion; 7,58

6.- Calcula € &ea dd triangulo cuyos vértices son los puntos de interseccion ddl plano
2x+y+3z = 6 con los g es coordenados.
Solucion; 11,23

7.- Escribe la ecuacion del plano determinado por los puntos A = (0, 2,-2),B=(3,2, 1) y
C=(2, 3,2y caculae volumen del tetraedro que limita con |los gjes coordenados.
Solucién: 18

8.- Calculael volumen del paralelepipedo cuyas aristas no paralelas son las distancias del origen

alos puntos de corte del plano p: 3x-3y+2z-6= 0 con los tres gjes de coordenadas.
Solucién: 12 v
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3.4.- EJERCICIOSDEL TEMA

I x=-1

1.- Hallalaposicion relativade lasrectasr: : y=-1+é vy sgz%:?
{z=1
I

Solucién: Las rectas se cruzan.

2.- Hallala ecuacion del plano que contiene a larectar: (X, y, z) = (-1-3m1+2m 2+n) y es
perpendicular a plano p : 2x+y-3z+4 = 0. Determina el angulo formado por larectay € plano.
Solucion: x+ y+z-2=0

3.- Dados € plano p © x+2y-z+3 =0y € punto Q = (4, 5, -1) se pide:
a) Hallad punto P del plano p que estd mas cercade Q.

+y=0

X
b) Hala € punto R de la recta s dada por las ecuaciones s ° : para el que se verifica

1 z=4.
que e tridngulo PQR es un triangulo rectangulo cuyo angulo recto es € del vértice Q.
c) ¢Cudl eslaposicion relativadel plano p y de larecta que pasapor Py Q2.
Solucion: a) P = (1, -1, 4), b) R= (1, -1, 4), ¢) se cortan.

4.- Dalaecuacion del plano que pasapor P= (-1, 2, 7) y es perpendicular a vector u= (7,4,-3)
Solucién; 7x+4y-3z+20= 0

5.- Halla el angulo formado por € plano p: 2x -5y +7z =11y larectar: X—23 _yrl_z-1

Solucion: 35E

6.- Compruebasi larectar: %3 = y+i :Z—_l es perpendicular o paralela a:

x+4 y+1 z-1

4 -1 1
Solucion: a) Ni perpendicular ni paralelo, b) r y s perpendiculares. €) r y s perpendiculares.

a)p:5x+y+2z =3,b)s:x+y+z=-43 ) s

I x=1-a+2i

7.- En un sistema ortonormal, se da el punto P= (-5, 4, 3) y € plano p: : y=3+2a-i .Hdla
boz=a+

a) Ecuacion de larecta que pasa por Py es perpendicular ap.

b) Ecuacion del plano que pasapor Py esparadaap.

c) Proyeccion ddl eje OX sobre € plano p.

d) Distancia del punto a plano.

€) Simétrico del punto P respecto del plano p.

X+5_y-4_z-3 X-2_y-1_z+1

Solucién: a) r: ,b)s: x+y-z+4=0,¢) s =
1 -1 -2 -1 1
8 a9 28 7o
dP1 = —=, € S= T+
d) d(P, p) 7 ) 33 3,

8.- Calcula razonadamente el punto simétrico del punto A = (1, 2, 4) respecto del plano de
ecuacion x +y + z=1)Cud esladistanciade A al plano?

Solucion: S= (-3, -2, 0), d((P, p) = L

V3
9.- Cacula € érea dd triangulo de vértices A = (3, -7,4), B=(-1,2,5 y C=(-5, 11, 6), e

interpreta geométricamente el resultado.
Solucion: Area = 0; A, By C estan alineados.
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10.- Sean dos planos de ecuaciones py: ax + 9y - 3z =8, p: X + ay - z = 0. Sear la recta
interseccién de ambas. Determina el valor de a para que:

a) Los planos sean paralelos.

b) Los planos sean perpendiculares.

¢) Larectacorte a plano OXY en un punto cuyadistanciaa origen de coordenadas sea V2

Solucion: a) a= 3,b)a= 1—3()) ,C)a= 1, 7.

11.- Considera €l tetraedro de vérticesA = (1,0,0),B=(0,1,0),C=(0,0,1) y D = (0, 0, 0).

a) Hallalarectar que pasa por € punto D y es perpendicular a plano determinada por los puntos
A,ByC.

b) Hallala minima distancia entre larectar y larecta que pasa por los puntos A y B.

¢) Caculae volumen del tetraedro.

| x=g L
Solucion: ro | y=& ,d(r, )= ——,V ==
1,. z=@é \/E 6

12.- Considera el punto P=(-1, 2, 1).
a) Determina un punto Q del planop © -3x +y + z + 5 = 0 de forma que € vector PQ sea
perpendicular a plano p.

- + -
b) Determina un punto M de la rectar °© x_2:y_1: z-10

de forma que € vector MP sea

-1 1 -1
paraelo a plano p.
c) Caculad éareade triangulo MPQ.
V1350 »

Solucion: @) Q= (2,1,0), b), M =(1,0,9), )

u
2

13.- Calcula € érea 'y € volumen del tetraedro determinado por los puntos A = (0, 0, 0),
B=(0,a0),C=(a0,ayD=(aa0).

3
Solucién: Area=2+/3 a2, Volumen = 12|

14.- Comprueba que los puntos A(1,1,1), B(0,-1,0) y C(2,3,0) forman un triangulo. Halla el area
de dicho tridngulo.
Solucién: 2,24

15.- Cacula € &ea y € volumen del tetraedro determinado por los puntos A= (2, 3, 1),
B=(4,1,-2,C=(6,3,7) yD=(-5, -4, 8).
Solucién: Area=121,63 , Volumen = 51,33.

16.- Calcula la ecuacién del plano que corta perpendicularmente a segmento determinado por
lospuntos A = (1, 2,3) y B =(2, 0, 3) y lo divide en dos partes iguales.
Solucién: p° 2x-4y-1=0

17.- Dados los vectores U = (2,-1,ay v

= (b, -2, 2), determina los valores de ay b tales que
hacen queay b sean ortogonalesy |G| = |\7| .

Solucién: a=-2yb=1.

18.- Dadoslospunto A =(2,1,3),B=(1,2,1),C=(2,2,2)yD=(a0, -8

a) hallacuanto hade valer a para que sean coplanarios.

b) S queremos que el volumen del tetraedro formado por los cuatro puntos valga 6 )Cuanto ha
devaler a?

Solucion: @) a= -1, b)a= 17
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TEMA 4

4.- LUGARESGEOMETRICOSY CONICAS
4.1.- LUGARES GEOMETRICOS

Se llama lugar geométrico ael conjunto de puntos que cumplen una determinada propiedad. Por
gjemplo, una circunferenciaes e conjunto de puntos que equidistan de uno dado Ilamado centro.
Mediatriz de un segmento AB es € A
lugar geométrico formado por los
puntos que equidistan de los puntos A y
B. Es una recta perpendicular a
segmento en su punto medio M. La
condicién que cumplen es
d(P,A) =d(P,B).

Bisectriz del angulo formado por dos
rectas r y s es € lugar geométrico
formado por todos los puntos que i
equidistan de ambas rectas. Seran rectas
perpendiculares entre si. La condicién N > .
gue cumplen es . o

d(P,r) =d(P, 9). 7

EJEMPLOS

1.- Halla la mediatriz del segmento que une los puntos A =(1, 2) y B =(2,1).

Resolucion:
Obligando a que P = (x, y) equidista de Ay B:
(x-1)% +(y-2)? = (x-2)* +(y-1)’ P 2x-2y=0P Xx-y=0

El lugar geométrico pedido es la recta y = x.

2.- Halla las ecuaciones de las bisectrices del angulo que forman las
rectasr:x+y=0ys:x-y=0

Resolucion:
Los puntos que estan a igual distancia de los ambas rectas son:
X-y _. Xty o lx-y=x+y o 1x=0

Ji+1 J1+1 %X-y=-><-y %y=0

El lugar geométrico pedido son las rectax=0ey =0.

3.- Dados los puntos A =(1, 2,3) y B = (1, 2, 1). Halla el lugar geométrico
de los puntos que estan aigual distancia de ambos.

Resolucion:

Obligando a que la distancia de P= (x,y,z) a Ay B sea la misma:
(x-1)* +(y-2)* +(z-3)° = (x-1)° +(y-2)* +(z-1)°

72 6z+9=27"-2z+1b -4z+8=0p z=2

El lugar geométrico pedido es el plano z = 2.
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4.- Halla el lugar geométrico de todos los puntos del plano x = y que
distan una unidad del plano 2x-y+2z = 2.

Resolucion:
P x=¢

Las ecuaciones paramétricas del plano x =y son : y=€& cuyo punto genérico
1,. z=1

es (I, 1, m. Como la distancia de este punto al segundo plano es 1, tenemos:

26 -8 +2 -2 6+2 -2, 1€+2-2=3  18=52
Ja+1+4 3 te+2i -2=3  je=-1-2

Llevando estos valores a las ecuaciones paramétricas del plano obtenemos:
I x=5-21 1 x=-1-2i
by=5-2i y | y=-1-2i
1,' z=i { z=i

gue son dos rectas.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los puntos
A= (1, 2yB=(34).
Solucion: x+ y—5=0

2.- Hala las ecuaciones de las bisectrices ddl angulo que forman las rectas rix+y-2 = 0 y
S X-y+4=0.
Solucién: x=-ley= 3.

3.- Halla €l lugar geométrico de los puntos cuya suma de los cuadrados de sus distancias a dos
puntosA (-a,0) y B (a, 0) sea una cantidad constante igual a 4&’.
Solucién: X%+ y? =

4.- Hala el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de los cuadrados de sus distancias a
dos puntos A = (-a, 0) y B = (a, 0) sea una cantidad constante igual a 4&’.
Solucién: x=- a, x= a.

5.- Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de los cuadrados de sus
distancias ados puntos A = (0, 2) y B = (4, 0) sea 18.
Solucion: x2+y? -4x-2y+1 =0

6.- Halla €l lugar geométrico de los puntos del plano tales que la diferencia de los cuadrados de
sus distancias ados puntos A = (0, 2) y B = (4, 0) sea 18.
Solucién: 2x-y-3 = 0.

7.- Un segmento AB tiene una longitud de 2 unidades. Halla €l lugar geométrico de los puntos P
ddl plano tales que el areadel triangulo APB seala unidad.
Solucion: Dosrectas paralelas a AB tales que su distancia a AB es la unidad.

8.- Halla el lugar geométrico de los puntos que estan aigua distancia de los puntos A = (1, 2, 1)
yB=(0,20).
Solucién: x+z-1= 0.

9.- Halla el lugar geométrico de los puntos desde los que se ven los puntos A = (1, 2, 1),

B=(1,1, ? o un angulo recto. )Qué figura es dicho lugar?
Solucién: 53 Z -2x-3y-3z+1 = 0. Es una esfera
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4.2.- CIRCUNFERENCIA

1.- Ecuacioén dela circunferencia

La circunferencia es € lugar geométrico de
los puntos P= (X, y) del plano que equidistan
una distancia r de un punto dado Ilamado
centro C = (a ,b). La ecuacion de la
circunferencia ser&

(x-a)°+(y-b)?=r’

X2+y? + mx +ny + p=0,

con p = a+b*r?, m=-2a,n =-2b, o bien:

a:-%,b:-g,ra/a“bz-p

La circunferencia es la conica que se obtiene
a cortar una superficie conica por un plano
perpendicular a e (es decir que forma un
angulo de 90E con éste) y que corte todas
las generatrices, tal como se ve en lafigura

0.0

2.- Posicion de una recta respecto de una circunferencia

Una recta pueden ser:

recta secante: hay dos soluciones, s €
discriminante de la ecuacion es positivo.
Eslarectasdelafigura

recta exterior: no hay solucion, s €
discriminante de la ecuacion es negativo.
Eslarectaedelafigura

recta tangente. una solucion, s €
discriminante de la ecuacion es nulo. Es
larectat delafigura.

3.- Potencia

La potencia de un punto P respecto de la
circunferencia C es e producto de la
longitud del par de segmentos formado por
el punto Py los puntos de corte A y B de la
secante trazada desde P a C:
POtc(P) = (x1-8)*+(y2-b)* - 1 = o - r?

Si Potc(P) > 0, € punto es exterior.

Si Potc(P) = 0, € punto pertenece.

Si Potc(P) <0, € punto esinterior.

4.- Ejey centroradical

Eje radical de dos circunferencias es €
lugar geométrico de los puntos del plano
gue tienen igua potencia respecto de ambas
circunferencias.

Potc(P) = Potc(P)
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Sean las circunferencias C° x*+y* + mx +ny +p=0,C ° x*+y* + mx + ny + p = 0,  de
radical tiene de ecuacion (m-m’)x+(n-n")y+(p-p") = 0 y es perpendicular a segmento que une

ambos centros.

Centro radical de tres circunferencias es €
lugar geométrico de los puntos del plano que
tienen igual potencia respecto de las tres
circunferencias.

Se halla como interseccion de los ges de
dichas circunferencias tomadas dos a dos.

5.- Rectatangentey normal

Dada la circunferencia (x-a)*+(y-b)?> = r* y
P=(x0,y0) un punto de la misma, la ecuacion
delarectatangente aéstaen d punto P es:

Xo-a
X-X
b ( 0)

Y-Yo= -

0

Dada la circunferencia (x-a)> +(y-b)®> = r’ y
P=(x0,y0) un punto de la misma, la ecuacion
delarectanormal aéstaen e punto P ser&

-b
Y-Yo=- Yo (X-Xo)
Xo-a
EJEMPLOS

1.- Halla la ecuacién de la circunferencia con centro en P = (4, 5) y que
pasa por el origen de coordenadas.

Resolucion:
La ecuacion de la circunferencia sustituyendo valores del centro y obligando a
gue pase por el origen de coordenadas O = (0,0) da el radio:

(x-a)l+(y-b)’=r*p (0-4°+(0-5°=r*p 16+25=rb r= 41

La ecuacién de la circunferencia es:
(x-4)*+(y-5)% = 41

2.- Halla la potencia del punto A = (1, 1) respecto de la circunferencia
C: x2+y2-4x+6y = 0 )Cual es la posicién de dicho punto respecto de la
circunferencia?. A continuacion halla un punto interior y otro
perteneciente a dicha circunferencia, hallando la potencia de estos
puntos respecto de la circunferencia.

Resolucion:
Potc(A) =4 > 0. Como Potc(A) >0 el punto es exterior.
El punto perteneciente es B = (0,0 ) ya que Potc(B) = 0
El punto interior es D = (1, 0) ya que Potc(D) = -3<0

3.- ComErueba que el eje radical de las circunferencias C: x2+y2-2y-8 =0y
C': x*+y“-2x-24 = 0 es perpendicular a la recta determinada por los centros
de las dos circunferencias.
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Resolucion:
El eje radical se obtiene igualando las potencias de ambas circunferencias:
Pote(P):x? +y?-2y-8 {
c(® yo-y yD-Zy-B:-Zx-24D X-y+8=0b y=x+8

Potc (P):x? +y? - 2x - 24

Para hallar la recta determinada por los centros, obtenemos ambos y hallamos
la recta que los une:
C: X*+y*2y-8=0Pb x*+(y-1)’=9p 0=(0, 1)
C' X°+y%-2x-24=0b (x-1)°+y*=25b O'=(1,0)

X-xo0 _ ¥Y-Yo b x-0_y-1

= X=y-1bP x+y-1=0pb y=-x+1
X1-Xo Y1~Yo 1-0 0-1

Como las pendientes son: m = 1 y m' = -1, ambas rectas son perpendiculares.

4.- Halla el centro radical de las circunferencias C: x’+y°-2y-8 = 0,
C': x*+y%2x-24 = 0y C": x*+y*-2x+4y-12 = 0.

Resolucion:

El eje radical de Cy C’ es:

Potc(P):x? +y?-2y-8 {
S yp 2y-8=2x24 b x-y+8=0

Pote (P): x? +y? - 2x - 24

El eje radical de Cy C” es:

Potc(P):x? +y?-2y-8  {
c(P)ix"+y”-2 yp -2y-8 =-2x+4y-12 b x-3y+2 =0
Pot. (P) : x2 +y2-2x+4y-12b

la interseccion de ambos ejes radicales da el centro radical:
X-y=-80Q

b O=(11, -3).
x-3y:-2g ( )

5.- Calcula la ecuacion de una circunferencia sabiendo que los puntos
A=(1, 2)y B=(3,4)son diametralmente opuestos.

Resolucion: 4 W&
La circunferencia queda determinada S
cuando se conoce el centro y su radio. 3 S
El centro de la circunferencia es: S
ad+3 2+40
C=¢c— :

(L. 2)
, +=(2,3
ge 2 2 g ( )

:

El radio es la mitad de la distancia entre
ambos puntos: 1

_dAB) _{B-1*+@4-2° _Jara VB _22 /3
2 2 2 2 2

o —
[

o
]

La ecuacién de la circunferencia es:
(x-2°+(y-3)°=2

6.- Calcula el radio de una circunferencia cuyo centro es el punto
C=(1,-1) sabiendo que la recta de ecuacidn 2x+y = 4 es tangente en uno
de sus puntos.
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Resolucion:
El radio es la distancia del centro o
C=(1,-1) de la circunferencia a la recta
tangente t: 2x+y-4 = O:

d(C.t) = [21+1.(-1)+ 4| :i:\/g | :

Sustituyendo valores del centro y radio R
se obtiene la ecuacion: 2T
(x-1)°+ (y+1)* =5

7.- a) Demuestra que la recta r de ecuacion 3x+4y-25 = 0 es tangente a la
circunferencia C° x?+ y?= 25 en el punto A = (3, 4).

b) Desde el punto B = (7, 1) de larectar se traza la otra recta tangente a la
circunferencia anterior. Si se denota por r; a esta segunda recta,
comprueba que r; es perpendicular ar y obtén su ecuacion.

Resolucion:

a) Para comprobar que r es tangente al
circunferencia en el punto A se
comprueba que el punto de corte de
ambas es unico.

3x44y-25=0p y= 22X
sustituyendo:
.2
x+E2 30 2 o5 b wex+9=0b x= 3
e 4 g

gue es Unica, por lo tanto r es tangente a C en el punto A = (3, 4).

b) La recta r; tangente desde el punto B(7,1) de a la circunferencia anterior,
sera aquella que pase por dicho punto y de pendiente desconocida.
y = mx +(1-7m)

Obligamos a que su distancia al centro de la circunferencia sea igual al radio
para que sea tangente, como se ve en la figura anterior:
-Tm+1
do,r)=5bp I-rm+1] _ ¢
Vm?+1?

Elevando al cuadrado y despejando:
3

2
Tm+
CImAD” o5 1om%7m12=0b my =2 m, =2
m?+12 3 4

. _ 4
Como m, es la pendiente de la recta r, la pendiente de r; es m; :§' El
producto de ambas pendientes sera:
4 230 _

S &ES0-,
3°¢ 44

luego r; es perpendicular a r.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Hallala ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano tales que los cuadrados de sus
distancias @ origen coincida con la diferencia de sus distancias a los €jes coordenados.
Solucion: X2+yP-x+y = 06 XC+y?+x-y = 0.

2.-)Cua de las siguientes expresiones representa una circunferencia?
a)2x2+2y +8x+16=0

b) x*+y? + 2xy - 8x + 16 = 0

0) X°+y*+8x+4y-16=0

Solucion: a) y ¢)

3.- Si & didmetro de una circunferencia vale 5 unidades y forma con la parte positiva de los ges
de coordenadas un tridngulo de area 6 unidades, halla la ecuacién de dicha circunferencia.

.2
Solucion: F- 28 +(y- 2)2=125
e 2g

4.- Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por € punto P = (1, 2), por su simétrico
respecto de larectax-y+2 =0y por €l origen de coordenadas.
Solucién: xX+y*+x-3y = 0

5.- Si seinscribe en la circunferencia x*+y? = 1 un tridngulo equil&tero uno de cuyos vértices es
P = (0, 1), hallalas coordenadas de los otros dos vértices.

10 e 1

el
Solucion: Q = g\/_\/_ Rg\/_ \/_g

6.- Considera las circunferencias C: x*+y? +8x+32 = 0y C": x*+y* -4x+8 = 0, halla:
a) Lapotenciadel centro de la primera respecto de la segunda.

b) Lainterseccion de ambas.

c) El geradical que determinan ambas.

Solucion: a) Potc(Cy) = 40, b) No tiene, ¢) 12x+24 = 0.

7.- Calculalalongitud de la cuerda determinada por la rectay = x+2 a cortar la circunferencia
2
X*+y? = 16

Solucion: \/%

8.- Hallala ecuacion de circunferencia que tiene por centro €l punto C = (1, 4) y estangente ala
rectar: 3x+4y-4 = 0.
Solucion: (x-1)2+ (y-4)>= 9

9.- Hallala circunferencia de centro C = (-2, 3) y radior = 4.
Solucion: (x+2)?+ (y-3)? = 16.

10.- Dada la ecuacion x?+y>-3x+5y-14 = 0 )representa una circunferencia? Si es asi, halla las
coordenadas del centroy € radio.

Solucion: S, C—g -Eg,r:@
e2 2g 2

11.- Halla el vaor de k para que la ecuacion siguiente x*+y*-8x+10y+k = O represente una
circunferenciaderadio 7.
Solucion; k = -8.

12.- Determina la interseccion de circunferencia C: x*+y* = 5 y larectar:x+y = 7. A

continuacion halla otra tangente y una Ultima exterior adlla.
Solucion: x; = 3yx=4,T° x=5E°x=7
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4.3.- ELIPSE

1.- Ecuacién dela éipse

La eipse es € lugar geométrico de los
puntos P = (X, y) del plano cuya suma de -

f C
digtancias a dos puntos dados llamados A¢#%\  FGed 000 FEh) - jA@)
focos Fy F' es constante
PF+PF = 2a

B70,-b)

La €elipse es una conica que se obtiene a
cortar una superficie conica por un plano
oblicuo (es decir que forma un angulo
menor de 90E) d e y que corte todas las
generatrices, tal como se ve en lafigura

2.- Elementos

Focos: son los puntos F = (¢, 0) y F = (-c, 0)

Ejes: son las rectas respecto de las cuales presenta simetriaradial la elipse

Centro: es € punto O = (0, 0) donde se cortan |os ges.

Vértices: sonlospuntosA = (a, 0), A'=(-a,0), B=(0, b) y B’ = (0, -b) donde cortalos gjes.
Eje mayor: segmento que une los vértices A y A' (su longitud es 2a)

Eje menor: segmento que une los vértices B y B' (su longitud es 2b)

Distanciafocal: segmento que unelosfocosFy F' (su longitud es 2¢)

3.- Excentricidad

La excentricidad e mide & achatamiento de la elipse, es el cociente e = c dicho cociente puede
a

tomar los valores:
0 gue una circunferencia
1 que es unarecta
O0<e<1 queesunadlipsetanto més achatada cuanto mayor seae.

4.- Ecuacion reducida

Aplicando la condicién de la €lipse elevando a cuadrado, aislando raicesy utilizando la relacion
entre semigjes y focos ¢® = & — b* obtenemos la ecuacion reducida de la elipse.

2

2
\/(X'C)2+(y-0)2 +\/(x+c)2+(y-0)2 =2ab §+§ =

5.- Rectastangentey normal

2 2
Dadaladipse X—Z +§ =1y P=(Xo, Yo) un punto de lamisma
a

2
la ecuacion de larecta tangente a ésta por el punto Pes: y-yo= - bzxo (X-Xo)
a Yo
a’y
la ecuacion de larecta normal a ésta por € punto P es: y-yo = 7 9 (x-Xo)
Xo
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EJEMPLOS

2 2
1.- Halla los elementos de la elipse >2<_5+y3 =1

Resolucion:

Comoa=5yb=3,c¢?=259=16 b c =4y obtenemos:
Focos: F=(4,0)y F' = (-4, 0).
Veértices: A=(5,0), A'=(-5,0), B=(0, 3) y B'=(0, -3).
Eje mayor: 2a = 10.
Eje menor: 2b = 6.
Distancia focal: 2c = 8.

2.- Halla la ecuacién de la elipse cuyos focos son F=(3,0) y F' = (-3, 0),
sabiendo que su eje mayor es 10.

Resolucion:
Como 2a = 10 =5. Al ser el foco F(c,0) = (3,0), tenemos que ¢ = 3. De la
relacion b? = a?-c? = 25 9 =16 obtenemos b =4

La ecuacion es: y =1
16
3.- Hallalatangentey lanormal ala ellpse = y_ =lenP :8%, 52,
4 e3 @
Resolucion:
Como el punto P pertenece a la elipse ya que 1649 +g = g g = 1 podemos

aplicar las férmulas dadas:

9. 4/3ae 40 3 = 46
Recta tangente: y-/5 = - = ——= gx-—= p y-4/5 = -—— Ex--=
4\/_ e 53 3o

Recta normal: y-+/5 :g?(-fgp y-/5 = £ ge .20
e 3g 3 ¢ 3g

4.- La trayectoria de la tierra alrededor del Sol es una elipse cuyo afelio es
de 151 y su perihelio de 146 millones de kilémetros. Si el Sol ocupa uno
de los focos de la elipse y el afelio y perihelio son la mayor y menor
distancia posible respectivamente, determina:

a) Los semiejes mayor y menor de la elipse.

b) la excentricidad de dicha elipse

Resolucion:

a) Al ocupar el Sol uno de los focos las distancias minima y maxima de la tierra
al Sol son a-c y a+c respectivamente, Obtenemos el sistema:

i a+c=151

i

1 a-c=146

Sumando ambas ecuaciones obtenemos 2a = 297, el semieje mayor es

a=148,5y restandolas 2c =5p c=2 5
De la relacion b® = a®-c? = =148, 5% -2 5 = 22046 obtenemos b=148,47
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2
b) La excentricidad se obtiene mediante la relacion e = T855 = 0,017 luego es

casi una circunferencia.

2 2
X" 4 Yy
25-k 16-k

elipse? Comprueba que todas esas elipses tienen los mismos focos.

5.- )Para qué valor de k la ecuacion

= 1 representa una

Resolucion:
La ecuacion es de una elipse si los denominadores son positivos, es decir si:
25-k >0y 16-k >0 b k<16

Hallemos los focos. Como los semiejes son a = 4/25-k , b =4/16-k la distancia

focal serd c = \/a?-p%? = +/25-16 =3

Luego los focos son F =(3, 0) y F' = (-3, 0).

EJERCICIOS PROPUESTOS

v o4
16
Solucion: F = (30) yF' = (:30); A= (50),A = (-50), B= (04)yB = (0, -4).

a=5b=3,c=3;,e= g = 0,6.

1.- Hallalos elementos de la elipse 2—5 +—

2.- Halla la ecuacién de la elipse cuyos focos son F = (4, 0) y F = (-4, 0), sabiendo que su ge
mayor es 10.

2 2
Solucion: X+ Y =
25
W2 y? ae J30
3.- Hallalatangente y lanormal alaellpse—+ =lend punto P —.
25 16 2 B

J3_ 25 V3

; 8
Solucién: t° y- — =-"=(x-1), n°y- — = —(x-1
Y- & g XD, ney-—==—-(x-1)

4.- Hallalos focos, semigjesy excentricidad de la elipse 2x? + 3y* = 108

V13

Solucion: F = (413,00 yF' = (-4/13,0),a= 7: b= 6; e=""

5.- Hallalatangente y lanormal alaelipse 2x* + 3y2 =108 en los puntos de ordenada y = 3.

3 6
Solucion: t° y-3=- 6\/_§x-7—\/§_ 0 y-3= é 7\/5
7 p 6\/_
3 & 0
(0 y3= &F§X+i_ 0 y3=. 1 & 7_ﬁ
7 5 643

6.- Determina la ecuacion de la €lipse cuya suma de distancias alosfocos F = (4, 0) y F = (-4, 0)
vale 10.
2

2
Solucion: X-+Y- =1
25
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4.4.- HIPERBOLA

1.- Ecuacioén de la hipérbola

La hipérbola es € lugar geométrico de los
puntos P = (X, y) del plano cuya diferencia \
de distancias a dos puntos dados llamados Fc0)  |ATad A@0) F(e0)
focos Fy F' es constante:
[(PF -PF[F 2a

La hipérbola es una coénica que se obtiene a
cortar una superficie conica por un plano
oblicuo ad €e y que forma con éste un
angulo menor que € de las generatrices. La
hipérbolatiene dos ramas.

- >

2.- Elementos

Focos: son los puntos F(c,0) y F(-c,0) -
Ejes: rectas respecto de las cuales presenta simetriaradia la elipse

Centro: punto O(0,0) donde se cortan los gjes.

Vértices: puntos A(a,0) y A'(-a,0) donde la dipse cortalos ges.

Eje mayor: segmento que unelos vértices A y A' (su longitud es 2a)

Eje menor: segmento que une los puntos B(0,b) y B'(0,-b) tales que b? = ¢* -&
Distanciafocal: segmento que unelosfocos Fy F' (su longitud es 2¢)

. b b
Asintotas. son lasrectasy = — X,y =-—X,
a a

3.- Excentricidad
La excentricidad e es € cociente e = o varia entre 1 (una recta) e infinito, en los valores
a

intermedios tenemos una hipérbola tanto mas apuntada cuanto mayor sea e.

4.- Ecuacion reducida

Aplicando la condicién de la hipérbola, elevando a cuadrado, aislando raices y utilizando la
relacién entre semigjes y focos ¢® = & + b® obtenemos la ecuacion reducida de la elipse.

2
oo+ -07 oo+ -0 aap X% s

5.- Hipérbola equilatera

Una hipérbola es equiléterasi sus semigjes son iguales. La ecuacion reducida es x? -y = &

Lasasintotassony = x ey = -X, € semigje focal vale c =2 ay laexcentricidad e=+2
2
Si se toman como ejes sus asintotas |a ecuacion reducidaes xy = k, siendo k = %

6.- Recta tangentey normal

2 2
Dadala hipérbola X—Z % =1y P(Xo,Yo) Un punto de la misma:
a

2

Laecuacion de larecta tangente a ésta por € punto P es: y-yo= bZXo (X-Xo)

a yo
a’y

la ecuacion de larecta normal a ésta por € punto P es: y-yo = - 7 9 (x-Xo)

Xo
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EJEMPLOS

2 2
1.- Halla los elementos de la hipérbola :_6% =

Resolucion:
Comoa=4yb=3, c?=a*b?=16+9=25p ¢ =5y obtenemos:
Focos: F=(5,0)y F' = (-5, 0).
Vértices: A= (4,0)y A'= (-4, 0)
Eje mayor: 2a = 8.
Eje menor: 2b = 6.
Distancia focal: 2c = 10.

2.- Halla la ecuacion de la hipérbola cuyos focos son los puntos F = (13, 0)
y F' =(-13, 0), sabiendo que su eje mayor es 24.

Resolucion:
Como 2a=24pb a=12. Al ser el foco F(c,0) = (13,0), tenemos que ¢ = 13.

De la relacion b® = ¢ - a® = 169-144 = 25 obtenemos b = 5.
2 2

La ecuacion es =X— Y =1
144

25

2
X 1

3.- Halla la ecuacion respecto de sus asintotas de la hipérbola y?

Resolucion:

De la ecuacién obtenemos x* - y* = 9 lo cual demuestra que es equilatera.
2 9 . . 9
Como k= % = 3 obtenemos la ecuacion referida a sus asintotas: x'y' ZE

2
4.- Halla la tangente y la normal a la hipérbola X?-yz = 1 en el punto

= (2, 1).

Resolucion:
Como P = (2, 1) pertenece a la hipérbola podemos aplicar las formulas:

o _ b0 _ 2.2 _
Recta tangente: y-yo= —— (X-Xo) P y-1= ——=(x-2) P y-1 = 4(x-2)
a’Yo 1.1

Recta normal: y-yo = yo

(xxO)D y1—-—(x2)l:> yl—-—(x2)

5.- Dada la hipérbola de ecuacién x* -3y? -4k = 0, se pide:
a) Calcula k para que la hipérbola cortear: x +y =4 en un Gnico punto.
b) Para k = 6 calcula su excentricidad.
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Resolucion:
a) Hallemos la interseccién de la recta y la hipérbola, como: x = 4-y:

(4_y)2 _3y2 Ak=0b yz +2y +(2k-8) =0 b y= -21,/4-24(2k -8) 3

para que sean tangentes, la solucién ha de ser Unica, con discriminante nulo:

-8k +36=0P k:%

2 2
b) Para k =6, la ecuacion sera x> -3y>-24=0p X %

Hallamos ayc:a= /24 yb= 8 b c= ya2+p? = 4/24+8 = /32

Luegoe:E :@: ﬂ
a 24 3

EJERCICIOS PROPUESTOS

2 2
1.- Hallalos elementos de la hipérbola XY o
144 25
Solucion; F= (13,00 yF' = (-13,0); A= (12,00 yA' = (-12,0); a=12,b=5; c= 13.
13 . 13 13
e= —,asintotas. y= —X, y=-—X
12 12 12

2.- Hallala ecuacién de la hipérbola con foco F = (5, 0) y uno de cuyos vérticesesV = (4, 0).

2 2
Solucién: XY -
16 9

2
3.- Hallalatangentey lanormal alaé€lipse %-yz =lend punto P(5, 2)

Solucién: t° y-2= % (x-5);n°y-2=-2(x-5).
2 2
4.- Hallala ecuacion respecto de sus asintotas de la hipérbola :_6 16 =1
Solucién: x'y' = 8.
5.- Hallalos focos, semiejes, vértices, asintotas y excentricidad de |a elipse 9x? -16y? = 144.
Solucion; F= (5,00 yF = (-5,0); A= (4,00)yA'= (-4,0),a=4,b=3;c=5.

. 3 3
e=—; asintotas. y = Zx,y:-—x.

4

NI NG|

6.- Hallalatangentey lanormal alahipérbolax®-9y* = 16 en los puntos de ordenaday = 1.

Solucién: t° y-1:%(X-S);noy-lzg(x-5).t° y- :-é(x+5);n°y-1:-9(x+5).

7.- Halla la ecuacion de la hipérbola cuya diferencia de distancias a los focos F= (4,0) y
F' =(-4,0) valga6.
2

2
Solucion: XY =1
9 7
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4.5.- PARABOLA

1.- Ecuacién de la parabola

La pardbola es € lugar geométrico de los
puntos P = (X, y) del plano que equidistan de
un punto F dado Ilamado foco y de unarecta
d llamada directriz:

d(P,F) =d(P, d)

La pardbola es una conica que se obtiene a
cortar una superficie conica por un plano
oblicuo a gey cuyo angulo con dicho ge
es d mismo que € que forman las
generatrices. El plano anterior es paraelo a
la generatriz opuesta.

5.2.- Elementos

1E(0,p/2)

0.0

¥ =-p2

Simetriaen € gje OY Simetriaen € ge OX

Foco Fe 8% p 9 Fe ap 9
e 2g e2 g

Directriz . p _p

73 -2
Pardmetro | distanciap del foco aladirectriz
Eje recta respecto de la cua presenta simetriaradial la pardbola
Vértice punto O = (0, 0) donde la parébola corta el gje

5.3.- Ecuacioén reducida

Simetriaen el ge OY: y =

Simetriaen & ge OX: x =

x*
2p
2

2p

5.4.- Rectastangentey normal

2
Simetriaen el e OY: Dadala pardbolay = ;— y P =(Xo, Yo) un punto de lamisma,
p
la ecuacion de larecta tangente a ésta por € punto P es y-y,= Xo (X-Xo)
p

la ecuacion de larectanormal a ésta por € punto P esy-yo = - P (X-Xo)
Xo

2
Simetriaen el gje OX: Dadala pardbolax = Y y P = (Xo, Yo) un punto de lamisma,

2p
la ecuacion de larecta tangente a ésta por el punto P esy-yo = P (X-Xo)
Yo

la ecuacion de larectanormal a éstapor € punto P esy-yo = - Yo (X-Xo)
p
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EJEMPLOS

1.- Calcula los elementos de la parabolay = 4x2,

Resolucion:
x? 1
Como la ecuacion de la parabola es y = TS p= e
p
16
Foco: es el punto F = ‘é% =9
e 16g
. . 1
Directriz: eslarectay = -—
16
Eje: recta x = 0.
Vértice: punto O = (0,0).
2.- Calcula los elementos de la parabola y®= 4x.
Resolucion:
2
Como la ecuacion de la parabola es x = g— p=2.
p

Foco: es el punto F = (2, 0)
Directriz: es la recta x = -2
Eje: rectay =0.

Vértice: punto O = (0,0).

3.- Determina la ecuacion de la parabola cuyos puntos equidistan del
punto F = (4, 0) y del eje de ordenadas.

Resolucion:
La distancia de la parabola al foco es:

d(P,F) =4/(x-4)2+(y-0)?

La distancia de la parabola al eje es la
ordenada: d(P, r) = x

Igualando ambas distancias:

(x-4 2+(y-0 Z=xp y2:8x-16
) )

4.- Encuentra el foco y la directriz de la parabola de ecuacion yZ: 4x.

Resolucion:

La parabola y* = 4x esta centrada en el
eje OX, siendo el F= (f,0) y la directriz
d:x =-f,

Como es una parabola un punto P=(x,y)
cumple que d(P,F) = d(P, d). Para hallar
f igualamos las distancias, desde un
punto, tomamos P = (1, 2):

J@A-T)Y2+2 =1+ b -2f+4=2fp f=1

El foco es F =(1,0) y la directriz es x = -1.

GEOMETRIA 91



5.- Hallalatangentey lanormalay = x* en el punto de ordenaday = 1.

Resolucion:

. . 1 . .
La abscisa es x = +4/1= %1y el parAmetro es p = 5 aplicamos las formulas:

Rectas tangentes, son de la forma y-y, = Xo (X-Xg):
p
. Enx=-liy-1= =+ (Xx+1) b 2x+y+1=0
Y 1/2 Y

1
- EBEnx=1liy-1=—(Xx-1)bP 2x-y-1=0
y 1/2( ) y

Rectas normales, son de la forma y-y, = P (X-Xo)
Xo

v2

- Enx=-1y-1=- f(x+1)l:> X-2y+3=0

- Enle:y-lz-ilz(x-l)b X-2y+3=0

6.- Hallalatangentey lanormal a y2 =x en el punto de abscisa x = 4.

Resolucion:
La ordenada es y =t+/4 =+2 y el parametro es p:% . Aplicamos las féormulas:
Rectas tangentes, son de la forma y-y,= P (X-Xo):
Yo
- Eny=-2:y+2-= %(X-@D X+4y+4=0

- Eny:2:y-2:i22(x-4)b X-4y+4=0

Rectas normales, son de la forma y-y, = Yo (X-Xo)
p
- Eny=-2 +2—-i(x-4)p 4x-y-18=0
Y 1/2 y

- Eny:2:y-2:-F22(x+4)D 4x+y+14=0

8.- Deduce razonadamente la ecuacion de la pardbola que tiene por
directrizlarectax +y =0y por vértice el punto V = (2, 1).

Resolucion:

El vértice es el punto medio de la perpendicular trazada desde el foco a la
directriz. Larectax +y =0 P y = -x tiene pendiente m = -1. Como la pendiente
de la perpendicular m' ha de ser tal que m.m' = -1, m' = 1y pasa por V= (2, 1)
y-1=x-2b y=x-1

El punto de corte de ambas rectas sera:

i =-X ..
Py b x=x1b 2x=1p x= = y=2p p=& .10
Ty=x-1 2 2 e2 2g
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El foco buscado sera el simétrico de D respecto del vértice V, es decir:
1/2+a 1 7

=2 b a=4-— = —
2 2
V2¥b g p=pel =2
2 2
50
por lo tanto es el punto F = g— E_
[}

Como los puntos de la parabola P = (x, y) equidistan del foco F y de la directriz:
igualando ambas distancias y elevando al cuadrado tenemos:

X-—= +Cy-—+ = X-—% +¢y-—+ =
€ 25 & 20 Jpep & 29 & 25 2

49 25 _ x2+y*+2xy
2 7x+—4y2py+ = =2 1Y TN
X AR A 2

4x2-28x+49+y* -20y+25 = 2x° +2y° +4xy

J 76 @ 56 _ Ix+yl b & 76 @ 56 _ (x+y)?

Obteniendo finalmente la ecuacion:
2x%+2y? -14x+-10y -2xy +37 = 0

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Calculalos elementos de |a pardbolay? = 8x.
Solucion: F= (2, 0) yladirectrizesx= -2, p=2, ge: x= 0, vérticee O = (0,0).

2.- Determina la ecuacion de la parabola cuyos puntos equidistan del punto (0, 4) y del ge de
ordenadas.
Solucion: X2 = 8y -16

3.- Encuentra el foco y la directriz de la pardbola de ecuacion y? = x.

Solucion: Solucion: F = 89—1,09 yladirectrizesx= -=
ed4 o 4

4.- Encuentra la ecuacion de la pardbola que tiene por directriz larectax +y =-1y por foco €
punto F = (1, 1).
Solucién: X2+ y*—2xy -6x -6y + 3= 0

5.- Encuentra el foco y la directriz de la pardbola de ecuacion y? = 2x. Demuestra que cualquier
punto de la parabola equidista del foco y de la directriz.

Solucion; F = 891,09 yladirectrizesx = 1
e2 g 2
6.- Deduce razonadamente la ecuacién de la parabola que tiene por directriz larectay = -1y por
vértice d punto V = (0, 1).
Solucion: X2 = 4y

7.- Encuentralatangentey lanormal alapardbolay? = 4x en el punto P = (1, 2).
Solucion: t: x-y+1=0, n: x+ty-3=0.

8.- Hallalas ecuaciones de la tangentes trazadas a la pardbola y? = x desde e punto P = (2, 0).

Solucic’)n:y:-i —i(x-Z)

\/g(x-z)ry_\/g
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4.6.- EJERCICIOSDEL TEMA

1.- Halla €l lugar geométrico de los puntos del plano que equidisten de las rectas x+2y+3 =0 y
3x+y+2 =0.
Solucion: 7x3-7y?+2xy+20y+14 =0

2.- Halla el lugar geométrico de los puntos del plano que equidisten de los puntos A = (3, 4) y
B=(-1,-2)
Solucion: 2x+3y-5= 0

3.- Identifica, indicando algunas de sus caracteristicas, las formas geométricas de las siguientes

2 2

y +z_:1

2
expresiones algebraicas: @) X2 + y? +2° +5x-8y+z = 3, b) X—Z + 5
a c

Solucion: a) Esfera de centro C = 8e§ 4,- EQ yradioR= \/i
e 2 2y 2
b) Es un dipsoide de revolucion de semigjes a, b, ¢ y centrada en € origen.

4.- Halla €l lugar geométrico de los puntos que estan aigual distancia de los tres planos
p:x-y+4=0,p" X-y+4=0yp"x-y+4=0.
., 1 Xx-y+1=0 i X-y+1=0
Solucién: | Vi
12X+y-z+12=0" 7 4x-7y+z+12=0

5.- Hallael lugar geométrico de los puntos desde los que se ven los puntos A = (5, 3, 4),
B=(7,1,2) bajo un angulo recto )Qué figura es dicho lugar?
Solucion: (x-6)° +(y-2) +(z-3)* =3, es una esfera de centro C = (6,2,3)

6.- Determinatodos |os puntos que equidistan de los planos p; yp. dados por p; / 3x-4yC1 =0,
p2 © 4x-4yC2z = 0)Qué figura representan?
Solucion: x+2y-5z+3 = 0y -19x+22y+5z+ 3 = 0. Representan dos planos perpendiculares.

7.- Determina todos los puntos que equidistan de los planos p; / x-y-1 =0y p, / x+y-z = 0. )Qué
figurarepresentan?

Solucién: (V3 - v2)x- (3 ++2)y +v2z- V320, (V3 +2)x+(2- V3)y- v2z- V3=0

Son dos planos.

8.- ldentifica, indicando algunas de sus caracteristicas, la forma geométrica de las siguiente
expresion algebraica:
X2 +y? +7° +5x-8y+z = 3

Solucién: Es una esfera decentroC:g?EA,-lg yradioR= Sl
e 2 2y 2

9.- Determina A para que la ecuacion x*+y*-4x-2y+A = 0 represente una circunferencia
Solucion: A< 5.

10.- Considera las circunferencias C: x*+y?+8x+12 = 0, C: x*+y?-4x = 0, C": x*+y*+4x -4y-8 = 0
halla

a) Lapotenciadel centro de la segunda respecto de latercera.

b) El geradical que determinan lasegunday latercera

c) El centro radical delastres

Solucion; a) Pot = 4, b) 2x-y-2=0, c) C = (-1, -4).

11.- Escribe las ecuaciones de las tangentes trazadas desde € punto P = (0, 5) ala circunferencia

X2+y? = 4
Va1 V21

Solucién: y = - Tx+5,y: Tx+5
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12.- )Paraque valor dealarectay = x + a estangente ala circunferencia x*+y? = 9?
Solucién: a=+3y2

13.- Hallala ecuacion de la circunferencia concéntrica a x*+y* +8x+16 = 0y cuyo radio es 3.
Solucién: X+y? +8x+5= 0

14.- Hadlalaecuacion delacircunferenciade centro C = (5, -2) y pase por € punto P= (-1, 5).
Solucién: x%+Yy?-10x+4y-56 = 0

15.- Halla la ecuacién de la circunferencia que tiene uno de sus diametros el segmento limitado
por lospuntosP = (5, -1) y Q = (3, -7).
Solucion: x2+y?-8x+6y-75= 0

16.- Halla la ecuaciéon de la circunferencia que pasa por los puntos P = (5, 3), Q = (6, 2),
R=3- 1)
Solucion: X+y>-8x-2y+12 = 0

17.- Hallalaecuacion de la circunferencia cuyo centro es € punto (-4, 2) y que seatangente ala
recta 3x+4y-16 = 0.
Solucion: (x+4)%+(y-2)? = 16

18.- Calculala potenciadel punto P = (-8, 1) respecto de la circunferenciax? + y?-2x -dy+3 =0
Solucion: Pote(P) = 80

19.- Determinala posicién relativa del punto A = (7, 3) respecto de la circunferencia
X2 +y*- 6x- By +9=0
Solucion; Pote(P) = 7 > 0, esexterior.

20.- Calculael geradica delas circunferencias X’ + y?-4x + 4y + 7= 0, x?+y*+ 4x- 4y + 7=0
Solucion: x-y = 0.

21.- Calcula un punto cuya potencia seala misma. respecto de |as circunferencias C: x*+y?-4 =0,
C': 2X+2y*6x-2y-3=0y C"': X*+y*+2x+2y-3=0

Solucién: El centro radical C = 8§ - 22
e2 2}
22.- Sea C lacircunferencia: x* +y> - 2x + 4y - 4= 0. El centro y € radio son:
aC=(1,-2,r=3bC=(1,2,r=3,¢)C=(1,-2), r=4.

Solucion: a)

23.- Idea un método que, sin resolver € sistema, le permita averiguar si larecta 3x+4y-8 = 0 es
exterior, tangente o secante alacircunferenciaC® (x-3)? + (y-6)? = 25. Razona la respuesta.

24.- Sealarectar: x = 3.

a) Hallael punto simétricode A = (1, 4) respecto der, A'.

b) Hallala circunferencia cuyo centro es A'y estangente alarectar.
Solucion: (x-5)%+(y-4)% = 4

25.- Hallalas ecuaciones de |as circunferencias que cumplan:

a) Sucentroes (1, 0) y suradio 2.

b) Su centro es (1, 0) y pasapor (2, 2).

c) Su didmetro es el segmento que unelos puntosP=(1,0)y Q= (2, 2).
d) Pasapor lospuntosA = (0,1),B=(1,2yC=(2,1)

€) Su centro es el punto (1, 3) y estangente a € e de ordenadas.

f) Su centro es el punto (3, 1) y estangente a ge de abscisas.

.2
Solucion: a) (x-1)>+y? = 4, b) (x-1)>+y* = 5, ¢) £X - 29 +y-1?%=5
e a

d) X*+y*-7x+3y-4 =0, €) (x-1)*+(y-3)* = 1, ) (x-3)*+(y-1)’ = 1
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26.- Encuentralaecuacion deladlipsedefocosF=(1, 1) yF=(1,-1) s a=2.
Solucién: 4x°+3y>-8x-8= 0

2

2 L
27.- Hallalatangente y lanormal ala€elipse X 4+Y —1end punto P = %,Eg.
25 16 & 5g
. 16 3 6 _ 5
Solucion: t° y- — =-=(x-3), n® y- — = =(x- 3
y- 7 =-gx-3) y-7 =3%-9
28.- Determina la ecuacion reducida de la elipse cuyo eje mayor mide 18 y pasa por P = (6, 4).
2 2
Solucion:; X—+5i =1
81 144

2
29.- Halla las ecuaciones de |as tangentes trazada desde P = (4, 0) aladlipse XZ +y?=1.

N

. 1
Solucién: y =-——(x- 4), X- 4
y 2\/5( ).y 2\/5( )
30.- Hallala ecuacion reducida de la €lipse tal que pasapor P = (3, 4) y excentricidad e = g
2 2
Solucion: x_+25_y =1
34 544

31.- Si ax®>-9y” = 4 eslaecuacion de una hipérbola equilétera hallael valor dea
Solucion: a= 9

2

2
32.- Hallala ecuacion respecto de sus asintotas de la hipérbola XZ y? =
Solucién: xy = 2
2 2
33.- Hallalatangente a hipérbola :_6 N =1 en e punto de abcisa 6 y ordenada positiva.
& 0
Solucién: Gy - ﬂj: i(x- 6)
2 5 4

34.- Determina la ecuacion reducida de la hipérbola en la que uno de los focos es F = (13, 0) y
uno de sus vérticesesV = (12, 0).

2 2
Solucién: X - Y-
144 25

35.- Halla la ecuacion de la pardbola cuyo foco es € punto F = (0, 2) y cuya directriz es la recta
de ecuaciony = -2.
Solucion: X2 = 8y.

36.- Una pardbola tiene su gje paradlo a de ordenadas y pasa por los puntos A = (2, 0),
B =(6,0)y C=(0, 6). Calculalaecuacion dela pardbola.

XZ
Solucién: y = > 4x + 6

34.- Hallala ecuacion de la pardbola que tiene por foco F = (0, 2) y su directriz es x-y-2 = 0.
Solucion: X2+ yP+ 2xy+4x-4dy+4 = 0

35.- Encuentra e vértice, e foco, el gjey ladirectriz de la pardbola de ecuacion y? = -14x.

Solucion: V =(0,0),ge:y=0, F= ge 2,09 y ladirectriz es x :%
e %]
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