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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Contexto con la P.A.U.

En los exdmenes de la PAU por lo general hay dos problemas (2.5 puntos) en cada una
de las dos opciones del bloque de analisis. De esta forma el bloque de anélisis es, de los
tres, el mas importante.

Este tema es bésico para el conocimiento y dominio de las funciones que en los temas
siguientes abordaremos con detenimiento. Por lo general en el examen de la PAU no
hay problemas ni cuestiones especificamente relacionadas con este tema, si bien el no
dominar los conceptos que se plantean en la unidad, hara dificultoso, por no decir
imposible, realizar los ejercicios del examen relacionados con este, bloque 1.

Notese que con bastante asiduidad en el examen de la PAU, hay una o dos cuestiones
relacionadas con el calculo de limites de funciones, si bien por lo general se resuelven a
partir del teorema de L’Hopital que veremos en el tema 4; no obstante en alguna
ocasion estos limites se resuelven mediante los métodos de resolucion que veremos en
este tema, en especial los limites relacionados con el nimero e, las indeterminaciones
exponenciales y los limites de funciones racionales.
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

1. Funciones reales de variable real. Dominio de una funcion

Las funciones se utilizan en numerosos campos, tanto de las ciencias (fisica, biologia,
quimica) como en economia, etc. Definamos funciones reales de variable real:

Definicion: Una funcién real de variable real es una aplicacion o correspondencia entre
un subconjunto de R, llamado dominio de la funcion (Dom(f)),y otro subconjunto de R
llamado conjunto imagen o recorrido de la funcion (Im(f)), tal que a cada elemento de
Dom(f) le corresponda un #nico elemento de Im(f). Una forma habitual de expresar las
funciones es:

f:R—>R

x——y=f(x)

Ejemplos de funciones:
a) y=f(x)=x>-3
f:R—>R
x——>y=f(x)=x"-3
3——y=f(3)=3"-3=6

Grdfica:

Como puedes ver en la grafica de la funcion, a cada valor x del conjunto dominio (eje
OX, abscisas u horizontal ) le corresponde un Unico valor y del conjunto imagen (eje
OY, ordenado o vertical)
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

b) Veamos la siguiente grafica que representa las soluciones de la expresion y=x:

a
v

-3

-4

En este caso la grafica no representa una funcion, pues para cada elemento del dominio
(eje OX) le corresponden dos valores. Por ejemplo, la solucidn a x’=4 es y=2 ¢ y=-2,
que no es un valor Unico, como deberian de ser las funciones. En este caso tendremos
que las soluciones de la ecuacidon de segundo grado vienen dadas por dos funciones: y=

Jx (rama encima del eje OX), e y:-\/; (rama por debajo del eje OX).

No es necesario para que no sea funcion que todo valor x le correspondan dos o mas
valores, con que so6lo haya un valor de x con dos 0 mas imagenes la expresion no sera
una funcion.

1.1 Dominio de las funciones mads usuales

En este apartado vamos a ver el estudio del dominio de las funciones reales de variable
real maés usuales y utilizadas:

¢ Funciones polinémicas: Son funciones del tipo y=f(x)=apta;x+...+a,x", es
decir, f(x) es un polinomio. El dominio de estas funciones es el conjunto de los
numeros reales, ya que para cualquier valor de x, por ejemplo x=2, la funcién
tiene sentido siendo su imagen y= apta;2+...+a,2" Luego en estas funciones
Dom(f)=R
Ax)

¢ Funciones racionales fraccionarias: Son del tipo Ff(x)za , siendo P(x) y
X

Q(x) polinomios. El dominio de la funciéon son todos los numero reales,
excepto aquellos que anulan el denominador (soluciones de Q(x)=0), ya que
no se puede dividir entre cero. Asi en estas funciones Dom(f)=R-{x:Q(x)=0}

2 J—
Ejemplo: ()=""""% 5 Dom(f-R-{0,1.-1}
X

¢ Funciones irracionales: Son del tipo f(x)=4%/g(x) ; dos casos:

o Sin es impar el dominio de f(x) es el mismo que el de g(x), pues las
raices impares de niumeros negativos son valores reales. Asi tenemos

que Dom(f(x))=Dom(g(x)
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

o Sines par el dominio de f(x) es el conjunto de numeros del domino de
g(x), tales que g(x)=0, ya que las raices pares de numeros negativos no
son numeros reales. Asi Dom(f(x))={xeDom(g(x): g(x)=0}

Ejemplo: y = f(x)=+x>+3x+2 > Dom(H)={x/ x*+3x+2>0}

X2+3xH2=(x+2) (x+1) 20

- = (x+2)
2
+ (x+1)
_ -l
] . () (42)
-2 1

Dom(f)=(-o0,-2] U [-1,00)

e Funciones exponenciales: son funciones del tipo y=a®™, su dominio es el
mismo que el dominio del exponente g(x). Asi en estas funciones

Dom(g(x))=Dom(f(x))

¢ Funciones logaritmicas: f(x)=log,(g(x)) el dominio es el conjunto de puntos
del dominio de g(x) en los que se cumple g(x)>0, pues no existe solucion real
para los logaritmos cuando el argumento es negativo o cero. Asi en estas
funciones Dom(g(x))={xeDom(f(x)):f(x)>0}

|
al 5 el dominio de g(x) es R-{2}, veamos el

Ejemplo: y=f(x)= log[
X+

2 — —
dominio de f(x) =2 i = (x+Dx=D) >0:

x+2 x+2
= + (x+2)
- -2 | +
| (x+1)
- -1 +
(x-1)
1
+
- N -
| | (x+1)(x-1)
2 -1 1 x+2

Dom(f(x))= (-2,-1) U (1,2)
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

2. Composicion de funciones. Propiedades

Definicion: Dadas dos funciones f y g tales que Im(f)cDom(g) se llama funcion
compuesta de g con f'y se denota (g-f)(x), a la funcion definida de la siguiente forma:

(goH)(x)=g[f(x)], es decir la imagen en (g-f) de x es la imagen del punto f(x) en g:
()

| v

R 1 R & LR

f(x) > g(f(x))

v

>
v

Ejemplos:
fxy=x", gx)=sen(x) > (gH(x)=sen(x’) ; (Fg)(x)=sen’(x)
Propiedades:

1.) Asociativa: he(gt)=(heg)-f

2.) No conmutativa: en general la composicion de funciones no es conmutativa
(g:h)# (fog), ver ejemplo anterior = sen(x?)#sen’(x)

3. Funcion Inversa

Definicion: La funcion inversa de una funcion f(x) inyectiva (no existen dos valores x;
y x2€ Dom(f) tal que f(x;)=f(x,)) es otra funcidén, que se denota por f '(x), tal que se
cumple:

(& H(x)= (F1h)(x)=id(x)=x V xe Dom(f(x))

f

Ejemplos:

@) y=(x)=3-4x > x=(3-y)/4 > ()=~

. (f«>f1)(x)=3-4[3 ; xj —x

b) y=In(x) > y=¢"

Representacion grdfica de las funcion inversa: la propiedad mas importante de las
funciones inversas es que la grafica de f(x) es simétrica a £'(x) respecto a la bisectriz
del primer cuadrante, y=x.
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Representacion grdfica de los ejemplos:

Ejercicio 1. Sean las siguientes funciones f(x)=1, g(x)=x2+1, h(x)= L realizar las

x2+1

siguientes composiciones: a) (gofoh), b) (fogoh), ¢) (hogof)

1
x*+1

a) (gofoh)y=go(foh)=ge°(/( ) =gH)=2

b) (fogoh)=fo(goh)=fo(g(— ))=f[[ : j+1]=1

x*+1 x?+1

¢) (hogo f)=ho(go f)=ho(g()=h(1*+1)=h(2)=1/5
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

4. Limite de una funcion. Funciones convergentes

La idea intuitiva de limite de una funcién en un punto es facil de comprender: es el

valor hacia el que se aproxima la funcion cuando la variable independiente, x, se

aproxima a dicho punto.

Ejemplo: sea f(x)ZW el limite de la funcion cuando x tiende a 1 es infinito, ya que
x_

cuanto mas se aproxima x a 1 entonces (x-l)2 mas proéximo a cero (positivo), y por tanto
la funcion se hace mas grande (1/0.00000001=100000000).

Definicion: Matematicamente una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor x,
y se denota lim f(x) = L si se cumple:
X=X,

lim f(x)=L < Ve>0;38>0:|x—x|<d=|f(x)-L|<e

X=X

El significado de la definicion es la siguiente: sea cual sea el entorno de y=L, existe un
entorno de x=xo tal que en este entorno la funcién cae dentro del entorno de L.
Veamoslo graficamente:

L+e

L-¢e

Xo-a X0 X0+8

Vamos a considerar dos casos diferentes:

a) li_)m f(x)=L yf(xo)=L
b) 1i_>m f(x) =L pero f(x¢)#L

Ejemplo:
a) f(x)=x*+2 > lim /(x) =3 = /(1)
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Veamos la grdfica de la funcion:

-5 —a -3

x*+2 si x#1 )
_ 2 limg(x)=3 g(1)=1
1 ST X = x>l

b) g(x)= {

Definicion: Dada una funcion f(x), se dice que es convergente en X si, existe el limite
lim f(x)=L.

X=X

Para que f(x) sea convergente en Xy no es necesario que X pertenezca al dominio, por
ejemplo
g(x)=x"+2 si xeR-{1} (es decir x#1) > lim g(x) =3, 1¢ Dom(g(x))

Cuando x se aproxima a 1 la funcion se acerca a y=3 (tanto antes de x=1 como
después), aunque justo en x=1 la funcién no definida.
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

4.1 Limites laterales

Existen funciones definidas a trozos, son aquellas que estan definidas de diferente
manera a lo largo de distintos intervalos de la recta real. En estas funciones, cuando
queremos estudiar el limite en los puntos donde cambia la expresion analitica, es
necesario calcular los limites laterales, viéndose asi la tendencia de la funciéon a ambos
lados del punto.

Definicion: Una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor X, por la izquierda,
y se denota lim f(x) =L, sise cumple:

X=X

lim f(x)=L & Ve>0;36>0: x,—6<x<x, =|f(x)-L<e

X=X

Consiste en estudiar el comportamiento de la funcion en el entorno a la izquierda de X,.

Definicion: Una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor x¢ por la
derecha y se denota lim f(x) =L, si se cumple:

X%XO

lim f(x)=L & Ve>0;36>0: x,+5>x>x, =[f(x)-L<e

X=X

Consiste en estudiar el comportamiento de la funcidn en todo entorno a la derecha de x,.

Teorema: El limite de una funcién f(x) en x( existe si, y solo si, existen los limites
laterales y éstos coinciden:

lim f(x)= lim f(x)=L = lim f(x)=L

X=X,

lim f(x)=L= lim f(x)= lim f(x)=L

X=X,

Este teorema serd muy importante en los ejercicios de la PAU donde se nos pide
estudiar la continuidad de funciones definidas a trozos. Ademas, como veremos en el
apartado 6.4, es el método utilizado para resolver las indeterminaciones de los limites

.k
del tipo S

4.2. Propiedades de los limites:

1. Siuna funcién es convergente en un punto ésta acotada en un entorno del punto.

2. Sean f(x) y g(x) dos funciones convergentes en X,, tal que ll_)rxn f(x)=L vy
}1_)nx1 g(x)=L". Se cumplira: 0

a) (f+g)(x) es convergente en x tal que }ern( f+g)(x)=L+L'

b) (f-g)(x) es convergente en X, tal que }1_)nxl (f—g)x)=L-L'

¢) (fg)(x) es convergente en X, tal que }1_)nxl (fre)x)=LL

d) (f/g)(x) es convergente en x¢ si L’#0 tal que lim(f/g)(x)=L/L
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Ejercicio 2. Dada la funcion f(x) con la siguiente grafica, calcular los limites:

q . [P
v

-1

-2

a) lim f(x) conneZ > lim f(x)=n+1
b) lim f(x) conneZ = lim f(x)=n

¢) lim f(x) conneZ > lim f(x) no existe pues lim f(x)# lim f(x)

Ejercicio 3. Hallar el limite, si existe, de f(x)=|x|-1 cuando x tiende a cero

Siempre que tengamos una funcion con valor absoluto, la redefiniremos como una
funcién definida a trozos. La forma de proceder es estudiar los intervalos donde el
argumento del valor absoluto es negativo, cambiando en dichos intervalos el signo de
dicho argumento y conservando el signo en el resto de la recta real:

x si x>0 x—1 si x>0
[x|= 2> fx)=
—-x si x<0 -x—-1 si x<0

Nota: el igual se puede poner en cualquiera de los dos trozos de la funcion (pero solo
en uno) ya que en ambos casos el valor de y es cero.

lim f(x)=0-1=-1, lim f(x)=-0-1=-1 91ingf(x)=—1

x—0% x—0" x—

Veamos la grafica de la funcion:

\ 3 /
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Ejercicio 4. Hallar el limite, si existe de f(x)=|(x2-1)| cuando x tiendealya-1

Definamos la funcién como una funcioén a trozos. En este caso x°-1 es negativo en el
intervalo (-1,1).

x2—=1 si x<-1
f(xX)={-x"+1si -l<x<l
x* =1 si x21

lim f(x)=1°-1=0, lim f(x)=-1>+1=0 > lim f(x) =0
x—l1t x—1" x—

lim /(x) =)’ +1=0, lim /(x)=(-1D* ~1=0 > lim /(x) = 0

5. Distintos tipos de limites

5.1 Limites infinitos cuando x tiende a un numero real (asintota
vertical)

En este apartado vamos a estudiar el caso de funciones que cuanto mas se aproxima x a
un valor X, bien por la izquierda, por la derecha o por los dos, la funcion se hace
infinitamente grande (tiende a +oo) 0 pequeia (tiende a -o0). Cuando esto ocurre se dice
que la funcion f(x) tiene asintota vertical en x=x, Veamos los siguientes casos:

Definicion: Una funcién f(x) tiene limite +oo cuando x tiende a X¢ por la izquierda si
cuando para todo valor K existe un entorno a la izquierda de X, tal que la funciéon en
este entorno es mayor que K. Matematicamente

lim f(x) =4 & VK >030>0:Vxe (x,—-d,x,) = f(x)>K

X%XO

. — si x<1
Ejemplo: f(x)=11-x
2 si x21

lim f(x) =+ ya que cuanto mas se aproxime x a 1 por la izquierda entonces x-1 mas
x—>1"

pequenio y positivo y por tanto f(x) mas grande. Es decir, cuando x—=>1" entonces la
funcion f(x)—>+oo.

En cambio lim f(x) =2
x—1*
Cuando esto ocurre la funcion se aproxima a la asintota vertical x=1. Es decir cuando la

funcion se aproxima a 1 por la izquierda, ésta se acerca infinitamente a la recta x=1, que
es paralela al eje OY
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Veamos la gréfica:

Definicion: Una funcién f(x) tiene limite +eo cuando x tiende a x¢ por la derecha, si
para todo valor K existe un entorno a la derecha de x( tal que la funcion en este
entorno es mayor que K. Matematicamente

lim f(x) =+ & VK >035>0:Vxe (x,,x, +0) = f(x)>K

X=X,

Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +oo al acercarse x a X, cuando para todo
valor K existe un entorno de x¢ tal que la funcion en este entorno es mayor que K.
Es decir, tiende a +oo por la izquierda y por la derecha. Matematicamente

lim f(x) =40 & VK >035 > 0:Vxe (x, —0,x, +0) > f(x)>K

1
Ejemplo: f{(x)=—
(x—2)

lim f(x) = lim ;—oo
y B x—2" x—2" (x - 2)2 L 1 _
im f(x)= = lim ;=00
¥—2 q . 1 =2 (x—2)

lim f(x)=1lim ——— =

x—2* x—2* (x — 2)

Veamos la grafica de la funcion y asi podremos interpretar el significado del limite:
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

De igual forma que hemos estudiado el limite a +oo , el limite a -« es equivalente, sélo
hay que cambiar K por —-K

lim f(x)=-0 & V-K<036>0:Vxe (x,,x,+5) > f(x)<-K

x—x,

lim f(x)=—0 & V-K<035>0:Vxe (x, -0,x,) > f(x)<-K

x—x,

lim f(x)=—0c & V-K<030>0:Vxe (x,-,x,+0) = f(x) <-K

X=X

Muchas veces las funciones f(x) tienden a +eo por un lado de x¢ y a -0 por el otro lado
de xo; cuando esto ocurre el lim f(x) no existe, ya que para existir debe coincidir los

X—)Xo
limites laterales.
Ejemplo:
1 .1 .1 .1 .
f(x)=— lim — = —co, lim — =0 = lim— = noexiste
X x—=0" X x—0" x x=0 x
Veamos la gréfica:
3
2
1
-2 -1 1

-2

Definicion: La funcion f(x) tiene asintota vertical en x, cuando alguno de los dos

limites laterales o los dos valen « 0 -, es decir ocurre al menos uno de estos 4 limites:

lim f(x)=+eo , lim f(x)= +oo

lim f(x)=—e , lim f(x)=—oo

14 Apuntes de Matemiticas Il para preparar el examen de la PAU




Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

5.2 Limites finitos cuando x tiende a infinito (asintota horizontal)

En este apartado estudiamos el comportamiento de algunas funciones en las que, cuando
la x toma valores muy grandes o muy pequefios (es decir “muy negativos”) la funcién se
aproxima cada vez mas a un valor L. Si esto ocurre se dice que f(x) tiende a L cuando x
tiende a +o0 0 a -00. Veamos la definicion:

Definicion: Una funcion f tiene por limite un nimero real L cuando x tiende a +oo, si se
cumple:

lim f(x)=L ©Ve>0,3K>0:Vx>K=| f(x)-Lkke

Interpretacion grdfica de la definicion: Para cada entorno de y=L encontramos un valor
de x=K, tal que para valores de x mayores que K, la funcion (y) dentro de este entorno
en y=L.

Definicion: Una funcion f tiene por limite un numero real L cuando x tiende a -oo, si se
cumple:

lir}q fx)=L ©Ve>0,1-K<0:Vx<-K=|f(x)-Lkke¢

Interpretacion grdfica de la definicion: Para cada entorno de y=L encontramos un valor
de x=-K, tal que para valores de x menores que -K, la funcion (y) dentro de este entorno
en y=L.

Cuando ocurre una de las dos condiciones, o las dos, la funcion tiene una asintota

horizontal y=L. Es decir, cuando x se hace infinitamente grande (x>) o infinitamente
pequeno (x—=2-0), la funcion se acerca a la recta paralela al eje OX y=L

Ejemplo: y=(2x+1)/x

AH. y=2
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Definicion: Una funcion f(x) tiene una asintota horizontal en y=yy si se cumple una de
las siguientes condiciones (o las 2):

a) lim /(x) = ,

b) lim f(x) =y,

5.3 Limites infinitos cuando x tiende a infinito

En este ultimo apartado estudiaremos 4 casos:
) lim f(x) = +eo
b) fim £ (x) =
C) xliri f(x) =400
d) lim f(x) = oo

a) lim f(x)=+4o VK >0,IM e R:Vx>M = f(x)>K

Ejemplo: limx? = 4o o

X—>o0

1
1
1
1
I
I
I
1
1
|
1
M 2

b) lim f(x)= - ©V-K<0,IM e R:Vx>M = f(x)<-K

Ejemplo: y=3-x* lim— x* = —oo

X—>o0

KAz |
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

¢) lim f(x)=+0 & VK >0,3-Me R:Vx<-M = f(x)>K

Ejemplo: y=f(x)=x", lim x* =400

d) lim f(x)=-c &V-K<0,3-Me R:Vx<-M = f(x)<-K

Ejemplo: y=f(x)=-x>+1 lim—x* +1= —oo

X—>—o0

6. Calculo de limites

6.1 Operaciones con limites. Indeterminaciones

En el apartado 4.2 vimos las propiedades de los limites, y como se relacionan los limites
de dos funciones cuando estas funciones se estan sumando, multiplicando y dividiendo.
Al haber limites cuyo valor es oo y -co, tendremos que ver como operan los nimeros con
too. Vedamoslo:

Suma y diferencia:
1) VkeR ktoo=too

2) ocot+oo=00

3) =00=00=—=00
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Producto:

1) VkeR" (k>0) k-oo=co = ejemplo lim 3x = +oo

X—>+oo

2) V-keR (-k<0) -kroo=-c0 > ejemplo lim —3x = —

3) VkeR" (k>0) k(-c0)=-c0 > ejemplo lim 3x = —eo

4) V-keR (-k<0) -k (-o0)=c0 > ejemplo lim —3x = +oo

Cociente:

1) VkeR +L=O - ejemplo limi=0

X—>Foo X

+ too . . —X
2) VkeR®" —— =200 > ¢jemplo lim — = —oo
k x40 4
too _ . .X
3) V-keR _k = Foo > e¢jemplo lim —4 = —o0

Exponente:

1) VkeRk>1 k% =+c0 > ejemplo lim 2" = o0

X—>+oo

2) VkeR 0<k<l k™ =0 - ejemplo lim (lj =0

x—+oo| D

3) VkeRk>1 k™ =0 2>ejemplo lim 2" =0

X—>—00

4) VkeR 0<k<l k™ =+ -> ejemplo lim (lj = oo

x—+oo| D

Indeterminaciones:

1) oo-c0, -cotoo > gjemplo limx — x”

X—>00

(x* +3x)

2) 0:(fe0) -2 ejemplo lim
xoe x —2

3) %9 ejemplo liml

x—0 x

1

too . x?
4) o - ejemplo lim*—

=0 x

too . X +2
5) . - ¢jemplo lim al

X—po0 X
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2
6) 9 ejemplo lim 2% "+ 2

x—0 X

1
7) 17 > ejemplo: 1in3(1+x)"
1

8) 0~ > ejemplo: ling(x);

1

9) 0’ ejemplo: lim(x)*

Nota: a) en el apartado 7, cuando expresamos 1° ¢l 1 significa tendencia a 1 (de
hecho lim(1)* =17 =1). b) en el apartado 8, 0 es tendencia al 0.

(o o]
6.2 Resolucion de indeterminaciones del tipo —

(e o)
Las situaciones mas simples en las que aparece es al calcular los limites infinitos de
fracciones polindmicas. Estas indeterminaciones se resuelven dividiendo el numerador y
el denominador por la méxima potencia de x del denominador

Ejemplos:
5x°=3x+2 5 3 N 2
o 5xT=3x+2 . 3 x x* x_0
a) li x3 al = lim —; X =lim*—2X X ———9
i X 43x=5 o x 43x=5 e, 35
)C3 xZ x3
—x’ +3x+2 3 +§+7
ot — x? 43x =5 ot —x? 43x =5 o 3.5 -1
x? x  x’
—3x" +3x+2 3+3+ 2
—3x° .z —3+t -+
¢) lim M: lim ——* = lim _ox x> _~3_3
xoke = 2x? 43x =5  xowm —2x? +3x-5 o, 35 -2 02
x? x  x°
Conclusion:

m m—1
i S +a, x" ..+a,
o= h x" +b X"+ + b,

m
a,x"+a,_ ..ta
a) n>m = lim =0
xotoh x" +b, +...+bo
m m—l ;a
a,x" +a,_ wta —oo s "/ <0
b) m>n > lim 2 — o
st b x"+b, X" 4. 4b, | +oeo si >0

n n—1
ax"+a, x""..+a a
¢) m=n-> lim —— 0 ==
e b x"+b X" +..+b, a

n
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(oo}
Estos no son los unicos tipos de limites en donde aparece la indeterminacion —,
o0

veamos otros casos diferentes

m m—1
amx +am71x ...+CZO

lim =0 (k>1
X—>+00 kx ( )
lim k — =00 (k>1)
e b x"+b X" +..+b,

m m—1
lim o +a, X ..ta, _ oo (k> 1)
X oo log, x

1

lim 08 X =0 (k>1)

e p X" +b x" 4. 4D,

En estos limites hay que fijarse en la tendencia a oo de las funciones del numerador y del
denominador. Asi si la funcion del numerador crece mas rapido se cumple que el limite
sera = oo (el signo depende de los signos de la fraccion); por el contrario si la funcion
que mas rapido crece es la del denominador el limite sera 0; por ultimo si ambas crecen
de igual forma el limite serd el cociente de los coeficientes de mayor grado de cada

funcién. Ordenando las funciones oo de menor a mayor crecimiento a c se cumple:

...<logo(x) <logz(x)< logs x o<y = xPex< <0 <2<B<L 10

6.3. Resolucion de indeterminaciones del tipo %

Aparece este tipo de limites principalmente en 2 casos diferentes:

1) Cociente de funciones polinomicas: Se resuelven descomponiendo factorial-
mente numerador y denominador (aplicando Ruffini con raiz la del limite, ya
que es el valor donde sea anulan los dos polinomios), simplificando los factores
comunes.

Ejemplos:

2
lim— X -iz-x 6 ~ lim (x 22(x+3) ~ lim 2(x+3) :i
=2yt =T7x" +14x -8 =2 (x=2)(x" =5x+4) =2(x"-5x+4) -2

X377 4+3x+1 0 . (x+D(xXT+2x+1) . (P +2x+1) 0
lim . =—=lim > = lim ~—; =—=
==l xT =3x-=2 0 =1 (x+Dx"=-x=-2) 1 x"=x=-2 0

= llmwz hm(x—-i_l)zi_
=l (x+)(x-2) o(x-2) -3

3 2 2 _
limx 5 3x:hmx(x 3):hmu:_3:3
=0 2x" —x 0 x(2x—-1) =0 (2x-1) -1

nota: cuando el limite tiende a 0 en vez de Ruffini sacamos factor comun, pues la raiz es
cero, y por tanto el factor es x.
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2) Cociente con funciones racionales: Se resuelven multiplicando numerador y
denominado por la expresion conjugada de la que lleva raiz y aplicando Ruffini:

Ejemplos:
Xox 0 (@ -nExtd+2) (@ -0(xa+2)

lim——

=—=1lim =
0 Jx+4-2 0 SO x+4-2)(Wx+4+2) 0 x+4-4
_lim(xz—x)(\/x+4+2) (x—-DWx+4+2)
X 1

= lim -4

x—0

x—0

6.4. Resolucion de indeterminaciones del tipo %

Este limite puede ser +oo, -00 0 no existir por ser los limites laterales diferentes (uno +oo
y otro -o0). Se calcula a partir de los limites laterales:

Ejemplo:
R
x=1 k lim = -t
lim == " i 0 no existe el limite
-3 x=3 0|, x -1 &k
lim =— =—o0
=3 x=3 07
.oxt =1 k
) lim ==+ )
.oox -1 k =3 (x = 3) 0 .ox =1
lim == 5 lim =+
x—>3(x—3) 0 im x =1 i—+oo x—>3(x_3)

6.5. Resolucion de indeterminaciones del tipo 0-c

Se resuelven transformandolas en indeterminaciones del tipo % o=,
6x—-9
_ — 2
Ejemplo: lim L(zx ~3) =00 = lim SC ) Bl B P S
X——c0 [x4 _ 2 X——o0 /x4 _ 2 (o) X——o0 x4 _ 2

4
X

=0

6.6. Resolucion de indeterminaciones del tipo oo -0

En estos limites domina la funcién que crezca tienda a oo mas rapido (ver el final del
apartado 6.2). Las indeterminaciones de este tipo con funciones irracionales que tiendan
a +oo igual de répido se resuelven multiplicando y dividiendo la funcién por el
conjugado:

lim v + 5x — (x +3) = lim Wt osx - e nlairsxse3)_

= e x4+ 5x + (x4 3)

9
X +5x—(x>+6x+9) . -x-9 . _1_; 1
= lim = lim = lim -
e x4 5x +(x+3) TN Sy +(x+3) 7T 142 1142 2
X X
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6.7. Resolucion de indeterminaciones del tipo 1

Estas indeterminaciones estan relacionadas con el numero e. Se calculan de la siguiente
forma:

)ll—gcl f(x) =1 . 7(x) . s (x)(f(x)-1) Xlgzl g(x)(f(x)-)
=% lim f(x)*™ = lim e*™* = g™
hm g(.X) =090 | x-x, XX,
X—)Xo
2 2 3 2
[ x?=3x * ) 2 2_3x—1) lim x? _32X_4 lim _3)‘2_4)‘ ~
Ejemplo: lim| ——— | =17 =lime ** =7 ¥ =¢7" ¥ =¢7 =0
o x4+ 4 x>0

6.8. Resolucion de indeterminaciones del tipo 07y o9

Estas indeterminaciones se resuelven aplicando logaritmos y transformandolas de este
forma (aplicando la regla del logaritmo log(ab)Zb-log(a)) en los anteriores limites:

Veamos un ejemplo de cada tipo:

Ejemplo 1:

L= )lclji{ijx ; =0" —In(L) = )lci_rgln(ijx ) = )lci_ri}(xz + 2)1‘{§j = 00 In(0") = co-(—o0) = —o0
Como In(L)=-00 2 L=¢"=0

Ejemplo 2:

L=lim(x+ e = oo —In(L) = limln(x+ ) = 122@ = z =0

Como In(L)=0 > L=¢"=1
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Ejercicios

Ejercicio 5. Calcula, en las siguientes funciones representadas, las siguientes
cuestiones:

Y Y 4

y=glx)

a) f(-3)=2, f(-2)=0, f(0)=2, f(4) no existe 4¢ Dom(f(x))

b) lin}f(x) =3, li_I%lf(x)Zz, lin; f(x)=2, lirgl+ f(x) = noexiste,, ling f(x) = no existe
limf(x)=1, limf(x)=0, linll f(x)=no existe, lir? 1f(x)=1
X1 x—1* X xX—.

¢) g(1)=0, g(2) no existe 2¢ Dom(f(x))

d) limg(x)=—c, lim g(x)=-2, lim g(x)=0, lim g(x) =+, lim g(x) =0,

lim g(x)=—co, lim g(x)=no existe, limg(x)=no existe
x—0" x—1* x—2

Ejercicio 6: Calcular el limite:

1 1

. —  lim e 2 =™ =) L — )
lime* 2 =2 = — lime*? =no existe

x—2 lim — x—2

B
g
|

)
|

Ejercicio 7: Calcula cuanto debe valer “a” para que la siguiente funcion, f(x), sea
x+1 six<1

convergente en x=1: f(x) = 3.ax® si x>1

lim f(x)=3-a, lim f(x)=2.El limite lirr} f(x) existe siempre que a=1.
x—1" x—1" x—

Ejercicio 8: Siendo f(x)=v2x + 3 calcular el siguiente limite:
1imf(x)—3f(3): \/2x+33—3:\/1_11—3:\/—1_3
X — X —

lim 1
x—4

x—4
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Ejercicio 9: Calcular los siguientes limites

lim — = oo
a) limx ™ =0,b) lim4x* =o, ¢) lirr(}—3:6(ind) 0 )g no existe
X—>+oo X——00 x—0 x S
fim 5
lim ! +
) —— =400 5
2
d) 1imx—=11mi—l( nd)l 0 5% = oo @) hmx——O ) lim—==0
x—0 5 x—0 SX lim 1 — 1o 03 X0 x
x—0" Sx

)hm[ 2 3 }=o+0=o, h) lim 3™ =3 =0 i) lim 3™ =3~ = oo

st x? 41 x42 x>0
x3
oo (2Y (2Y . x’ o X . x’ oo
j) l1m(—j :(—j =0 k) im ——=—=lim ———— = lim =—=o00
x—4eo| 3 3 X—>+oo0 [x2_2 oo X—>oo [x2_2 X—>+oo l_i 1
X x’
. 2xt =3x-1 - x’ -1 i
D li %z—w m) llmx3 =0 n) lim x2—x+6 —oo
xmme x7 43 x—-eo x7 —] x> x " 4+ 3x 42
X’ — D(x—1 H(x-3) -
o) lim™ 1= jjy HDOTD 2 lim—x 6 _0_|jp XFICE=Y =5
Sl -1 0 S (=D +x+l) 32X 43 +2x 0 x+2x(x+l)(x+2) 2
im*=3 -1
q) lim —5x+6 _0 =lim G=dx=2) 1]y x-2 0 0 no existe
=2yt —4x+4 0 —=2(x=2)(x=2) 0 limx_3:_—1:—°0

-1 (x—D(Wx +1) x-DWx+1) . (x+1)
) lim——— =lim——2Y" 7 —lim——— 2 =2
r) xlilll\/_ 1 x—>1 (\/_ 1)(\/;4_1) ol (x—1) it 1
- \/ L-va—xo+va-x) . 4-44x 1 1
s) im————— =1lim =1lim =1lim S
=0 =0 x(2++4-x) W0 x(2+44—x) 02+44—x 4
£ lim lim MV 1+x+41 x( I+x+41 x)_l WI+x+41 x)

Yl+x—v1=x P I+x—1-x)6 1+x+ x) "—’0 I+x—(1-x) ' 2

hmx2+6x—9 18 N

2 —:—+: o)

u) lim—x +6x 9:§: X3 zx_3 0 no existe
x—3 x—3 0 limx +6x—9_§__00

=3 x=3 0"

po2X6x=3 -3 -3 -3
g - — 3 | x>0" 2 _ "+ vt P P

W lim 2 F0x=3_ =3k 20 =5 (orf—0r (0f w0 O
=0 2x"=5x 0 i 2x* +6x-3 -3

1m 2 +
=0 2x2—5x 0

no existe

= —0Q
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O e S o TR B el e Y 4_,
R A P s S xllfl(mw—) -

3x+2 . Sx+1 . (6x+4 6
. [ 5x+1 e 3126“2)(5):—1 lj _ }gt;( 5):—1) _ 5
x) lim =1"=e =e =e

(3 )X+ x”(x=1) 3x?
3 x—1 11m(—j{ —1] hm( j[ ] li X 3
(x +1J T AU ID B C P GRS TID B R

=1

1

N

aa) lim ———11 - -
)x—)oo \/__*_1 %) x—>°°\/I+L
Jx

ab) hm( 07 25 (2= em o A8 5@ —Ixt9) L 1214

= 4yt —5+Qx-3)) "*(\/4x s4(2-3)

8|8

12—E 12
=lim X =—=3

Hw\/4—52 -3
X X

V2x—4 0 . 2Vx-2 . 2 2
ac) lim =—=lim——— =

=2t x =2 0 xo2° x=2 -2 x =2 O+

Ejercicios PAU

Septiembre 2004. Prueba B. C-4. Determinese el valor del parametro a para que se

verifique lim (\/x’+ax+1—x)=2.(1 punto)

N . (\/x +ax+1- x\/x +ax+1+x)
% —_ =
b et Ve rareta) a1 x

—lim @ FD) e _a_, oy

S raxtlan) Vi1 2

S—
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TEMA 2 FUNCIONES. CONTINUIDAD.

Definicion de Continuidad

. Tipos de discontinuidades

3. Continuidad de las funciones elementales. Operaciones con funciones
continuas

4. Teoremas de continuidad

4.1.Teorema de conservacion del signo

4.2. Teorema de Bolzano

4.3.Teorema de Darboux

N —

José Luis Lorente Aragon
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Contexto con la P.A.U.

Los problemas que aparecen en el examen de la PAU relativos a este tema son de dos
tipos:

1. Aplicaciones del teorema de Bolzano

2. Estudiar la continuidad de funciones

1) En muchos de los examenes de la PAU aparecen cuestiones donde tenemos que
aplicar el teorema de Bolzano. La forma de plantearnos el problema en el examen varia:

e Nos dan una ecuacion y nos piden demostrar que existe al menos una
solucion (pueden darnos o no un intervalo) para tal ecuacion

e Nos dan una funcién y nos piden demostrar que esa funciéon toma un valor
determinado (pueden darnos o no un intervalo)

® Nos dan dos funciones f(x) y g(x), nos piden demostrar que estas funciones
se cortan (pueden darnos o no un intervalo), es decir f(x)=g(x).

Todos estos problemas se resuelven operando con las igualdades de forma que
obtengamos una expresion de la forma F(x)=0, a dicha funcion, F(x), tendremos que
aplicar Bolzano, bien en el intervalo que nos dan o buscar nosotros el intervalo.

En alguna de estas cuestiones se nos pide demostrar que la solucidon es unica, para lo
cual debemos probar que en ese intervalo la funcidon es so6lo creciente o decreciente,
para lo cual necesitamos la derivada de la funcion y aplicar su relacion con el
crecimiento que veremos en el tema 4.

2) Otro problema tipico de selectividad es el estudio de la continuidad y derivabilidad
de una funcion (generalmente definida a trozos o un valor absoluto), o bien determinar
el valor de unos parametros para que la funcion sea continua o derivable. En este tema
veremos como estudiar la continuidad de tales funciones, la derivabilidad se vera en el
tema siguiente.
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1. Definicion de Continuidad

Veamos la definicion de la continuidad:

Definicion: Una funcion f(x) es continua en un punto X si en dicho punto se cumplen
las siguientes tres condiciones:

1. Existe lim f(x)

2. La funcién definida en Xy, es decir xoe Dom(f(x))

3. Los dos valores anteriores coinciden: lim f'(x)=f(x,).
X=X,

Ejemplo:

1) Dom(f(x))=(-02,3)[5,00)
Continua en todos los puntos del dominio menos en

a) x=-3-2> lim3 f(x)=3#£(3)=2
b) x=1-> lirrll f(x) no existe pues los limites laterales son distintos
c) x=5-> 1irr51 f(x) no existe pues no existe el limite por la izquierda

2) Dom(g(x))=(-2=,0)U(0,1]U(2,3)U(3,20)
Continua en todos los puntos del dominio menos en

a) x=0-> lirr(} g(x) no existe pues los limites laterales son distintos
X!
b) x=1-> 1irr11 g(x) no existe pues no existe el limite por la derecha

c) x=3-> 1irr31 g(x) =—c pero 3¢ Dom(g(x))

José Luis Lorente Aragon
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Definicion: Una funcion f(x) es continua en un intervalo (a,b) si en todos los puntos del
intervalo es continua. Esto ocurre cuando al dibujar la grafica “no levantamos el boli de
la hoja para dibujarla”

En el ejemplo anterior f(x) continua en (-c0,-3)U(-3,1)U(1,3)U(5,). La funcion g(x) en
(-W,O)U(O,I)U(2,3)U(3,°O)

2. Tipos de discontinuidades

Definicion: Una funcion f(x) es discontinua en un punto X, si no es continua en dicho
punto.

Existen dos tipos de discontinuidades:
a) Discontinuidad evitable
b) Discontinuidad no evitable

Discontinuidad _evitable: Una funcion f(x) presenta una discontinuidad evitable en el
punto X si se cumple las siguientes condiciones:

1. Ellimite de la funcidn en x existe,

2. El limite no coincide con f(x¢) o bien la funcion no esta definida en x, (es decir
xo¢ Dom(f(x))

Ejemplos:

1) 5 Y4

—47/-2—1 5(011 28 oy

ling f(x)=4=# f(2)=1. Esta discontinuidad se evita redefiniendo la funcién en x=2,

haciendo que en este punto la funcién tome el mismo valor que el limite es decir f(2)=4

2

— SI x#2
x—2
4 St x=2

Asi la funcion f(x) = =x+2 sies continua pues lirr21 f(x)=4=f(2)
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1

2) g(x)=e =*

a.5

lirrol g(x)=0 pero 0¢Don(g(x)). Esta discontinuidad se evitaria si redefinimos la

—1/x2 .
e’ si x#0

funcion tal que en x=0 esta valga lo mismo que el limite: g(x)Z{
0 six=0

Discontinuidad no_evitable: Es aquella en la que el limite en el punto o no existe o es
infinito. Pueden ser a su vez de 2 tipos:

1) Salto finito en xy: los limites laterales no coinciden lim f(x) # lim f(x)

X=X,

Y
~1six<0
21 f(x) = sg(x) = 1c:sne=c|
1s5ix=>0

*3 /im f(x) 3 lim f(x)

x—= 0 x—0
o lim f(x)= lim f(x)
x—=( x—=1{)

José Luis Lorente Aragon
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2) Salto infinito en xy: cuando los dos limites laterales en Xy o al menos uno de
ellos es +oo 0 -oo.

o lim 1 =—c o [im f(x)=1+x
=0 w0

3. Continuidad de las funciones elementales. Operaciones con
funciones continuas.

Las funciones elementales, por lo general, son continuas en todos los puntos del
dominio. Las discontinuidades mds importantes aparecen en funciones definidas a
trozos (discontinuidades evitables o de salto finito), y en funciones con denominador en
el valor donde se anula éste (discontinuidad de salto infinito).

Operaciones de funciones continuas: Sean f(x) y g(x) funciones continuas en X,
1) Las funciones suma y resta (f £ g)(x) son continua en X
2) La funcion producto (f-g)(x) es continua en X,
3) La funcidn division (f/g)(x) es continua en X, si g(xo)#0

4) Si g(x) es continua en Xy y f(x) es continua en g(Xo) entonces la funcion
compuesta (f-g)(x) es continua en X.

4. Teoremas de Continuidad

4.1. Teorema de conservacion del signo

Teorema de conservacion del signo: si una funcion f(x) es continua en el punto xo de
manera que f(X)#0, se cumple que en un entorno del punto la funcién conserva el
signo, Esto es si f(x0)>0 se cumple que en un entorno de x( la funcién positiva, y si
f(x0)<0 entonces en un entorno de X, la funcion es negativa.

Veamos un ejemplo grafico:

..

Xo
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4.2 Teorema de Bolzano

Teorema de Bolzano: Siuna funcion f(x) es continua en un intervalo [a,b] tal que f(a) y

f(b) tienen distinto signo (f(a)-f(b)<0), entonces existe al menos un punto ce (a,b) tal que
f(c)=0.

Veamoslo graficamente:

-1

vy

0.4

cm—mm®

Vemos que el teorema de Bolzano nos asegura al menos una valor c tal que f(c)=0, pero
como vemos puede ocurrir que este valor de x no sea unico. Para asegurar que solo es
unico debemos ademas de aplicar Bolzano ver que la funcion en el intervalo (a,b) es
siempre creciente o decreciente

José Luis Lorente Aragon
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5444
Ejerciciol: encontrar un intervalo donde la funcion f(x)=%31 corte al eje x, es
decir f(x)=0

Tenemos que la funcion es continua en R-{3}. Busquemos un intervalo, que no
contenga x=3, tal que el signo de sus extremos sea diferente.

f(0)=1/3>0 f(1)=-1/2<0
Asi la funcion f(x) cumple Bolzano en [0,1]:

- es continua en este intervalo
- f(0)1f(1)<0

Luego 3 ce(0,1) : f(c)=0.

Veamos la gréfica de la funcion:

<

El teorema de Darboux es un corolario del teorema de Bolzano:

4.3 Teorema de Darboux

Teorema de Darboux: Si f(x) es una funcién continua en un intervalo [a,b], se cumple
que para todo valor Me [f(a), f(b)] existe ce (a,b) tal que f(c)=M.

Demostracion: sea g(x)=f(x)-M, esta funcion cumple Bolzano en [a,b]: 1) es continua
en [a,b] al serlo f(x) y 2) g(a)-g(b)<0, y por lo tanto, existe al menos un valor c:
g(c)=f(c)-M=0-> f(c)=M.

f(b)f
M=f(c)
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Ejercicio 2: Decir un intervalo de x donde la funcion f(x)=x2-x+3 valga S.

Esta funcion es continua en R, luego podemos aplicar el teorema de Darboux. Tenemos
que buscar un intervalo [a,b] tal que 5 esté¢ comprendido entre f(a) y f(b). Sea [1,3] se
cumple f(1)=3 y f(3)=9 luego como 5€ (f(1),f(3)) = existe ce (1,3) tal que f(c)=5.

También podemos hacer este problema aplicando Bolzano:

Si f(x)=5 entonces x*-x+3=5 > x*-x-2=0. Llamando g(x)=x’-x-2, veamos que cumple
Bolzano en [1,3]:

- Es continua en este intervalo
- g(1)=-2, g(3)=4, luego g(1)-g(3)<0
Existe ce (1,3) donde g(c)=0, y por tanto f(c)-5=0, y por tanto f(c)=5
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Ejercicios
Ejercicio 3: Estudia la continuidad de las siguientes funciones

| x|
5121

a) f(x)= x
5 si x=0

si x20

El valor absoluto puede dividirse en dos partes: cuando lo que estd dentro del valor es
negativo este cambia de signo, y si s positivo no se cambia.

5~ six<0 6 si x<0
X
f(x)==45 si x=0=45 si x=0

5% & x>0 |4 si x>0

RS
. lim f(x) =4 o .
£1_r)13 f(x)= lim /(x)=6 no existe , discontinuidad de salto finito

f(x) es por tanto continua en R-{0}

xt =1 si x<2

x+1 si x>2

b) g(x)= {

Es una funcién definida a trozos, donde cada uno de ellos es un polinomio, que son
continuos en R; El tnico punto que tenemos que estudiar la continuidad es en x=2,
donde g(x) cambia de expresion analitica:

limx+1=3
: _ x—2" _ —
}grzlg(x) = lim o —1=3 =3 =g(2).
x—2"

Luego g(x) continua en R.

Q Si x#3
¢) h(x)= \ %
6 si x=3

Es una funcion definida a trozos, uno de ellos es una fraccion algebraica, asi que en los
puntos donde se anule el denominador puede no ser continua. Como coincide el punto
donde se anula el denominador con el cambio de expresion analitica (x=3) sdlo hay que
estudiar la continuidad en este punto.
2
. . x7=9 0 .. (x=3)(x+3

111131/’1()6) =lim——=—= hmw
x—

=lim(x +3) = 6={(3)=6
x—3 x_3 O x—3 (x_3) x—>3( ) ( )

La funcion h(x) es continua en R
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2x -1 si x>-1

3 si x<-1

d) 1(x)= {

Es una funcion definida a trozos, en cada uno de ello la funcién es un polinomio, asi que
el tnico punto donde hay que estudiar la continuidad es en x=-1, alli donde cambia de
expresion analitica:

lim /(x)=3
: — x—-1" [ i =-
}1_{1_11 [(x)= lim 7(x) = lim 2x—1=—3 — No existe , luego no es continua en x=-1, de
x——1* x——1*

salto finito.

De esta forma I(x) continua en R-{-1}.

Ejercicio 4: Calcula el valor de k para que las siguientes funciones sean continuas
en todo R

sen(3x) si x<7m/2

2k + cos(2x) si x>mw/2

a) f(x)= {

Es una funcién definida a trozos; en cada uno de ellos las funciones son expresiones
trigonométricas, continuas en R. Luego el tunico punto donde puede existir
discontinuidad es en x=m/2, alli donde la funcién cambia de expresion analitica.
Veamos si f(x) es continua en 7/2

lim f(x)= lim 2k+cos(2x)=2k—1

. _| =) ()
122 Jx) = lim f(x)= lim sen(3x)=-1
2 s V4
AT
El limite existe si los limites laterales son iguales, esto ocurre si k=0. Ademas cuando
k=0 se cumple f(7/2)=-1,y por tanto la funcién es continua en x=m/2

De esta forma la funcion es continua en R si k=0

x+2

b) gx)=4 x-2
k si x=2

st x#2

Es una funcion definida a trozos, en uno de ellos la funcion es una fraccion algebraica
que puede no ser continua en los puntos donde se anual el denominador (x=2). Como
este punto coincide con el punto donde la funciéon cambia de expresion analitica, es el
unico punto donde tenemos que estudiar la continuidad de g(x).

. ox+2 4
. . x+2 4 ll_gl—x_zzgz_oo ) .
£1E)1;g(x):£1£121x_2:6 ) x+ 2: 4 . el limite no existe, asi que

independientemente del valor de k la funcion g(x) no es continua en x=2
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I+|x| six<O0
) kx)= 14 k si x=0

Ex+1 si x>0
2

Como [x| estd definido para valores negativos (x<0), es equivalente a sustituir |x| por —x:

I-x six<0
k(x)= < k si x=0
3
—x+1 si x>0
Es una funcién definida a trozos; en cada uno de ellos las funciones son polinomios, y

estos son continuos en R. El Unico punto donde puede presentar discontinuidad es en
x=0, alli donde la funcién cambia de expresion analitica.

liml+|x =1
x—0"
limk(x) = =1
=0 ) lim§x+l=l
x—0*

Para que sea continua ha de cumplir que k(0)= ling k(x). Por tanto k(x) sera continua si
k(0)=k=1 = k=1
x*+2

e) m(x)= ;‘_2

six>3

+ksix<3
x—4

Es una funcién definida a trozos, en cada uno de ellos las funciones son fracciones
algebraicas, que no son continuas en los puntos donde se anulan el denominador. En la
primera de ellas ocurre en x=2, pero como esa expresion analitica solo existe para x>3,
nuca tomara ese valor. La segunda se anula para x=4, pero como la expresion definida
para X<3 nunca tomara ese valor. Asi que s6lo hay que estudiar la continuidad en x=3, donde la
funcion cambia de expresion analitica:

im "3 k= 6+k
limm(x) = g X - 4 El limite existe si k=17. Ademas si k=17 m(3)=11
"o im 2

=3 x =2 1
y por tanto continua en 3 y en todo R.

Ejercicio 5: Hallar el dominio y la continuidad de las siguientes funciones:
a) f(x)=[x*-6x+5|

El dominio de la funcién f(x)=|x2-6x+5\ y su continuidad es todo R, ya que el valor
absoluto de f(x) es continuo en los mismos puntos en los que sea continua la funcion
x>-6x+5, que es un polinomio.
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b) g(x)=vA+x +/4—x 22,

El dominio de una raiz cuadrada son todos los puntos donde el radicando es positivo o
cero. Como g(x) esta definida a partir de suma la de tres funciones, el dominio sera la
interseccion de los tres dominios. Veamos uno a uno por separado:

J4+x Dom=[-4,c)

J4—x Dom=(-04]

2V2  Dom=R

Dom(g(x))= [-4,00)N(-o0,4]"R=[-4,4]

En los puntos del dominio la funcién es continua menos en -4 y 4 De esta manera g(x)
continua en (-4,4)

En -4 no es continua pues lim g(x) = no existe

x——4

En 4 no es continua pues lim g(x) = no existe
x—4*

Ejercicio 6: Determinar los parametros a y b para que la siguiente funcion sea
continua en todo R

2

xe' six<0
f(x)=qax+b si0<x<1
1+ xIn(x) si x>1

Es una funcion definida a trozos, y en cada trozo la funcion es continua en su dominio
de definicion, ya que el Gnico que no es continua en todo R es 1+ xIn(x), pero como

esta definida para x>1 en este intervalo es continua.

Tendremos que ver la continuidad en x=0 y x=1 para asegurar que la funcion f(x)
continua en todo R.

- Continuidad en x=0

hmf(x)—hmxe =01=0 . ‘ ‘
hm f (x)=qx20 El limite existe si b=0, ademas para
hm f(x)= hm ax+b=>b

este valor de b f(O)—O y por tanto la funcidn sera continua

- Continuidad en x=1

lim f(x) = 11m(1+x1n(x)) =1+10=1

lim f(x) =< " El limite existe si a=1
M () =1 fim £(x) = limax = a ’
x>l x—1"

ademas para este valor f(a)=1 y por tanto la funcién sera continua

Si a=1 y b=0 la funcion serd continua en R
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1 si x€[0,1)

Ejercicio 7: Sean las funciones f(x) = x sixe[l, o)

x+1 sixe[0,2)

. - o
si xel2, ) estudiar la continuidad de f+g, f-g, f/g

gx) =

Estudiemos la continuidad de las funciones f(x) y g(x)

Facilmente se puede comprobar que f(x) es continua en todo el dominio de definicién
[0,00), y g(x) continua en todos los puntos de definicion menos en x=2, donde los limites
laterales no coinciden, es decir en [0,2)U(2,00).

a) (f+g)(x) por las propiedades de continuidad sera continua en [0,00)( [0,2)U(2,00))=
=[0,2)U(2,%0)

b) (f'g)(x) por las propiedades de continuidad serd continua en [0,00)N( [0,2)U(2,00))=
=[0,2)U(2,e)

¢) (f/g)(x) por las propiedades de continuidad sera continua en [0,00)N( [0,2)U(2,00))=

=[0,2)U(2,0), ya que g(x) no se anula para ningun valor de x

Ejercicio 8: Hallar y clasificar las discontinuidades de las siguientes funciones

x’—4

x°—2x

a) f(x) =

Sera continua en R menos en los puntos donde se anula el denominador es decir x=0 y
x=2, por tanto 0,2¢ Dom(f(x)). Veamos el limite en estos puntos para discernir el tipo
de discontinuidad.

-En x=0
. x*—4 -4
4 4 |Mm 0 T
lim xz =—= x(ch ) — salto inf inito en x =0
=0 x"=2x 0 lim = -4 -4 _
=0 x(x —2) —2-0_
En x=2

2 —
lim x2 4 :9 lim w 4 =2 — evitable
=2 x"=2x 0 2 x(x-=2) 2

2—x six<0

b) g(X)={ .

e si x>0

Tanto 2-x como €™ son continuas para todo R, luego la unica posible discontinuidad
puede ocurrir en x=0.

lim g(x) = hm e’ =1

T et . o o,
lim g(x)= { lim g(x) = hm = Discontinuidad de salto finito
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2six=0

e’ six#0

¢) f(X)={

lingf(x) = lin&e_x =1+ f(0)=2 -> Salto finito

Ejercicio9: Estudiar la continuidad de f(x)
In(—x) si x<-2
sen(m) si —2<x<2
fx)= :
0 si 2<x<4
x*—12 si x=4
Funcion definida a trozos y en cada uno de ellos la funcion es continua en su dominio

de definicion, (In(-x) es continua si x<0). Veamos la continuidad en los puntos donde
cambia la expresion analitica:

lim f(x)=sen(-27)=0
= 1 — x—-2" . . .
En x=-2 > }Lrg f(x) fim £(x) = In(2) Discontinua de salto finito
x—=-2"

lim f(x)=0
En x=2-> lim f(x) =1 2% /() Continua en x=2
¥—2 lim f(x)=sen(27)=0
x—=2"

x—4* . . .
lim £(x)=0 Discontinua de salto finito

x—4"

lim f(x)=16-12=4
En x=4-> lin41 f(x)=

Ejercicio 10: Demuestra:
a) x=xs-en(x)+cos(x) tiene solucion en [-7,xt]:
Definimos f(x)= x-sen(x)+cos(x)-x tal que

1. Es continua en R y por tanto en [-7t,7].
2. f(-m)=-1+1>0, f(7)=0-1-7<0.

De esta forma cumple Bolzano = Jce (-w,7): f(¢)=0, es decir, la ecuacion tiene solucion
en este entorno.

b) 3-sen(x)=¢cos(x) en algun valor de x.
Definimos f(x)=¢™cos(x)-3sen(x) tal que

1. escontinua en R.
2. Tomamos el intervalo [0,7/2] = f(0)=1>0 f(m/2)=0-3<0.

Cumple Bolzano—> Jce (0,/2): f(c)=0, es decir la ecuacion solucion en este entorno.

Ejercicio 11: La funcion cotg(x) tiene distintos signos en los extremos del intervalo
[3/4, S7/4] y sin embargo no corta el eje x. ;Entonces contradice esto Bolzano?

No contradice Bolzano pues cotag(x) no es continua en e [31/4, S7/4]
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Ejercicio 12: Demostrar f(x)=x’-8x+2 corta al eje OX en (0,2). ;se puede decir lo
mismo de 2X=3?
x-1
f(x) cumple:
1. Continua en (0,2)
2. f(0)=2>0, f(2)=-6<0
Luego cumple Bolzano = Jce (0,2): f(c)=0

No podemos decir lo mismo de

, pues en x=1€(0,2) no es continua.
x —

Ejercicio 13: Sea f(x) una funcion que cumple f(-2)<0 y f(0)>0 ;/Es siempre cierto
que existe un valor ¢ en (-2,0) tal que f(¢c)=0

Si f(x) es continua en el intervalo [-2,0] podemos asegurar que se cumple dicha
afirmacion (por el teorema de Bolzano). Sino no es asi no podemos asegurar tal
afirmacion. Lo cual no contradice que alguna funcidn discontinua en donde f(a)-f(b)<0
esta corte al eje x en (a,b)

Ejercicio 14: Estudiar el dominio y discontinuidad de f(x)=In((x+2)/x%)

Pasos:

1) Dominio de (x+2)/x* 2> R-{0}

2) Al ser un logaritmo~> (x+2)/x>>0: Como x” siempre positivo tenemos que ver cuando
(x+2)>0, esto ocurre en el intervalo (-2,00)

) (x+2)

De esta forma el dominio sera (-2,00) menos el punto x=0->Dom(f(x))=(-2,0)(0,e0).

En todos los puntos del dominio la funcidn es continua pues, el limite existe y coincide
con el valor de la funcion en el punto.

Ejercicio 15: Hallar a y b para que f(x) cumpla Bolzano en [-m,x]. Hallar ¢ que
cumple Bolzano

cos(x) si —w<x<0

f(x)=Ja+x* si 0<x<l1

b )
— sil<x<nx
X

Para que cumpla Bolzano tenemos que obligar a la funcién a que sea continua en [-7,7],
y por tanto en x=0 y x=1
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lim f(x)=cos(0) =1
Enx=0: £i£13f(x)= )lci_r)lolf(x)za+0=a > a=l

x—0"

lim f(x)=1"+1=2
x—1"

En x=1: lirrllf(x) = b - b=2

lim f(x)= 1 =b
x—1*

Si a=1 y b=2 la funcién es continua en [-T,7], veamos ahora que cumple la segunda
condicion:

f(-10)=-1<0
f(m)=2/7>0

Luego cumple Bolzano dce (-wt,m): f(c)=0

Busquemos el valor c:
a) Veamos si ce [-1,0]2> cos(c)=0 = c¢=-1/2
b) Veamos si ce (0,1)=> 1+x*=0 no solucién
¢) Veamos si ce[1,m]2>2/x=0 no solucion
Ejercicio 16: Demuestra que la ecuacién ©° =e tiene solucién en (0,1), ;lo cumple
también ¢'=e?
a) w'=e solucion en (0,1)=> definimos f(x)=n"-¢, se cumple:
a) Continua en [0,1]
b) Ademas f(0)=1-e<0 y f(1)=mn-e>0
Al cumplir Bolzano Fc: (0,1): f(c)=0, y por tanto la ecuacion tiene solucion en (0,1)
b) ¢*=e solucion en (0,1) = definimos f(x)= ¢*-¢, se cumple:
a) continua en [0,1]
b) pero f(0)=1-e<0 y f(1)= ¢-e<0

Luego no cumple Bolzano y no podemos asegurar que la ecuacion tenga solucion.
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Ejercicios de la P.A.U.

Junio de 2004.Prueba A

C-2: Demuéstrese que las graficas de las funciones f(x)=e" y g(x)=% se cortan en un punto
si x>0

Si se cortan las dos funciones cumplen entonces que f(x)=g(x).

Definimos h(x)=f(x)-g(x)=e"-1/x. Si h(x)=0 entonces f(x)=g(x) y las funciones se cortaran.
Veamos que h(x) cumple Bolzano, y por tanto h(x)=0:

a) Es continua para x>0 (no se anula el denominador).
b) Busquemos un intervalo donde cumpla Bolzano, por ejemplo [0.1,1]: h(0.1)=e"'-1<0 ;
h(1)=e-1>0

Luego cumple Bolzano Jce (0.1,1): h(c)=0, y por tanto f(c)=g(c), cortandose en c estas
dos funciones

Junio de 2005. Prueba B

C-3.- Estidiese, segun los valores de los nimeros reales o y B, la continuidad de la
funcion f definida por

Xx+ao .
f@={se 0
B si x=0

., xto . , o
La funcion es continua en R-{0}, pues 1+e"* nunca se anula. El inico problema

1+e"™
esta en x=0, al anularse el denominador del exponente. Por otro lado en x=0 la funcion
cambia de expresion analitica, luego es el inico punto donde tenemos que estudiar la
continuidad:

Continua en x=0 si lin(} f(x)=7f0)=p4

. X+ao (04 o
+a a 11ml e T
g . X . —0"
lim f(x) = lim = — = (ind) = v lte Ite «
x—0 =014 F l1+e lim xX+a (04 _
=0 [+e 14 1

Para que exista el limite «=0. S1 =0 1irr01 f(x)=0.
Por otro lado para ser continua f(0)= lirr& f(x) 2 B=0

Luego si B=0 y o=0 la funcion sera continua en x=0, y por lo tanto en todo R.
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Septiembre de 2006. Prueba A

PR2. b) Pruébese que la ecuacion 3x = e" tiene alguna solucion en (—co,1]

Definamos la funcion f(x)=3x-e"; si demostramos que f(x)=0 en (-,1], entonces se
cumplird la ecuacion. Para esto apliquemos Bolzano:

a) f(x) es continua en R y por tanto continua en todo el intervalo
b) busquemos el intervalo [a,b] comprendido en (—oo,1] y tal que f(a)-f(b)<0. Por
ejemplo [0.5, 1]: f(1)=3-e<0, f(0.5)=1.5-eo'5>0.

Asi f(x) cumplirda Bolzano en [0.5, 1], y por lo tanto, existe al menos un valor

ce(0.5,1), luego ce (-=»,1] tal que f(c)=0, y por tanto se cumple la ecuacion.

Junio de 2007.Prueba A

C-4. Demostrar que las curva f(x)=sen(x) y g(x)=1/x se cortan en algin punto del
intervalo (27, 57t/2)

Si f(x) y g(x) se cortan en algin punto se cumple que f(x)=g(x), es decir sen(x)=1/x .

. . 1
Para poder aplicar Bolzano pasamos 1/x al otro miembro > sen(x)——=0. De esta
X

h(x)
forma resolver la ecuacion es lo mismo que ver que h(x)=0.

Apliquemos Bolzano a h(x) en el intervalo marcado (27,57/2):

a) Continua en [27,57/2], ya que h(x) es continua en todos los reales menos en el
0,y 0¢ [2m,57/2].
b) h(2m)=sen(2m)-1/(27)=-1/(21)<0, h(57/2)=sen(57/2)-1/(57/2)=1-2/(57)>0

Luego cumple Bolzano, y por lo tanto, existe un punto ce (2x,57/2) tal que h(c)=0, y
por ello en este punto se cumple la igualdad f(c)=g(c), cortandose las dos curvas

Junio de 2007.Prueba B

PR-2 (b) Demostrar que existe algiin niimero real ¢ tal que c+e“=4.

X

Si modificamos la igualdad 2 x+e”
e
existe un punto c tal que f(x)=0,es decir si podemos aplica Bolzano:

—4 =0 tendremos que la ecuacion solucion si

a) Continua en R, luego podemos tomar cualquier intervalo para aplicar Bolzano

b) Busquemos el intervalo f(0)=1-4<0. Si tomamos x=4, como €™ siempre es
positivo entonces f(4)=4+e'4-4>0.

Luego cumple Bolzano en [0.4], y por lo tanto, existe ce (0,4) tal que f(c)=0, y entonces
cte™=4 solucion en (0,4).
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C1. Hallar a 'y b para que f(x) continua en todo R

a+xIn(x) si x>0

f(x)=3b six=0

sen(7x .
#) si x<0
b

La funcion x-In(x) es continua si x>0 y

sen(7x) .
——— es continua en x<0, pues no toma el
X

valor x=0. De esta forma, en cada trozo las funciones son continuas en los dominios de
definicion. Por esta razon solo hay que estudiar la continuidad en x=0

Continuidad en x=0. Sera continua si ling f(x)=£(0)

| lim f()=()=7 .
1{13} f(x)= lirg ()= =a - el limite existe si a=n y valdra lgr(} f(x)=n

(*) Calcularemos estos limites en el tema 4 (Teorema de L’Hopital)

f(0)=b, como ling f(x)= f(0)>b=n

De esta forma si a=n y b=n la funcion es continua en x=0, y por lo tanto en todo R.
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Unidad 3. Funciones. Derivabilidad

TEMA 3 FUNCIONES.DERIVABILIDAD.

1. Tasa de variacion media. Derivada en un punto. Interpretacion
1.1.Tasa de variacién media
1.2.Definicion de derivada en un punto
1.3.Interpretacion geométrica de la derivada
2. Continuidad y derivabilidad.
. Funcidn derivada. Derivadas de orden superior.
3.1.Funcion derivada
3.2.Derivadas de orden superior
4. Derivabilidad de las funciones elementales. Operaciones con derivadas
4.1.Derivadas de la funcion elementales
4.2.0peraciones con derivadas
4.3.Derivacion logaritmica

W
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Contexto con la P.A.U.

El saber derivar es basico a la hora de realizar el examen de la PAU. En este tema se
recuerda como se deriva y se realizan diferentes ejercicios, pero en caso de resultar

insuficientes se recomienda que se repase la derivada en cualquier libro de 1° de
Bachiller.

En el examen de selectividad no suele haber ningun ejercicio concreto de derivar una
funcion, si bien la derivada aparece en multitud de ocasiones. Algunos ejemplos de
ejercicios en los que hay que saber derivar son en los problemas de representacion y
estudio de funciones, los de estudiar la continuidad y derivabilidad de una funcion, los
limites que se calculan con L’Hopital...

Problemas mas concretos en el examen de la PAU relacionados con el tema son los
siguientes:

e Estudio de la continuidad y derivabilidad de una funcion, o célculo de algin
parametro para que la funcion sea continua o derivable.

e Estudiar la derivabilidad de una funciéon en un punto por la definicion de
derivada.

e (Calculo de rectas tangentes y/o normales a una funcién en un punto.

En este tema abordaremos estos problemas para que el alumno se encuentre
familiarizado con ellos el dia del examen.
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1. Tasa de Variacion media. Derivada en un punto. Interpretacion

1.1 Tasa de variacion Media

Definicion: se llama tasa de variacion media de una funcién f(x) entre los valores x; y
x, al cociente entre el incremento que experimenta la variable dependiente “y”, y la
variable independiente “x”:

Af

Ton(1.200(0)= [ﬂ _S) =)

X, =X

Interpretemos graficamente su significado:

Ejemplo: f(x)=x*-3x+1

f(x2)|

110 €] ] I

A

Veamos la tasa de variacion media entre 2y 4: [—}
2,4

_JH-fQ)_5-(D _,
4-2 4-2

Af

Para interpretar [—} fijémonos en el triangulo rectangulo rojo de la imagen, donde
X%

Af

los catetos son (f(x2)-f(x1)) y (X2-x1). De esta forma [—} es el cociente de los dos

Af

catetos, y asi [—} es la tangente del angulo que forma la recta que une los puntos
X%

Af

(x1,f(x1)) ¥ (x2,f(x2)) con el eje x, y por tanto [E} es la pendiente de dicha recta
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1.2 Definicion de derivada de una funciéon en un punto

Definicion: la derivada de una funcion f(x) en el punto xo, se denota como f’(xp), es la
tasa de variacion instantanea, es decir:

f'(x ): lim f(X)—f(xo) :limf(xo +h)—f(x0)

X=X X — xo h—0 h

Generalmente suele ser mas facil calcular esta derivada a partir de la segunda igualdad
de la definicion.

Una funcion es derivable en un punto cuando el limite existe, aunque este sea « 0 -«.
Ejemplos:
a) f(x)=x*+1 en x=2

@) =tim CEN=S@) _ (@+n>+1)-5 . K +4h . h+4
0 h B

lim =lim =lim——=4
h—0 h h—0 h h—0 1

La funcioén f(x) es derivable en x=2 y ’(2)=4

x—1six>1
b) f(x)=x-1]= ) en x=1
—x+1 si x<1
Py fim LAFD =D A+A=D=0_ b
h—0* h h—0* h h—0" f
(1= tim LD =SD _y ZAD =0y 2R
h—0" h h—0" h =0~k

No existe el limite por tanto la funcion f(x) no es derivable en x=1.

Nota: las funciones valor absoluto no son derivables en los puntos de x donde se anulan.
En estos puntos las derivadas laterales son de distinto signo.

1.3 Interpretacion geométrica de la derivada

En el apartado 1.1 vimos que la tasa de variacion media se interpretaba como la
pendiente de la recta que unia los dos puntos. La derivada es el limite de la variacion
media cuando los puntos se acercan infinitamente, veamos esto de forma grafica en x=2

derivada

<4
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Como vemos en la grafica anterior si nos acercamos infinitamente al punto la recta que
une los dos puntos tiende a ser la recta tangente a la funcion.

Por tanto la derivada en xy de f(x), es decir f'(xy) es la pendiente de la recta tangente a
la funcion en el punto (xy, f(xy)).

o> m=tg{o)=f"(x¢)

Conclusion: f’(xO) :tg(a) =Myecta tangente en xo

Conociendo la pendiente de la recta y el punto por el que pasa (xo,f(X)) es facil calcular
la ecuacion de la recta tangente y normal (la pendiente es -1/m=-1/f’(x¢) aplicando la
ecuacion punto pendiente y=yo+m-(X-Xo):

- Ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) en xy:
y-1(x0)=f"(X0)(x-X0)
- Ecuacion de la recta normal a la funcion f(x) en xy:
1
1'(x0)

Ejemplo: calcular la recta tangente y normal a la curva y=f(x)=x"+3x en el punto de
abscisa xo=1

y-f(X0)=— (X-Xo)

f'(l):hmf(l-l_h)_f(l) =11m(1+h)2 +3(1+h)—4 :limhz +5h zhmmzs

0 i n A
Myecta ang=F (1)=5y el punto es P (1,f(1)) = P(1.,4)
recta tangente 2 y-f(1)="(1)(x-1) y-4=5(x-1) y=5x-1
1
/'@

1 121
x-1) y-d=—-(x-1) y=——x+—
x-1) y 5( ) Y S XT3

recta normal =2 y-f(1)=—
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2. Continuidad y derivabilidad

Teorema: toda funcion f(x) derivable en un punto, es continua en este punto. El
contrario no siempre es cierto para toda funcion.

Ejemplo: como vimos la funcién f(x)=x>+1 era derivable en x=2 (existe el limite

lim ATk h})z mrAC) ) luego es continua en x=2

h—0

Nota: Todas las funciones polindmicas, son continuas y derivables en todos los puntos.

Veamos otros dos ejemplos donde el reciproco al teorema no es cierto, son continuas y
no derivables:

x—1 six>1

a) f(x)=[x-1 |={ en x=1 es continua = lirrll f(x)=f1)=0

—x+1 si x<1

en x=1 no es derivable (ver pagina 52)

b) g(x)=4/x> en x=0 es continua pero no es derivable :

3 2
1
lim——=1lim 4™ = lim— = +oo
—_ 3 2 — N + N + 2 + 3
S R e et I
lim h =limAh™""? = limL:—oo
=0 h h—0" h—0" %

Veamos la representacion grafica de estas dos funciones no derivables, y entandamos su
interpretacion grafica:

a) f(x)=|x-1|
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b) g(x)= Vx>

Graficamente vemos que en los puntos donde la funcién no es derivable existe un “pico”
o punto anguloso que nos indica el cambio de pendiente de la recta tangente en dichos
puntos (limites laterales son diferentes).

sinx six<0

Ejercicio 1: Sea la funcion f(x)={ Ztax+h six>0

f(x) sea continua y derivable.

calcular a y b para que

La funcién esta definida a trozos pero tanto sen(x) como —x’+ax+b son continuas y
derivables en todos los puntos, luego punto donde hay que estudiar la continuidad y
derivabilidad es x=0 donde la funcion cambia de expresion algebraica

a) Continuidad:
lir(1)1+ f(x)=b
lir(1)1 f(x)=sen(0)=0

continua si

—===b=0

Luego si b=0 independientemente del valor de a la funcion es continua

b) Derivabilidad

fU)=f©) _ . h +ah=0_

lim

h—0* h h—0* h derivable si_y o |
lim S - 1) = lim sen(h) —0 = (L' Hopital) =1
h—=0~ h h—=0* h
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Otro método mas sencillo: cuando la funcion es continua podemos derivarla, (veremos
como se deriva en el apartado 4). :
' cos(x) si x<0
f'(x)= :
—2x+a si x>0
Nota: el valor para x=0 de f(x) no se incluye hasta que se compruebe que la funcion es
derivable.

La funcion sera derivable en el punto x=0 si existe el limite lim f'(x), aunque este sea
x—0

infinito.

xllg}' f'(X) —d derivable si 1
lim £'(x) = cos(0) = 1 >a=
x—0"

3. Funcion derivada. Derivadas sucesivas

3.1 Funcion derivada

Cuando la funcion f(x) es continua podemos obtener su funcidon derivada f’(x). La
funcién derivada, f'(x), para cada valor de x nos da el valor de la derivada en ese punto,
es decir la pendiente de la recta tangente en dicho punto.
f:R—>R f'"R——>R
x— f(x) x—> f'(x)
A la funcién £(x) se le llama funcion derivada de f(x), tal que si somos capaces de

calcular esta funcién la derivada de f(x) en un punto x¢ es f'(xp), es decir la imagen de
f’(x) en el punto x=x,.

A partir de definicion de derivada la funcion f(x) se obtiene aplicando la definicion de
derivada para una x genérica:

fv(x) — yng f(x+h2_f(x)

RN

Calculo de alguna funcién derivada:
1) f(x)=x*3x >
_ 2 2 2 _
f(x+hh) f(x) :lim(x+h) 3(x+h)—x"+3x =1imh +2hx—3xh _

h—0 h h—0 h

f'(x)=lim 2x-3

h—0

2) f(x)=K (cte)

lim = lim9 =0
=0 h h—0 J

f,(x)zglolf(x-l-h;—f(x): k—k

Si bien para el célculo de la funcidon derivada veremos en el siguiente apartado la tabla
de derivadas y las reglas necesarias para realizar cualquier tipo de derivada.
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3.2 Derivadas de orden superior

En todos los puntos del dominio de f’(x) (donde f(x) es derivable) podemos considerar

otra funcion f *’(x), que asigna a cada punto de x el valor de la derivada de f’(x) en este

punto.
f""R——>R

x—— f"(x)

N

fn(x) — yn& f'(x+h2—f'(x)

La funcioén asi definida recibe el nombre de segunda derivada de f(x), f''(x). De forma
analoga podemos definir la tercera derivada f""'(x), cuarta (IV(X), etc.

4. Derivada de funciones elementales. Operaciones con derivadas

4.1 Derivadas de las funciones elementales

Se puede calcular a partir de la definicidén vista en el apartado anterior la funcidon
derivada de las funciones elementales. Veamos en la siguiente tabla la derivada de
algunas funciones elementales.

Derivada elementales

Funcién Funcién derivada Ejemplo

f(x)=K f'(x)=0 f(x)=-¢ > f'(x)=0

fo9=x" F(9nx"! MO=Ve? = 20 > 0= S0 = 2

f(x)=¢" f'(x)=¢e*

f(x)=a" f'(x)=a*"In(a) f(x)=5"> f'(x)=5"In(5)
f(x)=In(x) f'(x)=1/x

T , !

f(x)=log,(x) )\ Sl f(x)=logs(x) > ()= 73

f(x)=sen(x)

f'(x)=cos(x)

f(x)=cos(x)

f’(x)=-sen(x)

' (x)=1+tg*(x)=

f(x)=tg(x) cos 2 (x)
fx)=arc sen(x) f= 70
f(x)=arc cos(x) Feo= 1__71)62
fix)=are ta(x) 0=
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4.2 Operaciones con derivadas

Aplicamos la definicidon de la derivada y las propiedades de los limites se obtienen las
reglas que permiten derivar funciones que son resultado de operar con otras funciones
derivables.

Para ver las propiedades de las derivadas veamos otra tabla:

Propiedades de las derivadas

Propiedad Ejemplo

Suma: (f+g) (x)=f"(x)+g'(x) (x*-x+cos(x)+e) ' =2x-1-sen(x)+e*

Constante por una funcion: (Sarc sen(x))'=

(k)" (x)=kf"(x) 1—x2

Producto: (f'g) (x)=f"(x) g(x)+{(x)'g"(x) (5xsen(x)) =5sen(x)+5x-cos(x)

Cociente: ' l
1) )= L0800 = g ) ( Tx j T Fin) -7
g g’ (x) In(x) In*(x) In*(x)

Funcién compuesta (regla de la cadena): (eCOSZ(XS) ) g ecosz(xs) '2'COS()C3 )'(—sen(x3 ))'3x2

(g:h) (x)=(e(f(x)) =g (f(x)-1'(x)

A partir de las derivadas elementales y de las propiedades de las derivadas es sencillo
calcular la derivada de toda funcion, s6lo hay que aplicar las propiedades con orden.

Ejercicio 2: calcular las derivadas siguientes
a) D[(x*-3)’]=5(x*-3)*2x=10x-(x*-3)"
1

Y (Bx)

b) D[(3x)1/3]=%(3x)_2/3 3=
¢) D[x-4"]=4"+x-4"In(4)
d) D[(e7+3)"]=4-(e™+3)"(2:¢™)=8:(™+3) (")

2 1 A a2N3 :—24x
e) D[In(2-3x%)"] T 4(2-3x7)°(-6x) Y

D 2 _| =260 =3x%)"(3x* - 6x) _ —12:(3x* — 6x)
(x3 —3x7 )6 (x3 -3x’ )12 (x3 —3x’ )7
1 2N\-1/2
g)D{ 1 }:—2(4—5)6 ) -(—10x): 55 _ 55
Va4 —5x2 4-5x (4-5x2)4=5x"  J(4-5x7)
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LA vy SV W S b
Wdx -2 Jax—2 Jax-2

h) D|(@x + DVAx—2|= /a2 + (4x+2)
i) D[sen“(x)]=4-sen3 (x)-cos(x)
i) D[sen(x*)]=cos(x*)-4x’

k)D[(x—m)B}?"(x—m)z-[l— —2x ]:3-(x— 1—x2)2{1+ al j

241—x?

1) D[sen’(x?)]=2sen(x’)-cos(x”)-2x= 4x-sen(x>)-cos(x>)
) B 1 11 | 1

N N A B R N

m) D arcsen( X —

n)D' /1+7x}: I =T)-(D+70) _ 14 [1-7x 7
| V1=7x ) /1+;x (1-7x) 2:(1-7x)> \1+7x \/(1+7x)(1—7x)3
— /X

' R U S
o Dlare tg(\/;)]_ 1+ (\/;)2 2Wx 21+ xWx
1
{ ] G G 1
Y | Wx +1)? IR P

_ _ 1
X x—x+x—\/; \/;(x—l)

q) D [sen3 (2x)-cos’ (3x)] = 3-sen’ (2x)-cos(2x)-2-cos’ (3x) — sen’ (2x)-2 cos(3x)-sen(3x)3 =

=6-sen’(2x)-cos(2x)-cos>(3x) — 6-sen’ (2x)-cos(3x)-sen(3x)

1+tg2(x)

Ji-1g% ()

4.3 Derivacion logaritmica

r)D [arc Sen(tg(x))] =

Cuando las funciones en forma de exponente, donde tanto la base como el exponente
son funciones, f(X):(g(X))h(x). El calculo de la derivada debe de hacerse siguiendo el
siguiente procedimiento (usaremos el ejemplo f(x)=(7x%)**®)

1. Tomamos logaritmos en ambos lados: In(f(x))=h(x)-In(g(x))
Ejemplo: In(f(x))=cos(x)In(7x%)

2. Derivamos a ambos lados de la igualdad: & = h'(x)In(g(x)) +_h(x)-g'(x)
(x) g(x)
Ejemplo: S _ —sen(x)In(7x*) + M = —sen(x)In(7x*)+ 2Zcos(x)
f(x) Tx x
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3. Despejamos f(x): f'(x)=f (x){h’(x) In(g(x)) +%}
g(x
: . _ |: 2 2.COS(X):| 2\ cos(x)
Ejemplo: £(x)= | —sen(x) In(7x )+T (7x7)

Ejercicio 3: calcular la derivada:
a) D[x'] 2 f(x)=x"
1. In(f(x))=x'In(x)
2. pAC)) =In(x)+1
f(x)
3. Px)=x"(In(x)+1)
b) D[x"™] > f(x)=x"™
1. In(f(x))=In(x)-In(x)=In’*(x)

2 L) ot
S (x) x

3. px)= 2000 s
X
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Ejercicios del tema

Ejercicio 4: Estudiar la derivabilidad de y = f(x) = ¥3x% — x3.

La funcion es continua en R, pues es una raiz cubica que existe para nimeros negativos.
Veamos la derivabilidad:

2x —x’ _ 2-x
3\/9x4 +x°—6x° {/)c(x—f’s)2

f”(x)=§(3x2 —x*)?3(6x-3x%) =

Se anula el denominador en x=0 y x=3, estudiemos la derivabilidad en estos puntos

x=0
. 2—x 2
10 =lim————=—=c
_ x—0" 3 _ 2 O+
P(O0)-lim———X = V9T T No derivable
UR9x +x7 —6x £107) = lim——=— = = =0
x—0 3[x(x_3)2 0
=
2—x -1
f'37)=lim ——=—=-
£(3)= lim 2-x = (-3t 0 derivable m=-co,

=3 39x 4+ x° — 6x? f'(37) = 1im2;x:_iz—oo
x—37 3[x(x_3)2 0"

es decir la tangente es una recta paralela al eje OY.
Nota: una funcion derivable en un punto si existe la derivada, aunque esta sea infinito.

Veamos la grafica para interpretar los resultados en x=0 y x=3

-2
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X .
Ejercicio 5: estudiar la derivabilidad de y = g(x) = {1+e1/x st x # 0} en x=0.
0 six=0
Veamos primero la continuidad:
lim - a = 0 _o
. Rt _Jxs0t 1 +e” + o0 .
£1I>Igg(x) = !grol Tl T 0 Continua
hm 1/x = =
=0 ] +e 1+0
Veamos ahora la derivabilidad por la definicion:
L_O lim ll/h - =0
.mg(0+h)—g(0):hm1+e”h ~lim I 0 (14e") 1400

g(0)= 1l =
=0 h h—0 h -0 (14" lim 1 1

0 (1+e) 140

No es derivable en x=0

Veamos la gréfica:

Ejercicio 6: Deriva la funcion f(x)= ln(cos(x))+x-e2"

_ sen(x)

f(x)= +e™ +2xe” =—tg(x)+e” (1+2x)

cos(x)

Ejercicio 7: Calcula un punto de la funcion f(x)=x’+x+5 en la que la recta tangente
sea paralela a la recta y=3x-2

Si la rectas son paralelas misma pendiente, luego la recta tangente tiene pendiente m=3,
por tanto buscamos el punto donde f’(x)=3 2 f*(x)=2x+1=3 = x=1-> P(1,f(1))=(1,7)
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Ejercicio 8: Hallar b y ¢ para que f(x) sea continua y derivable en (0,2)

x> =12x+1 si0<x<l1
f(x)= 5 .
20x° +bx+c sil<x<2

1. Continuidad: las funciones definidas en los dos trozos son polinomios y por tanto el
unico punto hay que estudiar la continuidad es en x=1.

' lim /(x) =10
I fO) =1 fim () =204 p4c D 710=20+b+c
x—l1*

2. Derivabilidad: si b y ¢ cumplen la anterior ecuacion f(x) continua y podemos calcular
la derivada en todos los puntos del dominio

3x2 =12 si0<x<l1
f'(x)= .
40x+b sil<x<?2

Volvemos a tener dos polinomios, asi que el tnico punto donde tenemos que estudiar la
continuidad es en x=1:

lim f'(x)=-9
lim f*(x) = {T&P F(x)=40+b (2)-9=40+b

Resolviendo el sistema b=-49 y ¢c=19

Ejercicio 9: Dada la funcion f(x) a) hallar a, b para que f(x) sea continua. b)
Calcular los puntos donde es derivable)

x?+2 si x<0
(X~ Jax+b s 0<x<2

—-x 3
+— six>2

222 2

a) Las funciones x+2 y —_x+i son continuas en R. La funcion vax+b sera
2V2 2

continua en (0,2] dependiendo de a y b. Veamos los valores de a y b para que sea
continua en 0 y 2

lim f(x)=A/b
x=0 > X,—>°+f() —b=4
111})1_f(x)=2

lim (x)——=\/§
x=2> s \/_ - a=-1

lim f(x)=+/2a

x—2"

Para estos valores de a y b v—x+4 es continua en (0,2] ya que —x+4 en este intervalo es
mayor de cero.

Luego si a=-1 b=4 la funcion f(x) continua en R, y podemos calcular f’(x)
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2x si x<0
-1
b) P(X)= i ———— i 0<x<2
) 2V—=x+4
_—1 ST x>2
242

S'(07)=lim f'(x)=0
Derivabilidad en x=0 - f'(0) = . )'HO 1 = No derivable
£107) = lim f1(x) =~

x—0 4
S@)=lim ()=
= 2:/15 —> derivable en x=2
'27)=lim f'(x)=——
e =lim 0=

Derivabilidad en x=2 2> f'(2) =

Luego f(x) derivable en R-{0}
Ejercicio 10: Calcular los puntos donde la recta tangente a y=2x"+3x>-30x-6
paralela a la recta y=6x-5

Si es paralela tienen misma pendiente, es decir m=6. Como la pendiente de la recta
tangente es f(X) se tiene que cumplir que f(x)=6

£(x)=6x+6x-30=6 > x;=2, Xo=-3.

P1(2.£(2))=(2.-38)

Py(-3,f(-3))=(-3,57)

Ejercicio 11: Dada la funcion f(x)=x’-4x+3 encontrar los puntos donde la recta
tangente a esta funcion sea paralela a la recta que corta la curva en x=1, x=4

Si son paralelas tienen la misma pendiente, calculemos las dos pendientes

gy e S® =S _3-0_
4-1 3

Pendiente recta secante en x=1, x

Pendiente rectas tangentes f’(x)=2x-4

Luego 2x-4=1 - x=5/2 P(5/2,-3/4)

Ejercicio 12: Hallar los valores de b y ¢ para que la recta tangente a la curva con
funcion y=x2+bx+c en el punto P(3,0) sea perpendicular a y=-0.5x+3

Primera condicion la curva pasa por P, es decir f(3)=0 = 9+3b+c=0

Segunda condicion al ser perpendicular la pendiente de la recta tangente sera la inversa
con signo menos m=-1/(-0.5)=2 para la recta tangente en x=3-> {’(3)=2 > 6+b=2

b=-4,c=3
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Ejercicio 13: Estudiar la derivabilidad de f(x)=x/(1+|x|), y calcular £°(x)

a) f(x) es continua en todo R pues el denominador no se anula y la funciéon valor
absoluta es continua en R. Calculemos la derivada, para esto primero ponemos la
funcién definida a trozos conforme a los valores del x que cambian el signo de |x|:

X si x<0 (1—x)2 si x<0
fx)=4 1% > P(x)=
X 1
si x>0 — i x>0
1+x (I+x)

El tnico punto donde hay que estudiar la derivabilidad es en x=0, donde cambia de
expresion analitica, ya que los denominadores no se anulan en ningun punto donde
estén definidas.

lim f"(x) =1

{xfﬁqf'(x)—l lim /" (x)=1.

X—0

lim £(x) =

X—0

Funcion derivable en R, pues - continua si x<0, continua si x>0 y

1-x) (1+x)?

£(0)=1.

Como es derivable en R podemos definir la segunda derivada:

(1-x)’

b) f ’(x)= en x=0 la funcion f(x) no es dos veces derivable pues

si x>0

(1+x)3
lim f"'(x) =-2 # lim f"'(x) =2

Ejercicio 14. Sea f(x) a) estudiar los valores de a que hacen continua f(x), b) ver
para estos valores si la funcion es derivable:

()= x2+1 si x<a
2ax—2a+1 six>a

a) Los dos trozos de definicion de f(x) son polinomios luego continuos en todo R y en
por tanto en su dominio de definicién. Solo nos falta por estudiar la continuidad en a:

lim f(x)=a’+1
lim f(x) =< 7% s > a’+1=2a’-2a+1 Da’-2a=0 > a=0,a=2
x—a lim f(x)=2a" —2a+1

si x<0 2x si x<0

six>0

2
b) a=0 > f(x)= {x +l ,
1 0 six>0

2> Px)= {

£(0)=(0)=0

Luego es derivable en x=0.
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Veamos la grafica

16
1=z
—=2 2
—=
241 i x<2 2x Si x<2
a=2 > f(x)= 1" X > P(x)= ,
4x-3  six>?2 Six>2

£(2)="(2")=4, luego es derivable en x=2. Veamos la grafica:
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Ejercicios de la P.A.U.

Septiembre 2004. Prueba A.

PR-2 a) Sea f la funcion dada por f(x)=x2-3|x|+2, estudiese la derivabilidad de fenx=0
mediante la definicion de derivada
¥ =3x+2 six>0

a x)=x>-3x|+2= , X€R.
) @) | | {x2+3x+2six<0

p— 2 — p—
P )= 1O) 1 =3h42-2_
}}ngT =0 5 h 0 h=0 W e3hen 2 No derivable x=0.
- lim S~ 70) — lim tonti—z 3
h—0" h h—0" h

Septiembre 2005. Prueba A

In(1+x?) x>0
x? x<0
Primero tenemos que estudiar la continuidad de f(x): los dos trozos de la funciéon son

continuos, pues el argumento del logaritmo es siempre positivo. De esta forma solo
tenemos que ver la continuidad en x=0

PR-2. a) Estidiese la derivabilidad de f(x) =

lim f(x)=In(1)=0
: — Jx—0* 4
lim 7O =1 "lim £ () =0 f(0)=0,
x—0"
luego es continua en R y podemos calcular la funcion derivada en todos los puntos:
2x
| —, x>0
f=11ex "
2x, x<0

Los dos trozos son continuos pues uno es un polinomio y el otro es un denominador que
nunca se anula. S6lo tenemos que calcular la derivabilidad en x=0:

£2(0")=f(0")=0 luego es derivable en x=0 y por tanto en R

Junio 2006. Prueba B.

C-3. Sea f(x)=ax3+bx2+cx+d. Determinense a, b, c y d para que la recta y+1=0 sea
tangente a la grafica de f en el punto (0,-1), y la recta x-y-2=0 sea tangente a la grafica de
f en el punto (1,-1).

Condiciones:

1.- Recta y=-1 = m=0 y Pasa por (0,-1)
1.1 f(0)=d=-1
1.2. £(0)=c=0

2.- Recta y=x-2 - m=1 y Pasa por (1,-1)
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2.1 f(1)=atb-1=-1
2,2 £(1)=3a+2b=1. Resolviendo el sistema: a=1, b=-1
Septiembre 2006. Prueba B.

C-3 Calculense las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de la

2
funcién f(x)—x;‘ en el punto x=0 .

+1
. 2 — . 2
f(x)= 2% (x :1) 22x * - 22x - la pendiente de la recta paralela es m=f"(0)=0, es
(x"+1) (x"+1)

decir paralela al eje OX, y la de la recta normal es m=oo, paralela al eje OY. Las dos
pasan por el punto P(0,f(0)) =>P(0,0)

a) Tangente en x=0 (y-0)= 0x+0 = y=0 (eje OX)
b) Normal x=0 (eje OY)
Veamos la grafica de f(x):

Septiembre 2007. Prueba A

C-3.- Determinar en qué puntos de la grafica de la funcion y=x3-3x2+x+1, la recta
tangente a la misma es paralela a la recta y=x+7.

Si las rectas son tangentes misma pendiente. La pendiente de la recta y=x+7 es m=1. La
pendiente de la recta tangente es igual a £(x)=3x-6x+1. Obliguemos a que la pendiente
sea 1 y calculemos el valor de la coordenada x de los puntos buscados:

3x%-6x+1=1 Dx(3x-6)=0 >x,=0, x,=2
P1(0,£(0))=> P1(0,1)
132(251:(2))9 Pl(za_l)

Junio 2008. Prueba A

C-2.- Determinar el valor de a para que la recta tangente a la funciéon f(x)=x"+ax
en el punto x = () sea perpendicular a la rectay + x =-3.

Si la recta tangente es perpendicular a y=-x-3, entonces la pendiente es m=-1/-1=1. La
pendiente de las rectas tangente en x=0 es f(0)=3-0"+a=a. Igualando la derivada al
valor de m obtenemos que a=1.
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Prueba B

sen(@?) si x>0
PR-2 Dada la funcién f(x)= x , se pide a) Estudiar la continuidad y

Z_2xsi x<0
derivabilidad de la funcion f(x)

Continuidad: sélo hay que estudiar la continuidad en x=0 que es donde la funcion
cambia de expresion analitica y donde se anula en denominador de la primera.

2
lim f(x) lim /() = lim sent) _ g (L' Hopital tema4)
=4 x->0" x—0*
x—0 hm f(x) _ 0
x—0"

f(x) es por tanto continua en R

Derivabilidad: como es continua en R podemos definir la funcion derivada :

. sen(x?) )
£(x)= 2cos(x”) — = si x>0

2x-2 si x<0
Soélo hay que estudiar la derivabilidad en x=0

2
2~ 1im 29" 5\ =1 (1" Hopital tema4)

x—0" x2

sen(x*)
x2

£(0")=lim 2 cos(x*) —
x—0"

£(0)=-=2
Luego no es derivable en x=0

La funcidn f(x) es derivable en R-{0}
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Unidad 4. Funciones. Aplicaciones de la derivada
TEMA 4. APLICACIONES DE LA DERIVADA.

Monotonia. Crecimiento y decrecimiento de una funcion
Extremos relativos

Optimizacion

Curvatura

Punto de Inflexion

Propiedades de las funciones derivables

6.1.Teorema de L’Hopital

6.2. Teorema de Rolle

A
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Contexto con la P.A.U.

En los examenes de selectividad suele haber un problema en cada opcidén en donde se
pide calcular el crecimiento y/o la curvatura de una funcion. Por lo general las funciones
que aparecen son, en una opcion, una fraccion polindémica, y en la otra, o un exponente
o un logaritmo. Aunque de primeras puede parecer que las funciones exponenciales o
logaritmicas son mas complicadas, por lo general suelen ser mas sencillas, ya que las
derivadas, en especial la segunda, son mas faciles de igualar a cero, y asi estudiar la
curvatura o el crecimiento.

Otros problemas que aparecen son los de optimizacion. Por lo general estos problemas
son relativos a la maximizacion o minimizacion de funciones (areas maximas o
minimas, pendiente minima o maxima...).

Una cuestion muy comun en los examenes de selectividad son los limites, que se
calculan a partir de L’Hopital. También se utiliza L’Hopital en el estudio de asintotas de
las funciones, la continuidad y la derivabilidad de funciones (ver tema anterior).
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1. Monotonia. Crecimiento y decrecimiento de una funcion

En el tema anterior relacionamos las derivadas con la pendiente de las rectas tangentes a
la grafica descrita por la funciodn, es decir, f ’(X¢) es la pendiente de la recta tangente a la
grafica f(x) en x=Xx,.

Vamos a relacionar el signo de m=f’(x() con el crecimiento o decrecimiento de la
funcion; para esto nos valemos del siguiente ejemplo:

y=f(x)=x"-12x+5
£(x)=3x-12=3(x-2)(x+2)

(-00,-2) -2 (-2,2) 2 (2,%0)
Signo f’(x) + 0 - 0 +

Crecimiento / \ /
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Claramente vemos que cuando f ’(x¢)>0 la recta tangente es creciente, pues la pendiente
es positiva, y por lo tanto f(x) es creciente en xo De igual forma si f ’(x0)<0 la recta
tangente es decreciente, pues su pendiente es negativa, y por lo tanto f(x) es decreciente
en Xy

Conclusion:

a) Si°(x9)>0 la funcion f(x) es estrictamente creciente en x,

b) Si £(x¢)<0 la funcion f(x) es estrictamente decreciente en x,

2. Extremos relativos

Antes de relacionar los extremos relativos con la derivada definamoslos.

Definicion: Extremo relativo de una funcion f(x) es todo punto x, tal que, para todo
entorno del punto E(xy,r), se cumple que la funcidn en este intervalo crece y decrece.
Segun crezca antes o después de x, distinguimos dos tipos de extremos relativos:

a) Maximo relativo en xy: 1a funcion crece hasta x( y decrece a partir de x.

b) Minimo relativo en x,: 1a funcion decrece hasta x¢ y crece a partir de X.

Esta claro que si x¢ es un extremo relativo de f(x), en este punto la grafica ni crece ni
decrece, luego una condicién necesaria es que f’(x¢)=0, asi la pendiente de la recta
tangente es m=0, siendo por tanto paralelo al eje x. Pero esta no es la tinica condicion.
Es necesario, que ademads, se cumpla una segunda condicién que ademds nos permite
discernir si es maximo o minimo relativo:

e Sea Xo un punto de una funcidn en el que se cumple
a) f’(x0)=0
b) f’(x0)<0
entonces (Xo,f(Xo)) es mdximo relativo
e Sea X un punto de una funcidn en el que se cumple
a) f’(x0)=0
b) f’(x0)>0

entonces (Xo,f(Xo)) es minimo relativo

En la practica, si se cumple que f ’(x9)=0 y viendo el crecimiento de la funcion antes y
después del punto podemos ver si es punto relativo y si es maximo o minimo.

En el caso de que f ’(x9)=0 pero también f *’(x()=0 (esto ocurre cuando X, es raiz doble
o de mayor multiplicidad de f’(x)), no podemos asegurar que este punto sea extremo
relativo y hay que estudiar las derivadas de orden superior. Tendremos que calcular las
derivadas en X, hasta la primera derivada no nula. Para ver si la funcion tiene extremo
relativo o no vemos el siguiente esquema:
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/" (x,) #0 conn impar = xo Punto de Inflexion

S (xe) = f"(x,) :f(n_l(xo)zo

7" (x,) >0 > xo minimo

.

/" (x,)#0 npar

£ (x,) < 0 >x0 maximo

Ejemplo: Estudiar si en las siguientes funciones hay méximo, minimo o punto de
inflexion en x=0

a) y=f(x)=x > f(x)=3x" en x=0 > £(0)=0
2> ’x)=6x enx=0 > {’(0)=0
> £7°(x)=6 enx=0-> £7°(0)=6

Como la primera derivada no nula es la tercera (impar), tenemos un Punto de
Inflexion en P. I (0,£(0))=(0,0)

b) y=f(x)=x' > f(x)=4x> en x=0 > £(0)=0
> £ (x)=12x% en x=0 > £°(0)=0
2> 77°(x)=24x en x=0 =2 £’’(0)=0
2> 7 (x)=24enx=0 > 1" (0)=24
Como la primera derivada no nula es la cuarta (par), tenemos un Punto relativo en

x=0. Ademas como [ (0) = 24 >0 serda minimo m(0,f(0))=(0,0)

Veamos las graficas de y=x’ ¢ y=x".
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Ejercicio 1: Estudiar la monotonia, y los extremos relativos de las siguientes
funciones:

a) y=f(x)=2x"-15x>+36x-12
Veamos el signo de la derivada: f° (x)=6x>-30x+36
£(x)=0 > x>-5x+6=(x-2)"(x-3)=0 > x=2, x=3

£°(x)=12x-30
(-2,2) 2 (2,3) 3 (3,0)
Signo (x) + 0 - 0 +
Crecimiento /' (2,£(2))=(2,16) \ (3,£(3))=(3,15) /'
£°(2)<0 £°(3)>0
Méximo Minimo

Méximo M(2,f(2))=(2,16)  Minimo m(3,f(3))=(3,15)

y T
1o ]

28

i8

18

b) y=x/In(x)

Primero estudiemos el dominio. Veamos los puntos que no pertenecen al dominio
a) x>0 (por el logaritmo neperiano)
b) Denominador es cero: In(x)=0 >x=¢’=1, asintota vertical

Dom(f(x))=(0,00)-{1}

1
In(x) —x—
P(x)=———* = ln(f)_l =0 > In(x)-1=0 > x=¢'
In"(x) In"(x)
In?(x) In(x) -1
, L 2T S -l 2—In@)
2 (x)= In* = 4 = 3
n"(x) xIn"(x) xIn’ (x)
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Ademas de los puntos donde se anula la primera derivada hay que afiadir los puntos que
no pertenecen al dominio, ya que en ellos puede cambiar el crecimiento. En este caso
afnadimos x=1.

Nota: las asintotas verticales no suelen cambiar la monotonia aunque si la curvatura.

(0,1) 1 (1,e) e (e,0)
Signo f’(x) - - 0 +
Crecimiento | > | £PU) | (| efie)ee) | T
f°(e)=1/e>0
Minimo

Minimo m(e,f(e))=(e,e)

16
14
1=
2 1
-z
x*—8x+12
¢) y=f(x)=—"7-"
x—4
Dominio=R-{4}
£ x* —8x+20
Xz—a
(x—4)°
8x—32
£ (x)=
) (x—4)*

Signo de (x): x* —8x +20 =0 No solucion—> no extremos relativos (f/(x)>0)

Sélo tenemos que ver el crecimiento antes y después de x=4, que no pertenece al
dominio:
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(-00,4) 4 (4,00)

Signo ’(x) + ¢ Do min io +

Crecimiento / /

40 -38 -20 -10 10 20 30 48

3. Optimizacion

En muchas situaciones se plantean problemas de optimizacion, es decir hacer que una
funcion sea maxima o minima para unas premisas impuestas.

Los casos de optimizacién que trabajaremos es cuando la funcién depende de una sola
variable. Pasos a seguir para optimizar:

1. Expresar la funcion que deseamos optimizar en funcion todas variables.

2. Si la funcidn tiene mas de una variable relacionar las variables con los datos
del problema y obtener una funciéon de una sola variable (mediante la funciéon
ligadura).

3. Derivar la funcion, igualarla a cero y asi obtener los puntos relativos

4. Comprobar, mediante la segunda derivada, si estos puntos son maximos o
minimos.

Ejemplo: Se quiere construir botes de enlatar de forma cilindrica de 10 litros de
capacidad. Calcular las dimensiones para que el gasto sea minimo

/\;
\_—X/

V=10=nx’y (funcion ligadura) >y-=10/(nx’)

Y El gasto es proporcional a la superficie (funcion a optimizar):
Gasto(x,y)=KSuperficie=K (2 Tx*+27x"y)>

— G(x)=K-[2nx*+2mx-(10/mx?) =K [27tx*+20/x]
v

G’ (x)=K[4mx-20/x*]=0 D4mx-20/x*=0 > 471x>-20=0

10
r=x=3/7%dm > h=y=
/4

dm G **(x)=47+40/x’ > G (/7 )>0 Minimo

78 Apuntes de Matemiticas Il para preparar el examen de la PAU



Unidad 4. Funciones. Aplicaciones de la derivada

Ejercicio 2: Descomponer el nimero 48 en dos sumandos tal que el quintuplo del
cuadrado del primero mas el séxtuplo del cuadrado del segundo sea minimo.

48=x+y (ligadura)-> y=48-x

f(x,y)=5y*+6x> (funcion a optimizar)

f(x)=5"(48-x)*+6-x°=11520-480x+11x*

(x)=-480+22x=0

x=240/11 , y= 288/11

f’(x)=22 £’’(240/11)>0 Minimo

Ejercicio 3: Una hoja de papel debe contener 18 cm’ de texto impreso, margenes

superior e inferior de 2 cm y laterales de 1 cm. Obtener las dimensiones que
minimizan la superficie del papel

x'y=18 (ligadura)=> y=18/x

Area(x,y)=(x+2)-(y+4) (funcién a optimizar)
A(X)=(x+2)-(18/x+4)=18+4x+36/x+8=26+4x+36/x

A’(x)=4-36/x> =0 > x=3cm y=6cm

A”(x)=72/x> A”’(3)>0 minimo -> Dimensiones: 5cm x 10cm
4. Curvatura

Veamos las definiciones de los dos tipos de curvaturas posibles en una funcion:

Definicion 1: Una funcion es concava hacia las y positivas o concava hacia arriba en
un punto P(x,yo), si la recta tangente en este punto estd por debajo de los puntos
proximos a P. Graficamente tiene forma de U

Definicion 2: Una funcion es concava hacia las y negativas o concava hacia abajo en
un punto P(xo,yo), si la recta tangente en este punto estd por encima de los puntos
proximos a P. Graficamente tiene forma de M.
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Podemos saber si una funcidon es concava hacia arriba o hacia abajo a partir de la
segunda derivada:

e Sif°(x0)>0, entonces f(x) es concava hacia arriba en el punto (x,f(X¢)). (Recordar
la curvatura de y=f(x)=x y como f*’(x)=2>0)

e Si f°(x¢)<0, entonces f(x) es concava hacia abajo en el punto (x,f(xo)). (Recordar
la curvatura de y=f(x)=-x" y como f’(x)=-2<0)

Ejemplo: y=f(x)=x" ’(x)=6x, si x>0 concava hacia arriba y si x<0 hacia abajo

+15
+18
d
- , . R
Concava hacia abajo
is
2
-5
»
IT—im - >
Concava hacia arriba
}-15

5. Puntos de Inflexion

Uno de los puntos mas importantes a la hora de representar una funcién son los puntos
de inflexion; veamos que es un punto de inflexion:

Definicion: Se dice que f(x) tiene punto de inflexion en (x¢,f(Xg)) si en ese punto
cambia la curvatura de la funcion, es decir pasa de ser concava hacia arriba a concava
hacia abajo o al revés. En este punto la recta tangente a la funcidn corta a la funcion.

Vamos a ver la relacion entre los puntos de inflexion y las derivadas de la funcion, en el
siguiente teorema:

Si f(x) cumple en x( que la segunda derivada es nula (f”’(x9)=0) y ademas la tercera
derivada es distinta de cero (f°’(x¢)#0), entonces la funcidon f(x) tiene un punto de
inflexion en (x¢,f(Xo)).

En el caso de que tanto 7’(x¢)=0 como "’ (x()=0, tendremos que recurrir a las derivadas
de orden superior, y ver el orden de la primera no nula en xo. Como vimos en el
apartado 2.

£ (x,)#0 conn impar 2 xo Punto de Inflexion
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f(x)=f"(x)= £ (x) =0

\ £ (x,) >0 > xo minimo
£ (x,)#0 npar
\J}

" (x,) < 0> xp maximo

Ejemplo: Estudia el crecimiento, puntos relativos, la curvatura y los puntos de inflexion

de la funcion f(x)=>—1

x+1
Primero estudiemos el dominio Dom(f)=R-{-1}

F(X):x+1—(x2—l): 2 :
(x+1) (x+1)

Vemos que siempre es positiva para todo valor de x que pertenezca al dominio:

(-o0,-1) -1 (-1,00)

Signo f(x) + No existe -1¢ Dom(f) +

Crecimiento | Pl

No Punto relativo

Calculemos ahora la curvatura y los puntos de inflexion
-4
(x+1)°

£7(x)=

El signo de la segunda derivada es:

(-o0,-1) -1 (-1,0)

Signo °(x) + No existe -1¢ Dom(f) -

Cocavidad ) N
No P.L
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2

Ejercicio 4: Estudiar monotonia y curvatura de f(x)_x2—2x+ 1

Primero vemos el dominio de f(x), como x*-2x+1=(x-1), entonces > Dom(f)=R-{1}

() = 2x(x* =2x+1)—(2x—2)x’ _ 2x—2x° = 2x(x-1)  —2x
- (x> =2x+1)? S =2x+D)? (P =2x+1)? (x—1)
(x)=0-> x=0
(-00,0) 0 (0,1) 1 (1,00
Signo f(x) - 0 + No existe -
Crecimiento \ m(0,£(0))=(0,0) /' 1¢ Dom(f) \
£2°(0)>0
Minimo
y (2—4x) (x> =2x+1)> = 2:(x* = 2x+1)-(2x = 2)-(2:x — 2x7%)
S!'(x) = > 7 =
(x”=2x+1)
_ (7 =20+ D240 20+ D) +8x° ~16x° +8x] _ (¥ ~2x+ (4 +6x° ~2) _
(x* =2x+1)* (x* =2x+1)*
_ 207 =204+ QRx+ D) _ —4(x+1/2)
(x* =2x+1)* (x* =2x+1)°

Se anula en x=-1/2
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(-00,-1/2) -1/2 (-1/2,1) 1 (1,00)
Signo °(x) - 0 + No existe +
PI(-01/2,f(-1/2))=
Concavidad N U 1¢ Dom(f) U
=(-0.5,1/9)
£77°(-1/2)20

\

6
4
2
:/

\

a.5

Il 8.5

Nota: darse cuenta que en este ejemplo en la asintota vertical x=1 si cambia la
curvatura, pasando de creciente a decreciente, esto es porque x=1 es una raiz doble del
denominador. Cuando esto ocurre cambia la monotonia pero no la curvatura.
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Ejercicio 5: sean f(x)=x3, g(x)=x4 y h(x)=x5; determinar si en x=0 hay un P.I. 0 un
punto relativo.

a) f’(x)=3x" > £’(0)=0
f>°(x)=6x > £(0)=0
£’ (x)=6 > f’(0)=620

n=3 P.1.(0,0)
b) gx)=4x> > g’(0)=0
g’ xX)=12x > g7(0)=0
g’x)=24x >  g’(0)=0
=24 >  g“=24>0
n=4 Punto relativo Minimo - m(0,0)
¢ hx)=5x" > K (0)=0
h”’(x)=20x> >  h”(0)=0
h’(x)=60x> >  h’’(0)=0
h“x)=120x >  h*0)=0
hx)=120 >  h®0)=120%0
n=5 P.1. (0,0)

o

[uy
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6. Propiedades de las funciones derivables

6.1. Teorema de L’Hopital

Ya hemos visto en el tema anterior que hay limites que, para calcularlos, es necesario
utilizar el teorema de L’Hopital, veamos en que consiste:

Teorema: Sean f(x) y g(x) continuas y derivables en X que verifican:

a)lim f(x)=1lim g(x)=0
b) lim f(x) = lim g(x) = 1o entonces se cumple:

) S
e T g

Esta regla es valida para xoe R , o0 0 -oo.

Esta regla se puede aplicar sucesivas veces si el limite sigue siendo oo/c0 0 0/0

Ejemplos:
a) 1imm:9 - 1imM:1
x—0 X 0 L'H x—0 1
3 2
plim—= =0 gy O Oy, 12 O, 12
=0 x —sen(x) OLHx->0]1—cos(x) OLHx>0gen(x) OLHx-0cos(x)
1
¢ lim 2 _ i X =0
X—eo y _|_2LHx—>oo 2x X—>o0 2x
1
d) lim xIn(x) = 00 = lim =222 () _ % _ Jim X = lim—x=0
=0 1/ x oo L'H x—0* ;1 x—0*
x2
e
o )
2
lim| x =% Jrg(x) = 000 = Tim —8F) == _ Jiy €O _ iy 2) 0 _
PN 2 xr 1 oo L'H 7 -1 =X COS (X) 0LH

| (S
_Z(X_jzrj 0_. 1

w7 = 2sen(x)cos(x)  OLH T - sen” (x)+cos” (x)
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6.2. Teorema de Rolle

Un teorema muy importante es el denominado teorema de Roll que nos demuestra que
cuando una funcién derivable pasa dos veces por la misma altura entonces tiene un
punto relativo entre estos dos puntos:

Teorema de Rolle: Sea f(x), que cumple las siguientes condiciones:
e continua en [a,b]
e (derivable en (a,b)
e f(a)=f(b)

entonces existe al menos un punto ce (a,b), tal que £°(c)=0 (es decir tiene al menos
un maximo o minimo relativo)

Veamos como es facil de interpretar este teorema, si lo hacemos de forma grafica, es
semejante al de Bolzano

Interpretacion grdfica:

-
"
.

5

v

+

2 3 4
) b

-2

-3

-4
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Ejercicios PAU:

Solo veremos los que estdn relacionados con la optimizacion y con L’Hopital, los
relativos al crecimiento y a la curvatura se veran en el tema siguiente

A) Optimizacion

Septiembre 2004. Prueba B.

PR2.- a) Dada la funcion f(x)=1/x+In(x) definida en [1,e], calcular la recta tangente
con mayor pendiente. Escribir ecuacion de dicha recta

La pendiente de las rectas tangentes viene dada por la derivada de f(x)—>

f°(x)=-1/x*+1/x. Como tenemos que buscar el valor con mayor pendiente, la funcion a
optimizar es f(x), que llamaremos g(x), g(x)=f"(x). Optimicémosla

gx)=2-L =270 5 250 Sx=2¢[l.e]
X X X
Veamos si es maxima o minima: g”’(x)=2/x>-6/x" g>*(2)=1/4-3/8<0 maximo

La pendiente méxima es my,x=g(2)=f ’(2)=-1/4+1/2=1/4; esta es la pendiente de la recta
tangente en el punto P(2,f(2))=(2,1/2+In(2))

La recta tangente es por tanto: y-(1/2+In(2))=1/4(x-2) = y=0.25-x+In(2)

Junio 2006. Prueba A.

PR-2 Considérense las funciones f(x)=e¢', g(x)=-e". Para cada recta r
perpendicular al eje OX, sean A y B los puntos de corte de dicha recta con las
graficas de f y g, respectivamente. Determinese la recta r para la cual el segmento
AB es de longitud minima.

Las rectas perpendiculares al eje OX son del tipo x=x,. Corte con las graficas
a) f(x)=e* > A(x0,e*’
b) g(x)=-¢"> B(x0,-¢""

o

= (e"" +e )2 =e" +e

Longitud segmento AB - d(A,B)=‘Z§‘ = ‘(O,e’”0 +e™)
d(xp)= e™ +e ™ Como tiene que ser distancia minima, calculemos la derivada de d(xo)
e igualemos a cero

d’Xg)= e —e™=0 2> e =e ™ > xi=-X¢ 2 X¢=0.

Veamos si es minima o maxima d’’(x)= ¢™ + e ™ d’’(0)=2>0 Minimo

Por tanto la recta es x=0. Corta con f(x) en (0,e°)=(0,1) y con g(x) en (0,-¢")=(0,-1)

Asi larecta que minimiza la distancia entre las dos funciones es x=0
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Septiembre 2008. Prueba B

PR-2. Hallar, de entre los puntos de la parabola de ecuacion y=x2-1, los que se
encuentran a distancia minima del punto A(-2,-1/2)

Los puntos de la parabola son P(x, x>-1). La distancia entre P y A es:

d(A,P):‘A_FE‘ :(x+2,x2 —%j:\/(x+2)2 +(x° —%)2 :\/x2 +dx+4+x" —x7 +%

d(x)=1/x4 +4x+% —>Nota si buscamos el valor que minimice la distancia se

cumplira también que para ese valor d* también serd minima, (siendo la funcién mucho

mas sencilla al quitarnos la raiz): f(x)=(d(x))*=x"* +4x + 177

f(x)=4x" +4 > x=-1 > P(-1,0)

Veamos que es minimo f ‘(x)=12x7, £7(-1)=12>0, es minimo
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Otros ejercicios optimizacion:

Ejercicio 6: sean las funciones f(x)=x-2 y g(x)=e", de todas las rectas paralelas al eje
OX que cortan en A a g(x) y a B a f(x), calcular aquella que minimiza las distancias
entre los dos puntos.

Las rectas paralelas al eje OX son de la forma y=t, que sera el parametro libre. Los
puntos A y B seran:

y=t
A= { N e*=t 2> A(In(t),t)
y=e
y=x-2
B= , x=t+2 2> B(t+2,t)
y =

d(A,B)z‘ZR" =|t+2-In(),0)| = {(t+2—=In(t))* +0> =t +2~In(r)
La funcion que tenemos que maximizar serd d(t)=t-2-In(t):

dt=1-1=0> t=1.
t

Comprobemos que es un minimo: d”’'(t)= —iz - d”’(1)<0
t

Luego la recta buscada es y=1.

38

28
15

18

-18

Ejercicio 7: sea la funcion f(x)=e‘xz, calcular el punto P de la grafica tal que la
ordenada en el origen de la recta tangente a dicha funcion en P sea maxima.

Los puntos de la grafica seran P(t,f{(t))=(t, e_tz) y las pendientes de las rectas tangentes

para estos puntos vienen definidas por m=f"(t)=-2t- e . De esta forma las rectas

tangentes son:

I y-yorm(x-xo) D r: (y-e ' )=2te (x-t) > r: y=(-2te " )x+e *+2% ). Por lo
tanto la ordenada en el origen es n(t)= e~ +2t%e~t".

Calculemos el valor de t que minimiza la funcion:
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n'(t)=-2te~t +ate~t 4t e '=2t-4t) e~ = 0 > 2t(1-29)=0 > t=0, t== \E

Veamos cudl de estos valores maximiza la funcion:
n’(t)= 2e~t (4t*-8t+1)
n’’(0)>0 Minimo

n’(£ \/g )<0 Maximo. Luego los punto son Pl(\/g e 2), Pz(-\/g e 2)

v

Ejercicio 8: calcular el rectangulo de area maxima inscrita en una circunferencia
de radio 2cm:

Area(x,y)=4-x-y (funcioén a optimizar)
5 x*+y*=4 (ligadura) > x=,/4 — 3
2y
A=y 4 -y
, 16—4y* —4y°
A(y)y=4 4= y7 - L -

A s
X /4_y2 /4_y2

y=+2 em > x= /2 em (cuadrado)

0

Veamos que es maxima: A”(\/E )<0. Maximo
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B) L’Hopital
PAU Septiembre 2006. Prueba A C-3.

_ sen(x) sen(x)
lim In(cos(x)) — 1+ cos(x) _ 0 ~ lim cos(x) ~ lim = tg(x)—sen(x) _
x—0 x2 (0 L'H x>0 2x x—0 2x 0
— 2 — —
— lim (1+1tg7(x))—cos(x) :_2 -
L'H x—0 2 2
PAU Junio 2006 (Prueba A) C-3.
_ 2:sen(2x)
2
ln(cos2(2x)) 0 ~ lim cos(2x) _ lim tg(2x) _ 0 _ lim 2(1+1tg”(2x))
x—)O X 0 L'H x—0 2x x—0 X 0 L'H x—0

PAU Junio 2006 (Prueba B)C-4. Calcular a y b para que el limite sea 1:
ax’ +bx +1—cos(x) _0_ lim 2ax+b+sen(x) b

9_

lim 5 —(b 0 para limite # o) =
x>0 sen(x”) 0LHx=>0  2x-cos(x”)
~lim 2ax+sen(x):9:hm 2?+Cosgx) : :2a+1:1 a=1/2

=0 2x-cos(x’)  0LHx02cos(x”)—4x sen(x”) 2

PAU Septiembre 2004 (Prueba A) C-3

m tg(2x) 9 ~ lim 2-(1+1g*(2x)) ~lim (1+1g*(2x)) l
=7 tg(6x) 0 LH 7, 6 (1+1tg° (6x)) %”/ 3(1+1tg”(6x)) 3
PAU Junio 2004 (Prueba B) C-1

lim(L— 1 J:hm(sen(x)—szgzhm cos( x)—1 _0_

=0\ x-sen (x) L'H x>0 sen (x)+ xcos(x) O

— sen (x)
= lim
LH 50 cos( x) + cos( x) — xsen (x)

2

PAU Septiembre 2005 (Prueba A) C-4. Calcular A para que el limite valga -1:

i sin(xz) 15
=0 cos” (Ax)—1
. sen(x?) _0_ 0 2-x-cos(x?) _0
0 cos’(Ax) =1 0 1# >0 —2-A-sen(Ax)cos(Ax) 0 33221 A=fl.
2-cos(x’)—4x’sen(x’) 2

= lim =-
LHx0 227 —4-Aecos’ (Ax) - 24°
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PAU Septiembre 2005 (Prueba B) C-3

1
- 2
limIn(x)-sen(x) = o0 = lim In(x) =2 o lim—* = 1lim- " (x) = 0 =
x—0 x> 1 oo L'H x—0 — COS()C) x>0 x COS(X) 0
sen(x) sen’” (x)
~ lim— 2sen(x)-cos(x) _ 0 _
L'H =0 cos(x) — xsen(x) 1
PAU Junio 2005 (Prueba A) C-3
lim xIn(x) =% _ lim In(x)+1 =% _ lim 1/x :220
x40 o¥ 0o L'H x—>+o e 0o L'H x—+0 % o
PAU Junio 2007 (Prueba A). C-2
- 1
tm — L om0 0 l+x  _
x—0 ln(l + x) X x—=0 xln(l + X) 0 L'H x>0 ln(l + X) + X
1+ x
. X 0o . 1 1
=lim =— = lim =—
=0 (1+x)In(1+x)+x  0LHx0 1+ x 2

In(l+x)+—+1
1+x

PAU Septiembre 2007 (Prueba B) C-4

x _ —x\2 (X _ X X -x 2x _ 2x
(e f ) :Q:Iimz(e e )e +e ):hmZ(e e™) 0
X 0 L'H x—0 2x

x—0 2x 0 L'H
4(e* +e)

lim
x—0

=1lim
x—0

=4

PAU Junio 2008 (Prueba A). C-1:
2
lim 5" 2x) 0

—— =—=Ilim
=0 x° 4+ x 0 x—0

2sen(2x)cos(2x)2 _0 _ . 4-(2-cos? (2x) — 2:sen*(2x)) 8

2 :—:4
3x° +2x 0 L'H x>0 6x+2 2

PAU Septiembre 2008 (Prueba B). C-3: Calcular a para que el limite sea 8

e“ —l-ax 0

ax

. _ ax 2, ax 2

lim & L= Oy ae ma_patet o) 0y aen @ g
x—0 X 0 L'H x—0 2x x—0 2x 0 L'H x—0 2 2
a=t4
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Unidad 5. Representacion de funciones

TEMA 5. REPRESENTACION DE FUNCIONES

1. Representacion de funciones
1.1.Dominio
1.2.Puntos de corte con los ejes
1.2.1. Con el eje x
1.2.2. Conelejey
1.3.Signo de la funcion
1.4.Periodicidad y simetria
1.4.1. Periodicidad
1.4.2. Simetria
1.5. Asintotas
1.6.Primera derivada, crecimiento y puntos relativos
1.7.Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexion
1.8.Representacion de la funcion
2. Anexo: representacion funciones circulares
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Contexto con la P.A.U.

En este tema aplicaremos lo visto en los temas anteriores para la representacion grafica
de las funciones. En el examen de la PAU no se suelen pedir todos los pasos que
estudiaremos para la representacion de la funcion, por lo general tendremos que esbozar
la gréafica a partir de:

e Monotonia o Crecimiento
e (Curvatura
e Asintotas

Por lo general es suficiente con estas tres pautas el esbozo de la grafica, si bien se
recomienda, aunque no lo pida el examen calcular el dominio.

Las funciones que suelen representarse son:

e Funciones fraccionales, la mayor dificultad es en la segunda derivada, la cual
hay que factorizar para calcular los valores que la anulan (puntos de inflexion).

¢ Funciones exponenciales, la mayor dificultad es resolver las distintas ecuaciones
exponenciales que aparecen al igualar las derivadas. Cuando estudiemos las
asintotas horizontales y oblicuas hay que estudiar los limites tanto cuando x

tiende a « 0 a -, ya que no siempre dan el mismo resultado, como ocurre en las

funciones fraccionales. Nota: recordemos que '™
con independencia de f(x).

¢ Funciones logaritmicas, cuyas complicaciones con el calculo de las asintotas son
las mismas que las exponenciales. También es importante el calculo del
dominio; recordemos que los puntos del dominio son aquellos en los que el
argumento del logaritmo es positivo.

¢ Funciones trigonométricas: donde lo més complicado es resolver las ecuaciones
trigonométricas. Se recomienda ver el tema de ecuaciones trigonométricas del
curso anterior en cualquier libro de primero. También es importante calcular el
periodo de la funcidn, ya que a partir del mismo la funcion se repite.

siempre es mayor que cero,
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ANEXO I: Resolucién de ecuaciones logaritmicas v exponenciales

a) Exponenciales: para quitar la incognita del exponente tomamos logaritmos a
ambos lados de la igualdad

b) Logaritmos: agrupamos todos los logaritmos en uno a partir de las propiedades
de los logaritmos. Para quitar la incégnita del logaritmo tomamos exponente a
ambos lados de la igualdad.

Ejemplos:
2e° M =15 — " =% — x*+1=1In(15/2) » x=+In(15/2) -1
In(x+1) - In(x) = 4 — ln[x+lj:4% AL

X by l-e

ANEXO II: Resolucién de ecuaciones trigonométricas

Para resolver ecuaciones trigonométricas lo mas importante es expresar todas las
razones trigonométricas en funcion de una sola de ellas aplicando las igualdades:

a) sen’(x)+cosi(x)=1
b) tg(x)=sen(x)/cos(x)
¢) 1+tg’(x)=1/cos(x)

Cuando los argumentos de las razones son diferentes (es decir x, 2x...) hay que aplicar
las transformaciones de las suma de razones trigonométricas en productos, angulos
dobles, etc. No trataremos al corresponder al curso anterior. Generalmente en los
problemas de selectividad estas ecuaciones con distinto argumento no aparecen.

Ejemplo: sen(x)+cos(x)=1
Pongamos sen(x) en funcion de cos(x) (o al revés)> sen(x) = V1 — cos2x
V1 = cos?x + cos(x) = 1> cambio variable cos(x)=y 9W +y=1
W = 1 — y - (elevando al cuadrado) 1-y2=1-2y+y2 92y2-2y:0 9‘{(1) ,

_ _J 90+ 360k
1) cos(x)=0 =2 x {270 + 360k

2) cos(x)=1 = x=0+360k

Tenemos que comprobar que solucion es valida (al elevar al cuadrado surgen a
veces soluciones no validad):

- x=90 = sen(90)+cos(90)=1 valida
- x=270 - sen(270)+cos(270)=-1, no valida
- x=0 - sen(0)+cos(0)=1, valida

ANEXO II: periodo de funciones trigonomeétricas

1. El periodo de una suma o multiplicaciéon de funciones trigonométricas es el mayor
de los periodos
2. El periodo de sen(kx), cos(kx), tg(kx) es T=2m/k

Ejemplo: y=f(x)=sen(x)-cos(4x)+cos(2x) = T=2x, T,=n/2, Ts=n > f(x) periodo T=2m.
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1. Representacion de funciones

Mediante el ordenador o algunas calculadoras representar una funcién es sencillo, pero
sin estas herramientas debemos estudiar caracteristicas previas de la funcidon antes de
representarla. Los pasos son:

El dominio

Puntos de corte con los ejes
Signo de la funcion

Simetria y periodicidad
Asintotas

Monotonia y puntos relativos
Curvatura y puntos de inflexion

1.1. Dominio

El primer paso es ver donde estd definida la funcion, es decir los posibles valores que
puede tomar la variable independiente (x). Recordemos que el domino de los
polinomios son todos los reales. Los casos en los que algiin punto no pertenece al
dominio son: (ver tema 1)

a) Se anulan denominadores = asintota vertical en el punto
b) No existen logaritmo de nimeros negativos

c) No existe el logaritmo del cero—> asintota vertical, cuando el logaritmo en el
denominador cuando el argumento tiende a 0 por la derecha (log(0'= -0)

d) No existen raices cuadradas o de orden par para nimeros negativos

1.2. Punto de corte con los ejes

1.2.1. Con el eje OX

Corta al el eje OX cuando y=0. Obtendremos los puntos de corte con este eje igualando
la funcion a cero, viendo los puntos xi,Xp,...€ Dom(f(x)) que anulan la funcion. Los
puntos (x;,0), (x2,0)... son los puntos de corte con el eje OX

1.2.2. Con el eje OY

Corta al el eje OY cuando x=0, siempre que 0e Dom(f(x)). S6lo puede cortarse una vez
con el eje OY. El punto de corte con el eje OY es (0,f(0))

Ejemplo: f(x)=In(x*-3)
Con eje OX (y=0) > 0=In(x*-3) °> x*-3=¢"=1 Dx’=4 > x=+2 P1(2,0) y P»(-2,0)
Con eje OY (x=0)->0¢ Dom(f(x)), luego no corta con el eje OY

1.3. Signo de la funcion

Estudiar el signo de la funcion es ver los valores de x en los cuales f(x)>0 o f(x)<0. Para
obtener estos intervalos basta con estudiar el signo entre los intervalos de los valores de
x que anulan la funcion (corte eje OX) y los puntos que no pertenecen al dominio. En el
caso que la funcion definida a trozos, también se toman los puntos donde cambia de
expresion analitica.
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1.4. Periodicidad y simetria

1.4.1 Periodicidad:

Las funciones son perioddicas cuando se repiten cada cierto intervalo, T, llamado periodo
de la funcién (f(x)=f(x+nT)). Los ejemplos cldsicos son las funciones trigonométricas.

Ejemplo:

sen(2x) su periodo es T=m, pues sen(2(x+n7))=sen(2x+27n)=sen(2x)

1.4.2 Simetria
La simetria puede ser de dos tipos:

a)  Simetria par o respecto al eje OY, la funcion es igual a la izquierda y derecha
del eje OY. Es como si este eje hiciera de espejo. Ocurre cuando se cumple:

f(x)=f(-x)

b)  Simetria impar o respecto al origen, la funcidon a la derecha del eje OY es
igual que a la izquierda pero con distinto signo. Ocurre cuando se cumple:

£(x)=F(-x)

Ejemplo: estudiar simetria de las siguientes funciones: f(x)=x"-3x*+6, g(x)=x’-2x’-x,
2 —
x3 ! , j(x)=x3-3xz+2x+l

h(x)= ;5 +_ 5xx - 160y X +x

a) f(-x)=(-x)*-3(-x)*+6= x*-3x*+6=f(x) Par

b) g(-x)= (-x)’-2(-x)*~(-x)= -x"+2x>+x=-( x*-2x"-x)=-g(x) Impar
()’ =(x) _ -("-x) _x-x _

¢) h(-x)= 5 - 5 s
(—x)” +5(=x) —(x*+5x) x> +5x

h(x) Par

N G Nt R et U
d) i(-x) ) 1) P ax i(x) Impar

) J(-x)=(-x)*-3(-x)*+2(-x)+1=-x>-3x2-2x+1%j(x) y de -j(x) No simetria

Nota: si no hay denominadores sera par cuando solo tenemos expresiones x" con n par
0 . . .

(recordar que 5=5x", luego es par). Sera impar cuando s6lo tenemos expresiones X" con

n impar; si estdn mezclados términos impares y pares la funcidon no tendré simetria.

Si tenemos denominadores, para que sea simétrica tanto el denominador como el
numerador han de ser simétricos. Asi:

- si numerador y denominador tienen la misma simetria (los dos par o los dos
impar)—>1la funcion simetria par (ver h(x))

- si numerador y denominador tienen distinta simetria (uno par y otro impar)
entonces —la funcion simetria impar (ver i(x))
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1.5 Asintotas

Vertical

La funcidn f(x) tiene asintota vertical en x, cuando alguno de los limites laterales o los
dos son infinitos:

lim f(x) =+, lim f(x)=+eo, lim f(x)=—c0, lim f(x)=—oo,

X=X, X=X, X=X

La asintota vertical tiene de expresion analitica x=x¢. La funcidon f(x) se aproxima
infinitamente a la recta x=x¢. En la practica las asintotas son los puntos en los que se
anula el denominador o se anula un logaritmo (cuando esta en el numerador).

Una funcion puede tener varias asintotas verticales y nunca se cortan por la grafica.
Horizontal

Una funcioén f(x) tiene una asintota horizontal en y=y, si se cumple una de las siguientes
condiciones (o las dos):

a) lim f(x) =y, (tiende a la recta y=y, cuando x—>oo)
b) lim f(x)=y, (tiende a la recta y=y, cuando x—>-o)

Cuando la funcion tiene una asintota horizontal se aproxima infinitamente a la recta
y=yo cuando X tiende a +oo, -0 0 los dos.

Una funcién tiene como maximo 2 asintotas horizontales, una cuando x>0 y otra
cuando x—>-o0, aunque por lo general coinciden (funciones de fracciones algebraicas).

Las funciones que son fracciones algebraicas ( 2(¥) ) tienen asintotas horizontales
q(x)

cuando el grado del numerador es menor al del denominador (asintota x=0) o igual

(asintota x=ap/bp,con a, y b, coeficientes de mayor grado de p(x) y q(x)

respectivamente) .

Oblicua

Una funcion f(x) tiene una asintota oblicua cuando se aproxima infinitamente a una

recta de la forma y=mx+n (m#0). Existe si se el limite |jy, J(X) existe y es distinto de

X—>o0 X

t+ oo y de 0. Si esto ocurre:

m= [, L)

X—> oo X
n=lim f(x) —mx > por lo general, si m#0 y m#c entonces n es un numero real.
X—>00

Pero hay algliin caso donde n es o; si esto ocurre f(x) no tiene asintota oblicua (PAU
Septiembre 2008)

Si una funcion tiene asintota horizontal no tiene asintota oblicua, por lo que no seria
necesario su estudio. En la practica las asintotas oblicuas en las funciones fraccionarias
ocurren cuando el grado del denominador es un grado inferior al del numerador

Nota: las asintotas horizontales y oblicuas pueden ser cortadas por la grafica de la
funcion
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Ejemplo: calcular las asintotas de las siguientes funciones

2x° -1

a) f(x)=————
) fx) x> +4x+3

- Asintota Vertical: x*+4x+3=0 > x=-1, x=-3.

- Asintota Horizontal: lim f(x) =, lim f(x)=—oco. No asintota horizontal
X—o0 X—>—oc0

2x° -1
2 A A 3
- Asintota Oblicua: lim S ) —lm2X_F4x+3 i . 2x . 1 —2=m
x>0y x—>00 x e 3 4+ 4x2 + 3x
3 _ 2 ’
n=lim £ (x) = mx = lim— 9 = fim —or —0¥=1__
= Yo X +4x+3 X—eo +4x+3

Luego la asintota oblicua es y=2x-8

38
28

18

20 “15 18 5 [ D 5 18 15

T 1-18
|
T ‘
|

-20

NI L

x?=3x
x*—4

- Asintota Vertical: x>-4=0 > x= -2, x=2

b) g(x)=

i . .oxT—2x . x4+ 2x
- Asintota horizontal: im——=1, lim ———
x—e x° —4 x——e x° —

=12 y=1

- No puede tener asintota oblicua al tener horizontal

v

28 -15 -10 -5 5 18 15

-18

-15

2R
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In(x
o) ho=")
-2
- Asintota Vertical:
x=0 (se anula el logaritmo) lim In(x) =2 =
=0t x =2 -1

i ) _ ) _

x=2 (se anula el denominador) lim—— In(x) _In(2) _Jo>x-2 - 0
=2 x—2 0 lim In(x) _ In(2) _

=2 x=2 07

- Asintota Horizontal lim ln(xz) Ry liml/Tx =0 y=0 (cuando x—>o)
X0 X — oo L'H x—

Jim 1)

X—>—oo x —

no existen logaritmos negativos

Luego la asintota horizontal es y=0, pero solo existe cuando x—=>+oo

- No asintota oblicua cuando x=>+o al tener horizontal. Veamos cuando x=> -

tim 2 _ jim ) o tiene
X—>—00 X X—>—o0 x2 —_ 2x

1.6. Primera derivada. Crecimiento y puntos relativos

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento y los puntos relativos de una funcion f(x)
tendremos que estudiar el signo de la primera derivada, f’(x). Como vimos en el tema

anterior:
a) sif'(x)>0 creciente
b) si f'(x)<0 decreciente

c¢) sif'(x)=0 punto relativo (si f "'(x)#0)

En la practica igualamos f '(x)=0 y estudiamos el signo de f '(x) entre los puntos donde
se anula la derivada y los valores que no pertenecen al dominio. Si la funcion esta
definida a trozos también tendremos que afadir, entre estos puntos, aquellos donde f(x)

cambia de expresion analitica
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1.7. Segunda derivada. Curvatura y Puntos de Inflexion

Para estudiar la curvatura y los puntos de inflexiéon de una funcion f(x) tendremos que
estudiar el signo de la segunda derivada, f"’(x). Como vimos en el tema anterior:

a) sif’(x)>0 concava hacia arriba
b) sif ’(x)<0 concava hacia abajo
a) sif’’(x)=0 punto de inflexion (si f**’(x)=0)

En la practica igualamos f "'(x)=0 y estudiamos el signo de f "(x) entre los puntos
donde se anula la 2* derivada y los valores que no pertenecen al dominio. Si la funciéon
esta definida a trozos también tendremos que afadir, entre estos puntos, aquellos donde
cambia de expresion analitica

1.8. Representacion de la funcion

A partir del estudio realizado en los anteriores apartados no deberia ser dificil
representar un boceto de la funcion.

Ejemplos:
-1
="
x+1

I) Dominio=R-{-1}

IT) Puntos de cortes:

a) Con el eje OY: x=0€ Dom(f(x)) 21(0)=-1 P.(0,-1)
b) Con eje OX: y=0 - f(x)=0 x=1. P.(1,0)

IIT) Signo de la funcioén: se estudia el signo entre los puntos de corte con el eje OY y los
puntos que no pertenecen al dominio:

(-oo,-1) | -1 | (-1,1) 1 (1,00)

Signo f(x) + 3 - 0 +

P.(1,0)

IV) Simetria y Periodicidad

No periodica

—-x—1

Simetria 2 f(-x)= " #f(x) y #f(x) No simétrica
+

V) Asintotas
a) Asintota Vertical: x=-1
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=1

b) Asintota Horizontal: lim f(x) = limx—_1 =1, lim f(x)= lim x-1
x—o0 x—eo x 4+ ] x—>—o0 x—o—eo x 4]
y=1 (cuando x>oo y X>-c0)
c¢) Asintota oblicua: no tiene al tener horizontal
V1) Primera derivada, crecimiento y puntos relativos
f,(X)=x+1—(x2—1) __ 2 :
(x+1) (x+1)
Vemos que siempre es positiva para todo valor de x
(-oo’-l) -1 (_1700)
Signo f(x) + No existe -1¢ Dom(f) +

Crecimiento /v

No Punto relativo

VII) Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexion

_=2(x+D) -2
(x+D)*  (x+1)

£(x)

El signo de la segunda derivada es:

Intevalo (-00,-1) -1 (-1,00)
Signo f°(x) + No existe -1¢ Dom(f) -
Cocavidad U N

No P.I.
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VIII) Representacion:

3
X

2) y=f(x)=

x? -
I) Dominio
x>-4=0 Dom(f(x))=R-{-2,2}

IT) Puntos de corte con los ejes:
a) Eje OY (x=0), como 0 Dom(f(x)) P.(0,f(0)) = P(0,0)
b) Eje OX (y=0). x>=0 > P(0,0)

I1T) Signo de la funcién:

Puntos representativos x=-2,0,2

Intervalo | (-,-2) | -2 | (-2,0) 0 0,2) 2 (2,00)

Signo f(x) - ¢ + 0 - ¢ +

P.(0,0)
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IV) Simetria y Periodicidad.

No periddica

Simetria: f(-x)= —
X

3

—X

V) Asintotas
a) Asintotas Vertical: x=-2, x=2

b) Asintota Horizontal: liIP f(x)=lim

c) Asintota Oblicua: m=1im

y=X

2 =—f(x) = simetria impar, respecto del origen

3

X , .
> =40 No asintota Horizontal
x—>teo x - 4
3
X . X . . —4x
it )zhm—:l,Hthf(x)—x:hm 3 =0
X—>00 X X—00 X — X—>o0 X—>oo X

V1) Primera derivada Crecimiento y Puntos relativos:

4 2
y=f( )=%, £(x)=0 > x*—12x*=0 x=0 (doble, sera PI), x=++/12
N
_ (—iz- | | 0] 0 | 022 Ji2 (V12 )
—12) iz ) 2 2, V12)
() + 0 e | - | o ¢ 0 s
3
crec P M(—ﬂ,_%m) N N[ pr | N N m(ﬂ,?@) p

M(V12,-1.5v¥12), m(V12,1.5V12)

VII) Segunda derivada, curvatura y Puntos de Inflexion:

Y= (0=

8x” +64x’ —384x  8x(x’+12)

L7 (x)=0 > x=0

(=4 (* =4y

El signo de la segunda derivada es:

106

Intervalo (-0,-2) | -2 | (-2,0) 0 0,2) | 2 | (2,0)
Signo f *’(x) - 3 + 0 - 3 +
N U PI1(0,0) N U
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VIII: Representacion

Unidad 5. Representacion de funciones

3) y=f(x)=In(x" - 2x)

I) Dominio:

x>-2x>0 > x(x-2)(x+2)>0

-18

-15

-2

2= g

18

15

28

Intervalo | (<-v2) | V2 |20 | 0 | 042) | V2 | (2
Signo x’-4x - 0 + 0 ) 0 N
No Dom | No Dom Dom |NoDom | NoDom | Nodom Dom

Dom(f(x))=(-v/2 ,0)U( 2 ,)

IT) Corte con los ejes:

a) Corte con el eje OY (x=0¢ Dom(f(x)))=> No corte eje OX

b) Corte con el eje OX (y=0) 2> f(x)=In(x’ —2x) =0 >x’-2x=1, x=-1,x=

1£+/5
2

tres puntos pertenecen al dominio (comprobar con la calculadora)

1- \/_

1+\/_

Pc('130)9 c(

30), Pe(———

IIT) Signo de la funcién:

XZ-\/E 5#9-1907 \/5 )

1++/5
2

José Luis Lorente Aragon
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ol | =S A=Y b g [ o | e | e | ey | 1S (15 )
2 2 2 2 2 2
) 0 + 0 e e ¢ - 0 +
p(L ‘f 0) P(-1,0) (Lt f 0)

IV) Simetria y periodicidad

a) No periodica
b) f(-x)=In(-x’+2x)=f(x) y 2-f(x)  No simétrica

V) Asintotas
a) Vertical (donde se anula el logaritmo)—> x=-+/2 , x=42 , x=0

b) Horizontal lim f(x) =c0, lim f(x) = no existe No horizontal

¢) Oblicua lim——= S ) =2 = hmx%Zx =0 No oblicua

X—>o0 X oo L'H x—oo

V1) Primera derivada, crecimiento, puntos relativos

22=0> x=i\E :i?%

w\&

f'(x)= € Dom(f(x)), pero

J6

= & Dom(f(x))

- ,0) 0 (/2 )

(ﬁ-i) ?

Signo ’(x) + 0 - ¢ +

Crecimiento 7 M(- ﬁ ,— In(27/32) N 7

3 2

VI) Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexion

4
+4
f "(X)=—3x— - 3x*+4=0 No solucion, no puntos de inflexion
(x’ —2x)?
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(-2 ,0) 0 V2 (N2 ,0)

Signo °(x) - 3 3 -

Curvatura N N

VII) Representacion:

-1

-3

-4
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Ejercicios PAU
Septiembre 2006, Prueba A

PR-2.- a) Estiidiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)=xe™, sus
maximos y minimos relativos, asintotas y puntos de inflexion. Demuéstrese que
para todo x se tiene que f(x)<1/e (2 puntos). b) Pruébese que la ecuacién e* = 3x
tiene sélo una solucion en (—oo,1]. (1 punto)

a) Dom(f(x))=R

1) Asintotas:

No verticales

Horizontales: lim xe™ = lim—— = = = lim ! =0;

xX—>o0 X—o0 ex oo L'H x—oo ex

lim xe ™ = corc0

y=0 (solo si x tiende a +o0)
Oblicua: no oblicua
2) Crecimiento, puntos relativos
f'(x)=e*-xe™ > e*-xe =0 e™(1-x)=0 <> x=1
(-oojl) 1 (1,00)
Signo f'(x) + 0 -

Crecimiento / M(1,e™) \

3) Curvatura y Puntos de Inflexion
' (x)=-e™-e"+txe " =¢"(-2+x)> €7 (-2+x)=0 2> x=2

(_0072) 2 (2300)
Signo f"'(x) - 0 +
Crecimiento N PI(Z,Ze'z) U

r

110 Apuntes de Matemiiticas Il para preparar el examen de la PAU



Unidad 5. Representacion de funciones

4) Representacion grafica:

Vemos que el maximo absoluto es el maximo relativo ( l,e'l), luego f(x) <e’!

b) Decir si la ecuacion xe™ = 3 alguna solucion en solucion (—oo,1] 2 g(x)=x-¢"-3=0
Aplicamos Bolzano:
- g(x) continua en (-oo,1]
- g(1)=e-3<0, g(0)=1>0
Aplicando Bolzano Fce (—o0,1):g(c) =0
Veamos que s6lo hay una: g'(x)=e*-3 = ¢'=3 2 x=In(3)=1,1

(-o0,In3) In3 (In3,00)
Signo g'(x) - 0 +
Crecimiento \ m(In3,-0,3) 7‘

Luego entre (-o0,1) la funcion decrece cortando en un inico punto ¢ en el eje OX.
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Septiembre 2006. Prueba B

4-2x2
X

PR-2. Sea f(x)=

a) Determinese el dominio de f, sus asintotas, simetrias y maximos y minimos
relativos. Esbdcese su grafica. (1,75 puntos)

1) Dom(f(x))=R-{0}
2) Asintotas: Vertical x=0

_ 2 _ 2
Horizontal: limﬂ =—oo lim 4-20 =oo
X—oo x X—>—o0 x
_ 2 _ 2
Oblicua: m= lim# =-2 n= limﬂ +2x = limi =0 y=-2x
X—>o0 x X—>o0 x X—> x
. . 4-2x7 . . 4
3) Simetrias: f(-x)= ——— = —f(x) Simetria Impar (respecto al origen)

4) Monotonia y puntos reltaivos

P 28+

<0 Siempre decreciente. No puntos relativos

5) Representacion

20 -15 -10 = 5 10 15 26

-5
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Junio 2006. Prueba B
PR-2.- Dada la funcién f(x) = E, se pide:

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad y
convexidad, los puntos de inflexion y las asintotas de f. Esbocese su grafica. (2
puntos)

1) Dominio = Dom(f(x))=R-{-1}.
2) Asintotas 2> AV: x=-1
x—1 x—1

AH: lim =1, lim
e x 41 xo—e x 4]

=1 y=1

AQ: No al tener horizontal

3) Crecimiento y puntos relativos:

f'(x)= 2 - >0 Siempre crece no puntos relativos
(x+1)
Intervalo (-o0,-1) -1 (-1,00)
Signo f'(x) + 3 +

Crecimiento / /

4) Curvatura y P.I.:

(x+1) 4
x+D' (x+1)

£ (x)=—4 > £°(x)£0 (No P.L)

(-00,-1) -1 (-1,00)

Signo f°(x) + ¢ -

Curvatura U A

No P.IL
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5) Representacion

15

i8

208 -15 -18

-18

-15

-2A

Septiembre 2005. Prueba A

In(1+x%) six>0
x? six<0
de crecimiento y decrecimiento y sus puntos de inflexion. Esbocese su grafica.

PR-2.- a) Estudiese la derivabilidad de f (x){z , sus intervalos

a) Continuidad: In(1+x?), x* es continua en R . Veamos en x=0
lim f(x)=In(1)=0
x—0*

] 5 f(0)=0 - Continua. Luego podemos hacer la derivada de la
lim f(x)=0"=0
x—0"

funcion:
2 >0
Derivabilidad: f'(x)=1{14x" "~
2x, x<0
f'(0+):1in’1f'(x):0 2x S0
o Derivable> f'(x)=1{11 2
FO)=1ar®=0 2 x50
I) Crecimiento: igualamos la derivada a cero (cada uno de sus trozos)
& 5 =0-> x=0¢ (O,oo)
1+x

- 2x=0 2>x=0€ (-00,0].

Luego el tnico punto donde f'(x)=0 es x=0. Este punto, ademads, habria que
introducirlo igualmente al cambiar f(x) de expresion en x=0
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(-00,0) 0 (0,00)

Signo f'(x) - 0 +

Crecimiento ~ m(0,0) 7

2) Curvatura: como f(x) es derivable en R podemos calcular la segundad derivada

2(1-x7)
f0=1as 0
2 x<0

Veamos si existe la segunda derivada en x=0: £’(0")=>(0)=2:

2(1-x?%)
fr@=1arey
2 x<0

£’(x)=0, miremos los dos trozos de definicion

) 2(l—x2)
(1+x%)

- 2#0

En los intervalos tenemos que considerar x=0 (donde cambia la expresion analitica):

=0 x=*1-> solo valido x=1, ya que x=-1¢ (0,0)

Intervalo (-0,0) 0 (0,1) 1 (I,00)
Signo £’ (x) + 2 + 0 -
Curvatura U U U PI(1,In2) N

=2l

-2
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Junio 2005. Prueba A

PR-2.- a) Calculense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion

flx) = e1‘x2, sus extremos relativos, puntos de inflexion y asintotas. b) Esbocese la
grafica de f

a) 1) Dom(f(x))=R
2) Asintotas:

‘Verticales: no

. . 42 —oo . _x2 oo
- Horizontales: lime'™ =e™ =0, lime™ =™ =0

y=0 (cuando x>oo y Xx>-c0)

- No oblicuas ya que si tiene horizontales.

3) Crecimiento y puntos relativos

f'(x)= —2xe™ =0>x=0

Intervalos (-00,0) 0 (0,00)

Signo f’(x) + 0 -

Crecimiento / M(0,e) \

4) Curvatura:

NG

()= -2 +4x%e™ = (4x? —2) =0 > x=t—-

R 53| |
Intervalo | (-o0,—— - (——,—) — (—,)
2 2 2 2 2 2
Signo f’°(x) + 0 - 0 +
Curvatura U PI(—‘?,«/@) a PI(?,«/Z) U
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b) Representacion grafica

Septiembre 2004-Prueba A

PR-2 Sea f la funcién dada por f(x) = x* — 3|x| + 2
a) Estudiese la derivabilidad de fen x = 0 mediante la definicion de derivada.
b) Determinense los intervalos de monotonia de f'y sus extremos relativos.

¢) Esbocese la grafica de f.

x*=3x+2 si x>0
x> +3x+2 si x<0

a) f(X)={

Continuidad = Solo tenemos que estudiar la continuidad en x=0 ya que en los demas
puntos es continua al ser los dos trozos polinomios

lim f(x)=2

x—0"

lim f(x)=2
lir% f(x)=<32° f(0)=2. Continua

o\ i i . 2x=3 si x>0
Derivabilidad = al ser continua podemos definir la funcion f'(x)= )
2x+3 six<0

Donde tenemos que estudiar la derivabilidad en x=0:

£(0M=-3 ; °(0)=3 -> No derivable en x=0(como ocurre en las funciones valor
absoluto)

Luego al representar la grafica en x=0 tendrd un “pico”
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2x-3=0 x=E >0 solucion

b) Crecimiento de la funciéon 2> f'(x)=0: 2 )
-3 .

2x+3=0 x=7<0 solucion

A estos dos puntos, 3/2 y -3/2, tenemos que afiadir x=0 donde f(x) cambia de expresion

analitica.
Intervalo (-00,-3/2) -3/2 (-3/2,0) 0 (0,3/2) 3/2 (3/2,00)
. , No
Signo 1(x) - 0 * derivable - 0 *

Crecimiento |~ | m(32-14) | 7 | MOD 1 TS nan s 7

El punto (0,2) es un punto donde hay un cambio de pendiente, por eso no es derivable.
El cambio de pendiente es tal que pasa de ser una funcion decreciente a creciente.
Luego es un maximo relativo.

¢) Podemos representarlo viendo que son dos parabolas (x>-3x+2 cuando x>0y
X*+3x+2 si x<0) o partir de las informaciones anteriores.

6
4
M2
-3|/2 3{2
> 2 & T2 4
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Junio 2004- Prueba A

PR-1.- Sea la funcion y=2"".

a) Estudiese su monotonia, extremos relativos y asintotas.

2™ si x<0

2e7 si x>0

y=f)=2e" ={

Veamos primero si es continua para poder derivar la funcién a trozos:

. lim f(x)= 2" =2 .
£13} f(x)= )i;)l’(l)’l F)=2e" =2 : f(0)=2 - continua
x—0"

4e* si x<0

f'(x)= { . Veamos si derivable £(0")=4#f(0")=-4. No derivable en

x=0, luego en x=0 habra un “pico”.

—4e™ 5i x>0

Estudiemos donde se anula la derivada: f’(x)=0 -

2 .y
4e”" =0 no solucion

2 .r
—4e“* =0 no solucion

Es decir, el tinico punto caracteristico a la hora de estudiar monotonia es x=0, que es
donde la funcién cambia de expresion analitica

Intervalo (-00,0) 0 (0,00)

Signo °(x) + No derivable -

Crecimiento P M(0,2) \

El punto (0,2) es un punto donde hay un cambio de pendiente, por eso no es derivable.
El cambio de pendiente es tal que pasa de ser una funcion creciente a decreciente.
Luego es un méaximo relativo.

Asintotas:

1) Verticales = no tiene
2) Horizontales: lim f(x) =2¢™ =20=0 ; liI}1 f(x)=2e" =2:0=0. Luego tiene

asintota horizontal y=0 (cuando x>o0 y x>-c0)
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Gréfica:

Junio 2007- Prueba A
PR-2. Sea la funcion f(x) =

x2-1

a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, curvatura, puntos de inflexion y
asintotas. Esbozar la grafica

1) Dominio=R-{-1,1}

2) Asintotas:
AV:x=1, x=-1
AH: lim f(x) = lim f(x)=0 = y=0 (cuando x>0 y X >-00)
AOQO: No tiene

3) Crecimiento y puntos relativos

2 2 2
-1-2 +1 ) .
f'(x)= al r -2 > =2 '(x)=0 No solucién. Los tnicos puntos

(-7 (=D

representativos para estudiar la monotonia son x=1, x=-1 (asintotas verticales)

Intervalos (-00,-1) -1 (-1,1) 1 (1,00)

Signo(f’(x)) - ¢ Dom(f(x)) - ¢ Dom(f(x)) -

Monotonia ~ ~. ~.

4) Curvatura y puntos de inflexion

T i ) O e O e O
oy @ - @)@y

£(x)=0 > x=0.
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Intervalo (-o0,-1) -1 (-1,0) 0 0,1) 1 (1,00)
. - & +
Signo(”(x)) - € Dom(f(x) |+ 0 Dom()
Curvatura N ] PI1(0,0) N )

5) Representacion grafica

Junio 2006- Prueba B

PR-2. f(x)=x+e™ Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos

relativos, los intervalos de concavidad y convexidad y las asintotas. Esbozar su
grafica

1) Dom(f(x))=R
2) Asintotas:

- Vertical: no tiene
- Horizontal: lim f(x) =co+e ™~ =oco+(0 =00
X—>00

lim f(x) =—co+e” =—cot+oo=00(ya que el exponentecrecemads rapido)
X—y—o0

No asintota horizontal

- Oblicua: m= limM = liml+$—

x—eo X X—o0 X

=1+2:1

oo

n=lim f(x)—x=lime ™" =™ =0
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Veamos si X2 -0

) X ) e oo . —er
hm& =liml+—=14+— =1+ 1lim
X0 X X—>—o0 X oo L'H X——00

=]l—-e" =]l—c0o=—0

Luego la asintota es y=x (solo si x>eo)

3) Crecimiento y puntos relativos:

fl(x)=1=e" 2> f'(x)=0 2> 1-7=0; e"=1 2> -x=In(1)=0> x=0

Intervalo (-00,-0) 0 (0,0)

Signo(f'(x)) - 0 +

Monotonia ~a m(0,1) /

4) Curvatura y puntos de inflexion

f"(x)=e™ = f"(x)=0 no solucién pues e" siempre positivo

Intervalo (-00,00)
Signo(f”’(x)) +
Curvatura U

—4
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Junio 2005- Prueba B

PR-2.- Sea f{(x)=¢"+In(x), xe (0,»).a) Estudiense los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f'y sus asintotas. (1,Spto) b) Pruébese que ftiene un punto de
inflexion en el intervalo E 1]y esbocese la grafica de £. (1,5 puntos)

a) Veamos primero el Dominio, que es necesario para el resto de calculos

1) Dom(f(x))=(0,»), el logaritmo s6lo existe cuando el argumento es positivo.

2) Monotonia : f'(x)=e*+1/x=0 = e*=-1/x, que en el dominio no tiene solucion
pues para x>0 el exponente es positivo y —1/x negativo. En el domino
f'(x)>0, y por tanto la funcidn creciente en todos los puntos del dominio es
decir en (0,00).

3) Asintotas:

- Verticales en x=0 (se anula el logaritmo)

- Horizontales lim f(x) = oo+ o0 = oo, No horizontales
X—o0

. Oblicuas m=lim? ™ =lim&_ + ™ _ im® + ¥ oo v0.
X0 x X—%0 X X L'H x— 1 1

No oblicuas

b) f’(x)=e¢*-1/x*. Veamos que en el intervalo [1/2,1] se anula f’'(x), para eso
aplicamos Bolzano a la funcion ' (x):

- f7/(x) es continua en [1/2,1], ya que 0 no pertenece a este intervalo
- £7(1/2)<0; £7(1)>0

Luego al cumplir Bolzano existe un punto ce(1/2,1) tal que f""(c)=0.

38
25
28
15

18
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Junio 2008. Prueba A

PR-2 Sea f(x)=In(x)/x* siendo x& (0,%). Se pide

a) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y
las asintotas. Esbozar la grafica.

1y
2)

3)

124

Dominio: nos lo da el problema: Dom(f(x))=(0,)

Asintotas:

- Verticales: en x=0, pues se anula el denominador y el logaritmo.

. 1 o 1/
- Horizontales Tim /(x) = lim 1 = . hmz—x — 0 Asintota y=0 (s6lo si x->w)
X—>o0 x—eo  x 0o L'H x—oo X

- Oblicuas: no al tener horizontales

Crecimiento y extremos relativos:

Feo=17200) _ o3 =12 > x=e'”
Intervalo 0,e"%) e (e",00)
Signo(f'(x)) + 0 -

Monotonia —7 M(e“ 2 i) T~

2e

172

Luego f(x) crece en (el/z,oo) y decrece en (0,e ). En el punto M(e”z, i) hay un

maximo relativo.

Veamos la grafica:

v

a.2

M
/lx
2 3 4 5 [3 P

-8.2

-8.4

-68.6

-8.8
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Septiembre 2008. Prueba B

PR-2.- Sea f (X) =2 —x + In x con x& (0,+). a) Determinar los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, los intervalos de concavidad y
convexidad y las asintotas de f . Esbozar la grafica de f. b) Probar que existe un
punto ce (1/¢%,1) tal que f (c)=0.

a) Primero veamos el dominio:
1) Dominio: Dom(f(x))=(0,%0)
2) Asintotas:

- Verticales: en x=0 (se anula el logaritmo)

- Horizontales lim f(x) =1lim2 —x +In(x) =2 —co+ 00 =0, No tiene

1
144
. Oblicua m=lim ™) = iy 27X HINC) 0 x_
X—>00 X X—>00 X 0o L'H x—oo 1
n=lim f(x)+ x = lim 2 + In(x) = «. No oblicua
3) Extremos relativos:
f'(x)=-1+1/x=0 2> x=1.
Intervalo (0,1) 1 (1,00)

Signo(f'(x)) + 0 -

Monotonia — M(1,1) T~

Crece en (0,1) y decrece en (1,0). En el punto M(1,1) hay un maximo relativo
4) Curvatura:

f"(x)=-1/x>=0>Nunca se anula f"'(x)<0 luego siempre es concava hacia abajo N
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2. Representacion de funciones circulares.

No es normal que en la PAU haya funciones circulares, pero algin afio si han salido.
Por ejemplo en afio2009 en septiembre (prueba B). Veamos los pasos a seguir con algin
ejemplo, el del citado examen y otro:

PAU Septiembre 2009. Prueba B
PR2. f(x)=sen(x)+cos(x) en [0,27]
¢  Dom(f(x))=[0,27]
® No asintotas
¢ No simetria (sen(x) es impar y cos(X) par):
f(-x)=sen(-x)+cos(-x)=-sen(x)+cos(x)#f(x) y —f(x)

e Monotonia

£ (x)=cos(x)-sen(x)=0 > cos(x)=sen(x)>cos(x)=4/1 — cos?(x). Elevamos al

cuadrado, recordando que entonces hay que comprobar las soluciones.

cos’x=1-cos’x> cos’x=1/2 > cos(x)=ig. La comprobaciéon se hace cuando
se obtengan las soluciones de x (los angulos)

cos(x)=— s

2 225° =%ﬂ rad

45° == rad 135° = 3 rad
4 4
d

315° = 7—ﬂra
4

cos(x)= \/Z—E = {

Comprobacion de las soluciones:

x=§ > cos(g)=sen(%)9 Si x=%ﬂ 2> cos(%n)=sen(%n)9 No
x=%ﬂ > cos(%n)=sen(%n)9 Si x=%ﬂ 2> cos(%n)=sen(%n)9 No
Intervalo [0, %) % (% , %”) 5:T7T (%’T , 21]
Sig(f'(x)) + 0 - 0 +
Monotonia / M(% , \/E) \ m(%ﬂ , —\/7) /

e Curvatura: f’(x)=-sen(x)-cos(x)=0 = -cos(x)=sen(x)=> -cos(x)=y/ 1 — cos?(x)
cos’x=1-cos’x> cos’x=1/2 > cos(x)=+ g )

135° = 2= rad
cos(x)=—E = 4

45° =% rad
d 2 225° = %ﬂ rad

cos(x)= 2
2 315° = Zra
4
Comprobacion de las soluciones (al elevar al cuadrado puede haber soluciones no
validas):

=" Ty —cen(® TS cos(y=cen( ;
x=, > —cos(4) sen(4)9 No x= - -cos( 4) sen( " ) si
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3n 3r 3
x=— > -cos(r)—sen(T)é no

5 5 5 )
x=7n 2> -cos(Tn)=sen(Tn)9 si

Intervalo s 5t St 7m n n
[0, = <7 i (5 2m]
4 4
Sig(f(x)) i 0 n 0 ;
Curvatura ) PIEZ, 0) U PIZE, 0) N
4 4

Para representar veamos los valores de algun punto representativo:

x=0 2 y=1
x=n/2 2 y=1
X=1 2y=-1
x=371/2 2y=-1
x=21 2>y=1

José Luis Lorente Aragon
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2) f(x)=cos(x)+cos(2x) en [0,27]

Dom(f(x))=[0,27]
No asintotas

Simetria par (cos(X) es par):

f(-x)=cos(-x)+cos(-2x)=cos(x)+cos(2x)=f(x) Par

Monotonia

f’(x)=-sen(x)-2sen(2x)=0 —>(angulo doble) = -sen(x)-4sen(x)-cos(x)=0->

-sen(x)[ 1+4cos(x)]=0 >

sen(x)=0 = {1oso: 2 I;ffad}
cos==3 = { 356 45rad |
Intervalo 0 (0,1.8) 1.8 (1.8, m) I8 (1, 4.5) 4.5 (4.5,2m]
Sig(f(x)) 0 - 0 + 0 - 0 +
Monotonia | M(0,2) 4 | m(1.8,-1.12) /' M(m, 0) \ m(4.5,-1.12 /'
128 Apuntes de Matemiticas Il para preparar el examen de la PAU




Unidad 5. Representacion de funciones

José Luis Lorente Aragon 129



Matematicas 11
(preparacion para la PAU)
Tomo II (Integrales v Algebra)

Jos¢ Luis Lorente Aragon



A mi mujer, Ruth, y a mi hijo David.

Muchas gracias al corrector, el otro José L. Lorente



INDICE:

Tema 1. Funciones reales. Definicion y limites
Tema 2. Funciones. Continuidad

Tema 3. Funciones. Derivabilidad

Tema 4. Aplicaciones de la derivada

Tema 5. Representacion de funciones

Tema 6. Integrales indefinidas

Tema 7. Integrales definidas. Areas.

Tema 8.Matrices

Tema 9. Determinantes
Tema 10. Sistemas de ecuaciones lineales.
Tema 11.Espacios Vectoriales

¢ Tema 12.Ecuaciones de recta y plano
e Tema 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones







Unidad 6. Integrales Indefinidas

TEMA 6. INTEGRALES INDEFINIDAS

1. Definicién de Integral. Primitiva de una funcion.
2. Propiedades de las integrales.
3. Integrales inmediatas
4. M¢étodos de integracion
4.1.0Obtencion de integrales inmediatas
4.2.Cambio de variable
4.3.Por partes
4.4 Funciones racionales
4.5.Funciones trigonométricas.

José Luis Lorente Aragon



Unidad 6. Integrales Indefinidas

Contexto con la P.A.U.

En casi todos los exdmenes de la PAU en una opcién, e incluso a veces en las 2,
tendremos que realizar una integral, bien sea indefinida o bien definida para calcular un
area. La integracion aparece como una cuestion de 1 punto o un apartado del problema
de funciones.

Para el calculo de areas y el de integrales definidas (que veremos en el siguiente tema)
es necesario el calculo antes de integrales indefinidas. Por lo general si nos piden
calcular un 4rea la integral a calcular serd mdas sencilla que si nos piden calcular
directamente la integral indefinida.

Por lo general al alumno la realizacion de integrales le resulta costosa al principio. Pero
una vez que el alumno empiece a coger soltura y a realizar los ejercicios, comprendera
el método de integracion a aplicar y no le resultara excesivamente complicado
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1. Definicion de integral. Primitiva de una funcion.

La integral es la operacién contraria de la derivada. Asi si f(x)=x*+3x entonces
g(x)=2x+3 es su derivada; de igual forma la integral de g(x) es f(x).

derivada

f(x)=x*+3x g(x)=2x+3

'w——/

Definicion: una funcion F(x) es una primitiva de otra funcion f dada, si la derivada de
F(x) es f(x):

F primitiva de f €2>F’ (x)=f{(x)

El proceso mediante el cual obtenemos una primitiva de una funcién f(x) se denomina
integracion.

Asi como dada una funcion f(x) su funcion derivada es unica, existen infinitas
primitivas de una funcidn. Todas las primitivas se diferencian por una constante. Asi si
F(x) es una primitiva de f(x) toda funcion de la forma G(x)=F(x)+K es también
primitiva, ya que G’(X)=(F(x)+k)’=F’(x)=f(x).

Definicion: la integral definida de una funcion f es el conjunto de todas las primitivas
de f, y se representa por:

[ fr)dx = F(x)+C

donde F(x) es una primitiva de f(x) y C es una constante (constante de integracion).

El simbolo integral J siempre va acompanado del diferencial, dx, que nos indica

sobre que variable se realiza la integral.

2. Propiedades de la integral

Veamos las siguientes propiedades basicas para realizar las integrales:

e P1: la integral de un niimero real por una funcion es igual al numero por la
integral de la funcion, es decir las constantes se pueden sacar fuera de la
integral:

[k feodx=re| fx)dx

e P.2: La integral de la suma o diferencia de dos funciones es igual a la suma o
diferencia de las integrales de dichas funciones:

[(F0) £ g(0))dx =[ £ (x)dx £ [ g(x)ekx
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3. Integrales inmediatas

Al igual que las derivadas tenemos una tabla de integrales inmediatas, es facil de
estudiarlas ya que es la aplicacion inversa a la derivada. En esta tabla ademas de las
integrales inmediatas veremos la primitiva compuesta, donde en vez de x aparecera f(x)
y en vez de dx aparece f'(x)dx.

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

PRIMITIVA SIMPLE PRIMITIVA COMPUESTA EJEMPLO
; xH “ f(x)“! 3 sen’ (x)
jx de="—+C(a#-1) | [f@)"f(@dr=""""—+C(az-1) jsen (x)-cosr)dx=———— +C
a+1 a+l1
Ie"dx =" +C J.ef(x) f'(x)dx=e’™ +C Iexz 2xdx=e" +C
x f(x) d 3tan(X)
[arar=—"—+C [a" @ f(yde="—+C [amo—F =2y
In(a) In(a) cos’(x) InQ3)

jldlen(x)Jrc
X

[ J} ((;‘)) dx = In(f(x))+C

Iﬂdlen(x2+3x—5)+(f

x*+3x-5

jsen(x)dx =—cos(x)+C

Isen(f(x))-f' (x)dx =—cos(f(x))+C

Isen(xz )2xdx=—cos(x*)+C

Icos(x)dx =sen(x)+C

Icos(f(x))-f' (x)dx=sen(f(x))+C

I cos(In(x))

X

dx=sen(Inx)+C

I(l + tgzx)dx =tg(x)+C

[(+1g? r0}f )ax =1g(f () +C

I3x2 (1 +1g’ (x3))dx =tg(x’)+C

j+dx =tg(x)+C
cos “(x)

f'(x) _
| Ty dx = 1g(f(x) +C

J 2x+1 dx =tg(x* +x)+C

cos?(x* +x)

I(l +cotg’xJdx=—cotg(x)+C

[(1+cotg® ) (dx=—cotg(f)1+C

[2(1+cotg?@o)dx=—cotg(@ +C

Jorroy e =~ s+ € Jrr e = et e+ € [1-+cotg(e+D)dx=—cotg(x+2)+C
dx f'(x)dx ldx
=arcsen(x)+C ——— =arcsen(f(x)+C ——————— =arcsen(In(x))+ C
.f 1— 2 I,ll_f(x)z J‘x-wll—lnz(x)

Jl dxz =arctg (x)+C
+Xx

[(x)dx
j1+f(x)2 arctg (f(x)) + C

J 2dx

m = Cl}"Ctg (2X) +C
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4. Método de Integracion

4.1. Obtencion de integrales inmediatas

El método consiste en desarrollar las funciones, introducir factores, o manipular las
funciones aplicando las dos propiedades de las integrales vistos en el apartado 2 para
obtener una integral inmediata facilmente calculable:

Veamos algunos ejemplos:

(1) j(7 +6x% +5x%) dx = j(25x6 +60x° +36x* +70x> +84x> +49)dx =

=£x +10x° 356 x’ +375x4 +28x° +49x+ C

(2) Isen(7x)dx = %-J.7-sen(7x)dx = —%cos(7x) +C

_ 12x° —6 ln(4x3—6x)
(3)'[ B I 4x° —6x 2 N

(4) [43/5x% dx =4[3/5-(x)" dx 4\/_ —4[" 535x +C

1+tg 2 Jx l1+1g 2Jx

T

dx =2tg(Wx)+C

(5)j dx 2j

©) [1g(=[— Se”(x) [ 2 ngeos() + €

cos(x)

(7) j(xz +1)sen(x® +3x)dx =%j (3x” +3)sen(x’ +3x)dx =— %-cos(x3 +3x)+C

de dx
® j\/3—5x2 _IJ3(1—%x2) x/_j (1- / Ja-35x%) x/_j\/i

\/1_ \/1_ \/\/_i 1 arcsen(\/_ %x)+C= garcsen(\/_ ¥%x)+C
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dx dx 1 J3dx _ﬁ 3
(9)I2+3x I2(1+/x) 2J‘1+( i) Zx/_jl+( )_6amg(\/zx)+c

-1
(x=3)

+C

a )j dx _j(x 3)2dx=—(x-3)" =

4.2 Cambio de Variable

El método de cambio variable consiste en sustituir la variable x por una funcion g(t)
(x=g(t)). De esta forma dx=g’(t)dt. Al realizar esta sustitucién la funcion solo debe
depender de t, y el objetivo es que la funcion obtenida sea mas sencilla que la original.
Una vez realizada la integral en t, se deshace el cambio de variable t=g'1(x).

En la préactica el cambio se utiliza cuando en la integral tenemos una funcion
composicion de f(x), H(f(x)) y la derivada f’(x) (o una funcion proporcional a ésta)
dividiendo. De esta forma con el cambio f(x)=t, dx=dt/f’(x) tendremos la integral de
H(t) que deberia de ser mas sencilla que la integral original si queremos que este
método sea util.

Este método nos permite resolver integrales semejantes a las calculadas en el apartado
anterior, pero de forma mas sistematica.

Veamos algunos ejemplos:

1+tg \/_

(1) [—==ax=| ”Lt(tz)m-dr =2[(1+1g7 (0)}dt = 21g(1) + C =21g(x) + C

Jx = dx =dt > dx =2xdt = 2tdt

1
9
2x

2 3 D Yt 2 . dt :l L
(12)j(x +1) sen(x +3x)dx—j(x + 1)sen(t) 213 3Jsen(t)dt

=—cos(t)+C = —%cos(x3 +3x)+C

dt
3x2+3

X +3x=t > (3x*+3)dx=dt > dx=

dt
(13)_[ dx :j dx 1 dx ) :lj \/%

2438 21452 2014 (fnf 27 1+6)

J6 o dt
|

1+2°
=%-arctg(t) +C = %-arctg(\/%x) +C

dt
Jhx=t> Hede=dr > afx:E
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(14) j3dx jSXd’=3—d’_31 (t)+C = 3In(In(x)) + C

xIn(x)

In(x)=t 2> ax =dt = dx=xdt
X

4.3 Integral por Partes

El método de integral por partes se basa en la utilizacion de la siguiente igualdad:

J-u'dv =uy— J-V'du

Nota: regla nemotécnica “Un Dia Vi Una Vaca Vestida De Uniforme”
En la practica se utiliza cuando en una integral I g(x)f (x)dx=ju-dv , donde la funcion
f(x)dx=dv y g(x)=u se cumple:

a. f(x) es facil de integral para obtener asi v= I f(x)dx = F(x)

b. Al derivar g(x), obtenemos du=g’(x)dx cumpliéndose que la integral Iv-du=

IF(x)-g'(x)dx es mas sencilla que la original.
Mediante este método se calculan los siguientes 4 tipos de integrales:

Tipo 1: IP(x)-e“’”dx , llamando u=P(x)=polinomio y dv=e**dx se cumple los requisitos:

ax
. e . .
a. La integral v = .[ e“dx =— es inmediata
a

b. du=P’(x) baja un grado el polinomio, con lo que IP'(x)-e”"dx es mas sencilla de
calcular.

Deberemos realizar la integral por partes tantas veces como el grado de P(x) hasta que
la ultima integral a realizar sea Iv-du = I ke™dx que también es inmediata

Ejemplo:
(15) I (x2 + 3x) e Fdx=

u=x*+3x > du=(2x+3)dx

—2x
e

dv=e?*dx > v=—

—2x

= - 62 (X*H3x)+ %I(2x+ 3)e > dx=

u=2x+3 =2 du=2dx

e—2x

dv=e?dx > v=-—

José Luis Lorente Aragon 7



Unidad 6. Integrales Indefinidas

—2x

1
243x)+—| —
5 (P

-2
e

2

2x —2x —2x

e * o e 5 e e
=— 2x+3)+ dx|= — +3x) — 2x+3)— =
2e+3)+[e x} (30 =23 =

—2x
=—%  (x*+ax+2)+C

2

3x
(16) J'(xz - 4)'e3xdx =£ p (9x* —6x —34)+C (Hacer por el alumno)

2
Tipo 2: IP(x)-sen(ax)dx 0 IP(x)-cos(ax)dx , llamando u=P(x) y dv=sen(ax)-dx se
cumple los requisitos:

cos(ax) sen(ax)

a. La integral v = I sen(ax)dx = — ov= I cos(ax)dx = es inmediata

sen(ax) i o

b. du=P’(x)dx baja un grado el polinomio, con lo que IP'(x)-

cos(ax , . .
(ax) dx es mas sencilla de calcular que la anterior.

[Po——
a

Deberemos realizar la integral por partes tantas veces como el grado de P(x) hasta que

la ultima integral a realizar sea I v-duZIk-sen(ax)dx 0 Ik-cos(ax)dx que también es

inmediata.
Ejemplo:
(17) I 2x-sen(3x)dx =

u=2x =2 du=2dx

_ cos(3x)

dv=sen(3x) > 3

= —%x-cos(3x) + I%cos@x)dx =— %x-cos(3x) + %sen(3x) +C

A Y _ ER AN ESI.
(18) J(x +4x)-cos(@x)dx = cos(4x)[8 + 4j+( 2 +x 32jsen(4x) (hacer por

alumno)

Tipo 3: Ie”" -sen(bx)dx o Ie”-cos(bx) , podemos llamar u=e™ y dv=sen(bx). En este

caso podemos llamar u y dv al revés. Se tiene que hacer dos veces la integracion por
partes, de forma que volvemos a obtener la integral inicial. Despejando la integral
obtenemos el resultado de la misma. Se llama asi vulgarmente “la pescadilla que se
muerde la cola”.

(19) I= j e -sen(2x)dx =

u=e* =2 du=-e’dx

dv=sen(2x) > VZ—M

8 Apuntes de Matemiticas 11 para preparar el examen de la PAU
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= - % e’ — % I cos(2x)e “dx=
u=e" > du=-e”dx
dv=cos(2x) 2> VZ%ZX)
__cos(2x) o _ 1{ sen(2x)e N '[le_xsen(2x) _
2 2 2 2
__cos(2x) o sen(2x)e —lJ-e_xsen(2x)
2 4 4: ,
1
= cos(2x) ot sen(2x)e _11 N é[ _ cos(2x) o sen(2x)e N
2 4 4 4 2 4
= J-e_x sen(2x)dx = 4(  cos(2x) ot sen(2x)e ™ | _ o 2cos(2x) N sen(2x) L C
5 2 4 5 5

X

(20) I= j e -cos(3x)dx = T—O (cos(3x) + 3sen(3x)) (hacer por el alumno)

Tipo 4: IP(x)-ln(ax)dx , llamando dv=P(x) y u=In(ax) se cumple los requisitos:

a. La integral v = I P(x)dx es inmediata (integral de un polinomio)

b. duzldx con lo que eliminamos el logaritmo de la integral y tendremos que
X

calcular la integrar de otro polinomio.

Ejemplo:
@21 j (=x7 +5x° = 2x)In(3x) =
u=In(3x) > du=ldx
X
8
dv=(-x"+5x’ -2x) > V—(—x—+5i—x )
8 4
—(—x—8+5i—x ) In(3x)- j(—x—8+5i—x ) dx= (—£+5i—x ) In(3x)-
8 4 4
x* 5x* x* 5xt x?
——+—— ——+——x ) InBx)+ ———"++—+
j( x)d(84x)(x)6416zc

4 4 3
x*  5x j 9x' +40x° ~144x . (hacer

(22) j (2x° +5x> =2)In(x) = ln(x)(—+T—2

por el alumno)
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4.4 Integrales racionales

El método de integrales racionales consiste en descomponer una fraccion polinémica en
fracciones simples cuyas integrales son o logaritmos neperianos o arcotangentes. Las
integrales que deseamos resolver son del tipo:

= .[P(x)
O(x)

Anexo: vamos a resolver primero las integrales que aparecerdn en las integrales
racionales:

1) j 4 dx = A'ln(x — a)
X—a

Ejemplo: | v =5In(x—2)
x=2
(v (D)
2) I A ndXZIA'(X—a)_ndXZA(x a) _ A -
(x—a) -n+l (—n+1)(x—a)
) 3 3 3(x 4)~ 3
Ejemplo: dx=| 3(x—4 =
Jemp I (x—4) I (x=4) -2 C2(x—4)>
3) I zmxidxz(con x*+bx+c sin raices reales)= arcotangente + logarimo,
x“+bx+c
veamos con un ejemplo
Ejemplo:
—j 2x+3 ———— dx = (buscamos la derivada en el numerador) = IM—
x* +4x+8 x“+4x+8
_J- = _J- Z;a’len(x2+4x+8)+12
x* +4x+8 X" +4x+8
I
B e
x*+4x+8 (x+2)* +4 (sz
2
ldx
2 x+2
3 I 5 =—arctg( j
4 (x+2 2 2
1+

=In(x* +4x+8)+ % arctg(%zj +c

10 Apuntes de Matemiticas 11 para preparar el examen de la PAU




Unidad 6. Integrales Indefinidas

Caso 1: grado(P(x))>grado(Q(x)) = hacemos la division de forma que tendremos que
integral el cociente (que es un polinomio) y obtenemos otra funcidn racional pero donde

ahora grado del numerador menor que el del denominador y por tanto estamos en el
caso 2.

Ejemplo:
x’+3x7 -4
23) = | ——5—dx
3) J-x3 +3x% +2x
x4+ 3x° —4|x* +3x +2x
—x’ —3x" —2x 1 >
—2x-4
%,—J
X’ +3x° -4 1-(x3+3x2+2x)—2x—4_1_ 2x+4
X +3x7+2x x° +3x% +2x x® +3x% +2x
—-2x-4 -2x—4
=|ldx+ | —————dx=xt+|————dx
J. J.x3+3xz+2x -[x3+3x2+2x

xt+3x2 =2x+5
(24) 1=j e — dx

x* +3x% =2x +5|x° =x* —x+1

—x' P +x? —x x+1

X+ 4x*=3x+5

-+ x*+x -1

5x*=2x+4
—

x'+3x*=2x+5 5x%=2x+4
~N =x+1+—3 5
x —=x"—x+1 x —x"—x+1

5x* —2x+4 x’ 5x° —2x+4
I—j(x+1)dx+jmdx=7+x+jmdx

Caso 2: grado(P(x))<grado(Q(x)). Distinguimos entre 3 casos:

a) El denominador se puede descomponer por producto de factores simples distintos:

Ox)=(x-a;) (x-ay)- ... (x-ay,)

J‘mdx:J‘ P(x) dx=j£xf‘a +xA2 P de

00" Vr—a)-a,).(x-a,) —a, " x-a
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Ejemplo: continuamos las integral (23) del ejemplo anterior:

-2x-4
259 = ——++——dx
(23) jx3+3x2+2x

-2x-4 = -2x-4 —£+ B 4
437 +2x x(x+2)(x+1) x  (x+2) (x+1)
=2x—-4  AMx+2)(x+1D+Bx(x+1)+ Cx(x +2) N
x(x+2)(x+1) x(x+2)(x+1)
A(x+2)(x+1)+ Bx(x +1) + Cx(x + 2) =-2x-4
si x=0: 2A=-4 > A=-2
six=-2:2B=0 > B=0
six=-1: -C=-2 - C=2

. Calculo de A, B, C:

-2x—4 dx dx x+1
| ————dx=2|—+2|—=-2In(x)+ 2In(x+1)+ C =2In +C
J.xS+3xz+2x '[x J.)c+1 ) ( ) [ X
x+3
(26) IZJZ—dx=3-1n(x—3)—21n(x—1)+C(hacer por el alumno)
x —4x+3

b) El denominador se puede descomponer por producto de factores, alguno de ellos no
simple: Q(x)=(x-a;)""(x-a2) ... (x-ay)

A4 A A" A A
@dxzj - P) dxzf[ A |dx
O(x) (x—a)"(x—-a,)...x—a,) x—a, (x—a,) (x—a,)" x-a, x—a,
Ejemplo:
3x? —5x
27) 1 = dx
(27) jx3+xz—5x+3
3x* —5x 3x* —5x A B C

= = + +
¥ 4xT=5x+3 (x=-D*(x+3) x-1 (x=1)° x+3

3x=5x _ A(x—1)(x+3)+B(x+3)+C(x—1)°
(x—1)>(x+3) (x—1)2(x+3)

3x%-5x=A(x —1)(x +3) + B(x +3) + C(x — 1)
six=1:4B=-2 > B=-1/2
si x=-3: 16C=42 > C=21/8

21 3

§i x=0: 0=-3A43B+C > 4=C13B_8 2 —i—g

3 24
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=—j ——j 2 dx 3o+ — i 2 e sy+c
(x— 1) 8 x+3 8 2(x—1) 8
28) I= j?)x—_szdx zéln(x +2)- > In(x) - L + C (hacer por el alumno)

x(x+2) 4 4 2(x+2)

¢) El denominador se puede descomponer por producto de factores, alguno de ellos es
un factor de segundo grado: Q(x)=(x-a;) (x-a)-... -(x2+bx+c)

J-ix)dx:_[ P(x) dxz_[[ 4 + 4 +.“+—Cx+D jdx
x

O(x) (x—a,)(x—a,)..(x* +bx+c) -a, (x—a,) x* +bx+c

Ejemplo:

(29)J- 3x-5 _J- Cx+D ix
x(x* +2x+5) X (x +2x+5)

— = =+
x(x*+2x+5) | x  (x*+2x+5) x(x* +2x+5) x(x* +2x+5)

3x-=5 _(A Cx+D ) 5 3x-5 =[/1(x2 +2x+5)+x(Cx+D)j
3x-5=A(x*+2x+5)+x(Cx+D)

- six=0: 5A=-5 > A=-1

- six=1:-2=8A+C+D - 6=C+D

- six=-1: -8=4A+C-D >-4=C-D

Resolviendo el sistema C=1, D=5

szjx——S ‘f P b x:_ln(mjzx;de
x(x”+2x+5) x (x +2x+5) (x”+2x+5)

x+5 2x+10 2x+2 1 8
gt s [ A e
(x”+2x+5) (x? +2x+5) (x* +2x+5) 29 (x"+2x+5)
:11n(x2+2x+5)+j%dx:11n(x2+2x+5)+j;dx:
2 (x+1)"+4 2

2
[x+lj 1
2
:%In(x2+2x+5)+2j-1/42dx——ln(x +2x+5)+2arctg( ;1j+C

x”j +1
2

I=—In(x) +% In(x* +2x+5)+ Zarctg(xTHj +C

José Luis Lorente Aragon 13



Unidad 6. Integrales Indefinidas

2x+1
21 larctg| ——
4 2 g( V11 ]

(30)J. x—:3 dx=—In(x-1)-=In(x*> +x+3) - +C

(x=D(x"+x+3) 5 5 55

x+3 - A BHC s e A3 HBRHO) (k1)

(x—-Dx"+x+3) (x-1) x"+x+3

x=1 2 4=5A A=4/5

x=0 2 3=3A-C C=-3/5

x=2 2 5=9A+2B+C B=-4/5
J- x-l—3 dx:ij- dx __.[ 4x+3 =—ln(x 1)__[
(x=D(x"+x+3) x +x+3
I—j CAx+3 —ZJ x4y _2J-2x+1 —2I 22x+1 %o ho g

x4+ x+3 x4+ x+3 X +x+3 X +x+3 x4+ x+3
=2In(x’ +x+3)+.[4dx

X" +x+3
1
1 1 1 1
L= [———dv=[————dx =3 [ —————dx =¥ dx
=l j<x+%>2+% “j%l<x+%>2+1 II(/r(x+/)) +1
2dx J11dt
(x+¥W)=t> —=dt 2 dx=

/f ﬂ 2

1y 2411 2411 2
=4 2 dt = cotg(t) = cotg| —(x+}
=N [yt == arcotg () = =~ arcotg NTREC

J X0 dx:iln(x—l)—zln(xz+x+3)—2\/ﬁ0700tg 2|+ C
(x—D(x*+x+3) 5 5 55 N

4.4 Integrales trigonométricas.

Las integrales trigonométricas no estan en la programacion de la PAU de la mayoria de
las comunidades, si bien se da en muchos institutos y en las carreras con asignaturas de
matematicas.

Podemos distinguir varios tipos:

Tipo 1: impar en el seno o coseno

Son integrales donde s6lo aparecen senos y cosenos multiplicando o dividiendo, donde
se cumple que la potencia del seno, del coseno o de los dos (ambos siempre con mismo
argumento) sea impar. Se resuelve con el siguiente cambio de variable:

a) Siseno impar y coseno par = cos(x)=t
b) Si coseno impar y seno par = sen(x)=t
¢) Siambos impares = sen(x)=t 6 cos(x)=t

14 Apuntes de Matemiticas 11 para preparar el examen de la PAU
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Veamos algunos ejemplos:

(31) Isen4 (x)-cos’ (x)-dx=

sen(x)=t > cos(x)-dx=dt - dx= dt
cos(x)
= [¢"-cos (x) —jt cos’ (v)dt = [ ¢*(1=sen’ (0))dt = | (t4—16)dz:§—%+cz
_ sen >(x) _sen (x) L C
-5 7
sen (x)
(32) I cos (x)
dt
cos(x)=t =2 -sen(x)-dx=dt = dx=-
sen(x)

_ sen’(x) dt _ [ sen (x) (1—cos’(x))* ) (1-1%)’ _ t4—2t2+1_
- 2D o U U=y

t*  sen(x) t?

3
= j (z2 —2+z‘2)dt =—t—+2t+1=—cos () +2cos(x) +
3 t 3 cos(x)
Tipo 2: par en el seno o coseno

Son integrales con productos y cocientes de senos y cosenos con exponentes pares, para
resolver estas integrales se utiliza la relacion del coseno del angulo doble:

cos(2x)=cos’(x)-sen’(x) :

* cos(2x)=1-2:sen’(x) > Senz(x)=1_L25(2)C)
* cos(2x)=2cos’(x)-1 > cosz(x)=%

Veamos algunos ejemplos:

(33) I sen’ (x)dx :I %:%[x_ S€n§2x)j

1—cos(2x)

(34) j sen* (x)dx = j ( 5

) dx = J. ((1 —2cos(2x) + cos (2x))dx =

= pxrsen(2) 4 [ o5’ (20) = (x)—sen(20) + | (—1 °°25(4x)jd _

= lx —lsen(Zx) +l X _ sen(4x) = Ex —lsen(Zx) _ sen(4x)
4 4 8 32 8 4 32
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Tipo 3: cambio general.

Este cambio se puede aplicar en cualquier integral trigonométrica, transformando esta
en una integral racional, si bien s6lo se recomienda utilizar cuando no se pueden utilizar
las reglas anteriores (generalmente cuando hay sumas o restas).

Se utiliza el siguiente cambio:

2
/2=t — D gy =
2 I+t
2sen(x/2)-cos(x/2)
. 2
sen(x) =2sen(x/ 2)-cos(x/2) = 2s2en(x/2) cosgx/2) S cos ()c/2)2 _ 22tg(x/2) _ 2t2
sen”(x/2)+cos"(x/2) sen (x/2)+cos (x/2) tg"(x/2)+1 1+¢
cos’(x/2)
cos’(x/2)—sen’(x/2)
2 _ 2 2 _ 2 _ 42
cos(x)=cosz(x/2)—sen2(x/2):Cosz(x/z) senz(x/2): : cos (x/2)2 :1 tgz(x/Z):l t2
cos (x/2)+sen”(x/2) cos (x/2)+sen (x/2) 1+tg"(x/2) 1+t¢
cos’(x/2)
Conclusion:
(/) =t — di=—2— sen(x)= cos(x) = 1=
& 1+¢° 1+¢° 1+1¢°
Ejemplo:
2t +1—t2
sen(x) + cos(x 2 2 2.dt 1+2¢t 17
(35) J' (x) ()dx:jlﬂ 1+1¢ - J’ : :
1—sen(x) | 2t 1+1 (1-2t+¢%)(1+1¢°)
1+1¢

Que es integral racional.

16 Apuntes de Matemiticas 11 para preparar el examen de la PAU



Unidad 6. Integrales Indefinidas

Problemas

Calcular las integrales
1
a) | Bx+—)dx
) [Gx+—)

2
j(3x+i2)dx=3i—l+c
X 2 x

b [ =)

[x” Oy = §x7/4 —5In(x)+C
X

c) j%dx

2 2
jwdlen(x)+%+2x+C
dx+8
d)J.x2+4xdx
[ a8 dx=2| 2XHD e =2In(x +4x)+C
x° +4x x° +4x

2x
e) | ——=dx
Iv3x2 +1

2 -1/2
dx =%J’ 6x(3x 1+ D" =§(3x2 +1)12 =§\/3x2 +1+C

_[ 2x dr :lj 6x
V3xP 41 374Bx7 +1
f) Isen32x cos(2x)dx

Isen3 2xcos(2x)dx = %Isaf (2x)-2cos(2x)dx = %sen4 2x)+C

o

3" 3" t dt 1 1 N
I dx = j dx = I n3) actg(t) = actg(3*)+C

1+9° 1+3% 1+ tIn(3) In(3)
. : di
3"=t 2 3" In(3)dx=dt > dx =
3* In(3)
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o

—>dt=-e" xdx%dx——%

—X

t=e

—-X

e t dt dt
dx = - —=—In(l+8)=—In(l+e ")+ C
J-1+e‘)‘ ’ J-1+t( tj 1+¢ =+ (I+e™)

. J' sen(3x) I

31+ 3cos(3x)

143c0s(3x)=t = -9sen(3x)dx=dt > dx = —— 9
9sen(3x)
J- sen(3x) J-sen(3x) —dt =—ljidt =—ljt_”3dt 9 _létm _
31/1+3cos(3x Vi 9sen(3x) 97 9 92
=L 15 3c0sG0) + €
6 6
. X 1y 2x In(l+x7)
arctgx)dx = x-arctgx)— dx=xarctgx)—— dx=xarctgx)——+C
i) [aretg) €0 O e €)==

dx

u= arctg(x) 2> du=1 !

xZ

dv=dx 2> v=x

K) j e (2x+1)%dx

u=2x+1)> > du=4(2x+1)=8x+4

e—2x

2

dv=e?dx > v=-

j e 2x+1)’dx = —%(2x +1)’e™ + j (4x +2)e dx

u=(4x+2) > du=4

—2x
. e
dv=e?dx > v=-

j(4x +2)e Pdx = (2x—-1e™ + ZJe_z"dx =(2x-De™ —e> +C

Jer@xenyde= —%m +1)Pe ™ H(2x-De ™ —e +C=e (22" - 4x—§) +C
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. _ .« sen(x) cos(x)
) Ie cos(x)dx =e ( 5 5 )+C

Por la “pescadilla”

X
m) J.x_zdx
X |x—2
-x+2 1
2
[

[ dx=I(1+ 2 jdx=x+21n(x—2)+C
x—2 x—2

—x*+6x-1

n) | ———5 ——dx
(x=D"(x+1

—x’ tox-l_ A L B O A+ BH)HC(x- 1 mx+6x-1
(x=D°(x+D) x-1 (x-1) +1
- x=1 >2B=4 >B=2
- x=14C=-8 >C=2
- x=0 2> -A+B+C=-1 2 A=1

2
= +26x 1dx=f 1 de+ | 2 cdx—| 2 =In(x—l)—— 2 —2In(x+1)+C
(x—1)>(x+1) x—1 (x-1) x+1 (x—1)
x'+2x-6
0) | ———dx
)'[x2+x—2
x* +2x—-6|x*+x-2
—xt—x?+2x2 xP—x+3

—x +2x2+2x-6

xP+ x? - 2x

3x? -6
—-3x?-3x +6
—3x
—

2

X206 e B x _x_3_x_ _ X
'[—x2+x—2 dx—J.(x x+3)dx 3~[—x2+x—2dx_ 3 2+3)c 3jx2+x—2dx
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2 - = > = 4 + B 2> Ax+2)+B(x-1)=x
x“+x-2 (x-Dx+2) (x-1) (x+2)
- x=1 2 A=1/3
- x=2>B=2/3
2/3 _1 B 2
J-m J‘( _1) J(x+2)dx—3ln(x 1)+3ln(x+2)

2 3 2
X

I=3—2+3x—3(;1n(x—1)+§1n(x+2)j+czx3—X2+3x—1n(x—1)—21n(x+2)+c

p)

! ! 1 ! L A5
S SN S SN [ N . Ry —
B pwmta Rt — oI d=aresany
5

x—2]
= arcse +C
”( NG

(x—2)°

e WDy o P g sar

V5 V5

2 jlnx(x)dx: In 6(x)+c

" J ln(h;(X)) I

In(x)=t > ldx =dt 2> dx=x-dt
X

[ In(In(x)) ;. = [ In(®) s = [n(eydr = t1n(e) — [ dt = t1n(e) — £ = In(x) In(In(x)) - In(x) + C
X

X

u=In(t) > du=%dt

dv=dt 2> v=t
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=
c

A

Junio 2004. Prueba A

C-1.- De todas las primitivas de la funcién f{x)=2tg(x)-sec’ (x), hallese la que pasa por el punto
P(m/4,1)

F(x)= J2tg(x) sec (x)dx_.[ Sen(x); dx=2 J‘ sen(x)

1 1

dx:zj_%df:—zjl‘_3dt=:—§t‘2 _

cos(x) cos’ (x) cos’ (x)

+C

cos’ (x)

dt

—sen(x)

cos(x)=t - —sen(x)dx=dt — dx=

Veamos el valor de C para que pase por P(%, D).

1

F(n/4)=2+C=1 2 C=-12> F(x)=
cos”(x)

Otro método

F(x)= j 2tg(x)sec’ (x)dx =2 j t-sec’ (x)-cos” (x)dt =2 j t= 2-% =¢* =g’ (x)+C

tg(x)=t - dx=dt — dx=cos’(x)df

cos”(x)

Veamos el valor de C para que pase por P(%, 1).
F(n/4)=1+C=1 = C=0 = F(x)= tg’(x)

Nota: Las dos funciones son la misma, pues 1+sec x=tg"x

Junio 2004. Prueba B

Y
C-2.- Calculese [ %d

3 1 1 5 3
J.(x 1) dx J. 2x+1 x—j[x2—2x2+x zjdx—i 2§x +2x'"? 4+ C =

=§\/x_5—§\/x—3+2\/;+C

José Luis Lorente Aragon 21



Unidad 6. Integrales Indefinidas

Junio 2008. Prueba-A

PR-2- b) Calcular [ O gx

xZ
J»ln(zx)dx:_ln(x)_J»l(—_ljdx:_ln(x)+J‘L2dx:_m_l+c
X X x\x X X X X
1
In(x)=u > —dx=du
X
-1 _
dexzdv%vzjx_zdx:x—=—l
X -1 x

Septiembre 2004. Prueba-B

PR-2.- b) Dada la funcion f:[1,e]2R definida por f(x)=1/x+In(x). Calculese una funcion
primitiva de f(x) que pase por el punto P(e, 2) .

F(x)= jG + ln(x)de = j% + [In(x)dx = In(x) + I, = In(x) + xIn(x) — x +C

I, = J.ln(x)dx = xIn(x) —J.x@ =xIn(x)—x
X

u=In(x) = du :ldx
X

dv=dx > v=x

Calculemos C : F(e)=1+e-e+C=2 > C=1. F(x)=In(x)+ xIn(x)—x+1

Septiembre 2005. Prueba-B
C-1.- Calculese [

1

x2+4x+13
[
x“+4x+13
=J- dx2 :l de :lf 23dt :larctg(l)+C=larclg(—x+2j+C

(x+2)"+9 9 (x+2j . 9t +1 3 3 3
+
3
x+2

=t = ﬁ:a’z‘—>dx=3a’l‘
3 3
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

Septiembre 2008 Prueba-A

C-4. Calcular [

J‘x(x+l) I

x(x +1)

=In(x)—In(x + 1)+ C = ( al j+c

x—1
1 A B  A(x+1)+Bx
x(x+1) ¥ ox+l x(x+1)
1=A(x+1)+ Bx
x=-1—>1=-B
x=0—->A4=1

Septiembre 2008 Prueba-B

1
C-4. Calcular [ de
J- dx lj‘ 3dt = arcsen (t)+ C = arcsen (
-1
_3 =t — dx=3dt

José Luis Lorente Aragon
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

TEMA 7. INTEGRALES DEFINIDAS. AREAS.

1. Aproximacion de areas bajo una curva. Limite de la definicion, integral
definida.

2. Area comprendida por una funcion y el eje OX.

3. Area comprendida entre varias funciones
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Contexto con la P.A.U.

Los problemas relacionados con areas en selectividad aparecen, bien en cuestiones de
un punto, o bien en un apartado de un problema de funciones.

Por lo general, cuando las integrales definidas aparecen en cuestiones de un punto, se
suelen pedir las areas encerradas entre parabolas y rectas; y cuando estan en un apartado
de un problema de funciones, el area es la comprendida entre la funcion del problema y
el eje OX.

ANEXO:
Representacion de parabolas: y=f(x)=ax*+bx-+tc:
- Vértice en V(xo,yo0), donde x¢o=-b/2a y yo=1(Xo)
- Si a>0 funcién céncava hacia arriba (U), y si a<0 concava hacia abajo (M)

- Los puntos de corte con el eje OX son las soluciones de la ecuacion de segundo
grado ax*+bx+c=0. Nota:

=  Siyp>0ya>0,no corta con el eje OX
= Siye<0y a<0,no corta con el eje OX
Ejemplo: FX2+5X+6
V(Xo.yo): Xo=—— = —2.5; yo=f(-2.5)=-0.25. Por tanto V(-2.5.-0.25)

5+V52-24
Puntos de corte x = ——— = {

:g > (-3,0), (-2,0)
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

1. Aproximacion de areas bajo una curva. Limite de la definicion,
integral definida.

Hay infinidad de funciones extraidas del mundo real (cientifico, econémico, fisica...)
para las cuales tiene especial relevancia calcular el area bajo su grafica. Vamos a
ocuparnos del calculo de estas dreas. Veamos un ejemplo practico; imaginemos que la
funcion v(t) representa la velocidad de un cuerpo en el tiempo, con la siguiente grafica:

Queremos calcular el espacio recorrido entre t=a y t=b, por dicho cuerpo. El espacio
serd igual al area comprendida entre la grafica y el eje de abscisas en el intervalo [a,b].

Una idea, utilizada desde la antigiiedad para medir areas, consiste en dividir el intervalo
(b—a)

n
siguientes puntos: a=x<x;<...<X,=b, donde x;=at+ €, x,=a+2 € ...

[a,b] en n pequefios tramos amplitud & = . Estos tramos tienen por extremos los

Podemos aproximar el 4rea como la suma de los rectangulos con base £ y de altura mjo
M;, donde m; es el menor valor de la funcién en el intervalo [x;,Xi+1], y M; el mayor
valor de la funcion en el intervalo [X;,Xj+1].

Veamos graficamente las areas calculadas:

=3

/|
Vv

R
FF]
P

a) Suma superior b) Suma inferior
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Designemos al area calculada en a) como suma superior de Rieman, S(f(x)), siendo la
calculada en b) la suma inferior de Rieman, s(f(x)).

Se cumple: S(f(x)) irea>s(f(x))

Los valores de las sumas de Rieman son:
*  S(f(x))=Mi(x1-x0)+Ma(x2-x1)+... +Mp(Xp-Xp-1)
*  s(f(x))= my(x1-Xo)tmy(X2-X1)+. .. +My(Xy-Xn-1)

Es facil darse cuenta que cuanto mayor sea el nimero, n, de intervalos, y por tanto

cuanto menor sea £, mas se aproximaran al area exacta S(f(x)) y s(f(x). Asi si n—=>oo,
s(f(x))=area=S(f(x)).

Se cumple asi que lims(f(x)) =1lmS(f(x)) = J-b f(x)dx, que es la integral definida de

f(x) con extremos a y b.

Regla de Barrow: Si F(x) es una primitiva de f(x), el valor de la integral definida de f(x)

es: Area= J.: f(x)dx = F(b)—F(a)

Ejemplo, sea un movimiento con aceleracion constante a, v=v, +at. Sea vo=40m/s y

a=g=-10m/s> > v(t)=40-10t. Queremos calcular el espacio recorrido desde t=0 hasta
que el cuerpo se pare t=4s:

v

N
()]

-

4

4

4
401—%)#} [t + pa*] =s, —s, =(404-547)-(400-50*)=80-0=80 m

0 0

S=[ (40-10r)ar

1
1

2. Area comprendida por una funcién y el eje 0X

En el apartado anterior la funcion f(x) siempre estaba sobre el eje OX (f(x)>0). En el
caso de que la funcidon por debajo del eje OX (f(x)<0) el area que obtendremos por el
método de la integral definida sera la misma pero negativa.

De esta forma, para calcular el area comprendida entre la funcion f(x) y el eje OX ,
tendremos que ver primero los intervalos donde la funcidén es positiva, y cuando es
negativa. Supongamos que queremos calcular el area de la siguiente curva y el eje OX:
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Area=A+ArtAs= [ f@)dx— [ f(0dx+ [ f(x)dx

Conclusion, pasos para calcular el area entre una curva y el eje OX:
1) Calcular los puntos de corte de la funcién con el eje OX
2) Estudiar el signo de la funcién entre los puntos de corte
3) Calcular una primitiva de f(x), F(x).

4) Calcular el area en cada intervalo y sumarlas.

Ejemplos:
Septiembre del 2005. Prueba A.

PR-2.b) Calculese el area delimitada por la grafica de f(x) y las rectas x=-1, x=1, y=0.

In(1+x2), x>0

x? x<0

Corte con eje OX:

f(x)=0 2> In(1+x%)=0 > 1+x’=e"=1 2> x’=0 > x=0

Siendo_ /'(x){

Intervalo (-1,0) (0,1)
Signo f(x) + +
Area A= IO x*dx A= Il In(1+ x? )dx
-1 0
3 0
A1=J'°x2dx=x— —0-[-1]=Lw=033342
-1 31, 3 3

2
F= I In(1 + x)dx =x-In(1+x%)- J' Zx ~dx =x-In(1+x?)-2x+2arctg(x)
1+x

e

u=In(1+x%) du = 2x —dx
I+ x

dv=dx V=X

Az= f; In(l+x*)dx =F (1) ~ F(0) = (In(2) — 2+ 2arctg(1)) - (0-In(1) ~ 20 + 2arcig(0))

José Luis Lorente Aragon
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

=In(2)-2+2-m/4-(2-0)=In(2)+1/2-2=0,26-u>
A=A +A,=1/3+Hn(2)+1/2-2= In(2)+1/2-5/3=0,6-u’
Nota: el resultado de los arcotangentes, arcosenos y arcocosenos se dan en radianes.

Ayuda para el calculo de F(x):

J. 2x° dx=J-2dx—J. 2 =2x—2arctg(x)

7 =

1+x° I+x
2x* | x* +1
-2x*-2 2
-2
—

Junio del 2006. Prueba B
PR-2. b) Calculese el area de la region limitada por f(x)ij—:y las rectas x=0, x=20,

y=0.

Corte con eje OX: f(x)=0 =2 x=1

3

A,

Intervalo (0,1) (1,20)

Signo f(x) - +

, 1x—1 20 x —1
Area A1=-jx dx A2=jl ;ldx

A=A +A,
A=— j lx—:dx =—[x—2In(x+1)], =—{(1-21In@2))-(0-2In(1))] = =(1-21n(2)) =0,37-u*
0x
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

A= fox—: dx=[x-2In(c+ D" =(20-2In@ 1) - (1-2In@)) =19-21nQ2 ) +21nQ) u’~14,3u>
X

[ ;‘:dpjldx—zjxdfl =x—2In(x+1)

A=18-2In(21)+4In(2) =14,67-u*

2x
x2+1

Ejercicio Calcular el area comprendida entre el eje x, x=-1, x=7 y la funcion f(x)=

Corte con el eje OX: f(x)=0>x=0

Intervalos (-1,0) (0,7)
Signo f(x) - +
. 0 2x 7 2x
Area A=, e A=, s

2x

F(x)=] dx =In(x> +1)

x2+1

A== 2 g =fin(x* + D], =~[in(0) - (In(2))] = n(2) =077

1x?+1
4, = [ =2 ar = [inx” + 1], = [(1n(50)) - (In(1)] = In(50) =3,90"
0 x"+1
A=In(2)+In(50) ~4,6-u*

3. Area comprendida entre varias funciones

Cuando queremos calcular el area comprendida entre dos funciones, f(x) y g(x),
tendremos que restar al area de la funciéon que estd por encima menos la funcidén que
esta por debajo. Pasos

José Luis Lorente Aragon 31



Unidad 7. Integrales definidas. Areas

- Calcular los puntos donde se cortan las dos funciones. Estos se obtienen
resolviendo la ecuacion f(x)=g(x),

- En los intervalos definidos por los puntos de corte vemos si f(x) esta por encima
de g(x) =2 f(x)>g(x) o por debajo 2> f(x)<g(x).

- El 4rea en cada intervalo es la integral definida con extremos los del intervalo y
funcion de integracion (f(x)-g(x)) si f(x)>g(x) 6 (g(x)-f(x)) si f(x)<g(x)

Ejemplo grafico:

N

Intervalo (a,b) (b,c) (c,d)
Encima g(x) f(x) g(x)
Debajo f(x) g(x) f(x)

Area A1=Jj gx)-f(x) | A= JZ f(x)—g(x) | As= f g(x)—f(x)

Ejercicios:
Septiembre 2006. Prueba A

C-4. Estudiar el area del recinto limitado por la curva y=x’-3x*+2x y su recta tangente
en x=0.

a) recta tangente, m=f"(0)=2 - (0,f(0))=(0,0) = y=2x
Puntos de corte f(x)= x’-3x+2x y g(X)=2x
x>-3x42x=2x >x°-3x°=0 > x=0, x=3

Grdfico de la funcion f(x) y la recta tangente:
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

—4

Cuando no nos dan los intervalos de integracidon en X, entonces se supone que el area
pedida es el area entre sus dos puntos de corte.

Intervalo (0,3)
Encima 2x
Debajo X>-3x24+2x

7 p 3 3 )
Area A= L 2x—(x* = 3x> +2x)

4 3 _
A=[ 20-(* =3¢ + 2xptx=| - 42 | = 8L 7)o (0) = 108827 6 5.2
0 4 ] U4 4 4

Junio 2006. Prueba A

C-4.- Hallese el area del recinto limitado por la parabola y=-x" y la recta y=2x-3.
Puntos de corte f(x)=-x" y g(x)=2x-3

—x’=2x-3 2> x*+2x-3=0 > x=1,x=-3

Intervalo (-3,1)
Encima X
Debajo 2x-3

Area A= ﬁ (— x*—(2x— 3))dx
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

I A T 1

=(—§—1+3)—(9—9—9)=%“2 =10,7u’

15

i@

—4 -2 2

—15

Junio 2005, Prueba B

C-4.- Hallese el area del recinto limitado por las graficas de las funciones
y0)=x", y=g(x)=x"/2, y=h(x)=2x

Puntos de corte graficas

f(x) y g(x)> x*=x*2 > x=0

f(x) y h(x)> x*=2x > x=0, x=2
g(x) y h(x)=> x*/2=2x > x=0, x=4

X2/2

34 Apuntes de Matemiticas 11 para preparar el examen de la PAU



Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Intervalo 0,2) (2,4)
Encima x> 2x
Debajo x2/2 X2

Area A= .[02 (x2 - x%)dx A= E (2x — )dx

A= [ == [x—;jdx = {X—JZ = (%j ~(0)= §u2z1,3-u2

0

4

:(16—ﬁJ—(4—§) _12-20 8 e
) 6 6 6 3

[ — = | 2 =X
AQ—J‘2 (2x— A)dx—{x 6}
A=A +A=41’
Septiembre de 2004, Prueba A

C-4.- Hallese el area del recinto limitado por las parabolas de ecuaciones respectivas
y=f{x)=6x-x" e y=g(x)=x"-2x.

Veamos los puntos de corte: 6x-x"=x"-2x >2x°-8x=0 > x=0, x=4

Intervalo (0,4)
Encima 6x-x"
Debajo x2-2x

Area A= J.; (6x —xt=(x* - 2x))dx

4
A:J:(6x—x2 —x? +2x))abc:.|.:(8x—2x2 )a’x:{4x2 —2—);}0 =(64—%gj—(0):%u2 ~20,lu’

—-18
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Septiembre de 2004, Prueba B
C-3.- Hallese el area limitada por las graficas de las funciones y:f(x):3x-x2, y=g(x)=2x-2

Veamos los puntos de corte: 3x-x"=2x-2 > x*-x-2=0 > x=2, x=-1

Intervalo (-1,2)
encima 3x-x*
debajo 2x-2 .

Area A= J._zl (3x —-x>=(2x-2) )dx

3

2 2 R 2 8 11 9
A:I_l(3x—x2 _2x+2))dx=L(x—x2 +2))dx:{7—?+2x11 :(2—§+4j—(5+—_2j25

=4,5u°

Junio de 2007, Prueba B

C-4. Hallese el area limitada por las graficas de las funciones cuyas expresiones
analiticas son y=f{x)=x"-4, y=g(x)=3x-6

Puntos de Corte: x*-4=3x-6 > x>-3x+2=0 > x=2, x=1.

Intervalo (1,2)
Encima 3x-6
Debajo x>-4

Area J; ’ (3x —6—(x* - 4))dx

\’3

2
A:J‘lz(3x—6—(x2 _4))dx:J'12(_x2 +3x—2)dx:{—x—;+%_2x} —

8 13
(= +6-4)—(—=+>-2)=0.17 u’
R R
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Junio 2004. Prueba A

PR-1. Sea la funcion y=2-¢>".

b) Calculese el area de la region plana comprendida entre la grafica de la funcion y las rectas
x=1yx=-1.

y=2e = 2:e* si x<0
2 si x>0

Veamos si f(x) corta el eje OX: (y=0) > 0=2-¢2*-> no solucion. Luego solo hay que
considerar en el intervalo el valor x=0 (donde cambia de expresion analitica). Se cumple
que f(x)>0 en todo intervalo:

Intervalo (-1,0) (0,1)
Area A1=I12'ezxdx A2=J:2'e_2xdx
L 2x
F(x):j2.62x:2e :eZX
2e
G(x)=|2e =— =—e
=] .

_ 0 2x _ _ -2 2
A= LZ'e dx=F()-F(-1)=1-¢” =086 u

A—fz-“d = G(1) = G(0) =~ 0,86 1>
=[[ 27 dx = 6~ 6(0) =086 u

A=A1+A2 =172 u*

Junio 2005. Prueba A
PR-2.- b) f(x)=e*™*" calclilese ff xf (x)dx.

J-13xf(x)dx = J‘l3x_e1_x2dx =F(3)-F(1)= _%(6—8 —60) ~05

F(x) =J. xe'

dr__ —lj‘ e'dt =—lel_"2
2x 2 2

=¥ =t & —2x=dt — dt =
—2x
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Junio 2004. Prueba B

PR-2.- Sea f{x)=x’+ax’+bx+c. Determinense a, b y ¢ de modo que f{x) tenga un
extremo relativo en x=0, la recta tangente a la grafica de f{x) en x=1/ sea paralela a la
recta y-4x=0, y el area comprendida por la grafica de f{x), el eje OX 'y las rectas x=0,

x=1,seaigual a 1.
Calculemos las derivadas > f’(x)=3x*+2ax+b
a) Extremo relativo en x=0 = {'(0)=b = b=0
b) Recta tangente en x=1 y paralela a y=4x = f’(1)=3+2a=4 - a=1/2

¢) f(x)=x’+0.5x"+c > I; (x3 +0.5x% + c)dx = {

4

3

x
—+—+cx
4

6

1

:l+l+c:19c=7/12
4 6

Junio 2007. Prueba A
PR2- b) Sea f(x)=——

x2-1"
x=—4,x=-2.

Calcular el area de la region limitada por dicha grafica y las rectas

Veamos en este intervalo si la funcion esta por encima o debajo del eje OX—> f(x)=0 2>
x=0. Ademas tiene asintotas verticales son en x=1y x=-1. Pero ninguno de estos valores
de x estan en el intervalo (-4,-2) y por esto f(x) mismo signo en este intervalo:

Intervalo (-4,-2)
Signo(f(x)) -
. -2 X
Area A=- L R dx
_ X 1 2x 1 5
F(x) _j > _ldx—zj S dv= G =)
A= 42 = dx —(F(-2)-F(-4))=-(0.5In(3)-0.5In(15))=0,5In(5)~0,805u>
42—
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Junio 2008. Prueba B

sen(x?)

PR2- Sea f(x)—{ x '

x%? —2x six<0

SLX >0y Caleular [27x? £ (x)dx

Como (\/ﬁ, \/21‘[) cumple que x > 0 es la segunda expresion de la funcién

oz, _mzsen(xz) _@ 2 _1@ 2 _
X f(x)dx = L X dx—L; xsen(x )dx—a.[/; 2xsen(x” )dx =

= {— lcos(xz)}m = —1(005(27z —cos(7)) = —l(l -(-1)=-1
L2 s 2 2 -

Junio 2007. Prueba A

C-4.- Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacion y=In(x), el eje OX y las
rectas x=1 y x=2.

Tenemos que ver el signo de la funcion en el intervalo (1,2):

In(x)=0 >x=e¢"=1. Como 1¢(1,2) la funcién no cambia de signo, veamos el signo:

Intervalo (1,2)
Signo(f(x)) +
7 2
Area A= J.l In(x)dx

F(x)= j In(x) =xIn(x) - j xd—; = x(In(x) - 1)

u=In(x) - duzﬁ
X

dv=dx - v=x

A= [ In(@)dx =F(2)-F(1)=[21n(2)-2-(In(1)-1)]-2In(2)-1=0.39-u?

Septiembre 2007. Prueba B

PR-2.- Sea la funcion f(x) =
eje OX vy las rectas x=-2, x=2.

x
x2+4"

El 4rea de la region limitada por la grafica de f, el

Tenemos que ver el signo de la funcién en el intervalo (-2,2):

f(x)=0 = x=0. Como 0 (-2,2) cambia de signo:

Intervalo (-2,0) (0,2)

Signo(f(x)) - +

, 0 2
Area A1=-j2 224dx A2=I i dx
2 x
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

X 1 2x
dx =—
x*+4 2'[x2+4

F(x)= j dx :%m(x2 +4)

1

Ar= fz xzi4 dx= _% In@)—In@)| =-n@ =035 u’ ‘
st w-o-ose T

A= A+ A=In(2)=0,7 u?

-0.6

Septiembre 2005. Prueba B

PR-2.- Sea P(a, sen a) un punto de la grafica de la funcion f(x)=sen(x) en el intervalo
[0,7]. Sea r la recta tangente a dicha grafica en el punto P y 4, el area de la region
p

determinada por las rectas r,, x=0, x=7, y=0. Calculese el punto P para el cual el 4rea 4,
es minima. (Nota: Puede asumirse, sin demostrar, que la recta r, se mantiene por encima
del eje OX entre 0 y 7)

Calculemos la recta r,: m=f"(a)=cos(a) y que pasa por P(a, sen(a))

rp: y=cos(a)(x-a)+sen(a)=cos(a)x-a-cos(a)+sen(a)

cos(a)x’

5 +(—acos(a)+ sen(a))x | =

0

A= Lﬂ (cos(a)x —acos(a) + sen(a))dx = {
1 2 1 2

= Ecos(a)ﬂ' —arncos(a)+ men(a)—0 = > cos(a)mw” —armcos(a)+ msen(a)

Luego la funcién a minimizar es f(a)= %cos(a)iz'2 —armcos(a)+ msen(a)

f'(a)= — %sen(a)iz'2 + amen(a) — rcos(a) + wcos(a) = sen(a)ax — x> /2) =0

an-n*/2=0 > q = % , sen(a)=0-> so6lo a=0. Sélo a = % €(0,m)

Demostremos que para este valor de a el area es maxima f” ‘(a)=cos(a)(am-T*/2)+msen(a)
f (E )>0 minimo.

Luego la recta es y= cos(g)x- g-cos(g)Jrsen(g) 21, y=1.
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Unidad 8. Matrices

TEMA 8. MATRICES.

N —

N

. Definicion de Matrices y tipos de Matrices
. Operaciones con Matrices

2.1.Igualdad de Matrices

2.2.Suma de Matrices

2.3.Producto de una Matriz por un numero (escalar)

Producto de Matrices

Transposicion de Matrices. Matrices simétricas y antisimétricas

. Matriz inversa

5.1.Definicion.
5.2.Calculo
Resolucion de ecuaciones matriciales
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Unidad 8. Matrices

Contexto con la P.A.U.

En este tema comienza el Bloque II de Algebra Lineal. Por lo general en los examenes
de la P.A.U. suele haber un problema relacionado con la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, que veremos en el tema 10, y una o dos cuestiones relativas a:

resolucion de ecuaciones matriciales, este tema

dada una matriz A célculo del valor de A", este tema
calculo de determinantes, tema 9

comprobar si una matriz es inversible o no, tema 9

Por lo general tanto el problema como las cuestiones relativas a este bloque que ahora
empezamos suelen ser metodicas, y por tanto sencillas.

44 Apuntes de Matemiticas 11 para preparar el examen de la PAU



Unidad 8. Matrices

1. Definiciones de Matrices y tipos de Matrices

El concepto de Matriz es sencillo, es una tabla con m filas y n columnas de nimeros
reales ordenados (m,ne N). Veamos una definicién mas matematica de las matrices

Definicion: se llama matriz de dimension mxn al conjunto de niumeros reales dispuestos
en m filas y n columnas de la siguiente forma:

a, a, .. a,
ay Ayp - 4y, . . . .
A= con aj=elemento de la matriz A situado en la fila 1 y columna |
a,, Q, .. a,,

Muchas veces la matriz A se denota también como A=(a;;)

Definicion: El conjunto de todas las matrices con m filas y n columnas se denota como
Mym(R).

2 3

1
Asi A=
4 5 6

J 2> Ae M2X3(R)

Definicion: dimension de una matriz es el numero de filas y columnas de la misma, en
el ejemplo anterior, A es de dimension 2x3

Tipos de matrices:

1. Matrices cuadradas: son las matrices que tienen igual numero de filas que de
columnas (m=n), y que como veremos son las unicas que pueden multiplicarse entre
si en cualquiera de los dos posiciones. El conjunto de todas las matrices cuadradas
con n filas y columnas se denotan como M;,(R) 0 My(R).

2 1
Ejemplo: B= (1 2] , BeM2o(R) 6 BeM»y(R)

Elementos de las matrices cuadradas:

a. Diagonal principal: elementos de la forma aj;, es decir en la diagonal que
va desde a;; hasta a,,

b. Diagonal secundaria: elementos de la forma a;j donde i+j=n+1, es decir
los elementos en la diagonal que va desde a;, hasta a;

—— Diagonal principal i=j

---- Diagonal secundaria i+j=4+1=5
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2. Matrices triangulares superiores e inferiores: son las matrices cuadradas tal que:
a. Superior: elementos debajo diagonal de la principal son nulos a;=0 si 1>]

b. Inferior: elementos encima de la diagonal principal son nulos a;;=0 si i<j

4 1 2 -2 0 0
A=|0 =3 1| triangular superior B=| 1 2 0| triangular inf erior
0 0 8 -3 4 5

3. Matrices diagonales: matrices cuadradas donde todos los elementos fuera de la
diagonal son cero.

2 0 0 O

0 -3 0 O
D=

0 0 10 O

O 0 0 -5

4. Matriz escalar: matriz diagonal en el que todos los términos de la diagonal son
iguales:

E=

S O N
S NN O
N O O

5. Matriz unidad o matriz identidad: matriz escalar cuyos elementos son 1. Se denota

como [ o Id:
10 . .
I=1d, = 0 1] (matriz identidad de orden 2)
1 00
I=1d,=|0 1 0 |(matriz identidad de orden 3)
0 0 1
1 0 0O
I=1d, = ® 100 (matriz identidad de orden 4)
0 01 O0
0 0 01

6. Matriz columna: toda matriz con una sola columna—> M;,;(R)

1
C=| 2 Ce M3X1(R)
-3

7. Matriz fila: toda matriz con una unica fila 2 M, (R)
F=(0 -1 3)FeMu(R)
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Anotaciones:

e Toda matriz diagonal es triangular, tanto superior como inferior, pues los
elementos por encima y por debajo de la diagonal son nulos.

e Toda matriz escalar es diagonal.

e [.a matriz identidad es una matriz escalar.

Ejercicio 1. Escribir matrices de los siguientes tipos:
a) De dimension 3x2
b) Cuadrada de dimension 4
¢) Triangular inferior de dimension 3
d) Diagonal de dimension 4

e) (Qué tipo de matriz es de dimension 1x1? Pon un ejemplo. ;Cuadl sera la matriz
identidad de dimension 1?

Solucion:
7 1
a 2 3
4 7
2
5 6 8
b.
1 1
-1 1 -1 =2
1 0 O
c. 2 10 0
-3 8 11
1 0 0 O
02 00
d.
0 0 3 0
0 0 0 4

e. 1 fila y una columna = los nimeros reales M4 (R)=R, ejemplos 2,-1.3,
y la identidad es 1.

Ejercicio 2.Decir que tipo de matrices y de que dimension son las siguientes matrices:

32 1 ! 70 0
)y o 4 7 b)l )(21_1Jd)070
a C

-1 -3 4 0
00 -2 . 00 7

José Luis Lorente Aragon 47



Unidad 8. Matrices

a. Matriz cuadrada, triangular superior, dimension 3x3(M3x3(R)) o cuadrada de
dimension 3.

b. Matriz columna de dimension 4x1 (Muy;(R))
Matriz rectangular de dimension 2x3 (May3(R))

d. Matriz cuadrada, escalar de dimension 3x3 (M343(R)) o simplemente matriz
cuadrada de dimension 3.

2. Operaciones con matrices

2.1 Igualdad de matrices

Definicion: dos matrices M y N se dicen que son iguales (M=N) si se cumplen:
- misma dimension

- elementos que ocupan el mismo lugar son iguales.

2.2 Suma de matrices

Solo se pueden sumar matrices de la misma dimension, veamos en qué consiste la suma
de matrices:

Definicion: la suma de dos matrices de dimensién A y B es otra matriz que se denota
como A+B con misma dimension que las otras dos y definida como
A+B=(ajj)*+(b;j)=(ajj+b;j). Es decir A+B se obtiene sumando los elementos que ocupan la
misma posicion en las dos matrices que suman.

Veamos un ejemplo de dos matrices A,Be Myx3(R)

A+B=(a“ ay, al3j+(bll by, blsJ:(an"'bn a, +by, a13+b13]

ay Ay Ay by by, by ay +by  ay+by ay+by
Propiedades de la suma de matrices: como la suma de matrices definidas a partir de la
suma de niameros reales cumple las mismas propiedades que estos, es decir:
- Asociativa: A+(B+C)=(A+B) +C

- Elemento neutro A+0=A, con O la matriz de igual dimension que A con todos
sus coeficientes iguales a cero

- Elemento opuesto: A+(-A)=0, con (-A)=(-a;j) es decir los elementos opuestos a
los de la matriz A.
- Conmutativa: A+B=B+A

Ejemplo de elemento opuesto:

3 -1 4 -3 1 -4
A= , —A=
(o 1 2) (o -1 —2}
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2.3 Producto de una matriz por un numero (escalar)

Definicion: Sea keR (escalar) y A=(a;j) una matriz de dimension mxn (A€ Mux(R)).El
producto de k por A es otra matriz k-A de misma dimension tal que:

k-A=k(ajj)=(k-a;), es decir la matriz k-A se obtiene de multiplicar por k cada elemento
de la matriz A.

ay 4 ag ka,  ka,, ka;
Ejemplo: Ac M3,3(R): . a, A, Ay |=|kay, ka, ka,,
a4z 4y kay ka,, kay

Propiedades:
-  k(A+B)=kA+kB

(6 90 D 6 AC )
- (kH)A=k-A+tA
- k(tA)=(kt)A
- A=A

Ejercicio 3: sacar factor comun un escalar de las siguientes matrices de forma que éstas
se simplifiquen

4 8 -4 1 2 -1
A=|0 4 16 |=4/0 1 4
12 0 0 30 0
1 -3 1
po| 4 4 5;(2 -6 1)
-1 3 1| 8l-2 3 2
4 8 4

36 12 3 1

C= =12

—48 48 -4 4
11 0 0

D=| 0o 11 0
0 0 11 1

Nota: siempre que de forma sencilla se pueda sacar factor comun, simplificando la
matriz, se recomienda sacar éste, ya que se simplifican los célculos, especialmente en la
multiplicacion de matrices, como veremos en el apartado siguiente.

2a Zb):( a+5 7+a+b)

Ejercicio 4: Calcular el valorde a, b, c y d: (2C 2d otc+d 3d+4

2a=at+5 2> a=5

2b=7+a+b 2 b=12
2¢=-2+c+d 2 ¢=d-2 2¢c=-6
2d=3d+4 > d=-4
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Ejercicio 5: dadas las matrices A, B y C calcular las siguientes operaciones:
1 -1 4 0 -1 2
0 1 -1 =2 -2 3
5 -1
a) A+B=
-1 -1

(— 2 - 3}
b) A-B-C=
3 0

29 —15
¢) 3A+5B-6C=
7 -25

Ejercicio 6: resolver los siguientes sistemas

mmy:(l ’ 2j
-2 10

(2)X—3Y:(_4 -3 _2]
-1 0 1

1 2 2 -4 -3 =2
Llamemos A= y B=
-2 1 0 -1 0 1

a)

98 6
(1)-2:2) > Y+6Y=A-2B > Y=1/7(A-2B)=%(0 | 2J

1{-1 3 4
X=B+3Y=—
7\=-7 3 1

(1))(+Y—(2 IJ
b) 30

(2)X_Y:(6 2]
0 1

2 1 6 2
Llamamos A= y B=
3 0 0 1

()+(2)=> 2X=A+B > X=1/2(A+B):%G i’j

(-4 -1
Y=A-X==
203 -1
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H2X+Y= 51
g )

(2)X+2Y:(1 O]
—2 4

3 1 1 0
Llamamos A= y B=
0 -2 -2 4

1(1 1
1)-2(2)~> -3Y=A-2B 2 Y=-1/3(A-2B)= ——
(1)-2(2) (A-2B) 3(4 _IOJ

1(5 2
X=B-2Y=—
3(2

¢)

-8

3. Producto de Matrices

El producto de matrices es una operacion mas compleja que las anteriores. Para poder
multiplicar dos matrices es necesario que el n° de columnas de la primera matriz del
producto sea igual al n° de filas de la segunda matriz. Veamos la definicion del producto
de matrices:

Definicion: El producto de la matriz A=(aj)€ Mmx Yy B=(bij)e My, €s otra matriz
C=A-Be My, con igual n° de filas que A y de columnas que B, tal que el elemento de
la matriz C que ocupa la fila i y columna j, c;; se obtiene multiplicando la fila i-esima de
la primera matriz con la columna j-ésima de la segunda.

Resulta mas sencillo comprender el producto de matrices a partir de varios ejemplos:

1 2 3)(1 11+20+3(=1)) (-2
45 61 0 |=|41+50+6(-1)|=|-2
7 8 9)l-1) (71+80+9(-1)) |-2

360 60 30
1+ 11

1 2 3._11 (2) C(M42(-1)+33  10+22+3(-4)) (8 -8
45 6 T 415D +63 40+52+6(-4)) (17 -14
T $_+T A T
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~N b~ =
o D N

3

1 23
6 |

4 5 6
9

No se puede multiplicar, pues la primera matriz tiene 3 columnas y la segunda 2 filas.

Nota: Veamos la utilidad de sacar factor comun en el producto de matrices con un
ejemplo:

50 0)f0 30) (500+300 5030+0(-90) ) ( O 1500
100 50){30 —90) (100-0+30:50 30100+50-(=90)) |1500 —1500

o 1 0 0 1 [0+01 I1+0(=-3) 0 1
Mas simple—> 50 30 =1500 =1500
2 1 I -3 0-2+11 12+41(-3) I -1

Ejercicio7: ver todos los productos posibles con las siguientes matrices y calcularlos:

1 2 3 1
210
A=|1 1 1|, B=|2], C=
3 45
01 -1 1

Ae Msy3, BE My, Ce Mays, solo posibles los siguientes productos:

1 2 3 1 1+4+3 8
AB=|1 1 1 [{2|=]1+2+1|=|4
01 -1){1 0+2-1 1
3x3 3x1 3x1
1 2 3
210 2+1+0 4+1+0 6+1+0 3 5 7
C-A= 11 1 1 |= =
3 4 5 0 1 i 3+444+0 6+4+5 9+4-5 7 15 8
2x3 3x3 2x3
1
21 0 24+2++0 4 1
CB: 2 = = :4-
Oz
2x3 3x1 2x1

1 -1
A= B=(2 0 0
1 3
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1 1 0 -1 8§ 6 8
AB=|4 5 6|2 0 0 |=/20 12 14
7 1 2 3 32 18 20

0 -1)(1 2 3 -6 -6 -6

B-A=|2 0 0|14 5 6|=2 4 6

2 3)\7 8 9 30 36 42

Nota: en las matrices cuadradas, no siempre cumplen que A-B#B-A, es decir no se
cumple la propiedad conmutativa del producto de matrices. Existen algin tipo de
matrices que si conmutan, A-B=B-A, si esto ocurre se dice que 4 y B conmutan

Ejercicio 9: Calcular A*-B?, (A+B)’ y (A-B)” siendo A y B las siguientes matrices:

1 2 0 0 1 2
A=|0 1 1 |,B=|-11 0
2 1 -1 0 2 1
1 2 01 2 0 1 4 2
a)A’=|0 1 1 {0 1 1 |=|2 2 0] noteseque no coincide con elevar al
21 -1){2 1 -1} (0 4 2
cuadrado cada término de A
0 1 20 1 2) (-1 5 2
B=|-1 1 O}{-1 1 0|=|-1 0 -2
0 2 1)lo 2 1) (-2 4 1
1 4 2) (-1 5 2 2 -1 0
A*B=[2 2 0]-|-1 0 -2|=|3 2 2
0 4 2)|-2 4 1 2 0 1
1 3 2)(1 2 2 15 5
b) (A+BY’=(A+B)(A+B)=| -1 2 1}{-1 2 1|=/-1 4 0
2 3 0)l2 0) (-1 12 7
1 1 -2)1 1 =2 (-2 3 3
¢) (A-B’=(A-B)(A-B)=|1 0 1|1l 0 11|=|3 0 -4
2 -1 =2){2 -1 -2) |-3 4 -1

Nota: al no ser conmutativo el producto de las matrices se cumple que las igualdades
notables no son ciertas cuando A y B son matrices—>

(A+B)’=A"+B’+AB+BA#A4’+B’+24B
(A-B)*=A+B’-AB-BA#A’+B’-24B
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Ejercicio 10: Calcular los valores de x e y que verifican las siguientes igualdades:
I x\(x vy 0 0
a) | =
2 yJ)\3 4 0 0
4x=0
1 +3 +4 0 0 +4x=0
X\(x oy _[x+3x y+dx) 9y X > x=y=0
2 y)\3 4 2x+3y 2y+4y 0 0 2x+3y=0

o Y

5 x)f-x 2 (=5x+5x 10-xy) 0 10—-xy) (0 0O N
y 2\ 5 —y) [ 10=xy 2y-2y) 10-x»y 0 ) |0 ©

10-xy=0-> x-y=10

Ejercicio 11. Decir si son verdaderas o falsas las siguientes identidades para A y B
cualquier matriz:

a) (A+B)’=A’+B*+2AB - Falsa AB#BA (A+B)*=A’+B*+AB+BA#A*+B’+2AB
b) (A-B)*=A?+B%-2AB - Falsa AB#BA (A-B)’=A*+B*-AB-BA#A*+B*+2AB
¢) (A+B)(A-B)=A%-B? > Falsa AB#BA (A+B)(A-B)=A’-B-AB+BA

Ejercicio 12: Calcular las matrices que conmuten con la matriz A y B, siendo:

0 0 O
A=(; 1),B=(1 0 0)
1 1 0
a) Si conmutan se cumple que AX=XA -

11_xy_xy.ll_)x+zy+t_xx+y

0 1)z ¢) \z ¢)lo 1 z t ) \z z+t¢

X+z=x

y+t=x+y . X y 1 1

z=0,x=t,y cualquiera — 0 conmuta con 0 1 Vx,y€ R
x

z=2z

t=z+t

b) Si conmutan se cumple que BX=XB ->
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a b c¢)(0 0 O 0 0 O0\fa b c b+c ¢ 0 0
d e fl{1 0 O|=|1 0 Of{d e fl|—ole+f f O0|=| a
g h i)l 1 0 1 1 0)lg h i h+i i 0
b+c=0
c=0
e+ f=a
f=b a 0 0 0
c=0 —¢=0,b=0,f=0,e=a=i,d=h—>|d a 0 |conmutacon |l
h+i=a+d g d a 1
0=0
i=b+e
O=c+ f

0 -1

Ejercicio 13. Sea A:(l 0

) calcular A™. Calcular A, A’

Veamos lo que vale A% A’, y a partir de sus valores busquemos el valor de A™

, (0 =1N(0 -1} (-1 0

A= : = =—1Id
1 o1 o 0 -1

A'=A-A’=A(-ld)=-A

A*=A%A=(-1d)(-1d)=Id
A=A*A=1d(A)=A

A n =144k elresto de dividir n entre 4 es 1
_|=1d n=2+4k elresto de dividir n entre 4 es 2
-4 n=3+4k elresto de dividir n entre 4 es 3

Id n=4k elresto de dividir n entre 4 es 0

An

Asi A’=1d, ya que el resto de dividir 50 entre 4 es 2.
A”"=A, ya que el resto de dividir 97 entre 4 es 1

Ejercicio 14: Sea A=(2 _11) calcular A™,

9a-(; 1)
b) A:((l) )

1
1
10 1
c)A=(010)
00 1
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a)
, (1 1)1 1 141 1+1 2 2
4° = : = = =24
1 1)\ 1 1+1 1+1 2 2
22 27
A3:A%A:24A:2A2:22A:4A:( J

22 27
A= 4> 4=444=84

2n71 2n71
n _ An-l, _
A - 2 A - [211—1 2n—1j

. 3 1 3)\(1 1 1 3+1 1 4
0 1/{0 1 0 1 0 1
1 n
A" =
©)
1 0 1)1 0 1 1 0 2
A*=44=|0 1 0}{0O 1 0|=/0 1 0
0 0 1){0 0 1 0 0 1
1 0 2\1 0 1 1 0 3
A=4>4={0 1 0[{O0 1 0|=l0 1 0
0 0 1){0 0 1 0 0 1
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Ejercicio 15. Sea A una matriz que conmuta con B y C. Demostrar que es cierta la
igualdad (B-C)-A=A-(B-C)

Si A y B conmutan 2> A-B=B-A

Si A y C conmutan > A-C=C-A

(B-:C)-A=B-(C-A)=B-(A-C)=(B-A)-C=(A-B)-C=A-(B-C)

Ejerciciol6 ;Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas puedan existir A'-B'y
B-A?

Sea A€ Muu(R) y Be Mpy(R).
Si existe A‘B 2 n=p
Si existe B-A 2 q=m

Soélo existe A'B y B-A si A€ My Y BE Muxm. Un caso particular es cuando m=n, es
decir las dos matrices son matrices cuadradas.

4. Transposicion de Matrices.Matrices simétricas y antisimétricas

Definicion: sea una matriz A€ Mxn(R) se llama matriz transpuesta y se escribe como
A'e Myxm(R) que resulta de cambiar las filas por las columnas.

Ejemplos:
1 4
12 3) |
A= A'=|2 5
4 5 6
3 6
B=|2| B'=(1 2 3)
3
1 2 3 1 7
C=|4 5 6| C'=|2 5 8
7 36 9
Propiedades:
1. (AY=A
2. (A+B)=A+B'
3. (k'A)'=kA'
4. (A-B)=B"A'
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Las transposiciones de matrices nos permiten definir dos tipos de matrices: simétricas y
antisimétricas. Definamoslas:

a) Matriz simétrica: es toda matriz cuadrada Ae M;;,(R) tal que coincide con su
transpuesta A' = A=A', es decir los elementos simétricos respecto a la
diagonal son iguales, veamos un ejemplo de dimension 3:

a x y a x y
A=|x b z| A'=|x b =z
y z ¢ y z ¢

b) Matriz antisimétrica: es toda matriz cuadrada Ae M;xn(R) tal que coincide con
el opuesto de su transpuesta -A' > A=-A', es decir los elementos simétricos
respecto a la diagonal son opuestos, y los de la diagonal son cero. Veamos un
ejemplo de dimension 3:

0O x vy 0 —x -y 0 x vy
A=|-x 0 z| A'=|x 0 -z|=—-x 0 z|=-4
-y -z 0 vy z 0 -y -z 0

Ejercicio 17. Demostrar las propiedades de matrices traspuestas a partir de las
siguientes matrices:

ST
I N

0 (O i E S S W R
P2: (A+B) = + = = =A'+B = + =
3 4) |45 79) (509 2 41357509
t((q 2}] (—k 2th (—k SkJ , (—1 3] (—k 3kj
P3: (k-A)=| k = = o kA = —
3 4 3k 4k 2k 4k 2 4) |2k 4k
t((—l 2}(1 3}} [7 7}‘ [7 19) o (1 4}(—1 3) (7 19j
P4:(A-B)= - - - SBA = . _
3 4)4 5 19 29) |7 29 3 5)l2 4) |7 29
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Ejercicio 18: Escribir una matriz simétrica y antismétrica de dimension 2,3 y 4.

1 2 0o 2
simetrica S = antismeétrica A=

2 4] (— 2 O]

1 2 3 0 2 3
simetrica S=(2 -3 9 antismetrica A=|-2 0 9

3 9 5 -3 -9 0

1 3 4 5 0 1 2 3

) 3 3 6 2 -1 0 4 5

simétrica S = antisimétrica A=

4 6 2 0 -2 -4 0 6

5 2 0 7 -3 =5 -6 0

Ejercicio 19. Encontrar todas las matrices A antisimétricas y S simétricas de orden 2
que verifican A*=Id y S*=Id

0

- X

, (0 x)(0 x) (=x* 0 ) (1 O
A= —x 0.—x o) | o —=x2) lo 1 > x’=1 imposible, es decir no hay

ninguna matriz antismétrica de orden 2 que al cuadrado sea igual a la Id.

X
Si A es antisimétrica de orden 2 entonces es de la siguiente forma 4 = ( OJ’ VxeR

X

Si S es simétrica de orden 2 es de la siguiente forma S = (y ] , VX,y,2e R

X z
2o [Y Y ) (x*+y? yx+xz) (10
x z)\x z wtxz x*+z° 0o 1)
DM x*+y° =1
(2)x* + z> =1 | delaecuacion 3 obtenemos x(y+2)=0 > x=0 0 y=-z

B)yx+xz=0

caso 1: x=0 2 y=%1,z=%1

5= » 8y = Sy = S, =
0 1 O -1 0 -1 0 _1
caso 2: y=-z > x*+y’=1 x=+ /l—yz

y NESE y —1=y? le si 1<y<1
S. = , S = S€ Cump (] Slempre que Sy>
5 [vl—yz -y J ° (— =y -y

(radicando positivo).
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Ejercicio 20. Descomponer toda matriz cuadrada como suma de una matriz simétrica y
otra antisimétrica

Sea Be My, 1a matriz cuadrada, veamos las siguientes matrices:

B+ B’ imétri -2
S= — demostremos que es simétrica StZLB —;B j -2 ; 2 =S
A= B-5 —> demostremos que es antismétrica At:(B 23 J = 2 25 ZB -

Tendremos que comprobar que la suma de A y S suman B:

B-B' B+B'

A+S B

5. Matriz inversa

5.1 Definicidn

Definicion: la matriz inversa de una matriz cuadrada AeMx,(R) es otra matriz
cuadrada de misma dimension que se denota como A™'e My (R) tal que se cumple:

A-A"'=A""A=1d con Ide My,(R)

No todas las matrices cuadradas tienen inversa, asi las matrices que tiene inversa se
llaman matrices regulares y las que no tienen inversa se denominan matrices
singulares.

5.2 Cdlculo de la inversa

El método mas sencillo para el célculo de la inversa lo veremos en el tema siguiente,
cuando definamos el determinante de las matrices.

Para matrices 2x2 podemos calcular la inversa a partir de la definicion:

Ejemplo:
= 3) =27
3 7 z t
T 2 2'x Y 1 0
3 7))z ¢ 0 1
2x+2z 2y+2t) (1 0O
3x+7z 3y+7t) \0 1

Tenemos 4 ecuaciones con 4 incognitas, que podemos agruparlas en dos sistemas de dos
ecuaciones con dos incognitas:

(1) 2x+2z=1

(2) 2y+2t=0

(3) 3x+7z=0

(4) 3y+7t=1
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Los sistemas son:
(1) 2x+2221}
(3) 3x+7z=0
(2) 2y+2t=0
(4) 3y+7t=1 }

7 =2
Las soluciones son x=7/8, y=-1/4, z=-3/8 y t=1/4, con lo que A~ = l( ]

8\ -3 2

8 0 1 0

Comprobacion: A-A'1=l = =1d
8l0 8 0 1

Ejercicio 21. Calcular la inversa de las siguientes matrices

SRR I R M O M PO b
2 0 z t 2 0)\z ¢ 2x 2y 0 1
(1) z=1
(2) t=0

(3) 2x=0
(4) 2y=1

0 1
Solucién x=t=0 y=1/2 z=1 > 4™ [O J 1( J
1

1
517212 0
Comprobacion: A-A'1=%( J ( ]

1 2 1 2 +2 + 2t 1 0
b)A: Al— R A E
3 4 z t 3x+4z 3y+4¢ 0 1

(1) x+2z=1
(2) y+2t=0

(3) 3x+4z=0

(4) 3y+4t=1
(1) x+2z=1 }

x=-2, z=3/2
(3) 3x+4z=0

(2) y+2t=0
y=1,t=-1/2
4) 3y+4t—

o —4 2
372 —1/2) 203 -1
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c)A:12A_1:xy912-xy=x+2Z y+2t:10
4 8 z t 4 8)\z ¢ 4x+8z 4y+8t 0 1
(1) x+2z=1
(2) y+2t=0

(3) 4x+8z=0
(4) 4y+8t=1

(1) x+2z=1
no solucion
(3) 4x+8z=0

(2) y+2t=0
no solucion
(4) 4y+8t=1

Luego la matriz A no tiene inversa, por lo que es una matriz singular .

6. Resolucion de ecuaciones matriciales

6.1 Definicion

Definicion: son ecuaciones algebraicas donde los coeficientes y las incognitas son
matrices.

Ejemplos

2 -1
(PAU JUN 2004 PRUEBA A, C-4) > X-B+B=B" siendo B=§( | j

1 11 -1 0 0
(PAU SEP 2004 PRUEBA B, C-1)-> P"-B-P=A siendo P=|-1 0 1[4=[0 -1 0
0 -11 0 0 2

6.2 Resolucion de ecuaciones.

Tenemos que obtener la matriz incognita, que generalmente se denota como X,
despejandola de la igualdad. Para conseguirlo tenemos las siguientes reglas:

1) Siuna matriz esta sumando a un lado de la igualdad pasa restando al otro lado
de la igualdad y al revés.

X+B=C > X=C-B
X-B=C > X=C+B
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2) Si multiplicamos una matriz por la izquierda a un lado de la igualdad también lo
tenemos que hacer en el otro lado de la igualdad por la izquierda. Igual por la
derecha.

AX=B > ATAX=ATB>Id X=A"B > X=A"B
X-A=B > X-A-A'=B-A"! > X1d=B-A"'> X=B-A"!

Ejemplo: veamos la resolucion de los dos anteriores ejemplos:

(PAU JUN 2004 PRUEBA B, C-4)

X_B+B:B—1 pasamos B otro miembro X‘B:B_I-B multiplicanos porB™ aladerecha X'B‘B_IZ(B_I-B)‘B_I
X-1d=(B'-B)B' > X=B!'- B'-B-B'=B"- B'-Id

1 4 (2 1 2 1)y (2 1) (1 O
Calculando B™ tenemos que B = L con lo que X= . \ -
(5 4 1 0) (4 4 4 11

4 5) 10 1) 4 4) 11
(PAU SEP 2004 PRUEBA B, C-1)

P-I_B_P:A multiplicamos por P por la izquierda PP-IBP:PA 9 IdBP:AP QBPZPA
multiplicamos por P™' por la derecha B'P'P_IZP'A’P_I QBZPAP_I

1 -2 1
Calculando P :% 1 1 -2 tenemos que la matriz B buscada es:
I 1 1
111—10011—211033 0 1 1
B=—101-O—10-§11—2=§3OS=101
0 -1 1)Lto 0 2 1 1 1 330 1 10

Ejercicio 22: Las matrices A tal que A=A se llaman idelpotentes, calcular las matrices
idelpotentes de orden 2

a b X a b(a b a’*+b* ba+bc a b
b ¢ b c¢c/\b c ab+bc c*+b* b ¢

) a*+b*=a
(2) ba+bc=>b
(3) ba+bc=>b
4 c*+b*=c

= (2) y (3) son iguales b=b(a+c) = caso 1: a=1-c ; caso 2 b=0

José Luis Lorente Aragon 63



Unidad 8. Matrices

Caso 1 a=l-c
Sustituyendo en (1) (1-¢)*+b*=(1-c) > b=++/c —c?

positivo)
2 2
A= l1-c c—c A= l1-c —\c—c
Ve—-¢? c —e-c¢? c

Caso 2 b=0
Sustituyendo en (1) =2 a’=a a=1,0

¥V ce[0,1] (que son los valores de ¢ donde el radicando es

Sustituyendo en (4) > ¢*=c ¢=1,0

Esto nos genera 4 soluciones:

0 0 1 0 0 0 1 0
As= , Ag= , As= , Ae=
0 0 0 1 0 1 0 0

0 -1 -2
Ejercicio 23. Sea A la matriz (—1 0 —2). Calcular k tal que se cumpla la
1 1 3

siguiente igualdad (A-kId)*=0

-k -1 =2
(AkId)=| -1 -k =2
1 1 3-k
“k =1 =2\ [(=k -1 =2\(-k -1 =2
(A=K =|-1 -k -2 | =[-1 -k =-2}{-1 -k -2 |=
1 1 3-k 1 1 3=kl 1 1 3-k
kK*—=1  2k-=2 4k —4 0 00
=| 2k-2 k*-1 4k—4 |=|0 0 0
—2k+2 —-2k+2 5-6k+k’ 0 0 0

Tenemos 9 ecuaciones con una incégnita, todas las ecuaciones tienen una solucion
comun k=1. Si la solucion fuera distinta en alguna otra ecuacion no tendria solucion
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Ejercicio 24. Calcular la matriz X, en la ecuacion matricial B(2A+1d)=AXA+B siendo

3 -3 -1 1 -1 2
A={-4 1 -1]yB=[-1 0 1
2 0 1 0 -1 1
BQA+Id)=AXA+B g Bovo mienbro_y 37 A +1d)-B=AXA>2BA=AXA

multiplica/nosporA_l porizquierda 2A—1BA: A—IAXAe 2A—1BA — XA multiplicamos A por la derecha
2A'BAA'=XAA'> 2A'B=X

1 2 3
Calculando A" (tema siguiente) 4" =| 2 5 7
-2 -4 -5
1 =1 2 -2 -8 14 -1 -4 7
-1
X=2A'B=2| 5 5 7 |{-1 0o 1|7|-6 -18 32 |=2{-3 -9 16
-2 -4 -5)L0 -1 1 4 14 =26 2 7 -13
0 1 1
Ejercicio 25. Prueba que A*-A-21=0 siendo A= 1 0 1 |. Calcula A" a partir de la
1 1 0
anterior igualdad:
0 1 1)/0 1 1 2 1 1
A*=|1 0 1[{1 0 1|=|1 2 1
1 1 0J{1 1 O 1 1 2
2 1 1 0 1 1 1 00 0 00
A*A21d=|1 2 1]-|1 0 1|2|0 1 0|={0 0 0
I 1 2 1 10 0 0 1 0 00
(A-1d)

A?-A-21d=0 > A*-A=2Id > A(A-1d)=21d > AT =ld> A=

NCIE
A=51 1

1 1 -1

(A -1d)
2

Ejercicio 26. Si A y B son dos matrices diagonales de orden 2 demuestra que A-B=B-A.
Hallar las matrices diagonales que cumplan A%=Id

x 0 z 0 xz 0 xz 0
a) A= , B= 2> A'B= , B-A=
0 y 0 ¢ 0 yt 0 yt
0 0 2 1 0
b) x A e 0 = 9x2=1,y2=1 >x=t1,y=%1
0 vy 0 y 0 y2 0 1

Luego hay 4 soluciones: A=| - | ar=| 1 YAl O las[h
ucgo na soluciones. = . = 5 = 9 =
goay “lo 1) Lo 1) o —1) Lo -1
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Ejercicios PAU:

Junio 2004.Prueba B

2 -1
-1 2

XB+B=B-1 pasamos B otro miembro X'BzB-l-B multiplicanos por B™ aladerecha X'B'B-lz(B-l-B)'B-l
X 1d=(B'-B)B"' > X=B"'-B'-B- B'=B!- B'-1d

1 4 (21 2 1) (2 1 1 0
Calculando B~ tenemos que B"= con lo que X= . - -
1 2 1 21 2)10 1
(5 4 1 0) (4 4 _4 11
4 5) 10 1) 4 4) 111

Septiembre 2004. Prueba B

C-4-Dada la matriz BZ& ( ) hallese una matriz X que verifique la ecuacién XB+B=B"".

1 1 1 -1 0 0
C-1) Dadas las matrices P = (—1 0 1) y A=< 0 -1 0), hallese la matriz B
| 0 -1 1 0 0 2
sabiendo que P BP=A.

P_I'B’P:A multiplicamos por P por la izquierda PP-IBP:PA 9 IdBP:AP QBPZPA
multiplicamos por P™' por la derecha B'P’P_IZP'A’P_l QBZPAP_I

1 -2 1
o1 .
Calculando P~ = 3 1 1 -2/ tenemos que la matriz B buscada es:
1 1 1
1 (-1 0 0 11 -2 1 10 3 3 0 1 1
B=—101-0—10-§1 Io-27 3 0 3)=[1 01
0 -1 1)L 0 0 2 1 1 1 3 3 0 1 1 0

Junio 2005. Prueba B

1 0 O 1 0 O
C-1.- Dadas las matrices 4=[1 0 0|, C=l2 1 0 |, hallense las matrices X que
3 2 2
satisfacen XC+A=C+AZ.

1 00 1 0
XC+A=C+A* siendoA=|1 0 0|yC=|2 1
1 0 0 3 2

N OO

XC+A:C+A2 pasamos A al otro miembro XC:C+A2-A multiplicamos por c! por la derecha

XC-C'=(C+A%-A)-C! DX=(C+A%-A)-C' > X=1d+(A%-A)-C"
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1 0 0)(L O O 1 00
Calculemos A*=|1 0 0[-[1 0 0|=|1 0 0|=A.Luego sustituyendo A=A en la
1 0 0J{1L 0 O 1 00

ecuacion matricial tenemos:

X=Id+(A-A)-C'=Id

Junio 2006. Prueba A

C-1- Hallense las matrices 4 cuadradas de orden 2, que verifican la igualdad:

AG D= 1)

1 0 1 0 L0
A (1 lj = ( 1 J'A —> es equivalente a ver las matrices que conmutan con (1 J

Por resolucion de ecuaciones no podemos obtenerla, ya que no podemos despejar A, ya
que para eliminarla del primer miembro deberiamos multiplicar por A", pero entonces
tendriamos A y A™' en el segundo miembro.

X
Para solucionar esto definamos la matriz A como A=( Jt/) Asi la igualdad es de la
z

siguiente:

S Y M e O O
z t)\1l 1 I 1)z ¢ z+t ¢ x+z y+t
(1) xty=x > y=0

(2) y=y
(3) z+t=x+z Dt=x
@ytt=t  D>y=0

x 0
Luego A sera toda matriz AZ( j Vx,ze R.
z X

Comprobacion:

0 )

e
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Junio 2006. Prueba B

1 1 0 -1 0 0
C-1.- Dadas las matrices P=<—1 0 1) y A=< 0 -1 O), hallese
-1 -1 1 0O 0 2
razonadamente la matriz B sabiendo que BP=A.

BP=A > BPP!'=AP! > B=AP!

1 -1 1
Calculando P”'(tema siguiente): P'=| o | _1]|.
1 0 1
-1 0 O I -1 1 -1 1 -1
EntoncesB=| 0 -1 0['l0 1 -1|/=|0 -1 1
0 0 2)\{1 0 1 2 0 2

Septiembre 2007. Prueba A

2 1

C-1.- Sean X una matriz 2x2, / la matriz identidad 2x2 y B=(0 1

que BX+B=B+1.

). Hallar X sabiendo

BX+B=B>+1> BX=B>+1-B> B'(BX)=B"(B>+1-B)>
X=B'B>+B"'-B'B> X=B+B" -1

1 -1 31
Calculando B'1=l > X:l
2\0 2 20 2

Junio 2008. Prueba A

C-3.- Sean BZ(g g) y C=(183 g) calcular A sabiendo A>=B y A’=C

Veamos lo dificil que seria resolver el sistema de la siguiente forma

A_x yeAz_x yi[x y_x2+yz xy+yt| (S 3
= = = L=

z t z t)\z t xz+zt zy+t 3 2

A3_[x2+yz xy+yt}(x yj_(x3+xyz+xyz+yzt x2y+yzz+xyt+ytzj_(l3 8}

xz+zt Zy+z‘2 z t x22+xzt+22y+t22 xyz+yzz‘+zyt+z‘3 8 5

Tendremos que pensar en una forma mas sencilla para encontrar la matriz A:
Si B=A? y C=A’, entonces se cumple que C=A*A=B-A
C=B-A > B'-C=A

4 (2 -3 2 =3)(13 8§ 89 55
Calculando B™'= > A= . =
-3 5 -3 5 8 5 55 34
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Unidad 9.Determinantes

TEMA 9. DETERMINANTES.

[E—

e

. Conceptos previos, permutaciones
. Definicion general de determinantes
. Determinante de matrices de orden 2 y orden 3.

3.1.Determinante matrices cuadradas de orden 2

3.2.Determinante matrices cuadradas de orden 3

Determinante de algunas matrices especiales

Propiedades de los determinantes

Otros métodos de calcular los determinantes. Determinante de matriz de
orden 4

6.1.Por adjuntos

6.2.Haciendo cero una fila o una columna

6.3.Determinante de Vandermonde

Calculo de la matriz inversa.

. Rango de una matriz
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Contexto con la P.A.U.

El calculo de determinantes es muy importante, ya que se utilizara en el tema siguiente
en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, problema que generalmente sale en
una de las opciones del examen de P.A.U.

Ademas de la importancia relativa a su utilizacion en los problemas del siguiente tema,
también es frecuente que en los exdmenes de selectividad haya cuestiones relacionadas
directamente con esta unidad, tales como:

e (Calculo de determinantes aplicando propiedades.
e (Calculo de determinantes 4x4
e (alculo de inversas

e Determinar si una matriz inversible
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1. Conceptos previos. Permutaciones

Antes de estudiar el determinante veamos primero lo que significa la permutacion, que
nos va a servir para luego definir el determinante.

Definicion: dado n elementos diferentes, permutaciones son las distintas posibles
ordenaciones de estos elementos. El conjunto de todas la permutaciones se denota como
S, y el nimero total de permutaciones es de n!=n-(n-1)-(n-2)-...-1

Ejemplos: El conjunto de permutaciones de tres elementos, S3, vienen definidas por las
siguientes 3!=6 permutaciones:

C123=1d, G132, G231, G213, G312, O321.

Definicion: el indice de una permutacion es el minimo nimero de modificaciones que
debemos realizar a sus elementos para llegar a la permutacion identidad, donde todos
los elementos estan ordenados de menor a mayor (ejemplo G23=id en S3). Se denota
como i(c) donde © es la permutacion

Ejemplos:
G123 2 1(0123)=0
0132 21(0132)=1 permutando el 3 y el 2 obtenemos la permutacion identidad

0312 21(0312)=2 permutando el 3 y el 2, y luego el 2 y el 1 obtenemos la
permutacion identidad

2. Definicion general de determinante

Definicion: Sea A=a;j una matriz cuadrada de orden n (A€ M;(R)) definimos como
determinante de A y se denota como |A| o det(A) al siguiente niumero real:

a; «\%

n

det(A)=[ A|=|... .. ..|= Z(—l)i(") A5y +@yo(ny (12 suma tiene n! términos)

o€Ss,

a

nl nn

3. Determinante de Matrices de orden 2y 3

En este apartado vamos a ver a partir de la definicion del apartado anterior el valor del
determinante de las matrices 2x2 y 3x3

3.1 Determinante de matrices cuadras de orden 2.

. . , . a a
Sea la matriz Ae My, definida de forma genérica como 4 :( 712 " calculemos el
ay dp

determinante a partir de la definicion:

all a12

det(A) = A= = Z(_l)i(w A5y Qo) = (_1)1(%)“11 Ayt (_1)1(021)‘112 Ay = Ay —Appdy;

€S,

21 22
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Ejemplos:
3 1 3 1
A= 2| A= =3-=D-(19)=-12
(9_J||‘9_1‘()()
1 2 1 2
B= 2|B= =14-(32)=-2
3 4 3 4

3.2. Determinante de matrices cuadradas de orden 3.

De la misma forma que en el apartado anterior veamos como calcular el determinante de
las matrices cuadradas de orden 3. En este caso el nimero de sumas sera 3!=6. Veremos
una regla nemotécnica, regla de Sarros, para recordar como calcularlo.

a; dp dp

Sea AeMj3,3(R) definido de forma genérica como A=|a, a, a, |. Antes de

aplicar la definicion de determinante veamos las permutaciones y sus indices:
G123 = 1(0123)=0 par
O132 9i(6132):1 impar
0231 9i(6231):2 par
0213 21(6213)=1 impar
G312 21(0312)=2 par
01321 9i(6321):1 par
De esta forma:
ay, 4, a4,
|Al=|ay  ayn  ay|=(D "y ay ag, + (=)' aaya, + (1) ay, a0, +
a3 4z ds
+(=1)' Ay dyds + (-1)? A3°dy°a3 + -1’ a0y dy =

=(a),° Ay Ay + A1y Q305 + Q137005 ) — (@10 y3 703y + A1y, Ay; + Q13705 °A3))

Regla de Sarrus :
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Ejemplos:
1 2 3
4 5 6=(159+483+2:67)— (357 +861+429) = (45+84+96)—(105+48+72) =0
7 8 9
1 2
1 -1 3=[l(D)4+1(2)0+23 ()] -[0- (1) (4)+124+(-2) 31 = (4 +0—-24) —(0+8—6) =30
-4 -2

Ejercicio 1. Calcular los siguientes determinantes

a - 5‘ ) 5
a) =a —(-25)=a" +25
5 a
p [ TYois-(8)=23
)|, [T (8)=
o7 T ) (a1 a ) =1-a? — (@ =) =2(1 - a?)
a+1 1
1 10
A1 0 1|=[101+110+110]-[0-:00 + 111+ 111] = -2
01 1
1 -2 3
e |0 3 4=[135+013+(-2)4(-4)]-[(-4)33+ 141+ 0(-2)-5] = 79
-4 1 5
m 1 3
D11 =1 =1 =[mE)m+13)3+1(D)S]|-[3(=1)5+(B3) )y m+11m| =—m* —4m+1
5 -3 m

4. Determinante de algunas matrices especiales

En este apartado calcularemos de forma sencilla el valor de los determinantes de
algunas matrices cuadradas especiales.

1. Determinante de la matriz nula

La matriz cuadrada nula es aquella en la que todos los coeficientes son cero, se denota
como 0.

A=0 2> a;=0 Vije {1,2,....n} > [0|= D (-1)"q,, ..

o€eSs,

0

no(n) =
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2. Determinante de la matriz identidad

Recordemos que la matriz identidad es aquella donde todos los elementos fuera de la
diagonal son nulos y los de la diagonal vale 1.

1 0 .. 0

0 1 .
Id =

0O .. .. 0

0 0 .. 1

Es facil comprobar que el valor del determinante identidad es la unidad, veamoslo a
partir de la definicioén de determinante:

[1d] = > ()" a0y = (D)@ ay, . a,, +0=11.1=1
oeSs,
3. Determinante de la matriz diagonal

Matrices diagonales son aquellas donde los elementos fuera de la diagonal son nulos,
pudiendo valer cualquier valor los elementos de la misma.

a, 0 .. 0
Do 0 a, .. 0
0 0 .. a

nn

Es facil de ver que el valor del determinante de la matriz diagonal es igual al producto
de los elementos de la diagonal. Es facil demostrarlo a partir de la definicién de
determinante.

_ i(0) .o A 0 . .o — . ..
|D| = Z(—l)’ o Uiy g = (D" ayayca,, +0=a,-a,..ca,,

oes,

4. Determinante de la matriz triangular

Recordemos la definicion de matriz triangular superior e inferior:

a, 4ap a, a, 0 0
0 a a a a 0
2 2 21 2
Tq = " Tl =
0
O O ann anl an2 ann

El valor del determinante de las matrices triangulares, tanto superior como inferior, es
igual al producto de los elementos de la diagonal. La demostracion es mas complicada
que las anteriores.

|TS|2311‘322'...‘ann |Ti|=an‘a22-...‘ann
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5. Propiedades de los determinantes

En este apartado veremos las propiedades més importantes de los determinantes, a partir
de las cuales sera facil calcular el valor de los determinantes de algunas matrices. Para
este apartado usaremos la siguiente notacion:

A€eM;(R) = formado por n filas A=(F;,...,F,) con F; fila i-ésima

—> formado por n columnas A=(Cy,...,C,) con C; la columna i-ésima.

Ejemplo:
1 2 3 1 2 3
A=|4 5 6 A:(Fl,Fz,F3); A:(C1,C2,C3) donde Fl =4 , F2 =5 3 F3 =6
7 8 9 7 8 9
yCi=(123),C=(456)y C:=(789)

Propiedad 1: el determinante de una matriz es igual al determinante de de la matriz
transpuesta:

det(A)=det(A")

Importante: a partir de esta propiedad todas las propiedades de los determinantes que
relacionen columnas seran ciertas también para las filas y al revés.

Propiedad 2: si los elementos de una fila (o columna) de una matriz se le multiplican
por un nimero el determinante de la nueva matriz queda multiplicado por dicho
nimero:

det(Fl,Fz,. . .,kFi,. . .,Fn)= k‘det(Fl,Fz,. . .,Fi,. . .,Fn)
det(C,,Cy,...,CF,...,C,)= k-det(C4,Cs,...,Ci,...,Ch)

Ejemplo:

1 -3 5

A=2 3
0 1 1
1 -3 10

B=]2 3 12| - BJ=2|A]
0 1 2
1 -3 5

C=|-2 -3 —-6]| 2[C[=1A]
0 1 1
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Propiedad 3: Si a una matriz A€ M;,(R) la multiplicamos por un nimero k (B=k-A), el
determinante de la nueva matriz, B, es k" veces el determinante de A:

det(k-A)=k"-det(A)

Demostracion: a partir de la propiedad 2 es facil de ver esta propiedad:

det(k-A)=det(k-C, k-Cs,... k-Cy)=k-det(C1.k-Car... kCoy=  Kdet(Cy,Can... k-Co)=...=
=kn‘det(C 1,Co,...,Ch)

Ejemplo:
1 -3 5 2 -6 10
A=|2 3 6| B=24=|4 6 12| > |BF2’A|
0 1 1 0 2 2

Propiedad 4: Si los elementos de la columna i-esima (o una fila) de una matriz
cuadrada se puede descomponer como suma de columnas (o filas), su determinante sera
igual a la suma de los determinantes de las matrices que tienen las demas columnas
(filas) iguales y la i-ésima de cada uno de ellas una de las columnas de la suma

det(Fi, Fa,... . FitFy,...,Fn)= det(Fi,Fa,....Fi,....Fy)+ det(Fi, Fa,.. ., Fi,.. . ,Fy)
det(Cl,Cz,. . .,Ci+Ci’,. . .,Cn)= det(Cl,Cz,. . .,Ci,. . .,Cn)+ det(Cl,Cz,. . .,Ci’,. ooy Cn)

Ejemplos:

I 5+2 3| (I 5 3] {1 2 3

4 0+7 —-1=4 0 -1+4 7 —-1=-61+73=12
0 3+46 5| 0 3 5/ [0 6 5

1+0 5+2 2+1 |1 5 2] [0 2 1
4 7 -1|=4 7 -1+4 7 -1=16-4=12
0 9 5 09 51109 5

det(C;,Cg-ing ’,C3): del(C1,C2,C3)+ det(C;,Cg ’,C3)

Propiedad 5: El determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto
de los determinantes de ambas matrices.

det(A-B)=det(A)-det(B)

Ejemplo:

o G G )
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1
%
-2

11
‘=2-l6=32
0
3 1
-1 5

‘:16

Propiedad 6: Si una matriz permuta dos columnas (filas),
signo.

su determinante cambia de

det(Fl,Fz,...,Fi, ceey Fj,...,Fn)= -det(Fl,Fz,...,Fj,..., Fi,...,Fn)
det(Cl,Cz,...,Ci, coey Ci,...,Cn)= -det(Cl,Cz,...,Ci,..., Ci,...,Cn)

Ejemplos:
1 3 4 3 1 4 4 3 1 |1 4 3 4 1 3 3 4 1
0 1 O=—-1 0 O=—-0 1 O0|=—-0 0 1j=j0 0 1= 0 O
-1 2 0 2 -1 0 0 2 -1 -1 0 2 [0 -1 20 2 0 -1

Propiedad 7: Si una matriz tiene una fila o una columna formada por ceros su

determinante es cero.

det(Fl, Fz,..., 0, coey Fn)=0

det(C,, G...., 0, ..., C,)=0

Ejemplo:
1 2 3 4 0
6 7 8 9 0 1 2 3
11 12 13 14 0=0 [0 0 0=0
15 16 17 18 0 4 5 6
19 20 21 22 0

Propiedad 8: Si en una matriz dos filas o columnas son
determinante es cero:

det(Fy,..., Fiy.. .,k Fpy...,Fp)=0
det(Cl,. ooy Ci,. . .,k'Ci,. . .,Cn)=0

Ejemplos :

iguales o proporcionales su

det(F1,F2,F1)=0 ; det(F1,4F3,F3)=0 ; det(C;,C5,C2)=0; det(-2C5,C,,C3)=0

1 2 3 1 1 3
2 4 6/=0 2 2 6/=0
5 6 7 5 57
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Propiedad 9: Sea una matriz cuadrada donde los elementos de una fila (columna) son
combinacion lineal de las restantes filas (columnas) entonces su determinante es cero:

det(Fl, Fz,..., 7\,1‘F1+7L2‘F2+...+}\4-1‘Fi-1+7\.i+1‘Fi+1+...+7\4n‘Fn, coey Fn)=0
— -
——
Fila i
det(Cy, Cayeeey A*C1HA2 Cot.. .+ Ai*Cisg HAit1°Cisr +e o . A Cyy <oy Cp)=0
— -
——
Columna i

Ejemplos:

det(F,2F3+3F -F4,F3,F4)=det(F;,2F3,F3,F4)+ det(F1,3F1,F3,F4)+ det(F;,-F4,F3,F4)=0

det(C1,2C41+3C1-C;5,C5,C4)=det(C,2C4,C3,Cy)+det(C1,3C4,C3,Cq)+det(C,-C3,C3,C4)=0
1 2 3
4 5 6 |=0
7 8 9

—F+2F,

Propiedad 10: si en una matriz su determinante es cero, entonces una fila (columna) es
combinacion lineal del resto de filas (columnas).

det(A)=0 =2 Fi=ArFi+h Fot+. A Fiat i Fi . oA Fa

Ci=A1'CitA2-Coto A" Cist iz 1" Cisa te o . A AR Cyy

Conclusion: de la propiedad 9 y 10 |A|=0 €-> una fila (columna) es combinacién
lineal del resto

Propiedad 11: El determinante de la matriz A es 1//A

1

detA)y="4 )

Se puede demostrar facilmente a partir de la propiedad 5:

A-A'=Id > det(A-A™)=det(A)-det(A™)=det(Id)=1 > det(A™)=

det(A)

Propiedad 12: Si a los elementos de una fila (columna) se les suma una combinacion
lineal de otras filas (columnas), su determinante no varia.

det(FlaF29- -sFis.. -,Fn)=det(F1,F2,. . .,%1‘F1+A2‘F2+. . '+A'i-1'Fi-1+Fi+
+AisrFisrte ..t Fo, ..oy Fp)
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RESUMEN DE PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Pi:  det(A)=det(A")

Py:  det(FLFs,... KF,... .Fo)= k-det(F\,Fs,....Fi...,Fn)
det(C1,Ca,... kCi....Co)= k-det(C1,Ca.....Cir....Cn)

P;: det(k'A)=k"-det(A) con A€ My,

Py: det(F,Fo,... . Fi+Fy,... ,Fy)=det(F,Fa,..  Fi,...,Fn)+ det(F,Fa,.. Fi,.. . ,Fy)
det(C,,Cy,...,.CiHCy,...,Ch)=det(Cy,Cy,...,C,,...,Ch)t det(Cy,Ca,...,Ci,...,.Ch)

Ps: det(A-B)=det(A)-det(B)
Ps: det(Fy,F»,....Fi, ..., Fj,...,Fn): -det(Fl,Fz,...,Fj,..., Fi,...,Fn)

P7: det(F1, Fz,..., 0, ceey Fn)=0
det(Cy, C,..., 0, ..., Cy)=0

Pg: det(Fy,..., Fi,....k'Fj,...,F,)=0
det(Cy,..., G,....kC;,...,Ch)=0

Py: det(Fy, Fa,..., A" Fi+Ay Fot. . A Fit A Fia . A A Fy, ..., F)=0

— v
——
Fila i
det(C1, Cz,..., kl-C1+7»2-C2+...+7ui_1-Ci_1+7»i+1-Ci+1+...+7un-Cn, ceey Cn)=0
— v
——
Columna 1

Pio: det(A)=0 2> Fi= A Fi+h Fot. . A Fiog A Fio+. . . A Fy
Ci=A - CiHA Cot. . AN Cig i1 Cis +. A Cy

Pii:  det(A)=1/det(A)

Piy:  det(Fi,F,,... Fi,... . Fy)=det(F,F,.. .,7\,1 ‘Fi+AoFot.. . +Ai Fi +F+
+7\,i+1 'Fi+1+. . .+7Ln'Fn, ooy Fn)
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Ejercicios

Ejercicio 2. Calcula el determinante de las siguientes matrices:

1 -3 4
a) A=| 0 2 5| >|AFF43
-1 -2 5
2 -1 -3
b)B=|6 7 —4|°>|B=-127
9 1 0
a —a 0
)C=[0 a 1]|>|C-a’
0 a*> 0
1 0 0
T > D|=1-3-1-(-7)=-21 (triangular)
_ =1-3-1-(-7)=- riangular
2.1 53 1 \
0.6 056 8 —7

Ejercicio 3: Calcular el valor de los siguientes determinantes a partir de conocer el
determinante de A:

1 10 8 -5
-7 3 1 -
A= > det(A)=|A| =198
2 0
0 8 —7
2 10 8 -5 21 10 8 -5
14 3 1 2(-7) 3 1 -1
a) B= > det(B)= =7 =2 A=396
4 6 0 22 6 0
0 0 8 —7 20 0 8 -7
-3 -30 -24 15 —31 -310 -38 —3(-5)
-7 3 1 -1 -7 3 1 -1
b) C= S CE =—3| A|=-594
2 6 0 1 2 6 0 1
0o 8 -7 o o0 8 -7
5 50 40 -25 51 510 58 5(=5)
-7 3 1 -1 -7 3 1 -1
¢) D= > Dl =52 A=1980
2 6 0 1 2 6 0 1
0 0 16 —14 0 0 28 2(-7)
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3 30 24 -15

21 9 3 -3 y
d) E= > [E[=3-A=3"|A|=16038
6 18 0 3

0 0 24 -21

Ejercicio 4. Sea A=(F1, F2, F3, F4), cuyo determinante es det(A)=|A|=-3, calcular el
valor del determinantes de las siguientes matrices:

a) B=(2F+, F2, F3, F4) > det(B)=2-det(F1, F2, F3, F4)=2:|A|=-6

b) C=(-F1, F2, F3, 4F4) = det(C)=-det( F1, F2, F3,4F4)=-4- det( F1, F2, F3,F4) =-
4|A|=12

c) D=5-A > [D|=5"A]
d) E= (2F1, 3F2,-2 F3, 5F4) = det(E)=2-det(F1, 3F2,-2 F3, 5F4)=
=2-3-det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=2-3-(-2)- det(F1, F2, F3, 5F4)=

=2-3-(-2)-5det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=-60-|A|=180

Ejercicio 5. Resolver los siguientes determinantes

a)
1 a b+cl [l a b+c+a I a 1
1 b c+al=[1 b c+a+b=(a+b+c)l b l=(a+b+c)0=0
P12 P2 P8
1 ¢ a+bl [l ¢ a+b+c I ¢ 1
\ﬁf—/
Fy+Fy
b)
a c+d b Il c+d b 1 c+d+b b 115
a b+d cl=all b+d c|=all b+d+c c|l=ab+c+d)|l 1 cl=ab+c+d)0=0
P2 P12 P2 P8
a b+c d 1 b+c d 1 b+c+d d 11 d
—_—
F+F
¢)
bc ¥ a bc 2y g | bc 2bc a .
ac ¥ bl=—-I/ac 2y, bl=——>Iac 2ac bj=——0=0
P2 gbc abc P8 gbc
ab ¥ ¢ ab 2y ¢ ab 2ab c
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Ejercicio 6 Demostrar

a) Si A=A entonces |A]=1 o |A|=-1

Si se cumple que A’=A entonces sus determinantes son iguales: |A*=|A|. Por la
propiedad 5 >|A’[=|A-A=|A[|A[=|AF > [AP=[AL |AP-|A[=0-> [A|=0 y |A|=1

b) Si A-A'=Id entonces |A[=1 o |A|=1

Si se cumple que A-A'=Id entonces sus determinantes son iguales: |[A-A'|=[Id|. Por la
propiedades 1 y 5 de los determinantes: |A-A'=|A[|A=|A[AFIA]P S |AP=Id]D]A=1
2> |A=L |Al=-1

Ejercicio 7. Encuentra una respuesta razonada a las siguientes cuestiones:

a) En un determinante realizamos una cierta permutacion de filas o columnas ;qué
podemos decir del nuevo determinante?

Si en un determinante el nimero de permutaciones es par, entonces el determinante no
cambia de valor. Si el numero de permutaciones es impar, entonces el determinante
cambia de signo.

b) Se sabe que det(A)=5 y Ae M, ;cuanto vale det(3A)?
Por la propiedad 3 como Ae M,(R) entonces |3-Aj=3%|A[=45

¢) Si A y B son inversas, y |A|=3. ;cuanto vale [B|?
Si B=A"! por la propiedad 11 2> [B|=1/|A[=1/3

Ejercicio 8. Se sabe que |A|:g l(; ; = 5. Calcular
1 1 1

2a 2b 2c a b c a b c
a)|¥% 0 1|=2 0 1:2%-3 0 2/=[A4]=5

1 1 1 1 1 1 1 11
b)

a b c a b c a b c a b c
3a+3 3b 3c+2P:4 3a 3  3c|+| 3 0 2 ng+ 3 0 2 |=
a+1l b+1 c+1| |a+1 b+1 c+] |a+1l b+1 c+1 a+1 b+1 c+1
a b c la b c a b c
=3 0 2[+[3 0 2P:80+3 0 2/=A4]=5

a b c |1 1 1 1 11
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EXAMENES DE PAU, RELATIVOS PROPIEDEDES DETERMINANTES

Junio 2004. Prueba A

C-3.- Se tiene una matriz M cuadrada de orden 3 cuyas columnas son respectivamente
C;,C, y C;3 y cuyo determinante vale 2. Se considera la matriz A cuyas columnas son
(- C5, C3 + C, , 3C)). Calculese razonadamente el determinante de A en caso de que
exista esa matriz

M=(C,,C;,C3)  MJ=2

A=(-C,,C3+C2,3C))

det(-C2,C3+C2,3C)= det(-C2,C3,3C) )+ det(-C2,C»,3C))= -3det(C,,C3,C1)+0=
=3det(C;,C3,Ca)= -3det(C,Cr,C3)=-6

A" =-1/6

Septiembre 2004. Prueba A
C-1.- Sea A una matriz cuadrada de orden 4 cuyo determinante vale 3, y sea la matriz

B=V3A. Calctlese el determinante de la matriz B.

Ae M4X4(R)

B={34 > [BI-(3)' | 41=31 4]=9

Junio 2005 Prueba A

C-1.- Sea 4 una matriz 2x2 de columnas C,, C, y determinante 4. Sea B otra matriz 2x2
de determinante 2. Si C es la matriz de columnas C;+C, y 3C,, calculese el
determinante de la matriz B-C™.

A=(C1,Cy) |Al=4

B: B|=2

C=(C+C1,3Cy)
det(C)=det(C;+C5,3C)=det(C;,3C,)+det(Ca,3C2)=3-det(Cy,C2)+0=3|A|=12
det(B-C")=det((B)-det(C")=[B|/|C|=2/12=1/6

Septiembre 2005. Prueba A

C-1.- Sea la matriz A:(g lc)) Calculese el determinante de 4 sabiendo que A°-

2A+1d=0, donde 1d es la matriz identidad y 0 es la matriz nula.

> be+b P - -~ 0 0
R c : @) 5 a2 5 a41d=| 2a+1 bc+ba-2b _
0 c 0 ¢’ —2c+1 0 0
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1) a*-2a+1=0
(2)bc+ba—-2b=0 ;> de (1) a=1 y de (3) c=1, sustituyendo en (2) b+b-2b=0 -
(3)c>=2c+1=0

1 b
ciertoVb%Az(O lj9|A|=1

Septiembre 2008 Prueba A

C-1.- Sea A una matriz 3x3 de columnas C;, C,, C;s (en ese orden). Sea B la matriz
de columnas C;+C,, 2- Ci+ 3-Cs, C, (en ese orden). Calcular el determinante de B en
funcion del de A .

|B|=det(C1+C2, 2- Ci+ 3-C;, Cy)=det(C, 2 C1+ 3:C3, Cy)+det(Cy, 2- Ci+ 3-C3, Cy)=
2-det(C1,C;,Cp)+3-det(C1,C3,Cr)+2-det(C,,C1,Co)+3-det(C,,Cs5,C,)=0+3-det(C,,C5,C,)+0
+0=-(-1)-3det(C,,C2,C3)=-3-|A|

6. Métodos de calculo del determinante. Determinante de orden 4.

Si queremos calcular el valor del determinante de una matriz Ae Mux4(R) por la
definicion tenemos 4!=24 productos y casi seguro que nos equivocaremos. Tendremos
que buscar algin otro método para calcular su valor. Para eso podemos aplicar las
propiedades vistas en el apartado anterior.

6.1 Por adjuntos

Para calcular el determinante de una matriz un método es el de los adjuntos. El método
consiste en tomar una fila (o columna), y multiplicar cada elemento de la fila (columna)
por su adjunto, que es determinante que se obtiene eliminando la fila y columna de

dicho coeficiente, multiplicado por -1 si es un elemento impar (fila+columna=n° impar)

Para ver como calcularlo veamoslo con un ejemplo, que desarrollaremos por la primera
columna y la segunda fila:

1 0 3 -1

0 o] b 5 1 -2 2 0 3 -1 0 3 -1 0 3 -1

AN, =l4-1 2 O0|+0(-D-1 2 O|+(-41 -2 2|+3-D1 -2 2
6 -1 -4 6 -1 -4 6 -1 -4 -1 2 0

3 6 -1 -4

=1(-22)-4-37-4-37-3-(-6)= -152

1 0 3 -1
0 3 -1 |1 3 -1 1 0o -1 |1 0o 3

0 1 -2 2

4 1 o o/FUEDEL 2 0f4l-4 2 0|+ (2)D-4 <1 0424 -1 2
6 -1 — 3 -1 -4 36 - 3 6 -1

36 -1 -

=-54+2-25+2-(-74)= -152
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6.2 Haciendo ceros una fila o columna

Podemos utilizar la propiedad 12 y hacer que en una fila 0 una columna todos los
elementos menos uno (pivote) sean nulos. Desarrollando los determinantes por adjuntos
solo contribuye el del pivote, ya que el resto quedan multiplicados por 0.

Para matizar est¢ método veamos un ejemplo, calculando el determinante de la misma
matriz del ejemplo del apartado 6.1. Vamos a utilizar como pivote el elemento a;;, ya
que vale la unidad (que simplifica los cdlculos) y haremos cero todos los demas
elementos de la primera columna.

1 0 3 -1 {1 0 3 -1 K
1 -2 2 0 12 -2|F+F,
o 1 -2 2| 0 1 -2 2| F
= =1-1 14 —-4=-1 14 -4| F,
-4 -1 2 0| |0 =1 14 —4|F, +4F
6 -10 - 0 74 =25F, +6F,
3 6 -1 -4 |0 6 =10 -1|F,-3F
= (1) 1)12 252
- 74 -25
-2 5 32
S . -2 -3 2 -5
Ejercicio 9: calcular |A| por alguno de los dos métodos anteriores A= 3 9 9
-1 6 4 3

Calculandolo -2 |A|=-4

6.3. Determinante de Vandermonde

Se llama matriz de Vandermonde a toda matriz de la siguiente forma

n-1 n-1
Xl x2 e X

Para este tipo de matrices se cumple |A|=(Xy-X1) (Xn-X2)...(Xn-Xn.1)". . ."(X2-X1)

Ejemplo:
1 1 1
A= x y =z 2 |ARF@Ex)(z-y)(y-x)
x2 y2 22

Ejercicio 10: Calcular los siguientes determinantes

-2 1 3 -2 5

3 5
-15 13 -24
50 3 1] |0 =15 13 -24
a) = =l1-1 10 —=7|=-295
2 5 6 3 |0 -1 10 =7
5 1 7
-12 3 21 10 5 1 7
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1 1 1 1 1 |1 1 1
x+1 2 2 2

-1 x 1 1 1 10 x+1 2 2 2

b) 0 x+1 2 .

-1 -1 x 1 1= x+1 2 2 |=1 =(x+1)
0 0 x+1 2

-1 -1 -1 x 1] |0 0 x+1 2
0 0 0 x+1

-1 -1 -1 -1 x |0 0 0 0 x+1

x+a b c x+a+b+c b c 1 b c

¢)|l a x+b ¢ |=latx+b+c x+b ¢ P:2(x+a+b+c)1 x+b ¢

a b x+c |la+tb+x+c b x+c 1 b x+c
%K—J
F+Fy+F
1 b c 0
X
=(x+a+b+c)l0 x 0=(x+a+b+c)~0 ‘:(x+a+b+c)-x2
0 0 x !
1 1 1
d)(a 2a 3a = (Ba-2a)Ba-a)QRa-a)=2a’

Vandermonde

2 2 2
a” 4a” 9a

3 x x 3+43x x x 1 x x 1 x X

x 3 x 3+43x 3 x 1 3 x 0 3- 0 0
e) = =(3+3x) =(3+3x)

x x 3 P34+ 3y x 3 1 x 3 0 3—-x O

x x x 3 34+3x x x 3 1 x x 3 0 0 0 3-

=(3+3x)(3-x)’

7. Calculo de la Matriz Inversa

Mediante la definicion de determinante y la matriz adjunta se puede calcular de forma
sencilla la matriz inversa, en especial la inversa de la matrices 3x3.

Proposicion: Una matriz se dice regular, es decir, tiene inversa si su determinante no
es cero. En caso contrario la matriz es singular:

|A|20 > regular 3 A™!
|A[=0 > singular A A™

1 0 1
Para calcular de la matriz inversa, usaremos A=| =1 0 3 | como ejemplo:
2 -1 4
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1) Calculamos el determinante = |A|=4

1 -1 2
2) Trasponemos A > A'=|0 0 -1
1 3 4
‘o —1‘ 0 —1‘ ‘o o‘
3 4 1 4 1 3
3) Adjunta de la transpuesta: (A")*= _‘—1 2‘ 1 2‘ _‘1 —1‘ =
3 4 1 4 I 3
-1 2 1 2 1 -1
‘o —1‘ o —1‘ ‘0 0‘
3 -1 0
=10 2 -4
I 1 0
3 -1 O
4) Matriz inversa es 4~ :ﬁ((/;)’)‘“’ =i 10 2 —4
1 1 0

1 4
Veamos un ejemplo de una matriz 2x2 = AZ(O 2}

1) A2
o 410
) 4= 4 2

e [2 -4
3 () —(_0 1]

o L2 4
2(0 1

Ejercicio 11. Calcular la inversa de las siguientes matrices

| -2 Lo 1(-4 -2
a) A= SA ==
-3 4 2(-3 -1

0 -3 L o1(-2 -3
b) A= A==
-1 2 3l-1 0
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2 -1 4 10 20 6
d A=|4 -1 -2 —>A—1:$-—10 -20 20
5 5 0 25 15 2
1 22 -1 2 0
e) A=|1 1 1|=>4'=0 1 -1
1 01 1 -2 1

Ejercicio 12. Calcular la x que hace singular la matriz

3 X —x
a)| 2 -1 3|=2x"+16x-12=0 > x*+8x-6=0 > x;=-4+/22 , x,=-4-/22

x 0 3 1 X 0 3
-2x-2 1 -3
-2 1 3 0 —-2-2x 1 -3 5
b) = =4-3x 6 -9 =-9x " +6x+73=0
4 6 0 0 4-3x 6 -9
1 x -4
1 x =4 |0 1 x -4
1 74 1 74
X =—+—, X, =————
3 3 3 3
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EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS MATRIZ INVERSA

Septiembre de 2005. Prueba B

C-2.-Sea 4 :G g) Determinense los valores de m para los cuales 4+mld no es

invertible (donde Id denota la matriz identidad).

2

1+m
B=A+m-Id=
2 3+m

J b~ < |B}#£0 > BlEm>+4m-1=0 > m=-2++/5

Vme R-{-2+ NE] ,;-2- NG } matriz regular y por tanto existe B!

Septiembre de 2006. Prueba B

1 2 a
C-2. Dada la matriz <2 a+1 0>determinar los valores de a para que exista matriz
3 4 5
inversa
1 2 a
P=[2 a+1 0| 3P & |P]£0 > |P|=-3a’+10a-15=0 > No solucién, luego
3 4 5

VaeR existe la matriz inversa de P.

Junio 2007 PruebaA

4t 3a) y calcular la

C-1. Hallar para qué valores de a es inversible la matriz ((11

inversa para a=0

La matriz sera inversible si |A[|#0. Calculemos para qué valores de a se cumple esta
premisa:

|Aj=a’-3a-4=0 > a=4, a=-1. Luego Vae R-{-1,4} la matriz tiene inversa.

En concreto para a=0 es inversible > A = ((1) g)
Ay ar= () o) @nea=(0 ) a=1( 3
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8. Rango de una Matriz

Definicion: Menor de orden k de una matriz A€ M,x,(R) es toda submatriz con k filas
y k columnas pertenecientes a la matriz A

Ejemplo:
1 2 3 4
5 6 7 8
A=|9 10 11 12
13 14 15 16
17 18 19 20
2 3 4
Menor de orden 4 - o 1012
13 14 15 16
17 18 19 20

1 2 3 1 3 4
Menordeorden3 > | 5 6 7 [,[13 15 16/|...
17 18 19 17 19 20

1 23\(14 16
Menor de orden 2> , A ..
13 14)\18 20

Menor de orden 1 =2(6), (20),...

Definicion de rango de una matriz A€ M x,(R) es el orden del mayor menor con
determinante no nulo de la matriz A.

Como obtener el rango de una matriz:
1) Calculamos todos los menor de mayor dimension (k=min(m,n)) de la matriz A.
1.a. Si algan menor es distinto de cero = rang(A)=k
1.b. Si todos los menores son iguales a cero = rang(A)<k
2 ) Calculamos los menores de dimension k-1.
2.a Si algin menor es distinto de cero = rang(A)=k-1
2.b Si todos los menores son nulos >rang(A)<k-1

(..)

Esto termina cuando algiin menor es distinto de cero, siendo los calculados antes de
mayor dimension de cero.
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Ejemplo: Calcular el rangode A=| 2 4

1 2 3 4
6 9
-3 -6 -9 1

1. Calculamos los menores de orden 3=min(3,4):

1 2 3 1 3 4
2 4 6|=/2 6 9=
-3 -6 -9 -3 -9 1

2. Calcularemos los menores de

4
9 # 0 > rang(A)=2

:

1 2 4 2 3
2 4 9 =|4 6
-3 -6 1 -6 -9
orden 2

4
9/=0-> rang(A)<3
1

EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS AL RANGO

Septiembre de 2005. Prueba A.

1 2 1
C-2.- Discutase, segun el valor de a, el rango de la matriz A—(Z 1 3)

1 21

1 2 1
A=[2 1 3| |AF2 1 3|=-3a-1
01 a

0 1 a
Si a#-1/3 2 |A]#0 y rang(A)=3

1
Si a=1/3 = |A[F0, como

Septiembre de 2007. Prueba B

C-1.- Discutir, en funcién
2 1 m
matrizA=<1+m 2 3)
-2 -1 2
2 1 m
A={1+4m 2 3
-2 -1 2

del nimero

2
1‘ =-3#0 rang(A)=2

real

|A[=8-m-m?-6+4m+6-2-2m=-m*+m+6=0 > m=3, m=-2

Si meR-{-2,3} 2 |A|#0 y rang(A)=3

2
Veamos el rango sim=3 > 4=| 4
-2

1 3

2
2 3 |.Como

-1 2

José Luis Lorente Aragon
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2 1 =2
Veamos el rangosim=-2 2> 4=| -1 2 3 | Como
-2 -1 2

1
2‘ =5#0-> rang(A)=2
Conclusion: si m=3 o m=-2 el rang(A)=2 y si me R-{-2,3} el rang(A)=3.

Junio de 2008. Prueba B

1 3 -1 =5
-11 -3 -3
C-2. Calcular el rango de 4 =
4 0 -6
2 4 -1
1 3 -1 =5 F 1 3 -1 -5
4 -4 -8
-11 -3 -3 F+F|0 4 -4 -8
2 4 0 -6 F-2F0 -2 2 4
-7 7 14

3 2 4 -1 F,-3F0 -7 7 14
Como |A|=0 - rang(A)<4. Veamos uno de los menores de orden 3:
1 3 -1
-1 1 -3=4-18+2+12=0
2 4 0

Haciendo todos los menores de orden 3 dan cero.

1 3 _
-1 1

Rang(A)=2

4
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UNIDAD 10. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1. Definiciones, tipos de sistemas y distintas formas de expresarlas
1.1.Definicion, sistemas equivalentes
1.2.Clases de sistemas de ecuaciones.
1.3.Expresion de sistemas en forma matricial

2. Sistemas de Cramer
Teorema de Roucheé-Frobenius. Discusion soluciones sistema

W

4. Resolucion general de sistemas de ecuaciones lineales por Cramer.

4.1.Sistemas compatibles determinados
4.2.Sistemas compatibles indeterminados
Resolucién de Sistemas homogéneos.

6. Resolucion de sistemas por Gauss.

93]
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Contexto con la P.A.U.

Por lo general en los examenes de selectividad, uno de los dos problemas de las dos
opciones es relativo al estudio y resolucion de sistemas. Suele ser un problema mas o
menos sencillo y metodico, con los que podremos obtener 3 puntos.

También en algunas ocasiones una cuestion del examen (valorada en 1 punto) esta
relacionada con la resolucion de sistemas, por lo general homogéneo.

Para la resolucion de estos problemas es esencial el cdlculo de determinantes y rangos
de matrices que vimos en el tema anterior.
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1. Definiciones, tipos de sistemas y distintas formas de
expresarlos

1.1 Definiciones. Sistemas equivalentes.

Definicion: se llama sistema de ecuaciones lineales con n incognitas al conjunto
formado por m ecuaciones con n incdgnitas.

ar;'XptaXot. .. Fay Xa=b (1)
a1 XotaxnXot. .. tar " X,=b, (2)
Am1 X1 Ham2Xot. . .+ amn Xm=bm (m)
a;j coeficientes del sistema
b; términos independientes

Xj incognitas

Ejemplo
3x-4y+5z=1 (1)
2x+3y=5 (2) 3 ecuaciones y 3 incognitas
-x+y-z=-3 3)

2x+3y+z+t=1 (1)
x-t=0 (2) 2 ecuaciones y 4 incognitas
Resolver un sistema es obtener todas sus posibles soluciones.
S;= soluciones de (1)
S,= soluciones de (2)

- S= soluciones del sistema =S;NS;N...NS,, (comunes a todas)

Sm=soluciones de (m)

Definicion: Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Forma de
obtener sistemas equivalentes:

1) Sumar una constante a ambos miembros de la igualdad de una o varias

ecuaciones
x+y=2 x+y+3=5
S S’
3xty=-2 3x+y=-2
S=S’

José Luis Lorente Aragon 99




Tema 10. Sistemas de Ecuaciones

2) Multiplicar por una constante, distinta de cero, a ambos lados de la igualdad de
una o varias ecuaciones

x+y=2 2x+2y=4
S S 2
3xty=-2 3x+y=-2
S=S>’
3) Sustituir una ecuacioén por una combinacién lineal de la misma con las restantes
ecuaciones
(1) x+y=2 3(1)-(2) 2y=8
S S 299
(2)3x+y=- (2) 3x+y=-2
SES 299
4) Afadir o quitar ecuaciones que sean combinacion lineal de las restantes
ecuaciones:
(1) x+y=2 } (1) x+y=5
S
(2) 3x+y=-2 (2) 3x+ty=-2 »S”
(DH+2(2)=(3) 7x+3y=1
SES 2999

1.2. Clases de sistemas de ecuaciones

Dos criterios para clasificar los sistemas de ecuaciones lineales:
1. Segun el valor de los términos independientes:
- Homogéneos: todos los términos independientes son nulos

- No homogéneos: algin término independiente es diferente de cero

3x+y=0 3x+y=2
Homogéneo No homogéneo

-5x+y=0 3x+y=0

2. Segun el numero de soluciones:
- Compatibles: tienen solucion
* Determinados: Unica solucion
» Indeterminados: infinitas soluciones
- Incompatibles: sin solucion.
Ejemplos:

x+y=2
- x=y=1  Compatible determinado
x-y=0
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xty=1 =2 y=1-x Compatible indeterminado
x+y=2

sin solucion  Incompatible
x+y=0

1.3. Expresion de sistemas en forma matricial

Una manera mas comoda y util de trabajar con los sistemas de ecuaciones lineales es de
forma matricial. El sistema visto en el apartado 1.1 de forma matricial vendra definido
como:

a; a4, a, || % b,
a, 4y ay, || X2 b,
= ——> AX=B
a, a,, .. a, J\x, b,
[
4 X B

A=Matriz de coeficientes

all a12 coe aln bl
* a,, a, .. a,b
A’'=Matriz ampliada =(A|b)=| ' 2 o by
a,, a,, .. a,b,
Ejemplo:
2x-y+3z=2
-x-2y+z=0
x+y-z=-1
2 N x 2 2 -1 3 2
Q> ! z -1 o1 -1 -1
A-X=B

2. Sistemas de Cramer

Definicion: un sistema de ecuaciones lineales se dice que es de Cramer si cumple las
siguientes condiciones:

- Mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas n=m
- El determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero |A|#0

Los sistemas de Cramer son todos compatibles determinados (una sola solucion).

José Luis Lorente Aragon 101




Tema 10. Sistemas de Ecuaciones

Existen dos métodos de resolucion de los sistemas de Cramer.

Meétodol: a partir de la matriz inversa.

El sistema de Cramer se puede escribir en forma matricial como AX=b, y tal que A
tiene inversa al ser una matriz cuadrada con determinante distinto de cero. Asi podemos
expresar las soluciones como:

X=A""B
Ejemplo:
x+y+z=3

x-y=0 3 ecuaciones y 3 incognitas, |A[=3#0-> Sistema de Cramer
x-z=0

11
A=[1 -1 :>A1—
10
3
Jol=1
3
0

3
3|=|1| 2>x=y=z=1
3

1 1 =2 1

Meétodo2: por desarrollo de columnas

En este método no tendremos que calcular la matriz inversa, sino tantos determinantes
como incognitas suele resultar mas sencillo

b a, .. q, a, b a, a, 4ap b,
b, ay .. a, a, b, a,, ) ay b,
bn anZ ann anl bn ann anl anZ b bn
= = R
1 | A| ’ | A ||
Ejemplo: veamos el sistema anterior

3 1 1 1 3 1 1 1

0 -1 0 1 0 O 1 -1 0O

0O 0 -1 3 1 0 -1 3
3 3 . 3 3
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Ejercicio 1: Resuelve los siguientes sistemas a partir de Cramer si es posible.

x+3y-z=-5
-X-2y+z=4

5x+4z=8
1 3 -1
A=| -1 =2 1 | Sistema de Cramer pues tiene 3 ecuaciones y 3 incognitas y |A|=9+0
5 0 4
Métodol:
-8 —-12 1 X -8 12 1)\(-5 0 0
A'1=é9 9 0X=y=é9 9 0.4=é—9=—1
10 15 1 z 10 15 1) 8 18 2
x=0, y=-1, z=2
Método 2:
-5 3 -1 1 -5 -1 1 3 =5
4 -2 1 -1 4 1 -1 -2 4
8 0 4 5 8 4| - 5 0 8
X= :9:0 y= :—9_—1’22 :ﬁzz
9 9 9 9 9

3. Teorema de Rouche-Frobenius. Discusion soluciones del Sistema

Teorema: sea un sistema con m ecuaciones lineales con n incdgnitas, el sistema es
compatible (tiene soluciones) si, y solo si, el rango de la matriz de los coeficientes es
igual al rango de la matriz ampliada

Sistema compatible € rang(A)=rang(A*)

Segun la relacion entre el rango y el nimero de incognitas tenemos que el sistema sera
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible. Vedmoslo en la
siguiente tabla resumen:

1. rang(A)#rang(A")~> Sistema incompatible (no solucion)
2. rang(A)=rang(A*)=r
a) si r=n (n=n° incognitas)—> Compatible determinado

b)si r<n (n=n° incognitas)—> Compatible indeterminado con n-r parametros libres
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4. Resolucion general de sistemas de ecuaciones por Cramer.

En el apartado 2 vimos como resolver sistemas con igual nimero de incognitas que de
ecuaciones cuando el determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero.
En este apartado vamos a ser mds genéricos, resolviendo por Cramer todo tipo de
sistema compatible; es decir sistemas en los que rang(A)Zrang(A*) tanto si son
compatibles determinados como indeterminados. Veamos uno a uno los dos casos:

4.1. Compatible determinado

Para que un sistema sea compatible determinado es necesario que el numero de
ecuaciones m sea mayor o igual que el de incognitas n (m=n), y que se cumpa que
rang(A)Zrang(A*)Zn. De esta forma so6lo hay n ecuaciones independientes, tal que si el
sistema tiene m ecuaciones, m-n son dispensables y podemos eliminarlas. Es importante
comprobar que las n ecuaciones escogidas sean independientes, lo cual se comprueba
viendo que el rango del nuevo sistema continie siendo n. El nuevo sistema sera
equivalente al anterior (misma solucion) y se puede resolver por Cramer.

Ejemplo:

x+y=7
2x-y=-7 (S) el sistema no puede ser de Cramer pues n#m
Tx-2y=-14

1 1
A=|2 -1 |rang(A)=2 yaque ; _11‘ =-3%0

3 -2

1 1 7

A'=[2 -1 =7 |, rang(A")=2 ya que |A"]=0

7 -2 -14

rang(A)=rang(A")=2=n (n°incognitas)> Compatible determinado.

Como el rango es 2, tenemos solo 2 ecuaciones linealmente independientes, de forma
que podemos eliminar una de las 3 ecuaciones, de manera que el rango del sistema
continte siendo 2.

Vamos a quitar la tercera ecuacion pues, cuando calculamos el rango de A
comprobamos que, para los coeficientes de las dos primeras ecuaciones, el determinante
es distinto de cero.

x+y=7

2x-y=-7

1 1
(S’)%A’=(2 J |A’|=-3#0 rang (A’)=2 = S=S’ (mismas soluciones)

Solucidn: (S”) es ahora de Cramer
7 1 1 7
-7 -1 2 =7 =21
X = 0 y: = =
-3 -3 -3

7
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4.2. Compatible indeterminado

Sea un sistema con m ecuaciones y n incdgnitas, tal que rang(A)=rang(A’)=r<n,
entonces el sistema es compatible indeterminado con n-r parametros libres.

Tenemos asi que buscar un sistema equivalente con r ecuaciones y r incognitas:
1. Tomamos r ecuaciones independientes (rango del sistema es r)

2. Pasamos n-r incognitas a la derecha de la igualdad y las tratamos como parte del
término independiente (parametros libres).

3. El sistema se resuelve por Cramer con n-r parametros libres

Ejemplo:
x+ty+z=3
-X-y+2z=0¢(S)
x+y+4z=6
1 1 1 1 1
A=|-1 -1 2| A=[-1 -1 2 0

Si calculamos los rangos se cumple que rang(A)Zrang(A*)=2. Luego el sistema es
compatible indeterminado con 3-2=1 pardmetro libre.

Tomaremos la z como parametro libre y las 2 primeras ecuaciones:
x+ty=3-z
(8
-X-y=-27
11 , .
A= - |A’|=0 por lo tanto el rango no serd 2, tenemos que o bien coger la

otra ecuacioén o cambiar de parametro libre. Cambiaremos de pardmetro tomando la
y:

x+z=3-y
(5)
-X+2z=y
1 1 ) .
A= P, |A”’|=3#0 - rang (A’”)=2 = S=S’’ (mismas soluciones)

Tenemos asi que S’’ se puede resolver por Cramer:
3-y 1 1 3-y
2 —2y— -1 -
y :6 2y y:2_y . y :y+3 y:1
3 3 3 3

Es logico que no pudiéramos tomar la z como parametro libre, pues tiene un valor fijo
z=1, y por tanto, no podemos poner las demas variables en funcion de la z.

X=

José Luis Lorente Aragon 105




Tema 10. Sistemas de Ecuaciones

5. Resolucion de sistemas homogéneos.

Recordemos que los sistemas homogéneos son los que tienen todos sus términos
independientes nulos.

arrxjtanXot. .. +anx,=0 (1)
a1 Xotax Xot. .. +ayx,=0 (2)
Am1 X1 TFam Xt . . Famn X =0 (m)

Una de las caracteristicas mas relevantes es que todo sistema homogéneo es compatible,
ya que la ultima columna de la matriz ampliada, A, es nula, con lo que siempre
rang(A)=rang(A ).

Ademas, es facil ver que todo sistema homogéneo tiene como solucion la denominada
solucion trivial o impropia x;=x,=...=X,=0.

Para discutir y obtener la solucion del de un sistema homogéneo tenemos el siguiente
esquema —>rang(A)=rang(A )=r con n incognitas:

¢ Sir=n, compatible determinado. La unica solucion la solucion trivial

e Si r<n, compatible indeterminado con n-r parametros libres y ecuaciones
independientes.

Ejemplo: C.1 Septiembre del 2006, prueba A.

Estudiar el nimero de soluciones del siguiente sistema en funcion de m, resolver
cuando sea posible:

x+y+z=0 1 1 1
x+my+mz=0 2A=|1 m m
2x+(m+1)y+2z=0 2 m+1 2

Veamos el rango de A en funcion de m:
|Aj=-m*+2m-1
a) Sim=I1 |A=0-> rang (A)=1, sistema compatible indeterminado
b) Sim#l |A]#0>rang(A)=3, sistema compatible determinado, x=y=z=0.
Veamos las soluciones si m=1 (compatible indeterminado):
x+y+z=0 x=A
X+y+z=0 } Dxtytz=0 > y=yu
2x+2y+2z=0 z=—-A-U

106 Apuntes de Matemiiticas Il para preparar el examen de la PAU




Tema 10. Sistemas de Ecuaciones

EXAMENES DE PAU

Junio 2008. Prueba B.
x—y+z=-1

PR-1.- Se considera el sistema y + z = 2a donde a es un parametro real

x+ 2z = a?
a) Discutir el sistema en funcion del valor de a
b) Resolver el sistema para a=0

¢) Resolver el sistema para a=1

Solucion
1 -1 1 1 -1 1 -1
a) A=|0 1 1], A/=|0 1 1 2a
1 0 2 1 0 2 &
Rango de A
1 -1 1
A=0 1 1/=2-1-1=0 - rang(A)<3; _1‘:1¢0rang(A)=2
1 0 2

independientemente del valor de a.

Rango de A’": veamos los menores de A” de orden 3

1 -1 -1

0 1 2al=a*-2a+1=(a—1)> > Sia#l rang(A)=3

1 0 a°

11 -1

0 1 2al=a’+2a+1-4a=(a-1)" - Sia#l rang(A)=3

1 2 &

-1 -1

1 1 2(212—a2—2+4a—a2:—2(a—1)2 > Si al rang(A)=3
0 2 a

Luego Rang(A*)=3 siempre que a#l.

I -1
Sia=1 ‘0 . ‘zl;tO - rang(A*)=2
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Conclusion:
=1 aeR-{1}
rang(A) 2 2
rang(A*) 2 3
S.C.L S.L

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) con un parametro libre si
a=1. Siempre que a#1 entonces el sistema serd incompatible (sin soluciones)

b) Si a=0 no tiene solcuiones

¢) Si a=1 sistema incompatible indeterminado. Tenemos que buscar un sistema
equivalente con dos ecuaciones y un parametro libre. Este sistema tiene que cumplir que

x 1 . )
rang(A)=rang(A )=2. Como 0 =1+ 0tomemos las 2 primeras ecuaciones y con x €

y de incognitas:

En este caso es sencillo resolver el sistema:

y=2-7

x=-1-z+(2-z)=1-2z
x=1-2¢

Soluciones: {y=2—t

z=t

Septiembre 2008. Prueba A.

x+ay+z=2+a
PR-1.- Sea a un parametro real. Se considera el sistema<(1 —a)x +y +2z =1
ax—y—z=1—a

a) Discutir el sistema en funcion del valor de a .
b) Resolver el sistema paraa =0 .

c¢) Resolver el sistema paraa = 1.
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1 a 1 1 a 1 2+a
a)A=|1-a 1 2|, A=|l-a 1 2 1
a -1 -1 a -1 -1 1-a
Rango de A:
|Al=a(a+t1)
- Si a#{0,-1} entonces rang(A)=3.
1 0 1 Lo
‘Sia=02>A=|1 1 2 |> ‘1 1‘ =1#0 rang(A)=2
0 -1 -1
1 -1 1 _—
‘Sia=-12A= 2 1 2 9‘2 . ‘: 3 # 0 rang(A)=2
-1 -1 -1
Rango de A’

- Si a#{0,-1} entonces rang(A")=3.
1 0 1 2 1 0 2 1 2

‘Sia=0A=|1 1 2 1[>]1 1 1=0,1 1 2(=0,/1 2 1/=0
0 -1 -1 1 0 -1 1 0 1

rang(A*)=2

I -1 1 1 I -1 1

‘Sia=1A=|-2 1 2 1[>-2 1 1/#0 rang(A"=3
-1 -1 -1 2 -1 -1 2

Conclusioén

a=-1 | a=0 aeR-{-1,0}

rang(A) 2 2 3

Rang(A*) 3 2 3

SI |S.CI S.C.D.
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b) Si a=0 tenemos que buscar un sistema equivalente con dos ecuaciones y dos

1
incognitas. Como { =1+# O0podemos coger las dos primeras ecuaciones con X € y

como incognitas:

xX=2-z
2> x=2-z; y=1-2z-(2-z)=-1-z
x+y=1-2z

x=2-t, y=-1-t, z=t

c¢) Si a=-1 sistema incompatible sin soluciones

Septiembre 2006. Prueba B.

P.1.- Discutase, en funcion del parametro real k£ , el siguiente sistema de ecuaciones
lineales. Resolver cuando sea posible.

kx+3y=0 k 3 k 30
3x+2y=kyS) A=[3 2| A'=|3 2 &k
3x+ky=0 3k 3 k0

Para estudiar el sistema hay que ver los rangos de las matrices A y A" en funcion del
parédmetro libre k.

1. Rango de A: El rango mayor de A puede ser 2

k
a. rang(A)=2 > ‘3

Las ecuaciones que quedan son las siguientes:

2k—9¢0—>k¢%
3k—-6#0 ok #2
k*—9#0—k#13

Para que el rango sea 1 deberian de ser todos los determinantes nulos, y como no
existe ningun valor de k que haga todos los determinantes nulos, entonces el
rango de A siempre es 2.

Luego VkeR rang(A)=2

2. Rangode A”: el rango de A puede ser como maximo 3.

k 3 0
a. rang(A=3> 3 2 k=% -k’#0 - k=013
3 k£ 0

VkeR-{0, 3, -3} rang(A")=3

b. rang(A)=2 solo puede ser en k=0, 3 o -3. Veamos lo que ocurre para estos
valores:
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030
. 0 3 .
k=0> 4 ={3 2 0], 3 2‘:—9;&0 - rang(A )=2
300
3.3 0 s 3
k=3>A=[3 2 3 l 2‘:—3;&0 > rang(A")=2
33 0
3 3 0 s 3
k=3> A= 3 2 -3| ‘:—15;&0 > rang(A")=2
3 -3 0

Se cumple asi que para k=0, 3, -3 el rango de la ampliada es dos.

Conclusion: vamos a apoyarnos en esta tabla para discutir el sistema de ecuaciones:

k=3 k=-3 k=0 ke R-{0,3,-3}
rang(A) 2 2 2 2
rang(A") 2 2 2 3
Comp. Det. Comp. Det. Comp. Det. Incompatible

El numero de soluciones segun k son:
- S1 k=0, 3, -3 Sistema compatible determinado
- Si ke R-{0, 3, -3} Sistema incompatible.

La segunda parte del enunciado dice que lo resolvamos para los valores de k que tenga
solucion. Podriamos resolverlo independientemente para los tres valores de k, aunque
seria muy laborioso. Vamos a resolverlo en funcion de k. Como el rango de A es 2,
tendremos que buscar dos ecuaciones independientes, en los que el rango sea 2.

kx+3y=0 kK 3} . (k 3 0
(S') 4= A =
3x+2y=k 3 2 3 2 &k
Veamos como dos ecuaciones independientes para los tres valores de k (rango de A es

2):
|A|=2k-9+#0 para k=0, 3 y -3.
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Resolvamos el sistema:

0 3 ko
k2 =3k 3 Kk
k-9 2k-9 YT 2k-9 2k-9

Si k=0 = x=0, y=0
Si k=3 =2 x=3, y=-3
Si k=-3> x=-3/5, y=-3/5

Junio 2006. Prueba B.
x+2y+z=3

P.1.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales < (1 +a)y +z = 4.
x+2y+az=4

a) Discutase el sistema seglin el valor del parametro real a.

b) Resuélvase el sistema para a=2.

Solucion:

a)

x+2y+z=3 1 2 1 1 2 1 3
(I+a)y+z=47(S) A=|0 14+a 1|4 =[0 1+a 1 4
x+2y+az=4 1 2 a 1 2 a 4

Veamos el rango de A y de A
1. Rangode A
a) rang(A)=3-> |Al=a’-120 > a#l,-1
VaeR-{l1,-1}, rang(A)=3

b) Veamos el rango cuando a=1:

1 21
11
A(@=1)=|0 2 1], 1‘ =2#0 - rang(A(a=1))=2
1 21

¢) Veamos ahora cuando a=-1

12 1
11
A@=1=0 0 1|} 1‘:27&0 > rang(A(a=-1))=2
12 -1
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2. Rangode A’
a) rang(A*)=3 siempre que a€ R-{1,-1}.

1 213
b) Veamos el rango paraa=1de A=[0 2 1 4],
1 21 4
1 2 3 .
0 2 4/=6=20 > rang(A (a=1))=3
1 2 4
1 2 1 3
¢) Veamos el rango para a=-1 de A=|0 0 1 4
1 2 -1 4

1
0
1

N O N

3 1
4/=0 |0
4 1

N = =

3
4= —3 2 ¢ 2 rang(A (a=-1))=3
4

Luego el rango de A" es 3 independientemente del valor de a.

Veamos la siguiente tabla para discutir el sistema segun el valor de a:

a=-1 |a=l |aeR-{1,-1}

rang(A) 2 2 3

Rang(A") |3 3 3

INC | INC | C.D.

Conclusion:
V ae R-{1,-1} > Sistema Compatible determinado (1 solucion)
a=1,-1 = Sistema incompatible (sin soluciones)

b) Solucion cuando a=2: el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer
tenemos que las soluciones son

x=0, y=1, z=1.
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Septiembre 2005. Prueba B.

PR-1.- Sea k un numero real. Considérese el sistema de ecuaciones lineales
kx+y+z=1
x+ky+z=k,

x+y+kz=k?

a) Discutase segun los valores de & e interprétese geométricamente el resultado.

b) Resuélvase el sistema para k=2.

Solucion

kx+y+z=1 k1 1 k1 1 1
a) x+hky+z=k ((S)A=|1 k 1] A =1 k 1 k
x+y+kz=k’ 1 1 &k 1 1 k Kk

Veamos un rango de A y de A™:
1. Rangode A
a) rang(A)=3-> |A|=k’-3k+2=(k-1)*(k+2)=0 > k#1,-2
VkeR-{1,-2}, rang(A)=3
b) Cuando k=1:

111
11
Ak=1)=|1 1 1], . 1‘ =0 - rang(A(k=1))=1
111
¢) Cuando k=-2
-2 1 1 -
Ak=2=|1 -2 1], 5 1‘ =3#0 - rang(A(k=-2))=2
1 1 =2

2. Rangode A’
a) rang(A*)=3 siempre que ke R-{1,-2}.

b) Parak=I de A=

b

N Ty
N Ty
S w—y

1
1
1
111 .
Ll 1=E i‘zoérang(A (k=1))=1
1 1 1

2 1 1 1

¢) Parak=2deA=|1 -2 1 =2
1 1 -2 4
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-2 1 1 .
1 —2 —2/=9<¢rang(A (k=-2))=3
1 1 4

Estudiemos la siguiente tabla para discutir el sistema segtn el valor de k:

k=2 | k=1 keR-{1,-2}

rang(A) 2 1 3
Rang(A") | 3 1 3
INC | C.IND C.D.

Conclusion:
V ke R-{1,-2} > Sistema Compatible determinado (1 solucion)
=-2 = Sistema incompatible (sin soluciones)
k=1 - Sistema compatible indeterminado con dos parametros libres

b) Solucién cuando k=2: el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer
tenemos que la solucion es

x=-3/4, y=1/4, z=9/4.

Junio 2005. Prueba A.
xtay—z=2

PR-1.- a) Discutase el sistema <2x +y +az=10 , en funcion del valor de a.
x+(@a+1l)y—z=a-1

b) Para el valor a=1, hallese, si procede, la solucion del sistema.

Solucion:
a)
x+ay—z=2 I a -1 I a -1 2
2x+y+az=0 S$HAa=(2 1 a | A =2 1 a 0
3x+(a+l)y—-z=a-1 3 a+l1 -1 3 a+l -1 a-1

Veamos un rango de A y de A"

1. Rangode A
a) rang(A)=3-> |A|=2a%-a#0 > a#0,1/2
VaeR-{0,1/2}, rang(A)=3
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b) Rango cuando a=0:

I 0 -1
1 0
A@=0)=|2 1 0 |, 1‘ =1#0 - rang(A(a=0))=2
31 -1

¢) Rango cuando a=1/2

A@=12=2 1 1/2], 2 1 :37&0 - rang(A(a=1/2))=2
3 .3/2 -1 2

2. Rangode A’
a) rang(A*)=3 siempre que a€ R-{0,1/2}.

1 0 -1 2
b) Rango para a=0 de A=[2 1 0 0],
31 -1 -1

2
0|=-3%0 - rang(A"(a=0))=3
-1

W N =
—_— = O

1 1/2 -1 2
¢) Rangoparaa=12deA=|2 1 1/2 0
3 3/2 -1 —-1/2

2 -
20 1/2|=33/4 %0 rang(A (a=1/2))=3
3 —1/2 -1

Estudiemos la siguiente tabla para discutir el sistema segun el valor de a:

a=0 |a=1/2 |aeR-{0,1/2}

rang(A) 2 2 3

Rang(A*) 3 3 3

INC | INC C.D.

Conclusion:
Vv ae R-{0,1/2}-> Sistema Compatible determinado (1 solucion)

a=0, 1/2 - Sistema incompatible (sin soluciones)
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b) Solucion cuando a=1: el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer
tenemos que las soluciones son

x=-6, y=10, z=2

Septiembre 2004. Prueba B.
x+2y+3z=1

PR-1.- Se considera el sistema de ecuaciones linealesy X +ay + 3z = 2 .
2x+(2+a)y+6z=3

a) (Existe algun valor del parametro a para el cual el sistema sea incompatible?
b) ¢Existe algin valor del parametro « para el cual el sistema sea compatible determinado?

c) Resuélvase el sistema para a=0.

Solucion:
x+2y+3z=1 1 2 3 1 2 31
a) x+ay+3z=2 (S)4=|1 a 3|4 =1 a 3 2
2x+(2+a)y+6z=3 2 24a 6 2 24a 6 3

Calculemos los rangos de A y A"

1. Rangode A

a) rang(A)=3-> |A]=0 - no hay ningun valor de a que haga el determinante
distinto de cero, luego el rango siempre es menor que 3.

rang(A)=2: para que el rango sea 2 tiene que haber algin menor de orden 2
distinto de cero. Calculando los menores:

1 3 |1 3 1 3
= =0, =a-2#0—>a#2, =6-3a#0—>a#2

I 3 2 6 I a a

1
=—a+2#0—>a#2

‘2 2+a

Luego siempre que a#2 el rango de A sera 2.

V ae R-{2} - rang(A)=2

b) Cuando a=2

1 2 3

A(@=2)=|1 5 3|, =2 rang(A(a=2))=1. (las tres filas son proporcionales)
2 4 6

2. Rangode A’
1 2 31
A=1 a 32
2 24a 6 3

Tenemos que buscar un menor de orden 3 no nulo para que sea de rango 3:
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1 3 1 1 2 1 2 3 1
1 3 2/=0,]1 a 2=01| a 3 2/=0.
2 6 3 2 24a 3 2+a 6 3

No hay ningin menor de orden 3 no nulo (la tercera fila es suma de las dos primeras),
con lo que el rango es menor que 3 para cualquier valor de a.

Veamos si hay algian menor de orden 2 no nulo:

3
3

Luego el rango de A" es siempre 2, independientemente del valor de a.

=30 independientemente del valor de a.

a=2 acR-{2}
rang(A) 1 2
rang(A*) 2 2

INC C.L

Conclusion:

Vv aeR-{2} > Sistema Compatible indeterminado (1 parametro libre)

a=2 > Sistema incompatible (sin soluciones)

b) Solucion cuando a=0: el sistema es compatible indeterminado,
x+2y+3z=1
x+3z=2 (S) , tenemos so6lo dos ecuaciones independientes y un parametro libre.

2x+2y+6z=3

Si cogemos las 2 primeras ecuaciones y la z como pardmetro libre el sistema es el
siguiente:

x+2y=1-3z 2
(8" A= | A'|=—2#0 rang(A")=2 y por tanto (S")=(S)
x=2-3z 1 0

1-3z 2 1 1-3z
2-3z 0 —-4+6z 1 2-3z 1
X = = :2—32,);:—:—
-2 -2 -2 -2
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Junio 2004. Prueba B.

x+y+z=21
PR-1.- Se considera el sistemayx +y + Az =1
x+Ay+z=1

a) Discutase segun los valores del parametro A.
b) Resuélvase para 4 = —3.

c¢) Resuélvase para 4 = 1

Solucion:
X+y+z=21 11 1 11 1 2
Q) x+y+Adz=148S)4=|1 1 A| A" =l1 1 1 1
x+Ay+z=1 1 4 1 1 42 1 1

Veamos el rango de A y de A
1. Rangode A
a) rang(A)=3- |[AE-A*2A-120 > A1
VAeR-{1}, rang(A)=3
b) Cuando A=1:

L1y
AQA=1)=1 1 an
]

1
1‘ =0 - rang(A(A=0))=1

2. Rangode A’
a) rang(A*)=3 siempre que ac R-{1}.

1 1 11
b) ParaA=1deA=|1 1 1 1],
1

1 11

11 1:‘1 1‘:0 > rang(A"(A=0))=1
111

Veamos la siguiente tabla para discutir el sistema segun el valor de a:

A=1 AeR-{1}
rang(A) 1 3
rang(A*) 1 3

Com In C.D.
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Conclusion:
V AeR-{-1}-> Sistema Compatible determinado (1 solucion)
A=0 > Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)

b) Solucion cuando A=-3: El sistema es compatible determinado. Resolvemos por
Cramer. Solucion: x=-1, y=-1, z=-1

¢) Solucion cuando A=1: El sistema es compatible indeterminado con 2 parametros
libres. Sélo 1 ecuacion independiente, tomaremos y, z como parametros libres.

Solucién: x=1-y-z

Junio 2007. Prueba B.

1 7 0 0 O 0 2
PR-1- Sean las matrices A={ 2 |,B=| 2 |,C=[{0 1 0|, D=2 |,E=|5
3 -2 0 0 1 2 3

a) Hallar la matriz AB" donde B" indica la matriz traspuesta de B. ;Es inversible?
b) Hallar el rango de A'D

x
c¢) Calcular M=<y>que verifica la ecuaciéon (AB"+C)-M=E
z
Solucion
1 7 2 =2
a) AB"=|2|7 2 -2)=|14 4 —4/| No invertible pues |A-B"|=0 (dos columnas
3 21 6 -6
proporcionales)
0
b) A"D=( 2 3)2|=0+4+6=10. Es una matriz de 1x1, es decir un nimero, y
2

como es distinto de cero el rango es uno.
rang( A"-D)=1
7 2 =2\«x 2
¢) (AB+C)M=E-> |14 5 —4|y|=]|5
21 6 =-5)z 3
N

R
rang(R)=rang(R*)=3 - S.C.D.

Resolviendo por Cramer x=-6/7; y=1; z=-3
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Septiembre 2007. Prueba A.

x+y+taz=4
PR-1.- Se considera ¢l sistema{ ax +y —z = 0 |, donde a es un parametro real.
2x+2y—z=12

a) Discutir el sistema en funcion del valor de a.

b) Resolver el sistema para a=1.

Solucion
xX+y+az=4 1 1 a 1 1 a 4
a)dax+y—-z=0 A=|a 1 —1|4 =|la 1 -1 0
2x+2y—z=2 2 2 -1 2 2 -1 2
Rango de A:

|A[=2a%-a-1=2(a-1)(a+1/2)
e SiaeR-{1,-1/2} - rang(A)=3

1 1 1
e Sia=12>4=|1 1 -1} 1‘:—2¢0,rang(A)=2
2 2 -1
1 1 -1/2 .
e Sia=-12-> A=|-1/2 1 -1 | 1/2 1‘:3/2;t0,rang(A)=2
2 2 -1
Rango de A*:
e SiaeR-{1,-1/2}-> rang(A)=3
1 1 1 4
e Sia=1>|1 1 -1 0]|Lacolumna 1y lacolumna 2 son iguales, luego no
2 2 -1 2
todo menor de orden 3 que esté¢ formado por ambos es nulo. Veamos el que
queda:
1 4 1
1 0 —1/=0- rang(A")=2
2 2 -1
1 1 —-1/2 4 1 1 4
e Sia=-12|-1/2 1 -1 0[>|-1/2 1 0 =-9#0rang(A)=3
2 2 -1 2 2 22
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Organicemos la informacion en la siguiente tabla:

=12 =1 aeR-{1,-1/2}
rang(A) 2 2 3
Rang(A*) 3 2 3

S.I S.C.1 S.C.D.

Conclusion:
Si a=-0.5 el sistema no tiene solucion
Si a=1 el sistema tiene infinitas soluciones con un parametro libre

Para todo ac R-{1,-1/2} una tinica solucion

b) Si a=1 > rang(A)Zrang(A*)=29 SCD. Tenemos que encontrar un sistema
equivalente con dos ecuaciones y dos incognitas, pasando la otra incognita al término
independiente. Como el rango del sistema equivalente ha de ser 2, tomamos el sistema
cuyas filas sean las relativas al determinante no nulo de orden 2 que calculamos al
estudiar el rango de A. Es decir las 2 primeras ecuaciones con y, z como incognitas.

{y+Z:4—x(l)e‘l 1
y—z=—x(2) I -1

=2

Podemos resolverlo facilmente por reduccion:
(H)+H2)>2y=4-2x> y=2-x
(1)-(2) 22z=4 > z=2
x=t
Soluciones: {y=2—-¢t VteR
z=2
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Otros Ejercicios

Problema 1. Sea el siguiente sistema:

ax+ay+z=0
—x+y+z=0
(a—2)x+(a+2)y+3z=a

a) Discute segun los valores del parametro a (2 puntos)

b) Resuelve el sistema cuando sea posible (1 punto)

Solucion
a a 1 a a 1 0
A=| -1 1 1|A=] -1 1 10
a-2 a+2 3 a-2 a+2 3 a

e Estudio del rango de A > |A|=3-a-a-2+a’-2-a-a+2-a>-2-a+3-a=0 VaeR D|A[=0

Estudiemos si existe algiin valor de a para el cual rang(A)#2. Para que esto ocurra
tiene que cumplirse que todos los menores de orden 2 sean nulos, es decir que se
anulen para el mismo valor de a:

a a
-1 1

que anule todos los menores (de hecho no existe ninguno que anule estos dos
menores) se cumple que rang(A)=2 Vae R

1
=2a=0—-a=0 1‘=a+1=0 —a =-1 como no existe un valor de a

e Estudio el rango de A": Veamos cuando los tres menores de orden 3 (distintos de
|A|) se anulan. El rango sera 2 si hay algin valor de a en el que se anulen los tres
menores de orden 3:

a a 0
-1 1 O=a’+a’=2a>=0—-a=0
a-2 a+2 a
a 0 1
-1 0 l=-a-a’=-a(a+1)=0—>a=0,a=-1
a—2 a 3
0 a 1
0 1 ll=a—a=0Vae R
a a+2 3

Si a=0 - rang(A")=2, si a#0 - rang(A)=3
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Resumamos los resultados en la siguiente tabla

a=0 | aeR-{0}
rang(A) 2 2
rang(A*) 2 3

C.L Inc

Conclusion: Si a=0 sistema compatible indeterminado con un parametro libre; si a#0 el
sistema es incompatible, no tiene solucion

b) Solo tiene solucion si a=0. Resulta que s6lo hay dos ecuaciones independientes y con
un parametro libre:

z=0
-0
) —x+y+z=0 — (S'){Z rang(4)=2 — S ="
-x+y+z=0
—-2x+2y+3z=0

Solucion =0, x=y

Problema 2. Sea el siguiente sistema:

ax+2y—z=3
x+2y+az=x
2x+4y+z=3

a) Discute segun los valores del parametro a (1.75ptos)
b) Resuelve el sistema cuando a=1 y cuando a=2 (1.25 ptos)

ayuda: fijate en el sistema antes de escribir A y A
Solucion

Ordenando la segunda ecuacion:

a 2 -1 a 2 -1 3
A=|0 2 a| A=|0 2 a 0
2 4 1 2 4 1 3

e Estudio del rango de A > |A[=2-a+4-a+4-4-a’=-4-a*+6-a+4=0 > a=2, a=-1/2
Luego :
a) a=2 o a=-1/2 rang(A)=2
b) aeR-{2,-1/2}rang (A)=3
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e FEstudio el rango de A"

Si aeR-{2,-1/2} > rang(A)=3

22 -13) 223 2 3 -1 32
a=2>A=|0 2 2 0[>/0 2 0=0,/0 0 2[=0,/0 2 0=0>>
24 1 3) 243 2 3 1 3 4

rang(A*)=2
¥o2 -1 3 vo2 3

a=12>A=|0 2 % 0|/>|0 2 0=3-12=-9%0 - rang(A)=3
2 4 1 3 2 43

Resumamos los resultados en la siguiente tabla

=2 | a= ) acR-{2,- 4 }

rang(A) 2 2 3
rang(A*) 2 3 3
C.L Inc C.D.

Conclusion:
a=2 sistema compatible indeterminado con un parametro libre
a=-1/2 incompatible, no solucion

ae R-{0,-1/2}sistema compatible determinado, una solucion

b) a=1 sistema compatible determinado:

x+2y—-z=3 1 2 -1 1 2 -1 3

2y+z=0 A=l0 2 1] A=l0 2 1 0 |A|F2+4+4-4=6
2x+4y+z=3 2 4 1 2 4 1 3

3 2 -1 I 3 -1 2

0 2 1 0 0 1 0 2

3 4 2 3 1 3 1 4 -6
X= =—=1 y= =—=— 7= =——=-1

6 6 6 2 6 6

x=1y=1/2 z=-1

José Luis Lorente Aragon 125



Tema 10. Sistemas de Ecuaciones

a=2 sistema compatible indeterminado con un pardmetro libre y dos ecuaciones
independientes

2x+2y—-z=3
2x+2y-z=3
(S) 2y+2z=0 (S”) rang(A”)=2->(S)=(S’)
2y+2z=0
2x+4y+z=3

y=-z , x=3/2+3/2z

Problema 3. Sea el siguiente sistema:

ax+(a—-1)y+z=0
x+y+taz=1
(a+Dx+ay+(a+1)z=a

a) Discute segun los valores del parametro a (2ptos)

b) Resuelve el sistema cuando sea compatible (1 pto)

Solucion
a a—1 1 a a—1 1 0
a) A=| 1 1 a [,A=| 1 1 a 1
a+1 a a+1 a+l1 a a+l a

e [FEstudiemos el rango de A:

|Aj=a’+a+a+a’-a-a-1-a’-a’+1=0, luego el rango de A no puede ser 3 para ningin
valor de a, ya que el determinante siempre es cero

Por otro lado, existe un menor de orden dos no nulo, para cualquier valor del

parametro:
a a-1 .
| =1 0-> rang(A)=2 para cualquier valor de a.

e [FEstudiemos el rango de A"

sk .
Para que el rango de A" sea menor que 3 tienen que anularse los 4 menores, uno de
ellos es |A|, que como hemos visto siempre es cero, veamos para que valores de a se
anulan los otros menores.

a 0 1
1 1 a|=-da+da*+a-1=—(a-1)’(a+1)=0—-a=1a=-1
a+l a a+l
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LS = () 20 S a

1 a ll=—=a’=-2a*+1=(a=D(a—- —_—
(a—1)( (2 5

a a+l a

a a-1 0

1 1 1 |=a-1=0 2> a=1
a+l al a+1

* r
Para que el rango sea menor que 3 todos los menores de A" han de ser cero, ésto

145

2

solo ocurre si a=1, ya que para a=-1 no se anula el 2° calculado, y para a =

no se anulan ni el 1°, ni el 3°.

1. VaeR-{1}rang(A")=3

1 010 Lo
2. a=124 =|1 1 1 1/, : l‘zl;ﬁO% rang(A”(a=1))=2
2 1 21

Resumamos los resultados en la siguiente tabla

a=1 | aeR-{l1}
rang(A) 2 2
rang(A*) 2 3

C.L Inc

Concluison:
e YaeR-{l}el sistema incompatible y por tanto no tiene soluciones

e Sia=1 el sistema es compatible indeterminado, con infinitas soluciones con un
parametro libre.

D x+z=0
b) 2) x+y+z=1 9)
B)2x+y+2z=1

Como el rango es 2 y un parametro libre, por tanto hay que eliminar una ecuaciéon y
poner un parametro al otro lado del igual:

D x=-z
2Q)x+y=1-z
sustituyendo x por —z en (2), las soluciones son:

1 0
}(S ") = rang (1 J =2 2(S”)=(S). No hace falta utilizar Cramer,

y=1 R X=-7
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Problema 4. Sea el siguiente sistema

ax+y—z=2
x+ay=0
xt+ty—z=a+2

a) Discute segun los valores del parametro a (1.75ptos)

b) Resuelve el sistema cuando a=0 y cuando a=2 (1.25 ptos)

Solucion
a 1 -1 a 1 -1 2
a)Ad=[1 a 0| A4 =1 a O 0
1 1 -1 1 1 -1 a+2

e Estudiemos el rango de A: |A[=-a’+a=0 si a=0, a=1

1. VaeR-{a=0,a=1}->rang(A)=3

2. Paraa=l1:
11 -1 L.

A=|1 1 0 ‘1 0‘:1¢09rang(A(a=l)=2
I 1 -1

3. Para a=0:
0 1 -1 0 1

A=|1 0 0 ‘1 O‘z—liO%rang(A(a=0)=2
1 1 -1

e FEstudiemos el rango de A*:

1. ParaaeR-{1,0} rang(A*)=3, pues rang(A)=3.

2. Paraa=1
11-12 1 -1 2

A=[11 0 0| tenemos que el menorde orden3: 1 0 0 :1¢0rang(A*)=3
11-13 1 -1 3

3. Paraa=0

01 -1 2

A=10 0 0
11 -12

Todos los menores de de orden 3 son nulos:
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01 2 0 -1 -1 1 -1 -1
1 0 0)=0 (1 O O(=0/0 O O0|=0
I 1 2 I -1 -1 1 -1 -1

2 2

0 1 »
‘1 O‘z—l;ﬁO - ran(A )=2 pues

Resumamos los resultados en la siguiente tabla

a=1 a=0 aes R-{1,0}
rang(A) 2 2 3
rang(A*) 3 2 3

Inc C.L C.D.

Conclusion:
o VYaeR-{1,0}, sistema compatible determinado,

® sia=I, sistema compatible indeterminado, y si a=0, sistema incompatible.

D) y-z=2
b) a=0-> (2) x=0 (S)
B)x+y—z=2

tenemos que rang(A)=2,luego solo hay dos ecuaciones independientes y un parametro
libre

Hy=z+2

0 1
(2)x=0 }(S)rang(l 0]:2(5)5(5).

Las soluciones son x=0, y=z+2

MH2x+y—-—z=
a=2-> (2) x+2y =0 (S) Compatible determinado, resolvemos por Cramer: |A|=-2
B)x+y-z=4 %

2

1

1
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ProblemaS5: Discutase el siguiente sistema y resuelvas cuando sea posible.

kx+k*y+k’z=k kK kK K k kK K k
2 — 2 1 2 . 1 2 2
x+ky+k'z /;T (S) A= k k s k k k3
x+y+hkz=k 1 1 % 1 1 £k k
x+y+z=k* I 1 1 1 1 1 K

1. Rangode A’
a) rang(A)=4 > |A‘=k(k-1)*(k+1)#0 > k#1,-1,0
Por lo tanto V ke R-{1,-1,0} el rango de A" es 4

0 00O
. 0 0 O
b) Veamos el rango para k=0. 4 = 1100 , tomando el menor:
1 1.1 0
1 0 0
1 1 0=1%#0 luego rang(A*(k=0))=3
1 1 1
-1 1 -1 -1
-1 1 1
¢) Rango para k=-1 { { h 11 tomando el menor:
1 1 1 1
-1 1 -1
1 1 —1=—4#0- rang(A"(k=-1))=3
1 1 1
1 111
1 111 «
d) Rango para k=1 U111 - rang(A (k=1))=1
1 111

2. Rangode A

a) El rango maximo es 3, luego para ke R-{1,-1,0}, donde el rango de A" es 4,
el sistema es incompatible. Veamos para los demas valores de k

00 0
I I
b) k0> A=| > |11 0=1#0 rang(Ak=0)-3
111
111
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-1 1 -1
| . -1 1 -1
=-1-> - I 1 —lI=-4#0->rang(Ak=-1))=3
1 1 1
1 1 1
111
111
c) k=1-> L1 rang(A(k=1))=1
111

Resumamos los resultados en la siguiente tabla:

k=0 | k=-1 | k=1 | keR-{1,-1,0}

rang(A) 3 3 1 <4
Rang(A") | 3 3 1 4
Sistema | C.D. | C.D | C.L INCOM

Conclusion:
e Si k=0, k=-1 el sistema tiene una Unica solucion
e Sik=I el sistema tiene infinitas soluciones con dos parametros libres

e SikeR-{1,-1,0}no tiene solcuiones

b) Resolver si k=0:

Ox+0y+0z=0
x=0
x=0 . .
—>x+y=0 —> sistema homogéneo C.D. =2 x=y=z=0
x+y=0
x+y+z=0
x+y+z=0

Resolver si k=1: Como el rango es uno, nos quedamos con una ecuacion y dos
parametros libres:

x=1-t-s
x=1-y-z> y=t VitseR
z=s

Resolver si k=-1 = el rango de A es 3, luego nos quedamos con tres ecuaciones;
cuando vimos el rango las ecuaciones eran la (1), la (3) y la (4).

-x+y—z=-1
x+y—z=-1 ;Por Cramer x=0, y=0, z=1
x+y+z=1
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Hacer los siguientes problemas

Problema 6. Sea el siguiente sistema:
mx ty+z= m’
x-ytz=1
3x-y-z=1
3x—y+z=3m

a) Discute segun los valores del pardmetro m (1.75pto)

b) Resuelve el sistema si m=1. (0.25 ptos)

¢) Resuelve el sistema si m=2 (1 pto)

Problema 7. Sea el siguiente sistema:
axt+y-z=z
-Xtay+z=x
-3x+H3y+z=y
a) Discute segun los valores del parametro a (1.75ptos)

b) Resuelve el sistema cuando sea posible (es decir no sea incompatible). (1.25 ptos)
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Unidad 11. Espacios vectoriales

Contexto con la P.A.U.

Este es un tema que aunque en el indice se ha incluido en el Bloque de Algebra lineal,
podria también incluirse en el Bloque de Geometria. Pretende asi sentar las bases
tedricas de los dos siguientes temas.

Aunque en los exdmenes de matematicas de PAU no suele haber ninglin ejercicio
relacionado con este tema he considerado importante incluirlo, tanto por estar en el
temario de la asignatura como por su importancia en las carreras de indole tecnologica
como ingenierias, matematicas, quimicas o fisicas.
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1. Espacios vectoriales

1.1. Definicion.

Definicion 1: Sea V un conjunto; se llama operacion interna de V a una aplicacion que
nos relaciona dos elementos de V con otro de V. El ejemplo mas utilizado es el de la
suma:

+VxV ——m™ V

v —p utv

Ejemplo: sea V=R’ el conjunto de los vectores en el plano( R*={(x,y): x,ye R});veamos
como la suma de vectores en el plano es una operacion interna:

+:R’x R? ———— R?

Uu=xy),v=x"y)———» u+v=(x+x,y+y")

Definicion 2: Sea V un conjunto, se llama operacion externa de V sobre R a una
aplicacion que nos relaciona un elemento de V y otro de R con otro de V. El ejemplo
mas utilizado es el del producto escalar:

“RxV ——mmV

Av —————> v

. 2 .
Ejemplo: sea R el conjunto de los vectores en el plano, veamos como el producto de un
escalar y un vector en el plano es una operacion externa:

“RxR? —R’

AV=(x,y) — A=>0UIUx, L)

Definicion: Un conjunto V es un espacio vectorial sobre R si cumple:

1. Tiene una operacion interna (suma) tal que cumple las siguientes propiedades:

Y uv,weV
+VxV ———V
1) conmutativa: utv=v+u
ii) asociativa (u+v)+w=ut(v+w)
1i1) elemento neutro:existe un elemento de V,que denotamos 0,tal que u+0=u
iv) elemento opuesto: para todo elemento u existe otro, -u, tal que u+(-u)=0

2. Tiene una operacion externa (producto escalar) tal que cumple las siguientes
propiedades: VA, ueR , Vu,ve V

“RxV —V
i) Distributiva con R: (A+)-u=A-u+u-u
ii) Distributiva con V: Autv)=A-u+A-v
iii) Asociativa: (A-p)-u=A-(lL-u)

iv) Elemento neutro: 1-u=u
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Al conjunto V, con las anteriores operaciones y propiedades se le denomina espacio
vectorial, y se representa por la terna (V, +, r). Los elementos pertenecientes a V se les
llama vectores, siendo escalares los pertenecientes a R (se suelen utilizar las letras
griegas minusculas).

1.2. Ejemplos de Espacios Vectoriales

En este apartado vamos a ver varios ejemplos de espacios vectoriales. El origen de la
estructura matematica del espacio vectorial son el conjunto de los vectores en el plano,
R’ y el conjunto de los vectores en el espacio, R’, tantas veces utilizados en la fisica
(velocidad, aceleracion, posicion...), si bien existen muchos otros espacios vectoriales
como veremos a continuacion.

1.

Conjunto de los vectores en el plano con las operaciones de la suma de vectores
y el producto escalar (R?,+,r). Demostracién

1. Operacién interna: u=(x,y), v=(x",y"), w=(x",»")
+ R*%R? —> R’
i=(xy)v=0uy) —— d+v=(x+x,y+y")
1) Conmutativa: u+v =(x+x",y+ ') =(x"+x,y+y)=v+u

i1) Asociativa: U+v)+w=((x+x")+x",(y+yH)+y'")=
=(x+(x+x"),y+(y+y)=u+G+w)

iii) Elemento neutro: i +0 = (x, y) + (0,0) = (x, y) =i
iv) Elemento opuesto: u +(—u) = (x, )+ (—x,—y) =(0,0) = 0

2. Operacion externa:
“RxR? — R’

Av=(xy) ——>Av=(14x,4y)

1) Distributiva en R:

(A+pyii =((A+ @) x,(A+ @) y) = (Ax+px, Ay +py) = Ux, p) + px, y) = A+ prii

ii) Distributiva en R*:

AWU+V)=Ax+x,y+y)=(Ax+x),Ay+y)=A(x,y)+ A, y) =AU+ AV

ii1) Asociativa: (A-u)u = (Ap)x,(A- 1) y)=A(wx,wy)=A(wi)

iv) Elemento neutro 14 =1-(x,y) = (x,y)=u
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2. El conjunto de los vectores en el espacio, R*={(x,y,z):x,y,z€R} con las
operaciones de la suma de vectores y el producto escalar (R, +,r).

Demostracion: La demostracion es equivalente a la vista par los vectores en el
plano, con la salvedad de que hay que afiadir una coordenada mas.

3. El conjunto de los polinomios con grado < n con coeficientes reales, P,(R), con
las operaciones de la suma de polinomios y el producto escalar (P,(R),+,r).

Demostracion:

L4 : . _ n . _ ' N ) )
. . —dn coe 9 - coe )
1. Operacion interna: p(X)=a,x +...+ta;x+ap; q(X)= a,’x +...+a; x+ag

h(x)= a,"x"+...+a; "x+ag”

+: Pn(R)xPn(R) — > Pn(R)
p(x),q(x) —— p(X)*tq(x)=(antan")x"+... +(aotao’)
i) Conmutativa: p(x)+q(x)= (asta,”)x"+...+(agtay’)=
=(a, +ay)X +...+(ag’+ag)=q(x)+p(x)
ii) Asociativa: (p(x)+q(x))+h(x)= ((axtay’)+a,”")x"+...+((agtap ) +ay>’ )=
=(ant(an’+an”"))X ... H(agH (@0 +ag ")) =p(x)H(q(x) th(x))
iii) Elemento neutro: p(x)+0(x)=(a,+0)x"+...+(ap+0)= ax"+...+ao=p(x)

iv) Elemento opuesto: p(x)*+(-p(x))= (a,- a,)x"+...+(agt0)= 0-x"+...+0=0(x)

4. El conjunto de las matrices en cualquier dimensién, M.m(R), con las
operaciones de la suma y del producto escalar (Mpym(R),*,'r). Demostracion:

La demostracion es trivial, aplicando las propiedades de la suma y el producto de
nameros reales en cada coeficiente de las matrices. A realizar por el alumno en casa.

Ejercicio 1: decir si son espacios vectoriales los siguientes conjuntos con las
operaciones indicadas.

a) Las matrices cuadradas con operacion interna el producto de matrices
y el producto escalar, como operacion externa

2 ., .
b) R” con el producto escalar como operacion externa y la siguiente suma
como operacion interna:

®: R’xR? —> R
(Xy),(x,y) ——— (x+x’-(y+y’),0)

a) Veamos si el conjunto de las matrices cuadradas con el producto de matrices
como operacion interna es espacio vectorial:

1. Operacion interna: > Miuxn(R)X Mpxn(R) ————» Muxn(R)

A, B —» AB

José Luis Lorente Aragon 5



Unidad 11. Espacios vectoriales

1) Conmutativa A-B#B-A (por lo general las matrices no conmutan),
luego no es espacio vectorial con el producto como operacioén interna (si es
espacio cuando la operacion interna es la suma de matrices, como vimos).

b) Veamos si R?, con la suma anteriormente definida como operacién interna, es
espacio vectorial:

1. Operacion interna:
1) Conmutativa: tenemos que ver si se cumple que u®v=v®u:
U®v=(x+x-(y+)0)
|
VOu =(x4+x—-(y+»),0)
11) Asociativa: tenemos que ver si (u®v) @w=u® (VO w):
@@V)@Ww=(x+x~(y+1).0)®(x",y") = (x+x") +x"=((y+ ) +'"),0)

I
U®VOw)=(x,y)®(x+x"=(y'+y"),0) = (x + (x+x") = (y + (y'+"")),0)

1i1) Elemento neutro: no existe, pues sea cual sea este vector, nos anula la
segunda coordenada del vector. Veamos, suponiendo que el elemento neutro es

(0,0: i®0=(x+0—-(y+0),0)=(x—y,0) %

Luego no es espacio vectorial el conjunto de los vectores en el plano con la suma
@ como operacion interna.

2. Subespacio vectorial

2.1. Definicion

Definicion: Sea (V,+,r) un espacio vectorial y W un subconjunto de V (WcV). Se dice
que W es subespacio vectorial de V si W, con las operaciones definidas en (V,+,r), se
comporta como un espacio vectorial, es decir, cumple las propiedades definidas en
apartado anterior.

En la practica no es necesario volver a comprobar nuevamente las diferentes
propiedades de las operaciones interna y externa sobre W. Veamos una condicion
necesaria y suficiente en el siguiente subaparatado.

2.2. Condicion suficiente y necesaria

Teorema: Sea (V,+,r) un espacio vectorial y W un subconjunto de V. (WcV); (W,+,r)
es subespacio vectorial de V si cumple las siguientes proposiciones:

1) VuveW > utveW (cerrado con la suma).

2) YueV, VAeR-> A-ue W (cerrado con el producto escalar).
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Ejemplo: Estudiar cuales de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios
vectoriales

a) S={(0,y): yeR}
1.V u=(0,y), v=(0,y)eS = u+v=(0,y+)") e S, pues y+y’e R y la primera
coordenada es nula

2. V u =(0,y)eS, VAeR > A u =(0,Ay)eS, pues AyeR y la primera
coordenada es nula

Es subespacio, al cumplir las dos condiciones.

b) T={(x,1): xeR}

1. V u=(x,1), v=x,1)€T 2> u+v=(x+x",2)¢ T, pues la segunda
coordenadano es 1.

No es subespacio, pues no cumple la primera condicion.

c) A={(x,y):x+y=0}, se puede expresar de la siguiente forma: A={(x,-x):xeR}.

1. V u=(x,Xx), Vv =(x’,-x)EA 2> u+v=(x+x",—(x+x'))e 4 pues la
segunda coordenada es la opuesta a la primera.

2. V i=(x,-x)e A, VAeR 2> A ii=(Ax,-A'X)€ A, pues la segunda coordenada
es la opuesta a la primera.

Es subespacio al cumplir las dos condiciones.

Ejercicio 2. Decir si los siguientes subconjuntos son o no subespacios vectoriales

a) Matrices simétricas de dimensidon n, S,(R) subespacio vectorial de las matrices
cuadradas de dimension n (Mpx(R),*,°r).

1. VA,Be Sy(R)> A=a;j=A'=a;; B=b;=B'=b;

C=c =A¥Ba;+b; b, =b, C=C">A+BeS,R
Ct:(A+B)l=Cji:aji+bjicom0 = Y0 = - - n( )
2. Vhe R, VAe Sn(R)é D=dij=k-A=h-aij=k-aji=dji9(X-A)Z(X-A)ték-Ae Sn(R)

Es subespacio vectorial (Sp(R),*,r)

\ 1 3 -1 2 0 5 4 8 12 24
Ejemplo: + = 3 =
35 2 3 5 8 8 —1 24 -3
(Iden matrices antisimétricas)

b) Matrices triangulares inferiores de dimensién n, T'(R) subespacio vectorial de las
matrices cuadradas de dimension n (Myxn(R),*,r).

Ae T',(R) —>2;;=0 j>i (los elemento encima de la diagonal son nulos)
1. VA,Be T',(R) :C=c;i=A+B=a;+b;;=0 si j>i pues a;=b;;=0 > A+Be T',(R)
2. VAe T'y(R) y VAeR: D=dj=AA=MAa;=0 i>j pues a;=0 > LAe T',(R)

Es subespacio vectorial (Tin(R),Jr,-R) (Iden triangulares superiores).
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¢) El conjunto de polinomios de grado menor o igual que m, P,(R), es subespacio
vectorial del conjunto de polinomios con grado menor o igual que n , P,(R),(n>m).

1. V p(x), q(x)€Pu(R)2>p(x)+q(x)e Pn(R) (sumando polinomios de grado
menor que m el resultado es otro polinomio de grado menor que m)

2. V p(x)ePn(R) VAeR> Ap(x)e Piu(R) (el producto de un polinomio por un
n° real es otro polinomio de mismo grado)
Ejercicio 3. Decir si son subespacios vectoriales de (R*,+,r)
a) A={(x,y,0): x,ye R} >Subespacio

1. V(x,y,0),(x’,y’,00e A>(x,y,0)+(x’,y’,0=(x+x’, y+y’,0)€ A, pues la tercera
coordenada es nula y la primera y la segunda son reales.

2. V(x,y,00e A,VAe R>A(x,y,0)=(Ax,Ay,0)e A, pues la tercera coordenada es
nula y la primera y la segunda son reales.

b) B={(x,y,-x-y): x,ye R} > Subespacio
1. V (X7Y7_X_Y)a (X,ay,a_x,_y,)e Be(xay;X_Y)—i_ (X,ay,a_x,_y,):

=((x+x’),(y+y’),-(x-y-x’-y’))e B pues la tercera coordenada es la
opuesta a la suma de las dos primeras coordenadas

2. V(Xy,-x-y)eB , VAeR2>AX,y,-x-y)= (Ax,Ay,M(-X-y))€ B pues la tercera
coordenada es la opuesta a la suma de las dos primeras coordenadas

¢) C={(x,2x,3x): xe R} >Subespacio
1. V(x,2x,3x), (x’,2x’,3x’)e C> (x,2x,3x)+(x’,2x’,3x")=

=((x+x’),2(x+x"),3(x+x"))e C pues la segunda coordenada es el doble
de la primera y la tercera el triple de la primera

2. V (x,2x,3x)eC, VAeR: A(x,2x,3x)=(Ax,2Ax,3Ax)e C, pues la segunda
coordenada es el doble de la primera y la tercera el triple de la primera

d) D={(x,y,z):x+y=3,x,y,z€ R}={(x,3-x,z):x,ze€ R} >No es Subespacio
1. (x,3-x,2), (x’,3-x",2")e D 2 (x,3-x,2)+ (x°,3-x",2")=
=(x+x’,6-(x+x"),z+z’)¢ D, pues la 2* coordenada no es como la del subespacio.
e) E={(x,y,2): x'z=3 x,y,ze R}={(x,y,3/X) :x,ye R} >No es Subespacio
1. V(xy,3/x),(x’,y’,3/x)eE : (x,y,3/x)+ (x’,y’,3/x’)=
=(x+x’,y+y’,3/x+3/x”) ¢ D. > Pues 3/x+3/x’#3/(x+x)
f) F={(x,y,2):x=y" x,y,ze R}={(v".y,2):y,ze R} >No es Subespacio

. V (Yy.2), y2y2)eF © (YVy2)Hy y,2)=(y+y y+y’,z+z’) &F, pues
(y+y) 2y +y”
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3. Combinacion lineal. Sistema Generador.

Definicion: Un vector ve V es combinacion lineal de los vectores {vi,vy,...,v,}sl se
puede escribir de la siguiente forma:

V=AM ViAot AV con A, Ag,. ., ApER

Ejemplos:
1. (7,3)eR? es combinacion lineal de los vectores {LTX =i =(1,0), u—} =7=(00)}:
(7,3=7(1,0)+3(0,1) A=7, A,=3
2. (2,2,-5)€R? es combinacion lineal de los vectores, {(1,1,0) y (0,0,1)}:
(2,2,-5)=2(1,1,0)-5(0,0,1) = A1=2, Ay=-5

5 =2 S 1 0 0 1 0 0 0 0
3. es combinacion lineal de { , , ) }
3 4 0 0 0 0 1 0 0 1
5 =2 1 0 0 1 0 0 0 0
=5 -2 +3 +4 > }L1=5,7\42=-2,)L3=3,)L4=4
3 4 0 0 00 1 0 0 1

4. p(x)=3+2x+5x* es combinacion lineal de {-2+2x, 1+x*}:
P(X)=3+2x+5x7=1(-242x)+5-(1+x%)  M=1, A,=5

Definicion: un conjunto de vectores {vi,...,v4} de un espacio vectorial (V,+,r), es
sistema generador de V si cualquier vector del espacio V se puede escribir como
combinacion lineal de éstos.

Ejemplos:
1. Los vectores {Z =i =(1,0), LTy =/ =(0,1)} generan el espacio vectorial R~
Demostracion:

V ¥ =(x,y)eR? veamos que es combinaciéon lineal de estos dos vectores:
(Xy)=x(1,00+y(0,1)> A=x, A=y

7\42=Y

A

~.!

»
>

I Ai=x

2. Los vectores {12 =i =(1,0,0), Z =7=(010),u =k = (0,0,1)} son generadores de
R’. Demostracion:

V ¥ =(x,y,2)eR’ veamos que es combinacion lineal de estos dos vectores:
(X,y,Z)ZX(l,0,0)+Y(0,1,0)+Z(0,0,1)9 }\,1=X, 7h2=y, }\43=Z-
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3. Los vectores (1,1,0), (0,0,1) no generan R’ pues, por ejemplo, el vector (2,1,3)
no se puede expresarse como combinacion lineal de estos, ya que no existen
valores de A, A, tal que (2,1,3)=A;(1,1,0)+A>(0,0,1)=(A1, A1, A2). Veamos:

2=\,

1=k1} No solucion pues 2#1.

1=\,

Los vectores (1,1), (0,1) si son generadores de R%:

V ¥ =(x,y)eR? veamos que es combinacién lineal de estos dos vectores:
(x,y)=M(1,1)+A2(0,1)>

7L1:X
}LlZX, }\'ZZY_X 9 (X,Y):X(1,1)+(Y'X)(O,l)
)L1+7L2=y.
) 1 0Y(0O 1)(0 O0)Y(O0 O
4. Las matrices , , R son generadores de My (R).
0 0o/\l0 0){1 O0/l0 1
Demostracion:

a, a, 1 0 0 1 0 0 0 0
=4ay tap, +a,, +a,,
a, a, 0 0 00 1 0 0 1

Teorema 1: Un conjunto de vectores {vi,...,vim} s generador del espacio (V,*,"), si el
rango de la matriz B=(vy,...,vy) es igual a la dimension del espacio vectorial (qué se
definira en el apartado 5 de este tema).

Ejemplo: Demostrar, que si los siguientes vectores {(1,2,3), (0,1,-2), (0,0,1), (1,1,-2)}
generan R’.

Como se demostrara en el apartado 5, la dimension de R® es 3. Veamos si el rango de B
es igual a la dimension:

1 0 0 1
B=|2 1 0 1 |—> rang(B)=3-> Generan
3 -2 1 =2

Ejercicio 4: Decir si generan los siguientes vectores de R’ {(1,1,0), (0,1,1), (1,0,-1)}

. . 3 . .
Tendremos que ver si para cualquier vector v=(x,y,z)e R’ comprobaremos si es posible
ponerla como combinacidn lineal de los tres vectores:

(%,y,2)=A1(1,1,0)+A2(0,1,1)+A3(1,0,-1)

X=)L1+7L3
y:}L]+}L2
Z:}\Q‘}\G

Tendra solucién para cualquier valor de x,y,z si el sistema es compatible; es decir, si
rang(B)=3.

10 Apuntes de Matemiiticas Il para preparar el examen de la PAU




Unidad 11. Espacios vectoriales

1 0 1
B=|1 1 0 |- rang(B)=2-> No generan.
0 1 -1

4. Dependencia e independencia lineal.

Definicion: Los vectores {vj,vy,...,vo} son linealmente dependientes si podemos
encontrar numeros reales, A;, tal que:

MVvi+Aovot. . A, vp,=0 en donde al menos un A;#0

Definicion: Los vectores{vi,vy,...,vy}son linealmente independientes si no son
linealmente dependientes; es decir, si cumple la siguiente igualdad

AMVi+Avot. .+ V=0 solo cierta cuando A;=A,=...=A,=0 (solucion trivial)

Teorema 2: Si los vectores {vi,vy,...,vp}son linealmente dependientes, entonces,
cualquiera de ellos se puede expresar como combinacioén lineal del resto. Si son
linealmente independientes ninguno de ellos se podra expresar como combinacion lineal
del resto.

{Vi,V2,...,Va} L.D. 2 vimlyvit+. A Vi i Vie .. IV,

{V1,V2,...,va} L.I. 2 v; no se puede expresar como combinacion lineal del resto.

Teorema 3: Los vectores {vi,vy,...,vy}son linealmente independientes si el rango de la
matriz B=(vy,...,vy) es igual al n° de vectores, n, (rang(B)=n). En el caso de que sea
menor, entonces, son linealmente dependientes

rang((v1,Va,...,vp))=n > L. L.
rang((vi,Va,...,Vp))<n = L. D.

Ejemplos:
1. (1,2),(1,4),(1,0) veamos si son L.I. o L.D. :
A(1,2)+A(1,4)+A3(1,0)=(0,0)
A+ +A5=0
20 +40,=0 }

1 1 1
B:
2 40
A=2, A=-1, A;5=1 es solucion. Linealmente dependientes.

Teorema 1: (1,4)=2(1,2)-(1,0)

Teorema 2: Es un sistema homogéneo compatible indeterminado( rang(B)=2)
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2. (1,0,1),(1,2,0), (0,1,1) veamos si son L.D. o L.L.:
M(1,0,1)+25(1,2,0)+25(0,0,1)=(0,0,0).

A +2,=0 110
2, +2,=0tB=[0 2 0
A +2,=0 1 0 1

Tenemos que la Gnica solucion es A;=A,=A3;=0 > linealmente independiente, ya que
el sistema es compatible determinado.

Teorema 1: (1,0,1)#u,(1,2,0)+12(0,0,1)

Teorema 2: rang(B)=3.

3. {1, X2, x*+1 } veamos son L.D. o L.I.

A 1A X2 HA g+ (x*+1)=0+0x+0x>

A+2,=0 10 1
0=0 +B=[0 0 0
L+2,=0 |0 1 1

El sistema es compatible indeterminado; una solucion distinta de la trivial es A=1,
A=1, As=-1. Linealmente dependiente

Teorema 1: x>+1=1-1+1-x><

Teorema 2: rang(B)=2.

Ejercicio 5: ver si son L.D. o L.I.
a) (1,0,0), (2,0,0), (0,3,1)=> A1(1,0,0)+A2(2,0,0)+A5(0,3,1)=(0,0,0)
A +24,=0 1 20

34,=0 :B=|0 0 3

A, =0 0 0 1

La solucion es A;=0 y A=-2A,, luego existe alguna solucion distinta de la trivial (A;=-2,
A=1, A3=0). Linealmente dependiente.

Nota: Siempre que en el conjunto de vectores haya dos iguales o proporcionales (como
los dos primeros), el sistema es linealmente dependiente

Teorema 1: (2,0,0)=2(1,0,0)+0(0,3,1)

Teorema 2: rang(B)=2
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b) (1,2,1), (0,1,0), (0,0,1) = Ai(1,2,1)+22(0,1,0)+A5(0,0,1)=(0,0,0)

A,=0 1 00
24,+4,=0tB=[2 1 0
A+, =0 1 01

La tinica solucion es Aj=A,=A;=0, luego los vectores son linealmente independientes.
Teorema 1: (1,2,1)#u,(0,1,0)+u,(0,0,1)

Teorema 2: rang(B)=3.

¢) (2,1,3), (1,2,-1) = M(2,1,3)+A»(1,2,-1)=(0,0,0)

24, +4,=0 2 1

A +24,=0'B=|1 2
34, -4, =0 3 -1

Unica solucion es A;=A,=0. Los vectores son linealmente independiente
Teorema 1: (2,1,3)#u(1,2,-1)

Teorema 2: rang(B)=2=n° vectores

d) (1.2,5),(0,0,0), (4,-1.2) > Ai(1,2,5)+A2(0,0,0)+23(4,-1,2)=(0,0,0)

A +42,=0 1 0 4
24, -4, =0 }B=|2 0 -1
54, +24, =0 5.0 2

Tiene infinitas soluciones, A;=A;=0 y VAs;€ R. Por ejemplo una solucién no trivial puede
ser A=A,=0, A3=1. Luego los vectores son linealmente dependientes.

Nota: Siempre que uno de los vectores sea el vector nulo, el conjunto de vectores es
linealmente dependiente

Teorema 1: (0,0,0)=0-(1,2,5)+0-(4,-1,2)

Teorema 2: rang(B)=2.

Ejercicio 6: ver si son L.D. o L.I.

< 5 R e S M R W

A +2,=0 1 1 0
24, =0 12 00
A, = 1o 11

A, +2,=0 0 0 1
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Tiene unica solucion A;=A,=A;=0. Luego el conjunto de vectores (matrices) son
linealmente independientes.

. (12, (10), (00
rema 1.
eore o o) ™o 1)™1

Teorema 2: rang(B)=3
n (o DG 6 G o
0
1

R T PO X R O Y W

A +24,+34,=0 1 2 0 3
~Ay=A=0 |, |0 =1 =10
A, +4,=0 0 1 0 1
A +2,=0 1 0 0

Tiene infinitas soluciones (|B|=0), por ejemplo A=A,=1, A;=As= -1. Luego el conjunto
de las 4 matrices son linealmente dependientes.

10 2 -1 0 -1 30
Teorema 1: =—1 +1 +1
0 1 1 0 0 1 1 0

Teorema 2: rang(B)=3

5. Base de un espacio vectorial. Teorema de la Base

Definicion: Dado un conjunto de vectores {vi,vs,...,vy} en un espacio vectorial (V,+,'r)
forman una base si cumplen las dos siguientes condiciones:

1. linealmente independientes

2. sistema generador de V

Teorema de la base: Todas las bases de un espacio vectorial V tienen el mismo niimero
de vectores. Al nimero de vectores se le llama dimension del espacio vectorial.

Ejemplos:

1. (R%+,R) es espacio vectorial de dimension 2, pues {(1,0), (0,1)}son base al ser
linealmente independientes y generan. A demostrar por el alumno

2. (R?+,R) es espacio vectorial de dimension 3, pues {(1,0,0), (0,0,1), (0,0,1)}son
base, al ser linealmente independientes y generar. 4 demostrar por el alumno
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3. Mmxn(R),+,;r) es espacio vectorial de dimension m-n. Ejemplo My (R)

. . I 0)(0O 1)(0 O0)(O O .
dimension 4, pues { , , , } son base al ser linealmente
0 0)l0 0){1 0/{0 1

independiente y generar. 4 demostrar por el alumno

4. Py(R) es un espacio vectorial de dimension n+1, pues {1,x,x°,....x"} son base al
generar y ser linealmente independientes. 4 demostrar por el alumno

Teorema 4: Si un conjunto de n vectores {vj, ..., vpjes base de (V,+,r), siendo la
dimension de V igual an:

a) Se cumple que si son linealmente independientes, entonces son generador de V;
y al revés, si generan son linealmente independientes.

b) Se cumple que si son linealmente dependientes, entonces no generan V; y al
revés, si no generan son linealmente dependientes.

De esta manera, para ver si un conjunto de n vectores en un espacio de dimension n es
una base, s6lo hay que comprobar que son linealmente independientes o generan; no
hara falta comprobar las dos condiciones. Por lo general es mas facil ver que son L.1.

Teorema 5: Un conjunto de vectores {v; ..., V4} constituye una base si la matriz
B=(vy,...,vn) es cuadrada (mismo n° vectores que la dimension) y su determinante |B|#0
(linealmente independientes).

Teorema 6: Si el conjunto de vectores {v, ..., vim}pertenece al espacio vectorial (V,+,'r)
de dimensidon n<m, entonces estos vectores son linealmente dependientes.

Teorema 7: Si el conjunto de vectores {v; ..., vm} pertenece al espacio vectorial
(V,+,'r) de dimensién n>m, entonces estos vectores no generan a V.

Ejercicio 7: Comprobar si los siguientes vectores son linealmente independientes,
generan y si son base de sus respectivos espacios vectoriales.

a) {(1,2), (1,4), (5,3)} = son tres vectores en un espacio vectorial de dimension 2, luego
los vectores son linealmente dependientes, y por lo tanto no son base.

Veamos si generan; para eso estudiemos el rango de B
1 15
B= - rang(B)=2 = Generan
2 4 3
b) {(1,0), (2,0)}> son dos vectores al igual que la dimension de R, pude suceder:
a) Son base y, por lo tanto, linealmente independientes y generan.
b) No son base y, por lo tanto, linealmente dependientes y no generan.
Para ver en qué caso nos encontramos miramos el determinante de B.
‘1 2

0 = (0 2>estamos en ¢l caso b) linealmente dependientes y no generan
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¢) {(1,1), (5,0)}=> son dos vectores, igual que la dimensién de R?, estamos en el mismo
caso que en b). Veamos en este caso en qué situacion nos encontramos:

|B|=-5->Luego son base y por tanto linealmente independientes y generadores.
d) {(1,2,0), (0,1,0)}=> son dos vectores en un espacio vectorial de dimension 3, luego
no son generadores, y por lo tanto, tampoco son base.

Es facil de ver que son linealmente independientes, ya que los dos vectores no son
proporcionales. Otro método es ver el rango de B:

Rang(B)=2=numero de vectores—> linecalmente independientes.

e) {(1,0,1), (2,1,1), (0,0,-1)} > son 3, igual a la dimension. Por lo tanto estamos en la
misma situacion que en b). Serdn base o no segln el valor de [B|:

1 2 0
|BI=|0 1 0|=—-1#0 - son base de R’, por lo tanto, generan y son
1 1 -1

linealmente independientes.

f) {1+x,1-x",-x+2x°} base de P,(R) = son 3 vectores en un espacio vectorial de
dimension 3. Veamos si son base calculando |B|

1 1 0
|Bl=]1 0 —=1=-3#0-> son base de P,(R) y, por lo tanto, generan y son
0 -1 2

linealmente independientes.

1 0 1 1)(0 0)\(-1 1 base de Moor(R)S 4 matei
g) { _1 -2 ’ 1 2 P 1 19 0 -2 }ase € 2x2( ) sSon 4 matrices en un

espacio pectoral de dimension 4; veamos si son base viendo el valor de |B|

1 1 0 -1
0 1 0 1
. NE -7#0 - son base de My,»(R)
-2 2 1 =2

6. Coordenadas de un vector.

Teorema 8: Sea B={v,, v, ..., v4} una base del espacio vectorial (V,+,'r); entonces
todo vector ueV se puede escribir de forma unica como combinacion lineal de los
vectores B.

u=W,vi+...+U,vy. Los valores (W,Uy, ...,U,) se llaman coordenadas de u en la base B.

Ejemplos:
Ver las coordenadas del vector u = (1,3,—4)

a) en la base canonica {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}:
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(1,3,-4)=1(1,0,1)+3(0,1,0)-4(0,0,1)~> las coordenadas 1,3-4.

b) en la base B={(1,0,1), (2,0,-1), (0,3,0)}
(1,3,-4)=u1(1,0,1)+112(2,0,-1)+15(0,3,0)

I=u +2u,
3=3u, Wi=-7/3, ux=5/3, w3=1
—4=p - i,

Luego las coordenadas en la base B son W,=-7/3, u,=5/3, w3=1

Matriz de cambio de base, B, y cambio de base inversa, B!: Dada una base
W={vi,va,...,vn}, la matriz B es la formada por las coordenadas de los vectores de W.
Asi, cada columna de B es un vector de W—> B=(vy,...,v,). Estas matrices nos permiten
obtener de forma rapida:

1. B~ las coordenadas de la base candnica cuando nos dan las coordenadas en otra
base

-1 .
2. B las coordenadas en una base dada cuando tenemos el vector definido en la
base canonica.

T

{Base W, {Base canodnica}

~

Ejemplo: W={(1,0,1), (1,1,0), (0,0,1)}

1 10 1 -1 0
B=|0 1 0| B'=l0 1 0
1 0 1 -1 1

— 3 -
Sea v, =(3,4,5), un vector de R” en coordenadas de W; el valor de v en
coordenadas canonicas es :

t

11 3 7Y
v=[l0 1 41| =|4| =(7,4,8)=3(1,0,1)+4(1,1,0)+5(0,0,1)
1 0 5 8

- o O

Obtener las coordenadas de la base candnica en la base de W:

t t

I -1 0})1 1
@,),={|0 1 00||=|0]=(0-1,=1(1,0,1)-1(0,0,1)=(1,0,0)
-1 1 1)0 -1
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1 -1 oYo)) (=1
@), = 0 1 0)1]|=]1]=(LL),=1(1,0,1)+1(1,1,00+1(0,0,1)=(0,1,0)
-1 1 1)o 1
1 -1 oYo)) (oY
@),=[|0o 1 ofol||=[0]=(,01,=1(0,0,1)
-1 1 1)1 ]

Obtener las coordenadas de u =(3,0,2) en la base W:

t t

3 3
0|l =| 0| =@3.0-1),
2 -1

—_
|
—_

Ejercicio 8: Sea el espacio vectorial P3(R); demostrar que W:{1,(x-1),(x-1)2,(x-1)3 } es
base. Calcular las coordenadas de p(x)=4—x+x3 en dicha base.

Como el numero de “vectores” de W es 4, serd base si son linealmente independientes.
Esto ocurre si [B[£0.

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
0 1 -2 3 0 1 -
B= | B |= = 1(triangular)
0 0 1 =3 0 0 1 -3
0 0 0 1 0 0 0 1

Luego W es base de P3(R). La matriz B es la matriz de cambio de base de W a la base
canonica. Para obtener las coordenadas de p(x) en la base W tendremos que calcular B!

1 1 1 1
B - 0 1 2 3
1o 0o 1 3
0 0 0 1
11 1 1) 4Y)) (4
pxX)w=|]0 1 2 3| -1 2 ) ;
o o 1 3l =[5 ] =423, =41+ 2 =D+ 3= DT+ 1(x -
00 0 1)\1 1
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Ejercicios:

Espacios vectoriales

Ejercicio 9. Decir si los siguientes conjuntos con sus operaciones son espacios
vectoriales.

a. El conjunto de las matrices cuadradas, Mp(R), con las siguientes
operaciones:

Interna—> @: Mpxn(R) X Mpx(R) » Muxn(R)
AB > A®B=(A+B)'

Externa=> el producto escalar de un nimero por una matriz

b. El conjunto de los vectores en el espacio, R®, con las siguientes operaciones:
Interna: producto vectorial > ®:R*xR>—»R’

(X:y:z)a(x,:y,az,) ’ (yz,-zy,azx,'xz,axy,_yx,)
Externa: el producto escalar un nimero por un vectores

Subespacios vectoriales

Ejercicio 10. Decir si son subespacios vectoriales
a. A={p(x)=apta,x’: ap,a,€ R} subespacio de P,(R)
b. B={(x,-x,1/x): xe R} subespacio de R’

c. Dy={matrices diagonales} subespacio de My,

Ejercicio 11. Hallar las bases y la dimensién de los siguientes subespacios de R
a. S={(x,y,2): x-2z=0, x,y,ze R}
b. T={(x,0,2x): xeR}

Ejercicio 12. Hallar el valor de b para que el vector (1,b,-1) pertenezca al subespacio
generado por los vectores {(1,2,0), (2,-1,5)}. Hallar la forma general de este subespacio.

Combinacion lineal, generadores, base. Coordenadas

Ejercicio 13. Decir si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente
independientes, generadores y base.

c. {(1,2-1),(0,-1,3), (1,1,1), (-3,0,0)} de R’
d. {1+x, x+x%, x*} de P2(R)

e (4 3G o (G o) g)eenme
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Ejercicio 14. Hallar los valores de x que hacen que los siguientes vectores{(x,2,0),
(2x,6%,10), (3,x,15)} sean linealmente independientes

Ejercicio 15. Estudia el conjunto de vectores de R* W={(1,2,3),(0,2,4), (0,2,0)} forma
base de R®. En caso afirmativo expresa en esta base las coordenadas de (1,1,1)

Soluciones:

Ejercicio 9.

a.) Tenemos que comprobar que la operacion interna definida cumple las siguientes
propiedades: VA,B,Ce M »(R)

i. Conmutativa: AOB=(A+B)'=A+B'=B'+A'=(B+A)'=B®A
ii. Asociativa: (A®B)®C=(A+B")®C=( A4B")+C'=(A+B)+C"
A®(B®C)=A®B+C")=A+(B“+C")'=A+B+C)
No se cumple la propiedad asociativa, luego no es espacio vectorial.

b) Tenemos que comprobar que la operacion interna definida cumple las siguientes
propiedades: V i,v, weR’

1. Conmutativa: uxv =(yz’-zy’,zx’-xz’ , Xy’ -yx’)
vxu =(Y'2-2y,2°X-X'Z,X"y-y X)= - UXV L UXV
No se cumple la propiedad conmutativa, luego no es espacio vectorial.
Ejercicio 10

a.) Veamos si cumple las dos siguientes propiedades Vp(x), q(x)e A, VAeR

1. p(x)+q(x)=ao+ao’+(a2+a2’)-xze A, pues tiene el término independiente y
el de segundo grado.

ii. Ap(x)=A-agtA-a;x’€ A pues tiene el término independiente y el de
segundo grado.

Es subespacio

b.) V i,V € B VAeR; veamos si se cumple las dos propiedades

L 1 1 1 1 1
L u+v=(x+x',—(x+x'),—+—)& B,pues —+—#
x X' x x x+x

No es subespacio.

c.) VA,Be D,(R) VAeR; veamos si se cumple las dos propiedades:
A=a;;=0 si i#}, B=b;=0 si i#
i. C=ci=A+B=a;j+b;=0 si i#=> A+BeDy(R)
ii. D=dj=A-A=A-2;=0 si i#2>A-Ac Dy(R)

Es subespacio.
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Ejercicio 11

a) S={(x,y,z): x-2z=0, x,y,ze R}={(2z2,y,2): y,ze R}

Todo vector de S se puede poner como combinacién lineal de (2,0,1), (0,1,0):
(2z,y,2)=z-:(2,0,1)+y-(0,1,0) ¥V y,ze R. La dimension es 2 (2 parametros libres) La base
se consigue dando valores a las variables (tantos como la dimension)—>

y=0, z=1 (2,0,1)
y=1,z=0 (0,1,0)

b) T={(x,0,2x): xe R}

Todo vector de S se puede poner como combinacion lineal de (1,0,2):
(x,0,2x)=x-(1,0,2), xe R. Dimension 1 (1 parametro libre). La base se consigue dando
valores a las variables (tantos como la dimension), x=1-> (1,0,2) base de T

Ejercicio 12

(laba_l) € <(17270)7 (25-155)>9 (1,b,-l):K1(1,2,0)+K2(2,-1,5)

1:zq+2/12} 1 7

Ay=—= , A ==
~1=54, o577 s

(1,b-1)= %(1,2,0) —% (2,-1,5)=(1, 3,-1). Luego b=3

Llamaremos B al subespacio B={x(1,2,0)+y(2,-1,5)=(x+2y,2x-y,5y) x,ye R}

Ejercicio 13
a) {(1,2,-1), (0,-1,3), (1,1,1), (-3,0,0)} son vectores de R®, cuya dimension es 3, luego
no pueden ser linealmente independientes, y por lo tanto, son linealmente dependientes.

Para ver si son generadores tenemos que estudiar el rango de la matriz B. Si el rango es
3 entonces seran generadores.

1 0 1 -3
B=|2 -1 1 0 |rang(B)=3, luego son generador de R’.
-1 3 1 0

b) {1+x, x+x% x’}. La dimension de P,(R) es 3, igual que el nimero de vectores.
Pueden ocurrir dos cosas:

1) Son linealmente independientes y generadores, luego base
2) Son linealmente dependientes y no generan, luego no son base.

Para ver en cual de los dos casos estamos veamos el valor del determinante de B.

1 00
B=|1 1 0/, det(B)=1, luego estamos en ¢l caso 1 .
0 1 1
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I 0)(1 OY(1 1)(0 O ) ., )
) , , , , la dimension es 4, igual que el nimero de
-1 3)10 0){-1 0){0 3

matrices, luego, al igual que en el apartado anterior, tenemos que ver si el determinante
de los coeficientes es distinto de cero.

1 1 1 0 11
0 1 0
00 1 0 0 0 0
B= |B|= =1 -1 0/=3#0.
10 -1 0 -1 0 -1
3.0 3
30 0 3 3.0 0

Las matrices son linealmente independientes y generadores, y por lo tanto base.

Ejercicio 14

{(x,2,0), (2x,6x,10), (3,x,15)} linealmente independiente si el determinante de los
coeficientes es distinto de cero.

x 2x 3
3+£49-48

|B|=|2 6x x:20(4x2—3x+3)¢09x¢TeR.
0 10 15

Luego, independientemente del valor de x, los vectores son linealmente
independientes, y por lo tanto base.

Ejercicio 15
W={(1,2,3),(0,2,4), (0,2,0)}, son base ya que el determinante de B es distinto de cero.

1 00 1 0 0
|B=2 2 2/=-820> B"'=(-3/4 0 1/4
340 -1/4 1/2 -1/4
10 o0 Y1 1Y
(LLD)=||-3/4 0 1/4 |1|| =|-1/2| =(1,-1/20),
~1/4 172 -1/4)\1 0
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Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

UNIDAD 12. ECUACIONES DE RECTA Y PLANO

1. Introduccion. Espacio Afin.

1.1.Vector en el espacio. Vector libre y fijo.

1.2.0peraciones con vectores

1.3.Dependencia e independencia de vectores. Base

1.4.Relacion entre punto y vector. Coordenadas
2. Ecuaciones de la recta en el espacio

2.1.Ecuacion vectorial

2.2.Ecuaciones paramétricas

2.3.Ecuacion en forma continua

2.4.Ecuacion en forma implicita o interseccion de dos planos.

2.5.Caso particular. Conociendo dos puntos de la recta.
3. Ecuaciones del plano

3.1.Ecuacion vectorial

3.2.Ecuacion en paramétricas

3.3.Ecuacion general o implicita

3.4.Caso particular conociendo 3 puntos del plano.
4. Posiciones relativas

4.1.Dos planos

4.2.Tres planos

4.3.Recta y plano

4.4.Dos rectas
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Contexto con la P.A.U.

Entramos con este tema en el ultimo bloque del libro, la geometria. La importancia de
este bloque en la PAU queda de manifiesto afio tras afio. En los ultimos afios uno de los
dos problemas de 2.5 puntos de cada una de las dos opciones es un problema de
geometria.

Entramos en el bloque cuyos problemas quizas sean los mas complicados del curso, ya
que en muchos casos se requieren una buena vision espacial y de buscar estrategias para
resolver los problemas. Si bien en muchas ocasiones, y casi todas las cuestiones son
“problemas tipo”, como los que vamos a hacer en estos dos temas. Una vez entendido el
problema, y elaborada la estrategia de resolucion los calculos son sencillos, no como los
vistos en el bloque de analisis.
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1. Introduccion. Espacio Afin

1.1. Vector en el espacio. Vector libre y fijo.

Como hemos estudiado en el tema anterior el conjunto de los vectores del espacio, con
las operaciones de la suma de vectores y el producto escalar de vector por un nimero es
espacio vectorial. De hecho la definicion matematica de espacio vectorial surge para
interpretar las propiedades de las magnitudes fisicas vectoriales (velocidad, aceleracion,
fuerza...)

Asi (R’+,) es espacio vectorial, donde R*={(x,y,z): x,y,zeR}. El conjunto de los
elementos que forman parte de R® se llaman vectores en el espacio. Dentro de los
vectores distinguiremos entre vectores fijos y libres:

a. Vector fijo de origen A y extremo B, es el segmento orientado caracterizado por
tener las siguientes partes:

- Direccion: es la recta que une los dos puntos o cualquiera paralela
- Sentido: es la orientacion que tiene, desde A hasta B
- Modulo: es la longitud del segmento orientado

- Punto de aplicacion: el punto A

B .
A et
............ , =
Recta de origen
direccion

Coordenadas de vector fijo: Si A(Xa,Ya,Za), B(Xb,¥b,Zb) son las coordenadas de los puntos

que forman el vector, las coordenadas del vector AB son las que se obtiene restando las
coordenadas de B menos las de A:

E:B_A:(XaayaaZa)-(Xbayb’Zb): (Xb‘Xa, Yb-Ya, Zb_zﬂ)

Modulo del vector: es igual a la distancia entre A y B. Utilizando Pitagoras tendremos
que | ABI=I” +(2,=2,)" =(x, =x,)" + (3, =) +(z,=2,)’

i
e

e

José Luis Lorente Aragén 27



Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

b. Vector libre: Sean los vectores con igual modulo, direccion (situadas en rectas

paralelas) y sentido (4;B;, A;B, , A3B3 ...), estos vectores se llaman equipolentes.
Todos los vectores equipolentes tienen mismas las coordenadas.

El conjunto de todos los vectores equipolentes a uno dado definen un vector libre ¥. Se
suele representar como el vector fijo equipolente situado en el origen.

z/:/
A AB//'
/

1.2. Operaciones con vectores libres

Veamos las operaciones mas importantes con los vectores.
1.Suma

Es la operacion interna desde el punto de vista de espacio vectorial. La suma de dos
vectores v +v'=(X,y,z)H(X’,y’,2")=(x+x", yty’,z+2)

La interpretacion geométrica de esta operacion puede verse como el vector que resulta
de prologar v' al extremo de v, o por la regla del paralelogramo:

Puedes imaginarlo viendo la fuerza resultante de otras dos fuerzas (que son vectores)
con distinta direccion (por ejemplo dos caballos arrastrando una barca cada uno por una
orilla).

2.Producto escalar

Es la operacion externa desde el punto de vista de espacio vectorial. El producto de un

vector y por una constante A es: A+ v =A-(X,y,z)=( Ax,Ay,Az).

28 Apuntes de Matemiiticas Il para preparar el examen de la PAU



Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

La interpretacion grafica es tal que si:

a) A>0 es un vector con la misma direccion, sentido y con modulo [A v [=|A||v |

b) A<0 es un vector con la misma direccion, sentido contrario y moédulo |Av |=|A||v |

¢) A=0 el vector nulo (0,0,0)

1.3. Dependencia e independencia lineal. Base.

El concepto de linealmente independiente y dependiente es el mismo que el estudiado
en el tema anterior. Asi como el de base.

Recordemos que la dimension de R? es 3, asi que el nimero de vectores que forman la
base seria de 3.

Al ser de dimension 3, el nimero maximo de vectores linealmente independientes es 3,
de manera que si tenemos 4 o mds vectores, seguro que son linealmente dependientes.

Tres vectores son linealmente independientes si cumplen alguno de los siguientes
requisitos:

a) A1v,+A2v,+A3v, =0 unica solucion la trivial > A;=A,=A;=0

b) v, # v, T3V, , V, # v, T3V, v #F Y T Y,

"

x x' x
¢) rang(|y y' y"|)F3
Z Zl le

Dos vectores son linealmente independientes si cumplen alguno de los siguientes
requisitos:

a) M \71 +A» \72 =0 A;=A=0

b) v, #av,, V,# v,

1

X X
¢) rang(|y »'|)=2
z Zz

1.4. Relacion entre punto y vector. Coordenadas.

Para localizar un punto en el espacio necesitamos un sistema de referencia, es decir 3
rectas (generalmente perpendiculares) que se cortan en un punto llamado origen.

El sistema de referencia mas utilizado es el sistema de referencia cartesiano, este esta
formado por tres vectores unitarios (modulo 1) perpendiculares, que forman una base.
La notacion usada es la siguiente: {0,7, /,k }, siendo i = (1,0,0), / = (0,1,0),k = (0,0.1) .
En este sistema de referencia tenemos tres rectas o ejes cartesianos que contienen cada
uno de los tres vectores. Estos ejes se denotan OX (eje de las x) que contiene a i , OY

(eje de las y) que contiene a ; y OZ (eje de las Z) que contiene a k.
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Coordenadas en un punto y un vector:

Todo punto en el espacio se puede determinar conociendo la posicidn que ocupan sus
proyecciones sobre los ejes, es decir las coordenadas del punto. Los puntos se suelen
denotar por letras mayusculas 2 P(x¢,y0,20)

Las coordenadas de un vector nos muestran el grado de avance de dicho vector en las
tres direcciones del espacio, asi v=(1,-2,0) implica una unidad de avance en el sentido
positivo del eje X, 2 en el negativo del eje Y y no avanza en el eje Z

Se cumple que las coordenadas del punto P son las mismas que las coordenadas del
vector V=0P=(x,-0,y,-0,z, —0) =(x,,5,,2,) =x07+y0j+201€

Z
Zy
..... P
AAL
k| y=0P
Fa p y

Coordenadas del puno medio de un segmento: Sea un segmento AB, con A=(X,,Ya,Za) Y
B=(xv,y»,2p) los extremos del mismo. El punto medio M sera el que esta en el segmento
y tal que la distancia de A a M sea la misma que de M a B. es decir AB = 24AM = 2MB.
Para ver las coordenadas de M fijémonos en la siguiente figura:

\ 4

AB = 2AM>> (XB-XA,YB- YA,ZB- ZA)= 2(XM- XA,YM- Ya.ZMm- Za). Luego las coordenadas
del punto medio son:

_Xptx, _ YtV _Zptz,
Y T YT T
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Ejercicios :

Ejercicio 1.- Sean los puntos A=(2,3,5) y B=(1,0,8)

a) Hallar las coordenadas de los vectores AB y BA

AB =(1-2,0-38-5)=(-1,-3,3) yBA =(2-13-0,5-8) = (1,3,-3) =-AB

b) Hallar dos puntos C y D tales que el vector CD sea equipolente al vector AB

Tenemos que buscar dos puntos C y D tal que las coordenadas de CD sean (-1,-3,3).
Fijando un punto obtendremos el otro. Por ejemplo si C=(0,0,0) D=(-1,-3,3).

c¢) Hallar el extremo F de un vector EF tal que sea equipolente a AB, siendo E(-3,6,-9)
EF=(x+3,y-6,2+9) = (-1,-3,3) > E(-4,3,-6)

d) Halla el origen G de un vector fijo GH tal que sea equipolente a AB, siendo H=(3,2,9)
GH=(3-x2-y9-2)=(-1,-33) > G(4.,5,6)

Ejercicio 2.- Sean U = (5,—2,3) y ¥ = (—4,2,1) dos vectores libres. Se pide:
a) Dibujar cada uno de ellos y su suma

u=(5,-23);v=>-421);u+v=(,0,4)

b) ;Cual es el extremo de AB si AB=t — # y A=(0,2,0)?
AB=(x—0,y—=2,2-0)=ii — ¥ = (5,-2,3) = (=4.2,]) = (9,~4,2) >B=(9.-2.2)
¢) ¢ Cuales son las coordenadas del vector 2u y de 3u — 59?

2u =(10,-4,6) 3u—5v=(15+20,-6-10,9-5)=(35,-16,4)
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2. Ecuaciones de la recta en el espacio

Las rectas son variedades lineales de dimension 1 (1 pardmetro libre). Quedan
determinadas por:

a) Un punto de la recta y un vector paralelo a ésta (vector director de la recta)
b) Dos puntos no coincidentes de la recta.

Formas de expresar la recta en el espacio:
1. Forma vectorial y cartesiana
2. Paramétricas
3. Ecuacion continua

4. Ecuacion general o como interseccion de dos planos.

2.1. Ecuacion vectorial:

Sea P,(x,, yo,zo) un punto cualquiera de la recta, y con vector director (todo vector

paralelo a larecta) v = (v,,v ,v.) . La ecuacion vectorial de la recta es:

fc:ﬁzO_Rﬁ/l-\?, 0 (x,y,z):(xo,y0,20)+/1-(vx,vy,vz) con A€ R (parametro libre).

z
Zgy | -
_ Vi r
-2v,
(X,y.2 —
o <z
¥o
y

Ejemplo del punto de la recta (x,y,x) cuando A=-2

2.2. Ecuaciones paramétricas:

Partiendo de la ecuacion vectorial, operando e igualando coordenada a coordenada,

x=xy+A4-v,
r:i9y=y,+4-v, AeR (pardmetro libre)

z=z,+A-v,
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2.3. Ecuacion en forma continua:

Despejando A de las tres ecuaciones paramétricas e igualando, se obtiene la forma

X=Xy Y=Yy Z—2,

continua de la recta. |7 :
% % \%

X y z

Nota: cuando alguna o algunas de las coordenadas del vector director de la recta son
nulas, la forma de representar la ecuacion en continua se modifica para no dividir entre

0. Para ver como se modifica veamos el siguiente ejemplo: P(1,-4,3), v=(1,-2,0)

2.4. Ecuacion general o como interseccion de dos planos:

Partiendo de la ecuacidon en forma continua, se resuelven las dos ecuaciones:

Vy(x_xo):vx(y_yo):> Ax  +By =D
A'x +C'z =D

4 (x_xo):vx(z_zo)

z

Como se vera en el apartado siguiente, se corresponde con las ecuaciones de 2 planos
que se cortan en esta recta. Se cumple que el vector director de la recta es perpendicular
de los vectores directores de los dos planos, y se obtiene con el producto vectorial de los
vectores cuyas coordenadas son los coeficientes que multiplican a x, y, z de los dos

planos:
v=(4,B,0)x(4',0,C") = (BC'-0-0,0-.4— AC', 4-0 - BA")

Como veremos existen infinitas parejas de planos cuya interseccion es la misma recta.

2.5. Caso particular, conocido dos puntos de la recta:

Sean A(x,, v, zo) y B(x1 V1 zl) dos puntos por los que pasa la recta. El vector director
de la recta es v = (x, —x,, 9, — ¥,,2, —2,). Con el punto 4 y el vector director v se
puede escribir de cualquier forma la recta. Por ejemplo, la forma continua:

X=X _ V=N _ 275

Xy =Xy V= Vo 2172

. x+3y—-z=2 ) .
Ejemplo: Dada la recta en forma de interseccion de dos planos,
2x+y+z=1

determina el vector director de la misma y un punto.
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Vamos a expresar la recta en paramétricas, para ello tenemos que expresar dos variables
en funcidn de otra variable, podemos hacerlo por sustitucion, igualaciéon o reduccion:

=x+3y-2 _
PN i yo2ml-2v—y D> rady—3=0> dx=_—PF3__ 4 15
z=1-2x—y 3 3

—4y Sy

z= = +1+3y-2>z= 3 1. Los valores de x, z son ciertos para cualquier valor

de y. Llamando a y=A obtendremos la recta en paramétricas:

4
le_g/l x=1-44
rriy=41 ) > r:9y =34
z:—1+§/1 z=-14+51

Asi el vector director es (_74,1%} 0 uno proporcional: (— 4,3,5). Un punto de la misma
es, por ejemplo, A(1,0,—1) que se obtiene haciendo que A=0.

Comprobemos que el vector director es igual al producto vectorial de los vectores
normales de los dos planos: (1,3,-1) x (2,1,1)=(3+1,-2-1,1-3-2)=(4,-3,-5), que es
proporcional a (—4,3,5)

Otras 2 formas de obtener la ecuacion en paramétricas son:

1) Calculando 2 puntos de la recta. Los puntos de la recta se obtienen resolviendo el
sistema fijando un valor de x (o cualquiera de las variables).

2) Calculando un punto de la recta (de la forma indicada en 1) y el vector director

mediante el producto vectorial de los vectores normales de los planos —>
v=(A,B,C) x(A’,B’,C’)

\ 4

>
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Grafica de la recta como interseccion por dos planos:

Ejercicio 3.- Expresa todas las ecuaciones de la recta, en todas sus formas posibles,
sabiendo que pasa por el punto Py (1,-2,5) y tiene como vector director ¥=(3,1,-2)

- Ecuacion vectorial (x,y,z)=(1,-2,5)+A(3,1,-2)

x=1+34
- Paramétricas: { y =-2+ A1
z=5-21

x-1_ y+2 z-5
1 -2

- En forma continua:

x=3y=17
- General:
2x+3z=17

Ejercicio 4.- Expresa la ecuacion de la recta en todas sus formas posibles, sabiendo que
pasa por el punto Py(1,-2,5) y por el punto P;(-2,1,0).

A partir de los dos puntos podemos obtener un vector. Cogemos el punto Py, y el vector
P P, =(-3,3,-5).

- Ecuacion vectorial (x,y,2)=(1,-2,5)+A(-3,3,-5)

x=1-34
- Paramétricas: { y =-2+34
z=5-54
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x-1_ y+2 z-5
-3 3 -5

- En forma continua:

x+y=-1

-General o interseccion de dos planos:
5x—-3z=-10

- 2x+y+z=2(1
Ejercicio 5.- Hallar las ecuaciones de la recta { rryrz (1)

x—y—2z=1(2) en parametrica y

continua.

En forma paramétrica: resolvemos el sistema (compatible indeterminado) en funcién de
la variable x:

(H+Q2) => 3x-z=3 > z=-3+3x

Sustituyendo en (1) y=5-5x.Llamando x=A, la ecuacion en paramétricas es:

x=A
r:q y=5-54
z=-3+31

Un punto de la recta es cuando A=0; P=(0,5,3), y un vector director es v = (1,—5,3)

Ejercicio 6.- Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1,2,3) y tiene como
vector director ¥ = (6, 5,4). Obtener 6 puntos que pertenezcan a la misma recta:

Ecuacion vectorial (x,y,z)=(1+6A,2+51,3+41)

Seis puntos:

A=0 | (1,2,3)
=1 | (7,7.7)
A=-1 | (-5,-3,-1)

A=2 | (13,12,11)

A=-2 | (-11,-8,-5)

Ejercicio 7. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(1,1,0) y Q(1,0,1)
% = PQ=(0,—11). Ecuacién vectorial (x,y,z)=(1,1-A,1)
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Ejercicio 8.- Estudia si los puntos A(3,-4,2), B(1,2,3) y C(-1,4,6) estan alineados
x=3 y+4 z-2
1-3 2+4 3-2
alineado si pertenece a la recta, es decir, si se cumple la siguiente igualdad:
-1-3 4+4 6-2
# #

-3 2+4 3-2

pasa por A y B, y por lo tanto, no estan alineados.

La ecuacion de la recta que pasa por A 'y B es . El punto C estara

. Como la igualdad no es cierta, C no pertenece a la recta que

Conclusion: 3 puntos estan alineados si  se cumple la igualdad:

NTX _ N TV _ A TS

Xy =Xy WV —)Vs 21723

Ejercicio 9.-Una recta pasa por el punto P(3,1,2) y es paralela al vector v=(1,-2,3).
Comprueba que los puntos (4,-1,5), (2,3-1), (6,7,4), (0,1,3) y (6,-5,11) pertenecen a esta
recta
x-3 y-1 z=2

-2 3
Los demas puntos perteneceran a la recta si sustituyendo los valores de x, y, z de los
puntos en la anterior igualdad, ésta se cumple, comprobémoslo:

4-3 —1-1_5-2 2-3 3-1_-1-2

Veamos la ecuacion de la recta en continuas:

4,-1,5)~> ertenece, (2,3,-1)> = ertenece,
(@r19)> = m=" = p @3-1)> 5= p
(6,7,4)~> 6-3 * 7-1 * 4-2 no pertenece, (0,1,3)> 0-3 * -1 * 3-2 no pertence
1 -2 3 1 -2 3
(6,-5,11)> 6-3 = =51 = L= pertenece.
1 -2 3

Ejercicio 10.- Expresar las siguientes recta en todas las formas que conozcas
2) x—=2 _ y—3 \ z—4
1 -1 3

Un punto es P(2,2,4) y el vector director v = (1,—-1,3) 2>

- Ecuacion vectorial (X,y,z)=(2+A,2-A,4+3))

x=2+A4
- Paramétricas ¢ y=2—-A41
z=4+34

x=2 y-2 z-4
-1 3

- Continua:

. ., _x+2:y—2 y+x:4
- General o interseccion de dos planos: —
3x—-6=z—-4 3x—z=2
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-y=3z=1
b x—y-3z
x=3y+z=5

Vamos a ver un método distinto al visto en la teoria. Buscamos dos puntos de la recta y,
a partir de los mismos, obtenemos las ecuaciones paramétricas y vectoriales.

Cy=3z=0

Ejemplos: six=1 > > - "\ y=6/5,2=2/5. P(1,-6/5,2/5)
-3y+z=4
—-y-3z=1

si x=0 > } y=-8/5,7=1/5  Q(0,-8/5,1/5)

-3y+z=5
P =(1-0,-6/5+8/52/5-1/5)=(1,2/5,1/5)> (5,2,1)
- Ecuacion vectorial (x,y,z)=(1+5A,-6/5+2A,2/5+\)

x=1+52
- Paramétricas |, = /5424
z=2/5+1

. Continua: x—1 _ y+6/5 _ z=2/5

2 1
x=2+t
¢) 3 y=1—t = Un punto es P(2,1,3) y un vector v = (1,—1,2)
z=3+2t

- Vectorial: (x,y,z)=(2+A,1-A,3+21)

- Continua x=2 = y-1 = Z33
1 -1 2

) A -x+2=y-1 y+x=3
- General o interseccion de dos planos:

—
2x—4=z-3 2x—z=1

Ejercicio 11.- Determinar el valor de m y n sabiendo que los puntos (1,2,0), (2,3,1) y
(m,1,n) estan alineados

1—2:2—320—1 N —1=—1+m9 m=0
1-m 2-1 0-n

n=-1 n=-1

Ejercicio 12.- Halla las ecuaciones de las medianas del tridangulo de vértices A(1,1,1),
B(3.5,7) y C(0,3,0)

Calculemos la mediana del vértice C (el resto de medianas se hacen de igual forma):

M_=punto medio AB= (l ; 3 , ! -'2_ > , ! ; 7) =(2,3,4).

La mediana del punto C pasa por C(0,3,0) y M.(2,3,4):
D =MC= (2-0,3-3,4-0)=(2,0,4) 2> r:(x,y,2)=(0,3,0)+A(2,0,4)
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3. Ecuaciones del plano.

Un plano [] es una variedad lineal de dos dimensiones, y queda determinado por:
a) Un punto Py(Xo,y0,Z0) y un vector perpendicular al plano 7,;=(A,B,C)

b) Un punto  Po(xo,y0,.z0) y 2  vectores paralelos al plano
v=(v,,v,,v.), i =(u,,u,,u_) no proporcionales. riy=VvXu

c) Tres puntos no coolineales Po(X0,¥0,20), Pi(X1,y1,21), P2(X2,¥2,22).
V=RR, i=RP,

Veamos las tres formas de representar un plano en el espacio:

3.1. Ecuacion vectorial

La ecuacion vectorial de un plano que pasa por un punto Py=(x,y0,Z0) y tiene 2 vectores
paralelos al plano v=(v,,v,,v.), ¥ =(u,,u,,u_ ) no proporcionales es:

ﬁ:ﬁz(x,y,z)=ﬁ+l§+,uﬁ:(xo,yo,zo)-l-ﬂ(vx,vy,vz)+,u(ux,uy,uz)

3.2. Ecuaciones paramétricas

Consiste en separar la ecuacion vectorial en coordenadas

X=x,+Av, +uu,
T3y =y,+Av, +uu,

z=z,+ AV, +uu,

3.3. Ecuacidn general o implicita

Eliminando A y U de dos de las tres ecuaciones de las paramétricas y sustituyendo en la
tercera ecuacion, obtenemos la ecuacion general: Ax+By+Cz=D. Esta ecuacion se
obtiene de desarrollar el siguiente determinante:

X=X, v, u,
r=\y=y, v, u,=0

Z—2z, Vv, U

z z

Otra forma es obtener A, B, y C, que son las coordenadas de un vector perpendicular
vXu =(A4,B,C). Conociendo A, B y C podemos obtener D obligando a que el punto
Po(X0, yo, Zo) pertenezca al plano: Axy+Byy+Czy=D.

Para conocer D también podemos calcularla a partir de la ecuacion

T A-(x-X0)*+B:(y-y0)+C-(z-29)=0
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Grafica de un plano, sus vectores directores y vector normal:

<

3.4. Caso particular conociendo tres puntos del plano

A partir de tres puntos no colineales del plano, podemos obtener la ecuacion de la
siguiente forma: Dejamos un punto fijo y obtenemos los dos vectores directores con

origen el punto fijado y extremos los otros dos.

Si los puntos son Py, P; y P> un punto del plano es Py, y dos vectores directores v =
P,P, y 4 = PyP, . También podemos obtener el vector normal al plano 7,; = (A,B,C) =

P,P, X P,P,

Ejemplos:

1.

40

Expresar las ecuaciones del plano determinado por los puntos Py(1,2,3) y los

vectores directores v=(1,0,1) y u=(1,1,0):

- Vectorial: T : (x,y,2)=(1,2,3)+A(1,0,1)+u(1,1,0)

x=1+A+u
- Paramétrica m:< y =2+ u
z=3+4
x—=1 1 1
- General: [y—2 1 0/=0-> m x-y-z+4=0
z=3 0 1

Otra forma v xii =(1,0,1)x(1,1,0)=(-1,1,1)=(A,B,C) = m:-x+y+z+D=0
Pasa por Py(1,2,3) 2 -1+2+3+D=0 - D=-4 > n:-x+y+z-4=0
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2. Hallar las ecuaciones del plano que pasan por los puntos A(3,2,-1), B(0,-2,5) y
C(-2,4,-1).

Lo primero es obtener dos vectores directores. Dejaremos fijo el punto A(3,2,-1)
yasiy = AB =(-3,-4,6) y % = AC = (=5,2,0).
- Vectorial 7 (x,y,2)=(3,2,-1)+A(-3,-4,6)+(-5,2,0)
x=3-31-5u
- Paramétricas .3 y = 2 - 44 + 2
z=-1+64

x-3 -3 -5
- Implicita o general: T:|y -2 -4 2 |=6x+15y+132-35=0
z+1 6 0

3. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (0,0,1) y es perpendicular a la
x—-2 y+5 Z—3.
I T

recta r:

Tenemos que el vector director de la recta es (3,1,-1), que es igual al vector
normal del plano 7; =(3,1,-1). Luego el plano tendrd por ecuacion general la
siguiente expresion:

3x+y-z+D=0. Como pasa por (0,0,1)=> 0+0-1+D=0-> D=1 y la ecuacion general
del plano es m: 3x+y-z+1=0

Para ponerlo en paramétricas despejamos una variable en funcién de las otras
dos: z=3x+y+1, llamando x=A e y=l1 obtenemos la ecuacion en paramétricas:

x=A
T.y=H
z=1+31+yu

Luego dos vectores directores son u =(1,0,3) y v =(0,1,1) (se cumple que
u xv = (=3,—-1,1) que es proporcional a n;; =(3,1,-1).

4. Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos P(0,1,-2), Q(2,-1,1) y tiene
como vector director u =(1,0,3) Hallar otros dos puntos

Podemos obtener el segundo vector director a partir de los dos puntos v = PQ=
=(2,-2,3) . De esta forma la ecuacion vectorial es:

T (x,y,2)= (0,1,-2)+A(1,0,3)+1(2,-2,3).

José Luis Lorente Aragén 41



Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

Los puntos se obtienen dando valores a A y W. Ejemplos:

(A=1, u=0)-> (1,1,1); (A=0, p=1)=> (2,-1,1)

Ejercicio 13.- Halla la ecuacion de los planos determinados por las siguientes
condiciones:

a) Plano que pasa por el punto P(2,-3,5) y tiene como vectores directores U = (1,1,2) y
v=(3-21)

T (X,y,2)=(2,-3,5)+A(1,1,2)+u(3,-2,1)

b) Plano que pasa por los puntos P(3,-1,0) y Q(1,-1,3) y contiene al vector v = (1,2,3)
7 (X,y,2)=(3,-1,0)+A(1-3,-1+1,3-0)+u(1,2,3)= (3,-1,0)+A(-2,0,3)+(1,2,3)

¢) Plano que pasa por los puntos A(1,2,3), B(-1,0,2), C(2,-1,0)

7 (X,¥,2)=(1,2,3)+A(-2,-2-1)+u(1,-3,-3)

Ejercicio 14.- Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(2,-4,0) y contiene a
larectar:xT_2 = y__—lz = 2;—4

Si contiene a la recta, el vector director de la misma es vector director del plano, pero
todavia nos faltaria otro vector director. Podemos tomar un punto de la recta y formar
otro vector director con el otro punto que nos dan (no podemos hacer lo mismo con dos
puntos de la recta ya que seria un vector director proporcional al otro vector de la recta).

V= (1,-123)
Q(2,2,4) > i = PO =(0,6,4)
Con esto la ecuacion del plano sera (x,y,z)=(2,-4,0)+A(1,-1,3)+1(0,6,4)

Ejercicio 15.- Escribir las ecuaciones paramétricas del plano m: 3x-y+2z=10

1. 3x-y+2z=10. Tenemos que resolver la ecuacion, es decir, poner una variable en
funcion de las otras dos: y=3x+2z-10. x=A, z=:

x=4A
n:qy=31+2u—-10
z=U
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iercici J x=y+z=4 X3 _yHl_
Ejercicio 16.- Prueba que la recta r'{3x+3y+72=6 y si/— =7 -

representan a la misma recta

Vamos a poner una expresiones en forma paramétricas y obtener 2 puntos, y si estos
pertenecen a la otra recta, seran la misma recta.

x=3+541
siey=—1+24
z=-34

Veamos si hay dos puntos iguales en las dos rectas:

A=0 2> (3.,-1,0) % = 12+1 = %, pertenece a las dos rectas

A=1 > (8,1,-3) % = % = _—i , pertenece a las dos rectas

Luego son la misma recta.

x=3-5¢t
3Ix—y+z=0
Ejercicio 17.- Sean las recta{ rry=1+2t {y s: xx+ 2;11 _; P

z=3
ecuacion del plano que pasa por r y es paralelo a s. Hallar la interseccion de este
plano con los ejes coordenados.

Halla la

Podemos obtener dos vectores directores a partir de las dos rectas, y el punto del
plano ser un punto de r:

De la primera recta tenemos el vector director (-5,2,0) y el punto (3,1,3).

De la segunda recta podemos hallar el vector director a partir del producto vectorial
de los vectores normales a los planos que la intersectan:

(3,-1,1)x(1,2,-1)=(-1,4,7)
La ecuacion vectorial es entonces T (X,y,z)=(3,1,3)+A(-5,2,0)+u(-1,4,7)

Para ver la interseccion con los ejes pongamos la ecuacion en forma algebraica:

x=3 =5 -1
r=ly-1 2 4|=0->7=14x+35y-182z+49=0
z=3 0 7
Corte eje X (y=2z=0)-> x=-49/14 (-49/14,0,0)
Corte ¢je Y (x=z=0)> y=-49/35 (0,-49/35,0)
Corte eje Z (x=y=0)—> z=49/18 (0,0,49/18)
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Ejercicio 18.- Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta de ecuacion
x-1 __y-1 __z

rE——==-=Tyes paralela a la recta que pasa por los puntos R(2,0,0) y
S(0,1,0)
La recta rExT_I:yT_I:§ pasa por P(1,1,0) y v=(21) que son,

respectivamente, un punto y un vector director del plano.
El plano es paralelo al vector que pasa por los punto R(2,0,0) y S(0,1,0). Luego otro

vector director del plano es el que une los dos puntos RS=ii = (—2,1,0).

A partir de los datos anteriores tenemos que el plano vendra definido por la
siguiente ecuacion en paramétricas:

\Kﬁk\
x=1+A1-2u

N=<y=1+24+u >
u
z=A1
Ejercicio 19.-Dados el plano m:2x-3y+z=0 y la rectar = xT_l = y__—lz = Z;'—l halla la

ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular a 7

x=1 _ y-2 z+1
1 -1

un punto y un vector director de la recta r y del plano que buscamos. Por otro lado el

vector normal al plano [I, 7#, =(2,-3,1), es un vector director del plano que

r pasa por P(1,2,-1) y v =(1,—1,2) que son respectivamente

buscamos []’, pues este vector es paralelo al plano []’. Luego otro vector director
del plano que buscamos es u =7, =(2,-3,1). A partir de estos datos tenemos que la

ecuacion del plano en paramétricas.
x=1+A+2u

M=3 y=2-1-3u
z=—1+21+u

Sy

v

|
Y<i

N
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4. Posiciones relativas

4.1. Dos planos

Sean dos planos [[ y [T’ de ecuaciones generales:

[I=Ax+By+CZ=D

[I'=A’x+B’y+C’Z=D’
Analizar las posiciones relativas de estos planos consiste en ver si se cortan, son
paralelos o coincidentes. Podemos realizar el estudio a partir del teorema de Rouche-

Frobenius, estudiando el rango de A, matriz de los coeficientes del sistema, y de A*,
matriz de la ampliada del mismo sistema.

A B C . (A4 B C D
A: A =
(A’ B C'] (A’ B C D'J

Segun los rangos tenemos los casos siguientes:

rang(A) | rang(A*) | Soluciones Posicion relativa Relacion coeficientes
| 1 Infinitas Coincidentes, [T=[T° 4A_B_C_D
2 parametros libre | (2 parametros libres) A B C D
Infinitas Se cortan en una recta A B A4 C
2 2 : : T eY 0T A
1 parametro libre | (1 parametro libre) A" B 4 C
A B C D
1 2 No solucion Son planos paralelos —=—=—#%—
A B C D

a) Coincidentes

b) Se cortan en una recta

7
L
7=

c) Paralelos
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Ejemplo: Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:
a) [l=x+y-2z+2=0
[1I= 2x+2y-4z+5=0

Son paralelos pues 1_1_-2.2 y, por lo tanto, el rang(A)=1 y rang(A")=2
5

2 2 -4
b) Tl=x-2y+tz=0
[I= x-2y-z-3=0

Se cortan en una recta pues % * il y por tanto rang(A)Zrang(A*)ZZ. La ecuacion de

x=2y+z=0

larectaes r =
x—=2y—z=3

4.2. Posicion relativa de tres planos

Sean tres planos [ [, [I” y [T’ cuyas ecuaciones generales son las siguientes:
[I=Ax+By+CZ=D
[I’'=A’x+B’y+C’Z=D’
[I’'=A"x+B”’y+C*’z=D’

Para estudiar las posiciones relativas de estos tres planos aplicamos el teorema de
Rouche-Froubenius para el sistema, siendo A y A las siguientes matrices:

A B C A B C D
A=A B C'| A =l4 B C D
A! Bv C! AH BH CH DH

Segun los rangos tenemos los casos siguientes:

rang(A) | rang(A*) | Soluciones Posicion relativa
| | Infinitas a) Los 3 coincidentes [I=[’=[1""
2 parametros libre | (2 parametros libres)
5 5 Infinitas b) Se cortan los 3 en una recta o
1 parametro libre ¢) 2 coincidentes y el 3° les corta (*)
) d) Son planos paralelos o
1 2 No solucion o
e) dos paralelos y otro coincidente(**)
) f) Los planos se cortan 2 a dos o
2 3 No solucion
g) dos o son paralelos y el otro les corta (***)
3 3 Solucién tnica h) Son planos secantes en un punto
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(*) se comprueba si dos de ellos son coincidentes, es decir, si sus coeficentes y el térmno independiente
resulta ser proporcionales.

(**) Se comprueba a partir de los coeficientes de los planos si son todos paralelos, o si alguno es
coincidente a otro (dos ecuaciones proporcionales).

(***) Se comprueba a partir de los coeficientes si dos de ellos son paralelos o no.

a) Coincidentes en un plano /@/
—

b) Se cortan en una recta

¢) Dos coincidentes y el otro les corta // /

d) Tres planos paralelos

e) Dos coincidentes y el otro paralelo

Z

e
~—
/) Se cortan dos a dos %

_—7
L7
77

L

L

g) Dos paralelos y el otro secante

h) Secantes en un punto
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Ejemplo: Estudia la posicion relativa de los siguientes tres planos

[MI=x-y+z=0 1 -1 1 1 -1 1 0
a) {II'=3x+2y-2z=1 A=|3 2 -2|4 =3 2 -2 1
M"=5x=1 5 0 0 5 0 0 1

rang(A)=2 rang(A’)=2.

Ademas ningln plano es coincidente con otro (no son proporcionales los coeficientes),
luego son tres planos coincidentes en una recta cuya ecuacion en forma general:

{x—y+z=0
ryr =

Sx=1
[M=x+3y-2z=0 1 3 =2 1 3 -2 0
b){II'=2x-y+2z=0 A=|2 -1 1|4 =2 -1 1 0
[M=4x-5y-3z=0 4 -5 -3 4 -5 -3 0

rang(A)=rang(A*)=3 —> cortan en un punto.

Para ver el punto debemos resolver el sistema. Si nos fijamos bien tenemos un sistema
homogeneo, luego la solucion es x=y=z=0, es decir, los tres planos se cortan en el
origen (0,0,0)

M=x+3y-2z=1 1 3 -2 1 3 -2 1
¢){ MI'=2x—y+z=1 A=l2 -1 1 [ A4 =|2 -1 1 1
M"=3x+2y-z=-2 3 2 -1 32 -1 =2

rang(A)=2, rang(A*)=3.

No tienen puntos en comun. Pueden ser dos casos, o se cortan dos a dos o dos son
paralelos y el otro corta a los otros dos. En este caso como los coeficientes de x, y, z no
son proporcionales en ninguna pareja de planos, entonces no son paralelos y por lo tanto
se cortan dos a dos.

4.3. Posicion relativa de una recta y un plano

Consideremos la recta expresada como interseccion de dos planos, y el plano de forma
implicita:

Ax+By+Cz=D,
r =
A,x+B,y+C,z=D,

T=Ax+By+Cz+ D=0

Al Bl Cl Al Bl Cl Dl
A=|4, B, C,|ydAd =|4, B, C, D,
A4 B C A B C D
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Haciendo uso del teorema de Rouche-Rrobenius, y estudiando el rango de A y de A™,
tendremos las siguientes posiciones relativas

rang(A) | rang(A*) | Soluciones Posicion relativa
Infinitas

2 2 ) La recta contenida en el plano
1 parametro libre

2 3 No solucion Recta y plano son paralelos

3 3 1 solucion Se cortan en un punto

Nota: no puede ocurrir que rang(A)=1, pues entonces los dos planos que definen la

recta r seria paralelos o coincidentes, y por tanto no describiran tal recta.

a) Recta contenida en el plano _——

b) Recta y plano son paralelos

c¢) Se cortan en un punto ﬁ

Ejemplos
a)
2x—y=3 2 -1 0 2 -1 0 3
Y s—s21 A=[1 0 -1]| A4=|1 0 -1 1
M:x+y-3z=1 11 -3 11 -3 1

rang(A)=2y rang(A*)=3 —> son paralelos

b)
3x—5z=3 3 0 =5 3 0 -5 3
"V 20 A= 0 1| 4=l0o 0o 1 0
I[I:5x-7y=-3 5 =7 0 5 -7 0 -3

rang(A)=rang(A*)=3 —> se corta en un punto

Resolviendo el sistema tenemos que x=1, y=8/7 z=0. Luego el punto interseccion es
P(1,8/7,0)
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4.4, Posicion relativa de dos rectas

Considerando dos rectas expresadas en forma general, como interseccion de dos planos:

Ax+By+Cz+=D,
v

"4 x+B,y+Cz=D
{A2x+32y+C22+:D2

Ty

A, x+B,y+C,z=D",
Las posiciones relativas de dos rectas en el espacio pueden ser las siguientes, segin el
valor del rango de A yde A
Al Bl CYl Al Bl Cl Dl
A= A'I B'Z C'Z yA*= A'I B'l C'l D'l
A2 BZ C2 A2 B2 CZ D2

4, B, (', A, B, C, D,
rang(A) | rang(A*) Soluciones Posicion relativa
Infinitas o
2 2 ) Los 2 rectas son coincidentes
1 parametro libre
2 3 No solucion Son paralelas
3 3 1 solucion Se cortan en un punto
3 4 No solucion Se cruzan en el espacio

Otra forma de ver su posicion relativa mas sencillamente, es a partir de estudiar el rango
de los siguientes 3 vectores:

v =(Vx,Vy,Vy) vector director de la recta 1

u= U,U,u.) vector director de la rectar,

P—Q>=(wx,wy,wz) vector que une un punto P de r; con otro Q de r;

rang(v,u) | rang(V,u, P_Q ) Soluciones Posicion relativa
Infinitas o
1 1 ) ) Los 2 rectas son coincidentes
1 parametro libre
1 2 No solucion Son paralelas
2 2 1 soluciéon Se cortan en un punto
2 3 No solucion Se cruzan en el espacio

50 Apuntes de Matemiiticas Il para preparar el examen de la PAU



Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

a) Coincidentes /
b) Paralelas /

el

¢) Se cortan en un punto

d) Se cruzan \/
/

Ejemplos: Estudia las posiciones relativas de las siguientes dos rectas
a)
fx=y+z=0 1 1
x=2y+z=0 1 1
7
1 1

0
3
0
x=2y—z=3 3

rang(A)=rang(A*)=3, se cortan en un punto. Estudiando la soluciéon por Cramer

(eliminando 1 ecuacién) es x=3/2, y=0, z=-3/2. Luego el punto de corte es R(3/2,0,-3/2).

Vamos a hacerlo a partir de la ecuacion en paramétricas:

x=A
r~> y=3-2x, z=3-2x-x=3-3x> <y =3-24 2> P(0,3,3), u=(1,-2,-3)
z=3-34
x=3/2+2u
r,=> restando las 2 ecuaciones z=-3/2,x=3/2+2y<{ y=u Q(3/2,0,-3/2), v=(2,1,0)
z=-3/2

Veamos la relacion de incidencia a partir de lo siguientes rangos:

I 2 1 2 1/2
rang(u,v )=rang| —2 1 |=2 rang(u,v,PQ)=rang| -2 1 2 |=2
-3 0 -3 0 3/2
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El punto de corte se hace igualando x, y, z de las dos rectas:
(1) A=3/2+2p
(2) 3-2A=u > De (3) A=3/2, sustituyendo en (1) 0 en (2) u=0
(3) 3-3A=-3/2

Luego sustituyendo A enry o W enr, = x=3/2, y=0, z=-3> R(3/2,0,-3/2)

b) Las rectas:

x=-1434
rn=3y=3+41 rZEXgZZy;4:zz—O6
z=—4+104

de larectar;> P(-1,3,-4), u = (3,1,10)
de la recta r,=> Q(2,4,6), v =(6,2,20)

Estudiando los rangos obtenemos la relacion afin de ambas rectas:

3 6 3 6 3
rang(u,v )=rang| 1 2 |=I1,rang(u,v,PQ)=rang| 1 2 1 |=1 - misma recta.
10 20 10 20 10

Ejercicio 20.- Determinar la posicion relativa de las rectas r: x=-y=-z y s: z=2,

y=x+2
r:=2> v =(1,-1,-1), P(0,0,0)
x=4
s=qy=4A+2 2> u=(,10), 0(-2,0,2)
z=2
P_Q): (_29()’2)
I 1
rang (u,v)=rang| —1 1 |=2
-1 0
1 1 -2
rang(ﬁ,ﬁ,?Q) =-11 0 |=3
-1 0 =2

Si rang (u,v) =2 y rang(u,v, PQ )=3, entonces las dos rectas se cruzan.
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Ejercicio 21.- Determinar el valor de m y de n para que los planos que tienen como
2x—y+z=3
ecuacionesy X —Yy +z =2 se corten en una recta.
3X—y—mz=n

2 -1 1 2 -1 1 3
A=|1 -1 1 |yd =1 -1 1 2
3 -1 —m 3 -1 —-m n

Estudiar la posicion relativa de los tres planos no es sencillo al haber dos pardmetros, lo
que si es mas facil es obligar a que los tres planos se corten en una recta:

rang(A)=rang(A*)=2 y que ningln plano sea coincidente.
rang(A)=2 2 |AFm+1=0 2> m=-1

rang(A*)=2 entonces se tienen que anular todos los menores de orden 3 (con m=1):

2 -1 3 21 3 3 -1 1
1 -1 2[=4-n=0->n=4 |1 1 2/I=4+n=0->n=4 2 -1 1=0
3 -1 n 31 n n -1 1

Luego, si n=4, todos los menores de orden tres se anulan, y por lo tanto rang(A")=2.

.. x—1 +8  z-2
Ejercicio 22.- Sea la recta rn—= yT N

P(1,0,4), obtén una recta s que sea paralela a r y que pase por el punto P. Calcula la
interseccion entre s y 7.

, el plano m: 2x-y+3z=1 y el punto

a) El vector director de la recta buscada es el mismo que r al ser paralelas v =(2,3,5),y
como pasa por el punto P(1,0,4) = s: (x,y,2)=(1,0,4)+A(2,3,5).

b) Veamos la interseccion con el plano m:2x-y+3z=1. Sustituyendo en la ecuacion de ©
las ecuaciones en paramétricas de la recta tendremos el valor de A, a partir del cual
podemos obtener el punto de corte:

2(1420)-3A+3(4+50)=1 > 16A=-13 > A=-13/16 >
x0=1+2(-13/16)=-5/8

yo=3(-13/16)=-39/16

zo=4+5(-13/16)=-1/16

Luego el punto de corte es (-5/8,-39/16,-1/16)
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x—y—3z=1

Ejercicio 23.- Hallar la ecuacion del plano que contiene a las rectas r:y 3y +z=5

'fo +3y—z=1
Y S x - y+3z=4
Tenemos 3 posibilidades:

1. Son paralelas: tomamos el vector director de una de las rectas (que son
proporcionales) y obtenemos el otro vector director del plano a partir de dos
puntos, uno de cada recta.

2. Se cortan, los vectores directores de las dos rectas no son proporcionales, y por
lo tanto son los dos vectores directores del plano buscado.

3. Se cruzan, y entonces no existe ningun plano que pase por las dos rectas

Para ver en cudl de las 3 situaciones nos encontramos estudiemos el rango de los dos
vectores directores y de los mismos y el vector que se obtiene de unir un punto de cada
recta. Para ver los vectores directores de las rectas y alguno de sus puntos pasemos las
ecuaciones a paramétricas:

r—> restando las dos ecuaciones (1)-(2) 2y-4z=-4 - z=y/2+1. Sustituyendo en (1)
x=1+y+3(y/2+1)=4+5/2y. De esta forma r en paramétricas

5
x=4+=1
z 5.1
rKyy= l %‘7 = (_515_) = (55251)9 P(49051)
q 2772
z=—+1
2

s> (1)-2(2): 5y-7z=-7 z=5/Ty+1. sustituyendo en (2) x=4-3(5/7y+1)+y=-8/Ty+1

X = 1—§/1
7 [ 8 5
rdy=21 — i =(—=,1,2) = (-8,7,5), 0(1,0,])
7777
51
z=—+1
7
PO = (-3,0,0)
rang (u,v) =2

rang (i1, v, PO) =3

Se cruzan y, entonces no hay ningiin plano que las contenga
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Ejercicio 24.-Halla las ecuaciones de la recta paralela a los planos x+y=1, x+z=0 y que
pasan por el punto P(2,0,0)

Hay dos opciones:

a) Los planos se cortan en una recta y la recta buscada es paralela a ésta:

7
L
/

b) Los dos planos son paralelos o coincidentes, entonces existen infinitas rectas que
pasan por el punto y son paralelas a los planos:

e

: 1 0
Estamos en el primer caso, ya que los planos se cortan (I ;tT); veamos el vector
director de la recta en la que se cortan, cuya ecuacion es:
x+y=1
r:
x+z=0
v=(1,1,0)x(1,0,1)=(1-1-0-0,0-1-1-1,1-0-1-1)=(1,-1,-1).

Conociendo el vector director de la recta s, v =(1,-1,-1) y un punto de la misma
P(2,0,0), la ecuacion de la recta en paramétricas viene dado por

S:(XaYaZ)=( 25090)+7\‘( 1 s 1 5" 1)
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Ejercicio 25.- Halla las ecuaciones de la recta que es paralela a la recta
{2x—y+z: 0

x—y+2z=1 y pasa por el punto P(4,5,6)

Vamos a obtener las coordenadas del vector director de la recta, a partir de las
ecuaciones en paramétricas:

Restando las dos ecuaciones se nos va la variable y:

x-z=-1 = x=-1+z, sustituyendo en la 1* ecuacion tenemos y=2(-1+z)+z=-2+3z

x=—1+4
rily=-2431> v =(13]).
z=A

Luego la ecuacion de la recta buscada tiene el mismo vector director (es paralela) y pasa
por el punto P:

s:(x,y,2)=(4,5,6)+A(1,3,1)

x—2y—2z=1

X+5y—2z=0 y el plano m:2x+y+mz=n, hallar m y

Ejercicio 26.- Siendo la recta r{

n de modo que

T:2x+y+mz=n
x=2y-2z=1
:{x+5y—z=0

a) r corte con T

rang(A)Zrang(A*)=3

-2 =2 1 -2 -2 1

5 —-1[,4=|1 5 -10

2 1 m 2 1 m n

1
A=|1
rang(A)=3 2 |A|F5m-2+4+20+1+2m=7m+23 =2 m=-23/7
rang(A*)=3 siempre que el rango de A sea 3, luego, para que se corten m#-23/7, VneR.

b) sean paralelos

Entonces rang(A*)=2 > m=-23/7 y rang(A")=3, es decir alguno de los menores ge orden
3 de la matriz A" es distinto de cero. Veamos los valores de n que hacen rang(A )=3:

b2 b= b= 108
15 0=71=920> 0297 ; || 0 —1lep-220>029/7; [0 5 —1|=121—%0
23 7 2 7
2 1 2 n —— n 1 ——
7 7
- n#9/7.

Excepto cuando n=9/7 que se anulan los 3 menores el rango de A" es 3. Por esto, para
que r y T paralelas ne R-{9/7} y m=-23/7
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¢) r esté contenida en T

r esta contenido en T si rang(A)Zrang(A*)ZZ, lo que ocurre si m=-23/7 y n=9/7.

Ejercicio 27.- Halla la ecuacion del plano que pasa por P(0,0,1) y contiene a la recta r

. ‘{Sx —3y+2z=5
de ecuaciones r3
2x—y—z=1

Para obtener las ecuaciones del plano buscado tenemos que conseguir dos vectores
directores. Como la recta esta contenida en el plano el vector director de r es el vector
director de . Podemos obtener otro vector director uniendo el punto del plano P con un
punto cualquiera de la recta, siempre que P no pertenezca a dicha recta, ya que si asi
fuese este vector seria proporcional al primero.

Pasemos la recta a paramétricas (1)+2(2)2>9x-5y=7 = x=7/9+5/9y
Sustituyendo en (2) z=-1+2(7/9+5/9y)-y = z=5/9+1/9y

—Z+51
9 9 5 1
ryy=4 v=(=L-)=(59D, Q( 0, )
5 1 9 9
z==4+—-41
9 9

. = 4
u=PrPQ= _707__ = 750:_4
0 (9 9) ( )

A partir de estos datos la ecuacion general del plano es :

x=0 5 7
T:y-0 9 0|=-36x+27y—-63z+63=0->n:4x-3y+7z=-7
z—=1 1 -4

Ejercicio 28.-Estudiar la posicion relativa de las siguientes rectas en funcién de m
5x —3y+2z=5 J x+y+z=1
" 2x—y—z=1 y x—2y+2z=m

Este ejercicio es equivalente al realizado en el tema 9 (sistemas de ecuaciones), solo que
tenemos que dar una interpretacion al resultado cuando las ecuaciones corresponden a
dos rectas.

10 -2 10 -2 1 m=-4 meR-{-4}
e 0o 1 -1 o o 1 -1 2 Rang(A) 3 3

1 1 1 1 1 1 1 .

1 -2 2 1 =2 2 m Rang(A) : 4
- rang(A)=3 Cortan en un punto | Se cruzan

- rang(A")=4 si |A 20 > |A"[=4m+16£0 > m#-4.
Si m=4 rang(A*)=3.
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Resumen posiciones relativas

Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

POSICIONES RELATIVAS EN EL ESPACIO

2 PLANOS

T=Ax+By+Cz+D =0
T'=A'x+B'y+C'z+D'=0

rangoM = rangoM * =1

Coincidentes

-

rangoM =1

Paralelos
rangoM * =2
rangoM = rangoM * = 2 | Secantes

3 PLANOS

T=Ax+By+Cz+ D=0
T'=A'x+B'y+C'z+D'=0
7'=A"x+B"y+C"z+D"=0

rangoM = rangoM * =1

Coincidentes

i Q)

2 coincidentes

rangoM =1 3 1 paralelo g
rangoM * =2
3 paralelos Q
f’angOM = }/‘angoM* — 2 SeCanteS en %
una recta

rangoM =2
rangoM* =3

2 paralelos y 1
secante

Secantes 2 a 2

rangoM = rangoM* =3

Secantes en un
punto

"tE*

2 RECTAS

mngo(ﬁ,v):
= rango(ﬂ,V,FQ): 1

Coincidentes

rangol(i, \7) =1

_ Paralelas /
}"angO(IZ,V,PQ): 2 /
P 10 i,v)=
r{* yr {” rangO(u’ V) = Secantes ><
u v :mngo(ﬁ,V,PQ)=2
rango(i,v)=2 —
. Cruzadas —
= rango(_’,f/’,PQ)Z 3
RECTA Y PLANO rangoM = rangoM * =2 fl‘;“lf:(id“ I E
rangoM =2 Paralela al —
A+ By+ Gz D, =0 L
;= rangoM* =3 plano
A,x+B,y+C,z+ D, =0
B 3 _ % _ 2 |Secante al
T=Ax+By+Cz+ D=0 rangoM = rangoM * =3 plano §
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

UNIDAD13.PRODUCTO ESCALAR, VECTORIAL Y MIXTO.
APLICACIONES

1. Producto escalar de dos vectores libres
1.1. Definicion
1.2. Interpretacion geométrica
1.3. Expresion analitica

2. Producto vectorial de dos vectores libres.
2.1. Definicién
2.2. Interpretacion geométrica
2.3. Expresion analitica

3. Producto mixto de 3 vectores libres
3.1. Definicion
3.2. Interpretacion geométrica
3.3. Expresion analitica

4. Aplicaciones
4.1. Aplicaciones con vectores
4.1.1. Moddulo y vector unitario
4.1.2. Angulo de dos vectores. Vectores perpendiculares
4.1.3. Vector normal a un plano y director de una recta
4.2. Angulo entre elementos del espacio
4.2.1. Angulo entre dos rectas
4.2.2. Angulo entre dos planos
4.2.3. Angulo ente un plano y una recta
4.3. Distancias entre elementos del espacio
4.3.1. Distancia entre dos puntos
4.3.2. Distancia de un punto a una recta
4.3.3. Distancia de un punto a un plano
4.3.4. Distancia de una recta a un plano
4.3.5. Distancia entre dos planos
4.3.6. Distancia entre dos rectas
4.4. Proyecciones
4.4.1. Proyeccion de un punto sobre un plano
4.4.2. Proyeccion de un punto sobre una recta
4.4.3. Proyeccion de una recta sobre un plano
4.5. Elementos simétricos
4.5.1. Simétrico de un punto respecto a otro punto
4.5.2. Simétrico de un punto respecto a un plano
4.5.3. Simétrico de un punto respecto a una recta
4.5.4. Simétrico de una recta respecto a un plano
4.6. Rectas que se apoyan sobre otras dos rectas
4.6.1. Se apoyan en las dos rectas y pasa por otro punto
4.6.2. Se apoyan en las dos rectas y son paralela a otra recta
4.7. Célculo de areas y volimenes
4.7.1. Area del paralelogramo y del triangulo
4.7.2. Volumen del paralelepipedo y el tetraedro.
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Contexto con la P.A.U.

Este tema es la continuacion del anterior. Mientras que en el tema 12 se describen las
expresiones que identifican, puntos, rectas y planos, asi como las posiciones relativas,
en el tema que nos encontramos se estudia las relaciones métricas entre estos elementos.

Al final del tema se realizan los ejercicios del bloque de Geometria de los ultimos
examenes de la PAU.
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

1. Producto escalar de dos vectores.
1.1. Definicién

En el curso anterior se estudi6 ya la definiciéon de producto escalar para vectores en el
plano, en éste lo extenderemos al espacio (si la tercera coordenada de los vectores es
nula podemos particularizar al producto escalar en el plano).

Definicion: El producto escalar de dos vectores libres v y w es un nimero real
(escalar) definido como:

v-w=|v||w]|cos (L(V,w)), donde:
= = 7 = e 2 2 2
- |v|y|w]son los médulos de los vectores (| v [=4/v; + v, +Vv_ )

- cos (Z(v,w)) es el coseno del angulo que forman los vectores v, w si se aplican
desde el mismo punto

Si recuerdas, en Fisica el trabajo realizado al desplazar una masa es igual al producto

escalar de la fuerza y el desplazamiento W= F d =F-d -cos()

w

El angulo que forman dos vectores (v, w)

es el que va del primero al segundo en el
sentido horario

Propiedades del producto escalar de dos vectores:

- El producto escalar de un vector por si mismo es igual al cuadrado del mddulo:
V-V = V]|V |cos (L(F,7) )=V ||V |-cos(0)= | ¥

- El producto escalar es conmutativo
Vv w=w-v pues cos( L(V,w))=cos( L(w,V)) (pues ZL(V,w)=360°L(w,V) y el
coseno cumple cos(a)=cos(360-a)

- El producto escalar es distributivo respecto a la suma de vectores:
vi(wt+u)=vwtv u

- El producto escalar de dos vectores es nulo si y solo si son perpendiculares o
alguno de los vectores es cero:
vw=0€&€2>v Lw, Zw,v)=90°6270°6 v=0y/o w=0
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

1.2. Interpretacion geométrica del producto escalar

Se puede relacionar geométricamente el producto escalar de dos vectores con la
proyeccion de un vector sobre el otro:

v'w = proy.(w)| v |= proy.(v):| w| donde :
- proy,;(w) es el valor de la proyeccion de w sobre v

- proy,(v) es el valor de la proyeccion de v sobre w

Demostracion:

proy- =] FQ |=|V | cos(£(v,w)) multiplicando | w |

> ||| W] cos(L(F, W)=V - W=|F | proy- (v)
proy-(v) W

1.3. Expresion analitica del producto escalar.

A partir de la propiedad distributiva del producto escalar y del producto escalar de los
vectores unitarios, podemos obtener la expresion analitica del producto escalar de dos
vectores cualesquiera. Veamos primero el producto escalar de los vectores unitarios:

ii =[1]|1]-cos(0) =1
=1||1]-cos(0) =1
=[1[-|1]|-cos(0)=1
i =ji=ik=ki=jk=kj=1]|1]cos(90) =0

i
kk

De esta manera el producto de dos vectores v =(v,,v, ,v.)y w=(w,,w, w,) viene

definido analiticamente como:

VW=V oW VW VoW,

Demostracion:

Viv=(v,i + vyj' + vzlg) (Wi + wy]' + wzlg) =

=v.i-(wi+ wy]' + wzlg) + vy]ﬁ"(wxz7 + wy]' + wzl;) + vzlg-(wxzT + wy]' + wzlg) =Vew, +V,w, VW,
Ejemplos: (1,2,-1):(2,1,4)=1-2+2-1-1-4=0 - son perpendiculares

(1,1,1)/(2,0,-1)=1-2+1-0+1-(-1)=1=|(1,1,1)|-|(2,0,-1)|-cos(t)> 0= cos " (;j

NN
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2. Producto vectorial de dos vectores

2.1. Definicién

Definicion: El producto vectorial de dos vectores libres v y w es otro vector que
designaremos como v X w y que se define a partir de las siguientes propiedades:

- médulo > |V x w=|V||w|sen( L (V,W))
- direccion = la perpendicular simultaneamente a v y w

- sentido > el de avance a derechas de un sacacorchos girando de v a w (*)

(*) Sentido del producto vectorial

« Positiva o dextrogira * Negativa o levogira
o e
Vx W 7

-

v

YN
N

=1

=l
¥ -
<l

=5
v

Propiedades del producto vectorial:
- El producto vectorial es anticonmutativo. El médulo y la direccién no cambian,

pero el sentido es el opuesto (ver regla sacacorchos).
(VXw)=—(wxV)
- El producto vectorial es distributivo con la suma:
UX(V+W)=UXV+uUXw
- El producto vectorial es nulo siempre que se cumple una de las dos siguientes
condiciones:
a) uno de los dos vectores o los dos son nulos

b) son vectores paralelos £ (v, w)=0° ya que sen(0)=0
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2.2. Interpretacion geométrica del producto vectorial

Sean dos vectores v y w con origen comun. Si trasladamos el vector w sobre el

—

extremo de v yelde v sobre el extremo de w se forma un paralelogramo (ver figura)

Nt

h=|7 |'sen( (.i))
(5, %)

»

w
El éarea del paralelogramo es | w |'h siendo h=| v |'sen( «m,w) ). Asi el area del

paralelogramo es igual al modulo del producto vectorial de los dos vectores que lo
forman

Aparalelogramos=| w || v |'Sen(£(\7,ﬂ/))=| VX W |

2.3.Expresion analitica del producto vectorial

Para calcular la expresion analitica del producto vectorial veamos el producto vectorial
de los vectores unitarios:

~.|

= S~
Il
El!

I
~.

N~
-l
Il
~.!
el

A partir de estos productos vectoriales y de la propiedad distributiva podemos calcular
de forma sencilla el producto vectorial de dos vectores v =(Vy,Vy,V;), W=(Wx,Wy,W,)

VX W=(vyi +Vyj v, k)X (Wyi +Wy] W, k )=vy Wi 0+ v wyk -vew, j -
-Vy Wy k + vy Wy.O+VyWZf +FVWy | -Vzwyf +v,. w,.0=
=( VyW,- V,Wy) 1§ H( V,Wx -VW5) J + (Vi Wy-Vy'Wy) kK

Se puede calcular facilmente a partir del siguiente determinante:

i j k
VXW=|v, v, v,
w,ow, oW,
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i
Ejemplo: (1,1,0)x(0,1,1)= |1
0

s
|

=4k =(1,-1))

—_ = L)
- O
1]
=~

3. Producto Mixto de 3 vectores.
3.1.Definicion

El producto mixto de tres vectores u,v,w es un valor numérico definido a partir del
producto vectorial y escalar.

Definicion: El producto mixto de 3 vectores, u#,v,w que se designa como [u,v,w], se

obtiene del producto escalar del primer vector por el vector resultante de multiplicar
vectorialmente los otros dos:

[id, v, w]=ii-(v x W)

Propiedades del producto mixto:

- Si permutamos dos vectores del producto mixto este cambia de signo:
i, v, w]=-[v,i,w]= = [W,v,ii| = - [i, W, V]
- El producto mixto es distributivo respecto a la suma de vectores:
[i +a',9,w =] [i,v, w]+[i', v, W]
- [i,v,w]=0 si algin vector es nulo o son coplanarios (linealmente dependientes).

3.2. Interpretacion geométrica del producto mixto.

Consideremos los tres vectores u,v,w aplicados sobre el mismo origen, de manera que
formen un paralelepipedo (con sus proyecciones). Se cumple que el volumen del
paralelepipedo es igual al valor absoluto del producto mixto de los tres vectores que lo
forman

V paralelepipedo=aT€abase'h=| ¥ X W || i |-cos( L(i, v X w) )=, v, W]
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3.3. Expresion analitica del producto mixto

Aplicando la expresion analitica del producto vectorial y escalar de los apartados
anteriores, es facil ver como el producto mixto se puede poner a partir del siguiente

determinante:
u, u, u,
[u,v,w]= v, v, v,
w,ow, o ow,

1 2 0
Ejemplo: [(1,2,0),(-1,-2,0),(0,1,0)]= |-1 =2 0/=0 son coplanarios, es
0 1 O

linealmente dependientes.

Ejercicio 1. Sean los vectores 4 = (2,—5,3), ¥ = (4,—3,2) yw = (0,2,—-7)

a) Calcular los productos escalares entre los tres vectores

u=(02,-53)v=(4-32) w=(0,2,-7)

uv=8+15+6=29
uw=0-10-21=-31
Viw=0-6-14=-20

b) Determinar el mddulo de los tres vectores
lii |= /2% +(=5)° +3° =/4+25+9 =438
V=16 +9+4 =29
|7 |=0+4+49 =+/53

¢) Hallar el angulo que forman entre ellos

uv 29
Z(ii,v) = cos™ (— =cos”' =29°17'7"
[ ||V ] /3829

L(E,Vv)=cos‘{ ww J:cos_l( 31 j=133°41' 27,2"

|u || w| 3853
L(ﬁ,ﬁ/)=cos‘1( YW ]=cos‘1( —20 J=120° 40' 24 4"
[V w] 2953
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicio 2.- Sean los vectores U = (2,2,2) y ¥ = (1,0,1). Hallar todos los vectores de
modulo unidad que formen un angulo de 30° con U y de 45° con ¥

w=(x,9,2)
|[wl=x>+y>+z> =1 (Ecl)
% =| i [1cos(30) — cos(30) = LW 2 Fy+2) _3 (x+y+2)=30 3 (o
| u | V12 2 4 2
o =| ¥ [1-cos(45) — cos(45)=gzwzﬁ—> (x+z):£:1 (Ec3)
Vo2 2 2
D x*+y*+2z° =1
3 1, 1 , , 1
(2)x+y+z:5 (3)—(2)—>y:5;x +Z+(l—x) =1->2x —2x+Z:O.
B)x+z=1
Dos soluciones
1 2 1 1 V2 - (1 V211 2
X=—4+—,y=—, z=——— V, =|—F—,—,———
2 4 2 2 4 2 472’2 4
1 2 1 1 2 - (1 211 A2
X=———,y=—, z=—+— V,=|—-——,—,—+—
2 4 2 2 4 2 4722 4

Ejercicio 3. — Calcula un vector 1 que cumpla en cada caso las siguientes condiciones:

a) Sea proporcional al vector ¥ = (2,—1,1) y ademas U - ¥ =

u=02k,-k.k) uv=_2k~k,k)Q2~-1))=4k+k+k=6k=3—k= —u= (1,—% ,%)

3
3_1
6 2
b) Sea perpendicular a los vectores ¥ = (2,—1,1) y w = (18,—22,—5) y ademas
[ul=14
u=(x,y,2):

|ii [=x*+y*+2*=196 (Ec 1)

uv=2x—y+z=0 (Ec2)

uv=18x-22y—-5z=0 (Ec3)

(x*+y* +z° =164

2) 2x=y+z=0

{(3) 18x—22y—5z=0

(2)> z=y-2x, (3) 2 18x-22y-5(y-2x)=0 28x-27y=0-> X=2 Vo, z=y-22 y=-E y
28 287 14
27Y’ 13’ 196 153664 +392
D{|==| +1+|—=| p*=196 - y* = = —y=
( )([%J (14} Jy Y 72189 T 2189 YT 2iso
784
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

i = (378,392,-364)

378 364 b 2189

X = z
V2189 V2189 i, = - (378392,-364)
V2189

Otra forma mas sencilla: el producto vectorial de dos vectores es un vector
perpendicular a ambos

i 7k
G=k@Exw)=k{2 -1 1|=k(27,28—26)
18 =22 -5
i ey 2=k 2 7H428526)=196 > k=
V2189
1
i = (378,392,-364)
bJ2189
R 1
i, = (378,392,-364)
* 2189
¢) Que sea perpendicular al eje OZ y cumpla U-v=9,yuU-w = —4 siendo ¥ =
(31 _115) y w :(1327'3)
u=(x,y,z)

uk=z=0(Ecl)
u- v=3x-y+5z=9 (Ec2)
u- w=x+2y-3z=-4 (Ec 3)

Resolviendo el sistema u=(2,-3,0)

Ejercicio 4.- Para los vectores u = (2,—3,1), v = (=3,1,2) y w = (1,2,3) calcular
UXD)XWyUX (UXWw)
u= (25_3a1)7 V= (_35152)5 w= (1a253)

—

i 7k ik
ixv =2 =3 1|==71-7j-7k @xv)xw=|-7 =7 =7 ==7i +14j -7k

-3 1 2 1 2 3

i j ok i ]k
vxw=-3 1 2|=—i+11j -7k ux@xw)=[2 =3 1|=10i +13j+19k

1 2 3 -1 11 -7

Nota: en el producto vectorial no se cumple la propiedad distributiva
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicio 5.-Dado los vectores # = (1,—1,3), v = (—2,2,1) yw = (3,—2,5) calcular
U-(VXw)

1 -1 3
Es el producto mixto @-(¥xw) =[u,v,w]=-2 2 1|=-7
3 =25

Ejercicio 6.- Dados los vectores U y ¥, se cumple a) sus modulos son, respectivamente,
10y 2,b) 4 - v = 12. Calcular |u X 7|
|u =10, [V]=2

12

iV =i ||  |-cos(£(i,v) =10-2-cos(L(i, V) =12 — cos(L(i, V)= % =%

2
|V =i ||V |-sen(£(i, V) = 20-sen(£ (i, V) = 20~ |1 — @j =20, /% = 20-%

4. Aplicaciones

4.1. Aplicaciones con vectores

En este apartado veremos las aplicaciones del modulo, del producto escalar, vectorial y
mixto relativos a las propiedades de los vectores. Recordemos que muchas magnitudes
fisicas, como la posicion, velocidad, la fuerza...son vectores, de aqui la gran
importancia de este punto.

4.1.1. Médulo y vector unitario

A partir del producto escalar es facil calcular el moédulo y el vector unitario de dicho
vector. Mddulo:

|V =N =4/v? +v§ +v?

Por otro lado, el vector unitario de un vector v es otro vector con la misma direccion y
sentido, pero con mddulo unidad. Para calcularlo se divide el vector por su médulo:

0= 1.‘7: v, v, \

v T = 5 5
v 2 2 2 2 2 2 2 2 2
V] \/vx+vy+vz R U N e

4

4.1.2 Angulo de dos vectores

A partir del producto escalar o del modulo del producto vectorial es facil calcular el
angulo que forman dos vectores:

(ii, V) = Cos‘l( v j

| || |j

<!

<!

X

<y

L(u,v) = sen_l(ll

<)
<l

José Luis Lorente Aragon 7



Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Luego, si dos vectores u,v son perpendiculares, se cumple:
- uv=0

- luxvi=ul|v|

4.1.3 Vector normal a un plano y director de una recta

1) Dado un plano con ecuacion general w:Ax+By+Cz+D=0, demostremos lo dicho en el
tema anterior, esto es que el vector (A,B,C) es perpendicular al plano T:

Sea P1=(x1,y1,21)e T =2 Ax;+By;+Cz;+D=0 (1)

Sea Py=(X2,¥2,22)€ T 2 Axy+By,+Cz,+D=0 (2)

Restando (1)-(2) 2 A(x1-Xx2)+B(y1-y2)+C(z1-2,)=0

Podemos expresar esta igualdad a partir del siguiente producto escalar del vector
n,= (A,B,C) y el vector ﬁ = (X, - X, (Y, - ¥, (2, -2,)) > contenido en el

plano:

—

(AB,O)((x1X2)(y1-y2)((z1-22))=0 > 7, L PP, , luego es un vector
perpendicular a cualquier vector contenido en el plano, y, por lo tanto 7, es

perpendicular a 7.

2) Sear la recta dada como interseccion de dos planos 7y, T,:
| Ax+By+Cz+D =0
A,x+B,y+C,z+D, =0
Se cumple que la recta r estd contenida en T; y T, luego el vector director de la
recta, v, es perpendicular a ® y m —vV Lln,,v Ln, luego v, se puede

expresar como el producto vectorial de n,, n, :

i j ok
v, =0, xi, =|4, B, C,
AZ B2 CZ
Ejemplo:
x=2y+z=2 -
: n, =(,-21),n, =(2,1,-3)
2x+y—-3z=3 1 :
i j k
Vo=l -2 1|=5+5j+5k
2 1 =3
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.2. Angulo entre los elementos del espacio

En este apartado calcularemos los angulos que forman los distintos elementos del
espacio, vectores, rectas y planos. Para su calculo usaremos el producto escalar de los
vectores caracteristicos de ellos, el vector director de la recta y el normal del plano.

4.2.1 Angulos entre dos rectas.

Sean dos rectas r; y r; cuyos vectores directores son v, y v, ; el angulo que forman estas
dos rectas es el mismo que forman sus vectores directores:

L(r,,1) = Z(¥,,7,) = cos " [&J

RZRIRZY

Nota: las dos rectas forman dos angulos que suman 180° (son suplementarios). El
angulo que forma que se da es el menor de ellos, es decir el que es menor o igual que

V'V,

90°. De esta forma si oc=cos_1£ —1 2
Vv, |

] es un angulo mayor que 90° el angulo de la

recta es el suplementario (180°-ot)

Casos:
a) rectas perpendiculares (7, L r,)=> v,-v,=0

b) rectas paralelas (7, || r,)> V'V, =|V, ||V, |, V, = AV,

4.2.2 Angulos entre dos planos.

—

Sean dos planos 7; y T, cuyos vectores normales son n_,7n_ , respectivamente. Si

mo ', 0
llamamos o al angulo entre los dos vectores normales, el angulo que forman los dos
planos es 180°-q..

i, -7
4(”1’”2):1800_4(ﬁﬂl’ﬁﬂz) :1800_005—1[#}

| i 11 7, |

Nota: los dos planos forman dos dngulos que suman 180° (son suplementarios). El
angulo que forma que se da es el menor de ellos, es decir el que es menor o igual que

—- -

90°. De esta forma si 0=180-cos™ (%J es un angulo mayor que 90° el angulo de
VillVa

la recta es el suplementario (180°-ot)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Casos:

a) planos perpendiculares: (7, L7,) »>n, Ln, <n,n, =0

b) planos paralelos: (7, || 7,) = n, |7, ©n, 1, =|n

7 LD

4.2.3 Angulos entre una recta y un plano.

Sea una recta r con vector director v y un plano T con vector normal 7, . Si llamamos o

el angulo que forman v y 7_, el angulo que forman la recta y el plano sera 90°-o:

£(70,7) = 90°—£(ii,,,#) = 90°—cos ™ (—”” v j

|7 [V

Nota: la recta y el plano forman dos dngulos que suman 180° (son suplementarios). El
angulo que forman que se da es el menor de ellos, es decir el que es menor o igual que

V'V,

90°. De esta forma si o= cos‘{ —1 2
Vv, |

j es un angulo mayor que 90° el angulo que

restamos a 90° en la formula es el suplementario (180°-o)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicio7.- Calcular el 4ngulo que forman las rectasry s

AR Gt LS S
2 -2 -l

S:x+2:y—1:z+1 5= (-13-2)
13 -2

Vv —6
L(r,s) = Z(¥,,%,) = cos” (7] =cos”' (—J =122°18' 41,5"
v, v | 3] v14 |

El angulo que se suele dar es el menor de los dos que forman Z(r,s) =180°-
122°18°41,5°=57°41"18,5”’

Ejercicio 8.- Calcular el angulo que forman plano m:x-y+z=0 y la recta r:xT_1 = y_—+12 = g
T x-ytz=0 2> n, =(1,-1,1)
L Xl _y+2 2 i =(2,-13)
2 -1
L(r,®)=90°-L(¥,,7,)=90°~cos™ (ﬂj =90°-cos™' (LJ =67° 47' 32,44"
’ o |V, 17 | V3414 ’

Ejercicio 9.- Calcular el angulo que forman los planos mt,:x+y-2z=3 y T,:-x+y+2z=2
T xty-2z=3 2 n,, = (11,-2)

T -Xxt+y+2z=2 2> n,, =(-112)

n_n —4
(7, m,y) =180°-L(ii_,,ii,) = 180°—cos ™| —Z—72 =180°—cos_1(—j:48° 12'12,9"
v " S | gy || 7 | NG

4.3.Distancia entre los elementos del espacio

En este apartado estudiamos las distancias entre los elementos del espacio, puntos,
rectas y planos entre si.

4.3.1. Distancia entre dos puntos
La distancia entre dos puntos P(x;,y1,z1) y Q(X2,y2,22) del espacio es igual al modulo del

—_—

vector PQ, es decir:

dP,Q)=(x, = x,)* + (7, = 1) + (2, — 2,)°
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.3.2. Distancia entre un punto y una recta

La distancia de un punto P(x1,y1,21) y una recta r (con vector director v, = (v,,v,,v.) ¥

siendo Q(x2,Y2,Z2) un punto de la misma) es la minima distancia entre P y la recta.

Hay dos formas de obtener la distancia entre r y P

%, x PO

v, |

a) d(P,r)=

b) dP.0= 20 |* —(proy , (PO )’ = J@2 -

Demostracion:

(@

aparalelogramozbase'h:| ‘_}., |d(P,r):| \_/.r X PQ |

|5, x PO

despejando: d(P,r)= 7]
vr

(b)

Por el teorema de Pitagoras:

d(P.0y=h=[| POI* ~(proy, (PO))’

proy ;. (PQ)

4.3.3. Distancia entre un punto y un plano

La distancia entre un punto P(x,y0,Zo) y un plano 7 (con vector normal 7, =(4,B,C) y

que contiene a un punto Q(X1,y1,21)), es la menor distancia que existe entre P y el plano.

Su valor numérico es:

‘fTQﬁn B |Ax0 + By, +Cz, +D|

d(P,7)= proy; (PQ)="— ——
[ | VA’ +B*+C
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Demostracion

PO,
ya que Ax;+By;+Cz;=-D al pertenecer P al plano.

= |A(X1-X0)+B(y1-y0)+C(Zl-Zo)|=‘AX1+Byl+CZ1-AX()-By()-CZ()‘=|-D-AX()-By()-CZ()‘

(O N .
\ proy, (PO)

T

T

n

4.3.4. Distancia entre una recta y un plano

Para calcular la distancia entre una recta r (con vector director v, = (v ,v,,v.) y

conteniendo a un punto P(X¢,y0,29)) y un plano (con vector normal 7, =(4,B,C) y

punto Q(x1,y1,Z1)), lo primero tenemos que hacer es comprobar la posicion relativa entre
ambos. Asi seglin sea esta:

a) Se cortan = d(r,m)=0

b) Recta contenida en el plano = d(r,t)=0

__[poi,

| Ax, + By, + Cz, + D)
¢) Son paralelas=> d(r,7)= d(P, )= proy; (PQ)= =

|7, | VA +B* +C?

4.3.5 Distancia entre dos planos

Para estudiar la distancia entre dos planos m y 7, primero se tiene que estudiar la
posicion relativa de ambas. Asi distinguimos:

A) Si los planos se cortan o son el mismo d(7t,7t’)=0

B) Si son paralelos d(wt,t')=d(P,n’)=d(Q,n) donde P es un punto de Ty Q de ’

o— =0
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.3.6. Distancia entre rectas

Para estudiar la distancia entre dos rectas r (v,,P) y s (v,,Q), primero se tiene que
estudiar la posicion relativa de ambas. Asi distinguimos:

A) Rectas que se cortan = d(r,s)=0
B) Rectas paralelas d(r,s)=d(P,s)=d(r,Q), donde P es un punto de r y Q de s.

C) Rectas que se cruzan, el procedimiento a seguir es el siguiente: hallamos el
plano m que contiene a la recta r y es paralela a s. La distancia entre las dos
rectas es la misma que la distancia de s al plano 7, es decir la distancia entre un
punto de la recta s y el plano.

—

| PO, | |5, %x¥,)PO| “PQ’VNVS
| n |V, XV, | |v. XV |

r s

d(r,s)=d(s,7)=d(Q,7)=

. . =2z+1/2
Ejercicio 10. Calcular la distancia entre el punto P(-2,4,3) y la recta r.ﬁ _ 4Z_ sz?)
NN 2
- 2 PQ"7 .
d(P,r)= .|| PO| —?’ , tenemos que hallar un punto y un vector director de la recta.
V”'

x=2A+1/2
Pasamos la recta a parametricas: 1:y y =4 -2-1/3 -2 Q(1/2,4,0), v =(2,-2/3,])

z=A
\ 4 \ 4 2
7 P i
9 9 3

POV =5-3=2

e R gl_géﬂ_J6L49—364__J2&B¢N381
’ 4 49/9 V4 49 49-4 14 '
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicio 11. Hallar la ecuacion del plano paralelo a m:3x+2y-6z+3=0 y que dista 4

x=2-3t
unidades de larectar:ix y = —t
z=-3

Si estudiamos la posicion relativa del plano y la recta, veamos que se cortan, luego
cualquier otro plano paralelo a 7 cortard también a la recta dada, y por lo tanto, no
puede distar 4 unidades de la misma.

.-
L
,:
./'
-
.
.-

—

Ejercicio 12. Hallar la distancia del punto A(1,2,3) a cada uno de los ejes coordenados

El eje OX tiene vector director v, = (1,0,0) y un punto Q(0,0,0)

2

407,
v, |

A0 =(-1-2,-3) |PO=1+4+9 =414

E‘;ox = _1

d(A,r)= \/| A0 | -

2
=13 =+/2% +3? u(Pitagoras)

d(A,0X)= .14 _‘_Tl

Haciendo lo mismo en los otros dos ejes:

d(A,0Y)= +10 =41> +3% u
d(A,02)= /5 =+1"+2> u
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

x+y+z=1
—-x+y+2z=1

S . . -2 1
Ejercicio 13. Hallar la distancia entre las rectas r: xT = 32—/ = % y s:{

Veamos la posicion relativa entre las dos rectas:
e X 2y z+l

3 2 =2

x+y+z=1 ()
s:
—-x+y+2z=1(2)

> PQ,0,-1), ¥, =(3,2,-2)

2)+(1) 2 2y+3z=2 > y=1-32/2 ; x=1-1+32/2-z=2/2

x=A/2
s:ey=1-31/2 2 Q(0,1,0), v, =(1,-3,2)
z=1
rang(v, ,v, ) =2
. Se cruzan.
rang(v,,v, ,PQ) =3
2 -1 -1
3 2 =2

-3 2] s
[V, xv, | (281D 189

T

d(r,s)=d(s,7)=d(Q,7) = |

S

al w[
S
Sl
=
=

=1,09 u

Ejercicio 14. Hallar la distancia entre la recta que pasan por los puntos A(1,0,0) y
B(0,1,1) y el eje OY

x=0
x-1 y =z .
La recta que pasapor AyB =2 r1: y :T:T yeleje OY:qy=A41.
z=0
¥, =(-LLD) y v, =(0L0) PO=(10,)
rang(v, ,v, ) =2
W Se cruzan
rang(Vv,,v, ,PQ) =3
1 00
-1 1 1
0 1 0 |1

d(r,s)=d(s,m)=d(Q,x) = = = =~0,7071 u

7. P0| |PO7,.,]
S XA jaen] V2

Sy
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicio 15. Calcular la distancia entre el punto P(1,-1,3) y la recta r{; -_I— Z z 8
x=4

La recta en paramétricas puede expresarse como r:< y =—4, Q=(0,-4,0) y v. =(1,0,1)
z=A

PO=(133) [PO=V19 PQ¥, =4 |7, =42
$9 9—— Vil u

x =t
. . —z=0
Ejerciciol6. Hallar la distancia entre las rectasrsy = 1—t y s: \ g _
z=1+2t y+a=0

d(P.ry= || POF —PQ—V

Las rectas se cruzan:

|, PQ| _[LPL-Yr-Ys
d(r,s)=d(s,7)=d(Q,7)=—" =——=—u
il XV B

Ejerciciol7. Calcular la distancia entre el plano m: 2x+3y-z+3=0y =’: -4x-6y+2z+6=0
Veamos primero la posicion relativa entre los dos planos:

A4_B_C_D 2 3 -1 3
=—=—#——>—=——=——%#——son paralelos

A4 B C D -4 -6 2 6

7 — n,=(23-1) P(0,0,3)

7' = n, =(-4,-6,2) 0(0,0,-3)

@ = (0707-6)5 ‘P_Qﬁﬂ =

ii,| =14

P
d(m,m’)=d(P,7*)= proy;_ (PQ) ‘ o ‘: 6 _6\/1_4_3\/1_4u

i, | 14 14 7
4.4Proyecciones

Las proyecciones de un punto P sobre en un plano o una recta son los puntos situados en
¢éstos y que distan la menor distancia de P. Para proyectar una recta se proyectan dos
puntos de la misma.
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.4.1. Proyeccion de un punto sobre un plano

La proyeccion de un punto P sobre un plano m«, es el punto M situado en el plano a la
menor distancia de P. Calculando este punto podremos determinar la distancia entre el
plano y el punto como la distancia entre P y su proyeccion M.

El punto M es tal que la recta que pasa por P y M es perpendicular al plano. Asi
obtendremos M, como interseccion del plano 7 con la recta normal a T que pasa por P.

Pasos para obtener M:

1. Calculamos la recta perpendicular a © (vector director v =7, =(4,B,C)) y que
pasa por P

2. Calculamos la interseccion del plano 7 con la recta obtenida en 1.

4.4.2. Proyeccion de un punto sobre una recta

La proyeccion de un punto P sobre una recta, es el punto M situado en la recta a la
menor distancia de P. Calculando este punto podremos conocer la distancia entre la
recta y el punto como la distancia entre P y su proyeccion M.

Pasos para obtener M:
1. Calculamos el plano perpendicular a r (vector normal 7, =v =(v,,v,,v.))y que
pasa por P

2. Calculamos la interseccion de la recta r y el plano obtenido en 1.
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.4.3. Proyeccion de una recta en un plano

La proyeccion de una recta r (vector director v, y punto P) sobre un plano 7 (vector
normal 7, y punto Q), es otra recta s situada en el plano y tal que la proyeccion de

cualquier punto de r sobre T se encuentra en s. Dos formas de obtener la proyeccion:

a) Dos pasos:

1. Obtenemos la proyeccion de dos puntos de 1, P; y P,, sobre ® (M; y M>)
2. Calculamos la recta que pasa por M; y M.

b) Dos pasos:

1. Hallamos el plano ®’ que pasa por r y es perpendicular a ®. Dos vectores
directores del plano son, v, =(vy,Vy,V,), y el vector normal del plano &, 7, =(A,B,C).

Un punto del plano es el punto P de la recta

2. La proyeccion s es la recta interseccion entre los dos plano Ty ©°

A

Ejercicio 18. Calcular las siguientes proyecciones

a) Proyeccion del punto P(4,-2,1) en el plano m: 3x-2y-2z=-2

x=4+34
Paso 1: Calculemos la recta r que pasa por P y perpendicular a m: r:< y = -2 -24
z=1-24

Paso 2: Interseccion 1y m: 3(4+34)-2(-2-21)-2(1-20)=-2>A=-16/17> M (2,2, %)
b) Proyeccion del punto P(4,-2,1) sobre a la recta 7 %1 = = —

Paso 1: Calculemos el plano 7t que pasa por P y perpendicular a r:
7:3x+5y-z+D=0. Pasa por P > 12-10-1+D=0 D=-1. Luego m:3x+5y-z-1=0

Paso 2: interseccion r:(x,y,z)=(1+3A,1+5A,7-A) > 3-(1+3A)+5-(1+5)1)-(7-A)-1=0
SA=0 > M(1,1,7)
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xX—2 z+1
¢) Larectar: - = % =—Ten el plano m:x+2y+z=1

Lo haremos por el segundo método:

Paso 1: Calculamos el plano que contiene a r (es decir pasa por P(2,0,-1) y el vector
director v =(3,1,-1)) y perpendicular a ® (es decir el otro vector director w=1,

x=2 y z+l1
=(1,2,1)) > | 3 1 —-1|=3x-4y+5z-1=0
I 2 1

Paso 2: Larecta s es la interseccion de Ty ’:

x+2y+z=1
s:
3x—4y+5z=1

4.5. Elementos simétricos

En este apartado veremos los siguientes elementos simétricos:
- Punto respecto a otro

- Punto respecto a un plano

- Punto respecto a una recta

- Recta respecto un plano

4.5.1. Simétrico de un punto respecto a otro punto.

El simétrico de un punto P(Py,Py,P,) respecto a un punto M(Mx,My,M,) es otro punto
P’(x,y,z), tal que M es el punto medio del segmento PP’. Se cumple entonces:

P + P, + P+
Xy DYy BRIy S (oM —P 2OM —P.2M.—P)
2 X % ¥y 2 z x X ¥y ¥y z z

5

4.5.2. Simétrico de un punto respecto a un plano.

El simétrico de un punto P respecto de un plano &, es otro punto P’ tal que se cumple
que los dos puntos equidistan del plano, y la recta que pasa por P y P’ es perpendicular a
7. Para calcular P’ dos pasos:

Paso 1: Calculamos M, la proyeccion de P sobre 7.

Paso 2: El simétrico P’ es el punto simétrico de P respecto M.
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=

4.5.3. Simétrico de un punto respecto a una recta.

El simétrico de un punto P respecto de una recta r, es otro punto P’, tal que se cumple
que los dos puntos equidistan de la recta, y la recta que pasa por P y P’ corta y es
perpendicular a r. Para calcular P’ dos pasos:

Paso 1: Calculamos M, la proyeccion de P sobre .

Paso 2: El simétrico P’ es el punto simétrico de P respecto a M.

P

Ps

4.5.4. Simétrico de una recta respecto a un plano.

Sea una recta r y un plano 7, el simétrico de la recta r sobre el plano & es otra recta r’,
que es la que se veria reflejada en el plano si este fuera un espejo. Para obtenerla dos
pasos.

Paso 1: Tomamos dos puntos de r, P; y P, y calculamos sus simétricos respecto &, P;’ y
P,’. Si uno de los puntos que tomamos es el punto de interseccion de la recta y el plano
(siempre que se corten), su simétrico es el mismo.

Paso 2: La recta buscada es la que contiene a P;” y P,’

N

o
g
)

2
B
N

\
d
<
[N
=

Q---|-----g----}F--+¢
¢---|-----¢----1--4

N
=/
g}

-
H\.

%
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Ejercicio 19. Hallar el simétrico del origen respecto al plano 7: x+y+z=1
Simétrico de P(0,0,0) respecto el plano m:x+y+z=1.

Paso 1: Calculamos M, proyeccion de P respecto a m. Para ello vemos la interseccion de
T con una recta que pasa por P y es perpendicular a 7.

a) Recta perpendicular a T por P: un vector director de la recta es el vector normal
del plano n> v, =7 _=(1,1,1). De esta forma r:(x,y,z)=(0+A,0+A,0+1).

b) La proyeccion M: A+A+A=1 = A=1/3 > M(4,1,3). De esta forma P’ se calcula
como el simétrico de P respecto M:

Paso2 : Simétrico de P respecto de M.

P,=(2Mx _PX’ZM}’ _Py’ZMZ _Pz) 9 P(%’%’%)

Ejercicio 20. Hallar el simétrico de P(2,0,1) res pecto a la recta r:g = y_—_f’ = %

Paso 1: Calculemos la proyeccion M de P sobre la recta r.

a) Primero calculemos el plano &, perpendicular a r que pasa por P. Su vector normal es
n, =(2,-1,1) yel punto P(2,0,1), luego m:2x-y+z+D=0. Para calcular D obliguemos que

P pase por 1>4+1+D=0 ->D=-5. Asi m:2x-y+z-5=0

b) Para hallar la interseccion de T con r expresamos la recta en paramétricas
r:(x,y,2)=(2A,3-A,2+A). Asi M serd 2:(21)-(3-A)+(2+1)-5=0 > A=1> M(2,2,3).

Paso 2: Simétrico de P respecto de M.

Las coordenadas de P’ son entonces: P’=(2M , — P ,2M - P,,2M . - P.) 2 P(2,4,5)

Ejercicio 21. Dado el plano m:x-y+z=0 hallar el simétricoder:x — 1 = % = %1
Paso 1: Calculemos el simétrico del punto P;(1,0,1) sobre m. Calcularemos la
interseccion de w y r, Py, cuyo simétrico es el mismo punto:

a) simétrico de P;=> calculamos la recta t que pase por P, y perpendicular a &
(n, =v =(1,-1,1)). La interseccion de T y t sera M; proyeccion de P; en T
t:(x,y,2)=(1+A,-A,1+A). La interseccion sera (1+A)-(-A)+(1+A)=0, A=-2/3 >
M=(L,2.1

32323 /¢

Simétrico P;’=( 2M, - P

1x’2M1y_P 2j\4lz_f)lz)=(_71’%’_Tl

ly»
b) Interseccion de m y r serda P, cuyo simétrico es el mismo P,’=P,.

r:(x,y,2)=(1+A,3A,1+3A). De esta forma la interseccion con m: 1+A-(3A)+1+3A=0
A=-2 > Py=P»’(-1,-6,-5)

Paso2: La recta r’ buscada pasa entonces por los puntos P,’(-1,-6,-5) y Py’ (5',3,35) . El
vector director de la recta es P,'B'= (3,%,4}). Podemos usar un vector proporcional
5= (222,14)> p 2t _y*6_z+3

22 14
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4.6. Rectas que se apoyan en otras rectas.

4.6.1. Se apoya en las dos rectas y pasa por otro punto

Dadas dos rectas r; y r» y un punto P, buscamos otra recta s que corte a estas dos rectas
(se apoye) y que pase por el punto P. Para obtener la recta s tenemos que utilizar el
siguiente procedimiento analitico en 3 pasos:

Paso 1: Hallamos el plano 7; que contiene ar; y a P
Paso 2: Hallamos el plano 7, que contiene ar, y a P

Paso 3: La recta buscada es la interseccion de 7, y 7.

4.6.2. Se apoya en las dos rectas y es paralela a otra dada

Buscamos una recta s tal que corte otras dos dadas, r; y 12, y que sea paralela a otra r,
con vector director v, . Para obtenerla usaremos el siguiente procedimiento geométrico
con 3 pasos:

Paso 1: Hallamos el plano 7; que contiene a la recta r; y un vector director v, .
Paso 2: Hallamos el plano 7, que contiene a la recta r, y un vector director v, .

Paso 3: La recta s buscada es la interseccion de wT; y 7,

José Luis Lorente Aragon
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Ejercicio 22. Determinar la ecuacion de la recta que se apoya en las rectas:

x—1 y z+1 X y-2 z—2
rl :__ZZI:__Z y 7"2 :E:_—lzTypasaporP(l,—IQ)

Paso 1: Calculo del plano m; que se apoya en 1,y pasa por P: el vector v,, =(-2,1,3) es

director del plano, ademas pasa por los puntos P(1,-1,2) y por cualquiera de la recta, en
concreto por Q;(1,0,-1). Con estos dos puntos formamos otro vector director del plano

P—Q1 =(0,1,-3). Tomando Q como punto del plano; la ecuacion del plano en expresion
general es:
x—1 =2 0
y 1 -1=0=7:3x+3y+z-2=0
z+1 3 3

Paso 2: calculo del plano m, que se apoya en r; y pasa por P: pasa por los puntos
P(1,-1,2) y por cualquiera de la recta, por ejemplo Q,(0,2,2), ademds tiene un vector

director v _, =(2,-1,3).El otro vector director sera Q_215 =(1,-3,0). La ecuacion de m;, es:

x-0 2 1
y=2 -1 =-3=0=>x,:9x+3y-5z+4=0
z=2 3 0

Paso 3: s es la interseccion de & y T,
3x+3y+z-2=0

S:
O9x+3y—-5z+4=0

4.7. Cdlculo de dreas y voliimenes

4.7.1. Areas del tridngulo y del paralelogramo

El 4rea de un paralelogramo de lados no paralelos, v y w viene definido como ya
vimos en el producto vectorial:

IAparalelogramo= | ‘_} X "_{" |

El 4rea de un tridangulo, cuyos dos lados contiguos estan definidos por los vectores
v y w, sera igual a la mitad del area del paralelogramo cuyos lados no paralelos estan

definidos por los mismos vectores.

VX W

2

Atriénguloz |

___________________
;
p
- .
.
w .
.
.
.
p
.
.

!

v
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4.7.2. Volumen del paralelepipedo y del tetraedro.

Como vimos en la interpretacion del producto mixto de 3 vectores, el volumen de un
paralelepipedo de aristas concurrentes en un mismo vértice u, v y w es:

Vparalelpipedo=[ 7/7’ v, w ]

Un paralelepipedo puede descomponerse en 6 tetraedros (piramides de base triangular)
iguales, asi que el volumen de un tetraedro de aristas concurrente en un mismo vértice

u,v y w es:

1 - . .
Vtetraedro:g [u,v,w]

L Jx—y=0
Ejercicio 23. Dada la recta r.{x +y =z y el punto Q(1,2,-1)

a) Hallar la ecuacion del plano & que pasa por Q y es perpendicular ar,

I {x - 2>r y= A vr 2 (17132) > Q(O’O’O)
X+y=z
z=21

Como el plano 7 es perpendicular a r entonces 7, =v, = (L1,2) y pasa por P(1,2,-1). El
plano 7 tiene de ecuaciéon general:
7: Xx+y+2z+D=0 = 1+1-:2+2(-1)+D=0 = D=-1, luego m: x+y+2z-1=0.

b) Hallar el area del triangulo cuyos vértices son los cortes de m con los ejes de
coordenadas;

Corte de 7 con los ejes coordenados:

Con eje OX: y=z=0 2 x=1 > A(1,0,0)
Con ¢je OY: x=2z=0 2> y=1 - B(0, 1,0)
Con gje OZ: x=y=0 2> z=), > C(0,0, %)

i jk
a=%-|AB><AC|:%-—1 1 0:%-|y2?—y2j+/€|=%\/(yz)2+(y2)2+12 Z%\/%zOﬁIZuz
-1 0 %
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Ejercicio 24. Se conocen 3 vértices de un paralelogramo A(1,0,1), B(-1,1,1), C(2,-1,2).
Calcular el que falta, ;cuantas soluciones hay?

Tenemos 3 casos:

D> AC=BD, (1,-1,1)=(x+1,y-1,z-1) = D;=(0,0,2)

D> CA=BD, (-1,1,-1)=(x+1,y-1,2-1)>D,=(-2,2,0)

D3> AB=D,C (-2,1,00=(2-x,-1-y,2-z) >D3=(4,-2,2)

b) El area del paralelogramo es igualen los tres (probar)
a1=| ABX AC [=ar=| CBx CA |=as=| BAX BC =6 >

Ejercicio 25. Halla el volumen del paralelepipedo de bases ABCD y EFGH, sabiendo
que A(8,0,0), B(0,8,0), C(0,0,8) y E(8,8,8). Obtener las coordenadas del resto de
vértices.

D> BC=AD - (0,-8,8)=(x-8,y-0,2-0) > D(8.-8.8)
H-> AE=DH - (0,8,8)=(x-8,y+8,2-8) > H(8,0,16)
G- AE=CG - (0,8,8)=(x-0,y-0,2-8) > G(0,8,0)
F> AB=EF - (-8,8,0)=(x-8,y-8,2-8) = F(0,16,8)

—_— s —

V=[ 4B, AC, AE ]=1024u’
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Ejercicios de la P.A.U.

Junio 2004. Prueba A

x+y+1=0
2x—z+3=0
b) Para cada punto P de r, determinese la ecuacion de la recta que pasa por P y corta
perpendicularmente al eje OZ

PR-2. Sea la rectar % a) Escribase la recta en forma paramétrica.

x=4
a) Paramétricas > z=3+2x, y=-1-x. Llamando x=A > , =/, = _1_ 3
z=3+4+24

b) Cada punto P de r cumple P=(x,y,z)=(A,-1-A,3+21) VAeR. Si es perpendicular al eje
OZ la recta esté situada en el plano perpendicular a OZ, y por tanto su vector normal es
n, =(0,0,1) . Conocido entonces el vector normal y P, el plano es para cada A:

m=z+D=0comoPern -53+2A+D=0—>D=-3-21 > n1=z-3-21=0.
La recta serd la que pase por P y la interseccion (Q) de & con eje OZ (x=0,y=0) z=3+2A.
Luego Q(0,0,3+24)

Para cada A la recta pasa por P(A,-1-A,3+2X) y Q(0,0, 3+2X), con vector director

v, = P_Q =(=4,1+ 4,0). Asi la ecuacion en forma continua es s =Y ,z=3+24

-1 1+4

/

C-4 Determinese si el plano m:2x+3y-4=0 corta o no al segmento de extremos A(2,1,3) y
B(3,2,1).

La ecuacion de la recta que pasa por A y B en paramétricas es (v, = AB = (1L,1,-2))

x=2+A
z=3-2A

Los puntos de la recta que estan entre A y B son los de la recta siempre que Ae[0,1], ya
que si A=0 ¢l punto de r es A(2,1,3) y si A=1 es B(3,2,1)

Veamos la interseccion de r con T =2 2-(2+A)+3-(1+1)-4=0 - 5k=-3 - A=-3/5. El punto
no pertenece a la recta ya que -3/5¢ [0,1].
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Junio 2004. Prueba B

C-3. Hallese la ecuacion del plano que contiene a la recta r: x =y=z y es perpendicular al
plano m: x+y-z-1=0

Llamemos 7’ al plano que buscamos

La recta r tiene como vector director v, =(1,1,1) y pasa por el punto P(0,0,0). Este

vector serd director del plano. Si el plano © es perpendicular al plano ©’ entonces el
vector normal de w (7, = (1,1,-1)) es otro vector director del plano buscado. Luego el

plano en paramétricas es:

X=A+u
wsy=A+u
z=A-U

Septiembre 2004. Prueba A

PR-1. Sea m un nimero real y sean r y T la recta y el plano dados respectivamente por

_J2x—-my+z=2-m

r= 42y +2=0 T=3x+2z=2—m.

a) Estudiese la posicion relativa de » y  en funcion del valor de m.
b) Para el valor m=1, hallese la ecuacion del plano que pasa por el punto de corte de r y 'y
es perpendicular a la recta ¢ x=y=z.

. . 2x—-my+z=2-m
a) Posicion relativa de r= :3x+27z=2-m
xX+2y+z=0
2 -m 1 2 —-m 1 2-m
Tenemos que ver el rango de la siguiente matriz: ¥ =1 2 1| M'=|1 2 1 0
3 0 2 3 0 2 2-m
Rango de M:
IM|=-m+2#0 >
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Vme R-{2} rang(M)=3.
Si m=2 rang(M)=2

Rango de M’:
Vm#2 2 rang(M’)=3,
2210
m=2>M=|1 2 1 0|rang(M’(m=2))=2.
3020
m=2 m=R-{2}
rang(M) 2 3
rang(M”) 2 3

Posicion relativa | r contenida en Se cortan

2x—-y+z=1
b) m=1 = r y 7 se cortan en el punto solucion del sistema {x+2y+z=0 .

3x+2z=1
Resolviendo el sistema el punto buscado es M(1,0,-1)
Si es perpendicular a t=x = y =z, entonces se cumple que el vector normal al plano
buscado es igual al vector normal de la recta t 27, =v, =(1,L1), luego el plano es
’=x+y+z+D=0, y al pasar por M, entonces 1-1+D=0 - D=0 > n’=x+y+z=0

C-2: Calculese la distancia entre las rectas 7 y s de ecuaciones

x=1+24 ; )
y = y:O s Ssil:yl__:Z—l
z=-4

Para calcular la distancias entre dos rectas:
1) primero tenemos que ver la posicion relativa de las dos:
v, =(2,0,-1),P(1,0,0) v, =(-L1-1),0(0,3,2)
rang(v,,v, )=2
Se cruzan
rang(Vv,,v_, FQ )=3

_—

| PO, | _|(5,%7,)PQO| _ lPo.5..5.]
iy |

[V, %V, | [V, %V, |

d(r,s)=d(s,7)=d(Q,7) =

V4
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2 0 -1
P05 .5 ]--1 1 -1-12
-1 3 2
i j ok
Vxv.=(2 0 —1=i+3j+2k D> |v.xV, |=V1+9+4 =14
-1 1 -1

12 12414 6414
d(r,s)= = = u
J14 14 7

Septiembre 2004. Prueba B

C-2: Hallese la ecuacion general del plano que pasa por los puntos A(2,2,-1), B(4,0,2) yes
perpendicular al plano 7= x — 5y + 2z — 6 = 0.

Si pasa por estos dos puntos y es perpendicular al plano, tenemos dos vectores
directores del plano buscado: u=4B=(2-23) y v=n, =(1,-5,2).

x=2+2A+u x=2 y=2 z+l
El plano 7’ en paramétricas es w’:< y=2—-24-5u4 >General :| 2 -2 3 |=0
z=—1+31+2u 1 -5 2

7 11x-y-8z-28=0

Septiembre de 2005. Prueba A.

PR-1: a) Calculense los valores de a para los cuales las rectas

:{3x+ay—6az+1=0 B xf;r—/ et
r_—x+y+3z—3:0 ySX y= son perpendiculares.
z=1+al

b) Para a=1, calculese la recta que pasa por (1,1,1) y se apoyaenrys.

a) Son perpendiculares si sus vectores directores lo son. Para calcular el vector director
de r tenemos que expresar ésta en forma paramétrica:

6a-9
z+

—> sustituyendo en
a+3 a+3

Operando: (1)+3(2) = (at3)y+(9-6a)z-8=0 > y =

6a—9Z+ 8 13p3= 9a Z+—3a—1.

(2) x=
a+3 a+3 a+3 a+3
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De esta forma:

9a 3a+1
x= A-
a+3 a+3
6a—9 8 - 9a 6a-9
rqy= A+ 2> v =( , 1)
/%z+3 a+3 a+3 a+3
z =

El vector director de la rectas es v, =(-1,1,a)

2
TR A S LI S U A B L
a+3 a+3 a+3
2_
=9 320> a3
a+3
ngﬂ—l
4
b)a=1 > r: y=—%l+2 V. =(9,-3,4), P(-12,0)
z=A
x=-1-4
Ssi{y=341 ¥ =(-LL1), Py-1,3,1)
z=14+A4

Paso 1: plano m; que pasa porry Q(1,1,1) >
Dos vectores directores del plano: v, =(9,-3,4) y FQ =(2,-1,1) y pasa por Q(1,1,1):

x—=1 y-1 z-1
TH R -3 4 =0 9%12X-Y—3Z+3=0
2 -1 1

Paso 2: Plano @, que pasa por s y Q(1,1,1) =2
Dos vectores directores del plano v, =(=1,1,1) y @ =(2,-2,0)
x=1 y—-1 z-1

| —1 1 1 [=0 2 m:2x+2y-4=0
2 -2 0

x—y—-3z+3=0

Paso 3: La recta es la interseccion de ; y mp =2 t:
2x+2y-4=0
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C-3.- Calculese el simétrico de P(1,1,1) respecto del plano 7: x+y+z=0.

Paso 1: Calculamos el punto M proyeccion de P sobre 7

1) Calculamos la recta r perpendicular a T y que pasa por P(1,1,1): v. =n_ =(L,1])
r:(x,y,z)=(1+A, 1+A,1+1)

2) Interseccion de © con r=> (1+A)+(1+A)+(1+1)=0 = A=-1 > M(0,0,0)

Paso 2: El simétrico P’ de P respecto ® es también el simétrico de P respecto de M,

siendo M el punto medio de P y P’ 0= x;—l , 0= y;—l , 0= z+1 -2 P’(-1,-1-1).

Septiembre de 2005. Prueba B.
C-4: Calctlese el volumen del tetraedro de vértices A(1,1,1), B(1,2,3), C(2,3,1),
D@,1,2)

Para calcular el volumen del tetraedro calculamos los 3 vectores directores que salen del
mismo vértice: AB =(0,1,2),4C =(1,2,0), AD =(2,0,1)

Vietraedro™

1 1 3
— =|=(-8-1) =3 u
3 s

N = O

1
2
0

=R \°)

Junio de 2005. Prueba A.

C-2: Calculese la distancia del origen al plano 7 que pasa por 4(1,2,0) y contiene a la
xtz _y-1_
2 3

rectar =

El plano & pasa por A(1,2,0) y contiene a la recta rEx;—2 :y3—1 =z v.=(23]) P20

Luego el plano pasa por A(1,2,0), y dos vectores directores del mismo son u=v =(23)])

y w= AP= (=3,—1,0). El plano en forma continua es:

x—-1 y-2 z
r=| 2 3 l|=x-3y+7z+5=0
-3 -1 0

La distancia entre P(0,0,0) y 7 es
‘PQ'ﬁ,, |Ax,+ By, +Cz+D| |5 5 559

d(P,7) = proy, (PQ)="— = == u
. i | JA2+B +C? 1+9+49 /59 59
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Junio de 2005. Prueba B.
PR-1: a) Determinese el punto simétrico de A(-3,1,-7) respecto de la recta
y-3 _z+1

r=x+1=—-= .
2 2

b) Hallese la distancia entre 4 y 7.

a) Pasos para obtener el simétrico:

Paso 1: Obtenemos M, la proyeccion de A sobre r. Para ello dos pasos:

1) Plano © que contiene a P y perpendicular a r, de esta forma n, =v_ =(1,2,2), con lo
que la ecuacion de w:x+2y+2z+D=0>Ae n>-3+2-14+D=0>D=152>m:x+2y+2z+15=0

2) La interseccion de r con 7 es M; la mejor forma de obtener M es poner r en forma
paramétrica (X,y,z)=(-1+A,3+2A,-1+2)) y sustituir en T2 -1+A+2(3+210)+2(-1+21)+15=0

A=-2 > M(-3,-1,-5)

Paso 2: A’ es el simétrico de A respecto de M: -3 = x=3 = ytl 5277

A,(-35-37_3)

b) d(A,r)=d(A,M) siendo M es la proyeccion de A enr:

d(AD=d(AM)=(B3+3 +A-) +(-5+7) ={8u

C-2: Dados el punto A4(3,5,-1) y la rectar = XT_I =y+2= Z:—l, hallese el punto B

perteneciente a r tal que el vector de extremos A4 y B es paralelo al plano © de ecuacion
T 3x-2y+z+5=0.

Pongamos r en paramétricas :

x=1424
rriy=-2+4,
z=—-1+44

El punto Ber, es por lo tanto, en funcion de A: B=(1+2A,-2+A,-1+4A). El vector
AB=(-2+2A,—-7+A,44). Si es paralelo al plano T, entonces es perpendicular al

vector normal de & (7, =(3,-2,1) ), y por lo tanto Eﬁ” =0->
3+(-2421)-2-(-7+L)+1-(41)=8A+8=0 > A=-1-> B(-1,-3,-5)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Junio de 2006. Prueba A.

) _2x—y=m _{zH-y:z
PR-1: Sean ry s las rectas dadas por r_{z+2y:3’s_ 49— 3

a) Hallese el valor de m para que ambas rectas se corten.

b) Para m=1, hallese la ecuacion del plano que contiene a  y s.

2 -1 0 2 -1 0 m
0 2 1 0 2 1 3
a) M= , M’=
1 1 0 1 1 0 2
1 0 2 1 0 2 3
2 -1 0
0 2 1|#0 - rang(M)=3
1 1 O

Para que se crucen se debe cumplir que [M’[#0, calculemos el determinante haciendo
ceros la 3* columna:

2 =1 0 m 2 -1 0 m
2 -1 m
o 2 1 3 10 2 1 3 349
= =171 1 2(==(5-5m)#0 > m#l
1 1 0 2 11 1 O 2
1 -4 -3
1 0 2 3] |1 -4 0 -3

Luego, siempre que m#1, se cruzan
b) Si m=1 entonces rang(M)=rang(M’)=3 y las rectas se cortan en un punto.

Para obtener las ecuaciones del plano es necesario conocer un punto y dos vectores
directores del mismo. Podemos tomar cualquier punto de las dos rectas y los vectores
directores de r y s. Para esto tenemos que poner las rectas en paramétricas:

1) rectar 2 y=2x-1, z=3-2y=3-2(2x-1)=5-4x

x=A
ryy= 22’_1 vr ]| (1925_4)’ R (05_175)
z=—44+5

2) recta s > y=2-x, z=3/2-x/2

x=A |
ssyy=—4A+2 v =(,-1--), P. (0,2,3)
1 3 2 2
z=——A+=
2 2
x=A+u
Tly=—1421-u

1
=5-41-—
z 2,u
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

x=-2+21
C-2.- Calculese la distancia del punto P(1,/,1) alarectar =Xy =0
z=-1

Para calcular la distancia de una recta a un punto utilizamos la interpretacion del
producto escalar (proyeccion de un vector sobre otro), o del producto vectorial (area del
triangulo). Vamos a hacerlo a partir del producto escalar:

Por el teorema de Pitagoras:

d(P.r)=h=y| POI* ~(proy, (PO))’

proy;, (PQ)

De la recta dada obtenemos Q(-2,0,0) y el vector director v, =(2,0,—1) .De esta forma:

PO =(-3-1-1) > |[POF9+1+1=A/11

— POV, -5
prov, (PO)=" 2% =2

v, |

d(P,r)=h=| PO’ ~(proy, (PO))’ =11 —? - \E ’

Septiembre de 2006. Prueba A.

, , _Jx=-y+2z=1
PR-1. a) Hallese el valor del parametro a para que la recta r_{lx +y—5z=2 ye

1
plano 7 ax-y+z+1=0 sean paralelos.

b) Para a=2 calctlese la ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a T, y
hallese la distancia entre ry T

a) Si son paralelos, el vector normal del plano 7, = (a,—1,1) y el vector director de la

recta v, =(1,-1,2)x(2,1,-5) son perpendiculares, y por lo tanto 7_-v.=0:

a -1 1
i v =(a,~L1) [ (1L-1,2)x(2L-5) 1= (a,-L1),(1,-12),2,-5)]=0 =>|{l -1 2{=3a-6=0
2 1 -

(se puede ver la misma condicidon estudiando la posicion relativa de un plano y una
recta). Luego para a=2 plano y recta son paralelos.
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

x—y+2z=1

b) para a=2 el plano T=2x-y+z+1=0 y larectar= Son paralelos.
2x+y—-5z=2

Si el plano buscado, 7, contiene a r, entonces v, es un vector director de 7 y el punto P

de la recta también esta del plano m’. Por otro lado, al ser @ perpendicular a T,
n,=(2,-1,1) es el otro vector director de 7.

A 4

<!

Tenemos que obtener P y v_, para esto pasamos la ecuacion de la recta a paramétricas,

sumando las dos ecuaciones (1)+(2)> 3x-3z=3 > x=1+z, sustituyendo en (1) y=3z.
Con lo que r en paramétricas es

x=1+A4
r:yy =34 ,P(1,0,0), v.=(1,3,1)
z=1

x=1 y =z
La ecuacion del plano ° buscado es: ©'=| 1 3 1|=0-> n:4x+y-7z-4=0
2 -1 1

La distancia entre r y T, al ser paralelas, viene dada por:

— |PQii Ax, + By, +Cz;+D 1-10+7
d(r,n)=d(P,Tc)=pr0);;”PQ:| Qn”|=| M TR TEA |:|21 10+70+1|:i=_6u

|7 | VA2 +B +C? Ja+1+1 V6 2

C-2. Hallense las ecuaciones de la recta » que pasa por P(2,1,—1) , esta contenida en el
x=2z-3

plano m: x+2y+3z-1=0 y perpendicular a = _ z+ 4

Si esta contenida en T es necesario que todos los puntos de la recta estén contenidos en
el plano, en concreto P. Comprobémoslo: (2+2-3-1=0).

Si r estd contenida en T entonces Vv, es perpendicular a 7, , pero también es

T 0

perpendicular a s, luego v, es perpendicular a v, . Podemos obtener el vector v, a partir

del producto vectorial de n, y v.: v, =v_xn_ =(2,1,1)x(1,2,3)=(1,-5,3)
r:(X7Y5Z):(25 1 [ 1 )+}\’(1 7'5:3)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Septiembre de 2006. Prueba B.

C-4. El triangulo ABC es rectangulo en 4, siendo A(3,0,-1) , B(6,—4,5) , C(5,3, 2).
Calculese el valor de z y hallese el area del triangulo.

Si es rectangulo, hay tres posibilidades:

A A Ca As
G
B L (:1 B L BI
AB-BC, =0 AB-AC, =0 AC,-BC, =0

Como nos dicen en el problema que el angulo rectangulo es A, el triangulo buscado es
AB = (3,-4,6 —

el segundo triangulo: ( ) 2 ABAC=0—6-12+6z+6=0 > z=9=0
AC =(23,z+1) 6

Atriémgulozéﬂaxﬂz = % | AB|'| AC |=%J9+16+ 36/4+9+1 = %\/61-14 =%«/854 u?

Junio de 2007. Prueba A

PR1.- Sea el plano 7z x+y-2z-5=0, y la recta r :x=y=z se pide
a) Calcular la distancia de la recta al plano

b) Hallar un plano que contenga a r y sea perpendicular a 7

¢) Hallar el punto simétrico de P(-1,3,3) respecto a 7t

a) Tenemos que ver la posicion relativa de ambas

T:X+y-2z=5 1 1 =2 I 1 =25
x-y=0 SOM=1 -1 0| M =|1 -1 00
r:
x-z=0 1 0 -1 1 0 -10
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Veamos la posicion relativa:

[M|=0-> rang(M)=2

5 1 =2
0 -1 0]|#0>rang(M)=3
0 0 -1

Luego son paralelos

Pongamos r en paramétricas r :

N ®
I
R SR

Un punto de la recta es P(0,0,0) y z =(L11)
Un punto del plano x=0, z=0 2 y=5->Q(0,5,0).

Vector normal del plano 7,=(1,1,-2)

—_ |PO#,| |4x, + By, +Cz +D _
d(r,f[)=d(P,7£)=proyﬁ”(PQ)z‘ _lAx + By, +Cz0 4D _[0+0+0-5]_ 5

i | VA + B +C? Ji+1+4 V6

b) Si contiene a 1, el punto P(0,0,0) es del plano y v_r es vector director del plano. De

igual forma 7, es otro vector director del plano buscado (ya que @’ perpendicular a )

x=0 y-0 z-0

r=| 1 1 Il |[=0>7=-3x+3y=0
1 1 -2
¢) Pasos:

1) La proyeccion de P(-1,3,3) sobre a 7:

a. Recta perpendicular a @ por P2r: (X,y,z)=(-1+A,3+A,3-2A)

b. Interseccion (-1+A)+(3+A1)-2(3-21)-5=0 > A=-3/2->M(-2.5, 1.5, 0)
2) El simétrico P’ es el simétrico de P respecto de M:
x—=1 y+3 z+43

27 2 7 2

(-2.5, 1.5, 0)=[ j > x=-4, y=0, z=-3 > P’(-4,0,-3)

C-3.- Hallar el area del triangulo cuyos vértices son A(1,1,0) , B(2,—-1,0) y C(2, 4,0).

ik
area :l‘A_BxR" :l 1 -2 0 :l‘Sl;‘ =25u’
2 2 2
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Junio de 2007. Prueba B

x+y—z=0
C-2.- Dadas las rectas r.{x 42y =7

ellas, de tal forma, que el vector que los una sea perpendicular a ambas.

=2
s:{yx_ _c hallar un punto de cada una de

x=4 x=2

s 7 A
Pongamos las rectas en paramétricas r: < y = 575 sty =-5
7 A Z=H

z=—+=

2 2

Punto de r > P(L,3.5- 0.51,3.5+0.5))
Punto de s> Q(2,-5,1)

PO=(2-24,-85+0.54,4—3.5-0.51)
PQ perpendicular a v, =(2,-11) > PO v, =0 = 4-2A+8.5-0.5A+11-3.5-0.5A=0
PQ perpendicular a 17; =(0,0,)> PQO- \7: =0-> u-3.5-0.5A=0

9-31+u=0
~3.5-0.54+4=0
P(5,1,6)
Q(2,-5,6)

} > A=5, u=6

Septiembre de 2007. Prueba A

C-2.- Determinar el punto simétrico de P(4,0,3) respecto del plano de ecuacion x=y.
7 x-y=0
Para calcular el simétrico seguiremos dos pasos:
1. Calcular la proyeccion (M):
a. Recta perpendicular al plano por P 2 (x,y,z)=(4+A,-A,3)
b. Interseccion Ty r> 4+A+A=0 >A=-2. Luego M(2,2,3)
2. El punto buscado, P’ es el simétrico de P respecto M:

x+4 y+0 z+43
272 2

2

(2,2,3){ J > x=0, y=4, z=3 > P’(0,4,3)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Septiembre de 2007. Prueba B

PR-1.- De una recta r se sabe que estd contenida en el plano m: x -y=0, que 4(0,0,0)
pertenece a r, y que el vector que une 4 y B(1,0,-1) es perpendicular a r. a) Determinar
la recta r, y b) calcular la distancia entre » y el plano paralelo a & que pasa por B.

a) Si estd contenida en el plano 7, el vector director es perpendicular al vector
n, =(1,-1,0) También perpendicular al vector AB = (1,0,-1) . Al ser prependucular a

ambos vectores podemos calcular v por el producto vectorial de éstos:

ik

1 0 -1
L E_Y_z
1 1 1

b) Calculemos ©’ paralelo a w:x-y=0 y que pasa por B(1,0,-1):
7’:x-y+D=0 como Be’ 1-0+D=0-> D=-1 2 7’:x-y-1=0

Como r estd contenida en un plano paralelo a ', r es paralelo a ®’, con lo que la
distancia es:

__ |84,
d(r,%*)= d(4,7')= proy, (AB)=

_|Ax0+By0+CZO+D|_ |0-0—1] —Qu
|7, JA? +B* +C? V2412400 2

C-2.- Sea 4 el punto medio del segmento de extremos P(3,2,1) y Q(-1,0,1). Calcular el
volumen del tetraedro de vértices A4, B(2,1,3), C(1,2,3) y D(3,4,1).

Calculemos A-> 4 N , 2+0 , I+ — A(LLD
22 2
i | 1 0 2 |
Vtetraedroz_[_B,E,E] =—(0 1 2=— | -10 |: é u3
6 6 5 3 0 6 3
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Junio de 2008. Prueba A

. B _[x+y+2z=2
PR-1.- Sea el plano m:x+ay+2az=4 y larecta r Z{x +2y—z=3

a) Determinar los valores de a para que recta y plano sean paralelos
b) Para a=2 calcula la recta que pasa por P(1,0,-1), es paralela a ® y se apoya enr.

a) Para que sea paralela no tienen que tener ningin punto en comun, y por tanto

11 2 11 2
rang|l 2 —-1[=2->|l 2 —-1=5a+-5=0->a=1
1 a 2a 1 a 2a

b) Para a=2-> m:x+2y+4z=4. La recta buscada la denominaremos s.

Si la recta buscada pasa por P(1,0,-1) y es paralela a &, entonces esta contenida en el
plano paralelo a © por P, que lo denominaremos 7’:

7’ :x+2y+4z+D=0, calculemos D sabiendo que P(1,0,-1)em’ = 1-4+D=0-> D=3->
T :x+2y+4z+3=0
La recta buscada se apoya en r, esto quiere decir que la corta, luego podemos calcular el
punto de interseccion de las dos rectas, como el de corte del plano 7’ yr.

i ., xX+y+2z=2 . .
Q, interseccion de r = y T:x+2y+4z+3=0. Resolviendo el sistema

x+2y—-z=3

tenemos que Q(7, -13/5, -6/5).

Ya tenemos dos puntos de s, el punto P(1,0,-1) y el punto Q(7,-13/5,-6/5). Con estos dos
puntos es facil calcular s:

x-1_ y-0_ z+1

PO =(6,-13/5~1/5) > v =(30,~13,~1) > s = =
0= )= v, =( )530_13_1
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

C-4.- Sabiendo que tres de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(1,1, 2),
B(1,1, 4) y C(3,3,6) , hallar el 4rea del mismo.

k

=|-di+4j|=v47 +42 =32 W’

i
Aparalelogramo— E xXAC|=|0
2

N O .

2
4

Junio de 2008. Prueba A

C-4.- Dada la recta r : 2x + y = 2, calcular el punto P de la recta r tal que la
perpendicular a r por P pase por el punto (1,-1) .

Estamos en un problema de 2 dimensiones. La recta r:y=2-2x tiene pendiente m=-2.
Luego la recta perpendicular tiene de pendiente m=1/2=0.5

El punto de la recta buscado es P(xo,2-2x¢) y por lo tanto la recta sera y-(2-2x()=0.5(x-
Xo). Para hallar el punto obliguemos a que la recta pase por (1,-1)>-1-2+2x¢=0.5(1-
X0)=> x0=7/5. En consecuencia yy=2-2-(7/5)=-4/5, con lo que P(7/5,-4/5)

Septiembre de 2008. Prueba A

Z

C-2.- Hallar la distancia entre el punto A(2,1,4) ylarectar = xT_l =y+1= 3

De la recta r sabemos su vector director v, = (2,1,3) y un punto de de r es Q(1,-1,0)

2

407,

|, |
AQ = (-1,-2,-4) > [AQ=VI+ 4 + 16 =21
AQ - v,;=-2-2-12=-16

w=VE+ 149 =13

d(A,r)= | 40 | —(proy , (40))* = \/| 0 | —‘

2 2
-16 256 19
S i R S R
‘\/14 14 7

Septiembre de 2008. Prueba B

d(A,r)= \/I 40 | -112 V‘

r

PR-1.- Se consideran las rectas r y s de ecuaciones respectivas:

a) Estudiar la posicion relativaderys .
b) Determinar la recta que corta perpendicularmente ary s
¢) Calcular las distancias entre r y s
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

a) Posicion relativa de las dos rectas, estudiemos el rango de
01 0 01 01
0 0 1 . [0 0 1 0
M = M =
1 00 1 000
0 0 1 0 01 2
1 1
0 1 0 0 0
x 0 010
rang(M)=3,pues |0 0 1/=1#0 rangM )=4,puesl 0 0 O:2¢O
1 0 0
0 01 2

Luego se cruzan

b) Llamemos a la recta buscada, t. Para calcular t, recta que corte perpendicular a ambas
rectas, se cumple que su vector director es perpendicular a los vectores directores de r y
s.Bsdecirv; v, =1, -7, =0

Como la recta t corta a r y a s, podemos tomar un punto de r y otro punto de s (donde
corta la recta). Para tomar un punto de cada recta pongdmoslas en forma paramétricas:

x=A x=0
r=<y=1vy s=3y=u > PA,1,0)yQ(0,u,l). Luego el vector director de la recta t
z=0 z=1

es T, = PQ = (=4, u — 1,1). Para calcular A y u apliquemos que ¥, - 7, = ¥, - U = 0
v; - 1,=0 2 siendo v, = (1,0,0) > -A=0

Vg - Ug=0 2 siendo v, = (0,1,0) > u—1=0> u=1

Asi P(0,1,0) y Q(0,1,1), que son 2 puntos de la recta buscada;

x=0
v, =PQ = (0,0,1) t:{y=1
z=A
[Po.5,.5.]
¢) distancia entre dos rectas que se cruzan: d(r,s)= ﬁ, siendo P y Q puntos
V. XV,
de r y S: P(O’lﬁo)ﬁ Q(()’O’l)eP—Q) = (Ol _1’1)7 v—r> = (1’0’0)7 FS) = (01110)
0 -1 1
1 0 O
1 0 1
d(r,s)=—— =—=1lu
ij ok k]
1 00
0 1 0
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

C-2.- Hallar el seno del angulo formado por la recta r y el plano 7 con ecuaciones:
X =2z
r= 2y +2z=3 y m=Ex+y=2z

Para calcular el 4ngulo entre r y T necesitamos v, y 1,. Pongamos r en paramétricas:

x=4
rEqy= % - v, = (1,—0.5,1)0 podemos usar uno proporcionalv, = (2,—1,2)
z=A

Por otro lado m:x+y-z=0 2 n,.=(1,1,-1)

A7m,r)=90°—Aji_,v) =9O°—cos_1[ f” 'va j:90°—cos_l (‘—lj =90°—1011°=—10.1°=10,1°
|1, [[V] V33

sen(10,1°)=0,19
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