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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

1

TEMA 1. FUNCIONES REALES. DEFINICIÓN Y LÍMITES 

1. Funciones reales de variable real. Dominio de una función

1.1. Dominios de las funciones más habituales

2. Composición de funciones. Propiedades

3. Función inversa

4. Límite de una función. Funciones convergentes

4.1. Límites laterales.

4.2. Propiedades de los límites

5. Distintos tipos de límites

5.1. Límites infinitos cuando x tiende a un número real (asíntota vertical)

5.2. Límites finitos cuando x tiende a infinito (asíntota horizontal)

5.3. Límites infinitos cuando x tiende a infinito

6. Cálculo de límites

6.1. Operaciones con límites de funciones. Indeterminaciones

6.2. Resolución de indeterminaciones del tipo 
∞

∞

6.3. Resolución de indeterminaciones del tipo 
0

0

6.4. Resolución de indeterminaciones del tipo 
0

k

6.5. Resolución de indeterminaciones del tipo 0·∞  

6.6. Resolución de indeterminaciones del tipo ∞−∞  

6.7. Resolución de indeterminaciones del tipo ∞1

6.8. Resolución de indeterminaciones del tipo 00 ∞
∞ y
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

2 Apuntes de Matemáticas II  para preparar el examen de la PAU 

Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

En los exámenes de la PAU por lo general hay dos problemas (2.5 puntos) en cada una 

de las dos opciones del bloque de análisis. De esta forma el bloque de análisis es, de los 

tres, el más importante. 

Este tema es básico para el conocimiento y dominio de las funciones que en los temas 

siguientes abordaremos con detenimiento. Por  lo general en el examen de la PAU no 

hay problemas ni cuestiones específicamente relacionadas con este tema, si bien el no 

dominar los conceptos que se plantean en la unidad, hará dificultoso, por no decir 

imposible, realizar los ejercicios del examen relacionados con este, bloque I. 

Nótese que con bastante asiduidad en el examen de  la PAU, hay una o dos cuestiones 

relacionadas con el cálculo de límites de funciones, si bien por lo general se resuelven a 

partir del teorema de L’Hopital que veremos en el tema 4; no obstante en alguna 

ocasión estos límites se resuelven mediante los métodos de resolución que veremos en 

este tema, en especial los límites relacionados con el número e, las indeterminaciones 

exponenciales y los límites de funciones racionales. 
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

José Luis Lorente Aragón 3

1. Funciones reales de variable real. Dominio de una función

Las funciones se utilizan en numerosos campos, tanto de las ciencias (física, biología, 

química) como en economía, etc. Definamos funciones reales de variable real: 

 

Definición: Una función real de variable real es una aplicación o correspondencia entre 

un subconjunto de R, llamado dominio de la función (Dom(f)),y otro subconjunto de R 

llamado conjunto imagen o recorrido de la función (Im(f)), tal que a cada elemento de 

Dom(f) le corresponda un único elemento de Im(f). Una forma habitual de expresar las 

funciones es: 

)(

:

xfyx

RRf

=→

→

Ejemplos de funciones: 

a) y=f(x)=x
2
-3

633)3(3

3)(

:

2

2

=−==→

−==→

→

fy

xxfyx

RRf

    Gráfica: 

 

Como puedes ver en la gráfica de la función, a cada valor x del conjunto dominio (eje 

OX, abscisas u horizontal ) le corresponde un único valor y del conjunto imagen (eje 

OY, ordenado o vertical) 
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

4 Apuntes de Matemáticas II  para preparar el examen de la PAU 

b) Veamos la siguiente gráfica que representa las soluciones de la expresión y
2
=x:

En este caso la gráfica no representa una función, pues para cada elemento del dominio 

(eje OX) le corresponden dos valores. Por ejemplo, la solución a x
2
=4 es y=2 e y=-2,

que no es un valor único, como deberían de ser las funciones. En este caso tendremos 

que las soluciones de la ecuación de segundo grado vienen dadas por dos funciones: y=

x  (rama encima del eje OX), e y=- x (rama por debajo del eje OX). 

No es necesario para que no sea función que todo valor x le correspondan dos o más 

valores, con que sólo haya un valor de x con dos o más imágenes la expresión no será 

una función. 

1.1 Dominio de las funciones más usuales 

En este apartado vamos a ver el estudio del dominio de las funciones reales de variable 

real más usuales y utilizadas: 

• Funciones polinómicas: Son funciones del tipo y=f(x)=a0+a1x+…+anx
n
, es

decir, f(x) es un polinomio. El dominio de estas funciones es el conjunto de los

números reales, ya que para cualquier valor de x, por ejemplo x=2, la función

tiene sentido siendo su imagen y= a0+a12+…+an2
n
.  Luego en estas funciones

Dom(f)=R 

• Funciones racionales fraccionarias: Son del tipo y=f(x)=
)(

)(

xQ

xP
 , siendo P(x) y 

Q(x) polinomios. El dominio de la función son todos los número reales, 

excepto aquellos que anulan el denominador (soluciones de Q(x)=0), ya que 

no se puede dividir entre cero. Así en estas funciones Dom(f)=R-{x:Q(x)=0} 

Ejemplo: 
xx

xx
xf

−

+−
=

3

2 43
)( � Dom(f)=R-{0,1,-1}

• Funciones irracionales: Son del tipo f(x)= n xg )( ; dos casos: 

o Si n es impar el dominio de f(x) es el mismo que el de g(x), pues las

raíces impares de números negativos son valores reales. Así tenemos

que Dom(f(x))=Dom(g(x) 
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

José Luis Lorente Aragón 5

o Si n es par el dominio de f(x) es el conjunto de números del domino de

g(x), tales que g(x)≥0, ya que las raíces pares de números negativos no

son números reales. Así Dom(f(x))={x∈∈∈∈Dom(g(x): g(x)≥0}

Ejemplo: 23)( 2
++== xxxfy  � Dom(f)={x /   x

2
+3x+2≥0}

x
2
+3x+2=(x+2)·(x+1) ≥0

Dom(f)=(-∞,-2] ∪ [-1,∞) 

• Funciones exponenciales: son funciones del tipo y=a
g(x)

, su dominio es el

mismo que el dominio del exponente g(x). Así en estas funciones

Dom(g(x))=Dom(f(x))

• Funciones logarítmicas: f(x)=loga(g(x)) el dominio es el conjunto de puntos

del dominio de g(x) en los que se cumple g(x)>0, pues no existe solución real

para los logaritmos cuando el argumento es negativo o cero. Así en estas

funciones Dom(g(x))={x∈∈∈∈Dom(f(x)):f(x)>0}

Ejemplo: y=f(x)= log 








+

−

2

12

x

x
 el dominio de g(x) es R-{2}, veamos el 

dominio de f(x) � 
2

)1)(1(

2

12

+

−+
=

+

−

x

xx

x

x
>0: 

 Dom(f(x))= (-2,-1) ∪ (1,∞) 

-2 

+ 

-

-

(x+1) 

(x+2) 

-1 

-2 -1 2

1)-1)·(x(x

+

+

x

(x-1) 
1 

1

+ 

+ 

+ + 

-

-

- -

-2 

-1 

-2 -1 

+ 

-

(x+1) 

(x+2) 

(x+1)·(x+2) 

+ 

+ 

-

-

-+ 
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

6  Apuntes de Matemáticas II  para preparar el examen de la PAU  

2. Composición de funciones. Propiedades

Definición: Dadas dos funciones f y g tales que Im(f)⊆Dom(g) se llama función 

compuesta de g con f y se denota (gºf)(x), a la función definida de la siguiente forma: 

(gºf)(x)=g[f(x)], es decir la imagen en (gºf) de x es la imagen del punto f(x) en g: 

 (gºf) 

R R   R 

x f(x) g(f(x)) 

Ejemplos: 

f(x)=x
2
 ,  g(x)=sen(x) �  (gºf)(x)=sen(x

2
) ; (fºg)(x)=sen

2
(x)

Propiedades: 

1.) Asociativa:  hº(gºf)=(hºg)ºf 

2.) No conmutativa: en general la composición de funciones no es conmutativa

(gºf)≠ (fºg), ver ejemplo anterior � sen(x
2
)≠sen

2
(x)

3. Función Inversa

Definición: La función inversa de una función f(x) inyectiva (no existen dos valores x1 

y x2∈Dom(f) tal que f(x1)=f(x2)) es otra función, que se denota por f
-1

(x), tal que se

cumple: 

(fºf
-1

)(x)= (f
-1

ºf)(x)=id(x)=x  ∀ x∈Dom(f(x))

 

Ejemplos: 

a) y=f(x)=3-4x � x=(3-y)/4 � f
-1

(x)=
4

3 x−
. (fºf

-1
)(x)=3-4 







 −

4

3 x
=x 

b) y=ln(x) � y=e
x

 

Representación gráfica de las función inversa: la propiedad más importante de las 

funciones inversas es que la gráfica de f(x) es simétrica a f
-1

(x) respecto a la bisectriz

del  primer cuadrante, y=x. 

 

 Dom f  Im(f) 

 f 

f
-1

f  g 
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

José Luis Lorente Aragón 7

Representación gráfica de los ejemplos: 

Ejercicio 1. Sean las siguientes funciones f(x)=1, g(x)=x
2
+1,  h(x)=

�

����
 realizar las

siguientes composiciones: a) (g○f○h), b) (f○g○h), c) (h○g○f) 

a) )1())
1

1
(()()(

2
g

x
fghfghfg =

+

== ooooo =2 

b) 













+









+

=

+

== 1
1

1
))

1

1
(()()(

2

22 x
f

x
gfhgfhgf ooooo =1 

c) 5/1)2()11())1(()()( 2
==+=== hhghfghfgh ooooo  

-
-

y=3-4x 

4

3 x
y

−
=

y=x 

y=x 

y=ln(x) 

y=ex 
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

     

8       Apuntes de Matemáticas II  para preparar el examen de la PAU  

4. Límite de una función. Funciones convergentes 

La idea intuitiva de límite de una función en un punto es fácil de comprender: es el 

valor hacia el que se aproxima la función cuando la variable independiente, x, se 

aproxima a dicho punto. 

Ejemplo: sea f(x)=
2)1(

1

−x
 el límite de la función cuando x tiende a 1 es infinito, ya que 

cuanto más se aproxima x a 1 entonces (x-1)
2
 más próximo a cero (positivo), y por tanto 

la función se hace más grande (1/0.00000001=100000000). 

 

Definición: Matemáticamente una función f tiene límite L cuando x tiende a un valor x0, 

y se denota Lxf
xx

=
→

)(lim
0

 si se cumple: 

εδδε <−⇒<−>∃>∀⇔=
→

LxfxxLxf
xx

)(:0;0)(lim 0
0

 

El significado de la definición es la siguiente: sea cual sea el entorno de y=L, existe un 

entorno de x=x0 tal que en este entorno la función cae dentro del entorno de L. 

Veámoslo gráficamente: 

 

 

 

Vamos a considerar dos casos diferentes: 

a) Lxf
xx

=
→

)(lim
0

 y f(x0)=L 

b)  Lxf
xx

=
→

)(lim
0

 pero f(x0)≠L 

Ejemplo: 

a) f(x)=x
2
+2 � )1(3)(lim

1
fxf

x
==

→  

 

 

    x0-δ  x0  x0+δ 

L+ε 

    L 

L-ε 

 

ε 
ε 

δ δ 
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

 

   

José Luis Lorente Aragón 9

Veamos la gráfica de la función:  

 

b) g(x)=




=

≠+

11

122

xsi

xsix
 � 1)1(3)(lim

1
==

→

gxg
x

 

 

 

Definición: Dada una función f(x), se dice que es convergente en x0 si, existe el límite 

Lxf
xx

=
→

)(lim
0

.  

Para que f(x) sea convergente en x0 no es necesario que x0 pertenezca al dominio, por 

ejemplo  

g(x)=x
2
+2 si x∈R-{1} (es decir x≠1) � ))((1,3)(lim

1
xgDomxg

x
∉=

→  

 

Cuando x se aproxima a 1 la función se acerca a y=3 (tanto antes de x=1 como 

después), aunque justo en x=1 la función no definida.  
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

     

10       Apuntes de Matemáticas II  para preparar el examen de la PAU  

4.1 Límites laterales 

Existen funciones definidas a trozos, son aquellas que están definidas de diferente 

manera a lo largo de distintos intervalos de la recta real. En estas funciones, cuando 

queremos estudiar el límite en los puntos donde cambia la expresión analítica, es 

necesario calcular los límites laterales, viéndose así la tendencia de la función a ambos 

lados del punto. 

Definición: Una función f tiene límite L cuando x tiende a un valor x0 por la izquierda, 

y se denota Lxf
xx

=
−

→

)(lim
0

, si se cumple: 

εδδε <−⇒<<−>∃>∀⇔=
−

→

LxfxxxLxf
xx

)(:0;0)(lim 00
0

 

Consiste en estudiar el comportamiento de la función en el entorno a la izquierda de x0. 

Definición: Una función f tiene límite L cuando x tiende a un valor x0 por la 

derecha, y se denota Lxf
xx

=
+

→

)(lim
0

, si se cumple: 

εδδε <−⇒>>+>∃>∀⇔=
+

→

LxfxxxLxf
xx

)(:0;0)(lim 00
0

 

Consiste en estudiar el comportamiento de la función en todo entorno a la derecha de x0. 

Teorema: El límite de una función f(x) en x0 existe si, y sólo si, existen los límites 

laterales y éstos coinciden: 

 LxfLxfxf
xxxxxx

=⇒==
→→→

−+

)(lim)(lim)(lim
000

 

 LxfxfLxf
xxxxxx

==⇒=
+−−

→→→

)(lim)(lim)(lim
000

 

Este teorema será muy importante en los ejercicios de la PAU donde se nos pide 

estudiar la continuidad de funciones definidas a trozos. Además, como veremos en el 

apartado 6.4, es el método utilizado para resolver las indeterminaciones de los límites 

del tipo 
�

�
 

4.2. Propiedades de los límites: 

1.  Si una función es convergente en un punto ésta  acotada en un entorno del punto. 

2. Sean f(x) y g(x) dos funciones convergentes en x0, tal que Lxf
xx

=
→

)(lim
0

 y 

')(lim
0

Lxg
xx

=
→

. Se cumplirá: 

a) (f+g)(x) es convergente en x0 tal que '))((lim
0

LLxgf
xx

+=+
→

 

b) (f-g)(x) es convergente en x0 tal que '))((lim
0

LLxgf
xx

−=−
→

 

c) (f·g)(x) es convergente en x0 tal que '·))(·(lim
0

LLxgf
xx

=
→

 

d) (f/g)(x) es convergente en x0 si L’≠0 tal que '/))(/(lim
0

LLxgf
xx

=
→
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Ejercicio 2. Dada la función f(x) con la siguiente gráfica, calcular los límites:  

 

a) )(lim xf
nx +

→

 con n∈Z � )(lim xf
nx +

→

=n+1 

b) )(lim xf
nx −

→

 con n∈Z � )(lim xf
nx −

→

=n 

c)  )(lim xf
nx→

 con n∈Z � )(lim xf
nx→

 no existe pues )(lim xf
nx→

≠ )(lim xf
nx +

→

 

 

Ejercicio 3. Hallar el limite, si existe, de f(x)=|x|-1 cuando x tiende a cero 

Siempre que tengamos una función con valor absoluto, la redefiniremos como una 

función definida a trozos. La forma de proceder es estudiar los intervalos donde el 

argumento del valor absoluto es negativo, cambiando en dichos intervalos el signo de 

dicho argumento y conservando el signo en el resto de la recta real:  

|x|=




≤−

>

0

0

xsix

xsix
   �     f(x)=





≤−−

>−

01

01

xsix

xsix
  

Nota: el igual se puede poner en cualquiera de los dos trozos de la función (pero sólo 

en uno) ya que en ambos casos el valor de y es cero. 

110)(lim
0

−=−=
+

→

xf
x

,  110)(lim
0

−=−−=
−

→

xf
x

 � 1)(lim
0

−=
→

xf
x

 

Veamos la gráfica de la función: 
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Unidad 1. Funciones. Definición y Límites 

     

12       Apuntes de Matemáticas II  para preparar el examen de la PAU  

 

Ejercicio 4. Hallar el limite, si existe de f(x)=|(x
2
-1)| cuando x tiende a 1 y a -1 

Definamos la función como una función a trozos. En este caso  x
2
-1 es negativo en el 

intervalo (-1,1). 









≥−

<<−+−

−≤−

=

11

111

11

)(
2

2

2

xsix

xsix

xsix

xf  

011)(lim 2

1
=−=

+
→

xf
x

,  011)(lim 2

1
=+−=

−
→

xf
x

 � 0)(lim
1

=
→

xf
x

 

01)1()(lim 2

1
=+−−=

+
−→

xf
x

,  01)1()(lim 2

1
=−−=

−
−→

xf
x

 � 0)(lim
1

=
−→

xf
x

 

5. Distintos tipos de límites 

5.1 Límites infinitos cuando x tiende a un número real (asíntota 
vertical) 

En este apartado vamos a estudiar el caso de funciones que cuanto más se aproxima x a 

un valor x0, bien por la izquierda, por la derecha o por los dos, la función se hace 

infinitamente grande (tiende a +∞) o pequeña (tiende a -∞). Cuando esto ocurre se dice 

que la función f(x) tiene asíntota vertical en x=x0 Veamos los siguientes casos: 

Definición: Una función f(x)  tiene limite +∞ cuando x tiende a x0 por la izquierda si 

cuando para todo valor K existe un entorno a la izquierda de x0, tal que la función en 

este entorno es mayor que K. Matemáticamente  

KxfxxxKxf
xx

>→−∈∀>∃>∀⇔+∞=
−

→

)(),(:00)(lim 00
0

δδ

 

 

Ejemplo: f(x)=







≥

<

−

12

1
1

1

xsi

xsi
x   

+∞=
−

→

)(lim
1

xf
x

 ya que cuanto más se aproxime x a 1 por la izquierda entonces x-1 más 

pequeño y positivo y por tanto f(x) más grande. Es decir, cuando x�1
-
 entonces la 

función f(x)�+∞. 

En cambio 2)(lim
1

=
+

→

xf
x

 

Cuando esto ocurre la función se aproxima a la asíntota vertical x=1. Es decir cuando la 

función se aproxima a 1 por la izquierda, ésta se acerca infinitamente a la recta x=1, que 

es paralela al eje OY 
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Veamos la gráfica: 

 

 

 

Definición: Una función f(x)  tiene limite +∞ cuando x tiende a x0 por la derecha, si 

para todo valor K existe un entorno a la derecha de x0 tal que la función en este 

entorno es mayor que K. Matemáticamente  

KxfxxxKxf
xx

>→+∈∀>∃>∀⇔+∞=
+

→

)(),(:00)(lim 00
0

δδ  

Definición: Una función f(x)  tiene limite +∞ al acercarse x a x0, cuando para todo 

valor K existe un entorno de x0 tal que la función en este entorno es mayor que K. 

Es decir, tiende a +∞ por la izquierda y por la derecha. Matemáticamente  

KxfxxxKxf
xx

>→+−∈∀>∃>∀⇔+∞=
→

)(),(:00)(lim 00
0

δδδ  

Ejemplo: f(x)=
( )

2
2

1

−x
  

=
→

)(lim
2

xf
x













∞=

−

=

∞=

−

=

++

−−

→→

→→

2
22

2
22

)2(

1
lim)(lim

)2(

1
lim)(lim

x
xf

x
xf

xx

xx

∞=

−

=
→

2
2 )2(

1
lim

xx
 

Veamos la gráfica de la función y así podremos interpretar el significado del límite: 
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De igual forma que hemos estudiado el límite a +∞ , el límite a -∞ es equivalente, sólo 

hay que cambiar K por –K  

KxfxxxKxf
xx

−<→+∈∀>∃<−∀⇔−∞=
+

→

)(),(:00)(lim 00
0

δδ  

KxfxxxKxf
xx

−<→−∈∀>∃<−∀⇔−∞=
−

→

)(),(:00)(lim 00
0

δδ  

KxfxxxKxf
xx

−<→+−∈∀>∃<−∀⇔−∞=
→

)(),(:00)(lim 00
0

δδδ  

Muchas veces las funciones f(x) tienden a +∞ por un lado de x0 y a -∞ por el otro lado 

de x0; cuando esto ocurre el )(lim
0

xf
xx→

 no existe, ya que para existir debe coincidir los 

límites laterales.  

Ejemplo: 

x
xf

1
)( =        −∞=

−
→ xx

1
lim

0
, ∞=

+
→ xx

1
lim

0
� existeno

xx
=

→

1
lim

0  
 

Veamos la gráfica:    

 

 

 
 

 

 

Definición: La función f(x) tiene asíntota vertical en x0 cuando alguno de los dos 

límites laterales o los dos valen ∞ o -∞, es decir ocurre al menos uno de estos 4 límites:  

+∞=
−

→

)(lim
0

xf
xx

, +∞=
+

→

)(lim
0

xf
xx

 

−∞=
−

→

)(lim
0

xf
xx

, −∞=
+

→

)(lim
0

xf
xx
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5.2 Límites finitos cuando x tiende a infinito (asíntota horizontal) 

En este apartado estudiamos el comportamiento de algunas funciones en las que, cuando 

la x toma valores muy grandes o muy pequeños (es decir “muy negativos”) la función se 

aproxima cada vez más a un valor L. Si esto ocurre se dice que f(x) tiende a L cuando x 

tiende a +∞ o a -∞. Veamos la definición: 

Definición: Una función f tiene por límite un número real L cuando x tiende a +∞, si se 

cumple: 

εε <−⇒>∀>∃>∀⇔=
+∞→

|)(|:0,0)(lim LxfKxKLxf
x

 

Interpretación gráfica de la definición: Para cada entorno de y=L encontramos un valor 

de x=K, tal que para valores de x mayores que K, la función (y) dentro de este entorno 

en y=L.  

Definición: Una función f tiene por límite un número real L cuando x tiende a -∞, si se 

cumple: 

εε <−⇒−<∀<−∃>∀⇔=
−∞→

|)(|:0,0)(lim LxfKxKLxf
x

 

Interpretación gráfica de la definición: Para cada entorno de y=L encontramos un valor 

de x=-K, tal que para valores de x menores que -K, la función (y) dentro de este entorno 

en y=L.  

Cuando ocurre una de las dos condiciones, o las dos, la función tiene una asíntota 

horizontal y=L. Es decir, cuando x se hace infinitamente grande (x�∞) o infinitamente 

pequeño (x�-∞), la función se acerca a la recta paralela al eje OX y=L 

 

Ejemplo:    y=(2x+1)/x 

 

 

A.H.   y=2 
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Definición: Una función f(x) tiene una asíntota horizontal en y=y0 si se cumple una de 

las siguientes condiciones (o las 2): 

a) 
0)(lim yxf

x
=

∞→

 

b) 
0)(lim yxf

x
=

−∞→  

 

5.3 Límites infinitos cuando x tiende a infinito 

En este último apartado estudiaremos 4 casos: 

 a) +∞=
∞→

)(lim xf
x

 

 b) −∞=
∞→

)(lim xf
x

 

 c) +∞=
−∞→

)(lim xf
x

 

 d) −∞=
−∞→

)(lim xf
x  

a) KxfMxRMKxf
x

>⇒>∀∈∃>∀⇔+∞=
∞→

)(:,0)(lim
 

 Ejemplo:  +∞=
∞→

2lim x
x

 

 

  

 

 

 

 

 

b) KxfMxRMKxf
x

−<⇒>∀∈∃<−∀⇔−∞=
∞→

)(:,0)(lim  

Ejemplo: y=3-x
2
 −∞=−

∞→

2lim x
x

 

 

 

 

 

 

 

 

K 

M 

-K 

M 
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c) KxfMxRMKxf
x

>⇒−<∀∈−∃>∀⇔+∞=
−∞→

)(:,0)(lim  

Ejemplo: y=f(x)=x
2
,  +∞=

−∞→

2lim x
x

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d) KxfMxRMKxf
x

−<⇒−<∀∈−∃<−∀⇔−∞=
−∞→

)(:,0)(lim  

 Ejemplo: y=f(x)=-x
2
+1 −∞=+−

−∞→

1lim 2x
x

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Cálculo de límites 

6.1 Operaciones con límites. Indeterminaciones 

En el apartado 4.2 vimos las propiedades de los límites, y como se relacionan los límites 

de dos funciones cuando estas funciones se están sumando, multiplicando y dividiendo. 

Al haber límites cuyo valor es ∞ y -∞, tendremos que ver cómo operan los números con 

±∞. Veámoslo: 

Suma y diferencia: 

1) ∀k∈R k±∞=±∞ 

2) ∞+∞=∞ 

3) -∞-∞=-∞ 

K 

-M 

-M 

- K 
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Producto: 

1) ∀k∈R
+
 (k>0) k·∞=∞  � ejemplo +∞=

+∞→

x
x

3lim  

2) ∀-k∈R
-
 (-k<0) -k·∞=-∞  � ejemplo −∞=−

+∞→

x
x

3lim  

3) ∀k∈R
+
 (k>0) k·(-∞)=-∞  � ejemplo −∞=

−∞→

x
x

3lim  

4) ∀-k∈R
-
 (-k<0) -k·(-∞)=∞  � ejemplo +∞=−

−∞→

x
x

3lim  

Cociente: 

1) ∀k∈R  0=

∞±

k
 � ejemplo 0

3
lim =

+∞→ xx
 

2) ∀k∈R
+
  ±∞=

∞±

k
� ejemplo −∞=

−

+∞→ 4
lim

x

x
 

3) ∀-k∈R
-
  ∞=

−

∞±
m

k
� ejemplo −∞=

−+∞→ 4
lim

x

x
 

Exponente:  

1) ∀k∈R k>1 +∞=
+∞k  � ejemplo +∞=

+∞→

x

x
2lim  

2) ∀k∈R 0<k<1 0=
+∞k  � ejemplo 0

2

1
lim =








+∞→

x

x
 

3) ∀k∈R k>1 0=
−∞k  �ejemplo 02lim =

−∞→

x

x
 

4) ∀k∈R 0<k<1 +∞=
−∞k  � ejemplo +∞=








−

+∞→

x

x 2

1
lim  

Indeterminaciones:  

1) ∞-∞ , -∞+∞     � ejemplo 
2lim xx

x
−

∞→

 

2) 0·(±∞)    � ejemplo )3(
2

1
lim 2 xx

xx
+

−∞→

 

3) 
0

k
� ejemplo 

xx

1
lim

0→

 

4) 
0

∞±
� ejemplo 

x

x
x

2

0

1

lim
→

 

5) 
∞±

∞±
� ejemplo 

x

x

x

2
lim

2
+

∞→
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6) 
0

0
� ejemplo 

x

xx

x

2
lim

2

0

+

→

 

7) 1
∞  
�   ejemplo: x

x
x

1

0
)1(lim +

→

 

8) ∞0 � ejemplo: x

x
x

1

0
)(lim

→

 

9) 0
∞ � ejemplo: x

x
x

1

)(lim
∞→

 

Nota: a) en el apartado 7, cuando expresamos 1
∞

 el 1 significa tendencia a 1 (de 

hecho 11)1(lim ==
∞

∞→

x

x
). b) en el apartado 8, ∞0  es tendencia al 0. 

6.2 Resolución de indeterminaciones del tipo 
∞

∞
 

Las situaciones más simples en las que aparece es al calcular los límites infinitos de 

fracciones polinómicas. Estas indeterminaciones se resuelven dividiendo el numerador y 

el denominador por la máxima potencia de x del denominador 

Ejemplos: 

a) 0
1

0

53
1

235

lim
53

235

lim
53

235
lim

32

32

3

3

3

2

3

2

==

−+

+−

=

−+

+−

=

−+

+−

+∞→+∞→+∞→

xx

xxx

x

xx

x

xx

xx

xx

xxx
 

b) +∞=

−

∞−
=

−+−

++−

=

−+−

++−

=

−+−

++−

+∞→+∞→+∞→ 153
1

23

lim
53

23

lim
53

23
lim

2

2

2

2

2

3

2

3

xx

xx
x

x

xx

x

xx

xx

xx

xxx

 

c) 
2

3

2

3

53
2

23
3

lim
532

233

lim
532

233
lim

2

2

2

2

2

2

2

2

=

−

−
=

−+−

++−

=

−+−

++−

=

−+−

++−

+∞→+∞→+∞→

xx

xx

x

xx

x

xx

xx

xx

xxx

 

Conclusión: 

 
0

1

1

0

1

1

...

...
lim

bxbxb

axaxa
n

n

n

n

m

m

m

m

x +++

++

−

−

−

−

+∞→

 

a) n>m � =

+++

++

−

−

−

−

+∞→

0

1

1

0

1

1

...

...
lim

bxbxb

axaxa
n

n

n

n

m

m

m

m

x
0 

b) m>n � =

+++

++

−

−

−

−

+∞→

0

1

1

0

1

1

...

...
lim

bxbxb

axaxa
n

n

n

n

m

m

m

m

x




>∞+

<∞−

0

0

n

m

n

m

a
a

a
a

si

si
 

c) m=n� =

+++

++

−

−

−

−

+∞→

0

1

1

0

1

1

...

...
lim

bxbxb

axaxa
n

n

n

n

n

n

n

n

x
n

n

a

a
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Estos no son los únicos tipos de límites en donde aparece la indeterminación 
∞

∞
, 

veamos otros casos diferentes 

)1(0
...

lim 0

1

1
>=

++
−

−

+∞→

k
k

axaxa
x

m

m

m

m

x
 

)1(
...

lim
0

1

1

>+∞=

+++
−

−

+∞→

k
bxbxb

k
n

n

n

n

x

x
 

)1(
log

...
lim 0

1

1
>+∞=

++
−

−

+∞→

k
x

axaxa

k

m

m

m

m

x
 

)1(0
...

log
lim

0

1

1

>=

+++
−

−

+∞→

k
bxbxb

x
n

n

n

n

k

x

 

En estos límites hay que fijarse en la tendencia a ∞ de las funciones del numerador y del 

denominador. Así si la función del numerador crece más rápido se cumple que el limite 

será ± ∞ (el signo depende de los signos de la fracción); por el contrario si la función 

que más rápido crece es la del denominador el límite será 0; por último si ambas crecen 

de igual forma el limite será el cociente de los coeficientes de mayor grado de cada 

función. Ordenando las funciones ∞ de menor a mayor crecimiento a ∞ se cumple: 

…<log10(x) <log3(x)<  log2 x ….<
2/1xx = <x<…<x

5
…<2

x
<3

x
<…10

x
<… 

6.3. Resolución de indeterminaciones del tipo 
0

0
 

Aparece este tipo de límites principalmente en 2 casos diferentes: 

1) Cociente de funciones polinómicas: Se resuelven descomponiendo factorial-

mente numerador y denominador (aplicando Ruffini con raíz la del límite, ya 

que es el valor donde sea anulan los dos polinomios), simplificando los factores 

comunes.  

Ejemplos: 

2

5

)45(

)3(
lim

)45)(2(

)3)(2(
lim

8147

6
lim

222223

2

2 −

=

+−

+
=

+−−

+−
=

−+−

−+

→→→ xx

x

xxx

xx

xxx

xx

xxx
 

     
0

3

0

)2(

)1(
lim

)2)(1(

)1)(1(
lim

0

0

2

)12(
lim

)2)(1(

)12)(1(
lim

0

0

23

133
lim

11

2

2

12

2

13

23

1

=

−

=

−

+
=

−+

++
=

==

−−

++
=

−−+

+++
==

−−

+++

−→−→

−→−→−→

x

x

xx

xx

xx

xx

xxx

xxx

xx

xxx

xx

xxx

 

3
1

3

)12(

)3(
lim

)12(

)3(
lim

2

3
lim

2

0

2

02

3

0
=

−

−
=

−

−
=

−

−
=

−

−

→→→ x

x

xx

xx

xx

xx

xxx
 

nota: cuando el límite tiende a 0 en vez de Ruffini sacamos factor común, pues la raíz es 

cero, y por tanto el factor es x. 
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2)  Cociente con funciones racionales: Se resuelven multiplicando numerador y 

denominado por la expresión conjugada de la que lleva raíz y aplicando Ruffini: 

Ejemplos: 

4
1

)24)(1(
lim

)24)((
lim

44

)24)((
lim

)24)(24(

)24)((
lim

0

0

24
lim

0

2

0

2

0

2

0

2

0

−=
++−

=
++−

=

=

−+

++−
=

++−+

++−
==

−+

−

→→

→→→

xx

x

xxx

x

xxx

xx

xxx

x

xx

xx

xxx

 

6.4. Resolución de indeterminaciones del tipo 
0

k
 

Este límite puede ser +∞, -∞ o no existir por ser los límites laterales diferentes (uno +∞ 

y otro -∞). Se calcula a partir de los límites laterales: 

Ejemplo: 

límiteelexisteno
k

x

x

k

x

x

k

x

x

x

x

x










−∞==

−

−

+∞==

−

−

=

−

−

−
→

+
→

→

−

+

03

1
lim

03

1
lim

03

1
lim

2

3

2

3
2

3
 

+∞=

−

−










+∞==

−

−

+∞==

−

−

=

−

−

→

+
→

+
→

→

−

+

2

2

3

2

2

3

2

2

3

2

2

3 )3(

1
lim

0)3(

1
lim

0)3(

1
lim

0)3(

1
lim

x

x

k

x

x

k

x

x

k

x

x

x

x

x

x
 

6.5. Resolución de indeterminaciones del tipo 0·∞∞∞∞  

Se resuelven transformándolas en indeterminaciones del tipo 
0

0
 o 

∞

∞
.  

Ejemplo: 0
2

96

lim
2

)32(3
lim·0)32·(

2

3
lim

4

4

2

44
=

−

−

=

∞

∞−
=

−

−
=∞=−

−
−∞→−∞→−∞→

x

x

x

x

x

x
x

x xxx
 

6.6. Resolución de indeterminaciones del tipo ∞∞∞∞  -∞∞∞∞  

En estos límites domina la función que crezca tienda a ∞ más rápido (ver el final del 

apartado 6.2). Las indeterminaciones de este tipo con funciones irracionales que tiendan 

a +∞ igual de rápido se resuelven multiplicando y dividiendo la función por el 

conjugado:

( )( )

2

1

3
1

5
1

9
1

lim
)3(5

9
lim

)3(5

)96(5
lim

)3(5

)3(5)3(5
lim)3(5lim

22

22

2

22
2

−=

+++

−−

=

+++

−−
=

+++

++−+
=

=

+++

++++−+
=+−+

∞→∞→∞→

∞→∞→

xx

x

xxx

x

xxx

xxxx

xxx

xxxxxx
xxx

xxx

xx
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6.7. Resolución de indeterminaciones del tipo 1∞∞∞∞  

Estas indeterminaciones están relacionadas con el número e. Se calculan de la siguiente 

forma: 

)1)()·((lim
)1)()·(()( 0

00

0

0 lim)(lim
)(lim

1)(lim
−

−

→→

→

→ →

==







∞=

= xfxg
xfxg

xx

xg

xx
xx

xx xxeexf
xg

xf

Ejemplo: 0lim1
4

3
lim 4

43
lim

4

43
lim)1

4

3
(

2

2
2

23

2

2

2

2
2

2

======








+

−
∞−+

−−

+

−−
−

+

−

∞→

∞

∞→

∞→∞→ eeee
x

xx
x

xx

x

x
x

x

xx
x

x

x

x

xx

6.8. Resolución de indeterminaciones del tipo 0∞∞∞∞  y  ∞0

Estas indeterminaciones se resuelven aplicando logaritmos y transformándolas de este 

forma (aplicando la regla del logaritmo log(a
b
)=b·log(a)) en los anteriores límites:

Veamos un ejemplo de cada tipo: 

Ejemplo 1: 

( ) −∞=−∞∞=∞=







+=








=→=








=

+

∞→

+

∞→

∞

+

∞→

)·()0·ln(
1

·ln2lim
1

lnlim)ln(0
1

lim
2

22 22

x
x

x
L

x
L

x

x

x

x

x

Como ln(L)=-∞ �L=e
-∞

=0

Ejemplo 2: 

( ) ( )
( )

0
1ln

lim1lnlim)ln(1lim
1

0
1

=

∞

∞
=

+
=+=→∞=+=

∞→∞→∞→ x

x
xLxL

x
x

x
x

x

Como ln(L)=0 � L=e
0
=1
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Ejercicios 

Ejercicio 5. Calcula, en las siguientes funciones representadas, las siguientes 

cuestiones: 

 

a) f(-3)=2, f(-2)=0, f(0)=2, f(4) no existe 4∉Dom(f(x)) 

b) 3)(lim
3

=
−→

xf
x

, 2)(lim
0

=
→

xf
x

, 2)(lim
3

=
−

→

xf
x

, existenoxf
x

=
+

→

)(lim
3

, existenoxf
x

=
→

)(lim
3

      

   1)(lim
1

=
−

→

xf
x

, 0)(lim
1

=
+

→

xf
x

, existenoxf
x

=
→

)(lim
1

, 1)(lim
2

=
→

xf
x

 

c) g(1)=0, g(2) no existe 2∉Dom(f(x))  

d) −∞=
→

)(lim
3

xg
x

, 2)(lim
2

−=
+

→

xg
x

, 0)(lim =
+∞→

xg
x

, +∞=
−∞→

)(lim xg
x

, +∞=
−

→

)(lim
0

xg
x

,    

   −∞=
+

→

)(lim
0

xg
x

, existenoxg
x

=
+

→

)(lim
1

, existenoxg
x

=
→

)(lim
2

 

 

Ejercicio 6: Calcular el límite: 

 

existenoe

ee

eeee x

x
x

x
xx

x
x

x
x

=→









∞==

==
==

−

→

∞−

∞−−

−−

→

−
+

→

−
→

→ 2

1

2
2

1
lim

2

1
lim

2

1
lim

2

1

2
lim0lim

2

2
2  

 

Ejercicio 7: Calcula cuánto debe valer “a” para que la siguiente función, f(x), sea 

convergente en x=1: �	�
 �
            xxxx



1       1       1       1       si  x�si  x�si  x�si  x�1   1   1   1   
3333----a�a�a�a�xxxx2222            si   xsi   xsi   xsi   x����1  1  1  1  

 

axf
x

−=
+

→

3)(lim
1

, 2)(lim
1

=
−

→

xf
x

. El límite )(lim
1

xf
x→

 existe siempre que a=1. 

Ejercicio 8: Siendo f(x)=√�� 
 � calcular el siguiente límite: 

311
1

311

3

332
lim

3

)3()(
lim

44
−=

−
=

−

−+
=

−

−

→→ x

x

x

fxf

xx
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Ejercicio 9: Calcular los siguientes límites 

a) 0lim 4
=

−

+∞→

x
x

, b) ∞=
−∞→

44lim x
x

, c) existeno

x

xind
x

x

x

x








−∞=

+∞=

=

−

+

→

→

→

3
0

3
0

30 3
lim

3
lim

)(
0

33
lim  

d) ∞=









+∞=

+∞=

==

−

+

→

→

→

−

→

2
0

2
0

20

2

0

5

1
lim

5

1
lim

)(
0

1

5

1
lim

5
lim

x

xind
x

x

x

x

xx
 e) 0

3
lim

5

0
=

→

x

x
, f) 0

2
lim

5
=

−∞→ xx
 

g) 000
2

3

1

2
lim

2
=+=









+

+

++∞→ xxx
,  h) 033lim ==

−∞−

+∞→

x

x
 i) ∞==

∞−

−∞→

33lim x

x

j) 0
3

2

3

2
lim =








=








∞

+∞→

x

x
 k) ∞=

∞
=

−

=

−

=

∞

∞
=

−
+∞→+∞→+∞→ 12

1

lim
2

lim
2

lim

2

2

2

3

2

3

x

x

x

x

x

x

x

x

xxx

l) −∞=

+

−−

−∞→ 3

132
lim

3

4

x

xx

x
 m) 0

1

1
lim

3

2

=

−

−

−∞→ x

x

x
  n) −∞=

++

+−

−∞→ 23

6
lim

2

3

xx

xx

x

o) 
3

2

)1)(1(

)1)(1(
lim

0

0

1

1
lim

213

2

1
=

++−

−+

==

−

−

→→ xxx

xx

x

x

xx
 p)

2

5

)2)(1(

)3)(2(
lim

0

0

23

6
lim

223

2

2

−
=

++

−+

==

++

−−

−→−→ xxx

xx

xxx

xx

xx

q) 









−∞=
−

=

−

−

∞=
−

=

−

−

−
=

−−

−−
==

+−

+−

+
→

−
→

→→

+

−

0

1

2

3
lim

0

1

2

3
lim

0

1

)2)(2(

)2)(3(
lim

0

0

44

65
lim

2

2

22

2

2

x

x
x

x

xx

xx

xx

xx

x

x

xx
 no existe 

r) 2
1

)1(
lim

)1(

)1)(1(
lim

)1)(1(

)1)(1(
lim

1

1
lim

1111
=

+
=

−

+−
=

+−

+−
=

−

−

→→→→

x

x

xx

xx

xx

x

x

xxxx

s) 
( )( )

4

1

42

1
lim

)42·(

44
lim

)42·(

4242
lim

42
lim

0000
=

−+

=

−+

+−
=

−+

−+−−
=

−−

→→→→ xxx

x

xx

xx

x

x

xxxx

t) 1
2

)11(
lim

)1(1

)11(
lim

)11)(11(

)11(
lim

11
lim

0000
=

−++
=

−−+

−++
=

−++−−+

−++
=

−−+
→→→→

xx

xx

xxx

xxxx

xxx

xx

x

xxxx
 

u) 










−∞==

−

−+

+∞==

−

−+

==

−

−+

−
→

+
→

→

−

+

0

18

3

96
lim

0

18

3

96
lim

0

18

3

96
lim

2

3

2

3
2

3

x

xx
x

xx

x

xx

x

x

x
 no existe 

v) ( ) ( )










−∞=
−

=

−

−+

∞=
−

=

+

−
=

−

−
=

−

−+

−
=

−

−+

+
→

−
−+++→

→

−

+

0

3

52

362
lim

0

3

00

3

00

3

52

362
lim

0

3

52

362
lim

2

2

0

222

2

0

2

2

0

xx

xx

xx

xx

xx

xx

x

x

x
 no existe 
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w) 0
4

)22(

4
lim

)22(

)2(2
lim)22(lim =

∞

=

−++

=

−++

−−+
=−−+

∞→∞→∞→ xxxx

xx
xx

xxx
 

x) 5

6

15

46
lim1

15

15
)23(lim

23

1
15

15
lim eee

x

x x

x

x

x
x

x

x

xx

====








−

+ 








−

+









−

−

+

+

∞

+

∞→

∞→∞→

 

y) 2

3

1

3
lim

1

)1(

1

3
lim1

1

1

1

3
lim1

3

2

3

1

2

2

1
2

2

12

3

1

1
1

1
lim eeee

x

x
x

x

x

xx

xx

x

x
x

x

xxx

=====








+

+
+














+

−










−












−

+

+










−∞

−

→

→
→→

 

z) 3
)2(

2

3
lim

2

3

2

21)1(lim eex
x

xx

x

x
===−

−

−∞−

→

→

   

aa) 1
1

1

1
1

lim
1

lim =

+

+

=

∞

∞
=

+

+

∞→∞→

x

x

x

xx

xx
 

ab) ( )
( ) ( ) ∞

∞
=

−+−

−
=

−+−

+−−−
=∞−∞=−−−

∞→∞→∞→ )32(54

1412
lim

)32(54

)9124(54
lim)32(54lim

22

22
2

xx

x

xx

xxx
xx

xxx

 3
4

12

)
3

2(
5

4

14
12

lim

2

==

−+−

−

=
∞→

xx

x
x

 

ac) +∞==

−

=

−

−
==

−

−

+
→→→

+++ 0

2

2

2
lim

2

22
lim

0

0

2

42
lim

222 xx

x

x

x

xxx

  

Ejercicios PAU 

Septiembre 2004. Prueba B. C-4. Determínese el valor del parámetro a para que se 

verifique  2lim ( 1 ) 2
x

x ax x
→+∞

+ + − = .( 1 punto) 

( )
( )( )

( )

( )

( )

( )
42

2111

)1(
lim

1

1
lim

1

11
lim1lim

2

2

22

2

22
2

=→==

+

=

+++

+
=

=

+++

−++
=

+++

+++−++
=−++

+∞→

+∞→+∞→+∞→

a
aa

xaxx

ax

xaxx

xaxx

xaxx

xaxxxaxx
xaxx

x

xxx
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TEMA 2 FUNCIONES. CONTINUIDAD. 

1. Definición de Continuidad

2. Tipos de discontinuidades

3. Continuidad de las funciones elementales. Operaciones con funciones

continuas

4. Teoremas de continuidad

4.1. Teorema de conservación del signo

4.2. Teorema de Bolzano

4.3. Teorema de Darboux
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

Los problemas que aparecen en el examen de la PAU relativos a este tema son de dos 

tipos: 

1. Aplicaciones del teorema de Bolzano 

2. Estudiar la continuidad de funciones 

1) En muchos de los exámenes de la PAU aparecen cuestiones donde tenemos que 

aplicar el teorema de Bolzano. La forma de plantearnos el problema en el examen varía: 

• Nos dan una ecuación y nos piden demostrar que existe al menos una 

solución (pueden darnos o no un intervalo) para tal ecuación 

• Nos dan una función y nos piden demostrar que esa función toma un valor 

determinado (pueden darnos o no un intervalo) 

• Nos dan dos funciones f(x) y g(x), nos piden demostrar que estas funciones 

se cortan (pueden darnos o no un intervalo), es decir f(x)=g(x). 

Todos estos problemas se resuelven operando con las igualdades de forma que 

obtengamos una expresión de la forma F(x)=0, a dicha función, F(x), tendremos que 

aplicar Bolzano, bien en el intervalo que nos dan o buscar nosotros el intervalo. 

En alguna de estas cuestiones se nos pide demostrar que la solución es única, para lo 

cual debemos probar que en ese intervalo la función es sólo creciente o decreciente, 

para lo cual necesitamos la derivada de la función y aplicar su relación con el 

crecimiento que veremos en el tema 4. 

2) Otro problema típico de selectividad  es el estudio de la continuidad y derivabilidad 

de una función (generalmente definida a trozos o un valor absoluto), o bien determinar 

el valor de unos parámetros para que la función sea continua o derivable. En este tema 

veremos cómo estudiar la continuidad de tales funciones, la derivabilidad se verá en el 

tema siguiente. 
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1. Definición de Continuidad 

Veamos la definición de la continuidad: 

Definición: Una función f(x) es continua en un punto x0 si en dicho punto se cumplen 

las siguientes tres condiciones: 

1. Existe )(lim
0

xf
xx→

 

2. La función definida en x0, es decir x0∈Dom(f(x)) 

3. Los dos valores anteriores coinciden: )(lim
0

xf
xx→

=f(x0). 

Ejemplo: 

 

 

1) Dom(f(x))=(-∞,3)∪[5,∞) 

Continua en todos los puntos del dominio menos en  

a) x=-3 � )(lim
3

xf
x −→

=3≠f(3)=2 

b) x=1 � )(lim
1

xf
x→

no existe pues los límites laterales son distintos 

c) x=5 � )(lim
5

xf
x→

 no existe pues no existe el límite por la izquierda 

2) Dom(g(x))=(-∞,0)∪(0,1]∪(2,3)∪(3,∞) 

Continua en todos los puntos del dominio menos en  

a) x=0 � )(lim
0

xg
x→

 no existe pues los límites laterales son distintos 

b) x=1 � )(lim
1

xg
x→

 no existe pues no existe el límite por la derecha 

c) x=3 � −∞=
→

)(lim
3

xg
x

 pero 3∉Dom(g(x)) 
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Definición: Una función f(x) es continua en un intervalo (a,b) si en todos los puntos del 

intervalo es continua. Esto ocurre cuando al dibujar la gráfica “no levantamos el boli de 

la hoja para dibujarla” 

En el ejemplo anterior f(x) continua en (-∞,-3)∪(-3,1)∪(1,3)∪(5,∞). La función g(x) en 

(-∞,0)∪(0,1)∪(2,3)∪(3,∞). 

2. Tipos de discontinuidades 

Definición: Una función f(x) es discontinua en un punto x0 si no es continua en dicho 

punto. 

Existen dos tipos de discontinuidades: 

a) Discontinuidad evitable 

b) Discontinuidad no evitable 

Discontinuidad evitable: Una función f(x) presenta una discontinuidad evitable en el 

punto x0 si se cumple las siguientes condiciones: 

1. El límite de la función en x0 existe,  

2. El límite no coincide con f(x0) o bien la función no está definida en x0 (es decir 

x0∉Dom(f(x)) 

Ejemplos:  

1) 

 

 

 

 

 

 

 

1)2(4)(lim
2

=≠=
→

fxf
x

. Esta discontinuidad se evita redefiniendo la función en x=2, 

haciendo que en este punto la función tome el mismo valor que el límite es decir f(2)=4 

Así la función f(x)







=

≠

−

−

=

24

2
2

42

xsi

xsi
x

x
= x+2   si es continua pues )2(4)(lim

2
fxf

x
==

→
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2)  g(x)=�
�
�

�� 

 

 

 

0)(lim
0

=
→

xg
x

 pero 0∉Don(g(x)). Esta discontinuidad se evitaría si redefinimos la 

función tal que en x=0 esta valga lo mismo que el límite: g(x)=






=

≠
−

00

0
2/1

xsi

xsie x

 

 

Discontinuidad no evitable: Es aquella en la que el límite en el punto o no existe o es 

infinito. Pueden ser a su vez de 2 tipos: 

1) Salto finito en x0: los límites laterales no coinciden )(lim)(lim
00

xfxf
xxxx

−+

→→

≠  
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2) Salto infinito en x0: cuando los dos límites laterales en x0 o al menos uno de 

ellos es +∞ o -∞. 

 

 

 

 

3. Continuidad de las funciones elementales. Operaciones con 

funciones continuas. 

Las funciones elementales, por lo general, son continuas en todos los puntos del 

dominio. Las discontinuidades más importantes aparecen en funciones definidas a 

trozos (discontinuidades evitables o de salto finito), y en funciones con denominador en 

el valor donde se anula éste (discontinuidad de salto infinito).  

Operaciones de funciones continuas: Sean f(x) y g(x) funciones continuas en x0 

1) Las funciones suma y resta (f ± g)(x) son continua en x0 

2) La función producto (f·g)(x) es continua en x0
 

3) La función división (f/g)(x) es continua en x0 si g(x0)≠0 

4) Si g(x) es continua en x0 y f(x) es continua en g(x0) entonces la función 

compuesta (f°g)(x) es continua en x0.
 

4. Teoremas de Continuidad 

4.1. Teorema de conservación del signo 

Teorema de conservación del signo: si una función f(x) es continua en el punto x0 de 

manera que f(x0)≠0, se cumple que en un entorno del punto la función conserva el 

signo, Esto es si f(x0)>0 se cumple que en un entorno de x0 la función positiva, y si 

f(x0)<0 entonces en un entorno de x0 la función es negativa. 

Veamos un ejemplo gráfico: 

 

x0 

x0 
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4.2 Teorema de Bolzano  

Teorema de Bolzano: Si una función f(x) es continua en un intervalo [a,b] tal que f(a) y 

f(b) tienen distinto signo (f(a)·f(b)<0), entonces existe al menos un punto c∈(a,b) tal que 

f(c)=0. 

 

Veámoslo gráficamente:  

 

                             

 

 

 

Vemos que el teorema de Bolzano nos asegura al menos una valor c tal que f(c)=0, pero 

como vemos puede ocurrir que este valor de x no sea único. Para asegurar que sólo es 

único debemos además de aplicar Bolzano ver que la función en el intervalo (a,b) es 

siempre creciente o decreciente 

 

 

a 
b c 

a 
b c1 

c2 c3 
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Ejercicio1: encontrar un intervalo donde la función f(x)=
����	�


���
 corte al eje x, es 

decir f(x0)=0 

Tenemos que la función es continua en R-{3}. Busquemos un intervalo, que no 

contenga x=3, tal que el signo de sus extremos sea diferente.  

f(0)= 1/3>0 f(1)=-1/2<0   

Así la función f(x) cumple Bolzano en [0,1]: 

- es continua en este intervalo 

- f(0)·f(1)<0 

Luego ∃ c∈(0,1) : f(c)=0.  

 

Veamos la gráfica de la función: 

                                               

 

4.3  Teorema de Darboux 

El teorema de Darboux es un corolario del teorema de Bolzano: 

Teorema de Darboux: Si f(x) es una función continua en un intervalo [a,b], se cumple 

que para todo valor M∈[f(a), f(b)] existe c∈(a,b) tal que f(c)=M. 

Demostración: sea g(x)=f(x)-M, esta función cumple Bolzano en [a,b]: 1) es continua 

en [a,b] al serlo f(x) y 2) g(a)·g(b)<0, y por lo tanto, existe al menos un valor c: 

g(c)=f(c)-M=0� f(c)=M. 

                     

 

 

 

a b c 

f(a) 

M=f(c) 
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Ejercicio 2: Decir un intervalo de x donde la función f(x)=x
2
-x+3 valga 5.  

Esta función es continua en R, luego podemos aplicar el teorema de Darboux. Tenemos 

que buscar un intervalo [a,b] tal que 5 esté comprendido entre f(a) y f(b). Sea [1,3] se 

cumple f(1)=3 y f(3)=9 luego como 5∈(f(1),f(3)) � existe c∈(1,3) tal que f(c)=5. 

También podemos hacer este problema aplicando Bolzano: 

Si f(x)=5 entonces x
2
-x+3=5 � x

2
-x-2=0. Llamando g(x)=x

2
-x-2, veamos que cumple 

Bolzano en [1,3]: 

- Es continua en este intervalo 

- g(1)=-2, g(3)=4, luego g(1)·g(3)<0 

Existe c∈(1,3) donde g(c)=0, y por tanto f(c)-5=0, y por tanto f(c)=5  
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Ejercicios 

Ejercicio 3: Estudia la continuidad de las siguientes funciones 

a)  f(x)=







=

≠−

05

0
||

5

xsi

xsi
x

x

 

El valor absoluto puede dividirse en dos partes: cuando lo que está dentro del valor es 

negativo este cambia de signo, y si es positivo no se cambia. 

f(x)= 









>

=

<

=













>−

=

<
−

−

=

04

05

06

05

05

05

xsi

xsi

xsi

xsi
x

x

xsi

xsi
x

x

 

existeno
xf

xf
xf

ox

ox

ox 





=

=

=

−

+

→

→

→ 6)(lim

4)(lim
)(lim , discontinuidad de salto finito 

f(x) es por tanto continua en R-{0} 

 

b) g(x)=

 




>+

≤−

21

212

xsix

xsix
 

Es una función definida a trozos, donde cada uno de ellos es un polinomio, que son 

continuos en R; El único punto que tenemos que estudiar la continuidad es en x=2, 

donde g(x) cambia de expresión analítica: 

3
31lim

31lim
)(lim 2

2

2

2
=







=−

=+

=

−

+

→

→

→ x

x
xg

x

x

x
 =g(2).  

Luego g(x) continua en R. 

 

c) h(x)=

 







=

≠

−

−

36

3
3

92

xsi

xsi
x

x
 

Es una función definida a trozos, uno de ellos es una fracción algebraica, así que en los 

puntos donde se anule el denominador puede no ser continua. Como coincide el punto 

donde se anula el denominador con el cambio de expresión analítica (x=3) sólo hay que 

estudiar la continuidad en este punto. 

6)3(lim
)3(

)3)(3(
lim

0

0

3

9
lim)(lim

33

2

33
=+=

−

+−
==

−

−
=

→→→→

x
x

xx

x

x
xh

xxxx
=f(3)=6 

La función h(x) es continua en R 
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d) l(x)=

 




−≤

−>−

13

112

xsi

xsix
 

Es una función definida a trozos, en cada uno de ello la función es un polinomio, así que 

el único punto donde hay que estudiar la continuidad es en x=-1, allí donde cambia de 

expresión analítica: 

existeNo
xxl

xl
xl

xx

x

x
→







−=−=

=

=

++

−

−→−→

−→

−→ 312lim)(lim

3)(lim
)(lim

11

1

1
, luego no es continua en x=-1, de 

salto finito.  

De esta forma l(x) continua en R-{-1}. 

 

Ejercicio 4: Calcula el valor de k para que las siguientes funciones sean continuas 

en todo R  

a) f(x)= 




>+

≤

2/)2cos(2

2/)3(

π

π

xsixk

xsixsen
 

Es una función definida a trozos; en cada uno de ellos las funciones son expresiones 

trigonométricas, continuas en R. Luego el único punto donde puede existir 

discontinuidad es en x=π/2, allí donde la función cambia de expresión analítica. 

Veamos si f(x) es continua en π/2 










−==

−=+=

=

−−

++









→








→









→








→

→
1)3(lim)(lim

12)2cos(2lim)(lim

)(lim

22

22

2

`

xsenxf

kxkxf

xf

xx

xx

x
ππ

ππ

π

 

El límite existe si los límites laterales son iguales, esto ocurre si k=0. Además cuando 

k=0 se cumple f(π/2)=-1,y por tanto la función es continua en x=π/2 

De esta forma la función es continua en R si k=0 

b) g(x)=

 







=

≠

−

+

2

2
2

2

xsik

xsi
x

x

 

Es una función definida a trozos, en uno de ellos la función es una fracción algebraica 

que puede no ser continua en los puntos donde se anual el denominador (x=2). Como 

este punto coincide con el punto donde la función cambia de expresión analítica, es el 

único punto donde tenemos que estudiar la continuidad de g(x). 









∞==

−

+

−∞==

−

+

=

−

+
=

+
→

−
→

→→

+

−

0

4

2

2
lim

0

4

2

2
lim

0

4

2

2
lim)(lim

2

2

22

x

x
x

x

x

x
xg

x

x

xx
 el límite no existe, así que  

independientemente  del valor de k la función g(x) no es continua en x=2 
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c) k(x)= 













>+

=

<+

01
2

3

0

0||1

xsix

xsik

xsix

 

Como |x| está definido para valores negativos (x<0), es equivalente a sustituir |x| por –x: 

k(x)= 













>+

=

<−

01
2

3

0

01

xsix

xsik

xsix

 

Es una función definida a trozos; en cada uno de ellos las funciones son polinomios,  y 

estos son continuos en R.  El único punto donde puede presentar discontinuidad es en 

x=0, allí donde la función cambia de expresión analítica. 








=

=+

=+

=

+

−

→

→

→

1
11

2

3
lim

1||1lim

)(lim

0

0

0 x

x

xk

x

x

x
  

Para que sea continua ha de cumplir que k(0)= )(lim
0

xk
x→

. Por tanto k(x) será continua si 

k(0)=k=1 � k=1 

e) 








≤+

−

+

>

−

+

=

3
4

3

3
2

2

)(

2

xsik
x

x

xsi
x

x

xm  

Es una función definida a trozos, en cada uno de ellos las funciones son fracciones 

algebraicas, que no son continuas en los puntos donde se anulan el denominador. En la 

primera de ellas ocurre en x=2, pero como esa expresión analítica sólo existe para x>3, 

nuca tomará ese valor. La segunda se anula para x=4, pero como la expresión definida 

para x≤3 nunca tomará ese valor. Así que sólo hay que estudiar la continuidad en x=3, donde la 

función cambia de expresión analítica: 










==

−

+

+−=+

−

+

=

+

−

→

→

→

11
1

11

2

2
lim

6
4

3
lim

)(lim 2

3

3

3

x

x

kk
x

x

xm

x

x

x
 El límite existe si k=17. Además si k=17 m(3)=11 

y por tanto continua en 3 y en todo R. 

 

Ejercicio 5: Hallar el dominio y la continuidad de las siguientes funciones: 

a) f(x)=|x
2
-6x+5|  

El dominio de la función f(x)=|x
2
-6x+5| y su continuidad es todo R, ya que el valor 

absoluto de f(x) es continuo en los mismos puntos en los que sea continua la función  

x
2
-6x+5, que es un polinomio. 
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b) 2244)( −−++= xxxg .  

El dominio de una raíz cuadrada son todos los puntos donde el radicando es positivo o 

cero. Como g(x) está definida a partir de suma la de tres funciones, el dominio será la 

intersección de los tres dominios. Veamos uno a uno por separado: 

x+4  Dom=[-4,∞) 

x−4  Dom=(-∞,4] 

22     Dom=R 

Dom(g(x))= [-4,∞)∩(-∞,4]∩R=[-4,4] 

En los puntos del dominio la función es continua menos en -4 y 4 De esta manera g(x) 

continua en (-4,4) 

En -4 no es continua pues existenoxg
x

=
−

−→

)(lim
4

 

En 4 no es continua pues existenoxg
x

=
+

→

)(lim
4

 

Ejercicio 6: Determinar los parámetros a y b para que la siguiente función sea 

continua en todo R 









≥+

≤<+

≤

=

1)ln(1

10

0

)(

2

xsixx

xsibax

xsixe

xf

x

 

Es una función definida a trozos, y en cada trozo la función es continua en su dominio 

de definición, ya que el único que no es continua en todo R es )ln(1 xx+ , pero como 

está definida para x≥1 en este intervalo es continua.  

Tendremos que ver la continuidad en x=0 y x=1 para asegurar que la función f(x) 

continua en todo R. 

· Continuidad en x=0 







=+=

===

=

++

−−

→→

→→

→ bbaxxf

xexf
xf

xx

x

xx

x

00

00

0 lim)(lim

01·0lim)(lim
)(lim

2

 El límite existe si b=0, además para 

este valor de b f(0)=0 y por tanto la función será continua 

· Continuidad en x=1 







==

=+=+=

=

−−

++

→→

→→

→ aaxxf

xxxf
xf

xx

xx

x
11

11

1 lim)(lim

10·11))ln(1(lim)(lim
)(lim  El límite existe si a=1, 

además para este valor  f(a)=1 y por tanto la función será continua 

 

Si a=1 y b=0 la función será continua en R 
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Ejercicio 7: Sean las funciones �
�� �
 
  ��  �∈∈∈∈��, 
�
�  �� �∈∈∈∈�
, ∞∞∞∞�

 

 

 y  

�
�� �
 � � 
  �� �∈∈∈∈ ��, ��
 �       ��   �∈∈∈∈� �, ∞∞∞∞�

  estudiar la continuidad de f+g, f·g, f/g 

Estudiemos la continuidad de las funciones f(x) y g(x) 

Fácilmente se puede comprobar que f(x) es continua en todo el dominio de definición 

[0,∞), y g(x) continua en todos los puntos de definición menos en x=2, donde los límites 

laterales no coinciden, es decir en [0,2)∪(2,∞). 

a) (f+g)(x) por las propiedades de continuidad será continua en [0,∞)∩( [0,2)∪(2,∞))= 

=[0,2)∪(2,∞) 

b) (f·g)(x) por las propiedades de continuidad será continua en [0,∞)∩( [0,2)∪(2,∞))= 

=[0,2)∪(2,∞) 

c) (f/g)(x) por las propiedades de continuidad será continua en [0,∞)∩( [0,2)∪(2,∞))= 

=[0,2)∪(2,∞), ya que g(x) no se anula para ningún valor de x  

 

Ejercicio 8: Hallar y clasificar las discontinuidades de las siguientes funciones 

a) 
xx

x

2

4
2

2

−

−
=f(x)   

Será continua en R menos en los puntos donde se anula el denominador es decir x=0 y 

x=2, por tanto 0,2∉Dom(f(x)). Veamos el límite en estos puntos para discernir el tipo 

de discontinuidad. 

· En  x=0  

       

0inf

0·2

4

)2(

4
lim

0·2

4

)2(

4
lim

0

4

2

4
lim

2

0

2

0

2

2

0
=→










−∞=

−

−
=

−

−

+∞=

−

−
=

−

−

=
−

=

−

−

−
→

+
→

→

−

+

xeninitosalto

xx

x

xx

x

xx

x

x

x

x
 

·  En  x=2  

evitable
xx

xx

xx

x

xx
→==

−

−+
==

−

−

→→

2
2

4

)2(

)2)(2(
lim

0

0

2

4
lim

22

2

2
 

 

b) 




>

≤−

=
− 0

02
)(

xsie

xsix
xg

x

 

Tanto 2-x como e
-x
 son continuas para todo R, luego la única posible discontinuidad  

puede ocurrir en x=0.  







=−=

==

=

−−

++

→→

−

→→

→ 22lim)(lim

1lim)(lim
)(lim

00

00

0 xxg

exg
xg

xx

x

xx

x
 Discontinuidad de salto finito. 
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c) 




≠

=

=
− 0

02
)(

xsie

xsi
xf

x

 

 2)0(1lim)(lim
00

=≠==
−

→→

fexf x

xx
 � Salto finito 

 

Ejercicio9: Estudiar la continuidad de f(x) 













≥−

<<

≤≤−

−<−

=

412

420

22)(

2)ln(

)(

2 xsix

xsi

xsixsen

xsix

xf
π

 

Función definida a trozos y en cada uno de ellos la función es continua en su dominio 

de definición, (ln(-x) es continua si x<0). Veamos la continuidad en los puntos donde 

cambia la expresión analítica: 

En x=-2 �






=

=−=

=

−

+

−→

−→

−→ )2ln()(lim

0)2()(lim
)(lim

2

2

2 xf

senxf
xf

x

x

x

π

     

Discontinua de salto finito 

En x=2� 






==

=

=

−

+

→

→

→ 0)2()(lim

0)(lim
)(lim

2

2

2 πsenxf

xf
xf

x

x

x
Continua en x=2 

En x=4� 






=

=−=

=

−

+

→

→

→ 0)(lim

41216)(lim
)(lim

4

4

4 xf

xf
xf

x

x

x
                     Discontinua de salto finito 

Ejercicio 10: Demuestra: 

a) x=xs·en(x)+cos(x) tiene solución en [-π,π]:  

Definimos f(x)= x·sen(x)+cos(x)-x tal que  

1. Es continua en R y por tanto en [-π,π].  

2. f(-π)=-1+π>0, f(π)=0-1-π<0.  

De esta forma cumple Bolzano � ∃c∈(-π,π): f(c)=0, es decir, la ecuación tiene solución 

en este entorno. 

b) 3·sen(x)=e
-x
cos(x) en algún valor de x.  

Definimos f(x)=e
-x
cos(x)-3sen(x) tal que  

1. es continua en R.  

2. Tomamos el intervalo [0,π/2] � f(0)=1>0  f(π/2)=0-3<0.  

Cumple Bolzano� ∃c∈(0,π/2): f(c)=0, es decir la ecuación solución en este entorno. 

 

Ejercicio 11: La función cotg(x) tiene distintos signos en los extremos del intervalo 

[3ππππ/4, 5ππππ/4] y sin embargo no corta el eje x. ¿Entonces contradice esto Bolzano? 

No contradice Bolzano pues cotag(x) no es continua en π∈[3π/4, 5π/4] 
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Ejercicio 12: Demostrar f(x)=x
3
-8x+2 corta al eje OX en (0,2). ¿se puede decir lo 

mismo de 
����

��

? 

f(x) cumple: 

1.  Continua en (0,2)  

2. f(0)=2>0, f(2)=-6<0  

Luego cumple Bolzano � ∃c∈(0,2): f(c)=0 

No podemos decir lo mismo de 
1

32

−

−

x

x
, pues en x=1∈(0,2) no es continua. 

Ejercicio 13: Sea f(x) una función que cumple f(-2)<0 y f(0)>0 ¿Es siempre cierto 

que existe un valor c en (-2,0) tal que f(c)=0 

Si f(x) es continua en el intervalo [-2,0] podemos asegurar que se cumple dicha 

afirmación (por el teorema de Bolzano). Sino no es así no podemos asegurar tal 

afirmación. Lo cual no contradice que alguna función discontinua en donde f(a)·f(b)<0 

esta corte al eje x en (a,b) 

Ejercicio 14: Estudiar el dominio y discontinuidad de f(x)=ln((x+2)/x
2
) 

Pasos: 

1) Dominio de (x+2)/x
2 
� R-{0} 

2) Al ser un logaritmo� (x+2)/x
2
>0: Como x

2
 siempre positivo tenemos que ver cuándo 

(x+2)>0, esto ocurre en el intervalo (-2,∞) 

 

 

De esta forma el dominio será (-2,∞) menos el punto x=0�Dom(f(x))=(-2,0)∪(0,∞).  

En todos los puntos del dominio la función es continua pues, el límite existe y coincide 

con el valor de la función en el punto. 

 

Ejercicio 15:  Hallar a y b para que f(x) cumpla Bolzano en [-ππππ,ππππ]. Hallar c que 

cumple Bolzano 













≤≤

<<+

≤≤−

=

π

π

xsi
x

b

xsixa

xsix

xf

1

10

0)cos(

)( 2
  

Para que cumpla Bolzano tenemos que obligar a la función a que sea continua en [-π,π], 

y por tanto en x=0 y x=1 

(x+2) + - 
-2 
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En x=0 : 






=+=

==

=

+

−

→

→

→ aaxf

xf
xf

x

x

x 0)(lim

1)0cos()(lim
)(lim

0

0

0
 � a=1 

En x=1:  









==

=+=

=

+

−

→

→

→ b
b

xf

xf

xf

x

x

x

1
)(lim

211)(lim

)(lim

1

2

1

1
 � b=2 

Si a=1 y b=2 la función es continua en [-π,π], veamos ahora que cumple la segunda 

condición:  

f(-π)=-1<0 

f(π)=2/π>0 

Luego cumple Bolzano ∃c∈(-π,π): f(c)=0 

Busquemos el valor c: 

a) Veamos si c∈[-π,0]� cos(c)=0 � c=-π/2 

b) Veamos si c∈(0,1)�1+x
2
=0 no solución 

c) Veamos si c∈[1,π]�2/x=0 no solución 

Ejercicio 16: Demuestra que la ecuación ππππ
x
 =e tiene solución en (0,1), ¿lo cumple 

también φφφφ
x
=e? 

a) π
x
=e solución en (0,1)� definimos f(x)=π

x
-e, se cumple: 

a) Continua en [0,1]  

b) Además f(0)=1-e<0 y f(1)=π-e>0 

 Al cumplir Bolzano ∃c: (0,1): f(c)=0, y por tanto la ecuación tiene solución en (0,1) 

b) φ
x
=e solución en (0,1) � definimos f(x)= φ

x
-e, se cumple: 

a) continua en [0,1]  

b) pero f(0)=1-e<0 y f(1)= φ-e<0  

Luego no cumple Bolzano y no podemos asegurar que la ecuación tenga solución. 
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Ejercicios de la P.A.U. 

 

Junio de 2004.Prueba A 

C-2: Demuéstrese que las gráficas de las funciones f(x)=e
x
 y g(x)=




�
 se cortan en un punto 

si x>0 

Si se cortan las dos funciones cumplen entonces que f(x)=g(x).  

Definimos h(x)=f(x)-g(x)=e
x
-1/x. Si h(x)=0 entonces f(x)=g(x) y las funciones se cortarán.  

Veamos que h(x) cumple Bolzano, y por tanto h(x)=0: 

a) Es continua para x>0 (no se anula el denominador). 

b) Busquemos un intervalo donde cumpla Bolzano, por ejemplo [0.1,1]:  h(0.1)=e
0.1
-1<0 ;  

h(1)=e-1>0  

Luego cumple Bolzano ∃c∈(0.1,1): h(c)=0, y por tanto f(c)=g(c), cortándose en c estas 

dos funciones 

 

Junio de 2005. Prueba B 

C-3.- Estúdiese, según los valores de los números reales αααα  y ββββ, la continuidad de la 

función f definida por 








=

≠

+

+

=

0   si           

0   si   
1)( /1

x

x
e

x

xf x

β

α

.  

La función 
xe

x
/11+

+α
 es continua en R-{0}, pues 1+e

1/x
 nunca se anula. El único problema 

está en x=0, al anularse el denominador del exponente. Por otro lado en x=0 la función 

cambia de expresión analítica, luego es el único punto donde tenemos que estudiar la 

continuidad: 

Continua en x=0  si β==
→

)0()(lim
0

fxf
x

 

      










=

+

=

+

+

=

∞

=

+

=

+

+

==

+

=

+

+
=

−
−

+
+

→

→

→→

111
lim

0
11

lim

)(
11

lim)(lim

0/1/1
0

0/1/1
0

0/1/100 ααα

ααα

αα

ee

x
ee

x

ind
ee

x
xf

x
x

x
x

xxx

 

Para que exista el límite α=0. Si α=0 )(lim
0

xf
x→

=0.  

Por otro lado para ser continua  f(0)=
 

)(lim
0

xf
x→

 � β=0 

Luego si β=0 y α=0 la función será continua en x=0, y por lo tanto en todo R. 
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Septiembre de 2006. Prueba A 

PR2. b) Pruébese que la ecuación 3x = = = = e
x
  tiene alguna solución en (−∞−∞−∞−∞,1] 

Definamos la función f(x)=3x-e
x
; si demostramos que f(x)=0 en (-∞,1], entonces se 

cumplirá la ecuación. Para esto apliquemos Bolzano: 

a) f(x) es continua en R y por tanto continua en todo el intervalo 

b) busquemos el intervalo [a,b] comprendido en (−∞,1] y tal que f(a)·f(b)<0. Por 

ejemplo [0.5, 1]: f(1)=3-e<0, f(0.5)=1.5-e
0.5
>0. 

Así f(x) cumplirá Bolzano en [0.5, 1], y por lo tanto, existe al menos un valor 

c∈(0.5,1), luego c∈(-∞,1] tal que f(c)=0, y por tanto se cumple la ecuación. 

 

Junio de 2007.Prueba A 

C-4. Demostrar que las curva f(x)=sen(x) y g(x)=1/x se cortan en algún punto del 

intervalo (2ππππ, 5ππππ/2) 

Si f(x) y g(x) se cortan en algún punto se cumple que f(x)=g(x), es decir sen(x)=1/x . 

Para poder aplicar Bolzano pasamos 1/x al otro miembro � 0
1

)(

)(

=−

43421
xh

x
xsen . De esta 

forma resolver la ecuación es lo mismo que ver que h(x)=0.  

Apliquemos Bolzano a h(x) en el intervalo marcado (2π,5π/2): 

a) Continua en [2π,5π/2], ya que h(x) es continua en todos los reales menos en el 

0, y 0∉[2π,5π/2]. 

b) h(2π)=sen(2π)-1/(2π)=-1/(2π)<0, h(5π/2)=sen(5π/2)-1/(5π/2)=1-2/(5π)>0 

Luego  cumple Bolzano, y por lo tanto, existe un punto c∈(2π,5π/2) tal que h(c)=0, y 

por ello en este punto se cumple la igualdad f(c)=g(c), cortándose las dos curvas 

 

Junio de 2007.Prueba B 

PR-2 (b) Demostrar que existe algún número real c tal que c+e
-c
 = 4 .   

Si modificamos la igualdad � 04
)(

=−+
−

43421
xf

xex  tendremos que la ecuación solución si 

existe un punto c tal que f(x)=0,es decir si podemos aplica Bolzano: 

a) Continua en R, luego podemos tomar cualquier intervalo para aplicar Bolzano 

b) Busquemos el intervalo f(0)=1-4<0. Si tomamos x=4, como e
-x
 siempre es 

positivo entonces f(4)=4+e
-4
-4>0.   

Luego cumple Bolzano en [0.4], y por lo tanto, existe c∈(0,4) tal que f(c)=0, y entonces 

c+e
-c
=4 solución en (0,4). 

 

 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Unidad 2. Funciones .Continuidad 

46                         Apuntes de Matemáticas II para preparar el examen de la PAU 

C1. Hallar a y b para que f(x) continua en todo R 













<

=

>+

=

0
)(

0

0)ln(

)(

xsi
x

xsen

xsib

xsixxa

xf

π

 

La función x·ln(x) es continua si x>0 y 
x

xsen )(π
 es continua en x<0, pues no toma el 

valor x=0. De esta forma, en cada trozo las funciones son continuas en los dominios de 

definición. Por esta razón sólo hay que estudiar la continuidad en x=0 

Continuidad en x=0. Será continua si )0()(lim
0

fxf
x

=
→  







==

==

=

+

−

→

→

→ axf

xf
xf

x

x

x (*))(lim

(*))(lim
)(lim

0

0

0

π

� el límite existe si a=π y valdrá )(lim
0

xf
x→

=π 

(*) Calcularemos estos límites en el tema 4 (Teorema de  L’Hopital) 

 

f(0)=b, como )0()(lim
0

fxf
x

=
→

�b=π 

De esta forma si a=π y b=π la función es continua en x=0, y por lo tanto en todo R. 
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TEMA 3 FUNCIONES.DERIVABILIDAD. 
 

1. Tasa de variación media. Derivada en un punto. Interpretación 

1.1. Tasa de variación media 

1.2. Definición de derivada en un punto 
1.3. Interpretación geométrica de la derivada 

2. Continuidad y derivabilidad. 
3. Función derivada. Derivadas de orden superior. 

3.1. Función derivada 
3.2. Derivadas de orden superior 

4. Derivabilidad de las funciones elementales. Operaciones con derivadas 

4.1. Derivadas de la función elementales 

4.2. Operaciones con derivadas 
4.3. Derivación logarítmica 
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

El saber derivar es básico a la hora de realizar el examen de la PAU. En este tema se 

recuerda como se deriva y se realizan diferentes ejercicios, pero en caso de resultar 

insuficientes se recomienda que se repase la derivada en cualquier libro de 1º de 

Bachiller.  

En el examen de selectividad no suele haber ningún ejercicio concreto de derivar una 

función, si bien la derivada aparece en multitud de ocasiones. Algunos ejemplos de 

ejercicios en los que hay que saber derivar son en los problemas de representación y 

estudio de funciones, los de estudiar la continuidad  y derivabilidad de una función, los 

límites que se calculan con L’Hopital… 

Problemas más concretos en el examen de la PAU relacionados con el tema son los 

siguientes: 

• Estudio de la continuidad y derivabilidad de una función, o cálculo de algún 

parámetro para que la función sea continua o derivable. 

• Estudiar la derivabilidad de una función en un punto por la definición de 

derivada. 

• Cálculo de rectas tangentes y/o normales a una función en un punto. 

En este tema abordaremos estos problemas para que el alumno se encuentre 

familiarizado con ellos el día del examen. 
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1. Tasa de Variación media. Derivada en un punto. Interpretación 

1.1 Tasa de variación Media 

Definición: se llama tasa de variación media de una función f(x) entre los valores x1 y 

x2 al cociente entre el incremento que experimenta la variable dependiente “y”, y la 

variable independiente “x”: 

Tvm(x1,x2,f(x))=
12

12

,

)()(

21
xx

xfxf

x

f

xx −

−

=








∆

∆
 

Interpretemos gráficamente su significado: 

Ejemplo: f(x)=x
2
-3x+1 

 

 

Veamos la tasa de variación media entre 2y 4: 3
24

)1(5

24

)2()4(

4,2

=

−

−−
=

−

−
=






∆

∆ ff

x

f
 

 Para interpretar 

21 ,xxx

f









∆

∆
fijémonos en el triángulo rectángulo rojo de la imagen, donde  

los catetos son (f(x2)-f(x1)) y (x2-x1).  De esta forma 

21 ,xxx

f









∆

∆
es el cociente de los dos 

catetos, y así 

21 ,xxx

f









∆

∆
 es la tangente del ángulo que forma la recta que une los puntos 

(x1,f(x1)) y (x2,f(x2)) con el eje x, y por tanto 

21 ,xxx

f









∆

∆
es la pendiente de dicha recta 

x1= x2= 

f(x1) 

f(x2) 
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1.2 Definición de derivada de una función en un punto 

Definición: la derivada de una función f(x) en el punto x0, se denota como f’(x0), es la 

tasa de variación instantánea, es decir: 

h

xfhxf

xx

xfxf
xf

hxx

)()(
lim

)()(
lim)(' 00

0
0

0

0
0

−+

=

−

−

=
→→

 

Generalmente suele ser más fácil calcular esta derivada a partir de la segunda igualdad 

de la definición. 

Una función es derivable en un punto cuando el límite existe, aunque este sea ∞ o -∞.  

Ejemplos: 

a) f(x)=x
2
+1 en x=2 

( )
4

1

4
lim

4
lim

51)2(
lim

)2()2(
lim)2('

0

2

0

2

00
=

+
=

+
=

−++
=

−+
=

→→→→

h

h

hh

h

h

h

fhf
f

hhhh
 

La función f(x) es derivable en x=2 y f’(2)=4 

b) f(x)=|x-1|=




≤+−

>−

11

11

xsix

xsix
 en x=1 

f’(1
+
)= 1lim

0)11(
lim

)1()1(
lim

000
==

−−+
=

−+

+++
→→→ h

h

h

h

h

fhf

hhh
 

f’(1
-
)= 1lim

01)1(
lim

)1()1(
lim

000
−=

−
=

−++−
=

−+

−−−
→→→ h

h

h

h

h

fhf

hhh
 

No existe el límite por tanto la función f(x) no es derivable en x=1. 

Nota: las funciones valor absoluto no son derivables en los puntos de x donde se anulan. 

En estos puntos las derivadas laterales son de distinto signo. 

1.3 Interpretación geométrica de la derivada 

En el apartado 1.1 vimos que la tasa de variación media se interpretaba como la 

pendiente de la recta que unía los dos puntos. La derivada es el límite de la variación 

media cuando los puntos se acercan infinitamente, veamos esto de forma gráfica en x=2 

 

derivada 
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Como vemos en la gráfica anterior si nos acercamos infinitamente al punto la recta que 

une los dos puntos tiende a ser la recta tangente a la función.  

Por tanto la derivada en x0 de f(x), es decir f´(x0,) es la pendiente de la recta tangente a 

la función en el punto  (x0, f(x0)). 

 

 

 

Conclusión: f’(x0)=tg(α)=mrecta tangente en xo 

 

Conociendo la pendiente de la recta y el punto por el que pasa (x0,f(x0)) es fácil calcular 

la ecuación de la recta tangente y normal (la pendiente es -1/m=-1/f’(x0) aplicando la 

ecuación punto pendiente y=y0+m·(x-x0): 

· Ecuación de la recta tangente a la función f(x) en x0:  

y-f(x0)=f’(x0)(x-x0) 

· Ecuación de la recta normal a la función f(x) en x0:  

y-f(x0)=
)('

1

0xf
− (x-x0) 

Ejemplo: calcular la recta tangente y normal a la curva y=f(x)=x
2
+3x en el punto de 

abscisa x0=1  

5
1

5
lim

5
lim

4)1(3)1(
lim

)1()1(
lim)1('

0

2

0

2

00
=

+
=

+
=

−+++
=

−+
=

→→→→

h

h

hh

h

hh

h

fhf
f

hhhh
 

mrecta tang=f’(1)=5 y el punto es P (1,f(1)) � P(1,4) 

recta tangente � y-f(1)=f’(1)(x-1)    y-4=5(x-1)   y=5x-1 

recta normal � y-f(1)=
)1('

1

f
− (x-1)    y-4=

5

1
− (x-1)   y=

5

1
− x+

5

21
 

α� m=tg(α)=f’(x0) 

x0 
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2. Continuidad y derivabilidad 

Teorema: toda función f(x) derivable en un punto, es continua en este punto. El 

contrario no siempre es cierto para toda función. 

Ejemplo: como vimos la función f(x)=x
2
+1 era derivable en x=2 (existe el límite 

h

fhf

h

)2()2(
lim

0

−+

→

) luego es continua en x=2 

Nota: Todas las funciones polinómicas, son continuas y derivables en todos los puntos. 

Veamos otros dos ejemplos donde el recíproco al teorema no es cierto, son continuas y 

no derivables: 

a)  f(x)=|x-1|=




≤+−

>−

11

11

xsix

xsix
 en x=1 es continua � 0)1()(lim

1
==

→

fxf
x

 

en x=1 no es derivable (ver página 52) 

b) g(x)= 3 2x  en x=0 es continua pero no es derivable : 













−∞===

+∞===

=
−

=
−

−−−

+++

→

−

→→

→

−

→→

→→

30

3/1

0

3 2

0

30

3/1

0

3 2

0
3 2

00 1
limlimlim

1
limlimlim

0
lim

)0()(
lim

h
h

h

h

h
h

h

h

h

h

h

fhf

hhh

hhh

hh

 

Veamos la representación gráfica de estas dos funciones no derivables, y entandamos su 

interpretación gráfica: 

a) f(x)=|x-1| 
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b) g(x)= 3
2x  

 

Gráficamente vemos que en los puntos donde la función no es derivable existe un “pico” 

o punto anguloso que nos indica el cambio de pendiente de la recta tangente en dichos 

puntos (límites laterales son diferentes). 

 

Ejercicio 1: Sea la función f(x)=  
��� �                 ��  � � 	�
 � �� � 
   �� � � 0  calcular a y b para que 

f(x) sea continua y derivable. 

La función está definida a trozos pero tanto sen(x) como –x
2
+ax+b son continuas y 

derivables en todos los puntos, luego punto donde hay que estudiar la continuidad y 

derivabilidad es x=0 donde la función cambia de expresión algebraica 

a) Continuidad:  

0
0)0()(lim

)(lim

0

0
= →







==

=

−

+

→

→ b
senxf

bxf
sicontinua

x

x  

Luego si b=0 independientemente del valor de a la función es continua 

 

b) Derivabilidad 

1

1)'(
0)(

lim
)0()(

lim

0
lim

)0()(
lim

00

2

00
= →










==
−

=
−

=
−+

=
−

+−

++

→→

→→ a

HopitalL
h

hsen

h

fhf

a
h

ahh

h

fhf

siderivable

hh

hh  
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Otro método más sencillo: cuando la función es continua podemos derivarla,  (veremos 

cómo se deriva en el apartado 4). : 





>+−

<

=

02

0)cos(
)('

xsiax

xsix
xf   

Nota: el valor para x=0 de f’(x) no se incluye hasta que se compruebe que la función es 

derivable. 

La función será derivable en el punto x=0 si existe el límite )('lim
0

xf
x→

, aunque este sea 

infinito. 

1
1)0cos()('lim

)('lim

0

0
= →







==

=

−

+

→

→ a
xf

axf
siderivable

x

x  

3. Función derivada. Derivadas sucesivas 

3.1 Función derivada 

Cuando la función f(x) es continua podemos obtener su función derivada f’(x). La 

función derivada, f´(x), para cada valor de x nos da el valor de la derivada en ese punto, 

es decir la pendiente de la recta tangente en dicho punto. 

)(

:

xfx

RRf

→

→

   
)('

:'

xfx

RRf

→

→

 

A la función f’(x) se le llama función derivada de f(x), tal que si somos capaces de 

calcular esta función la derivada de f(x) en un punto x0 es f´(x0), es decir la imagen de 

f´(x) en el punto x=x0. 

A partir de definición de derivada la función f(x) se obtiene aplicando la definición de 

derivada para una x genérica: 

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)('

0

−+
=

→

 

Calculo de alguna función derivada: 

1) f(x)=x2-3x �  

32
32

lim
3)(3)(

lim
)()(

lim)('
2

0

22

00
−=

−+
=

+−+−+
=

−+
=

→→→

x
h

xhhxh

h

xxhxhx

h

xfhxf
xf

hhh

 

2) f(x)=K (cte)
 

0
0

limlim
)()(

lim)('
000

==
−

=
−+

=
→→→ hh

kk

h

xfhxf
xf

hhh
 

Si bien para el cálculo de la función derivada veremos en el siguiente apartado la tabla 

de derivadas y las reglas necesarias para realizar cualquier tipo de derivada. 
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3.2 Derivadas de orden superior 

En todos los puntos del dominio de f’(x) (donde f(x) es derivable) podemos considerar 

otra función f ’’(x), que asigna a cada punto de x el valor de la derivada de f’(x) en este 

punto. 

)(''

:''

xfx

RRf

→

→

                  
h

xfhxf
xf

h

)(')('
lim)(''

0

−+
=

→

 

La función así definida recibe el nombre de segunda derivada de f(x), f´´(x). De forma 

análoga podemos definir la tercera derivada f´´´(x), cuarta f 
(IV
(x), etc.  

4. Derivada de funciones elementales. Operaciones con derivadas 

4.1 Derivadas de las funciones elementales 

Se puede calcular a partir de la definición vista en el apartado anterior la función 

derivada de las funciones elementales. Veamos en la siguiente tabla la derivada de 

algunas funciones elementales. 

Derivada elementales 

Función Función derivada Ejemplo 

f(x)=K f´(x)=0 f(x)=-e � f´(x)=0 

f(x)=x
n 

f´(x)=n·x
n-1 f(x)= 3

2

3 2 xx = � f´(x)= 
3

3

1

3

2

3

2

x
x =

−

 

f(x)=e
x 

f´(x)=e
x
  

f(x)=a
x
 f´(x)=a

x·ln(a) f(x)=5
x
� f´(x)=5

x
·ln(5) 

f(x)=ln(x) f´(x)=1/x  

f(x)=loga(x) 
f´(x)=

)ln(

1

ax
 f(x)=log3(x) � f´(x)= 

)3ln(

1

x
 

f(x)=sen(x) f´(x)=cos(x)  

f(x)=cos(x) f´(x)=-sen(x)  

f(x)=tg(x) 
f´(x)=1+tg

2
(x)=

)(cos

1
2 x

 
 

f(x)=arc sen(x) 
f´(x)= 

2
1

1

x−

 
 

 f(x)=arc cos(x) 
f´(x)= 

21

1

x−

−  
 

 f(x)=arc tg(x) 
f´(x)= 

21

1

x+
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4.2 Operaciones con derivadas 

Aplicamos la definición de la derivada y las propiedades de los límites se obtienen las 

reglas que permiten derivar funciones que son resultado de operar con otras funciones 

derivables. 

Para ver las propiedades de las derivadas veamos otra tabla: 

Propiedades de las derivadas 

Propiedad Ejemplo 

Suma: (f+g)´(x)=f´(x)+g´(x) (x
2
-x+cos(x)+e

x
)´=2x-1-sen(x)+e

x
 

Constante por una función: 

(kf)´(x)=kf´(x) 
(5arc sen(x))´=

21

5

x−

 

Producto: (f·g)´(x)=f´(x)·g(x)+f(x)·g´(x) (5x·sen(x))´=5sen(x)+5x·cos(x) 

Cociente: 

)(

)(')·()()·('
)(

2

'

xg

xgxfxgxf
x

g

f −
=








 

)(ln

7)ln(7

)(ln

1
·7)ln(7

)ln(

7
22

'

x

x

x

x
xx

x

x −
=

−

=







 

Función compuesta (regla de la cadena): 

(gºf)´(x)=(g(f(x))´=g´(f(x)·f´(x) 
( ) 233)(cos

'
)(cos 3))·()·(·cos(2·

3232

xxsenxee xx
−=  

A partir de las derivadas elementales y de las propiedades de las derivadas es sencillo 

calcular la derivada de toda función, sólo hay que aplicar las propiedades con orden. 

 

Ejercicio 2: calcular las derivadas siguientes 

a) D[(x
2
-3)

5
]=5(x

2
-3)

4
·2x=10x·(x

2
-3)

4 

b) D[(3x)
1/3
]=

( )
3 2

3/2

3

1
3·)3(

3

1

x
x =

−

   

c) D[x·4
x
]=4

x
+x·4

x
·ln(4) 

d) D[(e
2x
+3)

4
]=4·(e

2x
+3)

3
·(2·e

2x
)=8·(e

2x
+3)

3
·(e

2x
)
 

e) D[ln(2-3x
2
)
4
]=

2

32

42 32

24
)6()32(4·

)32(

1

x

x
xx

x −

−
=−−

−

 

f) D
( ) 












−
623 3

2

xx
=

( ) ( )
723

2

1223

2523

3

)63·(12

3

)63()3·(6·2

xx

xx

xx

xxxx

−

−−
=













−

−−−
 

g) D
32222

2/12

2 )54(

5

54)·54(

5

54

)10·()54(
2

1

54

1

x

x

xx

x

x

xx

x −

=

−−

=

−

−−−

=








−

−
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h) D [ ]
24

424

24

2
)·24(24·4

242

4
)·24(24·424)24(

−

−
=

−

++−=

−

++−=−+

x

x

x
xx

x
xxxx  

i) D[sen
4
(x)]=4·sen

3
(x)·cos(x) 

j) D[sen(x
4
)]=cos(x

4
)·4x

3
 

k) D ( ) ( ) ( ) 













−

+−−=













−

−
−−−=





−−

2

2
2

2

2
2

3
2

1
1·1·3

12

2
1·1·31

x

x
xx

x

x
xxxx  

l) D[sen
2
(x

2
)]=2sen(x

2
)·cos(x

2
)·2x= 4x·sen(x

2
)·cos(x

2
) 

m) D ( )[ ]

( ) 232

1

1·2

1
·

2

1

1·2

1
·

11

1
1

22
−+−

=

−−

=

−
−−

=−

xxxxxx

xsenarc  

n) D
322
)71)(71(

7

71

71

)71·(2

14

)71(

)71)·(7()71·(7
·

71

71
2

1

71

71

xxx

x

xx

xx

x

xx

x

−+

=

+

−

−

=

−

+−−−

−

+

=








−

+
 

o) D [ ]
( ) xxxx

xtgarc
)1·(2

1

2

1
·

1

1
)(

2
+

=

+

=  

p) D
( )( )1

1

)1(

1

·
1

1

)1(

)1(
2

1
)1(

2

1

·
1

1

1

1
ln

22
+−

=

+−

+
=

+

−−+

−

+
=
























+

−

xxxx

x

x

x

x

x
x

x
x

x

x

x

x
 

    = 
)1(

11

−

=

−+− xxxxxxx
 

q) D [ ] =−= 3)·3()·3cos(2)·2()3(·cos2)·2)·cos(2(·3)3()·cos2( 32223 xsenxxsenxxxsenxxsen  

       = )3()·3)·cos(2(·6)3()·cos2)·cos(2(·6 322 xsenxxsenxxxsen −  

r) D [ ]

)(1

)(1
))((

2

2

xtg

xtg
xtgsenarc

−

+
=  

4.3 Derivación logarítmica 

Cuando las funciones en forma de exponente, donde tanto la base como el exponente 

son funciones, f(x)=(g(x))
h(x)

. El cálculo de la derivada debe de hacerse siguiendo el 

siguiente procedimiento (usaremos el ejemplo f(x)=(7x
2
)
cos(x)

) 

1. Tomamos logaritmos en ambos lados: ln(f(x))=h(x)·ln(g(x)) 

Ejemplo: ln(f(x))=cos(x)·ln(7x
2
) 

2. Derivamos a ambos lados de la igualdad: 
)(

)(')·(
))(ln()('

)(

)('

xg

xgxh
xgxh

xf

xf
+=   

Ejemplo: 
x

x
xxsen

x

xx
xxsen

xf

xf )·cos(2
)7ln()(

7

14)·cos(
)7ln()(

)(

)(' 2

2

2
+−=+−=  
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3. Despejamos f’(x): 







+=

)(

)(')·(
))(ln()(')()('

xg

xgxh
xgxhxfxf  

Ejemplo: f’(x)= )cos(22 )7·(
7

)·cos(2
)7ln()( xx

x

x
xxsen 








+−  

Ejercicio 3: calcular la derivada: 

a) D[xx] � f(x)=x
x
 

1. ln(f(x))=x·ln(x) 

2. 1)ln(
)(

)('
+= x

xf

xf
 

3. f’(x)=x
x
(ln(x)+1) 

b) D[xln(x)] � f(x)=x
ln(x)

 

1. ln(f(x))=ln(x)·ln(x)=ln
2
(x) 

2. 
x

x
xf

xf 1
)··ln(2

)(

)('
=  

3. f’(x)= xx
x

x ln)·ln(2
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Ejercicios del tema
 

Ejercicio 4: Estudiar la derivabilidad de � � ���� � √��
 � ���
.  

La función es continua en R, pues es una raíz cúbica que existe para números negativos. 

Veamos la derivabilidad: 

 f’(x)=
3 564

2
23/232

69

2
)36()3(

3

1

xxx

xx
xxxx

−+

−
=−−

− = 
3 2)3(

2

−

−

xx

x
= 

Se anula el denominador en x=0 y x=3, estudiemos la derivabilidad en estos puntos 

x=0 

f’(0)=













−∞==

−

−
=

∞==

−

−
=

=

−+

−

−
→

−

+
→

+

→

−

+

0

2

)3(

2
lim)0('

0

2

)3(

2
lim)0('

69

2
lim

3 20

3 20

3 230

xx

x
f

xx

x
f

xxx

x

x

x

x
 No derivable 

x=3 

f’(3)=













−∞=−=

−

−
=

−∞=
−

=

−

−
=

=

−+

−

+
→

−

+
→

+

→

−

+

0

1

)3(

2
lim)3('

0

1

)3(

2
lim)3('

69

2
lim

3 23

3 23

3 233

xx

x
f

xx

x
f

xxx

x

x

x

x

 derivable m=-∞, 

es decir la tangente es una recta paralela al eje OY. 

Nota: una función derivable en un punto si existe la derivada, aunque esta sea infinito. 

Veamos la gráfica para interpretar los resultados en x=0 y x=3 
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Ejercicio 5: estudiar la derivabilidad de � � ���� � � �
����/�    ��   � � 	

	    ��  � � 	 � en x=0.  

Veamos primero la continuidad: 









=

+

=

+

=

∞+

=

+
=

+

=

−

+

→

→

→→

0
01

0

1
lim

0
1

0

1
lim

1
lim)(lim

/1
0

/1
0

/100

x
x

x
x

xxx

e

x
e

x

e

x
xg  Continua 

Veamos ahora la derivabilidad por la definición: 

g’(0)= 










=

+

=

+

=

∞+

=

+
=

+

=

−

+
=

−+

−

+

→

→

→→→

1
01

1

)1(

1
lim

0
1

1

)1(

1
lim

)1(

1
lim

0
1lim

)0()0(
lim

/1
0

/1
0

/10

/1

00

h
h

h
h

hh

h

hh

e

e

eh

e

h

h

ghg
 

No es derivable en x=0 

Veamos la gráfica: 

 

 

Ejercicio 6: Deriva la función f(x)= ln(cos(x))+x·e
2x

  

f’(x)= )21()(·2
)cos(

)( 222
xextgexe

x

xsen xxx
++−=++−  

Ejercicio 7: Calcula un punto de la función f(x)=x
2
+x+5 en la que la recta tangente 

sea paralela a la recta y=3x-2 

Si la rectas son paralelas misma pendiente, luego la recta tangente tiene pendiente m=3, 

por tanto buscamos el punto donde f’(x)=3 � f’(x)=2x+1=3 � x=1� P(1,f(1))=(1,7) 
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Ejercicio 8: Hallar b y c para que f(x) sea continua y derivable en (0,2) 





≤<++

≤≤+−

=

2120

10112
)(

2

3

xsicbxx

xsixx
xf

 

1. Continuidad: las funciones definidas en los dos trozos son polinomios y por tanto el 

único punto hay que estudiar la continuidad es en x=1. 

cb
cbxf

xf
xf

x

x

x
++=−







++=

−=

=

+

−

→

→

→

2010)1(
20)(lim

10)(lim
)(lim

1

1

1

 

2. Derivabilidad: si b y c cumplen la anterior ecuación f(x) continua y podemos calcular 

la derivada en todos los puntos del dominio 





<<+

≤<−

=

2140

10123
)('

2

xsibx

xsix
xf

 

 

Volvemos a tener dos polinomios, así que el único punto donde tenemos que estudiar la 

continuidad es en x=1:  

b
bxf

xf
xf

x

x

x
+=−







+=

−=

=

+

−

→

→

→

409)2(
40)(lim

9)('lim
)('lim

1

1

1
 

Resolviendo el sistema b=-49 y c=19 

Ejercicio 9: Dada la función f(x) a) hallar a, b  para que f(x) sea continua. b) 

Calcular los puntos donde es derivable) 

f(x)=













>+
−

≤<+

≤+

2
2

3

22

20

022

xsi
x

xsibax

xsix

 

a) Las funciones x
2
+2 y 

2

3

22
+

− x
 son continuas en R. La función bax+  será 

continua en (0,2] dependiendo de a y b. Veamos los valores de a y b para que sea 

continua en 0 y 2 

x=0 � 4
2)(lim

)(lim

0

0 =→







=

=

−

+

→

→ b
xf

bxf

x

x  

x=2 � 1

42)(lim

2
2

2
)(lim

2

2
−=→









+=

==

−

+

→

→ a

axf

xf

x

x  

Para estos valores de a y b 4+−x  es continua en (0,2] ya que –x+4 en este intervalo es 

mayor de cero. 

Luego si a=-1 b=4 la función f(x) continua en R, y podemos calcular f’(x) 
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b) f’(x)= 















>
−

<<

+−

−

<

2
22

1

20
42

1

02

xsi

xsi
x

xsix

 

Derivabilidad en x=0 � 









−==

==

=

+

−

→

+

→

−

4

1
)('lim)0('

0)('lim)0('

)0('

0

0

xff

xff

f

x

x
 � No derivable 

Derivabilidad en x=2 � 










−
==

−
==

=

+

−

→

+

→

−

22

1
)('lim)2('

22

1
)('lim)2('

)2('

0

2

xff

xff

f

x

x

 � derivable en x=2 

 

Luego f(x) derivable en R-{0} 

Ejercicio 10: Calcular los puntos donde la recta tangente a y=2x
3
+3x

2
-30x-6 

paralela a la recta y=6x-5 

Si es paralela tienen misma pendiente, es decir m=6. Como la pendiente de la recta 

tangente es f’(x) se tiene que cumplir que  f’(x)=6 

f’(x)=6x
2
+6x-30=6  � x1=2, x2=-3.  

P1(2,f(2))=(2,-38) 

P2(-3,f(-3))=(-3,57) 

Ejercicio 11: Dada la función f(x)=x
2
-4x+3 encontrar los puntos donde la recta 

tangente a esta función sea paralela a la recta que corta la curva en x=1, x=4  

Si son paralelas tienen la misma pendiente, calculemos las dos pendientes 

Pendiente recta secante en x=1, x=4� m= 1
3

03

14

)1()4(
=

−
=

−

− ff
 

Pendiente rectas tangentes f’(x)=2x-4 

Luego 2x-4=1 � x=5/2 P(5/2,-3/4) 

Ejercicio 12: Hallar los valores de b y c para que la recta tangente a la curva con 

función y=x
2
+bx+c en el punto P(3,0) sea perpendicular a y=-0.5x+3  

Primera condición la curva pasa por P, es decir f(3)=0 � 9+3b+c=0  

Segunda condición al ser perpendicular la pendiente de la recta tangente será la inversa 

con signo menos  m=-1/(-0.5)=2 para la recta tangente en x=3� f’(3)=2 � 6+b=2  

b=-4,c=3 
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Ejercicio 13: Estudiar la derivabilidad de f(x)=x/(1+|x|), y calcular f’’(x)  

a) f(x) es continua en todo R pues el denominador no se anula y la función valor 

absoluta es continua en R. Calculemos la derivada, para esto primero ponemos la 

función definida a trozos conforme a los valores del x que cambian el signo de |x|: 

f(x)=








>

+

≤

−

0
1

0
1

xsi
x

x

xsi
x

x

  � f’(x)=










>

+

<

−

0
)1(

1

0
)1(

1

2

2

xsi
x

xsi
x

  

El único punto donde hay que estudiar la derivabilidad es en x=0, donde cambia de 

expresión analítica, ya que los denominadores no se anulan en ningún punto donde 

estén definidas. 







=

=

=

−

+

→

→

→ 1)('lim

1)('lim
)('lim

xf

xf
xf

ox

ox

ox
 )('lim xf

ox→

=1.   

Función derivable en R, pues 
2)1(

1

x−

 continua si x<0, 
2)1(

1

x+

 continua si x>0 y 

f’(0)=1. 

Como es derivable en R podemos definir la segunda derivada: 

b) f ’’(x)=










>

+

−

<

−

+

0
)1(

2

0
)1(

2

3

3

xsi
x

xsi
x

  en x=0 la función f(x) no es dos veces derivable pues 

2)(''lim2)(''lim =≠−=
−+

→→

xfxf
oxox

 

Ejercicio 14. Sea f(x) a) estudiar los valores de a que hacen continua f(x), b) ver 

para estos valores si la función es derivable: 

f(x)=




>+−

≤+

axsiaax

axsix

122

12

 

a) Los dos trozos de definición de f(x) son polinomios luego continuos en todo R y en 

por tanto en su dominio de definición. Sólo nos falta por estudiar la continuidad en a: 







+−=

+=

=

+

−

→

→

→ 122)(lim

1)(lim
)(lim

2

2

aaxf

axf
xf

ax

ax

ax
 � a

2
+1=2a

2
-2a+1 �a

2
-2a=0 � a=0,a=2 

b) a=0  � f(x)= 




>

≤+

01

012

xsi

xsix

  

�  f’(x)=

 



>

<

00

02

xsi

xsix

 

f’(0
+
)=f’(0

-
)=0 

Luego es derivable en x=0.  
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Veamos la gráfica 

 

 

a=2 � f(x)= 




>−

≤+

234

212

xsix

xsix

   

� f’(x)= 




>

<

24

22

xsi

xsix
 

f’(2
-
)=f’(2

+
)=4, luego es derivable en x=2. Veamos la gráfica: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Unidad 3. Funciones. Derivabilidad 

 José Luis Lorente Aragón 67 

 

Ejercicios de la P.A.U. 

Septiembre 2004. Prueba A.  

PR-2 a) Sea f  la función dada por  f(x)=x
2
-3|x|+2, estúdiese la  derivabilidad de f en x = 0 

mediante la definición de derivada 

a)  .,
023

023
23)(

2

2

2 Rx
xsixx

xsixx
xxxf ∈





<++

≥+−

=+−=  










=
−++

=
−

−=
−+−

=
−

=
−

−−

++

→→

→→

→

3
223

lim
)0()(

lim

3
223

lim
)0()(

lim
)0()(

lim
2

00

2

00

0

h

hh

h

fhf
h

hh

h

fhf

h

fhf

hh

hh

h
 No derivable x=0. 

 

Septiembre 2005. Prueba A 

PR-2. a) Estúdiese la derivabilidad de ���� �   ��� � �
�   � � 0
�
                  � � 	  

Primero tenemos que estudiar la continuidad de f(x): los dos trozos de la función son 

continuos, pues el argumento del logaritmo es siempre positivo. De esta forma sólo 

tenemos que ver la continuidad en x=0 







=

==

=

−

+

→

→

→ 0)(lim

0)1ln()(lim
)(lim

0

0

0 xf

xf
xf

x

x

x
f(0)=0,  

luego es continua en R y podemos calcular la función derivada en todos los puntos: 








<

>

+
=

0   x

   

,2

0,
1

2

)(' 2

x

x
x

x

xf   

Los dos trozos son continuos pues uno es un polinomio y el otro es un denominador que 

nunca se anula. Sólo tenemos que calcular la derivabilidad en x=0: 

f’(0
+
)=f’(0

-
)=0 luego es derivable en x=0 y por tanto en R 

Junio 2006. Prueba B.  

C-3. Sea f(x)=ax
3
+bx

2
+cx+d. Determínense a, b, c y  d para que la recta y+1=0 sea 

tangente a la gráfica de f  en el punto (0,-1), y la recta x-y-2=0 sea tangente a la gráfica de 

f  en el punto (1,-1).          

Condiciones: 

1.-  Recta y=-1 � m=0 y Pasa por (0,-1) 

       1.1 f(0)=d=-1 

       1.2. f’(0)=c=0 

2.- Recta y=x-2 � m=1 y Pasa por (1,-1) 
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       2.1 f(1)=a+b-1=-1 

      2,2 f’(1)=3a+2b=1. Resolviendo el sistema: a=1, b=-1 

Septiembre 2006. Prueba B.  

C-3 Calcúlense las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gráfica de la 

función f(x)=
�


�
�� en el punto x====0 . 

 f’(x)=
2222

22

)1(

2

)1(

·2)1·(2

+

=

+

−+

x

x

x

xxxx

 

la pendiente de la recta paralela es m=f’(0)=0, es 

decir paralela al eje OX, y la de la recta normal es m=∞, paralela al eje OY. Las dos 

pasan por el punto P(0,f(0)) �P(0,0) 

a) Tangente en x=0  (y-0)= 0x+0 � y=0 (eje OX) 

b) Normal x=0 (eje OY) 

Veamos la gráfica de f(x):  

 

 

 

Septiembre 2007. Prueba A 

C-3.- Determinar en qué puntos de la gráfica de la función y=x
3
-3x

2
+x+1, la recta 

tangente a la misma es paralela a la recta y=x+7. 

Si las rectas son tangentes misma pendiente. La pendiente de la recta y=x+7 es m=1. La 

pendiente de la recta tangente es igual a f’(x)=3x
2
-6x+1. Obliguemos a que la pendiente 

sea 1 y calculemos el valor de la coordenada x de los puntos buscados: 

3x
2
-6x+1=1 �x(3x-6)=0 �x1=0, x2=2 

P1(0,f(0))� P1(0,1) 

P2(2,f(2))� P1(2,-1) 

 

Junio 2008. Prueba A 

C-2.- Determinar el valor de a para que la recta tangente a la función f(x)=x
3
+ax 

en el punto x = 0 sea perpendicular a la recta y + x = −3. 

Si la recta tangente es perpendicular a y=-x-3, entonces la pendiente es m=-1/-1=1. La 

pendiente de las rectas tangente en x=0 es f’(0)=3·0
2
+a=a. Igualando la derivada al 

valor de m obtenemos que a=1. 
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Prueba B 

PR-2 Dada la función f(x)=  ��!��
�
�   ��   � � 0

�
 � 
�  ��   � � 	, se pide a) Estudiar la continuidad y 

derivabilidad de la función f(x) 

Continuidad: sólo hay que estudiar la continuidad en x=0 que es donde la función 

cambia de expresión analítica y donde se anula en denominador de la primera. 









=

==

=

−

++

→

→→

→

0)(lim

)4´(0
)(

lim)(lim
)(lim

0

2

00
0

xf

temaHopitalL
x

xsen
xf

xf

x

xx
x

 

f(x) es por tanto continua en R 

Derivabilidad: como es continua en R podemos definir la función derivada : 

f’(x)= 








<−

>−

022

0
)(

)cos(2
2

2
2

xsix

xsi
x

xsen
x

 

Sólo hay que estudiar la derivabilidad en x=0 

f’(0
+
)= )4´(112

)(
lim2

)(
)cos(2lim

2

2

0
2

2
2

0
temaHopitalL

x

xsen

x

xsen
x

xx
=−=−=−

++
→→

 

f’(0
-
)=-2 

Luego no es derivable en x=0 

La función f(x) es derivable en R-{0} 
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TEMA 4. APLICACIONES DE LA DERIVADA. 

 

1. Monotonía. Crecimiento y decrecimiento de una función 
2. Extremos relativos 
3. Optimización 
4. Curvatura 
5. Punto de Inflexión 
6. Propiedades de las funciones derivables 

6.1. Teorema de L’Hopital 
6.2. Teorema de Rolle 
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Contexto con la Contexto con la Contexto con la Contexto con la P.A.U.P.A.U.P.A.U.P.A.U.    

En los exámenes de selectividad suele haber un problema en cada opción en donde se 
pide calcular el crecimiento y/o la curvatura de una función. Por lo general las funciones 
que aparecen son, en una opción, una fracción polinómica, y en la otra, o un exponente 
o un logaritmo. Aunque de primeras puede parecer que las funciones exponenciales o 
logarítmicas son más complicadas, por lo general suelen ser más sencillas, ya que las 
derivadas, en especial la segunda, son más fáciles de igualar a cero, y así estudiar la 
curvatura o el crecimiento. 

Otros problemas que aparecen son los de optimización. Por lo general estos problemas 
son relativos a la maximización o minimización de funciones (áreas máximas o 
mínimas, pendiente mínima o máxima…). 

Una cuestión muy común en los exámenes de selectividad son los límites, que se 
calculan a partir de L’Hopital. También se utiliza L’Hopital en el estudio de asíntotas de 
las funciones, la continuidad y la derivabilidad de funciones (ver tema anterior). 
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1. Monotonía. Crecimiento y decrecimiento de una función 

En el tema anterior relacionamos las derivadas con la pendiente de las rectas tangentes a 
la gráfica descrita por la función, es decir, f ’(x0) es la pendiente de la recta tangente a la 
gráfica f(x) en x=x0. 

Vamos a relacionar el signo de m=f’(x0) con el crecimiento o decrecimiento de la 
función; para esto nos valemos del siguiente ejemplo: 

y=f(x)=x3-12x+5 

f’(x)=3x2-12=3·(x-2)·(x+2) 

 

 (-∞,-2) -2 (-2,2) 2 (2,∞) 

Signo f’(x) + 0 - 0 + 

Crecimiento 
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Claramente vemos que cuando f ’(x0)>0 la recta tangente es creciente, pues la pendiente 
es positiva, y por lo tanto f(x) es creciente en x0. De igual forma si f ’(x0)<0 la recta 
tangente es decreciente, pues su pendiente es negativa, y por lo tanto f(x) es decreciente 
en x0 

Conclusión: 

a) Si f’(x0)>0 la función f(x) es estrictamente creciente en x0 

b) Si f’(x0)<0 la función f(x) es estrictamente decreciente en x0 

2.  Extremos relativos 

Antes de relacionar los extremos relativos con la derivada definámoslos.  

Definición: Extremo relativo de una función f(x) es todo punto x0 tal que, para todo 
entorno del punto E(x0,r), se cumple que la función en este intervalo crece y decrece. 
Según crezca antes o después de x0, distinguimos dos tipos de extremos relativos: 

a) Máximo relativo en x0: la función crece hasta x0 y decrece a partir de x0. 

b) Mínimo relativo en x0: la función decrece hasta x0 y crece a partir de x0. 

Está claro que si x0 es un extremo relativo de f(x), en este punto la gráfica ni crece ni 
decrece, luego una condición necesaria es que f’(x0)=0, así la pendiente de la recta 
tangente es m=0, siendo por tanto paralelo al eje x. Pero está no es la única condición. 
Es necesario, que además, se cumpla una segunda condición que además nos permite 
discernir si es máximo o mínimo relativo: 

• Sea x0 un punto de una función en el que se cumple  

a) f ’(x0)=0 

b) f ’’(x0)<0 

     entonces (x0,f(x0)) es máximo relativo 

• Sea x0 un punto de una función en el que se cumple  

a) f ’(x0)=0 

b) f ’’(x0)>0 

     entonces (x0,f(x0)) es mínimo relativo 

En la práctica, si se cumple que f ’(x0)=0 y viendo el crecimiento de la función antes y 
después del punto podemos ver si es punto relativo y si es máximo o mínimo. 

En el caso de que f ’(x0)=0 pero también f ’’(x0)=0 (esto ocurre cuando x0 es raíz doble 
o de mayor multiplicidad de f’(x)), no podemos asegurar que este punto sea extremo 
relativo y hay que estudiar las derivadas de orden superior. Tendremos que calcular las 
derivadas en x0, hasta la primera derivada no nula. Para ver si la función tiene extremo 
relativo o no vemos el siguiente esquema: 
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       0)( 0
(

≠xf n  con n impar � x0 Punto de Inflexión 

 

0)()('')(' 0
1(

00 ===
− xfxfxf n          0)( 0

(
>xf n

� x0 mínimo  

 

0)( 0
(

≠xf n  n par  

             0)( 0
(

<xf n
�x0 máximo  

 

Ejemplo: Estudiar si en las siguientes funciones hay máximo, mínimo o punto de 
inflexión en x=0 

a) y=f(x)=x3  �   f’(x)=3x2 en x=0 � f’(0)=0 

      �   f’’(x)=6x  en x=0 � f’’(0)=0 

      �  f’’’(x)=6   en x=0 � f’’’(0)=6 

Como la primera derivada no nula es la tercera (impar), tenemos un Punto de 
Inflexión en P. I  (0,f(0))=(0,0) 

b) y=f(x)=x4  �   f’(x)=4x3 en x=0 � f’(0)=0 

      �   f’’(x)=12x2  en x=0 � f’’(0)=0 

      �  f’’’’(x)=24x  en x=0 � f’’’(0)=0 

      � )(xf IV =24 en x=0 � 24)0( =
IVf

 

Como la primera derivada no nula es la cuarta (par), tenemos un Punto relativo en 
x=0. Además como 24)0( =

IVf >0 será mínimo  m(0,f(0))=(0,0) 

Veamos las gráficas de y=x3 e y=x4
: 

 

 

 

x3 
x4 
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Ejercicio 1: Estudiar la monotonía, y los extremos relativos de las siguientes 

funciones: 

a) y=f(x)=2x
3
-15x

2
+36x-12 

Veamos el signo de la derivada: f’(x)=6x2-30x+36 

 f’(x)=0 � x2-5x+6=(x-2)·(x-3)=0 � x=2, x=3 

 f’’(x)=12x-30 

 (-∞,2) 2 (2,3) 3 (3,∞) 

Signo f’(x) + 0 - 0 + 

Crecimiento (2,f(2))=(2,16) (3,f(3))=(3,15) 
 

  
f’’(2)<0 
Máximo 

 
f’’(3)>0 
Mínimo 

 

Máximo M(2,f(2))=(2,16)      Mínimo m(3,f(3))=(3,15) 

 

b)  y=x/ln(x) 

       Primero estudiemos el dominio. Veamos los puntos que no pertenecen al dominio 

a) x>0 (por el logaritmo neperiano) 

b) Denominador es cero: ln(x)=0 �x=e0=1, asíntota vertical 

Dom(f(x))=(0,∞)-{1} 

f’(x)=
)(ln

1)ln(

)(ln

1
)ln(

22
x

x

x

x
xx

−
=

−

 =0 � ln(x)-1=0 � x=e1 

f’’(x)= 
)(ln

)ln(2

)(·ln

)(ln)ln(2

)(ln

1)ln(
)ln(2

)(ln

34

2

4

2

xx

x

xx

xx

x

x

x
x

x

x

−
=

−
=

−
−

 

M 

m 
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Además de los puntos donde se anula la primera derivada hay que añadir los puntos que 
no pertenecen al dominio, ya que en ellos puede cambiar el crecimiento. En este caso 
añadimos x=1. 

Nota: las asíntotas verticales no suelen cambiar la monotonía aunque si la curvatura. 

 (0,1) 1 (1,e) e  (e,∞) 

Signo f’(x) -  - 0 + 

Crecimiento 
))(( xfDom∉  (e,f(e))=(e,e) 

 

  
  f’’(e)=1/e>0 

Mínimo 
 

Mínimo m(e,f(e))=(e,e)   

 

c)  
4

128
)(

2

−

+−
==

x

xx
xfy   

Dominio=R-{4} 

f ´(x)=
( )

2

2

4

208

−

+−

x

xx
,  

f ’’(x)=
4)4(

328

−

−

x

x
 

Signo de f’(x): 2082
+− xx =0 No solución� no extremos relativos (f’(x)>0 ) 

Sólo tenemos que ver el crecimiento antes y después de x=4, que no pertenece al 
dominio: 

 

 

 

m 
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y 

x 

 (-∞,4) 4 (4,∞) 

Signo f’(x) + ioDomin∉  + 

Crecimiento  
 

 

3. Optimización 

En muchas situaciones se plantean problemas de optimización, es decir hacer que una 
función sea máxima o mínima para unas premisas impuestas. 

Los casos de optimización que trabajaremos es cuando la función depende de una sola 
variable. Pasos a seguir para optimizar: 

1. Expresar la función que deseamos optimizar en función todas variables. 

2. Si la función tiene más de una variable relacionar las variables con los datos 
del problema y obtener una función de una sola variable (mediante la función 
ligadura). 

3. Derivar la función, igualarla a cero y así obtener los puntos relativos 

4. Comprobar, mediante la segunda derivada, si estos puntos son máximos o 
mínimos. 

Ejemplo: Se quiere construir botes de enlatar de forma cilíndrica de 10 litros de 
capacidad. Calcular las dimensiones para que el gasto sea mínimo 

 

V=10=πx2·y  (función  ligadura) �y·=10/(πx2)  

El gasto es proporcional a la superficie (función a optimizar): 
Gasto(x,y)=K·Superficie=K(2·πx2+2πx·y)� 

G(x)=K·[2πx2+2πx·(10/πx2)]=K[2πx2+20/x] 

 

G’(x)=K[4πx-20/x2]=0 �4πx-20/x2=0 � 4πx3-20=0  

 r=x 3 5
π

= dm       �     h=y=
3 25

2

10

π
π

 dm G ’’(x)=4π+40/x3 � G’’( 3 5
π
)>0 Mínimo 
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Ejercicio 2: Descomponer el número 48 en dos sumandos tal que el quíntuplo del 

cuadrado del primero más el séxtuplo del cuadrado del segundo sea mínimo.  

48=x+y  (ligadura)� y=48-x 

f(x,y)=5y2+6x2 (función a optimizar) 

f(x)=5·(48-x)2+6·x2=11520-480x+11x2 

f’(x)=-480+22x=0 

x=240/11 , y= 288/11 

f ’’(x)=22  f ’’(240/11)>0 Mínimo 

Ejercicio 3: Una hoja de papel debe contener 18 cm
2 

de texto impreso, márgenes 

superior e inferior de 2 cm y laterales de 1 cm. Obtener las dimensiones que 

minimizan la superficie del papel 

 

x·y=18 (ligadura)� y=18/x 

Area(x,y)=(x+2)·(y+4) (función a optimizar)  
A(x)=(x+2)·(18/x+4)=18+4x+36/x+8=26+4x+36/x 

A’(x)=4-36/x2 =0 � x=3cm  y=6cm 

A’’(x)=72/x3   A’’(3)>0 mínimo   �  Dimensiones:  5cm x 10cm 

4. Curvatura 

Veamos las definiciones de los dos tipos de curvaturas posibles en una función: 

Definición 1: Una función es cóncava hacia las y positivas o cóncava hacia arriba en 
un punto P(x0,y0), si la recta tangente en este punto está por debajo de los puntos 
próximos a P. Gráficamente tiene forma de ∪ 

Definición 2: Una función es cóncava hacia las y negativas o cóncava hacia abajo en 
un punto P(x0,y0), si la recta tangente en este punto está por encima de los puntos 
próximos a P. Gráficamente tiene forma de ∩. 

y 

x 
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Podemos saber si una función es cóncava hacia arriba o hacia abajo a partir de la 
segunda derivada: 

• Si f’’(x0)>0, entonces f(x) es cóncava hacia arriba en el punto (x0,f(x0)). (Recordar 
la curvatura de y=f(x)=x2 y como f’’(x)=2>0) 

• Si f’’(x0)<0, entonces f(x) es cóncava hacia abajo en el punto (x0,f(x0)). (Recordar 
la curvatura de y=f(x)=-x2 y como f’’(x)=-2<0) 

Ejemplo: y=f(x)=x3  f’’(x)=6x, si x>0 cóncava hacia arriba y si x<0 hacia abajo 

 

5. Puntos de Inflexión 

Uno de los puntos más importantes a la hora de representar una función son los puntos 
de inflexión; veamos que es un punto de inflexión: 

Definición: Se dice que f(x) tiene punto de inflexión en (x0,f(x0)) si en ese punto 
cambia la curvatura de la función, es decir pasa de ser cóncava hacia arriba a cóncava 
hacia abajo o al revés. En este punto la recta tangente a la función corta a la función. 

Vamos a ver la relación entre los puntos de inflexión y las derivadas de la función, en el 
siguiente teorema: 

Si f(x) cumple en x0 que la segunda derivada es nula (f’’(x0)=0) y además la tercera 
derivada es distinta de cero (f’’’(x0)≠≠≠≠0), entonces la función f(x) tiene un punto de 

inflexión en (x0,f(x0)). 

En el caso de que tanto f’’(x0)=0 como f’’’(x0)=0, tendremos que recurrir a las derivadas 
de orden superior, y ver el orden de la primera no nula en x0. Como vimos en el 
apartado 2. 

       0)( 0
(

≠xf n  con n impar � x0 Punto de Inflexión 

Cóncava hacia arriba 

Cóncava hacia abajo 
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0)()('')(' 0
1(

00 ===
− xfxfxf n     0)( 0

(
>xf n

� x0 mínimo  

 

0)( 0
(

≠xf n  n par       

        0)( 0
(

<xf n
� x0 máximo  

 

Ejemplo: Estudia el crecimiento, puntos relativos, la curvatura y los puntos de inflexión 

de la función f(x)=
1

1

+

−

x

x
 

Primero estudiemos el dominio Dom(f)=R-{-1} 

f’(x)=
22 )1(

2

)1(

)1(1

+

=

+

−−+

xx

xx
 

Vemos que siempre es positiva para todo valor de x que pertenezca al dominio: 

 (-∞,-1) -1 (-1,∞) 

Signo f’(x) + No existe -1∉Dom(f) + 

Crecimiento    

  No Punto relativo  

Calculemos ahora la curvatura y los puntos de inflexión 

f ’’(x)=
3)1(

4

+

−

x
 

El signo de la segunda derivada es: 

 (-∞,-1) -1 (-1,∞) 

Signo f’’(x) + No existe -1∉Dom(f) - 

Cocavidad ∪  ∩ 

  No P.I.  
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Ejercicio 4: Estudiar monotonía y curvatura de f(x)=
�
�

�������
 

Primero vemos el dominio de f(x), como x2-2x+1=(x-1)2, entonces �Dom(f)=R-{1} 

32222

2

22

22

)1(

2

)12(

)1·(2

)12(

22

)12(

)·22()12·(2
)('

−

−
=

+−

−−
=

+−

−
=

+−

−−+−
=

x

x

xx

xx

xx

xx

xx

xxxxx
xf

 

f’(x)=0� x=0
 

 (-∞,0) 0 (0,1) 1 (1,∞) 

Signo f’(x) - 0 + No existe - 

Crecimiento m(0,f(0))=(0,0) 1∉Dom(f) 
 

  
f ’’(0)>0 
Mínimo 

   

[ ]

2242

22

42

232

42

2322

42

2222

)12(

)2/1·(4

)12(

)12·()12·(2

)12(

)264)(12(

)12(

8168)12)(42()·12(

)12(

)2·2)·(22)·(12·(2)12)·(42(
)(''

+−

+−
=

+−

++−−
=

=

+−

−+−+−
=

+−

+−++−−+−
=

=

+−

−−+−−+−−
=

xx

x

xx

xxx

xx

xxxx

xx

xxxxxxxx

xx

xxxxxxxx
xf

 

Se anula en x=-1/2 
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 (-∞,-1/2) -1/2 (-1/2,1) 1 (1,∞) 

Signo f’’(x) - 0 + No existe        + 

Concavidad ∩  
PI(-01/2,f(-1/2))= 

=(-0.5,1/9) 
∪ 1∉Dom(f) ∪ 

  f ’’’(-1/2)≠0    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nota: darse cuenta que en este ejemplo en la asíntota vertical x=1 si cambia la 
curvatura, pasando de creciente a decreciente, esto es porque x=1 es una raíz doble del 
denominador. Cuando esto ocurre cambia la monotonía pero no la curvatura. 

 

 

m 

PI 
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Ejercicio 5: sean f(x)=x
3
, g(x)=x

4
 y h(x)=x

5
; determinar si en x=0 hay un P.I. o un 

punto relativo. 

a) f ’(x)=3x2 � f ’(0)=0 

f ’’(x)=6x � f ’’(0)=0 

f ’’’(x)=6 � f ’’’(0)=6≠0    

n=3 P.I.(0,0) 

b) g’(x)=4x3  �  g’(0)=0 

g’’(x)=12x2 
� g’’(0)=0 

g’’’(x)=24x � g’’’(0)=0 

g(4=24  � g(4=24>0   

n=4 Punto relativo Mínimo  �   m(0,0) 

c) h’(x)=5x4 � h’(0)=0 

h’’(x)=20x3 � h’’(0)=0 

h’’’(x)=60x2 � h’’’(0)=0 

h(4(x)=120x � h(4(0)=0 

h(5(x)=120 � h(5(0)=120≠0 

n=5 P.I. (0,0) 

 

 

     y=x3           y=x4       y=x5 
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6. Propiedades de las funciones derivables 

6.1. Teorema de L’Hopital 

Ya hemos visto en el tema anterior que hay límites que, para calcularlos, es necesario 
utilizar el teorema de L’Hopital, veamos en que consiste: 

Teorema: Sean f(x) y g(x) continuas y derivables en x0 que verifican:  

a) 0)(lim)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

  

b) ±∞==
→→

)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx

 entonces se cumple: 

)('

)('
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx →→

=  

Esta regla es válida para x0∈R , +∞ o -∞. 

Esta regla se puede aplicar sucesivas veces si el límite sigue siendo ∞/∞ o 0/0 

Ejemplos: 

a) 1
1

)cos(
lim

0

0)(
lim

0'0
===

→→

x

x

xsen

xHLx
 

b) 12
)cos(

12
lim

0

0

)(

12
lim

0

0

)cos(1

6
lim

0

0

)(

2
lim

0'0'

2

0'

3

0
=====

−

==

− →→→→ xxsen

x

x

x

xsenx

x

xHLxHLxHLx
 

c) 0
2

1
lim

2

1

lim
2

)ln(
lim

2'2
===

+ ∞→∞→∞→ xx

x

x

x

xxHLx
 

d) 0lim
1

1

lim
/1

)ln(
lim·0)ln(lim

0

2

0'00
=−=

−

=

∞

∞
==∞=

++++
→→→→

x

x

x

x

x
xx

xxHLxx
 

e) 

1
)(cos)(

1
lim

0

0

)cos()(2

2
2

lim

0

0

)(cos

2
lim

2

1
)(cos

1

lim

2

1
)(

lim·0)(
2

lim

22

2
'

2

'2

2

22

2

2
'

22

−=

+−

==

−









−−

=

==









−−

=









−

−

=

∞

∞
=









−

=∞=







−

→→

→→→→

xxsenxxsen

x

x

x

x

x

x

xtg
xtgx

x
HL

x

HL
xx

HL
xx

ππ

ππππ

π

π

ππ

π
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6.2. Teorema de Rolle 

Un teorema muy importante es el denominado teorema de Roll que nos demuestra que 
cuando una función derivable pasa dos veces por la misma altura entonces tiene un 
punto relativo entre estos dos puntos: 

Teorema de Rolle: Sea f(x), que cumple las siguientes condiciones: 

• continua en [a,b]  

•  derivable en (a,b)  

• f(a)=f(b) 

entonces existe al menos un punto c∈(a,b), tal que f’(c)=0 (es decir tiene al menos 
un máximo o mínimo relativo) 

Veamos cómo es fácil de interpretar este teorema, si lo hacemos de forma gráfica, es 
semejante al de Bolzano 

 

Interpretación gráfica: 

 

Puede ocurrir que haya dos o más puntos que cumplan el teorema (f ’(c)=0) 

 
 

 

 

a b c1 c2 
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Ejercicios PAU:  

Sólo veremos los que están relacionados con la optimización y con L’Hopital, los 
relativos al crecimiento y a la curvatura se verán en el tema siguiente 

A) Optimización 

Septiembre 2004. Prueba B.  

PR2.- a) Dada la función f(x)=1/x+ln(x) definida en [1,e], calcular la recta tangente 

con mayor pendiente. Escribir ecuación de dicha recta 

La pendiente de las rectas tangentes viene dada por la derivada de f(x)�  

f ’(x)=-1/x2+1/x. Como tenemos que buscar el valor con mayor pendiente, la función a 
optimizar es f’(x), que llamaremos g(x), g(x)=f’(x). Optimicémosla 

g’(x)=
323

212

x

x

xx

−
=− =0 � 2-x=0 �x=2∈[1,e] 

Veamos si es máxima o mínima: g’’(x)=2/x3-6/x4 g’’(2)=1/4-3/8<0 máximo 

La pendiente máxima es mmax=g(2)=f ’(2)=-1/4+1/2=1/4; esta es la pendiente de la recta 
tangente en el punto P(2,f(2))=(2,1/2+ln(2)) 

La recta tangente es por tanto: y-(1/2+ln(2))=1/4(x-2) � y=0.25·x+ln(2) 

Junio 2006. Prueba A.  

PR-2 Considérense las funciones f(x)=e
x
, g(x)=-e

-x
. Para cada recta r  

perpendicular al eje OX, sean A y B los puntos de corte de dicha recta con las 

gráficas de f  y g, respectivamente. Determínese la recta r para la cual el segmento 

AB es de longitud mínima. 

Las rectas perpendiculares al eje OX son del tipo x=x0. Corte con las gráficas 

a) f(x)=ex � A(x0,e
xo) 

b) g(x)=-e-x� B(x0,-e
-xo) 

Longitud segmento AB � d(A,B)= ( ) 000000
2

),0( xxxxxx
eeeeeeAB

−−−

+=+=+=  

d(x0)= 00 xx
ee

−

+ . Como tiene que ser distancia mínima, calculemos la derivada de d(x0) 

e igualemos a cero 

d’(x0)= 00 xx
ee

−

− =0 � 00 xx
ee

−

=  � x0=-x0 � x0=0. 

Veamos si es mínima o máxima d’’(x)= 00 xx
ee

−

+  d’’(0)=2>0 Mínimo 

Por tanto la recta es x=0. Corta con f(x) en (0,e0)=(0,1) y con g(x) en (0,-e-0)=(0,-1) 

Así  la recta que minimiza la distancia entre las dos funciones es x=0 
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Septiembre 2008. Prueba B 

PR-2. Hallar, de entre los puntos de la parábola de ecuación y=x
2
-1, los que se 

encuentran a distancia mínima del punto A(-2,-1/2) 

Los puntos de la parábola son P(x, x2-1). La distancia entre P y A es: 

( )
4

1
44)

2

1
(2

2

1
,2),( 2422222

+−+++=−++=







−+== xxxxxxxxAPPAd  

4

17
4)( 4

++= xxxd �Nota si buscamos el valor que minimice la distancia se 

cumplirá también que para ese valor d2 también será mínima, (siendo la función mucho 

más sencilla al quitarnos la raíz): f(x)=(d(x))2=
4

17
44

++ xx  

 44)´( 3
+= xxf  � x=-1 � P(-1,0) 

Veamos que es mínimo f´´(x)=12x2,  f´´(-1)=12>0, es mínimo 

 

 

 

 

 

 

ex 

-e-x 

A(0,1) 

B(0,-1) 
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Otros ejercicios optimización: 

Ejercicio 6: sean las funciones f(x)=x-2 y g(x)=e
x
, de todas las rectas paralelas al eje 

OX que cortan en A a g(x) y a B a f(x), calcular aquella que minimiza las distancias 

entre los dos puntos. 

Las rectas paralelas al eje OX son de la forma y=t, que será el parámetro libre. Los 
puntos A y B serán: 





=

=

=
xey

ty
A          ex=t � A(ln(t),t) 





=

−=

=

ty

xy
B

2
      x=t+2 � B(t+2,t) 

d(A,B)= ( ) )ln(20)ln(2)0),ln(2 22
ttttttAB −+=+−+=−+=  

La función que tenemos que maximizar será d(t)=t-2-ln(t): 

d´(t)= 0
1

1 =−

t
� t=1.  

Comprobemos que es un mínimo: d´´(t)= 
2

1

t
− � d´´(1)<0 

Luego la recta buscada es y=1. 

 

 

Ejercicio 7: sea la función f(x)=���
�

, calcular el punto P de la gráfica tal que la 

ordenada en el origen de la recta tangente a dicha función en P sea máxima. 

Los puntos de la gráfica serán P(t,f(t))=(t, ���
�

) y las pendientes de las rectas tangentes 

para estos puntos vienen definidas por m=f´(t)=-2t·���
�

. De esta forma las rectas 
tangentes son: 

r: y-y0=m(x-x0) �  r: (y-���
�

)=-2t���
�

(x-t) � r: y=(-2t���
�

)x+(���
�

+2t2���
�

). Por lo 

tanto la ordenada en el origen es n(t)= ���
�

+2t2���
�

. 

Calculemos el valor de t que minimiza la función: 
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n´(t)=-2t���
�

+4t·���
�

-4t3·���
�

=(2t-4t3) ���
�

	 0  � 2t(1-2t2)=0 � t=0, t=
2

1
±  

Veamos cuál de estos valores máximiza la función: 

n´´(t)= 2���
�

(4t4-8t2+1) 

n´´(0)>0 Mínimo 

n´´(
2

1
± )<0 Máximo. Luego los punto son P1(

2

1
, e

-1/2
),  P2(-

2

1
, e

-1/2
) 

 

 

Ejercicio 8: calcular el rectángulo de área máxima inscrita en una circunferencia 

de radio 2cm: 

 

     Área(x,y)=4·x·y (función a optimizar) 

     x2+y2=4  (ligadura) � x= 24 y−  

A(y)=4y· 24 y−  

           A´(y)=4· 24 y− -
2

2

4

4

y

y

−

=0 � 0
4

4416
2

22

=

−

−−

y

yy
 

          y= 2 cm ���� x= 2 cm  (cuadrado) 

          Veamos que es máxima: A´´( 2 )<0. Máximo 

 

 

 

 

 

2x 
2y 

x 

y 

2 
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B) L’Hopital 

PAU Septiembre 2006. Prueba A C-3. 

1
2

2

2

)cos())(1(
lim

0

0

2

)()(
lim

2

)(
)cos(

)(

lim
0

0)cos(1))ln(cos(
lim

2

0'

00'20

−=
−

=
−+−

=

==
−−

=

−−

==
+−

→

→→→

xxtg

x

xsenxtg

x

xsen
x

xsen

x

xx

xHL

xxHLx  

 

PAU Junio 2006 (Prueba A) C-3. 

2
1

))2(1(2
lim

0

0)2(
lim

2

)2cos(

)2(·2

lim
0

0))2ln(cos(
lim

2

0'00'20
−=

+−
==

−
=

−

==
→→→→

xtg

x

xtg

x

x

xsen

x

x

xHLxxHLx
 

 

PAU Junio 2006 (Prueba B)C-4. Calcular a y b para que el límite sea 1: 

2/11
2

12

)(4)cos(2

)cos(2
lim

0

0

)·cos(2

)(2
lim

)lim0(
0)·cos(2

)(2
lim

0

0

)(

)cos(1
lim

2220'20

20'2

2

0

=→=
+

=

−

+
==

+
=

=∞≠==
++

==
−++

→→

→→

a
a

xsenxx

xa

xx

xsenax

iteparab
b

xx

xsenbax

xsen

xbxax

xHLx

xHLx

 

 

PAU Septiembre 2004 (Prueba A) C-3  

3

1

))6(1·(3

))2(1(
lim

))6(1·(6

))2(1·(2
lim

0

0

)6(

)2(
lim

2

2

2

2

' 222

=

+

+
=

+

+
==

→→→ xtg

xtg

xtg

xtg

xtg

xtg

xxHLx πππ

  

PAU Junio 2004 (Prueba B) C-1 

0
2

0

)()cos()cos(

)(
lim

0

0

)cos()(

1)cos(
lim

0

0

)(·

)(
lim

)(

11
lim

0'

0'00

==

−+

−
=

==

+

−
==







 −
=








−

→

→→→

xxsenxx

xsen

xxxsen

x

xsenx

xxsen

xsenx

xHL

xHLxx  

 

PAU Septiembre 2005 (Prueba A) C-4. Calcular λλλλ para que el límite valga -1: 

1
1)(cos

)(
lim

2

2

0
−=

−→ x

xsen

x λ

 � 

 

1
2

2

)(·cos·4·2

)(4)·cos(2
lim

0

0

))·cos((··2

)·cos(·2
lim

0

0

1)(cos

)(
lim

2222

222

0'

2

0'2

2

0

−=

−

=

−

−
=

=

−

==

−

→

→→

λλλλ

λλλλ

x

xsenxx

xxsen

xx

x

xsen

xHL

xHLx

 

�λ
2=1  λ=±1.
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PAU Septiembre 2005 (Prueba B) C-3 

0
1

0

)()cos(

))·cos((2
lim

0

0

)cos(

)(
lim

)(

)cos(

1

lim

)(

1
)ln(

lim0·)()·ln(lim

0'

2

0

2

0'00

=−=

−

−=

==−=

−

=

∞

∞
==∞=

→

→→→→

xxsenx

xxsen

xx

xsen

xsen

x
x

xsen

x
xsenx

xHL

xxHLxx

 

 

PAU Junio 2005 (Prueba A) C-3  

0
0/1

lim
1)ln(

lim
)ln(

lim
''

=

∞

==

∞

∞
=

+
=

∞

∞
=

+∞→+∞→+∞→
xxHLxxHLxx e

x

e

x

e

xx
 

 

PAU Junio 2007 (Prueba A). C-2 

2

1

1
1

1
)1ln(

1
lim

0

0

)1ln()1(
lim

1
)1ln(

1

1
1

lim
0

0

)1ln(

)1ln(
lim

1

)1ln(

1
lim

0'0

0'00

=

+

+

+
++

==

+++

=

=

+

++

+

−

==

+

+−
=∞−∞=








−

+

→→

→→→

x

x
x

xxx

x

x

x
x

x

xx

xx

xx

xHLx

xHLxx

 

 

PAU Septiembre 2007 (Prueba B) C-4  

4
2

)·(4
lim

0

0

2

)(2
lim

2

))(·(2
lim

0

0)(
lim

22

0

'

22

00'2

2

0

=
+

=

==
−

=
+−

==
−

−

→

−

→

−−

→

−

→

xx

x

HL

xx

x

xxxx

xHL

xx

x

ee

x

ee

x

eeee

x

ee

. 

 

PAU Junio 2008 (Prueba A). C-1:  

( )
4

2

8

26

)2(·2)2(·cos2·4
lim

0

0

23

2)·2)·cos(2(·2
lim

0

0)2(
lim

22

0'2023

2

0
==

+

−
==

+

==

+ →→→ x

xsenx

xx

xxsen

xx

xsen

xHLxx

 

PAU Septiembre 2008 (Prueba B). C-3: Calcular a para que el límite sea 8 

8
22

·
lim

0

0

2

)1(
lim

2

·
lim

0

01
lim

22

0'00'20
====

−
=

−
==

−−

→→→→

aea

x

ea

x

aea

x

axe ax

xHL

ax

x

ax

xHL

ax

x
 

a=±4 
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TEMA 5. REPRESENTACIÓN DE FUNCIONES 
 

1. Representación de funciones 
1.1. Dominio 
1.2. Puntos de corte con los ejes 

1.2.1. Con el eje x 
1.2.2. Con el eje y 

1.3. Signo de la función 
1.4. Periodicidad y simetría 

1.4.1. Periodicidad 
1.4.2. Simetría 

1.5. Asíntotas 
1.6. Primera derivada, crecimiento y puntos relativos 
1.7. Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexión 
1.8. Representación de la función 

2. Anexo: representación funciones circulares 
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

En este tema aplicaremos lo visto en los temas anteriores para la representación gráfica 

de las funciones. En el examen de la PAU no se suelen pedir todos los pasos que 

estudiaremos para la representación de la función, por lo general tendremos que esbozar 

la gráfica a partir de: 

• Monotonía o Crecimiento 

• Curvatura  

• Asíntotas 

Por lo general es suficiente con estas tres pautas el esbozo de la gráfica, si bien se 

recomienda, aunque no lo pida el examen calcular el dominio. 

Las funciones que suelen representarse son: 

• Funciones fraccionales, la mayor dificultad es en la segunda derivada, la cual 

hay que factorizar para calcular los valores que la anulan (puntos de inflexión). 

• Funciones exponenciales, la mayor dificultad es resolver las distintas ecuaciones 

exponenciales que aparecen al igualar las derivadas. Cuando estudiemos las 

asíntotas horizontales y oblicuas hay que estudiar los límites tanto cuando x 

tiende a ∞ o a -∞, ya que no siempre dan el mismo resultado, como ocurre en las 

funciones fraccionales. Nota: recordemos que e
f(x)
 siempre es mayor que cero, 

con independencia de f(x). 

• Funciones logarítmicas, cuyas complicaciones con el cálculo de las asíntotas son 

las mismas que las exponenciales. También es importante el cálculo del 

dominio;  recordemos que los puntos del dominio son aquellos en los que el 

argumento del logaritmo es positivo. 

• Funciones trigonométricas: donde lo más complicado es resolver las ecuaciones 

trigonométricas. Se recomienda ver el tema de ecuaciones trigonométricas del 

curso anterior en cualquier libro de primero. También es importante calcular el 

periodo de la función, ya que a partir del mismo la función se repite. 
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ANEXO I: Resolución de ecuaciones logarítmicas y exponenciales 

a) Exponenciales: para quitar la incógnita del exponente tomamos logaritmos a 
ambos lados de la igualdad 

b) Logaritmos: agrupamos todos los logaritmos en uno a partir de las propiedades 
de los logaritmos. Para quitar la incógnita del logaritmo tomamos exponente a 

ambos lados de la igualdad. 

Ejemplos: 

1)2/15ln()2/15ln(1
2

15
152 211 22

−±=→=+→=→=
++ xxee xx  

4

4

1

11
4

1
ln4)ln()1ln(

e
xe

x

x

x

x
xx

−

−
=→=

+
→=







 +
→=−+

 

ANEXO II: Resolución de ecuaciones trigonométricas 

Para resolver ecuaciones trigonométricas lo más importante es expresar todas las 

razones trigonométricas en función de una sola de ellas aplicando las igualdades: 

a) sen2(x)+cos2(x)=1 
b) tg(x)=sen(x)/cos(x) 
c) 1+tg2(x)=1/cos2(x) 

Cuando los argumentos de las razones son diferentes (es decir x, 2x…) hay que aplicar 

las transformaciones de las suma de razones trigonométricas en productos, ángulos 

dobles, etc. No trataremos al corresponder al curso anterior. Generalmente en los 

problemas de selectividad estas ecuaciones con distinto argumento no aparecen.  

Ejemplo:  sen(x)+cos(x)=1 

Pongamos sen(x) en función de cos(x) (o al revés)� ������ � √1 
 ���
� 
√1 
 ���
� � cos��� � 1�cambio variable  cos(x)=y ��1 
 �
 � � � 1� �1 
 �
 � 1 
 � � (elevando al cuadrado) 1-y

2
=1-2y+y

2
 �2y

2
-2y=0 �y=  

01 ,  
1) cos(x)=0 � x=  

90 � 360�270 � 360� 
2) cos(x)=1 � x=0+360k 

Tenemos que comprobar que solución es válida (al elevar al cuadrado surgen a 

veces soluciones no válidad): 

- x=90 � sen(90)+cos(90)=1 válida 

- x=270 � sen(270)+cos(270)=-1, no válida 

- x=0 � sen(0)+cos(0)=1, válida  

ANEXO II: periodo de funciones trigonométricas 

1. El periodo de una suma o multiplicación de funciones trigonométricas es el mayor 
de los periodos 

2. El periodo de sen(kx), cos(kx), tg(kx) es T=2π/k 

Ejemplo: y=f(x)=sen(x)·cos(4x)+cos(2x) � T1=2π, T2=π/2, T3=π � f(x) periodo T=2π. 
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1. Representación de funciones 

Mediante el ordenador o algunas calculadoras representar una función es sencillo, pero  

sin estas herramientas debemos estudiar características previas de la función antes de 

representarla. Los pasos son: 

• El dominio 

• Puntos de corte con los ejes 

• Signo de la función 

• Simetría y periodicidad 

• Asíntotas 

• Monotonía y puntos relativos 

• Curvatura y puntos de inflexión 

1.1. Dominio 

El primer paso es ver donde está definida la función, es decir los posibles valores que 

puede tomar la variable independiente (x). Recordemos que el domino de los 

polinomios son todos los reales. Los casos en los que algún punto no pertenece al 

dominio son: (ver tema 1) 

a) Se anulan denominadores � asíntota vertical en el punto 

b) No existen logaritmo de números negativos 

c) No existe el logaritmo del cero� asíntota vertical, cuando el logaritmo en el 

denominador cuando el argumento tiende a 0 por la derecha (log(0
+
= -∞) 

d) No existen raíces cuadradas o de orden par para números negativos 

1.2. Punto de corte con los ejes 

1.2.1. Con el eje OX 

Corta al el eje OX cuando y=0. Obtendremos los puntos de corte con este eje igualando 

la función a cero, viendo los puntos x1,x2,…∈Dom(f(x)) que anulan la función. Los 

puntos (x1,0), (x2,0)… son los puntos de corte con el eje OX 

1.2.2. Con el eje OY 

Corta al el eje OY cuando x=0, siempre que 0∈Dom(f(x)). Sólo puede cortarse una vez 

con el eje OY. El punto de corte con el eje OY es  (0,f(0)) 

Ejemplo: f(x)=ln(x
2
-3) 

Con eje OX (y=0) � 0=ln(x
2
-3) �  x

2
-3=e

0
=1 �x

2
=4 � x=±2  P1(2,0) y P2(-2,0) 

Con eje OY(x=0)�0∉Dom(f(x)), luego no corta con el eje OY 

1.3. Signo de la función 

Estudiar el signo de la función es ver los valores de x en los cuales f(x)>0 o f(x)<0. Para 

obtener estos intervalos basta con estudiar el signo entre los intervalos de los valores de 

x que anulan la función (corte eje OX) y los puntos que no pertenecen al dominio. En el 

caso que la función definida a trozos, también se toman los puntos donde cambia de 

expresión analítica. 
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1.4. Periodicidad y simetría  

1.4.1 Periodicidad:  

Las funciones son periódicas cuando se repiten cada cierto intervalo, T, llamado periodo 

de la función (f(x)=f(x+nT)). Los ejemplos clásicos son las funciones trigonométricas. 

Ejemplo:  

sen(2x) su periodo es T=π, pues sen(2(x+nπ))=sen(2x+2πn)=sen(2x)  

1.4.2 Simetría  

La simetría puede ser de dos tipos: 

a) Simetría par o respecto al eje OY, la función es igual a la izquierda y derecha 

del eje OY. Es como si este eje hiciera de espejo. Ocurre cuando se cumple: 

f(x)=f(-x) 

b) Simetría impar o respecto al origen, la función a la derecha del eje OY es 

igual que a la izquierda pero con distinto signo. Ocurre cuando se cumple: 

-f(x)=f(-x) 

Ejemplo: estudiar simetría de las siguientes funciones: f(x)=x
4
-3x

2
+6, g(x)=x

5
-2x

3
-x, 

h(x)=
xx

xx

55

3

+

−
, i(x)= 

xx

x

+

−

3

2 1
, j(x)=x

3
-3x

2
+2x+1 

a) f(-x)=(-x)4-3(-x)2+6= x4-3x2+6=f(x) Par 

b) g(-x)= (-x)5-2(-x)3-(-x)= -x5+2x3+x=-( x5-2x3-x)=-g(x) Impar 

c) h(-x)= )(
5)5(

)(

)(5)(

)()(
5

3

5

3

5

3

xh
xx

xx

xx

xx

xx

xx
=

+

−
=

+−

−−
=

−+−

−−−
 Par 

d) i(-x)= 
)()(

1)(
3

2

xx

x

−+−

−−
=-

xx

x

+

−

3

2 1
=-i(x) Impar 

e) j(-x)=(-x)3-3(-x)2+2(-x)+1=-x3-3x2-2x+1≠j(x) y de -j(x) No simetría 

 

Nota: si no hay denominadores será par cuando sólo tenemos expresiones x
n
 con n par 

(recordar que 5=5x
0
, luego es par). Será impar cuando sólo tenemos expresiones x

n
 con 

n impar; si están mezclados términos impares y pares la función no tendrá simetría.  

Si tenemos denominadores, para que sea simétrica tanto el denominador como el 

numerador han de ser simétricos. Así: 

- si numerador y denominador tienen la misma simetría (los dos par o los dos 

impar)�la función simetría par (ver h(x)) 

- si numerador y denominador tienen distinta simetría (uno par y otro impar) 

entonces �la función simetría impar (ver i(x)) 
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1.5 Asíntotas 

Vertical 

La función f(x) tiene asíntota vertical en x0 cuando alguno de  los límites laterales o los 

dos son infinitos:  

+∞=
−

→

)(lim
0

xf
xx

, +∞=
+

→

)(lim
0

xf
xx

, −∞=
−

→

)(lim
0

xf
xx

, −∞=
+

→

)(lim
0

xf
xx

,  

La asíntota vertical tiene de expresión analítica x=x0. La función f(x) se aproxima 

infinitamente a la recta x=x0. En la práctica las asíntotas son los puntos en los que se 

anula el denominador o se anula un logaritmo (cuando está en el numerador). 

Una función puede tener varias asíntotas verticales y nunca se cortan por la gráfica. 

Horizontal 

Una función f(x) tiene una asíntota horizontal en y=y0 si se cumple una de las siguientes 

condiciones (o las dos): 

a) 0)(lim yxf
x

=
∞→

  (tiende a la recta y=y0 cuando x�∞) 

b) 0)(lim yxf
x

=
−∞→

 (tiende a la recta y=y0 cuando x�-∞) 

Cuando la función tiene una asíntota horizontal se aproxima infinitamente a la recta 

y=y0 cuando x tiende a +∞, -∞ o los dos. 

Una función tiene como máximo 2 asíntotas horizontales, una cuando x�∞ y otra 

cuando x�-∞, aunque por lo general coinciden (funciones de fracciones algebraicas). 

Las funciones que son fracciones algebraicas (
)(

)(

xq

xp ) tienen asíntotas horizontales 

cuando el grado del numerador es menor al del denominador (asíntota x=0) o igual 

(asíntota x=an/bn,con an y bn coeficientes de mayor grado de p(x) y q(x) 

respectivamente) . 

Oblicua 

Una función f(x) tiene una asíntota oblicua cuando se aproxima infinitamente a una 

recta de la forma y=mx+n (m≠0). Existe si se el límite
x

xf

x

)(
lim

∞→

 existe y es distinto de 

± ∞ y de 0. Si esto ocurre: 

m= 
x

xf

x

)(
lim

∞→

  

n= mxxf
x

−
∞→

)(lim � por lo general, si m≠0 y m≠∞ entonces n es un número real. 

Pero hay algún caso donde n es ∞; si esto ocurre f(x) no tiene asíntota oblicua (PAU 

Septiembre 2008)  

Si una función tiene asíntota horizontal no tiene asíntota oblicua, por lo que no sería 

necesario su estudio. En la práctica las asíntotas oblicuas en las funciones fraccionarias 

ocurren cuando el grado del denominador es un grado inferior al del numerador 

Nota: las asíntotas horizontales y oblicuas pueden ser cortadas por la gráfica de la 

función 
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Ejemplo: calcular las asíntotas de las siguientes funciones 

a) f(x)=
34

12
2

3

++

−

xx

x
 

   - Asíntota Vertical: x
2
+4x+3=0 � x=-1, x=-3. 

   - Asíntota Horizontal: ∞=
∞→

)(lim xf
x

, −∞=
−∞→

)(lim xf
x

. No asíntota horizontal 

   - Asíntota Oblicua: 
x

xf

x

)(
lim

∞→

= m
xxx

x

x

xx

x

xx
==

++

−
=

++

−

∞→∞→

2
34

12
lim34

12

lim
23

32

3

 

           n= 8
34

168
lim2

34

12
lim)(lim

2

2

2

3

−=

++

−−−
=−

++

−
=−

∞→∞→∞→ xx

xx
x

xx

x
mxxf

xxx
. 

  Luego la asíntota oblicua es y=2x-8 

 

b) g(x)= 
4

3
2

2

−

−

x

xx

 

 -
 
Asíntota Vertical: x

2
-4=0 � x= -2, x=2 

  - Asíntota horizontal: 1
4

2
lim

2

2

=

−

−

∞→ x

xx

x
, 1

4

2
lim

2

2

=

−

+

−∞→ x

xx

x
� y=1 

 - No puede tener asíntota oblicua al tener horizontal 
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c) h(x)=
2

)ln(

−x

x

 

  - Asíntota Vertical:  

                   x=0 (se anula el logaritmo) −∞=

−

∞
=

−
+

→ 12

)ln(
lim

0 x

x

x

             

                   x=2 (se anula el denominador) 









−∞==

−

+∞==

−
==

−

−
→

+
→

→

−

+

0

)2ln(

2

)ln(
lim

0

)2ln(

2

)ln(
lim

0

)2ln(

2

)ln(
lim

2

2

2

x

x
x

x

x

x

x

x

x
 

- Asíntota Horizontal 0
1

/1
lim

2

)ln(
lim

'
==

∞

∞
=

− ∞→∞→

x

x

x

xHLx
 y=0 (cuando x�∞) 

            
2

)ln(
lim

−−∞→ x

x

x
 no existen logaritmos negativos  

Luego la asíntota horizontal es y=0, pero sólo existe cuando x�+∞ 

- No asíntota oblicua cuando x�+∞ al tener horizontal. Veamos cuando x�-∞ 

xx

x

x

xf

xx 2

)ln(
lim

)(
lim

2
−

=
−∞→−∞→

 no tiene 

 

1.6. Primera derivada. Crecimiento y puntos relativos 

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento y los puntos relativos de una función f(x) 

tendremos que estudiar el signo de la primera derivada, f’(x). Como vimos en el tema 

anterior: 

a) si f´(x)>0 creciente 

b) si f´(x)<0 decreciente 

c) si f´(x)=0 punto relativo (si f ´´(x)≠0) 

En la práctica igualamos f ´(x)=0 y estudiamos el signo de  f ´(x) entre los puntos donde 

se anula la derivada y los valores que no pertenecen al dominio. Si la función está 

definida a trozos también tendremos que añadir, entre estos puntos, aquellos donde f(x) 

cambia de expresión analítica 
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1.7. Segunda derivada. Curvatura y Puntos de Inflexión 

Para estudiar la curvatura y los puntos de inflexión de una función f(x) tendremos que 

estudiar el signo de la segunda derivada, f’’(x). Como vimos en el tema anterior: 

a) si f ´´(x)>0 cóncava hacia arriba 

b) si f ´´(x)<0 cóncava hacia abajo 

a) si f ´´(x)=0 punto de inflexión (si f ’’’(x)≠0) 

En la práctica igualamos f ´´(x)=0 y estudiamos el signo de  f ´´(x) entre los puntos 

donde se anula la 2ª derivada y los valores que no pertenecen al dominio. Si la función 

está definida a trozos también tendremos que añadir, entre estos puntos, aquellos donde 

cambia de expresión analítica 

1.8. Representación de la función 

A partir del estudio realizado en los anteriores apartados no debería ser difícil 

representar un boceto de la función.  

Ejemplos:  

1) f(x)=
1

1

++++

−−−−

x

x
 

I) Dominio=R-{-1} 

II) Puntos de cortes: 

a) Con el eje OY: x=0∈Dom(f(x)) �f(0)=-1   Pc(0,-1) 

b) Con eje OX: y=0 � f(x)=0 x=1.    Pc(1,0) 

III) Signo de la función: se estudia el signo entre los puntos de corte con el eje OY y los 

puntos que no pertenecen al dominio: 

 

 (-∞,-1) -1 (-1,1) 1 (1,∞) 

Signo f(x) + ∉  - 0 + 

    Pc(1,0)  

 

IV) Simetría y Periodicidad 

No periódica 

Simetría � f(-x)= 
1

1

+−

−−

x

x
≠f(x) y ≠-f(x) No simétrica 

V) Asíntotas 

      a) Asíntota Vertical: x=-1 
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     b) Asíntota Horizontal: 1
1

1
lim)(lim =

+

−
=

∞→∞→ x

x
xf

xx
, 1

1

1
lim)(lim =

+

−
=

−∞→−∞→ x

x
xf

xx
 � 

       y=1 (cuando x����∞∞∞∞ y x����-∞∞∞∞) 

 

    c) Asíntota oblicua: no tiene al tener horizontal 

VI) Primera derivada, crecimiento y puntos relativos 

f ´(x)=
22 )1(

2

)1(

)1(1

+

=

+

−−+

xx

xx
 

Vemos que siempre es positiva para todo valor de x 

 

 (-∞,-1) -1 (-1,∞) 

Signo f’(x) + No existe -1∉Dom(f) + 

Crecimiento    

  No Punto relativo  

 

VII) Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexión 

f ´´(x)=
34 )1(

2

)1(

)1(2

+

−
=

+

+−

xx

x
 

El signo de la segunda derivada es: 

 

Intevalo (-∞,-1) -1 (-1,∞) 

Signo f’’(x) + No existe -1∉Dom(f) - 

Cocavidad ∪  ∩ 

  No P.I.  
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VIII) Representación: 

 

 

 

2) y=f(x)=
42

3

−x

x
 

I) Dominio 

 x
2
-4=0          Dom(f(x))=R-{-2,2}  

 

II) Puntos de corte con los ejes:  

a) Eje OY (x=0), como 0∈Dom(f(x)) Pc(0,f(0)) � Pc(0,0)    

b) Eje OX (y=0). x3=0  � Pc(0,0) 

 

III) Signo de la función:  

Puntos representativos x=-2,0,2 

 

Intervalo  (-∞,-2) -2 (-2,0) 0 (0,2) 2 (2,∞) 

Signo f(x) - ∉  + 0 - ∉  + 

    Pc(0,0)    
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IV) Simetría y Periodicidad. 

No periódica 

Simetría: f(-x)= )(
42

3

xf
x

x
−=

−

−
 �  simetría impar, respecto del origen 

 

V) Asíntotas 

a) Asíntotas Vertical: x=-2, x=2 

b) Asíntota Horizontal:  ±∞=

−

=
±∞→±∞→ 4

lim)(lim
2

3

x

x
xf

xx
 No asíntota Horizontal 

c) Asíntota Oblicua: 1
4

lim
)(

lim
3

3

=

−

==
∞→∞→ xx

x

x

xf
m

xx
,n= 0

4

4
lim)(lim

2
=

−

−
=−

∞→∞→ x

x
xxf

xx
 

y=x 

 

 VI) Primera derivada Crecimiento y Puntos relativos: 

 y=f´(x)=
22

24

)4(

12

−

−

x

xx
, f’(x)=0 � 24 12xx − =0  x=0 (doble, será PI), x= 12±  

 (-∞, 12− ) 12−  
( 12− ,-

2) 
-2 

(-2,0) 0 (0,2) 2 
(2, 12 ) 

12  ( 12 ,∞) 

f’(x) + 0 - ∉  - 0 - ∉  - 0 + 

crec 
 

M( 12− , 12
2

3
−

) 
 

  PI  
 

 

m( 12 , 12
2

3 ) 

 

 

M(-√√√√12,-1.5√√√√12),  m(√√√√12,1.5√√√√12) 

VII) Segunda derivada, curvatura y Puntos de Inflexión: 

y=f´´(x)=
32

2

42

35

)4(

)12(8

)4(

384648

−

+
=

−

−+

x

xx

x

xxx
, f´´(x)=0 � x=0 

El signo de la segunda derivada es: 

 

Intervalo (-∞,-2) -2 (-2,0) 0 (0,2) 2 (2,∞) 

Signo f ’’(x) - ∉  + 0 - ∉  + 

 ∩  ∪ PI(0,0) ∩  ∪ 
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VIII: Representación 

 

 

 

 

3) y=f(x)= )2ln( 3 xx −  

I) Dominio:   

x
3
-2x>0 � x(x-2)(x+2)>0  

 

Intervalo (-∞,- 2 ) - 2  (- 2 ,0) 0 (0, 2 ) 2  ( 2 ,∞) 

Signo x
3
-4x - 0 + 0 - 0 + 

 No Dom No Dom Dom No Dom No Dom No dom Dom 

Dom(f(x))=(- 2 ,0)∪∪∪∪( 2 ,∞∞∞∞) 

II) Corte con los ejes: 

a) Corte con el eje OY (x=0∉Dom(f(x)))� No corte eje OX 

b) Corte con el eje OX (y=0) � f(x)= )2ln( 3 xx − =0 �x
3
-2x=1, x=-1,x=

2

51±
 los 

tres puntos pertenecen al dominio (comprobar con la calculadora) 

Pc(-1,0), Pc(
2

51 ++++
,0), Pc(

2

51 −−−−
,0) 

III) Signo de la función:  

x=- 2 ,
2

51−
,-1,0, 2 ,

2

51+
 

M 

m 

PI 
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(- 2 ,
2

51−
) 

2

51−
 (

2

51−
, -1) -1 (-1,0) 0 (0, 2 ) 2  ( 2 ,

2

51+
) 

2

51+
 (

2

51+
,∞) 

- 0 
+ 0 

- 
∉

 
∉  ∉  - 0 + 

 Pc(
2

51−
,0)  Pc(-1,0)      Pc(

2

51+
,0)  

 

IV) Simetría y periodicidad 

a) No periódica 

b) f(-x)=ln(-x3+2x)≠f(x) y ≠-f(x)      No simétrica 

 

V) Asíntotas 

a) Vertical (donde se anula el logaritmo)� x=- 2 , x= 2 , x=0 

b) Horizontal ∞=
∞→

)(lim xf
x

, existenoxf
x

=
−∞→

)(lim  No horizontal 

c) Oblicua 0
1

2

23

lim
)(

lim
3

2

'
=

−

−

=

∞

∞
=

∞→∞→

xx

x

x

xf

xHLx
 No oblicua 

 

VI) Primera derivada, crecimiento, puntos relativos 

f´(x)= 
xx

x

2

23
3

2

−

−
 � f´(x)=0, 3x

2
-2=0 � x=

3

6

3

2
±=± � -

3

6
∈Dom(f(x)), pero    

3

6
∉Dom(f(x)) 

 

 (- 2 ,-
3

6
) -

3

6
 (-

3

6
,0) 0 ( 2 ,∞) 

Signo f’(x) + 0 - ∉  + 

Crecimiento 
 

M(-
3

6
,

2

)32/27ln(
−  

 
 

 

 

VI) Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexión 

 f´´(x)=
23

4

)2(

43

xx

x

−

+
−  � 3x

4
+4=0 No solución, no puntos de inflexión 
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 (- 2 ,0) 0 2  ( 2 ,∞) 

Signo f’’(x) - ∉  ∉  - 

Curvatura ∩   ∩ 

 

VII) Representación:  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

M 
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Ejercicios PAU 

Septiembre 2006, Prueba A 

PR-2.- a) Estúdiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)=xe
-x
, sus 

máximos y mínimos relativos, asíntotas y puntos de inflexión. Demuéstrese que 

para todo x se tiene que f(x)≤≤≤≤1/e (2 puntos). b) Pruébese que la ecuación e
x
 = = = = 3x 

tiene sólo una solución en  (−∞,1] −∞,1] −∞,1] −∞,1] . (1 punto) 

a) Dom(f(x))=R  

1) Asíntotas: 

     No verticales 

    Horizontales: 0
1

limlimlim
'

==

∞

∞
==

∞→∞→

−

∞→
xxHLxx

x

x ee

x
xe  ;  

  ∞∞=
−

−∞→

·lim x

x
xe    

      y=0 (sólo si  x tiende a +∞∞∞∞)  

    Oblicua: no oblicua 

 

2) Crecimiento, puntos relativos 

     f´(x)=e
-x
-x·e

-x
 � e

-x
-x·e

-x
=0 e

-x
(1-x)=0  � x=1  

 (-∞,1) 1 (1,∞) 

Signo f´(x) + 0 - 

Crecimiento 
 

M(1,e
-1
) 

 

 

3) Curvatura y Puntos de Inflexión 

f´´(x)=-e
-x
-e

-x
+xe

-x
=e

-x
(-2+x)� e

-x
(-2+x)=0 � x=2 

 

 (-∞,2) 2 (2,∞) 

Signo f´´(x) - 0 + 

Crecimiento ∩ PI(2,2e
-2
) ∪ 
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4) Representación gráfica: 

 

 

 

Vemos que el máximo absoluto es el máximo relativo (1,e
-1
), luego f(x) ≤e

-1 

 

b) Decir si la ecuación xe
-x
 = 3 alguna solución en  solución (−∞,1] � g(x)=x·e

x
-3=0 

Aplicamos Bolzano:  

· g(x) continua  en (-∞,1] 

· g(1)=e-3<0, g(0)=1>0 

Aplicando Bolzano  0)(:)1,( =−∞∈∃ cgc  

Veamos que sólo hay una: g´(x)=e
x
-3 � e

x
=3 � x=ln(3)=1,1 

 

 (-∞,ln3) ln3 (ln3,∞) 

Signo g´(x) - 0 + 

Crecimiento 
 

m(ln3,-0,3) 
 

 

Luego entre (-∞,1) la función decrece cortando en un único punto c en el eje OX. 

 

 

 

 

M 

PI 
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Septiembre 2006. Prueba B 

PR-2. Sea f(x)=
������  

a) Determínese el dominio de f, sus asíntotas, simetrías y máximos y mínimos 

relativos. Esbócese su gráfica. (1,75 puntos) 

1) Dom(f(x))=R-{0} 

2) Asíntotas:   Vertical x=0 

  Horizontal: −∞=
−

∞→ x

x

x

224
lim  ∞=

−

−∞→ x

x

x

224
lim  

  Oblicua: m= 2
24

lim
2

2

−=
−

∞→ x

x

x
 n= 0

4
lim2

24
lim

2

==+
−

∞→∞→ x
x

x

x

xx
 y=-2x 

3) Simetrías: f(-x)= )(
24 2

xf
x

x
−=

−

−
 Simetría Impar (respecto al origen) 

4) Monotonía y puntos reltaivos 

f´(x)= 
2

2 )2(
2

x

x +
− <0 Siempre decreciente. No puntos relativos 

5)  Representación 
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Junio 2006. Prueba B 

PR-2.- Dada la función ���� � �� �! , se pide: 
a) Determínense los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad y 

convexidad, los puntos de inflexión y las asíntotas de f. Esbócese su gráfica. (2 

puntos) 

 

1) Dominio � Dom(f(x))=R-{-1}. 

2) Asíntotas � AV: x=-1 

    AH: 1
1

1
lim =

+

−

∞→ x

x

x
, 1

1

1
lim =

+

−

−∞→ x

x

x
   y=1 

     AO: No al tener horizontal  

3) Crecimiento y puntos relativos:  

      f´(x)=
2)1(

2

+x
>0 Siempre crece no puntos relativos 

 

Intervalo  (-∞,-1) -1 (-1,∞) 

Signo f´(x) + ∉  + 

Crecimiento 
 

 
 

 

4) Curvatura y P.I.:  

f ´´(x)=
34 )1(

4

)1(

)1(
4

+

−=

+

+
−

xx

x
� f’’(x)≠0 (No P.I.) 

 

 (-∞,-1) -1 (-1,∞) 

Signo f’’(x) + ∉  - 

Curvatura ∪  ∩ 

No P.I. 
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5) Representación 

 

 

Septiembre 2005. Prueba A 

PR-2.- a) Estúdiese la derivabilidad de ���� �  #$� � ���   %& � ' 0 ��                 %&  � ( ) , sus intervalos 

de crecimiento y decrecimiento y sus puntos de inflexión. Esbócese su gráfica.  

a) Continuidad: ln(1+x
2
), x

2
 es continua en R . Veamos en x=0 

00)(lim

0)1ln()(lim

2

0

0

==

==

−

+

→

→

xf

xf

x

x
 f(0)=0 � Continua. Luego podemos hacer la derivada de la 

función: 

Derivabilidad: 






<

>

+=

0x   

   

,2

0,
1

2

)(' 2

x

x
x

x

xf     

0)('lim)0('

0)('lim)0('

0

0

==

==

−

+

→

−

→

+

xff

xff

x

x
 Derivable� 







≤

>

+=

0x   

   

,2

0,
1

2

)(' 2

x

x
x

x

xf  

I)  Crecimiento: igualamos la derivada a cero (cada uno de sus trozos) 

     · 
21

2

x

x

+

=0� x=0∉(0,∞)  

· 2x=0 �x=0∈(-∞,0].  

Luego el único punto donde f´(x)=0 es x=0. Este punto, además, habría que 

introducirlo igualmente al cambiar f(x) de expresión en x=0 
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 (-∞,0) 0 (0,∞) 

Signo f´(x) - 0 + 

Crecimiento 
 

m(0,0) 
 

2) Curvatura: como f(x) es derivable en R podemos calcular la segundad derivada 

        







<

>

+

−

=

0x   

   

2

0,
)1(

)1(2

)('' 22

2

x
x

x

xf

  

        Veamos si existe la segunda derivada en x=0:  f’’(0
+
)= f’’(0

-
)=2:  








≤

>

+

−

=

0x   

   

2

0,
)1(

)1(2

)('' 22

2

x
x

x

xf

 

        f’’(x)=0, miremos los dos trozos de definición 

       · 
22

2

)1(

)1(2

x

x

+

−
=0 x=±1� solo válido x=1, ya que x=-1∉(0,∞) 

        · 2≠0 

      En los intervalos tenemos que considerar x=0 (donde cambia la expresión analítica): 

 

Intervalo (-∞,0) 0 (0,1) 1 (1,∞) 

Signo f’’(x) + 2 + 0 - 

Curvatura ∪ ∪ ∪ PI(1,ln2) ∩ 

 

 

 

m 

PI 
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Junio 2005. Prueba A 

PR-2.- a) Calcúlense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función ���� � * ���, sus extremos relativos, puntos de inflexión y asíntotas. b) Esbócese la 

gráfica de f  

a) 1) Dom(f(x))=R 

    2) Asíntotas:  

·Verticales: no 

· Horizontales: 0lim
21

==
−∞−

∞→

ee x

x
, 0lim

21
==

−∞−

−∞→

ee x

x
  

y=0 (cuando x����∞∞∞∞ y x����-∞∞∞∞) 

 · No oblicuas ya que si tiene horizontales. 

 

3)  Crecimiento y puntos relativos 

21·2)(' xexxf −

−= =0�x=0 

Intervalos (-∞,0) 0 (0,∞) 

Signo f’(x) + 0 - 

Crecimiento 
 

M(0,e) 
 

 

   4) Curvatura:  

   0)24(4·2)('' 21121 222

=−=+−=
−−− xeexexf xxx  � x=

2

2
±

 

 

Intervalo (-∞,
2

2
− ) 

2

2
−  (

2

2
− ,

2

2
) 

2

2
 ( 

2

2
,∞) 

Signo f’’(x) + 0 - 0 + 

Curvatura ∪ PI( e,
2

2
− ) ∩ PI( e,

2

2 ) ∪ 
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b) Representación gráfica 

 

 

 

 

Septiembre 2004-Prueba A 

PR-2 Sea f  la función dada por ���� � �� 
 +|�| � � 
a) Estúdiese la  derivabilidad de f en x = 0 mediante la definición de derivada. 

b) Determínense los intervalos de monotonía de f y sus extremos relativos.     

c) Esbócese la gráfica de f.                                                                                       

a) 




≤++

>+−

=

023

023
)(

2

2

xsixx

xsixx
xf    

Continuidad � Sólo tenemos que estudiar la continuidad en x=0 ya que en los demás 

puntos es continua al ser los dos trozos polinomios 

 






=

=

=

−

+

→

→

→ 2)(lim

2)(lim
)(lim

0

0

0 xf

xf
xf

x

x

x
 f(0)=2. Continua 

Derivabilidad � al ser continua podemos definir la función f´(x)= 




<+

>−

032

032

xsix

xsix
 

Donde tenemos que estudiar la derivabilidad en x=0: 

 f’(0
+
)=-3   ;  f’(0

-
)=3   � No derivable  en x=0(como ocurre en las funciones valor 

absoluto) 

Luego al representar la gráfica en x=0 tendrá un “pico” 

 

M 

PI PI 
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b) Crecimiento de la función � f´(x)=0:








<
−

==+

>==−

soluciónxx

soluciónxx

0
2

3
032

0
2

3
032

.  

A estos dos puntos, 3/2 y -3/2, tenemos que añadir x=0 donde f(x) cambia de expresión 

analítica. 

Intervalo (-∞,-3/2) -3/2 (-3/2,0) 0 (0,3/2) 3/2 (3/2,∞) 

Signo f´(x) - 0 + 
No 

derivable 
- 0 + 

Crecimiento 
 

m(-3/2,-1/4) 
 

M(0,2)  
m(3/2,-1/4) 

 

El punto (0,2) es un punto donde hay un cambio de pendiente, por eso no es derivable. 

El cambio de pendiente es tal que pasa de ser una función decreciente a creciente. 

Luego es un máximo relativo. 

c)  Podemos representarlo viendo que son dos parábolas (x
2
-3x+2 cuando  x>0 y 

x
2
+3x+2  si x<0) o partir de las informaciones anteriores. 

 

 

 

 

 

 

 

 

-3/2 3/2 

m m 

M 
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Junio 2004- Prueba A 

PR-1.-  Sea  la función y=2
-2|x|

.  

             a) Estúdiese su monotonía, extremos relativos y asíntotas.                                       

               




≥

<

===
−

−

02

02
2)(

2

2
2

xsie

xsie
exfy

x

x
x

 

Veamos primero si es continua para poder derivar la función a trozos: 







==

==

=

+

+

→

→

→ 2·2)(lim

2·2)(lim
)(lim

0

0

0

0

0 exf

exf
xf

x

x

x
 :  f(0)=2 � continua 





>−

<

=
− 04

04
)('

2

2

xsie

xsie
xf

x

x

. Veamos si derivable f’(0
+
)=4≠f’(0

-
)=-4. No derivable en 

x=0, luego en x=0 habrá un “pico”.  

Estudiemos donde se anula la derivada: f’(x)=0 � 

soluciónnoe

soluciónnoe
x

x

04

04
2.

2

=−

=

 

Es decir, el único punto característico a la hora de estudiar monotonía es x=0, que es 

donde la función cambia de expresión analítica 

 

Intervalo (-∞,0) 0 (0,∞) 

Signo f’(x) + No derivable - 

Crecimiento 
 

M(0,2) 
 

 

El punto (0,2) es un punto donde hay un cambio de pendiente, por eso no es derivable. 

El cambio de pendiente es tal que pasa de ser una función creciente a decreciente. 

Luego es un máximo relativo. 

Asíntotas: 

1) Verticales � no tiene 

2) Horizontales: 00·22)(lim ===
−∞

∞→

exf
x

  ;  00·22)(lim ===
−∞

−∞→

exf
x

. Luego tiene 

asíntota horizontal y=0 (cuando x����∞∞∞∞ y x����-∞∞∞∞) 
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Gráfica:

 

 

Junio 2007- Prueba A 

PR-2. Sea la función ���� � ����  
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento,  curvatura, puntos de inflexión y 

asíntotas. Esbozar la gráfica  

1) Dominio=R-{-1,1} 

2) Asíntotas: 

     AV: x=1, x=-1 

     AH: 0)(lim)(lim ==
−∞→∞→

xfxf
xx

 � y=0 (cuando x�∞ y x�-∞) 

    AO: No tiene 

3) Crecimiento y puntos relativos 

22

2

22

22

)1(

1

)1(

21
)('

−

+
−=

−

−−
=

x

x

x

xx
xf  � f´(x)=0 No solución. Los únicos puntos 

representativos para estudiar la monotonía son x=1, x=-1 (asíntotas verticales) 

 

Intervalos (-∞,-1) -1 (-1,1) 1 (1,∞) 

Signo(f´(x)) - ∉Dom(f(x)) - ∉Dom(f(x)) - 

Monotonía      

 

4) Curvatura y puntos de inflexión 

32

2

42

22

42

222

42

2222

)1(

)3(2

)1(

)3)·(1(2

)1(

)221)(1(2

)1(

)1)·(1·(4)1(2
)(''

−

+
=

−

−−−
−=

−

−−−−
−=

−

+−−−
−=

x

xx

x

xxx

x

xxxx

x

xxxxx
xf

 f´´(x)=0 � x=0. 
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Intervalo (-∞,-1) -1 (-1,0) 0 (0,1) 1 (1,∞) 

Signo(f’’(x)) - ∉Dom(f(x)) + 0 
- ∉

Dom(f(x)) 

+ 

Curvatura ∩  ∪ PI(0,0) ∩  ∪ 

 

5) Representación gráfica 

 

 

Junio 2006- Prueba B 

PR-2. f(x)=x+e
-x
 Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos 

relativos, los intervalos de concavidad y convexidad y las asíntotas. Esbozar su 

gráfica 

1) Dom(f(x))=R 

2) Asíntotas:  

· Vertical: no tiene 

 · Horizontal: ∞=+∞=+∞=
−∞

∞→

0)(lim exf
x

         

)exp()(lim rápidomáscreceonenteelqueyaexf
x

∞=∞+−∞=+−∞=
∞

−∞→  

No asíntota horizontal 

   · Oblicua: m= 1
0

11lim
)(

lim =

∞

+=+=

−

∞→∞→ x

e

x

xf x

xx
 

        n= 0lim)(lim ===−
−∞−

∞→∞→

eexxf x

xx
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      Veamos si x�-∞            

                            
−∞=∞−=−=

−
+=

∞

∞
+=+=

∞

−

−∞→

−

−∞→−∞→

11
1

lim111lim
)(

lim
'

e
e

x

e

x

xf x

xHL

x

xx   
 

     Luego la asíntota es y=x (solo si x����∞∞∞∞) 

3) Crecimiento y puntos relativos:  

xexf −

−=1)('  ���� 0)(' =xf  ���� 1-e
-x
=0;  e

-x
=1 � -x=ln(1)=0� x=0 

 

Intervalo (-∞,-0) 0 (0,∞) 

Signo(f´(x)) - 0 + 

Monotonía  m(0,1)  

 

4) Curvatura y puntos de inflexión 

     
xexf −

=)(''  ���� 0)('' =xf  no solución pues e
x
 siempre positivo 

Intervalo (-∞,∞) 

Signo(f’’(x)) + 

Curvatura ∪ 

 

 

 

 

 

 

m 
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Junio 2005- Prueba B 

PR-2.- Sea  f(x)=e
x
+ln(x), x∈∈∈∈(0,∞∞∞∞).a) Estúdiense los intervalos de crecimiento y 

decrecimiento de f y sus asíntotas. (1,5pto)  b) Pruébese que f tiene un punto de 

inflexión en el intervalo - � ,  /y esbócese la gráfica de f. (1,5 puntos) 
a) Veamos primero el Dominio, que es necesario para el resto de cálculos  

1) Dom(f(x))=(0,∞), el logaritmo sólo existe cuando el argumento es positivo. 

2) Monotonía : f´(x)=e
x
+1/x=0  � e

x
=-1/x, que en el dominio no tiene solución 

pues para x>0 el exponente es positivo y –1/x negativo. En el domino 

f´(x)>0, y por tanto la función creciente en todos los puntos del dominio es 

decir en (0,∞). 

 

3) Asíntotas:  

                         · Verticales en x=0 (se anula el logaritmo) 

   · Horizontales ∞=∞+∞=
∞→

)(lim xf
x

. No horizontales 

    · Oblicuas m= 0
1

/1

1
lim

ln
lim

)(
lim

'
+∞=+=+=

∞→∞→∞→

xe

x

x

x

e

x

xf x

xHL

x

xx
. 

   No oblicuas 

b) f´´(x)=ex-1/x2. Veamos que en el intervalo [1/2,1] se anula f´´(x), para eso 
aplicamos Bolzano a la función f´´(x): 

·  f´´(x) es continua en [1/2,1], ya que 0 no pertenece a este intervalo 

·  f´´(1/2)<0;  f´´(1)>0 

 Luego al cumplir Bolzano existe un punto c∈(1/2,1) tal que f´´(c)=0. 
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Junio 2008. Prueba A 

PR-2  Sea f(x)=ln(x)/x
2
 siendo x∈∈∈∈(0,∞∞∞∞). Se pide  

a) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y 

las asíntotas. Esbozar la gráfica. 

1) Dominio: nos lo da el problema: Dom(f(x))=(0,∞) 

2) Asíntotas:   

· Verticales: en x=0, pues se anula el denominador y el logaritmo. 

· Horizontales 0
2

/1
lim

)ln(
lim)(lim

'2
==

∞

∞
==

∞→∞→∞→ x

x

x

x
xf

xHLxx
 Asíntota y=0 (sólo si x�∞) 

· Oblicuas: no al tener horizontales 

3) Crecimiento y extremos relativos: 

f´(x)= 0
)ln(21

3
=

−

x

x
�  ln(x)=1/2  � x=e

1/2
 

Intervalo (0,e
1/2
) e

1/2 
(e

1/2
,∞) 

Signo(f´(x)) + 0 - 

Monotonía 
 

M(e
1/2
,
0
1)  

 

Luego f(x) crece en (e
1/2
,∞) y decrece en (0,e

1/2
). En el punto M(e

1/2
, 0
1) hay un 

máximo relativo. 

 

Veamos la gráfica: 

 

 

 

 

M 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Unidad 5. Representación de funciones 

 

                                            José Luis Lorente Aragón 
125

Septiembre 2008. Prueba B 

PR-2.- Sea f (x) = = = = 2 −−−−x + + + + ln x con x∈∈∈∈(0,+∞+∞+∞+∞). a) Determinar los intervalos de 

crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, los intervalos de concavidad y 

convexidad y las asíntotas de f . Esbozar la gráfica de f. b) Probar que existe un 

punto c∈∈∈∈(1/e
2
,1) tal que f (c) = 0 . 

a) Primero veamos el dominio: 

1) Dominio: Dom(f(x))=(0,∞) 

2) Asíntotas:  

       · Verticales: en x=0 (se anula el logaritmo) 

          · Horizontales ∞=∞+∞−=+−=
∞→∞→

2)ln(2lim)(lim xxxf
xx

. No tiene 

       · Oblicua m= 1
1

1
1

lim
)ln(2

lim
)(

lim
'

−=

+−

=

∞

∞
=

+−
=

∞→∞→∞→

x

x

xx

x

xf

xHLxx
 

      n= =+=+
∞→∞→

)ln(2lim)(lim xxxf
xx

∞. No oblicua 

3) Extremos relativos: 

    f´(x)=-1+1/x=0 � x=1. 

 Intervalo (0,1) 1
 

(1,∞) 

Signo(f´(x)) + 0 - 

Monotonía 
 

M(1,1)  

Crece en (0,1) y decrece en (1,∞). En el punto M(1,1) hay un máximo relativo 

          4) Curvatura: 

           f´´(x)=-1/x
2
=0�Nunca se anula f´´(x)<0 luego siempre es cóncava hacia abajo ∩ 
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2. Representación de funciones circulares. 

No es normal que en la PAU haya funciones circulares, pero algún año si han salido. 

Por ejemplo en año2009 en septiembre (prueba B). Veamos los pasos a seguir con algún 

ejemplo, el del citado examen y otro: 

PAU Septiembre 2009. Prueba B 

PR2. f(x)=sen(x)+cos(x) en [0,2ππππ] 

• Dom(f(x))=[0,2π] 

• No asíntotas  

• No simetría (sen(x) es impar y cos(x) par):  

f(-x)=sen(-x)+cos(-x)=-sen(x)+cos(x)≠f(x) y –f(x) 

• Monotonía 

f’(x)=cos(x)-sen(x)=0 � cos(x)=sen(x)�cos(x)=�1 
 ���
��� . Elevamos al 
cuadrado, recordando que entonces hay que comprobar las soluciones. 

cos
2
x=1-cos

2
x� cos

2
x=1/2 � cos(x)=2 √

  . La comprobación se hace cuando 

se obtengan las soluciones de x (los ángulos) 

cos(x)= √

 � 345° � 78  rad   315° � <78 rad= cos(x)=

√

 � >135° � ?78  rad    225° � @78  rad A 

Comprobación de las soluciones: 

x=
B� � cos(

78)=sen(78�� Si               x=
<78  � cos(

<78 )=sen(<78 �� No 

x=
+B�  � cos(

?78 )=sen(?78 �� Si           x=
@78  � cos(

@78 )=sen(@78 �� No 

Intervalo [0, 78) C4 (
78 , ?78 ) 3C4  (

?78 , 2π] 
Sig(f’(x)) + 0 - 0 + 

Monotonia  M(
78 , √2)  m(

?78 , 
√2)  

• Curvatura: f’’(x)=-sen(x)-cos(x)=0 � -cos(x)=sen(x)� -cos(x)=�1 
 ���
��� 
cos

2
x=1-cos

2
x� cos

2
x=1/2 � cos(x)=2 √

  .  

cos(x)= √

 � 345° � 78  rad   315° � <78 rad=  cos(x)=

√

 � >135° � ?78  rad    225° � @78  rad A 

Comprobación de las soluciones (al elevar al cuadrado puede haber soluciones no 

válidas): 

x=
B� � -cos(

78)=sen(78�� No                  x=
<78  � -cos(

<78 )=sen(<78 �� si 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Unidad 5. Representación de funciones 

 

                                            José Luis Lorente Aragón 
127

x=
+B�  � -cos(

?78 )=sen(?78 �� no               x=
@78  � -cos(

@78 )=sen(@78 �� si 

Intervalo [0, @78 ) 5C4  (
@78 , <78 ) 7C4  (

<78 , 2π] 
Sig(f’’(x)) - 0 + 0 - 

Curvatura ∩ PI(
@78 , 0) ∪ PI(

<78 , 0) ∩ 

 

Para representar veamos los valores de algún punto representativo: 

x=0 � y=1 

x=π/2 � y=1 

x=π �y=-1 

x=3π/2 �y=-1 

x=2π �y=1 

 

 

  

π/4 5π/4 7π/4 3π/4 π/2 π 3π/2 2π 

m 

M 

PI PI 
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2) f(x)=cos(x)+cos(2x) en [0,2π] 

• Dom(f(x))=[0,2π] 

• No asíntotas  

• Simetría par (cos(x) es par):  

f(-x)=cos(-x)+cos(-2x)=cos(x)+cos(2x)=f(x) Par 

• Monotonía 

f’(x)=-sen(x)-2sen(2x)=0 �(angulo doble) � -sen(x)-4sen(x)·cos(x)=0� 

-sen(x)[1+4cos(x)]=0  �  

sen(x)= 0 � E 0° � 0 rad   180° � π radG  
cos(x)=
 08 � E104° � 1.8 rad    256° � 4.5rad G 

Intervalo 0 (0, 1.8) 1.8 (1.8, C) C (C, 4.5) 4.5 �4.5,2CI 
Sig(f’(x)) 0 - 0 + 0 - 0 + 

Monotonia M(0,2)  m(1.8, 
1.12)  M(C, 0)  m(4.5,-1.12  
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Matemáticas II  

(preparación para la PAU) 

Tomo II (Integrales y Álgebra)  
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TEMA 6. INTEGRALES INDEFINIDAS 
 

1. Definición de Integral. Primitiva de una función. 
2. Propiedades de las integrales. 
3. Integrales inmediatas 
4. Métodos de integración 
4.1. Obtención de integrales inmediatas 
4.2. Cambio de variable 
4.3. Por partes 
4.4. Funciones racionales 
4.5. Funciones trigonométricas. 
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

En casi todos los exámenes de la PAU en una opción, e incluso a veces en las 2, 

tendremos que realizar una integral, bien sea indefinida o bien definida para calcular un 

área. La integración aparece como una cuestión de 1 punto o un apartado del problema 

de funciones. 

 Para el cálculo de áreas y el  de integrales definidas (que veremos en el siguiente tema) 

es necesario el cálculo antes de integrales indefinidas. Por lo general si nos piden 

calcular un área la integral a calcular será más sencilla que si nos piden calcular 

directamente la integral indefinida.  

Por lo general al alumno la realización de integrales le resulta costosa al principio. Pero 

una vez que el alumno empiece a coger soltura y a realizar los ejercicios, comprenderá 

el método de integración a aplicar y no le resultará excesivamente complicado 
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1. Definición de integral. Primitiva de una función. 

La integral es la operación contraria de la derivada. Así si f(x)=x
2
+3x entonces   

g(x)=2x+3 es su derivada; de igual forma la integral de g(x) es f(x). 

 

Definición: una función F(x) es una primitiva de otra función f dada, si la derivada de 

F(x) es f(x): 

F primitiva de f ��F’(x)=f(x) 

El proceso mediante el cual obtenemos una primitiva de una función f(x) se denomina 

integración. 

Así como dada una función f(x) su función derivada es única, existen infinitas 

primitivas de una función. Todas las primitivas se diferencian por una constante. Así si 

F(x) es una primitiva de f(x) toda función de la forma G(x)=F(x)+K es también 

primitiva, ya que G’(x)=(F(x)+k)’=F’(x)=f(x). 

Definición: la integral definida de una función f es el conjunto de todas las primitivas 

de f, y se representa por: 

CxFdxxf +=∫ )()(  

donde F(x) es una primitiva de f(x) y C es una constante (constante de integración). 

El símbolo integral  ∫ siempre va acompañado del diferencial, dx, que nos indica 

sobre que variable se realiza la integral. 

2. Propiedades de la integral 

Veamos las siguientes propiedades básicas para realizar las integrales: 

• P1: la integral de un número real por una función es igual al número por la 

integral de la función, es decir las constantes se pueden sacar fuera de la 

integral: 

∫∫ = dxxfkdxxfk )(·)(·
 

• P.2: La integral de la suma o diferencia de dos funciones es igual a la suma o 

diferencia de las integrales de dichas funciones: 

( ) ∫∫∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

f(x)=x
2
+3x g(x)=2x+3 

derivada 

integral 
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3. Integrales inmediatas 

Al igual que las derivadas tenemos una tabla de integrales inmediatas, es fácil de 

estudiarlas ya que es la aplicación inversa a la derivada. En esta tabla además de las 

integrales inmediatas veremos la primitiva compuesta, donde en vez de x aparecerá f(x) 

y en vez de dx aparece f´(x)dx. 

T A B L A   D E   I N T E G R A L E S   I N M E D I A T A S 

PRIMITIVA SIMPLE PRIMITIVA COMPUESTA EJEMPLO 

∫ −≠+

+

=

+

)1(
1

1

aC
a

x
dxx

a
a  ∫ −≠+

+

=

+

)1(
1

)(
)('·)(

1

aC
a

xf
dxxfxf

a
a

 
∫ += C

xsen
dxxxsen

4

)(
))·cos((

4
3

 

∫ += Cedxe xx  ∫ += Cedxxfe xfxf )()( )('·  ∫ += Cexdxe xx 22

2·  

∫ += C
a

a
dxa

x
x

)ln(
 ∫ += C

a

a
dxxfa

xf
xf

)ln(
)·('·

)(
)(

 ∫ += C
x

dx x
x

)3ln(

3

)(cos
·3

)tan(

2

)tan(
 

∫ += Cxdx
x

)ln(
1

 ∫ += Cxfdx
xf

xf
))(ln(

)(

)('
 ∫ +−+=

−+

+
Cxxdx

xx

x
)53ln(

53

32 2

2
 

∫ +−= Cxdxxsen )cos()(  ∫ +−= Cxfdxxfxfsen ))(cos()('))·((  ∫ +−= Cxxdxxsen )cos(2)·( 22  

∫ += Cxsendxx )()cos(  ∫ += Cxfsendxxfxf ))(()('))·(cos(  ∫ += Cxsendx
x

x
)(ln

))cos(ln(
 

( ) Cxtgdxxtg +=+∫ )(1 2  ( ) Cxftgdxxfxftg +=+∫ ))(()('·)(1 2  ( ) Cxtgdxxtgx +=+∫ )()(13 3322  

Cxtgdx
x

+=∫ )(
)(cos

1
2

 Cxftgdx
xf

xf
+=∫ ))((

))((cos

)('
2

 Cxxtgdx
xx

x
++=

+

+

∫ )(
)(cos

12 2

22
 

( ) Cxgdxxg +−=+∫ )(cotcot1 2  ( ) Cxfgdxxfxfg +−=+∫ ))((cot)(')(cot1 2  ( ) Cxgdxxg +−=+∫ )2(cot)2(cot1·2 2  

Cxgdx
xsen

+−=∫ )(cot
)(

1
2

 
Cxfgdx

xfsen

xf
+−=∫ ))((cot

))((

)('
2

 
( ) Cxgdxxg ++−=++∫ )2(cot)2(cot1·  

∫ +=

−

Cxarcsen
x

dx
)(

1 2
 ∫ +=

−

Cxfarcsen
xf

dxxf
))((

)(1

)('

2

 ∫ +=

−

Cxarcsen
xx

dx
))(ln(

)(ln1·

1

2

 

∫ +=

+

Cxarctg
x

dx
)(

1 2
 ∫ +=

+

Cxfarctg
xf

dxxf
))((

)(1

)´(
2

 ∫ +=

+

Cxarctg
x

dx
)2(

)2(1

2
2
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4. Método de Integración 

4.1. Obtención de integrales inmediatas 

El método consiste en desarrollar las funciones, introducir factores, o manipular las 

funciones aplicando las dos propiedades de las integrales vistos en el apartado 2 para 

obtener una integral inmediata fácilmente calculable: 

Veamos algunos ejemplos:  

 

(1) ∫ ∫ =+++++=++ dxxxxxxdxxx )498470366025()567( 23456232  

Cxxxxxx ++++++= 4928
2

35

5

36
10

7

25 34567  

 

      (2) Cxdxxsendxxsen +−== ∫∫ )7cos(
7

1
)7(·7·

7

1
)7(    

 

      (3) C
xx

dx
xx

x
dx

xx

x
+

−
=

−

−
=

−

−

∫∫ 2

)64ln(

64

612

2

1

64

36 3

3

2

3

2

 

 

      (4) Cx
xx

dxxdxx +==

+

==

+

∫∫
3 5

3
5

3

3
2

1

333 2 ·5·
5

12
5·4

1
5·4)·(545·4

3
5

3
2

3
2

 

     

      (5)  Cxtgdx
x

xtg
dx

x

xtg
+=

+
=

+

∫∫ )(·2
·2

1
·2

1 22

  

  

      (6)  Cx
x

xsen

x

xsen
xtg +−=

−
−== ∫∫∫ )ln(cos(

)cos(

)(

)cos(

)(
)(  

 

      (7) Cxxdxxxsenxdxxxsenx ++−=++=++ ∫∫ )3·cos(
3

1
)3()33(

3

1
)3()1( 33232

 

 

      (8)  

( )

=

−

=

−

=

−

=

−
∫∫∫∫ 2

3
5

2
3
52

3
52

13

1

)1(3

1

)1(353 x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
 

  

( )

CxarcsenCxarcsen

x

dx
+=+=

−

= ∫ )(
5

5
)(

5

1

1

1
·
3

1
3
5

3
5

2

3
5

3
5

3
5
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       (9)
( ) ( )

Cxarctg
x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
+=

+

=

+

=

+

=

+
∫∫∫∫ )(

6

6

12

1

12

1

)1(232
2
3

2

2
3

2
3

2
3

2

2
3

2
2
32

 

 

       (10) ∫ ∫ +

−

−
=−−=−=

−

−− C
x

xdxx
x

dx

)3(

1
)3()3(

)3(

12

2
   

4.2 Cambio de Variable 

El método de cambio variable consiste en sustituir la variable x por una función g(t) 

(x=g(t)). De esta forma dx=g´(t)dt. Al realizar esta sustitución la función solo debe 

depender de t, y el objetivo es que la función obtenida sea más sencilla que la original. 

Una vez realizada la integral en t, se deshace el cambio de variable t=g
-1
(x).  

En la práctica el cambio se utiliza cuando en la integral tenemos una función 

composición de f(x), H(f(x)) y la derivada f’(x) (o una función proporcional a ésta) 

dividiendo. De esta forma con el cambio f(x)=t, dx=dt/f’(x)  tendremos la integral de 

H(t) que debería de ser más sencilla que la integral original si queremos que este 

método sea útil.  

Este método nos permite resolver integrales semejantes a las calculadas en el apartado 

anterior, pero de forma más sistemática.  

Veamos algunos ejemplos: 

(11)  ( ) CxtgCttgdtttgdtt
t

ttg
dx

x

xtg
+=+=+=

+
=

+

∫ ∫∫ )(·2)(·2·)(1·2·2·
)(11 2

22

  

tx =  � dtdx
x

=

2

1
 � tdtdtxdx 22 ==  

(12) ∫ ∫∫ ==

+

+=++ dttsen
x

dt
tsenxdxxxsenx )·(

3

1

33
)·()1(·)3()1(

2

232
 

     = CxxCt ++−=+− )3cos(
3

1
)cos( 3  

     x
3
+3x=t � (3x

2
+3)dx=dt � dx=

33 2
+x

dt
 

(13)
( ) ( )

∫∫∫∫∫
+

=

+

=

+

=

+

=

+
22

2
3

2

2
3

2
2
32 16

6

1
·
2

1

12

1

)1(232 t

dt

t

dt

x

dx

x

dx

x

dx
= 

     = CxarctgCtarctg +=+ )(·
6

6
)(·

6

6
2
3  

      x23 =t � dtdx =·23  � 
2
3

dt
dx =  
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 (14)  ∫∫∫ +=+=== CxCt
t

dt

tx

xdt

xx

dx
))ln(ln(3)ln(3

3

·

·3

)ln(

3
 

    ln(x)=t � dt
x

dx
=  � dx=xdt 

 

4.3 Integral por Partes 

El método de integral por partes se basa en la utilización de la siguiente igualdad:  

 ∫ ∫−= duvvudvu ···
 

Nota: regla nemotécnica “Un Día Vi Una Vaca Vestida De Uniforme”
 

En la práctica se utiliza cuando en una integral ∫ dxxfxg )()·( = ∫ dvu· , donde la función 

f(x)dx=dv y g(x)=u se cumple: 

a. f(x) es fácil de integral para obtener así v )()( xFdxxf == ∫  

b. Al derivar g(x), obtenemos du=g’(x)dx cumpliéndose que la integral ∫ duv· =

∫ dxxgxF )(')·(  es más sencilla que la original. 

Mediante este método se calculan los siguientes 4 tipos de integrales: 

Tipo 1: ∫ dxexP ax)·( , llamando u=P(x)=polinomio y dv=e
ax
dx se cumple los requisitos: 

a. La integral 
a

e
dxev

ax
ax

== ∫  es inmediata 

b. du=P’(x) baja un grado el polinomio, con lo que ∫ dxexP ax)·('  es más sencilla de 

calcular.  

Deberemos realizar la integral por partes tantas veces como el grado de P(x) hasta que 

la última integral a realizar sea ∫ duv· = ∫ dxkeax  que también es inmediata 

Ejemplo: 

(15) ( )∫
−

+ dxexx x22 ·3 = 

u=x
2
+3x   � du=(2x+3)dx 

dv=e
-2x
dx � v=

2

2xe−

−  

= 
2

2xe−

− ·(x
2
+3x)+ ( )∫

−

+ dxex x232
2

1
= 

u=2x+3   �   du=2dx 

dv= e
-2x
dx �   v=

2

2xe−

−  
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=
2

2xe−

− (x
2
+3x)+ =








++− ∫

−

−

dxex
e x

x
2

2

)32(
22

1
 

2

2xe−

− (x
2
+3x) 

4
)32(

4

22 xx e
x

e −−

−+−  = 

=
2

2xe−

− (x
2
+4x+2)+C 

(16) ( ) )3469(
27

·4 2
3

32
−−=−∫ xx

e
dxex

x
x +C  (Hacer por el alumno) 

Tipo 2: ∫∫ dxaxxPodxaxsenxP ))·cos(()()·( , llamando u=P(x) y dv=sen(ax)·dx se 

cumple los requisitos: 

a. La integral 
a

ax
dxaxsenv

)cos(
)( −== ∫  o 

a

axsen
dxaxv

)(
)cos( == ∫  es inmediata 

b. du=P’(x)dx baja un grado el polinomio, con lo que ∫ dx
a

axsen
xP

)(
)·('  o 

∫ dx
a

ax
xP

)cos(
)·(' es más sencilla de calcular que la anterior.  

Deberemos realizar la integral por partes tantas veces como el grado de P(x) hasta que 

la última integral a realizar sea ∫ duv· = ∫ dxaxsenk )(·  o ∫ dxaxk )·cos(  que también es 

inmediata. 

Ejemplo: 

 (17) ∫ dxxsenx )3(·2 = 

         u=2x   �   du=2dx 

    dv=sen(3x)  �    v=
3

)3cos( x
−  

 = ∫+− dxxxx )3cos(
3

2
)3·cos(

3

2
= Cxsenxx ++− )3(

9

2
)3·cos(

3

2
 

 (18) )4(
32

1

44

1

8
)4cos()4)·cos(4(

2
2 xsenx

xx
xdxxxx 








−++








+=+∫ (hacer por 

alumno) 

Tipo 3: ∫∫ )·cos()(· bxeodxbxsene axax , podemos llamar u=e
ax
 y dv=sen(bx). En este 

caso podemos llamar u y dv al revés. Se tiene que hacer dos veces la integración por 

partes, de forma que volvemos a obtener la integral inicial. Despejando la integral 

obtenemos el resultado de la misma. Se llama así vulgarmente “la pescadilla que se 

muerde la cola”. 

    (19) I= ∫
− dxxsene x )2(· = 

          u=e
-x
      �   du=-e

-x
dx 

          dv=sen(2x)  �   v=
2

)2cos( x
−  
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         = ∫
−−

−− dxexe
x xx )2cos(

2

1

2

)2cos(
= 

             u=e
-x
     �   du=-e

-x
dx 

             dv=cos(2x)  �   v=
2

)2( xsen
 

         = 







+−− ∫

−

−

− )2(
2

1

2

)2(

2

1

2

)2cos(
xsene

exsen
e

x x
x

x
= 

         =
43421

I

x
x

x xsene
exsen

e
x

∫
−

−

−

−−− )2(
4

1

4

)2(

2

)2cos(
 

    I= I
exsen

e
x x

x

4

1

4

)2(

2

)2cos(
−−−

−

−   � =I
4

5

4

)2(

2

)2cos( x
x exsen

e
x −

−

−−  � 

   I= ∫
− dxxsene x )2(· = 








−−

−

−

4

)2(

2

)2cos(

5

4 x
x exsen

e
x

= - C
xsenx

e x
+







+

−

5

)2(

5

)2cos(2
 

(20) I= ( ))3(3)3cos(
10

)3·cos( xsenx
e

dxxe
x

x
+=∫

 
(hacer por el alumno) 

Tipo 4: ∫ dxaxxP ))·ln(( , llamando dv=P(x) y u=ln(ax) se cumple los requisitos: 

a. La integral ∫= dxxPv )(  es inmediata (integral de un polinomio) 

b. du= dx
x

1
 con lo que eliminamos el logaritmo de la integral y tendremos que 

calcular la integrar de otro polinomio. 

Ejemplo:  

  (21) ∫ −+− )3ln()25( 37 xxxx = 

         u=ln(3x)  �       du= dx
x

1
 

    dv= )25( 37 xxx −+−  �        v= )
4

5

8
( 2

48

x
xx

−+−  

    = )
4

5

8
( 2

48

x
xx

−+− ln(3x)- dx
x

x
xx

∫ −+−
1
)

4

5

8
( 2

48

= )
4

5

8
( 2

48

x
xx

−+− ln(3x)- 

     - =−+−∫ dxx
xx

)
4

5

8
(

37

 )
4

5

8
( 2

48

x
xx

−+− ln(3x) c
xxx

++−+

216

5

64

248

 

 (22) ∫ −+ )ln()252( 23 xxx = C
xxx

x
xx

x +
−+

+







−+

72

144409
2

3

5

2
)ln(

3434

(hacer 

por el alumno) 
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4.4 Integrales racionales 

El método de integrales racionales consiste en descomponer una fracción polinómica en 

fracciones simples cuyas integrales son o logaritmos neperianos o arcotangentes. Las 

integrales que deseamos resolver son del tipo: 

I= ∫ dx
xQ

xP

)(

)(

 

Anexo:  vamos a resolver primero las integrales que aparecerán en las integrales 

racionales: 

1) ∫ −=

−

)ln(· axAdx
ax

A
 

Ejemplo: ∫ −=

−

)2·ln(5
2

5
xdx

x
 

2) 
( )

∫ ∫ −

−−

−

−+−

=

+−

−
=−=

−
1

)1(

)·1(1

)·(
)·(

)( n

n
n

n
axn

A

n

axA
dxaxAdx

ax

A
  

Ejemplo: 
( )

∫ ∫
−

−=

−

−
=−=

−

−

−

2

2
3

3 )4(2

3

2

)4(3
)4·(3

4

3

x

x
xdx

x
 

 

3) ∫ =

++

+
dx

cbxx

nmx
2

(con x
2
+bx+c sin raíces reales)= arcotangente +  logarimo, 

veamos con un ejemplo 

Ejemplo:  

c
x

arctgxxI

x
arctg

x

dx

x

dx
dx

x
dx

xx
I

Ixxdx
xx

dx
xx

x

xx

x
numeradorelenderivadalabuscamosdx

xx

x
I

I

+






 +
+++=








 +
=








 +
+

=

=








 +
+

=

++

=

++

=

+++=

++

−

++

+
=

=

++

−+
==

++

+
=

∫

∫ ∫ ∫

∫∫

∫ ∫

2

2

2

1
)84ln(

2

2

2

1

2

2
1

2

1

2·
4

1

2

2
1

4

1

4)2(

1

84

1

)84ln(
84

1

84

42

84

142
)(

84

32

2

2

2222

2

2

22

22

2

44 344 21
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Caso 1:  grado(P(x))≥≥≥≥grado(Q(x)) � hacemos la división de forma que tendremos que 

integral el cociente (que es un polinomio) y obtenemos otra función racional pero donde 

ahora grado del numerador menor que el del denominador y por tanto estamos en el 

caso 2. 

Ejemplo:  

 (23)  I= ∫
++

−+
dx

xxx

xx

23

43
23

23

 

43421 42

123

23|43

23

2323

−−

−−−

++−+

x

xxx

xxxxx

  � 

xxx

xx

23

43
23

23

++

−+
= 

xxx

x

xxx

xxxx

23

42
1

23

42)23·(1
2323

23

++

+
−=

++

−−++
 

I= ∫ ∫
++

−−
+ dx

xxx

x
dx

23

42
1

23
=x+ ∫

++

−−
dx

xxx

x

23

42
23

 

 

(24) I= ∫
+−−

+−+
dx

xxx

xxx

1

523
23

24

 

      

43421 425

1

534

1

1|523

2

23

23

234

2324

+−

−++−

+−+

+−++−

+−−+−+

xx

xxx

xxx

xxxxx

xxxxxx

 

1

523
23

24

+−−

+−+

xxx

xxx
=

1

425
1

23

2

+−−

+−
++

xxx

xx
x  

 

I= ∫ ∫∫
+−−

+−
++=

+−−

+−
++ dx

xxx

xx
x

x
dx

xxx

xx
dxx

1

425

21

425
)1(

23

22

23

2

 

 

Caso 2:  grado(P(x))<grado(Q(x)). Distinguimos entre 3 casos: 

a) El denominador se puede descomponer por producto de factores simples distintos: 

Q(x)=(x-a1)·(x-a2)·…·(x-an) 

∫ ∫∫ 








−

++

−

+

−

=

−−−

= dx
ax

A

ax

A

ax

A
dx

axaxax

xP
dx

xQ

xP

n

n

n

...
))...()·((

)(

)(

)(

2

2

1

1

21
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Ejemplo: continuamos las integral (23) del ejemplo anterior: 

(25) I= ∫
++

−−
dx

xxx

x

23

42
23

 

     
)1()2()1)(2(

42

23

42
23

+

+

+

+=

++

−−
=

++

−−

x

C

x

B

x

A

xxx

x

xxx

x
. Calculo de A, B, C: 

     
)1)(2(

)2()1()1)(2(

)1)(2(

42

++

++++++
=

++

−−

xxx

xCxxBxxxA

xxx

x
  � 

     )2()1()1)(2( ++++++ xCxxBxxxA =-2x-4 

- si x=0: 2A=-4   � A=-2 

- si x=-2: 2B=0   � B=0 

- si x=-1: -C=-2  � C=2 

    I= C
x

x
Cxx

x

dx

x

dx
dx

xxx

x
+






 +
=+++−=

+

+−=

++

−−

∫∫∫
1

ln2)1ln(2)ln(2
1

22
23

42
23

 

(26) I= Cxxdx
xx

x
+−−−=

+−

+

∫ )1ln(2)3·ln(3
34

3
2

(hacer por el alumno) 

 

b) El denominador se puede descomponer por producto de factores, alguno de ellos no 

simple: Q(x)=(x-a1)
n1
·(x-a2)·…·(x-an) 

( ) ( )
∫ ∫∫ 











−

++

−

+

−

++

−

+

−

=

−−−

= dx
ax

A

ax

A

ax

A

ax

A

ax

A
dx

axaxax

xP
dx

xQ

xP

n

n

n

n

n

n
......

))...(·()(

)(

)(

)(

2

2

1

1

2

1

2

1

1

1

1

21
1

1

1

 

Ejemplo: 

 (27) ∫
+−+

−
= dx

xxx

xx
I

35

53
23

2

 

        
3)1(1)3()1(

53

35

53
22

2

23

2

+

+

−

+

−

=

+−

−
=

+−+

−

x

C

x

B

x

A

xx

xx

xxx

xx
 

        
)3()1(

)1()3()3)(1(

)3()1(

53
2

2

2

2

+−

−++++−
=

+−

−

xx

xCxBxxA

xx

xx
 

3x
2
-5x= 2)1()3()3)(1( −++++− xCxBxxA  

si x=1: 4B=-2   � B=-1/2 

si x=-3: 16C=42   � C=21/8 

si x=0: 0=-3A+3B+C � 
8

3

24

9

3

2

3

8

21

3

3
==

−

=
+

=
BC

A  
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I= Cx
x

x
x

dx

x

dx

x

dx
+++

−

+−=

+

+

−

−

−
∫∫∫ )3ln(

8

21

)1(2

1
)1ln(

8

3

38

21

)1(2

1

18

3
2

 

 

(28) I= C
x

xxdx
xx

x
+

+

−−+=

+

−

∫ )2(2

11
)ln(

4

5
)2ln(

4

5

)2(

53
2

(hacer por el alumno) 

 

c) El denominador se puede descomponer por producto de factores, alguno de ellos es 

un factor de segundo grado: Q(x)=(x-a1)·(x-a2)·…·(x
2
+bx+c) 

∫ ∫∫ 








++

+
++

−

+

−

=

++−−

= dx
cbxx

DCx

ax

A

ax

A
dx

cbxxaxax

xP
dx

xQ

xP
2

2

2

1

1

2

21

...
)())...()·((

)(

)(

)(

 

Ejemplo: 

  (29) ∫∫ 








++

+
+=

++

−
dx

xx

DCx

x

A
dx

xxx

x

)52()52(

53
22

 

)52(

53
2

++

−

xxx

x
= 









++

+
+

)52( 2 xx

DCx

x

A
 � 

)52(

53
2

++

−

xxx

x
= 









++

++++

)52(

)()52(
2

2

xxx

DCxxxxA
 

3x-5=A(x
2
+2x+5)+x(Cx+D) 

- si x=0: 5A=-5   � A=-1 

- si x=1: -2=8A+C+D   � 6=C+D 

- si x=-1: -8=4A+C-D  �-4=C-D 

Resolviendo el sistema C=1, D=5 

 I= ∫ ∫∫
++

+
+−=









++

+
+−=

++

−
dx

xx

x
xdx

xx

x

x
dx

xxx

x

)52(

5
)ln(

)52(

51

)52(

53
222

 

∫ ∫∫∫ =

++

+

++

+
=

++

+
=

++

+
dx

xx
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x

)52(

8

2

1

)52(

22

2

1

)52(

102

2

1

)52(

5
2222

 

C
x

arctgxxdx
x

xx

dx
x

xxdx
x

xx

+






 +
+++=

+






 +

+++=

=

+






 +

+++=

++

+++=

∫

∫∫

2

1
2)52ln(

2

1

1
2

1

2/1
2)52ln(

2

1

1
2

1

1
)52ln(

2

1

4)1(

4
)52ln(

2

1

2

2

2

2

2

2

2

 

I= )ln(x− + 






 +
+++

2

1
2)52ln(

2

1 2 x
arctgxx +C 
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(30) ∫ +








 +

−++−−=

++−

+
C

x
arctg

xxxdx
xxx

x

55

11

12
112

)3ln(
5

2
)1ln(

5

4

)3)(1(

3 2

2
 

3)1()3)(1(

3
22

++

+
+

−

=

++−

+

xx

CBx

x

A

xxx

x
� x+3=A(x

2
+x+3)+(Bx+C)(x-1) 

x=1 � 4=5A                A=4/5 

x=0 � 3=3A-C            C=-3/5 

x=2 � 5=9A+2B+C    B=-4/5 

122 5

1́
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5

4

3
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5

1
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=
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=
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=
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1
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1

3

1
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2
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4

4
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2
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2 +x =t � dt

dx
=

11

2
 � 

2

11dt
dx =  

I2= 







+==

+
∫ )(
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2
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11

112
)(cot
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112

1
2
1

2

2
11

11
4 xgartgardt

t
 

∫ +







+−++−−=

++−

+
Cxgarxxxdx

xxx

x
)(

11

2
cot

55

112
)3ln(

5

2
)1ln(

5

4

)3)(1(

3
2
12

2
 

 

4.4 Integrales trigonométricas. 

Las integrales trigonométricas no están en la programación de la PAU de la mayoría de 

las comunidades, si bien se da en muchos institutos y en las carreras con asignaturas de 

matemáticas. 

Podemos distinguir varios tipos: 

Tipo 1: impar en el seno o coseno 

Son integrales donde sólo aparecen senos y cosenos multiplicando o dividiendo, donde 

se cumple que la potencia del seno, del coseno o de los dos (ambos siempre con mismo 

argumento) sea impar. Se resuelve con el siguiente cambio de variable: 

a) Si seno impar y coseno par � cos(x)=t 

b) Si coseno impar y seno par � sen(x)=t 

c) Si ambos impares � sen(x)=t ó  cos(x)=t 
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Veamos algunos ejemplos: 

(31) ∫ dxxxsen )·()·cos( 34 = 

sen(x)=t  �  cos(x)·dx=dt  �   dx=
)cos(x

dt
 

= ( )∫ ∫ ∫ ∫ =+−=−=−== C
tt

dtttdtxsentdtxt
x

dt
xt

75
))(1()(·cos

)cos(
)·(·cos

75
64242434

C
xsenxsen

+−=

7

)(

5

)( 75

 

(32) ∫ dx
x

xsen

)(cos

)(
2

5

= 

cos(x)=t  �  -sen(x)·dx=dt  �   dx=
)(xsen

dt
−  

     

=
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−

−=
−
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2
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2
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2
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12)1())(cos1()(
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·
)(

t
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t

t
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t

x
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dt

t

xsen

= - ( )
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1
)cos(2

3

)(cos1
2

3
2

33
22

x
x

x

t
t

t
dttt ++−=++−=+−∫

−

 

Tipo 2: par en el seno o coseno 

Son integrales con productos y cocientes de senos y cosenos con exponentes pares, para 

resolver estas integrales se utiliza la relación del coseno del ángulo doble: 

cos(2x)=cos
2
(x)-sen

2
(x) :    

• cos(2x)=1-2·sen
2
(x) �  sen

2
(x)=

2

)2cos(1 x−
 

• cos(2x)=2·cos
2
(x)-1 �  cos

2
(x)=

2

)2cos(1 x+
 

Veamos algunos ejemplos: 

(33) ∫ ∫ 







−=

−
=

2

)2(

2

1

2

)2cos(1
)(2

xsen
x

x
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(34) ( )∫ ∫ ∫ =+−=






 −
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x
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4

1

2
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)( 2

2
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( ) =






 −
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x
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2

)4cos(1

4

1
)2(

4

1

4

1
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4

1
)2(

4

1

4

1 2  
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)4(
)2(

4

1

8

3

32

)4(

8

1
)2(

4

1

4

1 xsen
xsenx

xsen
xxsenx −−=−+−=  
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Tipo 3: cambio general. 

Este cambio se puede aplicar en cualquier integral trigonométrica, transformando esta 

en una integral racional, si bien sólo se recomienda utilizar cuando no se pueden utilizar 

las reglas anteriores (generalmente cuando hay sumas o restas).  

Se utiliza el siguiente cambio: 

2

2

2

2

2

22

2

22

22

22
22

22

2

22

2

22

2

2

1

1

)2/(1

)2/(1
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)2/()2/(cos

)2/(cos

)2/()2/(cos

)2/()2/(cos
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1

2

1)2/(

)2/(2
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)2/)·cos(2/(2
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)2/)·cos(2/(2
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1

2

2
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)2/(

t
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x
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x
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t
dtdtdx
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+

−
=

+

−
=

+

−

=

+

−
=−=

+

=

+

=

+

=

+

==

+

=→=
+

→=

Conclusión: 

 

2

2

22 1

1
)cos(

1

2
)(

1

2
)2/(

t

t
x

t

t
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t
dttxtg

+

−
=

+

=

+

=→=  

 

Ejemplo:  

(35)   ∫ ∫∫
++−
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=

+

+

−
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−
+

+
=

−

+
dt

ttt
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t

dt

t

t
t

t

t

t
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1
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1

1
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Que es integral racional. 
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Problemas 

Calcular las integrales 

a) ∫ + dx
x

x )
1

3(
2

 

    ∫ +−=+ C
x

x
dx

x
x

1

2

3
)

1
3(

2

2
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8
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PAU 

 

Junio 2004. Prueba A 

C-1.-  De todas las primitivas de la función f(x)=2tg(x)·sec
2
(x), hállese la que pasa por el punto 

P(π/4,1)  

C
x

C
t

tdttdt
t

dx
x

xsen
dx

xx

xsen
dxxxtgxF

+=+=

=

−

−
=−=−==== ∫∫∫∫∫
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2

2
2
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2
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)cos(

)(
2)(sec)(2)(

22

23

332
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)(
)()cos(

xsen

dt
dxdtdxxsentx

−

=→=−→=  

Veamos el valor de C para que pase por P( , 1).
4

π
 

F(π/4)=2+C=1 � C=-1� 1
)(cos

1
)(

2
−=

x
xF  

Otro método 

∫ ∫∫ +====== Cxtgt
t
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2
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222
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x
txtg )(cos

)(cos

1
)( 2

2
=→=→=  

Veamos el valor de C para que pase por P( , 1).
4

π
 

F(π/4)=1+C=1 � C=0 � F(x)= )(2 xtg  

Nota: Las dos funciones son la misma, pues 1+sec
2
x=tg

2
x 

 

Junio 2004. Prueba B 

C-2.- Calcúlese �
������

√�
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Junio 2008. Prueba-A 

PR-2- b) Calcular �
�� ���
��

	
 

C
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x
dx
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dx
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dx
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Septiembre 2004. Prueba-B 

PR-2.- b) Dada la función f:[1,e]�R definida por f(x)=1/x+ln(x). Calcúlese una función 

primitiva de f(x) que pase por el punto P(e, 2) . 
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Calculemos C : F(e)=1+e-e+C=2 � C=1.  F(x)= xxxx −+ )ln()ln( +1 

 

Septiembre 2005. Prueba-B 

C-1.- Calcúlese �
�

��������
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Septiembre 2008 Prueba-A 

C-4. Calcular�
�
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Septiembre 2008 Prueba-B 

C-4. Calcular �
�

���������
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TEMA 7.  INTEGRALES DEFINIDAS. ÁREAS. 
 

1. Aproximación de áreas bajo una curva. Límite de la definición, integral 
definida. 

2. Área comprendida por una función y el eje OX. 
3. Área comprendida entre varias funciones 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Unidad 7. Integrales definidas. Áreas 

 

26                      Apuntes de Matemáticas II para preparar el examen de la PAU    

Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

Los problemas relacionados con áreas en selectividad aparecen, bien en cuestiones de 
un punto, o bien en un apartado de un problema de funciones.  

Por lo general, cuando las integrales definidas aparecen en cuestiones de un punto, se 
suelen pedir las áreas encerradas entre parábolas y rectas; y cuando están en un apartado 
de un problema de funciones, el área es la comprendida entre la función del problema y 
el eje OX. 

 

ANEXO:  

Representación de parábolas: y=f(x)=ax2+bx+c:  

- Vértice en V(x0,y0), donde x0=-b/2a y y0=f(x0) 

- Si a>0 función cóncava hacia arriba  (∪), y si a<0 cóncava hacia abajo (∩) 

- Los puntos de corte con el eje OX son las soluciones de la ecuación de segundo 
grado ax2+bx+c=0. Nota: 

� Si y0>0 y a>0,no corta con el eje OX 

� Si y0<0 y a<0,no corta con el eje OX 

Ejemplo:  y=x2+5x+6 

V(x0,y0):  x0=� �
�� � �2.5;  y0=f(-2.5)=-0.25. Por tanto V(-2.5,-0.25) 

Puntos de corte 	 � �
√��
��
� � ��3�2

�  � (-3,0), (-2,0) 
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1. Aproximación de áreas bajo una curva. Límite de la definición, 
integral definida. 

Hay infinidad de funciones extraídas del mundo real (científico, económico, física…) 
para las cuales tiene especial relevancia calcular el área bajo su gráfica. Vamos a 
ocuparnos del cálculo de estas áreas. Veamos un ejemplo práctico; imaginemos que la 
función v(t) representa la velocidad de un cuerpo en el tiempo, con la siguiente gráfica: 

 

 

 

 

Queremos calcular el espacio recorrido entre t=a y t=b, por dicho cuerpo. El espacio 
será igual al área comprendida entre la gráfica y el eje de abscisas en el intervalo [a,b]. 

Una idea, utilizada desde la antigüedad para  medir áreas, consiste en dividir el intervalo 

[a,b] en n pequeños tramos amplitud 
n

ab )( −
=ε . Estos tramos tienen por extremos los 

siguientes puntos: a=x0<x1<…<xn=b, donde x1=a+ε , x2=a+2ε … 

Podemos aproximar el área como la suma de los rectángulos con base ε  y de altura mi o 
Mi, donde mi es el menor valor de la función en el intervalo [xi,xi+1], y Mi el mayor 
valor de la función en el intervalo [xi,xi+1]. 

Veamos gráficamente las áreas calculadas: 

 

a) Suma superior         b) Suma inferior  
  

b 

v 

t a 
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Designemos al área calculada en a) como suma superior de Rieman, S(f(x)), siendo la 
calculada en b) la suma inferior de Rieman, s(f(x)).  

Se cumple: S(f(x))≥≥≥≥área≥≥≥≥s(f(x)) 

Los valores de las sumas de Rieman son:  

• S(f(x))=M1(x1-x0)+M2(x2-x1)+…+Mn(xn-xn-1) 

• s(f(x))= m1(x1-x0)+m2(x2-x1)+…+mn(xn-xn-1) 

Es fácil darse cuenta que cuanto mayor sea el número, n, de intervalos, y por tanto 
cuanto menor sea ε , más se aproximarán al área exacta S(f(x)) y s(f(x). Así si n�∞, 
s(f(x))=area=S(f(x)). 

Se cumple así que ∫==
∞→∞→

b

ann
dxxfxfSxfs )())((lim))((lim , que es la integral definida de 

f(x) con extremos a y b.  

Regla de Barrow: Si F(x) es una primitiva de f(x), el valor de la integral definida de f(x) 

es:     Área= )()()( aFbFdxxf
b

a
−=∫   

Ejemplo, sea un movimiento con aceleración constante a, . Sea v0=40m/s y 

a=g=-10m/s2 � v(t)=40-10t. Queremos calcular el espacio recorrido desde t=0 hasta 
que el cuerpo se pare t=4s: 

 

( ) [ ] ( ) ( ) mssattvttdttS f 800800·50·404·54·40
2

10
401040 22

0

4

0

4

0

2
2

1
0

4

0

2
=−=−−−=−=+=





−=−= ∫

 

2.  Área comprendida por una función y el eje OX 

En el apartado anterior la función f(x) siempre estaba sobre el eje OX (f(x)>0). En el 
caso de que la función por debajo del eje OX (f(x)<0) el área que obtendremos por el 
método de la integral definida será la misma pero negativa.  

De esta forma, para calcular el área comprendida entre la función f(x) y el eje OX , 
tendremos que ver primero los intervalos donde la función es positiva, y cuando es 
negativa. Supongamos que queremos calcular el área de la siguiente curva y el eje OX: 

 

atvv += 0

t 

40 

 4 

v 

S 
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Area=A1+A2+A3= ∫∫∫ +−

b

d

d

c

c

a
dxxfdxxfdxxf )()()(  

Conclusión, pasos para calcular el área entre una curva y el eje OX: 

1) Calcular los puntos de corte de la función con el eje OX 

2) Estudiar el signo de la función entre los puntos de corte 

3) Calcular una primitiva de f(x), F(x). 

4) Calcular el área en cada intervalo y sumarlas. 

Ejemplos: 

Septiembre del 2005. Prueba A. 

PR-2.b) Calcúlese el área delimitada por la gráfica de f(x) y las rectas x=-1, x=1, y=0. 

Siendo f(x)=  
ln�1 � 	�� ,   	 � 0
	�                   	 � 0   

Corte con eje OX:  

f(x)=0 � ln(1+x2)=0 � 1+x2=e0=1 � x2=0 � x=0 

Intervalo (-1,0) (0,1) 

Signo f(x) + + 

Área A1= dxx∫
−

0

1

2  A2= dxx∫ +

1

0

2 )1ln(  

A1=
3

1

3

1
0

3

0

1

3
0

1

2
=








−−=








=

−

−
∫

x
dxx u2=0.333·u2 

F= ∫ + dxx )1ln( 2 =x·ln(1+x2)-
43421

∫

+










+

−

∫

dx
x

dx
x

x

21

2
2

2

2

1

2

 
=x·ln(1+x2)-2x+2arctg(x) 

u=ln(1+x2)         dx
x

x
du

21

2

+

=  

dv=dx      v=x 

A2= ( ) ( ))0(20·2)1·ln(0)1(22)2ln()0()1()1ln(
1

0

2 arctgarctgFFdxx +−−+−=−=+∫ = 

c d 

A1 

A2 

A3 
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=ln(2)-2+2·π/4-(2·0)=ln(2)+π/2-2≈0,26·u2 

A=A1+A2=1/3+ln(2)+π/2-2= ln(2)+π/2-5/3≈0,6·u2 

Nota: el resultado de los arcotangentes, arcosenos y arcocosenos se dan en radianes. 

Ayuda para el cálculo de F(x):  

∫∫∫ −=

+

−=

+

)(22
1

2
2

1

2
22

2

xarctgx
x

dxdx
x

x
 

{
2

222

1|2
2

22

−

−−

+

x

xx

 

Junio del 2006. Prueba B 

PR-2. b) Calcúlese el área de la región limitada por f(x)=
�
�
��� y las rectas x=0, x=20, 

y=0. 

Corte con eje OX: f(x)=0 � x=1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Intervalo (0,1) (1,20) 

Signo f(x) - + 

Área A1= - ∫
+

−1

0 1

1
dx

x

x
 A2= ∫

+

−20

1 1

1
dx

x

x
 

 

A=A1+A2 

A1= [ ] ( ) ( )[ ] ( ))2ln(21)1ln(20)2ln(21)1ln(2
1

1 1
0

1

0
−−=−−−−=+−−=

+

−
− ∫ xxdx

x

x
≈0,37·u2 

A1 

A2 
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A2= [ ] ( ) ( ) )2ln(2)21ln(219)2ln(21)21ln(220)1ln(2
1

1 20
1

20

1
+−=−−−=+−=

+

−

∫ xxdx
x

x
·u2≈14,3u2 

)1ln(2
1

21
1

1
+−=

+

−=

+

−

∫∫∫ xx
x

dx
dxdx

x

x
 

A=18-2ln(21)+4ln(2) ≈14,67·u2 

 

Ejercicio Calcular el área comprendida entre el eje x, x=-1, x=7 y la función f(x)=
��

����  

Corte con el eje OX:  f(x)=0�x=0 

Intervalos (-1,0) (0,7) 

Signo f(x) - + 

Área A1= ∫
− +

0

1 2 1

2
dx

x

x
 A2= ∫

+

7

0 2 1

2
dx

x

x
 

 

 

∫ +=

+

= )1ln(
1

2
)( 2

2
xdx

x

x
xF  

[ ] ( ) ( )[ ] )2ln()2ln()1ln()1ln(
1

20

1

0

1
2

21 =−−=+−=

+

−= ∫
−

−
xdx

x

x
A ≈0,7·u2 

[ ] ( ) ( )[ ] )50ln()1ln()50ln()1ln(
1

27

0

7

0
2

22 =−=+=

+

= ∫ xdx
x

x
A ≈3,9·u2 

A=ln(2)+ln(50) ≈4,6·u2 

3. Área comprendida entre varias funciones 

Cuando queremos calcular el área comprendida entre dos funciones, f(x) y g(x), 
tendremos que restar al área de la función que está por encima menos la función que 
está por debajo. Pasos 

A1 

A2 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Unidad 7. Integrales definidas. Áreas 

 

32                      Apuntes de Matemáticas II para preparar el examen de la PAU    

· Calcular los puntos donde se cortan las dos funciones. Estos se obtienen 
resolviendo la ecuación f(x)=g(x),  

·   En los intervalos definidos por los puntos de corte vemos si f(x) está por encima 
de g(x) � f(x)>g(x) o  por debajo � f(x)<g(x). 

·  El área en cada intervalo es la integral definida con extremos los del intervalo y 
función de integración (f(x)-g(x)) si f(x)>g(x) ó (g(x)-f(x)) si f(x)<g(x) 

 

Ejemplo gráfico: 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Intervalo (a,b) (b,c) (c,d) 

Encima g(x) f(x) g(x) 

Debajo f(x) g(x) f(x) 

Área A1= ∫ −

b

a
xfxg )()(  A2= ∫ −

c

b
xgxf )()(  A3= ∫ −

d

c
xfxg )()(  

 

Ejercicios: 

Septiembre 2006. Prueba A 

C-4. Estudiar el área del recinto limitado por la curva y=x3-3x2+2x y su recta tangente 
en x=0. 

a) recta tangente, m=f’(0)=2 � (0,f(0))=(0,0) � y=2x 

Puntos de corte f(x)= x3-3x2+2x y g(x)=2x 

x3-3x2+2x=2x �x3-3x2=0 � x=0, x=3 

Gráfico de la función f(x) y la recta tangente: 

 

a b c d 

A1 

A2 

A3 
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Cuando no nos dan los intervalos de integración en x, entonces se supone que el área 
pedida es el área entre sus dos puntos de corte. 

 

Intervalo (0,3) 

Encima 2x 

Debajo x3-3x2+2x 

Área A1= ∫ +−−

3

0

23 )23(2 xxxx  

( ) ( )
4

27

4

81108
027

4

81

4
232

3

0

3

0

3
4

23
=

−
=−








+−=








+−=+−−= ∫ x

x
dxxxxxA ·u2≈6,75·u2 

 

Junio 2006. Prueba A 

C-4.- Hállese el área del recinto limitado por la parábola y=-x2 y la recta y=2x-3. 

Puntos de corte f(x)=-x2 y g(x)=2x-3 

322
−=− xx  � 0322

=−+ xx  � x=1, x=-3 

Intervalo (-3,1) 

Encima -x2 

Debajo 2x-3 

Área A= ( )( )∫
−

−−−

0

3

2 32 dxxx  
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((

(

1

3

2

9)31
3

1
(

2 xxA

−−+−−=

−−−=
−
∫

 

 

Junio 2005, Prueba B 

C-4.- Hállese el área del recinto limitado por las gráficas de las funciones

y=f(x)=x2,  y=g(x)=x2/2,  y=h(x)=2x

 

Puntos de corte gráficas  

f(x) y g(x)� x2=x2/2 � x=0

f(x) y h(x)� x2=2x � x=0, x=2

g(x) y h(x)� x2/2=2x � x=0, x=4
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)) ( )

)
22

2
3

1

3

2

·7,10·
3

32
99

3
3

323

uu

xx
x

dxxxdx

≈=−−





+−−=+−−=−

−
∫

Hállese el área del recinto limitado por las gráficas de las funciones

/2,  y=h(x)=2x 

x=0 

x=0, x=2 

x=0, x=4 x

2x 

a preparar el examen de la PAU    

1

3

x =




−
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hállese el área del recinto limitado por las gráficas de las funciones 

x2 
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Intervalo (0,2) (2,4) 

Encima x2 2x 

Debajo x2/2 x2/2 

Área A1= ( )∫ −

2

0
2

2 2 dxx x  A2= ( )∫ −

4

2
2

22 dxx x  

   A1= ( ) ( )∫∫ =−







=








=








=−

2

0

2

0

32
2

0
2

2

3

4
0

6

8

62
2 x

dx
x

dxx x u2≈1,3·u2 

A2= ( )
3

8

6

56
12

6

8
4

6

64
16

6
2

4

2

3
24

2
2

2
=−=








−−








−=








−=−∫

x
xdxx x ·u2≈2,7·u2 

 A=A1+A2=4·u
2 

 

Septiembre de 2004, Prueba A 

C-4.- Hállese el área del recinto limitado por las parábolas de ecuaciones respectivas 
y=f(x)=6x-x2 e y=g(x)=x2-2x.                                                                                  

Veamos los puntos de corte: 6x-x2=x2-2x �2x2-8x=0 � x=0, x=4 

Intervalo (0,4) 

Encima 6x-x2 

Debajo x2-2x 

Área A= ( )∫ −−−

4

0

22 )2(6 dxxxxx  

( ) ( ) ( )
22

4

0

3
24

0

24

0

22 1,20
3

64
0

3

128
64

3

2
428)26 uu

x
xdxxxdxxxxxA ≈=−








−=








−=−=+−−= ∫∫
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Septiembre de 2004, Prueba B 

C-3.- Hállese el área limitada por las gráficas de las funciones y=f(x)=3x-x2,  y=g(x)=2x-2 

Veamos los puntos de corte: 3x-x2=2x-2 � x2-x-2=0 � x=2, x=-1 

 

Intervalo (-1,2) 

encima 3x-x2 

debajo 2x-2 

Área A= ( )∫
−

−−−

2

1

2 )22(3 dxxxx  

( ) ( )
2

9
2

3

1

2

1
4

3

8
22

32
)2)223

2

1

32
2

1

22

1

2
=







−+−








+−=








+−=+−=+−−=

−

−−
∫∫ x

xx
dxxxdxxxxA

=4,5·u2 

 

Junio de 2007, Prueba B 

C-4. Hállese el área limitada por las gráficas de las funciones cuyas expresiones 
analíticas son y=f(x)=x2-4,  y=g(x)=3x-6 

Puntos de Corte: x2-4=3x-6 � x2-3x+2=0  �   x=2, x=1. 

 

Intervalo (1,2) 

Encima 3x-6 

 Debajo x2-4 

Área ( )∫ −−−

2

1

2 )4(63 dxxx  

 

( )

2

2

1

23
2

1

22

1

2

17.0)2
2

3

3

1
()46

3

8
(

2
2

3

3
)23()4(63

u

x
xx

dxxxdxxxA

≈−+−−−+−=

=







−+−=−+−=−−−= ∫∫
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Junio 2004. Prueba A 

PR-1. Sea  la función y=2·e-2|x|.  

b) Calcúlese el área de la región plana comprendida entre la gráfica de la función y las rectas   
x= 1 y x= -1. 





≥

<

==
−

−

0·2

0·2
·2

2

2
||2

xsie

xsie
ey

x

x
x  

Veamos si f(x) corta el eje OX: (y=0) � 0=2·e-2|x|� no solución. Luego sólo hay que 
considerar en el intervalo el valor x=0 (donde cambia de expresión analítica). Se cumple 
que f(x)>0 en todo intervalo: 

Intervalo (-1,0) (0,1) 

Área A1= ∫
−

0

1

2·2 dxe x  A2= ∫
−

1

0

2·2 dxe x  

∫ ===
x

x
x e

e
exF 2

2
2

2

·2
·2)(  

x
x

x e
e

exG 2
2

2

2

·2
·2)( −

−

−

−=−== ∫  

A1=
220

1

2 86,01)1()0(·2 ueFFdxe x
≈−=−−=

−

−
∫  

A2=
21

0

2 86,0)0()1(2 uGGdxx
=≈−=∫

−

 

A=A1+A2 272,1 u≈  

 

Junio 2005. Prueba A 

PR-2.- b) f(x)=��
��,  calcúlese  	!�	�"	#
� .      

 
2

2

1

083

1

13

1

2

1

2

1

2
)(

5.0)(
2

1
)1()3(·)(

xtt

x

edte
x

dt
xexF

eeFFdxexdxxxf

−

−−

−=−=

−

=

≈−−=−==

∫ ∫

∫∫
 

 

 

x

dt
dtdtxtx

2
21 2

−

=→=−→=−  
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Junio 2004. Prueba B 

PR-2.- Sea f(x)=x3+ax2+bx+c. Determínense a, b y c de modo que f(x) tenga un 
extremo relativo en x=0, la recta tangente a la gráfica de f(x)  en x=1 sea paralela a la 
recta y-4x=0, y el área comprendida por la gráfica de  f(x), el eje OX  y las rectas x=0, 
x=1, sea igual a 1. 

Calculemos las derivadas � f ´(x)=3x2+2ax+b 

a) Extremo relativo en x=0 � f´(0)=b � b=0 

b) Recta tangente en x=1 y paralela a y=4x � f’(1)=3+2a=4 � a=1/2 

c) f(x)=x3+0.5x2+c � ( ) 1
6

1

4

1

64
5.0

1

0

34
1

0

23
=++=








++=++∫ ccx

xx
dxcxx �c=7/12 

Junio 2007. Prueba A 

PR2- b) Sea f(x)=
�

��
�. Calcular el área de la región limitada por dicha gráfica y las rectas     

x= −4, x = −2 . 

Veamos en este intervalo si la función está por encima o debajo del eje OX� f(x)=0 � 
x=0. Además tiene asíntotas verticales son en x=1y x=-1. Pero ninguno de estos valores 
de x están en el intervalo (-4,-2) y por esto f(x) mismo signo en este intervalo: 

Intervalo (-4,-2) 

Signo(f(x)) -  

Área A=- ∫
−

− −

2

4 2 1
dx

x

x
 

∫∫ −=

−

=

−

= )1ln(
2

1

1

2

2

1

1
)( 2

22
xdx

x

x
dx

x

x
xF

 

A=- ∫
−

− −

2

4 2 1
dx

x

x
=-(F(-2)-F(-4))=-(0.5ln(3)-0.5ln(15))=0,5ln(5)≈0,805u2 
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Junio 2008. Prueba B 

PR2- Sea  f(x)=  
$%&�'��

' ,     () 	 � 0
	�  � 2	   () 	 � 0

  b) Calcular  	�!�	�"	√�π
√π  

Como *√π, √2π, cumple que x � 0 �( 45 (�678"5 �	9:�()ó8 "� 45 !78<)ó8

 

1))1(1(
2

1
))cos(2(cos(

2

1
)cos(

2

1

)(2
2

1
)(

)(
)(

2
2

2 22 22
2

22 2

−=−−−=−−=





−=

==== ∫∫∫∫

ππ

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

x

dxxxsendxxxsendx
x

xsen
xdxxfx

 

Junio 2007. Prueba A 

C-4.- Calcular el área del recinto limitado por la curva de ecuación y=ln(x), el eje OX y las 
rectas x=1 y x=2. 

Tenemos que ver el signo de la función en el intervalo (1,2): 

ln(x)=0  �x=e0=1. Como 1∉(1,2) la función no cambia de signo, veamos el signo: 

Intervalo (1,2) 

Signo(f(x)) + 

Área A= ∫
2

1
)ln( dxx  

( )∫∫ −=−== 1)ln()ln()ln()( xx
x

dx
xxxxxF

 

xvdxdv
x

dx
duxu

=→=

=→= )ln(
 

A= ∫
2

1
)ln( dxx =F(2)-F(1)=[2·ln(2)-2-(ln(1)-1)]=2ln(2)-1≈0.39·u2 

Septiembre 2007. Prueba B 

PR-2.- Sea la función !�	� � �
����. El área de la región limitada por la gráfica de f, el 

eje OX  y las rectas x=-2, x=2. 

   Tenemos que ver el signo de la función en el intervalo (-2,2): 

    f(x)=0  � x=0. Como 0∈(-2,2) cambia de signo: 

Intervalo (-2,0) (0,2) 

Signo(f(x)) - + 

Área A1=- ∫
− +

0

2 2 4
dx

x

x
 A2= ∫

+

2

0 2 4
dx

x

x
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)4ln(
2

1

4

2

2

1

4
)( 2

22
+=

+

=

+

= ∫∫ xdx
x

x
dx

x

x
xF  

A1=- [ ]
20

2 2
35.0)2ln(

2

1
)8ln()4ln(

2

1

4
udx

x

x
≈=−−=

+
∫
−

 

A2=- [ ]
22

0 2
35.0)2ln(

2

1
)4ln()8ln(

2

1

4
udx

x

x
≈=−=

+
∫  

A= A1+ A2=ln(2)≈0,7 u
2 

 

Septiembre 2005. Prueba B 

PR-2.- Sea P(a, sen a) un punto de la gráfica de la función f(x)=sen(x) en el intervalo 
[0,π]. Sea r

p
 la recta tangente a dicha gráfica en el punto P y Ap el área de la región 

determinada por las rectas rp, x=0, x=π, y=0. Calcúlese el punto P para el cual el área Ap 
es mínima. (Nota: Puede asumirse, sin demostrar, que la recta rp se mantiene por encima 
del eje 0X entre 0 y π) 

Calculemos la recta rp:  m=f´(a)=cos(a) y que pasa por P(a, sen(a))  

rp: y=cos(a)(x-a)+sen(a)=cos(a)x-a·cos(a)+sen(a) 

( )

)()cos()cos(
2

1
0)()cos()cos(

2

1

))()cos((
2

)cos(
)()cos()cos(

22

0

2

0

asenaaaasenaaa

xasenaa
xa

dxasenaaxaA

ππππππ

π

π

+−=−+−=

=







+−+=+−= ∫

 

Luego la función a minimizar es f(a)= )()cos()cos(
2

1 2 asenaaa πππ +−  

f´(a)= 0)2/)(()cos()cos()()(
2

1 22
=−=+−+− ππππππ aasenaaasenaasen

 

aπ-π2/2=0 �
2

π
=a ,    sen(a)=0� sólo a=0. Sólo 

2

π
=a ∈(0,π) 

Demostremos que para este valor de a el área es máxima f´´(a)=cos(a)(aπ-π2/2)+πsen(a) 

f´´(
2

π
)>0 mínimo. 

Luego la recta es y= cos=π>?x- 
π

>·cos=
π

>?+sen=
π

>?  � rp : y=1. 
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TEMA 8. MATRICES. 
 

1. Definición de Matrices y tipos de Matrices 
2. Operaciones con Matrices 

2.1. Igualdad de Matrices 
2.2. Suma de Matrices 
2.3. Producto de una Matriz por un número (escalar) 

3. Producto de Matrices 
4. Transposición de Matrices. Matrices simétricas y antisimétricas 
5. Matriz inversa 

5.1. Definición. 
5.2. Cálculo 

6. Resolución de ecuaciones matriciales 
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

En este tema comienza el Bloque II de Álgebra Lineal. Por lo general en los exámenes 
de la P.A.U. suele haber un problema relacionado con la resolución de sistemas de 
ecuaciones lineales, que veremos en el tema 10, y una o dos cuestiones relativas a: 

• resolución de ecuaciones matriciales, este tema  
• dada una matriz A cálculo del valor de An , este tema 
• cálculo de determinantes, tema 9 
• comprobar si una matriz es inversible o no, tema 9 

Por lo general tanto el problema como las cuestiones relativas a este bloque que ahora 
empezamos suelen ser metódicas, y por tanto sencillas. 
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1. Definiciones de Matrices y tipos de Matrices 

El concepto de Matriz es sencillo, es una tabla con m filas y n columnas de números 
reales ordenados (m,n∈N). Veamos una definición más matemática de las matrices 

Definición: se llama matriz de dimensión mxn al conjunto de números reales dispuestos 
en m filas y n columnas de la siguiente forma: 





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

con aij=elemento de la matriz A situado en la fila i y columna j 

Muchas veces la matriz A se denota también como A=(aij) 

 

Definición: El conjunto de todas las matrices con m filas y n columnas se denota como 
Mnxm(R). 

Así  A= 








654

321
 � A∈M2x3(R) 

Definición: dimensión de una matriz es el número de filas y columnas de la misma, en 
el ejemplo anterior, A es de dimensión 2x3 

Tipos de matrices: 

1. Matrices cuadradas: son las matrices que tienen igual número de filas que de 
columnas (m=n), y que como veremos son las únicas que pueden multiplicarse entre 
sí en cualquiera de los dos posiciones. El conjunto de todas las matrices cuadradas 
con n filas y columnas se denotan como Mnxn(R) o Mn(R). 

Ejemplo: B= 








− 21

12
, B∈M2x2(R) ó  B∈M2(R) 

Elementos de las matrices cuadradas: 

a. Diagonal principal: elementos de la forma aii, es decir en la diagonal que 
va desde a11 hasta ann 

b. Diagonal secundaria: elementos de la forma aij donde i+j=n+1, es decir 
los elementos en la diagonal que va desde a1n hasta an1 





















−−−−

−

6532

1098

1765

4321

 

 

 

Diagonal principal i=j 

Diagonal secundaria i+j=4+1=5 
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2. Matrices triangulares superiores e inferiores: son las matrices cuadradas tal que: 

a. Superior: elementos debajo diagonal de la principal son nulos aij=0 si i>j 

b. Inferior:  elementos encima de la diagonal principal son nulos aij=0 si i<j 

eriortriangularBeriortriangularA inf

543

021

002

sup

800

130

214

















−

−

=

















−=  

3. Matrices diagonales: matrices cuadradas donde todos los elementos fuera de la 
diagonal son cero.  





















−

−

=

5000

01000

0030

0002

D  

4. Matriz escalar: matriz diagonal en el que todos los términos de la diagonal son 
iguales: 

















=

200

020

002

E  

5. Matriz unidad o matriz identidad: matriz escalar cuyos elementos son 1. Se denota 
como I o Id: 









==

10

01
2IdI  (matriz identidad de orden 2) 

















==

100

010

001

3IdI (matriz identidad de orden 3) 





















==

1000

0100

0010

0001

4IdI (matriz identidad de orden 4) 

6. Matriz columna: toda matriz con una sola columna� Mmx1(R) 

















−

=

3

2

1

C    C∈M3x1(R) 

7. Matriz fila: toda matriz con una única fila � M1xn(R) 

( )311 −=F  F∈M1x3(R) 
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Anotaciones: 

• Toda matriz diagonal es triangular, tanto superior como inferior, pues los 
elementos por encima y por debajo de la diagonal son nulos. 

• Toda matriz escalar es diagonal. 

• La matriz identidad es una matriz escalar. 

Ejercicio 1. Escribir matrices de los siguientes tipos: 

a) De dimensión 3x2 

b) Cuadrada de dimensión 4 

c) Triangular inferior de dimensión 3 

d) Diagonal de dimensión 4 

e) ¿Qué tipo de matriz es de dimensión 1x1? Pon un ejemplo. ¿Cuál será la matriz 
identidad de dimensión 1? 

Solución: 

a. 
















74

32

17

 

b. 





















−−− 2111

1019

8765

4321

 

c. 
















− 1183

0102

001

 

d. 





















4000

0300

0020

0001

 

e. 1 fila y una columna � los números reales M1x1(R)=R, ejemplos 2,-1.3, 
y la identidad es 1. 

 

Ejercicio 2.Decir que  tipo de matrices y de que dimensión son las siguientes matrices: 

a) 
















− 200

740

123

       

b) 





















−

0

1

1

7

        

c)  








−

−

043

112

    

d) 
















700

070

007
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a. Matriz cuadrada, triangular superior, dimensión 3x3(M3x3(R)) o cuadrada de 
dimensión 3. 

b. Matriz columna de dimensión 4x1 (M4x1(R)) 

c. Matriz rectangular de dimensión 2x3 (M2x3(R)) 

d. Matriz cuadrada, escalar de dimensión 3x3 (M3x3(R)) o simplemente matriz 
cuadrada de dimensión 3. 

2. Operaciones con matrices 

2.1 Igualdad de matrices 

Definición: dos matrices M y N se dicen que son iguales (M=N) si se cumplen: 

- misma dimensión 

- elementos que ocupan el mismo lugar son iguales. 

2.2 Suma de matrices 

Solo se pueden sumar matrices de la misma dimensión, veamos en qué consiste la suma 
de matrices: 

Definición: la suma de dos matrices de dimensión A y B es otra matriz que se denota 
como A+B con misma dimensión que las otras dos y definida como 
A+B=(aij)+(bij)=(aij+bij). Es decir A+B se obtiene sumando los elementos que ocupan la 
misma posición en las dos matrices que suman.  

Veamos un ejemplo de dos matrices A,B∈M2x3(R) 

A+B= 








+++

+++

=







+








232322222121

131312121111

232221

131211

232221

131211

bababa

bababa

bbb

bbb

aaa

aaa
 

Propiedades de la suma de matrices: como la suma de matrices definidas a partir de la 
suma de números reales cumple las mismas propiedades que estos, es decir: 

- Asociativa: A+(B+C)=(A+B) +C 

- Elemento neutro A+0=A, con O la matriz de igual dimensión que A con todos 
sus coeficientes iguales a cero 

- Elemento opuesto: A+(-A)=0, con (-A)=(-aij) es decir los elementos opuestos a 
los de la matriz A.  

- Conmutativa: A+B=B+A 

Ejemplo de elemento opuesto: 










−−

−−

=−






 −

=

210

413
,

210

413
AA  
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2.3 Producto de una matriz por un número (escalar) 

Definición: Sea k∈R (escalar) y A=(aij) una matriz de dimensión mxn (A∈Mmxn(R)).El 
producto de k por A es otra matriz k·A de misma dimensión tal que: 

k·A=k(aij)=(k·aij), es decir la matriz k·A se obtiene de multiplicar por k cada elemento 
de la matriz A.  

Ejemplo: A∈M3x3(R): 
















=

















333231

232221

131211

333231

232221

131211

·

kakaka

kakaka

kakaka

aaa

aaa

aaa

k  

Propiedades: 

- k(A+B)=kA+kB 

3·


















+









41

21

30

01 =








+









123

63

90

03 = 









213

66 =3· 









71

22  

- (k+t)·A=k·A+t·A 

- k(tA)=(kt)·A 

- 1·A=A  

Ejercicio 3: sacar factor común un escalar de las siguientes matrices de forma que éstas 
se simplifiquen 















 −

=















 −

=

003

410

121

·4

0012

1640

484

A  

=B









−

−

=



















−

−

232

162

8

1

4

1

8

3

4

1
8

1

4

3

4

1

 










−

=








−

=

44

13
·12

4848

1236
C  

D=
















=

















100

010

001

·11

1100

0110

0011
=11·Id 

Nota: siempre que de forma sencilla se pueda sacar factor común, simplificando la 
matriz, se recomienda sacar éste, ya que se simplifican los cálculos, especialmente en la 
multiplicación de matrices, como veremos en el apartado siguiente. 

Ejercicio 4: Calcular el valor de a, b, c y d: �2� 2�2� 2�� � � � 	 5 7 	 � 	 ��2 	 � 	 � 3� 	 4 �
 

2a=a+5 � a=5 

2b=7+a+b � b=12 

2c=-2+c+d � c=d-2 �c=-6 

2d=3d+4 � d=-4 
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Ejercicio 5: dadas las matrices A, B y C calcular las siguientes operaciones: 

A= 








−

−

=








−−

=






 −

32

21

21

04

10

11
CB  

a) A+B= 








−−

−

11

15
 

b) A-B-C= 






 −−

03

32
 

c) 3A+5B-6C= 








−

−

257

1529
 

Ejercicio 6: resolver los siguientes sistemas 

a) 






















−

−−−

=−










−

=+

101

234
3)2(

012

221
2)1(

YX

YX

 

Llamemos A= 








− 012

221
y  B= 









−

−−−

101

234
 

(1)-2·(2) � Y+6Y=A-2B � Y=1/7(A-2B)= 








− 210

689

7

1
 

    X=B+3Y= 








−

−

137

431

7

1
 

b) 





















=−









=+

10

26
)2(

03

12
)1(

YX

YX

 

Llamamos A= 








03

12
 y B= 









10

26
 

  (1)+(2)� 2X=A+B � X=1/2(A+B)= 








13

38

2

1
  

      Y=A-X= 








−

−−

13

14

2

1
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c) 






















−

=+










−

=+

42

01
2)2(

20

13
2)1(

YX

YX

 

Llamamos A= 








− 20

13
 y B= 









− 42

01
 

(1)-2(2)� -3Y=A-2B � Y=-1/3(A-2B)= 








−

−

104

11

3

1
 

         X=B-2Y= 








− 82

25

3

1
 

3. Producto de Matrices 

El producto de matrices es una operación más compleja que las anteriores. Para poder 
multiplicar dos matrices es necesario que el nº de columnas de la primera matriz del 
producto sea igual al nº de filas de la segunda matriz. Veamos la definición del producto 
de matrices: 

Definición: El producto de la matriz A=(aij)∈Mmxn y B=(bij)∈Mnxp es otra matriz 
C=A·B∈Mmxp, con igual nº de filas que A y de columnas que B, tal que el elemento de 
la matriz C que ocupa la fila i y columna j, cij se obtiene multiplicando la fila i-esima de 
la primera matriz con la columna j-ésima de la segunda. 

Resulta más sencillo comprender el producto de matrices a partir de varios ejemplos: 

















−

−

−

=

















−++

−++

−++

=

















−
















2

2

2

)1(90·81·7

)1·(60·51·4

)1·(30·21·1

1

0

1

·

987

654

321

 

        3x3      3x1                                         3x1 

 

 

 










−

−

=








−+++−+

−+++−+

=

















−

−








1417

88

)4·(62·50·43·6)1·(51·4

)4·(32·20·13·3)1(21·1

43

21

01

·
654

321
 

   2x3      3x2                                             2x2 
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
























654

321
·

987

654

321

   

No se puede multiplicar, pues la primera matriz tiene 3 columnas y la segunda 2 filas. 

Nota: Veamos la utilidad de sacar factor común en el producto de matrices con un 
ejemplo: 










−

=








−++

−++

=








−









15001500

15000

)90·(50100·3050·300·100

)90·(030·500·300·50

9030

300
·

50100

050
 

Más simple� 








−

=








−++

−++

=








−









11

10
1500

)3(12·11·12·0

)3·(01·11·00·1
1500

31

10
30·

12

01
50  

Ejercicio7: ver todos los productos posibles con las siguientes matrices y calcularlos: 

A= 
















−110

111

321

,  B=
















1

2

1

,  C= 








543

012
 

A∈M3x3, B∈M3x1, C∈M2x3, solo posibles los siguientes productos: 

A·B=
















=

















−+

++

++

=

































− 1

4

8

120

121

341

1

2

1

·

110

111

321

 

     3x3       3x1    3x1 

C·A= 







=









−+++++

++++++

=

















−










8157

753

549546043

016014012

110

111

321

·
543

012
 

     2x3            3x3            2x3 

C·B= 







=








=









++

+++

=


























4

1
·4

16

4

583

022

1

2

1

·
543

012
 

    2x3      3x1      2x1  

 

Ejercicio 8: multiplicar A·B y B·A, ¿Qué ocurre? 

A=
















987

654

321

 B=














 −

321

002

101
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A·B= ·

987

654

321































 −

321

002

101

=
















201832

141220

868

 

B·A=














 −

321

002

101

















987

654

321

· =














 −−−

423630

642

666

 

Nota: en las matrices cuadradas, no siempre cumplen que A·B≠B·A, es decir no se 
cumple la propiedad conmutativa del producto de matrices. Existen algún tipo de 
matrices que si conmutan, A·B=B·A, si esto ocurre se  dice que A y B conmutan  

Ejercicio 9: Calcular A2-B2, (A+B)2 y (A-B)2 siendo A y B las siguientes matrices: 

A=
















−112

110

021

,  B=
















−

120

011

210

 

a) A2=
















=

















−
















− 240

022

241

112

110

021

·

112

110

021

 nótese que no coincide con elevar al 

cuadrado cada término de A 

B2=
















−

−−

−

=

















−

















−

142

201

251

120

011

210

·

120

011

210

 

A2-B2= 
















240

022

241

- 
















−

−−

−

142

201

251

= 














 −

102

223

012

 

b) (A+B)2=(A+B)·(A+B)= 
















−

−=

















−

















−

7121

041

5152

032

121

231

·

032

121

231

 

c) (A-B)2=(A-B)·(A-B)= 
















−−

−

−

=

















−−

−

















−−

−

143

403

332

212

101

211

·

212

101

211

 

Nota: al no ser conmutativo el producto de las matrices se cumple que las igualdades 
notables no son ciertas cuando A y B son matrices� 

(A+B)
2
=A

2
+B

2
+AB+BA≠A

2
+B

2
+2AB  

(A-B)
2
=A

2
+B

2
-AB-BA≠A

2
+B

2
-2AB  
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Ejercicio 10: Calcular los valores de x e y que verifican las siguientes igualdades: 

a)  







=

















00

00

43
·

2

1 yx

y

x
 









=









++

++

=
















00

00

4232

43

43
·

2

1

yyyx

xyxxyx

y

x
 � 













=

=+

=+

=

06

032

04

04

y

yx

xy

x

� x=y=0 

b) 







=









−

−










00

00

5

2
·

2

5

y

x

y

x
 









=









−

−

=








−−

−+−

=








−

−










00

00

010

100

2210

1055

5

2
·

2

5

xy

xy

yyxy

xyxx

y

x

y

x
� 

10-xy=0� x·y=10 

 

Ejercicio 11. Decir si son verdaderas o falsas las siguientes identidades para A y B 
cualquier matriz: 

a) (A+B)2=A2+B2+2AB � Falsa AB≠BA (A+B)2=A2+B2+AB+BA≠A2+B2+2AB  

b) (A-B)2=A2+B2-2AB � Falsa AB≠BA (A-B)2=A2+B2-AB-BA≠A2+B2+2AB  

c) (A+B)(A-B)=A2-B2  
� Falsa AB≠BA (A+B)(A-B)=A2-B2-AB+BA 

 

Ejercicio 12: Calcular las matrices  que conmuten con la matriz A y B, siendo: 

A=�1 10 1�, B=�
0 0 01 0 01 1 0� 

a)  Si conmutan se cumple que AX=XA  � 










+

+

=






 ++

→















=

















tzz

yxx

tz

tyzx

tz

yx

tz

yx

10

11
··

10

11
 

Ryxconconmuta
x

yx
cualquieraytxz

tzt

zz

yxty

xzx

∈∀















→==













+=

=

+=+

=+

,
10

11

0
,,0  

 

b)  Si conmutan se cumple que BX=XB  �  
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















+++

=

















+

+

+

→

































=

































fcebda

cba

iih

ffe

ccb

ihg

fed

cba

ihg

fed

cba 000

0

0

0

·

011

001

000

011

001

000

·

Rgdaconconmuta

adg

ad

a

hdiaefbc

fc

ebi

daih

c

bf

afe

c

cb

∈∀

































→======→





















+=

+=

=

+=+

=

=

=+

=

=+

,,

011

001

000

0

00

,,0,0,0

0

00

0

0

0

Ejercicio 13. Sea A=�0 �11 0 � calcular An. Calcular A50, A97 

Veamos lo que vale A2, A3, y a partir de sus valores busquemos el valor de An: 

A2= Id−=








−

−

=






 −








 −

10

01

01

10
·

01

10
 

A3=A·A2=A·(-Id)=-A 

A4=A2·A2=(-Id)(-Id)=Id 

A5=A4·A=Id·(A)=A 

… 

An=













=

+=−

+=−

+=

044

3443

2442

1441

esentrendividirderestoelknId

esentrendividirderestoelknA

esentrendividirderestoelknId

esentrendividirderestoelknA

 

Así A50=-Id,  ya que el resto de dividir 50 entre 4 es 2.  

A97=A, ya que el resto de dividir 97 entre 4 es 1 

Ejercicio 14: Sea A=�0 �11 1 � calcular An.  

a) A=�1 11 1� 
b) A=�1 10 1� 
c) A=�1 0 10 1 00 0 1� 
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a) 











==

===











======

=







=









++

++

=















=

−−

−−

−

11

11
1

34

22

22
223

2

22

22
·2

...

·8··4·

22

22
·4·2·2·2·2·

·2
22

22

1111

1111

11

11
·

11

11

nn

nn

nn
AA

AAAAAA

AAAAAAAA

AA

 

 

b)  

 

 

c) 

















=

















=

































==

















=

































==

100

010

01

...

100

010

301

100

010

101

·

100

010

201

·

100

010

201

100

010

101

·

100

010

101

·

23

2

n

A

AAA

AAA

n

 

 

 

 

 









=









=







 +

=















==









=







 +

=















==









=
















=

10

1

...

10

41

10

131

10

11
·

10

31
·

10

31

10

121

10

11
·

10

21
·

10

21

10

11
·

10

11

34

23

2

n
A

AAA

AAA

A

n
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Ejercicio 15. Sea A una matriz que conmuta con B y C. Demostrar que es cierta la 
igualdad (B·C)·A=A·(B·C) 

Si A y B conmutan � A·B=B·A  

Si A y C conmutan � A·C=C·A 

(B·C)·A=B·(C·A)=B·(A·C)=(B·A)·C=(A·B)·C=A·(B·C) 

 

Ejercicio16 ¿Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas puedan existir A·B y 
B·A? 

Sea A∈Mmxn(R) y B∈Mpxq(R).  

Si existe A·B � n=p 

Si existe B·A � q=m 

Sólo existe A·B y B·A si A∈Mmxn y B∈Mnxm. Un caso particular es cuando m=n, es 
decir las dos matrices son matrices cuadradas. 

4. Transposición de Matrices.Matrices simétricas y antisimétricas 

Definición: sea una matriz A∈Mmxn(R) se llama matriz transpuesta y se escribe como 
At

∈Mnxm(R) que resulta de cambiar las filas por las columnas. 

 

Ejemplos: 

















=







=

63

52

41

654

321
tAA  

( )321

3

2

1

=

















=
tBB  

















=

















=

963

852

741

987

654

321
tCC  

Propiedades: 

1. (At)t=A 

2. (A+B)t=At+Bt
 

3. (k·A)t=kAt
 

4. (A·B)t=Bt·At  
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Las transposiciones de matrices nos permiten definir dos tipos de matrices: simétricas y 
antisimétricas. Definámoslas: 

a) Matriz simétrica:  es toda matriz cuadrada A∈Mnxn(R) tal que coincide con su 
transpuesta At � A=At, es decir los elementos simétricos respecto a la 
diagonal son iguales, veamos un ejemplo de dimensión 3: 

















=

















=

czy

zbx

yxa

A

czy

zbx

yxa

A t  

b) Matriz antisimétrica:  es toda matriz cuadrada A∈Mnxn(R) tal que coincide con 
el opuesto de su transpuesta -At � A=-At, es decir los elementos simétricos 
respecto a la diagonal son opuestos, y los de la diagonal son cero. Veamos un 
ejemplo de dimensión 3: 

A

zy

zx

yx

zy

zx

yx

A

zy

zx

yx

A t
−=

















−−

−−=

















−

−−

=

















−−

−=

0

0

0

0

0

0

0

0

0

 

 

Ejercicio 17. Demostrar las propiedades de matrices traspuestas a partir de las 
siguientes matrices:  

  A= 






−

43

21
  y B= 









54

31
 

P1: ( ) 






−

=






−

=

43

21

42

31
t

ttA  

 

P2: 







=







+






−
=+=








=








=


















+






−
=+

95

70

53

41

42

31

95

70

97

50

54

31

43

21
)( tt

tt

t BABA   

 

P3: (k·A)t= 






−

=






−

=↔






−

=






−

=
















−

kk

kk
kkA

kk

kk

kk

kk
k t

tt

42

3

42

31

42

3

43

2

43

21
 

 

P4:(A·B)t= 







=






−








=↔








=








=

























−

297

197

42

31
·

53

41
·

297

197

2919

77

54

31
·

43

21
tt

tt

AB  
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Ejercicio 18: Escribir una matriz simétrica y antismétrica de dimensión 2,3 y 4. 





















−−−

−−

−

=





















=

















−−

−=

















−=










−

=







=

0653

6042

5401

3210

7025

0264

2633

5431

093

902

320

593

932

321

02

20

42

21

AicaantisimétrSsimétrica

AcaantismétriSsimétrica

AcaantismétriSsimétrica

 

 

Ejercicio 19. Encontrar todas las matrices A antisimétricas y S simétricas de orden 2 
que verifican A2=Id y S2=Id 

Si A es antisimétrica de orden 2 entonces es de la siguiente forma 








−

=

0

0

x

x
A , ∀x∈R 









=











−

−

=








−









−

=

10

01

0

0

0

0
·

0

0
2

2
2

x

x

x

x

x

x
A  

� -x2=1 imposible, es decir no hay 

ninguna matriz antismétrica de orden 2 que al cuadrado sea igual a la Id. 

 

Si S es simétrica de orden 2 es de la siguiente forma 







=

zx

xy
S , ∀x,y,z∈R 









=











++

++

=















=

10

01
·

22

22
2

zxxzyx

xzyxyx

zx

xy

zx

xy
S  

�  









=+

=+

=+

0)3(

1)2(

1)1(
22

22

xzyx

zx

yx

 de la ecuación 3 obtenemos x(y+z)=0 � x=0 o y=-z 

caso 1: x=0 � y= 1± , z= 1±  










−

−

=








−

−

=








−

=







=

10

01
,

10

01
,

10

01
,

10

01
4321 SSSS  

caso 2: y=-z � x2+y2=1 x= 21 y−±  















−−−

−−
=















−−

−
=

yy

yy
S

yy

yy
S

2

2

62

2

5
1

1
,

1

1  se cumple siempre que -1≤y≤1 

(radicando positivo). 
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Ejercicio 20. Descomponer toda matriz cuadrada como suma de una matriz simétrica y 
otra antisimétrica 

 Sea B∈Mnxn la matriz cuadrada, veamos las siguientes matrices: 

S=
2

tBB +
� demostremos que es simétrica St=

22

BBBB t
t

t
+

=






 +
=S 

A=
2

tBB −
� demostremos que es antismétrica At= A

BBBBBB tt
t

t

−=
−

−=
−

=






 −

222
 

Tendremos que comprobar que la suma de A y S suman B: 

A+S=
2

tBB −
+

2

tBB +
=B 

5. Matriz inversa 

5.1 Definición  

Definición: la matriz inversa de una matriz cuadrada A∈Mnxn(R) es otra matriz 
cuadrada de misma dimensión que se denota como A-1

∈Mnxn(R) tal que se cumple: 

A·A-1=A-1·A= Id con Id∈Mnxn(R) 

No todas las matrices cuadradas tienen inversa, así las matrices que tiene inversa se 
llaman matrices regulares y las que no tienen inversa se denominan matrices 

singulares.  

5.2 Cálculo de la inversa 

El método más sencillo para el cálculo de la inversa lo veremos en el tema siguiente, 
cuando definamos el determinante de las matrices.  

Para matrices 2x2 podemos calcular la inversa a partir de la definición: 

Ejemplo:  









=









++

++









=
















=









=








=

−

−

10

01

7373

2222

10

01
·

73

22
·

73

22

1

1

tyzx

tyzx

tz

yx
AA

tz

yx
AA

 

Tenemos 4 ecuaciones con 4 incógnitas, que podemos agruparlas en dos sistemas de dos 
ecuaciones con dos incógnitas: 

(1) 2x+2z=1 
(2) 2y+2t=0 
(3) 3x+7z=0 
(4) 3y+7t=1 
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Los sistemas son: 

(1) 2x+2z=1 
(3) 3x+7z=0 

(2) 2y+2t=0 

(4) 3y+7t=1 

Las soluciones son x=7/8, y=-1/4, z=-3/8 y t=1/4, con lo que 








−

−

=
−

23

27

8

11A  

Comprobación: A·A-1= Id=







=









10

01

80

08

8

1
 

 

Ejercicio 21. Calcular la inversa de las siguientes matrices 

a) 







=

02

10
A  








=

−

tz

yx
A 1

� 








02

10
· 









tz

yx
= 








=









10

01

22 yx

tz
 

 (1) z=1 

 (2) t=0 

 (3) 2x=0 

 (4) 2y=1 

 Solución x=t=0 y=1/2 z=1 � 







=














=

−

02

10

2

1

01
2

1
01A  

 Comprobación: A·A-1= Id=







=









10

01

20

02

2

1
 

b) 







=

43

21
A  








=

−

tz

yx
A 1

� 








43

21
· 









tz

yx
= 








=









++

++

10

01

4343

22

tyzx

tyzx
 

 (1) x+2z=1 
 (2) y+2t=0 
 (3) 3x+4z=0 
 (4) 3y+4t=1 

 (1) x+2z=1 
   x=-2, z=3/2 

 (3) 3x+4z=0 

 (2) y+2t=0 
   y=1, t=-1/2 

 (4) 3y+4t=1 










−

−

=








−

−

=
−

13

24

2

1

2/12/3

121A
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c) 







=

84

21
A  








=

−

tz

yx
A 1

� 








84

21
· 









tz

yx
= 








=









++

++

10

01

8484

22

tyzx

tyzx
 

(1) x+2z=1 

 (2) y+2t=0 

 (3) 4x+8z=0 

 (4) 4y+8t=1 

 (1) x+2z=1 
   no solución 

 (3) 4x+8z=0 

 (2) y+2t=0 
    no solución 

 (4) 4y+8t=1 
 

   Luego la matriz A no tiene inversa, por lo que es una matriz singular .  

6. Resolución de ecuaciones matriciales 

6.1 Definición 

Definición: son ecuaciones algebraicas donde los coeficientes y las incógnitas son 
matrices. 

 

Ejemplos  

(PAU JUN 2004 PRUEBA A, C-4) ���� X·B+B=B
-1

 siendo B= 








−

−

21

12

3

1
 

(PAU SEP 2004 PRUEBA B, C-1)���� P
-1

·B·P=A siendo 
















−

−

=

















−

−=

200

010

001

,

110

101

111

AP  

6.2 Resolución de ecuaciones. 

Tenemos que obtener la matriz incógnita, que generalmente se denota como X, 
despejándola de la igualdad. Para conseguirlo tenemos las siguientes reglas: 

1) Si una matriz está sumando a un lado de la igualdad pasa restando al otro lado 
de la igualdad y al revés. 

X+B=C � X=C-B 

X-B=C � X=C+B 
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2) Si multiplicamos una matriz por la izquierda a un lado de la igualdad también lo 
tenemos que hacer en el otro lado de la igualdad por la izquierda. Igual por la 
derecha. 

A·X=B � A-1·A·X=A-1·B �Id· X=A-1·B � X=A-1·B 

X·A=B � X·A·A-1=B·A-1 � X·Id=B·A-1
� X=B·A-1 

Ejemplo: veamos la resolución de los dos anteriores ejemplos: 

 

(PAU JUN 2004 PRUEBA B, C-4) 

X·B+B=B-1
 →

miembrootroBpasamos X·B=B-1-B  →

− derechalaaBpormosmultiplica 1

X·B·B-1=(B-1-B)·B-1
 

X·Id=(B-1-B)·B-1 � X=B-1· B-1-B· B-1= B-1· B-1-Id 

Calculando B-1 tenemos que B-1= 








21

12
 con lo que X= 









21

12
· 









21

12
- 









10

01
=  

= −








54

45









10

01
= 4

44

44
=

















11

11
 

 

(PAU SEP 2004 PRUEBA B, C-1) 

P-1·B·P=A  →
izquierdalaporPpormosmultiplica P·P-1·B·P=P·A � Id·B·P=A·P �B·P=P·A 

 →

− derechalaporPpormosmultiplica 1

 B·P·P-1=P·A·P-1 �B=P·A·P-1 

Calculando 
















−

−

=
−

111

211

121

3

11P  tenemos que la matriz B buscada es:  

B=
















−

−

















−

−

















−

−

111

211

121

3

1
·

200

010

001

·

110

101

111

= 
















=

















011

101

110

033

303

330

3

1
 

 

Ejercicio 22: Las matrices A tal que A2=A se llaman idelpotentes, calcular las matrices 
idelpotentes de orden 2 









=











++

++

=















=








=

cb

ba

bcbcab

bcbaba

cb

ba

cb

ba
A

cb

ba
A

22

22
2 ·  













=+

=+

=+

=+

cbc

bbcba

bbcba

aba

22

22

)4(

)3(

)2(

)1(

 � (2) y (3) son iguales b=b(a+c) � caso 1: a=1-c ; caso 2  b=0 
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Caso 1  a=1-c  

Sustituyendo en (1) (1-c)2+b2=(1-c) � b= 2cc −±  

A=














−±

−±−

ccc

ccc
2

21
 ∀ c∈[0,1] (que son los valores de c donde el radicando es 

positivo) 

A1= 













−

−−

ccc

ccc
2

21
, A2= 














−−

−−−

ccc

ccc
2

21
 

 

Caso 2 b=0 

Sustituyendo en (1) � a2=a  a= 0,1  

Sustituyendo en (4) � c2=c c=1,0 

Esto nos genera 4 soluciones: 

A3= 








00

00
, A4= 









10

01
, A5= 









10

00
, A6= 









00

01
 

 

Ejercicio 23. Sea A la matriz � 0 �1 �2�1 0 �21 1 3 �. Calcular k tal que se cumpla la 

siguiente igualdad (A-kId)2=0  

(A-kId)=
















−

−−−

−−−

k

k

k

311

21

21

 

















=

















+−+−+−

−−−

−−−

=

=

















−

−−−

−−−

















−

−−−

−−−

=

















−

−−−

−−−

=−

000

000

000

652222

44122

44221

311

21

21

·

311

21

21

311

21

21

)(

2

2

2

2

2

kkkk

kkk

kkk

k

k

k

k

k

k

k

k

k

kIA

 

Tenemos 9 ecuaciones con una incógnita, todas las ecuaciones tienen una solución 
común k=1. Si la solución fuera distinta en alguna otra ecuación no tendría solución 
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Ejercicio 24. Calcular la matriz X, en la ecuación matricial B(2A+Id)=AXA+B  siendo 

A=� 3 �3 �1�4 1 �12 0 1 � y B=�
1 �1 2�1 0 10 �1 1� 

B(2A+Id)=AXA+B  →
miembrootroBpasamos  B(2A+Id)-B=AXA�2BA=AXA 

 →

− izquierdaporApormosmultiplica 1

2A-1BA= A-1AXA� 2A-1BA = XA  →

− derechalaporAmosmultiplica 1

  

2A-1BA A-1= XAA-1
� 2A-1B = X 

Calculando A-1 (tema siguiente) 
















−−−

=
−

542

752

321
1A  

X=2A-1B=2·
















−

−

−

















−−− 110

101

211

·

542

752

321
=

















−

−−

−−

=

















−

−−

−−

1372

1693

741

·2

26144

32186

1482
 

Ejercicio 25. Prueba que A2-A-2I=0 siendo A=�0 1 11 0 11 1 0�. Calcula A
-1 a partir de la 

anterior igualdad: 

















=

































=

211

121

112

011

101

110

·

011

101

110
2A  

A2-A-2Id= 
















211

121

112

- 
















011

101

110

-2 
















100

010

001

= 
















000

000

000

 

A2-A-2Id=0 � A2-A=2Id � A(A-Id)=2Id � A
2

Id)-(A
=Id � A-1=

2

Id)-(A
 

A-1=
















−

−

−

111

111

111

2

1  

Ejercicio 26. Si A y B son dos matrices diagonales de orden 2 demuestra que A·B=B·A. 
Hallar las matrices diagonales que cumplan A2=Id 

a) 







=

y

x
A

0

0
, B= 









t

z

0

0
 � A·B= 









yt

xz

0

0
, B·A= 









yt

xz

0

0
 

b) 








y

x

0

0
· 









y

x

0

0
= 








=











10

01

0

0
2

2

y

x
� x2=1, y2=1 �x= 1± , y= 1±  

Luego hay 4 soluciones: A1= 








10

01
, A2= 







−

10

01
,A3= 









−10

01
,A4= 









−

−

10

01
 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Unidad 8. Matrices 

 

66                   Apuntes de Matemáticas II para preparar el examen de la PAU  

Ejercicios PAU: 

 

Junio 2004.Prueba B 

C-4-Dada la matriz B=
�
� � 2 �1�1 2 � hállese una matriz X que verifique la ecuación XB+B=B-1. 

X·B+B=B-1
 →

miembrootroBpasamos X·B=B-1-B  →

− derechalaaBpormosmultiplica 1

X·B·B-1=(B-1-B)·B-1
 

X·Id=(B-1-B)·B-1 � X=B-1· B-1-B· B-1= B-1· B-1-Id 

Calculando B-1 tenemos que B-1= 








21

12
 con lo que X= 









21

12
· 









21

12
- 









10

01
=  

= −








54

45









10

01
= 4

44

44
=

















11

11
 

 

 Septiembre 2004. Prueba B  

C-1) Dadas las matrices  � � � 1 1 1�1 0 10 �1 1�    y    A=�
�1 0 00 �1 00 0 2�, hállese la matriz B  

sabiendo que P-1BP=A.                                                                                                                      

 

P-1·B·P=A  →
izquierdalaporPpormosmultiplica P·P-1·B·P=P·A � Id·B·P=A·P �B·P=P·A 

 →

− derechalaporPpormosmultiplica 1

 B·P·P-1=P·A·P-1 �B=P·A·P-1 

Calculando 
















−

−

=
−

111

211

121

3

11P  tenemos que la matriz B buscada es:  

B=
















−

−

















−

−

















−

−

111

211

121

3

1
·

200

010

001

·

110

101

111
= 

















=

















011

101

110

033

303

330

3

1  

 

Junio 2005. Prueba B  

C-1.- Dadas las matrices A=�1 0 01 0 01 0 0�, C=�
1 0 02 1 03 2 2�, hállense las matrices X que 

satisfacen XC+A=C+A2. 

XC+A=C+A2    siendo A=
















001

001

001

 y C=
















223

012

001

 

XC+A=C+A2  →
miembrootroalApasamos  XC=C+A2-A  →

− derechalaporCpormosmultiplica 1

  

XC·C-1=(C+A2-A)·C-1 �X=(C+A2-A)·C-1 � X=Id+(A2-A)·C-1 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Unidad 8. Matrices 

 

J 

José Luis Lorente Aragón 67

Calculemos A2=
















001

001

001

·
















001

001

001

=
















001

001

001

=A. Luego sustituyendo A2=A en la 

ecuación matricial tenemos: 

X=Id+(A-A)·C-1=Id 

 

Junio 2006. Prueba A  

C-1- Hállense las  matrices A cuadradas de orden 2, que verifican la igualdad: 

A�1 01 1� � �1 01 1� � � 
A· A·

11

01

11

01








=








 � es equivalente a ver las matrices que conmutan con 









11

01
 

Por resolución de ecuaciones no podemos obtenerla, ya que no podemos despejar A, ya 
que para eliminarla del primer miembro deberíamos multiplicar por A-1, pero entonces 
tendríamos A y A-1 en el segundo miembro.  

Para solucionar esto definamos la matriz A como A= 








tz

yx
. Así la igualdad es de la 

siguiente:  










tz

yx
· 









11

01
= 









11

01
· 









tz

yx
 � =









+

+

ttz

yyx









++ tyzx

yx
� 

(1) x+y=x     � y=0 

(2) y=y  

(3) z+t=x+z   �t=x 

(4)y+t=t        �y=0 

Luego A será toda matriz A= 








xz

x 0
 ∀x,z∈R. 

Comprobación: 










xz

x 0
· 









11

01
= 









+ xzx

x 0
 










11

01
· 









xz

x 0
= 









+ xzx

x 0
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Junio 2006. Prueba B 

C-1.- Dadas las matrices P=� 1 1 0�1 0 1�1 �1 1� y A=��1 0 00 �1 00 0 2�, hállese 

razonadamente la matriz B  sabiendo que BP=A.     

 

B·P=A   �  B·P·P-1= A·P-1   �  B= A·P-1 

Calculando P-1(tema siguiente): P-1=
















−

−

101

110

111
.  

Entonces B=
















−

−

200

010

001
·

















−

−

101

110

111
=

















−

−−

202

110

111
 

Septiembre 2007. Prueba A 

C-1.- Sean X una matriz 2x2, I  la matriz identidad 2x2 y B=�2 10 1�. Hallar X  sabiendo 
que BX+B=B2+I. 

IBBBX +=+
2  � BIBBX −+=

2
� ( )BIBBBXB −+=

−− 211 )·( �

BBBBBX 1121 −−−

−+=  � IBBX −+=
−1  

Calculando B-1= 






 −

20

11

2

1
 � X= 









20

13

2

1
 

 

Junio 2008. Prueba A 

C-3.- Sean B=�5 33 2� y C=�13 88 5�
 
calcular A sabiendo A2=B y A3=C 

Veamos lo difícil que sería resolver el sistema de la siguiente forma 









=

tz

yx
A � =











++

++

=















=

2

2
2 ·

tzyztxz

ytxyyzx

tz

yx

tz

yx
A 









23

35
 

=










++++++

++++++

=


















++

++

=
3222

2223

2

2
3 ·

tzytyztxyzztyzxztzx

ytxytzyyxyztxyzxyzx

tz

yx

tzyztxz

ytxyyzx
A 









58

813
 

Tendremos que pensar en una forma más sencilla para encontrar la matriz A:  

Si B=A2 y C=A3, entonces se cumple que C=A2·A=B·A 

 C=B·A � B-1·C=A  

Calculando B-1= 








−

−

53

32
 � A= 









−

−

53

32
· 









58

813
= 









3455

5589
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TEMA 9. DETERMINANTES. 
 

1. Conceptos previos, permutaciones 
2. Definición general de determinantes 
3. Determinante de matrices de orden 2 y orden 3. 

3.1. Determinante matrices cuadradas de orden 2 
3.2. Determinante matrices cuadradas de orden 3 

4. Determinante de algunas matrices especiales 
5. Propiedades de los determinantes 
6. Otros métodos de calcular los determinantes. Determinante de matriz de 

orden 4 

6.1. Por adjuntos 
6.2. Haciendo cero una fila o una columna 
6.3. Determinante de Vandermonde 

7. Cálculo de la matriz inversa. 
8. Rango de una matriz 
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

El cálculo de determinantes es muy importante, ya que se utilizará en el tema siguiente 

en la resolución de sistemas de ecuaciones lineales, problema que generalmente sale en 

una de las opciones del examen de P.A.U.  

Además de la importancia relativa a su utilización en los problemas del siguiente tema, 

también es frecuente que en los exámenes de selectividad haya cuestiones relacionadas 

directamente con esta unidad, tales como: 

• Cálculo de determinantes aplicando propiedades.  

• Cálculo de determinantes 4x4 

• Calculo de inversas 

• Determinar si una matriz inversible 
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1. Conceptos previos. Permutaciones 

Antes de estudiar el determinante veamos primero lo que significa la permutación, que 

nos va a servir para luego definir el determinante. 

Definición: dado n elementos diferentes, permutaciones son las distintas posibles 

ordenaciones de estos elementos. El conjunto de todas la permutaciones se denota como 

Sn y el número total de permutaciones es de n!=n·(n-1)·(n-2)·…·1 

Ejemplos: El conjunto de permutaciones de tres elementos, S3, vienen definidas por las 

siguientes 3!=6 permutaciones: 

σ123=id, σ132, σ231, σ213, σ312, σ321.  

Definición: el índice de una permutación es el mínimo número de modificaciones que 

debemos realizar a sus elementos para llegar a la permutación identidad, donde todos 

los elementos están ordenados de menor a mayor (ejemplo σ123=id en S3). Se denota 

como i(σ) donde σ es la permutación  

Ejemplos:  

σ123 � i(σ123)=0 

σ132 �i(σ132)=1 permutando el 3 y el 2 obtenemos la permutación identidad 

σ312 �i(σ312)=2 permutando el 3 y el 2, y luego el 2 y el 1 obtenemos la 

permutación identidad 

2. Definición general de determinante 

Definición: Sea A=aij una matriz cuadrada de orden n (A∈Mnxn(R)) definimos como 

determinante de A y se denota como |A| o det(A) al siguiente número real: 

∑
∈

−===

nS

nn

i

nnn

n

aa

aa

aa

AA
σ

σσ

σ

)()1(1

)(

1

111

...)1(

...

.........

...

||)det(  (la suma tiene n! términos) 

3. Determinante de Matrices de orden 2 y 3 

En este apartado vamos a ver a partir de la definición del apartado anterior el valor del 

determinante de las matrices 2x2 y 3x3 

3.1 Determinante de matrices cuadras de orden 2. 

Sea la matriz A∈M2x2 definida de forma genérica como 







=

2221

1211

aa

aa
A , calculemos el 

determinante a partir de la definición: 

∑
∈

−=−+−=−===

2

2112

211222112112

)(

2211

)(

)2(2)1(1

)(

2221

1211
···)1(·)1(·)1(||)det(

S

iii aaaaaaaaaa
aa

aa
AA

σ

σσ

σσ

σ
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Ejemplos: 










−

=

19

13
A � 12)9·1()1·(3

19

13
|| −=−−=

−

=A  









=

43

21
B � 2)2·3(4·1

43

21
|| −=−==B  

3.2. Determinante de matrices cuadradas de orden 3. 

De la misma forma que en el apartado anterior veamos como calcular el determinante de 

las matrices cuadradas de orden 3. En este caso el número de sumas será 3!=6. Veremos 

una regla nemotécnica, regla de Sarros, para recordar como calcularlo. 

Sea A∈M3x3(R) definido de forma genérica como A
















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

. Antes de 

aplicar la definición de determinante veamos las permutaciones y sus índices: 

σ123 � i(σ123)=0 par 

σ132 �i(σ132)=1 impar 

σ231 �i(σ231)=2 par 

σ213 �i(σ213)=1 impar 

σ312 �i(σ312)=2 par 

σ321 �i(σ321)=1 par 

De esta forma:   

)······()······(

··)1(··)1(··)1(

··)1(··)1(··)1(||

312213332112322311322113312312332211

312213

1

322113

2

332112

1

312312

2

322311

1

332211

0

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

A

++−++=

=−+−+−+

+−+−+−==

 

 

Regla de Sarrus : 

48476 +

•••

•••

•••

    

48476 −

•••

•••

•••

 

 

 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Unidad 9.Determinantes 

 José Luis Lorente Aragón 75

Ejemplos: 

0)7248105()968445()9·2·41·6·87·5·3()7·6·23·8·49·5·1(

987

654

321

=++−++=++−++=

 

[ ] [ ] 30)680()2404(1·3)·2(4·2·1)4)·(1·(0)4·(3·20)·2·(14)·1·(1

424

311

021

−=−+−−+−=−++−−−−+−+−=

−−

−

 

Ejercicio 1. Calcular los siguientes determinantes  

a) 25)25(
5

5
22

+=−−=

−

aa
a

a

 

b)  23)8(15
52

43
=−−=

−

−−

 

c) )1(2)1(1)1)·(1()1(
11

11 2222

2

aaaaaa
a

aa
−=−−−=+−−−=

+

−−

 

d) [ ] [ ] 21·1·11·1·10·0·00·1·10·1·11·0·1

110

101

011

−=++−++=  

e) [ ] [ ] 795)·2·(01·4·13·3)·4()4·(4)·2(3·1·05·3·1

514

430

321

=−++−−−−++=

−

−

 

f) [ ] [ ] 14·1·1)·1)·(3(5)·1·(35)·1·(13)·3·(1)·1·(

35

111

31
2

+−−=+−−+−−−+−+−=

−

−− mmmmmm

m

m

 

4. Determinante de algunas matrices especiales 

En este apartado calcularemos de forma sencilla el valor de los determinantes de 

algunas matrices cuadradas especiales.  

1. Determinante de la matriz nula 

La matriz cuadrada nula es aquella en la que todos los coeficientes son cero, se denota 

como 0. 

A=0 � aij=0 ∀i,j∈{1,2,…,n} � 0·...·)1(0 )()1(1

)(
=−= ∑

∈ nS

nn

i aa
σ

σσ

σ
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2. Determinante de la matriz identidad 

Recordemos que la matriz identidad es aquella donde todos los elementos fuera de la 

diagonal son nulos y los de la diagonal vale 1. 



















=

1...00

0......0

......10

0...01

Id  

Es fácil comprobar que el valor del determinante identidad es la unidad, veámoslo a 

partir de la definición de determinante: 

11·...·1·10·...··)1(·...·)1( 2211

0

)()1(1

)(
==+−=−= ∑

∈

nn

S

nn

i aaaaaId
nσ

σσ

σ

 

3. Determinante de la matriz diagonal 

Matrices diagonales son aquellas donde los elementos fuera de la diagonal son nulos, 

pudiendo valer cualquier valor los elementos de la misma. 





















=

nna

a

a

D

...00

............

0...0

0...0

22

11

 

Es fácil de ver que el valor del determinante de la matriz diagonal es igual al producto 

de los elementos de la diagonal. Es fácil demostrarlo a partir de la definición de 

determinante. 

nnnn

S

nn

i aaaaaaaaD
n

·...··0·...··)1(·...·)1( 22112211

0

)()1(1

)(
=+−=−= ∑

∈σ

σσ

σ

 

4. Determinante de la matriz triangular 

Recordemos la definición de matriz triangular superior e inferior: 





















=





















=

nnnn

i

nn

n

n

s

aaa

aa

a

T

a

aa

aaa

T

...

0.........

0...

0...0

...00

............

...0

...

21

2221

11

222

11211

 

El valor del determinante de las matrices triangulares, tanto superior como inferior, es 

igual al producto de los elementos de la diagonal. La demostración es más complicada 

que las anteriores. 

|Ts|=a11·a22·…·ann                               |Ti|=a11·a22·…·ann 
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5. Propiedades de los determinantes 

En este apartado veremos las propiedades más importantes de los determinantes, a partir 

de las cuales será fácil calcular el valor de los determinantes de algunas matrices. Para 

este apartado usaremos la siguiente notación: 

A∈Mnxn(R) � formado por n filas A=(F1,…,Fn) con Fi fila i-ésima  

    � formado por n columnas A=(C1,…,Cn) con Ci la columna i-ésima. 

 

Ejemplo: 

















=

987

654

321

A  A=(F1,F2,F3);  A=(C1,C2,C3) donde 
















=

7

4

1

1F , 
















=

8

5

2

2F , 
















=

9

6

3

3F  

y C1=(1 2 3), C2=(4 5 6) y C3=(7 8 9) 

 

Propiedad 1: el determinante de una matriz es igual al determinante de de la matriz 
transpuesta: 

det(A)=det(At) 

Importante: a partir de esta propiedad todas las propiedades de los determinantes que 

relacionen columnas seran ciertas también para las filas y al revés.  

Propiedad 2: si los elementos de una fila (o columna) de una matriz se le multiplican 
por un número el determinante de la nueva matriz queda multiplicado por dicho 

número: 

det(F1,F2,…,kFi,…,Fn)= k·det(F1,F2,…,Fi,…,Fn) 

det(C1,C2,…,CFi,…,Cn)= k·det(C1,C2,…,Ci,…,Cn) 

Ejemplo:  















 −

=

110

632

531

A  

 B= 














 −

210

1232

1031

 � |B|=2·|A| 

C= 
















−−−

−

110

632

531

 �|C|=-1·|A| 
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Propiedad 3: Si a una matriz A∈Mnxn(R) la multiplicamos por un número k (B=k·A), el 

determinante de la nueva matriz, B,  es k
n
 veces el determinante de A: 

det(k·A)=kn·det(A) 

Demostración: a partir de la propiedad 2 es fácil de ver esta propiedad: 

det(k·A)=det(k·C1,k·C2,…,k·Cn)=k·det(C1,k·C2,…,k·Cn)= k
2
·det(C1,C2,…,k·Cn)=…= 

=k
n
·det(C 1,C2,…,Cn) 

Ejemplo:  















 −

==















 −

=

220

1264

1062

·2

110

632

531

ABA   � |B|=2
3
|A| 

Propiedad 4: Si los elementos de la columna i-esima (o una fila) de una matriz 
cuadrada se puede descomponer como suma de columnas (o filas), su determinante será 

igual a la suma de los determinantes de las matrices que tienen las demás columnas 

(filas) iguales y la i-ésima de cada  uno de ellas una de las columnas de la suma 

det(F1,F2,…,Fi+Fi’,…,Fn)= det(F1,F2,…,Fi,…,Fn)+ det(F1,F2,…,Fi’,…,Fn) 

det(C1,C2,…,Ci+Ci’,…,Cn)= det(C1,C2,…,Ci,…,Cn)+ det(C1,C2,…,Ci’,…, Cn) 

Ejemplos: 

127361

560

174

321

530

104

351

5630

1704

3251

=+−=−+−=

+

−+

+

 

12416

590

174

120

590

174

251

590

174

122501

=−=−+−=−

+++

 

det(C1,C2+C2’,C3)= det(C1,C2,C3)+ det(C1,C2’,C3) 

Propiedad 5: El determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto 
de los determinantes de ambas matrices.  

det(A·B)=det(A)·det(B) 

Ejemplo: 










−

=








−









102

111

51

13
·

20

21
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3216·2
102

111

16
51

13

2
20

21

==

−

→















=

−

=

 

Propiedad 6: Si una matriz permuta dos columnas (filas), su determinante cambia de 
signo. 

det(F1,F2,…,Fi, …, Fj,…,Fn)= -det(F1,F2,…,Fj,…, Fi,…,Fn) 

det(C1,C2,…,Ci, …, Cj,…,Cn)= -det(C1,C2,…,Cj,…, Ci,…,Cn) 

Ejemplos: 

102

001

143

210

100

314

201

100

341

120

010

134

012

001

413

021

010

431

−

=

−

=

−

−=

−

−=

−

−=

−

 

Propiedad 7 : Si una matriz tiene una fila o una columna formada por ceros su 
determinante es cero. 

det(F1, F2,…, 0, …, Fn)=0 

det(C1, C2,…, 0, …, Cn)=0 

Ejemplo: 

 0

654

000

321

0

022212019

018171615

014131211

09876

04321

==  

Propiedad 8: Si en una matriz dos filas o columnas son iguales o proporcionales su 
determinante es cero: 

det(F1,…, Fi,…,k·Fi,…,Fn)=0 

det(C1,…, Ci,…,k·Ci,…,Cn)=0 

Ejemplos : 

det(F1,F2,F1)=0 ;  det(F1,4F3,F3)=0 ;  det(C1,C2,C2)=0; det(-2C3,C2,C3)=0 

0

755

622

311

0

765

642

321

==  
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Propiedad 9: Sea una matriz cuadrada donde  los elementos de una fila (columna) son 
combinación lineal de las restantes filas (columnas) entonces su determinante es cero: 

det(F1, F2,…, λλλλ1·F1+λλλλ2·F2+…+λλλλi-1·Fi-1+λλλλi+1·Fi+1+…+λλλλn·Fn, …, Fn)=0 
          

           Fila i  

      det(C1, C2,…, λλλλ1·C1+λλλλ2·C2+…+λλλλi-1·Ci-1+λλλλi+1·Ci+1+…+λλλλn·Cn, …, Cn)=0 
          

     Columna i  

Ejemplos: 

   det(F1,2F3+3F1-F4,F3,F4)=det(F1,2F3,F3,F4)+ det(F1,3F1,F3,F4)+ det(F1,-F4,F3,F4)=0 

   det(C1,2C4+3C1-C3,C3,C4)=det(C1,2C4,C3,C4)+det(C1,3C1,C3,C4)+det(C1,-C3,C3,C4)=0 

    0

987

654

321

21 2

=

+− FF

 

Propiedad 10: si en una matriz su determinante es cero, entonces una fila (columna) es 
combinación lineal del resto de filas (columnas). 

det(A)=0 ���� Fi = λλλλ1·F1+λλλλ2·F2+…+λλλλi-1·Fi-1+λλλλi+1·Fi+1+…+λλλλn·Fn 

            Ci=λλλλ1·C1+λλλλ2·C2+…+λλλλi-1·Ci-1+λλλλi+1·Ci+1+…+λλλλn·Cn 

Conclusión: de la propiedad 9 y 10  |A|=0 � una fila (columna) es combinación 

lineal del resto  

Propiedad 11: El determinante de la matriz A-1
 es 1/|A| 

det(A-1)=
)det(

1

A
 

Se puede demostrar fácilmente a partir de la propiedad 5: 

A·A
-1
=Id � det(A·A

-1
)=det(A)·det(A

-1
)=det(Id)=1 � det(A

-1
)=

)det(

1

A
 

Propiedad 12: Si a los elementos de una fila (columna) se les suma una combinación 
lineal de otras filas (columnas), su determinante no varía. 

det(F1,F2,…,Fi,…,Fn)=det(F1,F2,…,λλλλ1·F1+λλλλ2·F2+…+λλλλi-1·Fi-1+Fi+   
+λλλλi+1·Fi+1+…+λλλλn·Fn, …, Fn)   
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RRRRRRRREEEEEEEESSSSSSSSUUUUUUUUMMMMMMMMEEEEEEEENNNNNNNN        DDDDDDDDEEEEEEEE        PPPPPPPPRRRRRRRROOOOOOOOPPPPPPPPIIIIIIIIEEEEEEEEDDDDDDDDAAAAAAAADDDDDDDDEEEEEEEESSSSSSSS        DDDDDDDDEEEEEEEE        LLLLLLLLOOOOOOOOSSSSSSSS        DDDDDDDDEEEEEEEETTTTTTTTEEEEEEEERRRRRRRRMMMMMMMMIIIIIIIINNNNNNNNAAAAAAAANNNNNNNNTTTTTTTTEEEEEEEESSSSSSSS        

 

P1:     det(A)=det(A
t
) 

P2 :    det(F1,F2,…,kFi,…,Fn)= k·det(F1,F2,…,Fi,…,Fn) 

          det(C1,C2,…,kCi,…,Cn)= k·det(C1,C2,…,Ci,…,Cn) 

P3 :     det(k·A)=k
n
·det(A)   con A∈Mnxn 

P4 :      det(F1,F2,…,Fi+Fi’,…,Fn)= det(F1,F2,…,Fi,…,Fn)+ det(F1,F2,…,Fi’,…,Fn) 

det(C1,C2,…,Ci+Ci’,…,Cn)= det(C1,C2,…,Ci,…,Cn)+ det(C1,C2,…,Ci’,…,Cn) 

P5 : det(A·B)=det(A)·det(B) 

P6: det(F1,F2,…,Fi, …, Fj,…,Fn)= -det(F1,F2,…,Fj,…, Fi,…,Fn) 

P7: det(F1, F2,…, 0, …, Fn)=0 

 det(C1, C2,…, 0, …, Cn)=0 

P8: det(F1,…, Fi,…,k·Fi,…,Fn)=0 

 det(C1,…, Ci,…,k·Ci,…,Cn)=0 

P9 : det(F1, F2,…, λ1·F1+λ2·F2+…+λi-1·Fi-1+λi+1·Fi+1+…+λn·Fn, …, Fn)=0 

          

                   Fila i  

det(C1, C2,…, λ1·C1+λ2·C2+…+λi-1·Ci-1+λi+1·Ci+1+…+λn·Cn, …, Cn)=0 
          

              Columna i  

P10: det(A)=0 � Fi = λ1·F1+λ2·F2+…+λi-1·Fi-1+λi+1·Fi+1+…+λn·Fn 

           Ci=λ1·C1+λ2·C2+…+λi-1·Ci-1+λi+1·Ci+1+…+λn·Cn   

P11 :  det(A
-1
)=1/det(A) 

P12:  det(F1,F2,…,Fi,…,Fn)=det(F1,F2,…,λ1·F1+λ2·F2+…+λi-1·Fi-1+Fi+        

+λi+1·Fi+1+…+λn·Fn, …, Fn)   
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Ejercicios 

Ejercicio 2. Calcula el determinante de las siguientes matrices: 

a) 
















−−

−

=

521

520

431

A  � |A|=43 

b) B=
















−

−−

019

476

312

 � |B|=-127 

c) C =














 −

00

10

0

2a

a

aa

 � |C|=-a
3 

d) D=



















−

−

7856.06.0

013.51.2

0037

0001

 � |D|=1·3·1·(-7)=-21 (triangular) 

Ejercicio 3: Calcular el valor de los siguientes determinantes a partir de conocer el 
determinante de A: 

A=



















−

−−

−

7800

1062

1137

58101

  � det(A)=|A| =198 

a) B=



















−

−−

−

7800

1064

11314

58102

  � det(B)= 396|·|2

7800·2

1062·2

113)7·(2

58101·2

==

−

−−

−

A  

b) C=



















−

−−

−−−

7800

1062

1137

1524303

 � |C|= 594||3

7800

1062

1137

)5·(38·310·31·3

−=−=

−

−−

−−−−−

A  

c) D=



















−

−−

−

141600

1062

1137

2540505

 � |D|= 1980|·|2·5

)7·(28·200

1062

1137

)5·(58·510·51·5

==

−

−−

−

A  
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d) E=



















−

−−

−

212400

30186

33921

1524303

 � |E|=|3·A|=3
4
·|A|=16038 

Ejercicio 4. Sea A=(F1, F2, F3, F4), cuyo determinante es det(A)=|A|=-3, calcular el 
valor del determinantes de las siguientes matrices: 
a) B=(2F1, F2, F3, F4) � det(B)=2·det(F1, F2, F3, F4)=2·|A|=-6 
b) C=( -F1, F2, F3, 4F4) � det(C)=-det( F1, F2, F3,4F4)=-4· det( F1, F2, F3,F4) =-

4|A|=12 
c) D=5·A � |D|=5

4
|A| 

d) E= (2F1, 3F2,-2 F3, 5F4) � det(E)=2·det(F1, 3F2,-2 F3, 5F4)= 
=2·3·det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=2·3·(-2)· det(F1, F2, F3, 5F4)=  
=2·3·(-2)·5det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=-60·|A|=180 

 

Ejercicio 5. Resolver los siguientes determinantes  

a)  

00)·(

11

11

11

)·(

1

1

1

1

1

1

8212

32

=++=++=

++

++

++

=

+

+

+

+

cba

c

b

a

cba

cbac

bacb

acba

bac

acb

cba

PP

FF

P

43421

 

b) 

00)··(

11

11

11

)··(

1

1

1

·

1

1

1

·
82122

32

=++=++=

++

++

++

=

+

+

+

=

+

+

+

+

dcba

d

c

b

dcba

ddcb

ccdb

bbdc

a

dcb

cdb

bdc

a

dcba

cdba

bdca

PP

FF

PP

43421

c) 

00·
1

2

2

2
11

8
2

2

2

2

2

2

2

====

abc
cabab

bacac

abcbc

abc
cab

bac

abc

abc
cab

bac

abc

P

c
abc

b
abc

a
abc

P

c

b

a
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Ejercicio 6 Demostrar 

a) Si A
2
=A entonces |A|=1 o |A|=-1  

Si se cumple que A
2
=A entonces sus determinantes son iguales: |A

2
|=|A|. Por la 

propiedad 5 �|A
2
|=|A·A|=|A|·|A|=|A|

2
 � |A|

2
=|A|, |A|

2
-|A|=0� |A|=0 y |A|=1 

b)  Si A·A
t
=Id entonces |A|=1 o |A|=1 

Si se cumple que A·At
=Id entonces sus determinantes son iguales: |A·A

t
|=|Id|. Por la 

propiedades 1 y 5 de los determinantes: |A·A
t
|=|A|·|A

t
|=|A|·|A|=|A|

2
 �|A|

2
=|Id|�|A|

2
=1 

� |A|=1, |A|=-1 

Ejercicio 7. Encuentra una respuesta razonada a las siguientes cuestiones: 

a) En un determinante realizamos una cierta permutación de filas o columnas ¿qué 

podemos decir del nuevo determinante?  

Si en un determinante el número de permutaciones es par, entonces el determinante no 

cambia de valor. Si el número de permutaciones es impar, entonces el determinante 

cambia de signo. 

b)  Se sabe que det(A)=5 y A∈M2 ¿cuánto vale det(3A)? 

Por la propiedad 3 como A∈M2x2(R) entonces |3·A|=3
2
|A|=45 

c) Si A y B son inversas, y |A|=3. ¿cuánto vale |B|?  

Si B=A
-1
 por la propiedad 11 � |B|=1/|A|=1/3 

 

Ejercicio 8. Se sabe que |A|=�� � �3 0 21 1 1� 	 5
 

. Calcular 

a) 5||

111

203·
2

1
·2

111

10·2

111

10

222

2
3

2
3 ==== A

cbacbacba

 

b) 

5||

111

2030

111

203203

111

2030

111

203

111

333

111

23333

8

84

==+=+=

=

+++

+=

+++

+

+++

=

+++

++

A

cbacba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

P

PP
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EXÁMENES DE PAU, RELATIVOS PROPIEDEDES DETERMINANTES 

Junio 2004. Prueba A 

C-3.- Se tiene una matriz M cuadrada de orden 3 cuyas columnas son respectivamente 

C1 , C2 y C3  y cuyo determinante vale 2. Se considera la matriz A cuyas columnas son    

(- C2 , C3 + C2 , 3C1). Calcúlese razonadamente el determinante  de A
-1
 en caso de que 

exista esa matriz 

M=(C1,C2,C3)      |M|=2 

A=(-C2,C3+C2,3C1)  

det(-C2,C3+C2,3C1)= det(-C2,C3,3C1)+ det(-C2,C2,3C1)= -3det(C2,C3,C1)+0= 

=3det(C1,C3,C2)= -3det(C1,C2,C3)=-6 

|A
-1
|=-1/6 

Septiembre 2004. Prueba A 

C-1.- Sea A una matriz cuadrada de orden 4 cuyo determinante vale 3, y sea la matriz  
B=√3� 
. Calcúlese el determinante de la matriz B. 
A∈M4x4(R) 

B= A4 3  � |B|= ( ) 9|·|3||3
4

4
== AA  

Junio 2005 Prueba A 

C-1.- Sea A una matriz 2x2 de columnas C1, C2 y determinante 4. Sea B otra matriz 2x2 

de determinante 2. Si C es la matriz de columnas C1+C2 y 3C2, calcúlese el 

determinante de la matriz B·C
-1
. 

A=(C1,C2) |A|=4 

B:  |B|=2 

C=(C1+C2,3C2) 

det(C)=det(C1+C2,3C2)=det(C1,3C2)+det(C2,3C2)=3·det(C1,C2)+0=3·|A|=12 

det(B·C
-1
)=det((B)·det(C

-1
)=|B|/|C|=2/12=1/6 

Septiembre 2005. Prueba A 

C-1.- Sea la matriz A=�� �0 ��. Calcúlese el determinante de A sabiendo que A
2
-

2A+Id=0, donde Id es la matriz identidad y 0 es la matriz nula.          

A
2
= 









 +

2

2

0 c

babca

 

� A
2
-2·A+Id= 








=











+−

−++−

00

00

120

212
2

2

cc

bbabcaa
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







=+−

=−+

=+−

012)3(

02)2(

012)1(

2

2

cc

bbabc

aa

� de (1) a=1 y de (3) c=1, sustituyendo en (2) b+b-2b=0 � 

cierto ∀ b � 







=

10

1 b
A  � |A|=1 

Septiembre 2008  Prueba A 

C-1.- Sea A una matriz 3x3 de columnas  C1 , C2 , C3 (en ese orden). Sea B la matriz 

de columnas C1+C2, 2· C1+ 3·C3, C2 (en ese orden). Calcular el determinante de B en 

función del de A . 

|B|=det(C1+C2, 2· C1+ 3·C3, C2)=det(C1, 2· C1+ 3·C3, C2)+det(C2, 2· C1+ 3·C3, C2)= 

2·det(C1,C1,C2)+3·det(C1,C3,C2)+2·det(C2,C1,C2)+3·det(C2,C3,C2)=0+3·det(C1,C3,C2)+0

+0=-(-1)·3det(C1,C2,C3)=-3·|A| 

6. Métodos de cálculo del determinante. Determinante de orden 4. 

Si queremos calcular el valor del determinante de una matriz A∈M4x4(R) por la 

definición tenemos 4!=24 productos y casi seguro que nos equivocaremos. Tendremos 

que buscar algún otro método para calcular su valor. Para eso podemos aplicar las 

propiedades vistas en el apartado anterior. 

6.1 Por adjuntos  

Para calcular el determinante de una matriz un método es el de los adjuntos. El método 

consiste en tomar una fila (o columna), y multiplicar cada elemento de la fila (columna) 

por su adjunto, que es determinante que se obtiene eliminando la fila y columna de 

dicho coeficiente, multiplicado por -1 si es un elemento impar (fila+columna=nº impar) 

Para ver como calcularlo veámoslo con un ejemplo, que desarrollaremos por la primera 

columna y la segunda fila:  

021

221

130

)1(3

416

221

130

)4(

416

021

130

)1·(0

416

021

221

·1

4163

0214

2210

1301

−

−

−

−+

−−

−

−

−+

−−

−

−

−+

−−

−

−

=

−−

−−

−

−

=1·(-22)-4·37-4·37-3·(-6)= -152 

 

163

214

301

2

463

014

101

)1)(2(

413

024

131

1

416

021

130

)·1(0

4163

0214

2210

1301

−

−−+

−

−−

−

−−+

−−

−

−

+

−−

−

−

−=

−−

−−

−

−

=-54+2·25+2·(-74)= -152 
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6.2 Haciendo ceros una fila o columna  

Podemos utilizar la propiedad 12 y hacer que en una fila o una columna todos los 

elementos menos uno (pivote) sean nulos. Desarrollando los determinantes por adjuntos 

sólo contribuye el del pivote, ya que el resto quedan multiplicados por 0. 

Para matizar esté método veamos un ejemplo, calculando el determinante de la misma 

matriz del ejemplo del apartado 6.1. Vamos a utilizar como pivote el elemento a11, ya 

que vale la unidad (que simplifica los cálculos) y haremos cero todos los demás 

elementos de la primera columna. 

 

152
2574

212
)1)(1(

625740

4141

2120

106

4141

221

·1

3

4

11060

41410

2210

1301

4163

0214

2210

1301

23

2

21

14

13

2

1

−=

−

−

−−=

+

+

−

−−

−

=

−−

−−

−

=

−

+

−−

−−

−

−

=

−−

−−

−

−

FF

F

FF

FF

FF

F

F

Ejercicio 9: calcular |A| por alguno de los dos métodos anteriores 



















−−

−

−−−

−−−

=

3461

2231

5232

2352

A  

Calculándolo � |A|=-4 

6.3. Determinante de Vandermonde  

Se llama matriz de Vandermonde a toda matriz de la siguiente forma  

A=





















−−− 11

2

1

1

21

...

............

...

1...11

n

n

nn

n

xxx

xxx
 

Para este tipo de matrices se cumple |A|=(xn-x1)·(xn-x2)…(xn-xn-1)·…·(x2-x1) 

Ejemplo: 

        

















=

222

111

zyx

zyxA  �    |A|=(z-x)·(z-y)·(y-x) 

Ejercicio 10: Calcular los siguientes determinantes 

a) 295

715

7101

241315

·1

7150

71010

2413150

5231

2321

3652

1305

5231

−=−−

−−

=

−−

−−

−

=

−

−
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b)
=

−−−−

−−−

−−

−

x

x

x

x

1111

1111

1111

1111

11111

4)1(

1000

2100

2210

2221

·1

10000

21000

22100

22210

11111

+=

+

+

+

+

=

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x
 

c) 

cxb

cbx

cb

cbax

cxbcxba

cbxcbxa

cbcbax

cxba

cbxa

cbax

P

FFF

P

+

++++=

++++

++++

+++

=

+

+

+

++

1

1

1

)(
212

321

43421

 

=
2)·(

0

0
)·(

00

00

1

)·( xcbax
x

x
cbax

x

x

cb

cbax +++=+++=+++  

 

d) 3

222

·2)2)·(3)·(23(

94

32

111

aaaaaaa

aaa

aaa
eVandermond

=−−−=   

 

 e) 

x

x

x

xxx

x

xx

xx

xx

xxx

x

xxx

xxx

xxx

xxxx

xxx

xxx

xxx

xxx

P

−

−

−

+=+=

+

+

+

+

=

3000

0300

0030

1

)·33(

31

31

31

1

)·33(

333

333

333

33

3

3

3

3

12
 

 =(3+3x)(3-x)
3 

 

7. Cálculo de la Matriz Inversa 

Mediante la definición de determinante y la matriz adjunta se puede calcular de forma 

sencilla la matriz inversa, en especial la inversa de la matrices 3x3. 

Proposición: Una matriz se dice regular, es decir, tiene inversa si su determinante no 
es cero. En caso contrario la matriz es singular: 

|A|≠0 � regular ∃ A
-1 

|A|=0 � singular ∃/  A
-1 

Para calcular de la matriz inversa, usaremos A=
















−

−

412

301

101

 como ejemplo: 
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1) Calculamos el determinante � |A|=4 

2) Trasponemos A � A
t
=

















−

−

431

100

211

 

3) Adjunta de la transpuesta: (At
)
ad
=

























−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

00

11

10

21

10

21

31

11

41

21

43

21

31

00

41

10

43

10

= 

=
















−

−

011

4210

013

 

4) Matriz inversa es ( )

















−

−

==
−

011

4210

013

4

1
)(

||

11 adt
A

A
A  

Veamos un ejemplo de una matriz 2x2 � A= 








20

41
 

1) |A|=2 

2) 







=

24

01
tA  

3) ( ) 








−

−

=

10

42adtA  

4) 






 −

=
−

10

42

2

11A  

Ejercicio 11. Calcular la inversa de las siguientes matrices 

 

a) 








−−

−−

=→








−

−

=
−

13

24

2

1

43

21
1AA  

 

b) 








−

−−

=→








−

−

=
−

01

32

3

1

21

30
1AA  
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d) 
















−

−−=→

















−−

−

=
−

21525

202010

62010

·
130

1

055

214

412
1AA  

 

e) 
















−

−

−

=→

















=
−

121

110

021

101

111

221
1AA  

 

Ejercicio 12. Calcular la x que hace singular la matriz 

 

a) 012162

1110

312

3
2

=−+=

+

−

−

xx

x

xx

 � x
2
+8x-6=0 � x1=-4+ 22 , x2=-4- 22  

 

b) 07369

41

9634

3122

410

96340

31220

301

410

0643

3122

301

2
=++−=

−

−−

−−−

=

−

−−

−−−

=

−

−

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 

3

74

3

1
1 +=x ,  

3

74

3

1
2 −=x  
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EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS MATRIZ INVERSA 

 

Septiembre de 2005. Prueba B  

C-2.- Sea A=�1 22 3�. Determínense los valores de m para los cuales A+mId no es 

invertible (donde Id denota la matriz identidad). 

B=A+m·Id= 








+

+

m

m

32

21
 0||1

≠↔∃
− Bb  � |B|=m

2
+4m-1=0 � m=-2 5±  

∀m∈R-{-2+ 5 ,-2- 5 } matriz regular y por tanto existe B
-1 

 

Septiembre de 2006. Prueba B  

C-2. Dada la matriz �1 2 �2 � � 1 03 4 5�determinar los valores de a para que exista matriz 
inversa 

0||

543

012

21
1

≠↔∃

















+=
− PPa

a

P  � |P|=-3a
2
+10a-15=0 � No solución, luego  

∀a∈R existe la matriz inversa de P. 

 

Junio 2007 PruebaA  

C-1. Hallar para qué valores de a es inversible la matriz �� 4 � 3�1 � � y calcular la 
inversa para a=0 

La matriz será inversible si |A|≠0. Calculemos para qué valores de a se cumple esta 

premisa: 

|A|=a
2
-3a-4=0 � a=4, a=-1. Luego ∀a∈R-{-1,4} la matriz tiene inversa.  

En concreto para a=0 es inversible � 
 	 �� �� �� 
|A|=-4;    
� 	 �� �� ��;   �
���� 	 � � ���� � �;   
�� 	 �

� �� �� �� 
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8. Rango de una Matriz 

Definición: Menor de orden k de una matriz A∈Mmxn(R) es toda submatriz con k filas 

y k columnas pertenecientes a la matriz A 

Ejemplo:  























=

20191817

16151413

1211109

8765

4321

A  

Menor de orden 4 � 



















20191817

16151413

1211109

4321

 

Menor de orden 3 � 
















191817

765

321

, 
















201917

161513

431

… 

Menor de orden 2� 
















2018

1614
,

1413

21
, … 

Menor de orden 1 �(6), (20),… 

 

Definición de rango de una matriz A∈Mmxn(R) es el orden del mayor menor con 

determinante no nulo de la matriz A.  

Cómo obtener el rango de una matriz: 

1) Calculamos todos los menor de mayor dimensión (k=min(m,n)) de la matriz A. 

1.a. Si algún menor es distinto de cero � rang(A)=k  

1.b. Si todos los menores son iguales a cero � rang(A)<k 

            2 ) Calculamos los menores de dimensión k-1. 

 2.a Si algún menor es distinto de cero � rang(A)=k-1  

 2.b Si todos los menores son nulos �rang(A)<k-1 

 (…) 

Esto termina cuando algún menor es distinto de cero, siendo los calculados antes de 

mayor dimensión de cero. 
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Ejemplo: Calcular el rango de A=
















−−− 1963

9642

4321

 

1. Calculamos los menores de orden 3=min(3,4): 

0

196

964

432

163

942

421

193

962

431

963

642

321

=

−−

=

−−

=

−−

=

−−−

� rang(A)<3 

2. Calcularemos los menores de orden 2 

0
92

41
≠  � rang(A)=2 

EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS AL RANGO 

Septiembre de 2005. Prueba A.  

C-2.- Discútase, según el valor de a, el rango de la matriz A=�1 2 12 1 30 1 �� 

















=

a

A

10

312

121

  |A|= 13

10

312

121

−−= a

a

 

Si a≠-1/3 � |A|≠0 y rang(A)=3 

Si a=1/3 � |A|=0, como 03
12

21
≠−=  rang(A)=2 

Septiembre de 2007. Prueba B 

C-1.- Discutir, en función del número real m, el rango de la 

matriz 
 	 � 2 1 !1 � ! 2 3�2 �1 2 � 

















−−

+=

212

321

12

m

m

A  

|A|=8-m-m
2
-6+4m+6-2-2m=-m

2
+m+6=0  � m=3, m=-2 

Si m∈R-{-2,3} � |A|≠0 y rang(A)=3 

Veamos el rango si m=3 � 
















−−

=

212

324

312

A . Como 07
21

32
≠=

−

� rang(A)=2 
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Veamos el rango si m=-2 �
















−−

−

−

=

212

321

212

A  Como 05
21

12
≠=

−

� rang(A)=2 

Conclusión:  si m=3 o m=-2 el rang(A)=2 y si m∈R-{-2,3} el rang(A)=3. 

 

Junio de 2008. Prueba B 

C-2. Calcular el rango de 



















−

−

−−−

−−

=

1423

6042

3311

5131

A  

0

1477

422

844

·1

14770

4220

8440

5131

3

2

1423

6042

3311

5131

14

13

12

1

=

−

−

−−

=

−

−

−−

−−

−

−

+

=

−

−

−−−

−−

=

FF

FF

FF

F

A  

Como |A|=0 � rang(A)<4. Veamos uno de los menores de orden 3: 

0122184

042

311

131

=++−=−−

−

 

Haciendo todos los menores de orden 3 dan cero. 

" 1 3�1 1" 	 4 
Rang(A)=2 
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UNIDAD 10. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 
 

1. Definiciones, tipos de sistemas y distintas formas de expresarlas 

1.1. Definición, sistemas equivalentes 

1.2. Clases de sistemas de ecuaciones. 

1.3. Expresión de sistemas en forma matricial 

2. Sistemas de Cramer 

3. Teorema de Rouchè-Fröbenius. Discusión soluciones sistema 

4. Resolución general de sistemas de ecuaciones lineales por Cramer. 

4.1. Sistemas compatibles determinados 

4.2. Sistemas compatibles indeterminados 

5. Resolución de Sistemas homogéneos.  

6. Resolución de sistemas por Gauss. 
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

Por lo general en los exámenes de  selectividad, uno de los dos problemas de las dos 

opciones es relativo al estudio y resolución de sistemas. Suele ser un problema más o 

menos sencillo y metódico, con los que podremos obtener 3 puntos. 

También en algunas ocasiones una cuestión del examen (valorada en 1 punto) está 

relacionada con la resolución de sistemas, por lo general homogéneo. 

Para la resolución de estos problemas es esencial el cálculo de determinantes y rangos 

de matrices que vimos en el tema anterior. 
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1. Definiciones, tipos de sistemas y distintas formas de 
expresarlos 

1.1 Definiciones. Sistemas equivalentes. 

Definición: se llama sistema de ecuaciones lineales con n incógnitas al conjunto 

formado por m ecuaciones con n incógnitas. 

a11·x1+a12·x2+…+a1n·xn=b1  (1) 

a21·x2+a22·x2+…+a21·xn=bn (2) 

…………………………… 

am1·x1+am2·x2+…+amn·xm=bm (m) 

aij coeficientes del sistema 

bj términos independientes 

xj incógnitas 

Ejemplo 

3x-4y+5z=1 (1) 

2x+3y=5  (2)  3 ecuaciones y 3 incógnitas 

-x+y-z=-3  (3) 

 

2x+3y+z+t=1 (1) 

x-t=0  (2)  2 ecuaciones y 4 incógnitas 

 

Resolver un sistema es obtener todas sus posibles soluciones. 

S1= soluciones de (1) 

S2= soluciones de (2) 

…               

Sm=soluciones de (m) 

Definición: Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Forma de 

obtener sistemas equivalentes: 

1) Sumar una constante a ambos miembros de la igualdad de una o varias 

ecuaciones 

 x+y=2    x+y+3=5 

                               S               S’ 

      3x+y=-2   3x+y=-2 

S≡S’ 

 

 

�S= soluciones del sistema =S1∩S2∩…∩Sm (comunes a todas) 
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2) Multiplicar por una constante, distinta de cero, a ambos lados de la igualdad de 

una o varias ecuaciones 

 x+y=2    2x+2y=4 

                               S               S’’ 

      3x+y=-2   3x+y=-2 

S≡S’’ 

3) Sustituir una ecuación por una combinación lineal de la misma con las restantes 

ecuaciones 

(1) x+y=2    3(1)-(2)  2y=8 

                                  S                       S’’’ 

      (2)3x+y=-2            (2) 3x+y=-2 

S≡S’’’ 

4) Añadir o quitar ecuaciones que sean combinación lineal de las restantes 

ecuaciones: 

(1) x+y=2    (1) x+y=5 

                                     S                

      (2) 3x+y=-2    (2) 3x+y=-2 S’’’’ 

          

  (1)+2(2)=(3) 7x+3y=1 

S≡S’’’’ 

1.2. Clases de sistemas de ecuaciones 

Dos criterios para clasificar los sistemas de ecuaciones lineales: 

1. Según el valor de los términos independientes: 

- Homogéneos: todos los términos independientes son nulos 

- No homogéneos: algún término independiente es diferente de cero 

 3x+y=0       3x+y=2 

     Homogéneo     No homogéneo 

-5x+y=0     3x+y=0   

2. Según el número de soluciones:  

- Compatibles: tienen solución 

� Determinados: única solución 

� Indeterminados: infinitas soluciones 

- Incompatibles: sin solución. 

Ejemplos: 

x+y=2 

  �   x=y=1 Compatible determinado 

x-y=0 
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x+y=1  � y=1-x    Compatible indeterminado 

 

x+y=2 

         � sin solución    Incompatible 

x+y=0 

 

1.3. Expresión de sistemas en forma matricial 

Una manera más cómoda y útil de trabajar con los sistemas de ecuaciones lineales es de 

forma matricial. El sistema visto en el apartado 1.1 de forma matricial vendrá definido 

como: 

{ {

BXA

b

b

b

x

x

x

aaa

aaa

aaa

B

m

X

n

A

mnmm

n

n

=→





















=









































·
......

·

...

............

...

...

2

1

2

1

21

22221

11211

444 3444 21

 

A=Matriz de coeficientes 

A
*
=Matriz ampliada =(A|b)= 





















mmnmm

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa

...

...

............

...

...

2

1

21

22221

11211

 

 

Ejemplo: 

2x-y+3z=2 

-x-2y+z=0   

x+y-z=-1 

A=
















−−

−−

−

=

















−

=

















=

















−

−−

−

1111

0121

2312

*

1

0

2

111

121

312

Ab

z

y

x

X   

A·X=B 

2. Sistemas de Cramer 

Definición: un sistema de ecuaciones lineales se dice que es de Cramer si cumple las 

siguientes condiciones: 

- Mismo número de ecuaciones que de incógnitas n=m 

- El determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero |A|≠0 

Los sistemas de Cramer son todos compatibles determinados (una sola solución). 
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Existen dos métodos de resolución de los sistemas de Cramer. 

Método1: a partir de la matriz inversa. 

El sistema de Cramer se puede escribir en forma matricial como AX=b, y tal que A 

tiene inversa al ser una matriz cuadrada con determinante distinto de cero. Así podemos 

expresar las soluciones como: 

   X=A-1·B 

Ejemplo: 

 x+y+z=3 

 x-y=0          3 ecuaciones y 3 incógnitas, |A|=3≠0�Sistema de Cramer 

 x-z=0 

 

A=
















−

−=⇒
















−

−
−

211

121

111

3

1

101

011

111
1A   

X= =

















z

y

x

 
















=

















=

































−

−

1

1

1

3

3

3

3

1

0

0

3

·

211

121

111

3

1
 �x=y=z=1 

Método2: por desarrollo de columnas 

En este método no tendremos que calcular la matriz inversa, sino tantos determinantes 

como incógnitas suele resultar más sencillo 

||

...

............

...

...

2

2222

1121

1
A

aab

aab

aab

x
nnnn

n

n

=   
||

...

............

...

...

1

2221

1111

2
A

aba

aba

aba

x
nnnn

n

n

= , …, 
||

...

............

...

...

21

22221

11211

A

baa

baa

baa

x
nnn

n =  

Ejemplo: veamos el sistema anterior: 

 

x= 1
3

3

3

100

010

113

==

−

−

   y= 1
3

3

3

101

001

131

==

−

, z= 1
3

3

3

001

011

311

==

−
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Ejercicio 1: Resuelve los siguientes sistemas a partir de Cramer si es posible. 

x+3y-z=-5 

-x-2y+z=4 

5x+4z=8  

A=
















−−

−

405

121

131

 Sistema de Cramer pues tiene 3 ecuaciones y 3 incógnitas y |A|=9≠0 

Método1:  

A
-1
=

















−=

















−=















−















 −−

=

















=















 −−

2

1

0

18

9

0

9

1

8

4

5

·

11510

099

1128

9

1

11510

099

1128

9

1

z

y

x

X  

x=0, y=-1, z=2 

Método 2: 

x= 0
9

0

9

408

124

135

==

−

−−

   y= 1
9

9

9

485

141

151

−=
−

=

−

−−

, z= 2
9

18

9

805

421

531

==

−−

−

 

3. Teorema de Rouchè-Fröbenius. Discusión soluciones del Sistema 

Teorema: sea un sistema con m ecuaciones lineales con n incógnitas, el sistema es 

compatible (tiene soluciones) si, y sólo si, el rango de la matriz de los coeficientes es 

igual al rango de la matriz ampliada 

Sistema compatible ����  rang(A)=rang(A*) 

Según la relación entre el rango y el número de incógnitas tenemos que el sistema será 

compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible. Veámoslo en la 

siguiente tabla resumen: 

1. rang(A)≠rang(A
*
)� Sistema incompatible (no solución) 

2. rang(A)=rang(A
*
)=r 

a) si r=n (n=nº incógnitas)� Compatible determinado  

b)si r<n (n=nº incógnitas)�Compatible indeterminado con n-r parámetros libres 
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4. Resolución general de sistemas de ecuaciones por Cramer. 

En el apartado 2 vimos como resolver sistemas con igual número de incógnitas que de 

ecuaciones cuando el determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero. 

En este apartado vamos a ser más genéricos, resolviendo por Cramer todo tipo de 

sistema compatible; es decir sistemas en los que rang(A)=rang(A
*
) tanto si son 

compatibles determinados como indeterminados. Veamos uno a uno los dos casos: 

4.1. Compatible determinado 

Para que un sistema sea compatible determinado es necesario que el número de 

ecuaciones m sea mayor o igual que el de incógnitas n (m≥n), y que se cumpa que 

rang(A)=rang(A
*
)=n. De esta forma sólo hay n ecuaciones independientes, tal que si el 

sistema tiene m ecuaciones, m-n son dispensables y podemos eliminarlas. Es importante 

comprobar que las n ecuaciones escogidas sean independientes, lo cual se comprueba 

viendo que el rango del nuevo sistema continúe siendo n. El nuevo sistema será 

equivalente al anterior (misma solución) y se puede resolver por Cramer. 

Ejemplo: 

x+y=7 

2x-y=-7     (S) el sistema no puede ser de Cramer pues  n≠m  

7x-2y=-14 

A=
















−

−

23

12

11

 rang(A)=2 ya que 03
12

11
≠−=

−

 

A
*
=

















−−

−−

1427

712

711

, rang(A
*
)=2 ya que |A

*
|=0 

rang(A)=rang(A
*
)=2=n (nºincógnitas)� Compatible determinado. 

Como el rango es 2, tenemos sólo 2 ecuaciones linealmente independientes, de forma 

que podemos eliminar una de las 3 ecuaciones, de manera que el rango del sistema 

continúe siendo 2. 

Vamos a quitar la tercera ecuación pues, cuando calculamos el rango de A 

comprobamos que, para los coeficientes de las dos primeras ecuaciones, el determinante 

es distinto de cero. 

x+y=7 

2x-y=-7   

(S’)�A’= 








−12

11
 |A’|=-3≠0 rang (A’)=2 � S≡S’ (mismas soluciones) 

 Solución: (S’) es ahora de Cramer 

x= 0
3

17

17

=

−

−−

   y= 7
3

21

3

72

71

=

−

−
=

−

−
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4.2. Compatible indeterminado 

Sea un sistema con m ecuaciones y n incógnitas, tal que rang(A)=rang(A’)=r<n, 

entonces el sistema es compatible indeterminado con n-r parámetros libres. 

Tenemos así que buscar un sistema equivalente con r ecuaciones y r incógnitas:  

1. Tomamos r ecuaciones independientes (rango del sistema es r) 

2. Pasamos n-r incógnitas a la derecha de la igualdad y las tratamos como parte del 

término independiente (parámetros libres).  

3. El sistema se resuelve por Cramer con n-r parámetros libres 

Ejemplo: 

x+y+z=3 

-x-y+2z=0   (S) 

x+y+4z=6 

A=
















−−

411

211

111

   A
*
=

















−−

6411

0211

3111

 

Si calculamos los rangos se cumple que rang(A)=rang(A
*
)=2. Luego el sistema es 

compatible indeterminado con 3-2=1 parámetro libre. 

Tomaremos la z como parámetro libre y las 2 primeras ecuaciones: 

x+y=3-z 

     (S’) 

-x-y=-2z 

A’= 








−− 11

11
  |A’|=0 por lo tanto el rango no será 2, tenemos que o bien coger la 

otra ecuación o cambiar de parámetro libre. Cambiaremos de parámetro tomando la 

y: 

x+z=3-y 

     (S’’) 

-x+2z=y 

A’’= 








− 21

11
 |A’’|=3≠0 � rang (A’’)=2 � S≡S’’ (mismas soluciones) 

Tenemos así que S’’ se puede resolver por Cramer: 

x= y
yyy

y

−=
−−

=

−

2
3

26

3

2

13

   z= 1
3

3

3

1

31

=
−+

=

−

−

yyy

y

 

Es lógico que no pudiéramos tomar la z como parámetro libre, pues tiene un valor fijo 

z=1, y por tanto, no podemos poner las demás variables en función de la z. 
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5. Resolución de sistemas homogéneos. 

Recordemos que los sistemas homogéneos son los que tienen todos sus términos 

independientes nulos. 

a11·x1+a12·x2+…+a1n·xn=0 (1) 

a21·x2+a22·x2+…+a21·xn=0 (2) 

…………………………… 

am1·x1+am2·x2+…+amn·xm=0 (m) 

Una de las características más relevantes es que todo sistema homogéneo es compatible, 

ya que la última columna de la matriz ampliada, A
*
, es nula, con lo que siempre 

rang(A)=rang(A
*
). 

Además, es fácil ver que todo sistema homogéneo tiene como solución la denominada 

solución trivial o impropia x1=x2=…=xn=0. 

Para discutir y obtener la solución del de un sistema homogéneo tenemos el siguiente 

esquema �rang(A)=rang(A
*
)=r con n incógnitas: 

• Si r=n, compatible determinado. La única solución la solución trivial 

• Si r<n, compatible indeterminado con n-r parámetros libres y ecuaciones 

independientes. 

Ejemplo: C.1 Septiembre del 2006, prueba A.  

Estudiar el número de soluciones del siguiente sistema en función de m, resolver 

cuando sea posible:   









=+++

=++

=++

02)1(2

0

0

zymx

mzmyx

zyx

 �A=
















+ 212

1

111

m

mm  

Veamos el rango de A en función de m: 

|A|=-m
2
+2m-1 

a) Si m=1 |A|=0� rang (A)=1, sistema compatible indeterminado 

b) Si m≠1 |A|≠0�rang(A)=3, sistema compatible determinado, x=y=z=0. 

Veamos las soluciones si m=1 (compatible indeterminado): 









=++

=++

=++

0222

0

0

zyx

zyx

zyx

 � x+y+z=0  � 








−−=

=

=

µλ

µ

λ

z

y

x
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EXÁMENES DE  PAU 

 

Junio 2008. Prueba B. 

PR-1.- Se considera el sistema   
� � � � � � �1� � � � 2	        � � 2� � 	�       donde a es un parámetro real 

a) Discutir el sistema en función del valor de a 

b) Resolver el sistema para a=0 

c) Resolver el sistema para a=1 

Solución 

a) 














 −

=

201

110

111

A ,  














 −−

=

2

*

201

2110

1111

a

aA  

Rango de A 

|A|= 0112

201

110

111

=−−=

−

 � rang(A)<3;  01
10

11
≠=

−

  rang(A)=2 

independientemente del valor de a. 

 

Rango de A
*
: veamos los menores de A

*
 de orden 3 

22

2

)1(12

01

210

111

−=+−=

−−

aaa

a

a   � Si a≠1 rang(A)=3 

22

2

)1(412

21

210

111

−=−++=

−

aaaa

a

a   � Si a≠1 rang(A)=3 

222

2

)1(242

20

211

111

−−=−+−−=

−−

aaaa

a

a
  � Si a≠1 rang(A)=3 

Luego Rang(A
*
)=3 siempre que a≠1. 

Si a=1 01
10

11
≠=

−

 � rang(A*)=2  
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Conclusión: 

 a=1 a∈R-{1} 

rang(A) 2 2 

rang(A
*
) 2 3 

 S.C.I. S.I. 

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) con un parámetro libre si 

a=1. Siempre que a≠1 entonces el sistema será incompatible (sin soluciones) 

b) Si a=0 no tiene solcuiones 

c) Si a=1 sistema incompatible indeterminado. Tenemos que buscar un sistema 
equivalente con dos ecuaciones y un parámetro libre. Este sistema tiene que cumplir que 

rang(A)=rang(A
*
)=2. Como 01

10

11
≠=

−

tomemos las 2 primeras ecuaciones y con x e 

y de incógnitas: 





−=

−−=−

zy

zyx

2

1

 

En este caso es sencillo resolver el sistema: 

 y=2-z 

x=-1-z+(2-z)=1-2z 

Soluciones:  








=

−=

−=

tz

ty

tx

2

21

 

 

Septiembre 2008. Prueba A. 

PR-1.- Sea a un parámetro real. Se considera el sistema   

� � 	� � � � 2 � 	�1 � 	
� � � � 2� � 1        	� � � � � � 1 � 	        

a) Discutir el sistema en función del valor de a .  

b) Resolver el sistema para a = 0 .  

c) Resolver el sistema para a = 1. 
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a) A=
















−−

−

11

211

11

a

a

a

,  A
*
=

















−−−

−

+

aa

a

aa

111

1211

211

 

 

Rango de A:  

|A|=a(a+1) 

· Si a≠{0,-1} entonces rang(A)=3. 

· Si a=0 � A=
















−− 110

211

101

� 01
11

01
≠=  rang(A)=2 

· Si a=-1 � A=
















−−−

−

111

212

111

� 03
12

11
≠=

−

 rang(A)=2 

 

Rango de A
*
 

· Si a≠{0,-1} entonces rang(A
*
)=3. 

· Si a=0 A
*
=

















−− 1110

1211

2101

 � 0

110

111

201

=

−

, 0

110

211

121

=

−

, 0

111

121

210

=

−−

  

    rang(A
*
)=2 

· Si a=-1 A
*
=

















−−−

−

−

2111

1212

1111

� 0

211

112

111

≠

−−

−

−

 rang(A
*
)=3 

 

Conclusión 

 

 a=-1 a=0 a∈R-{-1,0} 

rang(A) 2 2 3 

Rang(A
*
) 3 2 3 

 S.I. S.C.I S.C.D. 
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b) Si a=0 tenemos que buscar un sistema equivalente con dos ecuaciones y dos 

incógnitas. Como 01
11

01
≠= podemos coger las dos primeras ecuaciones con x e y 

como incógnitas: 





−=+

−=

zyx

zx

21

2
 � x=2-z;  y=1-2z-(2-z)=-1-z 

x=2-t, y=-1-t, z=t 

c) Si a=-1 sistema incompatible sin soluciones 

 

Septiembre 2006. Prueba B.  

P.1.- Discútase, en función del parámetro real k , el siguiente sistema de ecuaciones 
lineales. Resolver cuando sea posible. 

















=

















=









=+

=+

=+

03

23

03

3

23

3

)(

03

23

03
*

k

k

k

A

k

k

AS

kyx

kyx

ykx

 

Para estudiar el sistema hay que ver los rangos de las matrices A y A
*
 en función del 

parámetro libre k. 

1. Rango de A: El rango mayor de A puede ser 2 

a. rang(A)=2 � 0
3

3
0

3

23
0

23

3
≠≠≠

k

k
o

k
o

k
 

Las ecuaciones que quedan son las siguientes: 

309

2063
2

9
092

2
±≠→≠−

≠→≠−

≠→≠−

kk

kk

kk

 

Para que el rango sea 1 deberían de ser todos los determinantes nulos, y como no 

existe ningún valor de k que haga todos los determinantes nulos, entonces el 

rango de A siempre es 2. 

Luego ∀k∈R rang(A)=2 

2. Rango de A
*
: el rango de A

*
 puede ser como máximo 3. 

a. rang(A)=3 � 3,009

03

23

03
3

±≠→≠−= kkk

k

k

k

  

∀k∈R-{0, 3, -3} rang(A
*
)=3 

b. rang(A)=2 solo puede ser en k=0, 3 o -3. Veamos lo que ocurre para estos 

valores: 
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k=0 � 
















=

003

023

030
*A ,  09

23

30
≠−=   � rang(A

*
)=2 

k=3� A
*
=

















033

323

033

, 03
23

33
≠−=   �  rang(A

*
)=2 

 

k=-3� A
*
=

















−

−

−

033

323

033

, 015
23

33
≠−=

−

  �  rang(A
*
)=2 

Se cumple así que para k=0, 3, -3 el rango de la ampliada es dos. 

Conclusión: vamos a apoyarnos en esta tabla para discutir el sistema de ecuaciones: 

 k=3 k=-3 k=0 k∈R-{0,3,-3} 

rang(A) 2 2 2 2 

rang(A
*
) 2 2 2 3 

 Comp. Det. Comp. Det. Comp. Det. Incompatible 

El número de soluciones según k son: 

 · Si k=0, 3, -3 Sistema compatible determinado 

 · Si k∈R-{0, 3, -3}Sistema incompatible. 

---------------- 

 La segunda parte del enunciado dice que lo resolvamos para los valores de k que tenga 

solución. Podríamos resolverlo independientemente para los tres valores de k, aunque 

sería muy laborioso. Vamos a resolverlo en función de k. Como el rango de A es 2, 

tendremos que buscar dos ecuaciones independientes, en los que el rango sea 2. 

)'(
23

03
S

kyx

ykx





=+

=+

 







=








=

k

k
A

k
A

23

03

23

3
*  

Veamos como dos ecuaciones independientes para los tres valores de k (rango de A es 

2): 

 |A|=2k-9≠0 para k=0, 3 y -3. 
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Resolvamos el sistema: 

9292

3

0

92

3

92

2

30

2

−

=

−

=

−

−
=

−

=

k

k

k

k

k

y
k

k

k

k
x  

Si k=0 � x=0, y=0 

Si k=3 � x=3, y=-3 

Si k=-3� x=-3/5, y=-3/5 

 

Junio 2006. Prueba B.  

P.1.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales      
� � 2� � � � 3�1 � 	
� � � � 4� � 2� � 	� � 4 . 

a) Discútase el sistema según el valor del parámetro real a.        

b) Resuélvase el sistema para a=2.   

Solución: 

a) 

















+=

















+=









=++

=++

=++

421

4110

3121

21

110

121

)(

42

4)1(

32
*

a

aA

a

aAS

azyx

zya

zyx

 

Veamos el rango de A y de A
*
: 

1. Rango de A 

a) rang(A)=3� |A|=a
2
-1≠0 � a≠1,-1  

∀a∈R-{1,-1}, rang(A)=3 

b) Veamos el rango cuando a=1:  

A(a=1)= 
















121

120

121

, 02
10

11
≠=  � rang(A(a=1))=2 

c) Veamos ahora cuando a=-1 

A(a=-1)= 
















−121

100

121

, 02
10

11
≠=  � rang(A(a=-1))=2 
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2. Rango de A
*
 

a) rang(A
*
)=3 siempre que a∈R-{1,-1}. 

b) Veamos el rango para a=1 de A
*
=

















4121

4120

3121

,  

06

421

420

321

≠=
 � rang(A

*
(a=1))=3 

c) Veamos el rango para a=-1 de A
*
= 

















− 4121

4100

3121

 

03

421

410

311

0

421

400

321

≠−==
� rang(A

*
(a=-1))=3 

 

Luego el rango de A
*
 es 3 independientemente del valor de a. 

Veamos la siguiente tabla para discutir el sistema según el valor de a: 

 a=-1 a=1 a∈R-{1,-1} 

rang(A) 2 2 3 

Rang(A
*
) 3 3 3 

 INC INC C.D. 

 

Conclusión: 

∀ a∈R-{1,-1}� Sistema Compatible determinado (1 solución) 

 a=1,-1 �  Sistema incompatible (sin soluciones) 

----------- 

b) Solución cuando a=2: el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer 
tenemos que las soluciones son 

x=0, y=1, z=1. 
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Septiembre 2005. Prueba B.  

PR-1.- Sea k un número real. Considérese el sistema de ecuaciones lineales 

 

�� � � � � � 1� � �� � � � �� � � � �� � ��. 
a) Discútase según los valores de k  e interprétese geométricamente el resultado.  

b) Resuélvase el sistema para k=2.  

Solución 

a)
















=

















=









=++

=++

=++

2

*

2 11

11

111

11

11

11

)(

1

kk

kk

k

A

k

k

k

AS

kkzyx

kzkyx

zykx

 

Veamos un rango de A y de A
*
: 

1. Rango de A 

a) rang(A)=3� |A|=k
3
-3k+2=(k-1)

2
(k+2)≠0 � k≠1,-2  

∀k∈R-{1,-2}, rang(A)=3 

b) Cuando k=1:  

A(k=1)= 
















111

111

111

, 0
11

11
=  � rang(A(k=1))=1 

c) Cuando k=-2 

A(k=-2)= 
















−

−

−

211

121

112

, 03
12

11
≠=

−

 � rang(A(k=-2))=2 

2. Rango de A
*
 

a) rang(A
*
)=3 siempre que k∈R-{1,-2}. 

b) Para k=1 de A
*
=

















1111

1111

1111

,  

0
11

11

111

111

111

==
 � rang(A

*
(k=1))=1 

c) Para k=-2 de A
*
= 

















−

−−

−

4211

2121

1112
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09

411

221

112

≠=−−

−

� rang(A
*
(k=-2))=3 

 

Estudiemos la siguiente tabla para discutir el sistema según el valor de k: 

 k=-2 k=1 k∈R-{1,-2} 

rang(A) 2 1 3 

Rang(A
*
) 3 1 3 

 INC C. IND C.D. 

Conclusión: 

∀ k∈R-{1,-2}� Sistema Compatible determinado (1 solución) 

 k=-2 �  Sistema incompatible (sin soluciones) 

 k=1 � Sistema compatible indeterminado con dos parámetros libres 

b) Solución cuando k=2: el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer 
tenemos que la solución es 

x=-3/4, y=1/4, z=9/4. 

 

Junio 2005. Prueba A.  

PR-1.- a) Discútase el sistema    � � 	� � � � 2                   2� � � � 	� � 0                  3� � �	 � 1
� � � � 	 � 1, en función del valor de a.  
b) Para el valor a=1, hállese, si procede, la solución del sistema.    

Solución: 

a) 

















−−+

−

=

















−+

−

=









−=−++

=++

=−+

1113

012

211

113

12

11

)(

1)1(3

02

2
*

aa

a

a

A

a

a

a

AS

azyax

azyx

zayx

 

Veamos un rango de A y de A
*
: 

1. Rango de A 

a) rang(A)=3� |A|=2a
2
-a≠0 � a≠0,1/2  

∀a∈R-{0,1/2}, rang(A)=3 
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b) Rango cuando a=0:  

A(a=0)= 
















−

−

113

012

101

, 01
12

01
≠=  � rang(A(a=0))=2 

c) Rango cuando a=1/2 

A(a=1/2)= 
















−

−

12/33

2/112

12/11

, 0
2

5

2

1
2

11
≠=

−

 � rang(A(a=1/2))=2 

2. Rango de A
*
 

a) rang(A
*
)=3 siempre que a∈R-{0,1/2}. 

b) Rango para a=0 de A
*
=

















−−

−

1113

0012

2101

,  

03

113

012

201

≠−=

−

 � rang(A
*
(a=0))=3 

c) Rango para a=1/2 de A
*
= 

















−−

−

2/112/33

02/112

212/11

 

04/33

12/13

2/102

121

≠=

−−

−

� rang(A
*
(a=1/2))=3 

Estudiemos la siguiente tabla para discutir el sistema según el valor de a: 

 a=0 a=1/2 a∈R-{0,1/2} 

rang(A) 2 2 3 

Rang(A
*
) 3 3 3 

 INC INC C.D. 

 

Conclusión: 

∀ a∈R-{0,1/2}� Sistema Compatible determinado (1 solución) 

 a=0, 1/2 �  Sistema incompatible (sin soluciones) 

----------- 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Tema 10. Sistemas de Ecuaciones  

 José Luis Lorente Aragón 117

b) Solución cuando a=1: el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer 
tenemos que las soluciones son 

x=-6, y=10, z=2 

 

Septiembre 2004. Prueba B.  

PR-1.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales  
� � 2� � 3� � 1          � � 	� � 3� � 2            2� � �2 � 	
� � 6� � 3. 

a) ¿Existe algún valor del parámetro a para el cual el sistema sea incompatible?                   

 b) ¿Existe algún valor del parámetro  a para el cual el sistema sea compatible determinado? 

 c) Resuélvase el sistema para a=0.                                                                                

Solución: 

a)
















+

=

















+

=









=+++

=++

=++

3622

231

1321

622

31

321

)(

36)2(2

23

132
*

a

aA

a

aAS

zyax

zayx

zyx

 

Calculemos los rangos de A y A
*
 

1. Rango de A 

a) rang(A)=3� |A|=0 � no hay ningún valor de a que haga el determinante 

distinto de  cero, luego el rango siempre es menor que 3. 

  rang(A)=2: para que el rango sea 2 tiene que haber algún menor de orden 2 

distinto de cero. Calculando los menores: 

0
62

31

31

31
== ,  202

1

21
≠→≠−= aa

a
, 2036

3

32
≠→≠−= aa

a
 

202
22

1
≠→≠+−=

+

aa
a

a
 

Luego siempre que a≠2 el rango de A será 2.   

∀ a∈R-{2}� rang(A)=2 

b) Cuando a=2 

A(a=2)= 

















642

321

321

,  � rang(A(a=2))=1. (las tres filas son proporcionales) 

2. Rango de A
*
 

 
















+

=

3622

231

1321
*

a

aA   

Tenemos que buscar un menor de orden 3 no nulo para que sea de rango 3: 
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0

362

231

131

= , 0

362

23

132

0

322

21

121

=

+

=

+ a

a

a

a .  

No hay ningún menor de orden 3 no nulo (la tercera fila es suma de las dos primeras), 

con lo que el rango es menor que 3 para cualquier valor de a.  

Veamos si hay algún menor de orden 2 no nulo: 

23

13
=3≠0 independientemente del valor de a. 

Luego el rango de A
*
 es siempre 2, independientemente del valor de a. 

 a=2 a∈R-{2} 

rang(A) 1 2 

rang(A
*
) 2 2 

 INC C.I. 

Conclusión: 

∀ a∈R-{2}� Sistema Compatible indeterminado (1 parámetro libre) 

    a=2 �  Sistema incompatible (sin soluciones) 

b) Solución cuando a=0: el sistema es compatible indeterminado,  

)(

3622

23

132

S

zyx

zx

zyx









=++

=+

=++

, tenemos sólo dos ecuaciones independientes y un parámetro libre.  

Si cogemos las 2 primeras ecuaciones y la z como parámetro libre el sistema es el 

siguiente: 

)()'(tan2)'(02|'|
01

21
')'(

32

312
SStoporyArangAAS

zx

zyx
≡=≠−=








=





−=

−=+

 

z
zz

z

x 32
2

64

2

032

231

−=

−

+−
=

−

−

−

= , 
2

1

2

321

311

−

=

−

−

−

=

z

z

y  

 

 

 

 

 

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Tema 10. Sistemas de Ecuaciones  

 José Luis Lorente Aragón 119

Junio 2004. Prueba B.  

PR-1.-  Se considera el sistema   
� � � � � � λ� � � � λ� � 1� � λ� � � � 1    . 

a) Discútase según los valores del parámetro λ.                                                       

b) Resuélvase para λ � �3.                                                                                      
c) Resuélvase para λ � 1   
Solución:                                                                             

a)

 
















=

















=









=++

=++

=++

111

111

111

11

11

111

)(

1

1 *

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

AAS

zyx

zyx

zyx

 

Veamos el rango de A y de A
*
: 

1. Rango de A 

a) rang(A)=3� |A|=-λ
2
+2λ-1≠0 � λ≠1  

∀λ∈R-{1}, rang(A)=3 

b) Cuando λ=1:  

A(λ=1)= 

















111

111

111

, 0
11

11
=  � rang(A(λ=0))=1 

2. Rango de A
*
 

a) rang(A
*
)=3 siempre que a∈R-{1}. 

b) Para λ=1 de A
*
=

















1111

1111

1111

, 

    0
11

11

111

111

111

==  � rang(A
*
(λ=0))=1 

Veamos la siguiente tabla para discutir el sistema según el valor de a: 

 λ=1 λ∈R-{1} 

rang(A) 1 3 

rang(A
*
) 1 3 

 Com In C.D. 
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Conclusión: 

∀ λ∈R-{-1}� Sistema Compatible determinado (1 solución) 

 λ=0 �  Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones) 

----------- 

b) Solución cuando λ=-3: El sistema es compatible determinado. Resolvemos por 

Cramer. Solución:  x=-1, y=-1, z=-1 

c) Solución cuando λ=1: El sistema es compatible indeterminado con 2 parámetros 
libres. Sólo 1 ecuación independiente, tomaremos y, z como parámetros libres. 

Solución: x=1-y-z 

 

Junio 2007. Prueba B.  

PR-1- Sean las matrices A=�123�, B=�
72�2�, C=�

0 0 00 1 00 0 1�, D=�
022�, E=�

253� 
 

a) Hallar la matriz AB
T
 donde B

T
 indica la matriz traspuesta de B. ¿Es inversible? 

b) Hallar el rango de AT
D 

c) Calcular M=�����que verifica la ecuación (AB
T
+C)·M=E 

Solución

 

a) ( )

















−

−

−

=−

















=

6621

4414

227

227

3

2

1

· TBA  No invertible pues |A·BT
|=0 (dos columnas 

proporcionales) 

b) ( ) 10640

2

2

0

321· =++=

















=DAT
. Es una matriz de 1x1, es decir un número, y 

como es distinto de cero el rango es uno.  

rang( DAT · )=1 

c) (ABt+C)M=E � 
















=

































−

−

−

3

5

2

5621

4514

227

z

y

x

R

4434421

  

rang(R)=rang(R*)=3 � S.C.D. 

Resolviendo por Cramer x=-6/7; y=1; z=-3 
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Septiembre 2007. Prueba A.  

PR-1.- Se considera el sistema   
� � � � 	� � 4	� � � � � � 02� � 2� � � � 2 , donde a es un parámetro real. 

a) Discutir el sistema en función del valor de a.           

b) Resolver el sistema para a=1.             

Solución

 

a)








=−+

=−+

=++

222

0

4

zyx

zyax

azyx

















−

−=

















−

−=

2122

011

411

122

11

11
* a

a

Aa

a

A  

Rango de A: 

 |A|=2a
2
-a-1=2(a-1)(a+1/2) 

• Si a∈R-{1,-1/2}� rang(A)=3 

• Si a=1 � 02
11

11
,

122

111

111

≠−=

−















−

−=A , rang(A)=2 

• Si a=-1/2 � 02/3
12/1

11
,

122

112/1

2/111

≠=

−















−

−−

−

=A , rang(A)=2 

Rango de A*: 

• Si a∈R-{1,-1/2}� rang(A)=3 

• Si a=1 � 
















−

−

2122

0111

4111

La columna 1 y la columna 2 son iguales, luego no 

todo  menor de orden 3 que esté formado por ambos es nulo. Veamos el que 

queda: 

0

122

101

141

=

−

− � rang(A
*
)=2 

• Si a=-1/2 
















−

−−

−

2122

0112/1

42/111

� 09

222

012/1

411

≠−=− rang(A
*
)=3 
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Organicemos la información en la siguiente tabla: 

 a=-1/2 a=1 a∈R-{1,-1/2} 

rang(A) 2 2 3 

Rang(A
*
) 3 2 3 

 S.I S.C.I S.C.D. 

Conclusión:  

Si a=-0.5 el sistema no tiene solución 

Si a=1 el sistema tiene infinitas soluciones con un parámetro libre 

Para todo a∈R-{1,-1/2} una única solución 

 

b) Si a=1 � rang(A)=rang(A
*
)=2� SCD. Tenemos que encontrar un sistema 

equivalente con dos ecuaciones y dos incógnitas, pasando la otra incógnita al término 

independiente. Como el rango del sistema equivalente ha de ser 2, tomamos el sistema 

cuyas filas sean las relativas al determinante no nulo de orden 2 que calculamos al 

estudiar el rango de A. Es decir las 2 primeras ecuaciones con y, z como incógnitas. 

   



−=−

−=+

)2(

)1(4

xzy

xzy
� 2

11

11
−=

−

 

Podemos resolverlo fácilmente por reducción:  

(1)+(2)�2y=4-2x� y=2-x   

(1)-(2) �2z=4 � z=2 

Soluciones: Rt

z

ty

tx

∈∀









=

−=

=

2

2  
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Otros Ejercicios  

Problema 1. Sea el siguiente sistema: 

	� � 	� � � � 0                       �� � � � � � 0                          �	 � 2
� � �	 � 2
� � 3� � 	 
a) Discute según los valores del parámetro a (2 puntos)  

b) Resuelve el sistema cuando sea posible (1 punto) 

Solución 

A=
















+−

−

322

111

1

aa

aa

 A
*
=

















+−

−

aaa

aa

322

0111

01

 

• Estudio del rango de A � |A|=3·a-a-2+a
2
-2·a-a+2-a

2
-2·a+3·a=0  ∀∀∀∀a∈∈∈∈R ����|A|=0 

Estudiemos si existe algún valor de a para el cual rang(A)≠2. Para que esto ocurra 

tiene que cumplirse que todos los menores de orden 2 sean nulos, es decir que se 

anulen para el mismo valor de a: 

002
11

=→==

−

aa
aa

 101
11

1
−=→=+=

−

aa
a

 como no existe un valor de a 

que anule todos los menores (de hecho no existe ninguno que anule estos dos 

menores) se cumple que rang(A)=2 ∀∀∀∀a∈∈∈∈R 

 

• Estudio el rango de A
*
:  Veamos cuando los tres menores de orden 3 (distintos de 

|A|) se anulan. El rango será 2 si hay algún valor de a en el que se anulen los tres 

menores de orden 3: 

002

22

011

0
222

=→==+=

+−

− aaaa

aaa

aa

  

1,00)1(

32

101

10
2

−==→=+−=−−=

−

− aaaaaa

aa

a

  

Raaa

aa

a

∈∀=−=

+

0

32

110

10

  

Si a=0 � rang(A
*
)=2, si a≠0 � rang(A

*
)=3 
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Resumamos los resultados en la siguiente tabla 

 a=0 a∈R-{0} 

rang(A) 2 2 

rang(A
*
) 2 3 

 C.I. Inc 

Conclusión: Si a=0 sistema compatible indeterminado con un parámetro libre; si a≠0 el 
sistema es incompatible,  no tiene solución 

 

b) Sólo tiene solución si a=0. Resulta que sólo hay dos ecuaciones independientes y con 
un parámetro libre: 

'2)'(
0

0
)'(

0322

0

0

)( SSArang
zyx

z
S

zyx

zyx

z

S ≡→=





=++−

=

→









=++−

=++−

=

 

Solución z=0 , x=y 

 

Problema 2.  Sea el siguiente sistema: 

   	� � 2� � � � 3� � 2� � 	� � �2� � 4� � � � 3    
a) Discute según los valores del parámetro a (1.75ptos) 

b) Resuelve el sistema cuando a=1 y cuando a=2 (1.25 ptos) 

ayuda: fíjate en el sistema antes de escribir A y A
* 

Solución 

Ordenando la segunda ecuación:  

A=














 −

142

20

12

a

a

   A
*
=















 −

3142

020

312

a

a

 

• Estudio del rango de A � |A|=2·a+4·a+4-4·a
2
=-4·a

2
+6·a+4=0 � a=2, a=-1/2 

Luego : 

a) a=2 o a=-1/2 rang(A)=2 

b) a∈R-{2,-1/2}rang (A)=3 
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• Estudio el rango de A
*
:  

Si a∈R-{2,-1/2}� rang(A)=3 

a=2 � A
*
=















 −

3142

0220

3122

� 0

342

020

322

= , 0

132

200

132

=

−

, 0

343

020

323

=  � 

rang(A
*
)=2 

a=1/2� A
*
=















 −

3142

020

312

2
1

2
1

 � 09123

342

020

322
1

≠−=−=  � rang(A
*
)=3 

Resumamos los resultados en la siguiente tabla 

 a=2 a=- 2
1  a∈R-{2,- 2

1 } 

rang(A) 2 2 3 

rang(A
*
) 2 3 3 

 C.I. Inc C. D. 

 

Conclusión:  

a=2 sistema compatible indeterminado con un parámetro libre 

 a=-1/2 incompatible,  no solución 

 a∈R-{0,-1/2}sistema compatible determinado, una solución 

 

b)  a=1 sistema compatible determinado: 









=++

=+

=−+

342

02

32

zyx

zy

zyx

 A=














 −

142

120

121

   A
*
=















 −

3142

0120

3121

  |A|=2+4+4-4=6 

x= 1
6

6

6

143

120

123

==

−

   y=
2

1

6

3

6

132

100

131

==

−

  z= 1
6

6

6

342

020

321

−=
−

=  

x=1 y=1/2 z=-1 
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a=2 sistema compatible indeterminado con un parámetro libre y dos ecuaciones 

independientes 

(S)








=++

=+

=−+

342

022

322

zyx

zy

zyx

(S’)




=+

=−+

022

322

zy

zyx
 rang(A’)=2�(S)≡(S’)  

y=-z , x=3/2+3/2z 

 

Problema 3. Sea el siguiente sistema: 

	� � �	 � 1
� � � � 0          � � � � 	� � 1                          �	 � 1
� � 	� � �	 � 1
� � 	 

a) Discute según los valores del parámetro a (2ptos)  

b) Resuelve el sistema cuando sea compatible (1 pto) 

Solución 

a) A=
















++

−

11

11

11

aaa

a

aa

, A
*
=

















++

−

aaaa

a

aa

11

111

011

 

 

• Estudiemos el rango de A: 

|A|=a
2
+a+a+a

3
-a-a-1-a

3
-a
2
+1=0, luego el rango de A no puede ser 3 para ningún 

valor de a, ya que el determinante siempre es cero 

Por otro lado, existe un menor de orden dos no nulo, para cualquier valor del 

parámetro: 

01
11

1
≠=

−aa
� rang(A)=2 para cualquier valor de a. 

• Estudiemos el rango de A
*
: 

Para que el rango de A
*
 sea menor que 3 tienen que anularse los 4 menores, uno de 

ellos es |A|, que como hemos visto siempre es cero, veamos para que valores de a se 

anulan los otros menores. 

1,10)1()1(1

11

11

10
223

−==→=+−−=−++−=

++

aaaaaaa

aaa

a

a
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2

51
,10))

2

51
())(

2

51
()(1(12

1

11

011
23 ±

==→=
−

−
+

−−=+−−=

+

−

aaaaaaa

aaa

a

a

      

a

aaa

aa

=

++

−

111

111

01

-1=0 � a=1 

Para que el rango sea menor que 3 todos los menores de A
*
 han de ser cero, ésto 

sólo ocurre si a=1, ya que para a=-1 no se anula el 2º calculado, y para 
2

51±
=a  

no se anulan ni el 1º, ni el 3º. 

1. ∀a∈R-{1}�rang(A
*
)=3  

2. a=1�
















=

1212

1111

0101
*A  , 01

11

01
≠= � rang(A

*
(a=1))=2 

Resumamos los resultados en la siguiente tabla 

 a=1 a∈R-{1} 

rang(A) 2 2 

rang(A
*
) 2 3 

 C.I. Inc 

Concluisón: 

• ∀a∈R-{1}el sistema incompatible y por tanto no tiene soluciones 

• Si a=1 el sistema es compatible indeterminado, con infinitas soluciones con un 

parámetro libre. 

b) )(

122)3(

1)2(

0)1(

S

zyx

zyx

zx









=++

=++

=+

 

 Como el rango es 2 y un  parámetro libre, por tanto hay que eliminar una ecuación y 

poner un parámetro al otro lado del igual: 

)'(
1)2(

)1(
S

zyx

zx





−=+

−=

� rang 2
11

01
=








�(S’)≡(S). No hace falta utilizar Cramer, 

sustituyendo x por –z en (2), las soluciones son: 

y=1 , x=-z 
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Problema 4.  Sea el siguiente sistema 

	� � � � � � 2    � � 	� � 0            � � � � � � 	 � 2:
   

 

a) Discute según los valores del parámetro a (1.75ptos) 

b) Resuelve el sistema cuando a=0 y cuando a=2 (1.25 ptos) 

 

Solución 

a)
















+−

−

=

















−

−

=

2111

001

211

111

01

11
*

a

a

a

Aa

a

A  

 

• Estudiemos el rango de A: |A|=-a
2
+a=0 si a=0, a=1 

1. ∀a∈R-{a=0,a=1}�rang(A)=3  

2. Para a=1: 

01
01

11

111

011

111

≠=

−

















−

−

=A � rang(A(a=1)=2 

3. Para a=0: 

01
01

10

111

001

110

≠−=

















−

−

=A � rang(A(a=0)=2 

 

• Estudiemos el rango de A*: 

1. Para a∈R-{1,0} rang(A
*
)=3, pues rang(A)=3.  

2. Para a=1 

















−

−

=

3111

0011

2111
*A , tenemos que el menor de orden 3: 01

311

001

211

≠=

−

−

rang(A
*
)=3 

3. Para a=0 

















−

−

=

2111

0001

2110
*A

 

 

Todos los menores de  de orden 3 son nulos:  
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0

211

001

210

=

, 

0

111

001

110

=

−−

−−

,

0

111

000

111

=

−−

−−

 

           01
01

10
≠−=

   

�  ran(A
*
)=2 pues 

Resumamos los resultados en la siguiente tabla 

 a=1 a=0 a∈R-{1,0} 

rang(A) 2 2 3 

rang(A
*
) 3 2 3 

 Inc C.I. C. D. 

Conclusión: 

• ∀a∈R-{1,0}, sistema compatible determinado, 

•  si a=1, sistema compatible indeterminado, y si a=0, sistema incompatible. 

 

b) a=0� )(

2)3(

0)2(

2)1(

S

zyx

x

zy









=−+

=

=−

  

tenemos que rang(A)=2,luego sólo hay dos ecuaciones independientes y un parámetro 

libre 

)()'(2
01

10
)'(

0)2(

2)1(
SSrangS

x

zy
≡=













=

+=

.  

Las soluciones son x=0,  y=z+2 

 

a=2� )(

4)3(

02)2(

22)1(

S

zyx

yx

zyx









=−+

=+

=−+

 Compatible determinado, resolvemos por Cramer: |A|=-2 

x= 2
2

114

020

112

−=

−

−

−

, y= 1
2

141

001

122

=

−

−

−

, z= 5
2

411

021

212

−=

−
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Problema5: Discútase el siguiente sistema y resuelvas cuando sea posible. 





















=





















=













=++

=++

=++

=++

4

3

22

32

*

2

32

4

3

22

32

111

11

1

111

11

1
)(

k

kk

kkk

kkkk

A
k

kk

kkk

AS

kzyx

kkzyx

kzkkyx

kzkykkx

 

1. Rango de A
*
 

a) rang(A
*
)=4 �  |A

*
|=k(k-1)

3
(k+1) ≠0  � k≠1,-1,0 

Por lo tanto ∀ k∈R-{1,-1,0} el rango de A
*
 es 4 

b) Veamos el rango para k=0. 





















=

0111

0011

0001

0000

*A , tomando el menor: 

01

111

011

001

≠=  luego rang(A
*
(k=0))=3 

c) Rango para k=-1 





















−−

−

−−−

1111

1111

1111

1111

, tomando el menor:  

04

111

111

111

≠−=−

−−

� rang(A
*
(k=-1))=3 

d) Rango para k=1 





















1111

1111

1111

1111

 � rang(A
*
(k=1))=1 

2. Rango de A 

a) El rango máximo es 3, luego para  k∈R-{1,-1,0}, donde el rango de A
*
 es 4, 

el sistema es incompatible. Veamos para los demás valores de k 

b) k=0 � A=





















111

011

001

000

�  01

111

011

001

≠=   rang(A(k=0)=3  
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k=-1�





















−

−

−−

111

111

111

111

 04

111

111

111

≠−=−

−−

�rang(A(k=-1))=3 

c) k=1 � 





















111

111

111

111

 rang(A(k=1))=1 

Resumamos los resultados en la siguiente tabla: 

 k=0 k=-1 k=1 k∈R-{1,-1,0} 

rang(A) 3 3 1 <4 

Rang(A
*
) 3 3 1 4 

Sistema C.D. C.D C.I. INCOM 

 Conclusión: 

• Si k=0, k=-1 el sistema tiene una única solución 

• Si k=1 el sistema tiene infinitas soluciones con dos parámetros libres 

• Si k∈R-{1,-1,0}no tiene solcuiones 

 

b) Resolver si k=0: 









=++

=+

=

→













=++

=+

=

=++

0

0

0

0

0

0

0000

zyx

yx

x

zyx

yx

x

zyx

� sistema homogéneo C.D. � x=y=z=0 

Resolver si k=1: Como el rango es uno, nos quedamos con una ecuación y dos 

parámetros libres: 

x=1-y-z � 








=

=

−−=

sz

ty

stx 1

 ∀ t,s ∈R 

Resolver si k=-1 � el rango de A es 3, luego nos quedamos con tres ecuaciones; 

cuando vimos el rango las ecuaciones eran la (1), la (3) y la (4). 









=++

−=−+

−=−+−

1

1

1

zyx

zyx

zyx

Por Cramer x=0, y=0, z=1 
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Hacer los siguientes problemas 

Problema 6. Sea el siguiente sistema: 

mx + y + z= m
2
 

x - y+ z = 1 

3x - y - z = 1 

3x –y + z = 3m 

a) Discute según los valores del parámetro m (1.75pto)  

b) Resuelve el sistema si m=1. (0.25 ptos) 

c) Resuelve el sistema si m=2 (1 pto) 

 

Problema 7.  Sea el siguiente sistema: 

 ax+y-z=z 

 -x+ay+z=x 

 -3x+3y+z=y 

a) Discute según los valores del parámetro a (1.75ptos) 

b) Resuelve el sistema cuando sea posible (es decir no sea incompatible). (1.25 ptos) 
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UNIDAD 11. ESPACIOS VECTORIALES. 
    

1. Espacios vectoriales 
1.1. Definición 
1.2. Ejemplos 

2. Subespacio Vectorial 
2.1. Definición 
2.2. Condición necesaria y suficiente. 

3. Combinación Lineal. Sistema Generador 
4. Dependencia e Independencia Lineal. 
5. Base de un Espacio Vectorial. Teorema de la Base. 
6. Coordenadas de un vector. 
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

Éste es un tema que aunque en el índice se ha incluido en el Bloque de Álgebra lineal, 
podría también incluirse en el Bloque de Geometría. Pretende así sentar las bases 
teóricas de los dos siguientes temas. 

Aunque en los exámenes de matemáticas de PAU no suele haber ningún ejercicio 
relacionado con este tema he considerado importante incluirlo, tanto por estar en el 
temario de la asignatura como por su importancia en las carreras de índole tecnológica 
como ingenierías, matemáticas, químicas o físicas. 

. 
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1. Espacios vectoriales 

1.1. Definición. 

Definición 1: Sea V un conjunto; se llama operación interna de V a una aplicación que 
nos relaciona dos elementos de V con otro de V. El ejemplo más utilizado es el de la 
suma: 

+: VxV                          V 

     u, v                          u+v 

Ejemplo: sea V=R2 el conjunto de los vectores en el plano( R2={(x,y): x,y∈R});veamos 
como la suma de vectores en el plano es una operación interna: 

+: R2x R2                          R2 

)','(),,( yxvyxu ==
rr

                          )'´,( yyxxvu ++=+
rr

 

Definición 2: Sea V un conjunto, se llama operación externa de V sobre R a una 
aplicación que nos relaciona un elemento de V y otro de R con otro de V. El ejemplo 
más utilizado es el del producto escalar: 

·: RxV                          V 

       λ, v                              λ·v 

Ejemplo: sea R2 el conjunto de los vectores en el plano, veamos como el producto de un 
escalar y un vector en el plano es una operación externa: 

·: Rx R2                           R2 

),(, yxv =
r

λ                           ),( yxv λλλ =
r

 

Definición: Un conjunto V es un espacio vectorial sobre R si cumple: 

1. Tiene una operación interna (suma) tal que cumple las siguientes propiedades: 

       ∀ u,v,w∈V 

+:VxV                       V 

i) conmutativa: u+v=v+u 

ii) asociativa (u+v)+w=u+(v+w) 

iii) elemento neutro:existe un elemento de V,que denotamos 0,tal que u+0=u 

iv) elemento opuesto: para todo elemento u existe otro, -u, tal que u+(-u)=0 

2. Tiene una operación  externa (producto escalar) tal que cumple las siguientes 
propiedades: ∀λ, µ∈R , ∀u,v∈V 

·:RxV                         V 

i) Distributiva con R: (λ+µ)·u=λ·u+µ·u 

ii) Distributiva con V: λ(u+v)=λ·u+λ·v 

iii) Asociativa: (λ·µ)·u=λ·(µ·u) 

iv) Elemento neutro: 1·u=u 
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Al conjunto V, con las anteriores operaciones y propiedades se le denomina espacio 
vectorial, y se representa por la terna (V, +, ·R). Los elementos pertenecientes a V se les 
llama vectores, siendo escalares los pertenecientes a R (se suelen utilizar las letras 
griegas minúsculas). 

1.2. Ejemplos de Espacios Vectoriales 

En este apartado vamos a ver varios ejemplos de espacios vectoriales. El origen de la 
estructura matemática del espacio vectorial son el conjunto de los vectores en el plano, 
R2, y el conjunto de los vectores en el espacio, R3, tantas veces utilizados en la física 
(velocidad, aceleración, posición…), si bien existen muchos otros espacios vectoriales 
como veremos a continuación. 

1.  Conjunto de los vectores en el plano con las operaciones de la suma de vectores 
y el producto escalar (R2,+,·R). Demostración 

1. Operación interna: u
r
=(x,y), v

r
=(x´,y´), )'',''( yxw =

r
 

                                          +: R2x R2                               R2 

  )','(),,( yxvyxu ==
rr

                          )'´,( yyxxvu ++=+
rr

 

i) Conmutativa: uvyyxxyyxxvu
rrrr

+=++=++=+ )','()','(   

ii) Asociativa: =++++=++ )'')'(,'')'(()( yyyxxxwvu
rrr

        
)())'(),'''(( wvuyyyxxx

rrr
++=++++=  

iii) Elemento neutro: uyxyxu
rrr

==+=+ ),()0,0(),(0  

iv) Elemento opuesto: 0)0,0(),(),()(
rrr

==−−+=−+ yxyxuu  

2. Operación externa:  

·: Rx R2                           R2 

  )','(, yxv =
r

λ                           )·,·(· yxv λλλ =
r

 

i) Distributiva en R:  

uuyxyxyyxxyxu
rrr
··),(),()··,··())·(,)·(()·( µλµλµλµλµλµλµλ +=+=++=++=+

 

ii) Distributiva en R2:  

vuyxyxyyxxyyxxvu
rrrr
··)','·(),·())'(),'(()','()·( λλλλλλλλ +=+=++=++=+

 

iii) Asociativa: )··()·,··())··(,)··(()··( uyxyxu
rr

µλµµλµλµλµλ ===  

iv) Elemento neutro uyxyxu
rr

=== ),(),·(1·1  
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2. El conjunto de los vectores en el espacio, R3={(x,y,z):x,y,z∈R} con las 
operaciones de la suma de vectores y el producto escalar (R3,+,·R).  

Demostración: La demostración es equivalente a la vista par los vectores en el 
plano, con la salvedad de que hay que añadir una coordenada más. 

3. El conjunto de los polinomios con grado ≤ n con coeficientes reales, Pn(R), con 
las operaciones de la suma de polinomios y el producto escalar (Pn(R),+,·R).  

Demostración: 

1. Operación interna: p(x)=anx
n+…+a1x+a0; q(x)= an’x

n+…+a1’x+a0’,  

 h(x)= an’’x
n+…+a1’’x+a0’’ 

                            +: Pn(R)xPn(R)                       Pn(R) 

   p(x),q(x)                           p(x)+q(x)=(an+an’)x
n+…+(a0+a0’) 

i) Conmutativa: p(x)+q(x)= (an+an’)x
n+…+(a0+a0’)=  

    =(an’+an)x
n+…+(a0’+a0)=q(x)+p(x) 

ii) Asociativa: (p(x)+q(x))+h(x)= ((an+an’)+an’’)x
n+…+((a0+a0’)+a0’’)= 

=(an+(an’+an’’))x
n+…+(a0+(a0’+a0’’))=p(x)+(q(x)+h(x)) 

iii) Elemento neutro:  p(x)+0(x)=(an+0)x
n+…+(a0+0)= anx

n+…+a0=p(x) 

iv) Elemento opuesto: p(x)+(-p(x))= (an- an)x
n+…+(a0+0)= 0·x

n+…+0=0(x) 

4. El conjunto de las matrices en cualquier dimensión, Mnxm(R), con las 
operaciones de la suma y del producto escalar (Mnxm(R),+,·R). Demostración: 

La demostración es trivial, aplicando las propiedades de la suma y el producto de 
números reales en cada coeficiente de las matrices. A realizar por el alumno en casa. 

Ejercicio 1: decir si son espacios vectoriales los siguientes conjuntos con las 
operaciones indicadas. 

a) Las matrices cuadradas con operación interna el producto de matrices 
y el producto escalar, como operación externa 

b) R2 con el producto escalar como operación externa y la siguiente suma 
como operación interna: 

⊕: R2xR2             R2 

   (x,y),(x’,y’)    (x+x’-(y+y’),0) 

a) Veamos si el conjunto de las matrices cuadradas con el producto de matrices 
como operación interna es espacio vectorial: 

1. Operación interna:    ·: Mnxn(R)x Mnxn(R)        Mnxn(R) 

     A, B           A·B 
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i) Conmutativa A·B≠B·A (por lo general las matrices no conmutan), 
luego no es espacio vectorial con el producto como operación interna (sí es 
espacio cuando la operación interna es la suma de matrices, como vimos). 

b)  Veamos si R2, con la suma anteriormente definida como operación interna, es 
espacio vectorial: 

1. Operación interna:     

i) Conmutativa: tenemos que ver si se cumple que u⊕ v=v⊕ u : 

)0),'('(

||

)0),'('(

yyxxuv

yyxxvu

+−+=⊕

+−+=⊕

rr

rr

 

ii) Asociativa: tenemos que ver si (u⊕ v) ⊕w=u⊕  (v⊕w): 

( )

)0)),'''(()'''(()0),'''('''(),()(

||

)0),'')'(('')'(()'',''()0),'('(

yyyxxxyyxxyxwvu

yyyxxxyxyyxxwvu

++−++=+−+⊕=⊕⊕

++−++=⊕+−+=⊕⊕

rrr

rrv

 

iii) Elemento neutro: no existe, pues sea cual sea este vector, nos anula la 
segunda coordenada del vector. Veamos, suponiendo que el elemento neutro es 
(0,0): uyxyxu

rvr
≠−=+−+=⊕ )0,()0),0(0(0  

Luego no es espacio vectorial el conjunto de los vectores en el plano con la suma 
⊕  como operación interna. 

 

2. Subespacio vectorial 

2.1.  Definición 

Definición: Sea (V,+,·R) un espacio vectorial y W un subconjunto de V (W⊆V). Se dice 
que W es subespacio vectorial de V si W, con las operaciones definidas en (V,+,·R), se 
comporta como un espacio vectorial, es decir, cumple las propiedades definidas en 
apartado anterior. 

En la práctica no es necesario volver a comprobar nuevamente las diferentes 
propiedades de las operaciones interna y externa sobre W. Veamos una condición 
necesaria y suficiente en el siguiente subaparatado.  

2.2. Condición suficiente y necesaria 

Teorema: Sea (V,+,·R) un espacio vectorial y W un subconjunto de V (W⊆V); (W,+,·R) 
es subespacio vectorial de V si cumple las siguientes proposiciones: 

1) ∀ u,v ∈W � u+v∈W (cerrado con la suma). 

2) ∀u∈V, ∀λ∈R� λ·u∈W (cerrado con el producto escalar). 
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Ejemplo: Estudiar cuales de los siguientes subconjuntos de R2 son subespacios 
vectoriales 

a) S={(0,y): y∈R} 

1. ∀ u
r
=(0,y), v

r
=(0,y’)∈S �  )',0( yyvu +=+

rr
∈ S, pues y+y’∈R y la primera       

coordenada es nula 

2. ∀ u
r
=(0,y)∈S, ∀λ∈R � λ· u

r
=(0,λ·y)∈S, pues λ·y∈R y la primera 

coordenada es nula 

Es subespacio, al cumplir las dos condiciones. 

     b) T={(x,1): x∈R} 

1. ∀ u
r
=(x,1), v

r
=(x’,1)∈T �  ∉+=+ )2,'( xxvu

rr
T, pues la segunda 

coordenada no es 1. 

No es subespacio, pues no cumple la primera condición. 

    c) A={(x,y):x+y=0}, se puede expresar de la siguiente forma: A={(x,-x):x∈R}. 

1. ∀ u
r
=(x,-x), v

r
=(x’,-x’)∈A � Axxxxvu ∈+−+=+ ))'(,'(

rr
 pues la 

segunda coordenada es la opuesta a la primera. 

2.  ∀ u
r
=(x,-x)∈A, ∀λ∈R � λ·u

r
=(λ·x,-λ·x)∈A, pues la segunda coordenada 

es la opuesta a la primera. 

Es subespacio al cumplir las dos condiciones. 

Ejercicio 2: Decir si los siguientes subconjuntos son o no subespacios vectoriales 

a) Matrices simétricas de dimensión n, Sn(R) subespacio vectorial de las matrices 
cuadradas de dimensión n (Mnxn(R),+,·R). 

1. ∀A,B∈Sn(R)� A=aij=A
t=aji  B=bij=B

t=bji 

t

jiijjiij

jijiji

tt CCbbyaacomo
bacBAC

===

+==+=

+=+==

)(

baBAcC ijijij
�A+B∈Sn(R) 

2. ∀λ∈R, ∀A∈Sn(R)� D=dij=λ·A=λ·aij=λ·aji=dji�(λ·A)=(λ·A)
t
�λ·A∈Sn(R) 

Es subespacio vectorial (Sn(R),+,·R) 

Ejemplo: 







=







−

+








85

50

32

21

53

31
   









−

=








− 324

2412

18

84
3  

(Iden matrices antisimétricas) 

b) Matrices triangulares inferiores de dimensión n, Tin(R) subespacio vectorial de las 
matrices cuadradas de dimensión n (Mnxn(R),+,·R). 

A∈ Tin(R) �aij=0 j>i (los elemento encima de la diagonal son nulos) 

1. ∀A,B∈Tin(R) :C=cij=A+B=aij+bij=0 si j>i pues aij=bij=0 � A+B∈Tin(R) 

2. ∀A∈ Tin(R) y ∀λ∈R: D=dij=λA=λaij=0 i>j pues aij=0 � λA∈ Tin(R) 

Es subespacio vectorial (Tin(R),+,·R) (Iden triangulares superiores). 
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c) El conjunto de polinomios de grado menor o igual que m, Pm(R), es subespacio 
vectorial del conjunto de polinomios con grado menor o igual que n , Pn(R),(n>m). 

1. ∀ p(x), q(x)∈Pm(R)�p(x)+q(x)∈Pm(R) (sumando polinomios de grado 
menor que m el resultado es otro polinomio de grado menor que m) 

2. ∀ p(x)∈Pm(R) ∀λ∈R� λp(x)∈Pm(R) (el producto de un polinomio por un 
nº real es otro polinomio de mismo grado) 

Ejercicio 3. Decir si son subespacios vectoriales de (R3,+,·R) 

a) A={(x,y,0): x,y∈R}�Subespacio 

1. ∀(x,y,0),(x’,y’,0)∈A�(x,y,0)+(x’,y’,0)=(x+x’, y+y’,0)∈A, pues la tercera 
coordenada es nula y la primera y la segunda son reales. 

2. ∀(x,y,0)∈A,∀λ∈R�λ(x,y,0)=(λx,λy,0)∈A, pues la tercera coordenada es 
nula y la primera y la segunda son reales. 

b) B={(x,y,-x-y): x,y∈R}�Subespacio 

1. ∀ (x,y,-x-y), (x’,y’,-x’-y’)∈B�(x,y,-x-y)+ (x’,y’,-x’-y’)= 

=((x+x’),(y+y’),-(x-y-x’-y’))∈B pues la tercera coordenada es la 
opuesta a la suma de las dos primeras coordenadas 

2.  ∀(x,y,-x-y)∈B , ∀λ∈R�λ(x,y,-x-y)= (λx,λy,λ(-x-y))∈B pues la tercera 
coordenada es la opuesta a la suma de las dos primeras coordenadas 

c) C={(x,2x,3x): x∈R}�Subespacio 

1. ∀ (x,2x,3x), (x’,2x’,3x’)∈C� (x,2x,3x)+(x’,2x’,3x’)= 

=((x+x’),2(x+x’),3(x+x’))∈C pues la segunda coordenada es el doble 
de la primera y la tercera el triple de la primera 

2. ∀ (x,2x,3x)∈C, ∀λ∈R: λ(x,2x,3x)=(λx,2λx,3λx)∈C, pues la segunda 
coordenada es el doble de la primera y la tercera el triple de la primera 

d) D={(x,y,z):x+y=3,x,y,z∈R}={(x,3-x,z):x,z∈R}�No es Subespacio 

1. (x,3-x,z), (x’,3-x’,z’)∈D � (x,3-x,z)+ (x’,3-x’,z’)= 

=(x+x’,6-(x+x’),z+z’)∉D, pues la 2ª coordenada no es como la del subespacio. 

e) E={(x,y,z): x·z=3 x,y,z∈R}={(x,y,3/x) :x,y∈R}�No es Subespacio 

1. ∀(x,y,3/x),(x’,y’,3/x’)∈E : (x,y,3/x)+ (x’,y’,3/x’)= 

     =(x+x’,y+y’,3/x+3/x’) ∉D. � Pues 3/x+3/x’≠3/(x+x’) 

f) F={(x,y,z):x=y2 x,y,z∈R}={(y2,y,z):y,z∈R}�No es Subespacio 

1. ∀ (y2,y,z), (y’2,y’,z’)∈F : (y2,y,z)+(y’2,y’,z’)=(y2+y’2,y+y’,z+z’) ∉F, pues 
(y+y’)2≠y2+y’2 
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3. Combinación lineal. Sistema Generador. 

Definición: Un vector v∈V es combinación lineal de los vectores {v1,v2,…,vn}si se 
puede escribir de la siguiente forma: 

v=λ1v1+λ2v2+…+λnvn con λ1, λ2,…,λn∈R 

Ejemplos: 

1. (7,3)∈R2 es combinación lineal de los vectores { )0,1(== iu x

r
, )1,0(== ju y

r
}: 

(7,3)=7(1,0)+3(0,1)   λ1=7, λ2=3 

2. (2,2,-5)∈R2 es combinación lineal de los vectores, {(1,1,0) y (0,0,1)}:  

(2,2,-5)=2(1,1,0)-5(0,0,1)  � λ1=2, λ2=-5 

3. 






 −

43

25
 es combinación lineal de  { 









00

01
, 









00

10
, 









01

00
, 









10

00
} : 








 −

43

25
=5 









00

01
-2 









00

10
+3 









01

00
+4 









10

00
� λ1=5,λ2=-2,λ3=3,λ4=4 

4. p(x)=3+2x+5x2 es combinación lineal de {-2+2x, 1+x2}: 

p(x)=3+2x+5x2=1·(-2+2x)+5·(1+x2)   λ1=1, λ2=5 

Definición: un conjunto de vectores {v1,…,vn} de un espacio vectorial (V,+,·R), es 
sistema generador de V si cualquier vector del espacio V se puede escribir como 
combinación lineal de éstos. 

Ejemplos:  

1. Los vectores { )0,1(== iu x

r
, )1,0(== ju y

r
} generan el espacio vectorial R2. 

Demostración: 

∀ v
r
=(x,y)∈R2 veamos que es combinación lineal de estos dos vectores: 

(x,y)=x(1,0)+y(0,1)� λ1=x, λ2=y 

 

 

 

 

 

 

 

2. Los vectores { })1,0,0(),0,1,0(),0,0,1( ====== kujuiu zyx

vrr
 son generadores de 

R3.  Demostración: 

∀ v
r
=(x,y,z)∈R3 veamos que es combinación lineal de estos dos vectores: 

(x,y,z)=x(1,0,0)+y(0,1,0)+z(0,0,1)� λ1=x, λ2=y, λ3=z. 

v
r
 

i  

j
r
 

λ1=x 

λ2=y www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Unidad 11. Espacios vectoriales 

10                      Apuntes de Matemáticas II para preparar el examen de la PAU  

 

3. Los vectores (1,1,0), (0,0,1) no generan R3 pues, por ejemplo, el vector (2,1,3) 
no se puede expresarse como combinación lineal de estos, ya que no existen 
valores de λ1, λ2 tal que (2,1,3)=λ1(1,1,0)+λ2(0,0,1)=(λ1, λ1, λ2). Veamos: 

2=λ1 

1=λ1      No solución pues 2≠1. 

1=λ2 

Los vectores (1,1), (0,1) si son generadores de R2:  

∀ v
r
=(x,y)∈R2 veamos que es combinación lineal de estos dos vectores: 

(x,y)=λ1(1,1)+λ2(0,1)�  

λ1=x 
  λ1=x, λ2=y-x � (x,y)=x(1,1)+(y-x)(0,1) 
λ1+λ2=y.  

4. Las matrices 
































10

00
,

01

00
,

00

10
,

00

01
 son generadores de M2x2(R). 

Demostración: 









+







+







+







=









10

00

01

00

00

10

00

01
22211211

2221

1211
aaaa

aa

aa
 

Teorema 1: Un conjunto de vectores {v1,…,vm} es generador del espacio (V,+,·), si el 
rango de la matriz B=(v1,…,vm) es igual a la dimensión del espacio vectorial (qué se 
definirá en el apartado 5 de este tema). 

Ejemplo: Demostrar, que si los siguientes vectores {(1,2,3), (0,1,-2), (0,0,1), (1,1,-2)} 
generan R3.  

Como se demostrará en el apartado 5, la dimensión de R3 es 3. Veamos si el rango de B 
es igual a la dimensión: 

3)(

2123

1012

1001

=→

















−−

= BrangB � Generan 

 

Ejercicio 4: Decir si generan los siguientes vectores de R3 {(1,1,0), (0,1,1), (1,0,-1)} 

Tendremos que ver si para cualquier vector v=(x,y,z)∈R3 comprobaremos si es posible 
ponerla como combinación lineal de los tres vectores: 

(x,y,z)=λ1(1,1,0)+λ2(0,1,1)+λ3(1,0,-1) 

x=λ1+λ3 
y=λ1+λ2 
z=λ2-λ3 

Tendrá solución para cualquier valor de x,y,z si el sistema es compatible; es decir, si 
rang(B)=3. 
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B=
















−110

011

101

� rang(B)=2� No generan. 

4. Dependencia e independencia lineal. 

Definición: Los vectores {v1,v2,…,vn} son linealmente dependientes si podemos 
encontrar números reales, λi, tal que:  

 λ1v1+λ2v2+…+λnvn=0 en donde al menos un λi≠0 

Definición: Los vectores{v1,v2,…,vn}son linealmente independientes si no son 
linealmente dependientes; es decir,  si cumple la siguiente igualdad 

 λ1v1+λ2v2+…+λnvn=0 sólo cierta cuando λ1=λ2=…=λn=0 (solución trivial) 

Teorema 2: Si los vectores {v1,v2,…,vn}son linealmente dependientes, entonces, 
cualquiera de ellos se puede expresar como combinación lineal del resto. Si son 
linealmente independientes ninguno de ellos se podrá expresar como combinación lineal 
del resto. 

{v1,v2,…,vn} L.D. � vi=µ1v1+…+µi-1vi-1+µi+1vi+1+…+µnvn  

{v1,v2,…,vn} L.I. � vi no se puede expresar como combinación lineal del resto. 

Teorema 3: Los vectores {v1,v2,…,vn}son linealmente independientes si el rango de la 
matriz B=(v1,…,vn) es igual al nº de vectores, n, (rang(B)=n). En el caso de que sea 
menor, entonces, son linealmente dependientes 

rang((v1,v2,…,vn))=n � L. I. 

rang((v1,v2,…,vn))<n � L. D. 

Ejemplos:  

1. (1,2), (1,4), (1,0) veamos si son L.I. o L.D. : 

λ1(1,2)+λ2(1,4)+λ3(1,0)=(0,0) 

λ1+λ2+λ3=0 

2λ1+4λ2=0  

B= 








042

111
 

λ1=2, λ1=-1, λ3=1 es solución. Linealmente dependientes. 

Teorema 1: (1,4)=2(1,2)-(1,0) 

Teorema 2: Es un sistema homogéneo compatible indeterminado( rang(B)=2) 
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2. (1,0,1), (1,2,0), (0,1,1) veamos si son L.D. o L.I.: 

λ1(1,0,1)+λ2(1,2,0)+λ3(0,0,1)=(0,0,0).  

















=









=+

=+

=+

101

020

011

0

02

0

31

32

21

B

λλ

λλ

λλ

 

Tenemos que la única solución es λ1=λ2=λ3=0 �linealmente independiente, ya que 
el sistema es compatible determinado. 

Teorema 1: (1,0,1)≠µ1(1,2,0)+µ2(0,0,1) 

Teorema 2: rang(B)=3. 

 

3. {1, x2, x2+1 } veamos son L.D. o L.I. 

λ1·1+λ2·x
2+λ3·(x

2+1)=0+0x+0x2 

      
















=









=+

=

=+

110

000

101

0

00

0

32

31

B

λλ

λλ

 

El sistema es compatible indeterminado; una solución distinta de la trivial  es λ1=1,          
λ2=1, λ3=-1. Linealmente dependiente 

 Teorema 1: x2+1=1·1+1·x2≤ 
 Teorema 2: rang(B)=2. 

 

Ejercicio 5: ver si son L.D. o L.I. 

a) (1,0,0), (2,0,0), (0,3,1)� λ1(1,0,0)+λ2(2,0,0)+λ3(0,3,1)=(0,0,0) 

















=









=

=

=+

100

300

021

0

03

02

3

3

21

B

λ

λ

λλ

 

La solución es λ3=0 y λ1=-2λ2, luego existe alguna solución distinta de la trivial (λ1=-2, 
λ2=1, λ3=0). Linealmente dependiente. 

Nota: Siempre que en el conjunto de vectores haya dos iguales o proporcionales (como 
los dos primeros), el sistema es linealmente dependiente 

Teorema 1: (2,0,0)=2(1,0,0)+0(0,3,1) 

Teorema 2: rang(B)=2 
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b)  (1,2,1), (0,1,0), (0,0,1) � λ1(1,2,1)+λ2(0,1,0)+λ3(0,0,1)=(0,0,0) 

















=









=+

=+

=

101

012

001

0

02

0

31

32

1

B

λλ

λλ

λ

 

La única solución es λ1=λ2=λ3=0, luego los vectores son linealmente independientes. 

Teorema 1: (1,2,1)≠µ1(0,1,0)+µ2(0,0,1) 

Teorema 2: rang(B)=3. 

c) (2,1,3), (1,2,-1) � λ1(2,1,3)+λ2(1,2,-1)=(0,0,0) 

















−

=









=−

=+

=+

13

21

12

03

02

02

21

21

21

B

λλ

λλ

λλ

 

Única solución es λ1=λ2=0. Los vectores son linealmente independiente 

Teorema 1: (2,1,3)≠µ(1,2,-1) 

Teorema 2: rang(B)=2=nº vectores 

d) (1,2,5), (0,0,0), (4,-1,2) � λ1(1,2,5)+λ2(0,0,0)+λ3(4,-1,2)=(0,0,0) 

















−=









=+

=−

=+

205

102

401

025

02

04

31

31

31

B

λλ

λλ

λλ

 

Tiene infinitas soluciones, λ1=λ3=0 y ∀λ3∈R. Por ejemplo una solución no trivial puede 
ser λ1=λ2=0, λ3=1. Luego los vectores son linealmente dependientes.  

Nota: Siempre que uno de los vectores sea el vector nulo, el conjunto de vectores es 
linealmente dependiente 

Teorema 1: (0,0,0)=0·(1,2,5)+0·(4,-1,2) 

Teorema 2: rang(B)=2. 

 

Ejercicio 6: ver si son L.D. o L.I. 

a) 
























11

00
,

10

01
,

00

21
 � λ1 









00

21
+λ2 









10

01
+λ3 









11

00
= 









00

00
 





















=













=+

=

=

=+

100

110

002

011

0

0

02

0

32

3

1

21

B

λλ

λ

λ

λλ
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Tiene única solución λ1=λ2=λ3=0. Luego el conjunto de vectores (matrices) son 
linealmente independientes. 

Teorema 1: 








00

21
≠µ1 









10

01
+µ2 









11

00
 

Teorema 2: rang(B)=3 

 

b) �1 0
0 1�, �

2 �1
1 0 �, �

0 �1
0 1 �, �

3 0
1 0� 
















 −








 −










01

03
,

10

10
,

01

12
,

10

01
 � 








=







+






 −

+






 −

+








00

00

01

03

10

10

01

12

10

01
4321 λλλλ  





















−−

=













=+

=+

=−−

=++

0101

1010

0110

3021

0

0

0

032

31

42

32

421

B

λλ

λλ

λλ

λλλ

 

Tiene infinitas soluciones (|B|=0), por ejemplo λ1=λ2=1, λ3=λ4= -1. Luego el conjunto 
de las 4 matrices son linealmente dependientes. 

Teorema 1: 







+






 −

+






 −

−=








01

03
1

10

10
1

01

12
1

10

01
 

Teorema 2: rang(B)=3 

 

5. Base de un espacio vectorial. Teorema de la Base 

Definición: Dado un conjunto de vectores {v1,v2,…,vn} en un espacio vectorial (V,+,·R) 
forman una base si cumplen las dos siguientes condiciones: 

1. linealmente independientes 

2. sistema generador de V 

Teorema de la base: Todas las bases de un espacio vectorial V tienen el mismo número 
de vectores. Al número de vectores se le llama dimensión del espacio vectorial. 

Ejemplos:  

1. (R2,+,·R) es espacio vectorial de dimensión 2, pues {(1,0), (0,1)}son base al ser 
linealmente independientes y generan. A demostrar por el alumno 

2. (R3,+,·R) es espacio vectorial de dimensión 3, pues {(1,0,0), (0,0,1), (0,0,1)}son 
base, al ser linealmente independientes y generar. A demostrar por el alumno 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Unidad 11. Espacios vectoriales 

 José Luis Lorente Aragón 15

3. (Mmxn(R),+,·R) es espacio vectorial de dimensión m·n. Ejemplo M2x2(R) 

dimensión 4, pues { 
































10

00
,

01

00
,

00

10
,

00

01
} son base al ser linealmente 

independiente y generar. A demostrar por el alumno 

4. Pn(R) es un espacio vectorial de dimensión n+1, pues {1,x,x
2,…,xn} son base al 

generar y ser linealmente independientes. A demostrar por el alumno 

Teorema 4: Si un conjunto de n vectores {v1, …, vn}es base de (V,+,·R), siendo la 
dimensión de V igual a n :  

a) Se cumple que si son linealmente independientes, entonces son generador de V; 
y al revés, si generan son linealmente independientes.  

b) Se cumple que si son linealmente dependientes, entonces no generan V; y al 
revés, si no generan son linealmente dependientes. 

De esta manera, para ver si un conjunto de n vectores en un espacio de dimensión n es 
una base, sólo hay que comprobar que  son linealmente independientes o generan; no 
hará falta comprobar las dos condiciones. Por lo general es más fácil ver que son L.I.  

Teorema 5: Un conjunto de vectores {v1, …, vn} constituye una base si la matriz 
B=(v1,…,vn) es cuadrada (mismo nº vectores que la dimensión) y su determinante |B|≠0 
(linealmente independientes). 

Teorema 6: Si el conjunto de vectores {v1, …, vm}pertenece al espacio vectorial (V,+,·R) 
de dimensión n<m, entonces estos vectores son linealmente dependientes. 

Teorema 7: Si el conjunto de vectores {v1, …, vm} pertenece al espacio vectorial 
(V,+,·R) de dimensión n>m, entonces estos vectores no generan a V. 

 

Ejercicio 7: Comprobar si los siguientes vectores son linealmente independientes, 
generan y si son base de sus respectivos espacios vectoriales. 

a) {(1,2), (1,4), (5,3)}� son tres vectores en un espacio vectorial de dimensión 2, luego 
los vectores son linealmente dependientes, y por lo tanto no son base. 

Veamos si generan; para eso estudiemos el rango de B 









=

342

511
B � rang(B)=2 � Generan 

b) {(1,0), (2,0)}� son dos vectores al igual que la dimensión de R2, pude suceder: 

a) Son base y, por lo tanto, linealmente independientes y generan. 

b) No son base y, por lo tanto, linealmente dependientes y no generan.  

Para ver en qué caso nos encontramos miramos el determinante de B. 

0
00

21
= �estamos en el caso b) linealmente dependientes y no generan 
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c) {(1,1), (5,0)}� son dos vectores, igual que la dimensión de R2, estamos en el mismo 
caso que en b). Veamos en este caso en qué situación nos encontramos: 

|B|=-5�Luego son base y por tanto linealmente independientes y generadores. 

d) {(1,2,0), (0,1,0)}� son dos vectores en un espacio vectorial de dimensión 3, luego 
no son generadores, y por lo tanto, tampoco son base. 

Es fácil de ver que son linealmente independientes, ya que los dos vectores no son 
proporcionales. Otro método es ver el rango de B: 

Rang(B)=2=numero de vectores� linealmente independientes. 

e) {(1,0,1), (2,1,1), (0,0,-1)}� son 3, igual a la dimensión. Por lo tanto estamos en la 
misma situación que en b). Serán base o no según el valor de |B|: 

01

111

010

021

|| ≠−=

−

=B � son base de R3, por lo tanto, generan y son 

linealmente independientes. 

f) {1+x,1-x2,-x+2x2} base de P2(R) � son 3 vectores en un espacio vectorial de 
dimensión 3. Veamos si son base calculando |B| 

03

210

101

011

|| ≠−=

−

−=B � son base de P2(R) y, por lo tanto, generan y son 

linealmente independientes. 

g) {

















−

−


















−









−− 20

11
,

11

00
,

21

11
,

21

01
}base de M2x2(R)� son 4 matrices en un 

espacio pectoral de dimensión 4; veamos si son base viendo el valor de |B| 

=

−−

−−

−

2122

0111

1010

1011

-7≠0 � son base de M2x2(R) 

6. Coordenadas de un vector. 

Teorema 8: Sea B={v1, v2, …, vn} una base del espacio vectorial (V,+,·R); entonces 
todo vector u∈V se puede escribir de forma única como combinación lineal de los 
vectores B. 

    u=µ1v1+…+µnvn. Los valores (µ1,µ2, …,µn) se llaman coordenadas de u en la base B. 

Ejemplos:  

Ver las coordenadas del vector )4,3,1( −=u
r

  

a) en la base canónica {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}: 
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(1,3,-4)=1(1,0,1)+3(0,1,0)-4(0,0,1)� las coordenadas 1,3-4. 

b) en la base B={(1,0,1), (2,0,-1), (0,3,0)} 

 (1,3,-4)=µ1(1,0,1)+µ2(2,0,-1)+µ3(0,3,0) 









−=−

=

+=

21

3

21

4

33

21

µµ

µ

µµ

 µ1=-7/3, µ2=5/3, µ3=1 

Luego las coordenadas en la base B son µ1=-7/3, µ2=5/3, µ3=1 

Matriz de cambio de base, B,  y cambio de base inversa, B
-1
: Dada una base 

W={v1,v2,…,vn}, la matriz B es la formada por las coordenadas de los vectores de W. 
Así, cada columna de B es un vector de W� B=(v1,…,vn).  Estas matrices nos permiten 
obtener de forma rápida:  

1. B� las coordenadas de la base canónica cuando nos dan las coordenadas en otra 
base 

2. B-1� las coordenadas en una base dada cuando tenemos el vector definido en la 
base canónica. 

 

   {Base W}       {Base canónica} 

 

Ejemplo: W={(1,0,1), (1,1,0), (0,0,1)} 

 
















−

−

=

















=
−

111

010

011

101

010

011
1BB  

Sea wwv )5,4,3(=
r

 un vector de R3 en coordenadas de W; el valor de v
r
 en 

coordenadas canónicas es : 

)8,4,7(

8

4

7

5

4

3

101

010

011

=

















=

















































=

tt

v
r

=3(1,0,1)+4(1,1,0)+5(0,0,1) 

 

Obtener las coordenadas de la base canónica en la base de W: 

w

tt

wxu )1,0,1(

1

0

1

0

0

1

111

010

011

)( −=

















−

=

















































−

−

=
r

=1(1,0,1)-1(0,0,1)=(1,0,0) 

B 

B-1 
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w

tt

wyu )1,1,1(

1

1

1

0

1

0

111

010

011

)( −=















−

=

















































−

−

=
r

=-1(1,0,1)+1(1,1,0)+1(0,0,1)=(0,1,0) 

w

tt

wzu )1,0,0(

1

0

0

1

0

0

111

010

011

)( =

















=

















































−

−

=
r

=1(0,0,1) 

 Obtener las coordenadas de =u
r
(3,0,2) en la base W: 

w

tt

wu )1,0,3(

1

0

3

2

0

3

111

010

011

−=

















−

=

















































−

−

=
r

 

Ejercicio 8: Sea el espacio vectorial P3(R); demostrar que W={1,(x-1),(x-1)
2,(x-1)3 } es 

base. Calcular las coordenadas de p(x)=4-x+x3 en dicha base. 

Como el número de “vectores” de W es 4, será base si son linealmente independientes. 
Esto ocurre si |B|≠0. 

)(1

1000

3100

3210

1111

||

1000

3100

3210

1111

triangularBB =

−

−

−−

=





















−

−

−−

=  

Luego W es base de P3(R). La matriz B es la matriz de cambio de base de W a la base 
canónica. Para obtener las coordenadas de p(x) en la base W tendremos que calcular B-1 





















=
−

1000

3100

3210

1111

1B
 

p(x)w= 32 )1·(1)1·(3)1·(21·4)1,3,2,4(

1

3

2

4

1

0

1

4

1000

3100

3210

1111

−+−+−+==





















=









































−





















xxxw

tt
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Ejercicios: 

Espacios vectoriales 

Ejercicio 9. Decir si los siguientes conjuntos con sus operaciones son espacios 
vectoriales. 

a. El conjunto de las matrices cuadradas, Mnxn(R), con las siguientes 
operaciones:  

Interna� ⊕: Mnxn(R) x Mnxn(R)    Mnxn(R) 

               A,B    A⊕B=(A+B)t 

Externa� el producto escalar de un número por una matriz 

b. El conjunto de los vectores en el espacio, R3, con las siguientes operaciones: 

Interna: producto vectorial� ⊗:R3xR3:       R3 

          (x,y,z),(x’,y’,z’)      (yz’-zy’,zx’-xz’,xy’-yx’) 

 

Externa: el producto escalar un número por un vectores 

 

Subespacios vectoriales 

Ejercicio 10. Decir si son subespacios vectoriales 

a. A={p(x)=a0+a2x
2: a0,a2∈R} subespacio de P2(R) 

b. B={(x,-x,1/x): x∈R} subespacio de R3 

c. Dn={matrices diagonales} subespacio de Mnxn 

Ejercicio 11. Hallar las bases y la dimensión de los siguientes subespacios de R3 

a. S={(x,y,z): x-2z=0, x,y,z∈R} 

b. T={(x,0,2x): x∈R} 

Ejercicio 12. Hallar el valor de b para que el vector (1,b,-1) pertenezca al subespacio 
generado por los vectores {(1,2,0), (2,-1,5)}. Hallar la forma general de este subespacio. 

 

Combinación lineal, generadores, base. Coordenadas 

Ejercicio 13. Decir si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente 
independientes, generadores y base. 

c. {(1,2,-1), (0,-1,3), (1,1,1), (-3,0,0)} de R3 

d. {1+x, x+x2, x2} de P2(R) 

e. � 1 0
�1 3� , �

1 0
0 0�, �

1 1
�1 0� , �

0 0
0 3� de M2x2 
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Ejercicio 14. Hallar los valores de x que hacen que los siguientes vectores{(x,2,0), 
(2x,6x,10), (3,x,15)} sean linealmente independientes 

Ejercicio 15. Estudia el conjunto de vectores de R3 W={(1,2,3),(0,2,4), (0,2,0)} forma 
base de R3. En caso afirmativo expresa en esta base las coordenadas de (1,1,1) 

 

Soluciones: 

Ejercicio 9.  

a.) Tenemos que comprobar que la operación interna definida cumple las siguientes 
propiedades: ∀A,B,C∈M2x2(R) 

i. Conmutativa: A⊕B=(A+B)t=At+Bt=Bt+At=(B+A)t=B⊕A 

ii. Asociativa: (A⊕B)⊕C=(At+Bt)⊕C=( At+Bt)t+Ct=(A+B)+Ct 

                    A⊕(B⊕C)=A⊕(Bt+Ct)=At+(Bt+Ct)t=At+(B+C) 

No se cumple la propiedad asociativa, luego no es espacio vectorial. 

b) Tenemos que comprobar que la operación interna definida cumple las siguientes 
propiedades: ∀ wvu

rrr
,, ∈R3 

      i. Conmutativa: =vxu
rr
(yz’-zy’,zx’-xz’,xy’-yx’) 

                                =uxv
rr

(y’z-z’y,z’x-x’z,x’y-y’x)= - vxu
rr
≠ vxu

rr
 

No se cumple la propiedad conmutativa, luego no es espacio vectorial. 

Ejercicio 10 

a.) Veamos si cumple las dos siguientes propiedades ∀p(x), q(x)∈A, ∀λ∈R 

i. p(x)+q(x)=a0+a0’+(a2+a2’)·x
2
∈A, pues tiene el término independiente y 

el de segundo grado. 

ii. λ·p(x)=λ·a0+λ·a2x
2
∈A pues tiene el término independiente y el de 

segundo grado. 

Es subespacio 

 b.) ∀ vu
rr
, ∈B ∀λ∈R; veamos si se cumple las dos propiedades 

i. B
xx

xxxxvu ∉++−+=+ )
'

11
),'(,'(

rr
, pues 

'

1

'

11

xxxx +

≠+  

No es subespacio. 

c.) ∀A,B∈Dn(R) ∀λ∈R; veamos si se cumple las dos propiedades: 

       A=aij=0 si i≠j, B=bij=0 si i≠j 

i. C=cij=A+B=aij+bij=0 si i≠j� A+B∈Dn(R) 

ii. D=dij=λ·A=λ·aij=0 si i≠j�λ·A∈Dn(R) 

Es subespacio. 
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Ejercicio 11 

a) S={(x,y,z): x-2z=0, x,y,z∈R}={(2z,y,z): y,z∈R}  

Todo vector de S se puede poner como combinación lineal de (2,0,1), (0,1,0): 
(2z,y,z)=z·(2,0,1)+y·(0,1,0) ∀ y,z∈R. La dimensión es 2 (2 parámetros libres) La base 
se consigue dando valores a las variables (tantos como la dimensión)�  

y=0, z=1  (2,0,1)  

y=1,z=0  (0,1,0) 

b) T={(x,0,2x): x∈R} 

Todo vector de S se puede poner como combinación lineal de (1,0,2): 
(x,0,2x)=x·(1,0,2), x∈R. Dimensión 1 (1 parámetro libre). La base se consigue dando 
valores a las variables (tantos como la dimensión), x=1� (1,0,2) base de T 

Ejercicio 12 

(1,b,-1) ∈ <(1,2,0), (2,-1,5)>� (1,b,-1)=λ1(1,2,0)+λ2(2,-1,5) 

5

7
,

5

1

51

21
12

2

21
=−=





=−

+=

λλ

λ

λλ

 

(1,b-1)= 
5

7
(1,2,0) 

5

1
− (2,-1,5)=(1, 3,-1). Luego b=3 

 Llamaremos B al subespacio  B={x(1,2,0)+y(2,-1,5)=(x+2y,2x-y,5y) x,y∈R} 

Ejercicio 13 

a) {(1,2,-1), (0,-1,3), (1,1,1), (-3,0,0)} son vectores de R3, cuya dimensión es 3, luego 
no pueden ser linealmente independientes, y por lo tanto, son linealmente dependientes. 

Para ver si son generadores tenemos que estudiar el rango de la matriz B. Si el rango es 
3 entonces serán generadores. 

















−

−

−

=

0131

0112

3101

B  rang(B)=3, luego son generador de R3. 

b) {1+x, x+x2, x2}. La dimensión de P2(R) es 3, igual que el número de vectores. 
Pueden ocurrir dos cosas: 

     1) Son linealmente independientes y generadores, luego base 

     2) Son linealmente dependientes y no generan, luego no son base. 

Para ver en cuál de los dos casos estamos veamos el valor del determinante de B. 

















=

110

011

001

B ,  det(B)=1, luego estamos en el caso 1 . 
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c) 

























−

















− 30

00
,

01

11
,

00

01
,

31

01
, la dimensión es 4, igual que el número de 

matrices, luego, al igual que en el apartado anterior, tenemos que ver si el determinante 
de los coeficientes es distinto de cero.  

03

303

011

010

3003

0101

0100

0111

||

3003

0101

0100

0111

≠=−−=

−−

=





















−−

= BB .  

Las matrices son linealmente independientes y generadores, y por lo tanto base. 

Ejercicio 14 

{(x,2,0), (2x,6x,10), (3,x,15)} linealmente independiente si el determinante de los 
coeficientes es distinto de cero. 

)334(20

15100

62

32

|| 2
+−== xxxx

xx

B ≠0�x≠

8

4893 −±
∉R.  

Luego, independientemente del valor de x, los vectores son linealmente 
independientes, y por lo tanto base. 

Ejercicio 15 

W={(1,2,3),(0,2,4), (0,2,0)}, son base ya que el determinante de B es distinto de cero. 

8

043

222

001

|| −==B ≠0 � 
















−−

−=
−

4/12/14/1

4/104/3

001
1B  

(1,1,1)= w

tt

),/,(/

///

// 0211

0

21

1

1

1

1

412141

41043

001

−=

















−=

















































−−

−
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UNIDAD 12. ECUACIONES DE RECTA Y PLANO 

 

1. Introducción. Espacio Afín. 
1.1. Vector en el espacio. Vector libre y fijo. 
1.2. Operaciones con vectores 
1.3. Dependencia e independencia de vectores. Base 
1.4. Relación entre punto y vector. Coordenadas 

2. Ecuaciones de la recta en el espacio 
2.1. Ecuación vectorial 
2.2. Ecuaciones paramétricas 

2.3. Ecuación en forma continua 

2.4. Ecuación en forma implícita o intersección de dos planos. 

2.5. Caso particular. Conociendo dos puntos de la recta. 
3. Ecuaciones del plano 

3.1. Ecuación vectorial 
3.2. Ecuación en paramétricas 

3.3. Ecuación general o implícita 

3.4. Caso particular conociendo 3 puntos del plano. 
4. Posiciones relativas 

4.1. Dos planos 
4.2. Tres planos 
4.3. Recta y plano 
4.4. Dos rectas 
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

Entramos con este tema en el último bloque del libro, la geometría. La importancia de 

este bloque en la PAU queda de manifiesto año tras año. En los últimos años uno de los 

dos problemas de 2.5 puntos de cada una de las dos opciones es un problema de 

geometría.  

Entramos en el bloque cuyos problemas quizás sean los más complicados del curso, ya 

que en muchos casos se requieren una buena visión espacial y de buscar estrategias para 

resolver los problemas. Si bien en muchas ocasiones, y casi todas las cuestiones son 

“problemas tipo”, como los que vamos a hacer en estos dos temas. Una vez entendido el 

problema, y elaborada la estrategia de resolución los cálculos son sencillos, no como los 

vistos en el bloque de análisis. 
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1.     Introducción. Espacio Afín 

1.1. Vector en el espacio. Vector libre y fijo. 

Como hemos estudiado en el tema anterior el conjunto de los vectores del espacio, con 

las operaciones de la suma de vectores y el producto escalar de vector por un número es 

espacio vectorial. De hecho la definición matemática de espacio vectorial surge para 

interpretar las propiedades de las magnitudes físicas vectoriales (velocidad, aceleración, 

fuerza…) 

Así (R
3
,+,·) es espacio vectorial, donde R

3
={(x,y,z): x,y,z∈R}. El conjunto de los 

elementos que forman parte de R
3
 se llaman vectores en el espacio. Dentro de los 

vectores distinguiremos entre vectores fijos y libres: 

a. Vector fijo de origen A y extremo B, es el segmento orientado caracterizado por 

tener las siguientes partes: 

- Dirección: es la recta que une los dos puntos o cualquiera paralela 

 - Sentido: es la orientación que tiene, desde A hasta B 

 - Modulo: es la longitud del segmento orientado 

 - Punto de aplicación: el punto A 

 

 

 

Coordenadas de vector fijo: Si A(xa,ya,za), B(xb,yb,zb) son las coordenadas de los puntos 

que forman el vector, las coordenadas del vector  �������� son las que se obtiene restando las 
coordenadas de B menos las de A: 

��������=B-A=(xa,ya,za)-(xb,yb,zb)= (xb-xa, yb-ya, zb-za) 

Módulo del vector: es igual a la distancia entre A y B. Utilizando Pitágoras tendremos 

que | AB |=
22222 )()()()( baababab zzyyxxzzl −+−+−=−+
         

   
 

AB  
A 

origen 

B 

extremo 

Recta de 

dirección 
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b. Vector libre: Sean los vectores con igual módulo, dirección (situadas en rectas 

paralelas) y sentido (��������������, ��������������� , ��������������� …), estos vectores se llaman equipolentes. 

Todos los vectores equipolentes tienen mismas las coordenadas.  

El conjunto de todos los vectores equipolentes a uno dado definen un vector libre 	�. Se 
suele representar como el vector fijo equipolente situado en el origen. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

1.2. Operaciones con vectores libres 

Veamos las operaciones más importantes con los vectores. 

1.Suma 

Es la operación interna desde el punto de vista de espacio vectorial. La suma de dos 

vectores v
r
+ 'v
r
=(x,y,z)+(x’,y’,z’)=(x+x’,y+y’,z+z’) 

La interpretación geométrica de esta operación puede verse como el vector que resulta 

de prologar 'v
r
 al extremo de v

r
, o por la regla del paralelogramo: 

 

Puedes imaginarlo viendo la fuerza resultante de otras dos fuerzas (que son vectores) 

con distinta dirección (por ejemplo dos caballos arrastrando una barca cada uno por una 

orilla). 

2.Producto escalar  

Es la operación externa desde el punto de vista de espacio vectorial. El producto de un 

vector v
r
 por una constante λ es: λ·v

r
=λ·(x,y,z)=( λx,λy,λz). 

 

v
r
 

'v
r
 'vv

rr
+  
v
r
 

'v
r
 

y 

x 

z 

A1 

A2 

A3 

A4 

B1 

B2 

B3 

B4 v
r
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La interpretación gráfica es tal que si: 

a) λ>0 es un vector con la misma dirección, sentido y con módulo |λ v
r
|=|λ||v

r
| 

b) λ<0 es un vector con la misma dirección, sentido contrario y módulo  |λ v
r
|=|λ||v

r
| 

c) λ=0 el vector nulo (0,0,0) 

1.3. Dependencia e independencia lineal. Base. 

El concepto de linealmente independiente y dependiente es el mismo que el estudiado 

en el tema anterior. Así como el de base. 

Recordemos que la dimensión de R
3
 es 3, así que el número de vectores que forman la 

base sería de 3. 

Al ser de dimensión 3, el número máximo de vectores linealmente independientes es 3, 

de manera que si tenemos 4 o más vectores, seguro que son linealmente dependientes.  

Tres vectores son linealmente independientes si cumplen alguno de los siguientes 

requisitos: 

a) λ1 1v
r
+λ2 2v

r
+λ3 3v

r
=0  unica solución la trivial �λ1=λ2=λ3=0 

b) 
1v
r

≠µ2 2v
r
+µ3 3v

r
, 

2v
r

≠µ1 1v
r
+µ3 3v

r
, 

3v
r

≠µ1 1v
r
+µ2 2v

r
 

c)   rang(
















'''

'''

'''

zzz

yyy

xxx

)=3 

Dos vectores son linealmente independientes si cumplen alguno de los siguientes 

requisitos: 

a) λ1 1v
r
+λ2 2v

r
=0  λ1=λ2=0 

b) 
1v
r

≠µ2 2v
r
, 

2v
r

≠µ1 1v
r
 

c) rang(
















'

'

'

zz

yy

xx

)=2 

1.4. Relación entre punto y vector. Coordenadas. 

Para localizar un punto en el espacio necesitamos un sistema de referencia, es decir 3 

rectas (generalmente perpendiculares) que se cortan en un punto llamado origen. 

El sistema de referencia más utilizado es el sistema de referencia cartesiano, este está 

formado por tres vectores unitarios (modulo 1) perpendiculares, que forman una base.  

La notación usada es la siguiente: {0 kji
rrr

,,, }, siendo )1,0,0(),0,1,0(),0,0,1( === kji
rrr

 . 

En este sistema de referencia tenemos tres rectas o ejes cartesianos que contienen cada 

uno de los tres vectores. Estos ejes se denotan OX (eje de las x) que contiene a i
r
, OY 

(eje de las y) que contiene a j
r
 y OZ (eje de las Z) que contiene a k

r
.  
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Coordenadas en un punto y un vector: 

Todo punto en el espacio se puede determinar conociendo la posición que ocupan sus 

proyecciones sobre los ejes, es decir las coordenadas del punto. Los puntos se suelen 

denotar por letras mayúsculas � P(x0,y0,z0) 

Las coordenadas de un vector nos muestran el grado de avance de dicho vector en las 

tres direcciones del espacio, así v
r
=(1,-2,0) implica una unidad de avance en el sentido 

positivo del eje X, 2 en el negativo del eje Y y no avanza en el eje Z 

Se cumple que las coordenadas del punto P son las mismas que las coordenadas del 

vector kzjyixzyxzyxOPv
rrvr

000000000 ),,()0,0,0( ++==−−−==  

 

 

 

Coordenadas del puno medio de un segmento: Sea un segmento AB, con A=(xa,ya,za) y 

B=(xb,yb,zb) los extremos del mismo. El punto medio M será el que está en el segmento 

y tal que la distancia de A a M sea la misma que de M a B. es decir �������� 
 2��������� 
 2���������. 
Para ver las coordenadas de M fijémonos en la siguiente figura: 

 

�������� 
 2���������� (xB-xA,yB- yA,zB- zA)= 2(xM- xA,yM- yA,zM- zA). Luego las coordenadas 

del punto medio son: 

2
,

2
,

2

AB
M

AB
M

AB
M

zz
z

yy
y

xx
x

+

=

+

=

+

=  

 

y 

x 

z 

A 

0 
j
r
 

i
r
 

k
v
 

B 
M 

OM  

OB  

OA  

y 

x 

z 

y0 

x0 

z0 

OPv =
r

 

P 

0 
j
r
 

i
r
 

k
v
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Ejercicios :  

Ejercicio 1.- Sean los  puntos A=(2,3,5) y B=(1,0,8) 

a) Hallar las coordenadas de los vectores  �������� y �������� 

�������� 
 )3,3,1()58,30,21( −−=−−−  y �������� 
 =−=−−− )3,3,1()85,03,12( -�������� 

b)  Hallar dos puntos C y D tales que el vector 
������� sea equipolente al vector �������� 

Tenemos que buscar dos puntos C y D tal que las coordenadas de 
������� sean (-1,-3,3). 
Fijando un punto obtendremos el otro. Por ejemplo si C=(0,0,0) D=(-1,-3,3). 

c) Hallar el extremo F de un vector �������� tal que sea equipolente a ��������, siendo E(-3,6,-9)  

 �������� )3,3,1()9,6,3( −−=+−+= zyx � E(-4,3,-6) 

d) Halla el origen G de un vector fijo ��������� tal que sea equipolente a ��������, siendo H=(3,2,9) 

 ��������� )3,3,1()9,2,3( −−=−−−= zyx  � G(4,5,6) 

Ejercicio 2.- Sean ��� 
 �5,�2,3� y 	� 
 ��4,2,1� dos vectores libres. Se pide: 

a) Dibujar cada uno de ellos y su suma 

)4,0,1();1,2,4();3,2,5( =+−=−= vuvu
rrrr

 

 

 

b) ¿Cuál es el extremo de �������� si ��������=��� � 	� y A=(0,2,0)? 

�������� )2,4,9()1,2,4()3,2,5()0,2,0( −=−−−=−=−−−= vuzyx
rr

�B=(9,-2,2) 

c) ¿Cuáles son las coordenadas del vector 2��� � �� 3��� � 5	�? 

)4,16,35()59,106,2015(53)6,4,10(2 −=−−−+=−−= vuu
rrr

 

 

 

 

 

z 

y 

u
r
 

v
r
 

vu
rr

+  

x 
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2. Ecuaciones de la recta en el espacio 

Las rectas son variedades lineales de dimensión 1 (1 parámetro libre). Quedan 

determinadas por: 

a) Un punto de la recta y un vector paralelo a ésta (vector director de la recta) 

b) Dos puntos no coincidentes de la recta.  

Formas de expresar la recta en el espacio: 

1. Forma vectorial y cartesiana 

2. Paramétricas 

3. Ecuación continua 

4. Ecuación general o como intersección de dos planos. 

2.1. Ecuación vectorial: 

Sea ( )0000 ,, zyxP  un punto cualquiera de la recta, y con vector director (todo vector 

paralelo a la recta) ),,( zyx vvvv =

r
. La ecuación vectorial de la recta es: 

vOPXx
rr

⋅+== λ00 ,   o ( ) ( ) ( )zyx vvvzyxzyx ,,,,,, 000 ⋅+= λ  con λ∈R (parámetro libre). 

Ejemplo del punto de la recta (x,y,x) cuando  λ=-2 

2.2. Ecuaciones paramétricas: 

Partiendo de la ecuación vectorial, operando e igualando coordenada a coordenada, 









⋅+=

⋅+=

⋅+=

z

y

x

vzz

vyy

vxx

r

λ

λ

λ

0

0

0

:  λ∈R (parámetro libre) 

  

y 

x 

z 

y0 

x0 

z0 

oOP  

Po 

0 

r rv
r
 

(x,y,z) 
rv
r

2−  
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2.3. Ecuación en forma continua:  

Despejando λ  de las tres ecuaciones paramétricas e igualando, se obtiene la forma 

continua de la recta.   
zyx v

zz

v

yy

v

xx
r 000:

−

=

−

=

−

 

Nota: cuando alguna o algunas de las coordenadas del vector director de la recta son 

nulas, la forma de representar la ecuación en continua se modifica para no dividir entre 

0. Para ver como se modifica veamos el siguiente ejemplo: P(1,-4,3), v
r
=(1,-2,0) 

3;
2

4

1

1
: =

−

+
=

−
z

yx
r  

2.4. Ecuación general o como intersección de dos planos: 

Partiendo de la ecuación en forma continua, se resuelven las dos ecuaciones: 

( ) ( )

( ) ( )
⇒





−=−

−=−

00

00

zzvxxv

yyvxxv

xz

xy
 




=+

=+

''' DzCxA

DByAx
 

Como se verá en el apartado siguiente, se corresponde con las ecuaciones de 2 planos 

que se cortan en esta recta. Se cumple que el vector director de la recta es perpendicular 

de los vectores directores de los dos planos, y se obtiene con el producto vectorial de los 

vectores cuyas coordenadas son los coeficientes que multiplican a x, y, z de los dos 

planos: 

 )'0·,'·0,0·0'()',0,'()0,,( BAAACABCCABAv −−−=×=
r

 

Como veremos existen infinitas parejas de planos cuya intersección es la misma recta. 

2.5. Caso particular, conocido dos puntos de la recta: 

Sean ( )000 ,, zyxA  y ( )111 ,, zyxB  dos puntos por los que pasa la recta. El vector director 

de la recta es ( )010101 ,, zzyyxxv −−−=
r

. Con el punto A y el vector director v
r
 se 

puede escribir de cualquier forma la recta. Por ejemplo, la forma continua: 

01

0

01

0

01

0

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−

−

=

−

−

=

−

−

 

Ejemplo: Dada la recta 




=++

=−+

12

23

zyx

zyx
en forma de intersección de dos planos, 

determina el vector director de la misma y un punto. 
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Vamos a expresar la recta en paramétricas, para ello tenemos que expresar dos variables 

en función de otra variable, podemos hacerlo por sustitución, igualación o  reducción:  





−−=

−+=

yxz

yxz

21

23
  � yxyx −−=−+ 2123  �   0343 =−+ yx � � 1

3

4

3

34
+−=

+−
= y

y
x � 

231
3

4
−++

−
= y

y
z � z = 1

3

5
−

y
. Los valores de x, z son ciertos para cualquier valor 

de y. Llamando a y=λ obtendremos la recta en paramétricas:  

r:













+−=

=

−=

λ

λ

λ

3

5
1

3

4
1

z

y

x

.                    �          r:








+−=

=

−=

λ

λ

λ

51

3

41

z

y

x

. 

Así el vector director es 






 −

3

5
,1,

3

4
 o uno proporcional: ( )5,3,4− . Un punto de la misma 

es, por ejemplo, )1,0,1( −A , que se obtiene haciendo que λ=0. 

Comprobemos que el vector director es igual al producto vectorial de los vectores 

normales de los dos planos: (1,3,-1) × (2,1,1)=(3+1,-2-1,1-3·2)=(4,-3,-5), que es 

proporcional a  ( )5,3,4−  

Otras 2 formas de obtener la ecuación en paramétricas son: 

1)  Calculando 2 puntos de la recta. Los puntos de la recta se obtienen resolviendo el 

sistema fijando un valor de x (o cualquiera de las variables).  

2) Calculando un punto de la recta (de la forma indicada en 1) y el vector director 

mediante el producto vectorial de los vectores normales de los planos �         

v=(A,B,C) × (A’,B’,C’) 

 

 

 

 

x 

y 

P0 

0 
i
r
 j

r
 

k
v
 

P1 v
r
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Gráfica de la recta como intersección por dos planos: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejercicio 3.- Expresa todas las ecuaciones de la recta, en todas sus formas posibles, 

sabiendo que pasa por el punto P0 (1,-2,5) y tiene como vector director ����=(3,1,-2) 

- Ecuación vectorial (x,y,z)=(1,-2,5)+λ(3,1,-2) 

- Paramétricas: 








−=

+−=

+=

λ

λ

λ

25

2

31

z

y

x

  

- En forma continua: 
2

5

1

2

3

1

−

−
=

+
=

− zyx
 

- General: 




=+

=−

1732

73

zx

yx
 

 

Ejercicio 4.- Expresa la ecuación de la recta en todas sus formas posibles, sabiendo que 

pasa por el punto P0(1,-2,5) y por el punto P1(-2,1,0). 

A partir de los dos puntos podemos obtener un vector. Cogemos el punto P0, y el vector 

10PP =(-3,3,-5).  

- Ecuación vectorial (x,y,z)=(1,-2,5)+λ(-3,3,-5) 

- Paramétricas: 








−=

+−=

−=

λ

λ

λ

55

32

31

z

y

x

  

(A,B,C) 

(A’,B’,C’) 

(vx,vy,vz) 

P 

r π 

π’ 
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- En forma continua: 
5

5

3

2

3

1

−

−
=

+
=

−

− zyx
 

-General o intersección de dos planos: 




−=−

−=+

1035

1

zx

yx
 

 

Ejercicio 5.- Hallar las ecuaciones de la recta   
 ! " # " $ 
   �%�
! � # �  $ 
 % � �

 en paramétrica y 

continua. 

En forma paramétrica: resolvemos el sistema (compatible indeterminado) en función de 

la variable x: 

(1)+(2)  => 3x-z=3 � z=-3+3x 

Sustituyendo en (1)� y=5-5x.Llamando x=λ, la ecuación en paramétricas es:  









+−=

−=

=

λ

λ

λ

33

55:

z

y

x

r  

Un punto de la recta es cuando λ=0; P=(0,5,3), y un vector director es )3,5,1( −=v
r

 

 

Ejercicio 6.- Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto P(1,2,3) y tiene como 

vector director ���� 
 �&, ', (�. Obtener 6 puntos que pertenezcan a la misma recta: 

Ecuación vectorial (x,y,z)=(1+6λ,2+5λ,3+4λ) 

Seis puntos: 

  

λ=0 (1,2,3) 

λ=1 (7,7,7) 

λ=-1 (-5,-3,-1) 

λ=2 (13,12,11) 

λ=-2 (-11,-8,-5) 

 

Ejercicio 7. Hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos P(1,1,0) y Q(1,0,1) 

	� 
 PQ������ )1,1,0( −= . Ecuación vectorial (x,y,z)=(1,1-λ,λ) 
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Ejercicio 8.- Estudia si los puntos A(3,-4,2), B(1,2,3) y C(-1,4,6) están alineados 

 La ecuación de la recta que pasa por A y B es 
23

2

42

4

31

3

−

−
=

+

+
=

−

− zyx
. El punto C estará 

alineado si pertenece a la recta, es decir, si se cumple la siguiente igualdad: 

23

26

42

44

31

31

−

−
≠

+

+
≠

−

−−
. Como la igualdad no es cierta, C no pertenece a la recta que 

pasa por A y B, y por lo tanto, no están alineados. 

 

Conclusión: 3 puntos están alineados si se cumple la igualdad: 

31

21

31

21

31

21

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−

−

=

−

−

=

−

−

 

 

Ejercicio 9.-Una recta pasa por el punto P(3,1,2) y es paralela al vector ����=(1,-2,3). 
Comprueba que los puntos (4,-1,5), (2,3-1), (6,7,4), (0,1,3) y (6,-5,11) pertenecen a esta 

recta   

Veamos la ecuación de la recta en continuas:
3

2

2

1

1

3 −
=

−

−
=

− zyx
.  

Los demás puntos pertenecerán a la recta si sustituyendo los valores de x, y, z de los 

puntos en la anterior igualdad, ésta se cumple, comprobémoslo: 

(4,-1,5)�
3

25

2

11

1

34 −
=

−

−−
=

−
 pertenece, (2,3,-1)�

3

21

2

13

1

32 −−
=

−

−
=

−
 pertenece, 

(6,7,4)�
3

24

2

17

1

36 −
≠

−

−
≠

−
 no pertenece, (0,1,3)� 

3

23

2

11

1

30 −
≠

−

−
≠

−
 no pertence 

(6,-5,11)� 
3

211

2

15

1

36 −
=

−

−−
=

−
 pertenece. 

 

Ejercicio 10.- Expresar las siguientes recta en todas las formas que conozcas 

a) 
3

4

1

3

1

2 −
=

−

−
=

− zyx
  

Un punto es P(2,2,4) y el vector director )3,1,1( −=v
r

�   

    · Ecuación vectorial (x,y,z)=(2+λ,2-λ,4+3λ)   

   · Paramétricas 








+=

−=

+=

λ

λ

λ

34

2

2

z

y

x

    

   · Continua: 
3

4

1

2

1

2 −
=

−

−
=

− zyx
 

   · General o intersección de dos planos: 




=−

=+

→





−=−

−=+−

23

4

463

22

zx

xy

zx

yx
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 b) 




=+−

=−−

53

13

zyx

zyx
 

Vamos a ver un método distinto al visto en la teoría. Buscamos dos puntos de la recta y, 

a partir de los mismos, obtenemos las ecuaciones paramétricas y vectoriales. 

    Ejemplos: si x=1 � 




=+−

=−−

43

03

zy

zy
 y=-6/5, z=2/5.    P(1,-6/5,2/5) 

         si x=0 � 




=+−

=−−

53

13

zy

zy
 y=-8/5, z=1/5      Q(0,-8/5,1/5) 

)5/15/2,5/85/6,01( −+−−=v
r

=(1,2/5,1/5)� (5,2,1) 

    · Ecuación vectorial (x,y,z)=(1+5λ,-6/5+2λ,2/5+λ) 

    · Paramétricas 









+=

+−=

+=

λ

λ

λ

5/2

25/6

51

z

y

x

 

     · Continua: 
1

5/2

2

5/6

5

1 −
=

+
=

− zyx
 

c) 








+=

−=

+=

tz

ty

tx

23

1

2

� Un punto es  P(2,1,3) y un vector )2,1,1( −=v
r

 

      · Vectorial: (x,y,z)=(2+λ,1-λ,3+2λ) 

      · Continua 
2

3

1

1

1

2 −
=

−

−
=

− zyx
 

       · General o intersección de dos planos: 




=−

=+

→

−=−

−=+−

12

3

342

12

zx

xy

zx

yx

 

Ejercicio 11.- Determinar el valor de m y n sabiendo que los puntos (1,2,0), (2,3,1) y 

(m,1,n) están alineados 

nm −

−
=

−

−
=

−

−

0

10

12

32

1

21
 � 





−=

+−=−

1

11

n

m
 � 

1

0

−=

=

n

m
 

   

Ejercicio 12.- Halla las ecuaciones de las medianas del triángulo de vértices A(1,1,1), 

B(3,5,7) y C(0,3,0) 

Calculemos la mediana del vértice C (el resto de medianas se hacen de igual forma): 

Mc=punto medio AB= )4,3,2()
2

71
,

2

51
,

2

31
( =

+++
.  

La mediana del punto C pasa por C(0,3,0) y Mc(2,3,4):  

	� 
 �
������� )4,0,2()04,33,02( =−−−=  �  r:(x,y,z)=(0,3,0)+λ(2,0,4) 
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3. Ecuaciones del plano. 

Un plano ∏ es una variedad lineal de dos dimensiones, y queda determinado por: 

a) Un punto P0(x0,y0,z0) y un vector perpendicular al plano Π
n
r

=(A,B,C) 

b) Un punto P0(x0,y0,z0) y 2 vectores paralelos al plano 

),,(),,,( zyxzyx uuuuvvvv ==

rr
 no proporcionales. 

Π
n
r

= uv
rr

×  

c) Tres puntos no coolineales P0(x0,y0,z0), P1(x1,y1,z1), P2(x2,y2,z2). 

2010 , PPuPPv ==
rr

 

Veamos las tres formas de representar un plano en el espacio: 

3.1. Ecuación vectorial 

La ecuación vectorial de un plano que pasa por un punto P0=(x0,y0,z0) y tiene 2 vectores 

paralelos al plano ),,(),,,( zyxzyx uuuuvvvv ==

rr
 no proporcionales es:  

   
),,(),,(),,(),,(: 0000 zyxzyx uuuvvvzyxuvOPzyxOX µλµλπ ++=++==

rr
 

3.2. Ecuaciones paramétricas 

Consiste en separar la ecuación vectorial en coordenadas 

   








++=

++=

++=

zz

yy

xx

uvzz

uvyy

uvxx

··

··

··

:

0

0

0

µλ

µλ

µλ

π  

3.3. Ecuación general o implícita 

Eliminando λ y µ de dos de las tres ecuaciones de las paramétricas y sustituyendo en la 

tercera ecuación, obtenemos la ecuación general: Ax+By+Cz=D. Esta ecuación se 

obtiene de desarrollar el siguiente determinante: 

0

0

0

0

=

−

−

−

≡

zz

yy

yx

uvzz

uvyy

uvxx

π  

Otra forma es obtener A, B, y C, que son las coordenadas de un vector perpendicular 

),,( CBAuv =×
rr

. Conociendo A, B y C podemos obtener D obligando a que el punto 

P0(x0, y0, z0) pertenezca al plano: Ax0+By0+Cz0=D.  

Para conocer D también podemos calcularla a partir de la ecuación  

π: A·(x-x0)+B·(y-y0)+C·(z-z0)=0 
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Gráfica de un plano, sus vectores directores y vector normal: 

 

 

3.4. Caso particular conociendo tres puntos del plano 

A partir de tres puntos no colineales del plano, podemos obtener la ecuación de la 

siguiente forma: Dejamos un punto fijo y obtenemos los dos vectores directores con 

origen el punto fijado y extremos los otros dos.  

Si los puntos son P0, P1 y P2 un punto del plano es P0, y dos vectores directores 	� 


P+P���������� y ��� 
 P+P���������� . También podemos obtener el vector normal al plano ==
Π

C)B,(A,n
r

P+P���������� , P+P����������  

Ejemplos: 

1. Expresar las ecuaciones del plano determinado por los puntos P0(1,2,3) y los 

vectores directores v
r
=(1,0,1) y u

r
=(1,1,0): 

- Vectorial: π : (x,y,z)=(1,2,3)+λ(1,0,1)+µ(1,1,0) 

- Paramétrica π:








+=

+=

++=

λ

µ

µλ

3

2

1

z

y

x

 

- General: 0

103

012

111

=

−

−

−

z

y

x

� π: x-y-z+4=0 

Otra forma v
r
xu
r
=(1,0,1)x(1,1,0)=(-1,1,1)=(A,B,C) � π:-x+y+z+D=0 

Pasa por P0(1,2,3) � -1+2+3+D=0 � D=-4 �π:-x+y+z-4=0 

 

 

y 

x 

z 

P 

u
r
 

v
r
 

π
n
r
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2. Hallar las ecuaciones del plano que pasan por los puntos A(3,2,-1), B(0,-2,5) y 

C(-2,4,-1). 

Lo primero es obtener dos vectores directores. Dejaremos fijo el punto A(3,2,-1) 

y así ��� 
 AB������ y)6,4,3( −−= 	� 
 AC������ 
 ��5,2,0�. 

- Vectorial π: (x,y,z)=(3,2,-1)+λ(-3,-4,6)+µ(-5,2,0) 

- Paramétricas π:









+−=

+−=

−−=

λ

µλ

µλ

61

242

533

z

y

x

 

- Implícita o general: π: 03513156

061

242

533

=−++=

+

−−

−−−

zyx

z

y

x

 

3. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (0,0,1) y es perpendicular a la 

recta  r: 
1

3

1

5

3

2

−

−
=

+
=

− zyx . 

 

Tenemos que el vector director de la recta es (3,1,-1), que es igual al vector 

normal del plano =
Π

n
r

(3,1,-1). Luego el plano tendrá por ecuación general la 

siguiente expresión: 

3x+y-z+D=0. Como pasa por (0,0,1)� 0+0-1+D=0� D=1 y la ecuación general 

del plano es  π: 3x+y-z+1=0 

Para ponerlo en paramétricas despejamos una variable en función de las otras 

dos: z=3x+y+1, llamando x=λ e y=µ obtenemos la ecuación en paramétricas: 









++=

=

=

µλ

µ

λ

π

31

:

z

y

x

  

Luego dos vectores directores son )1,1,0()3,0,1( == vyu
rr

 (se cumple que 

)1,1,3( −−=×vu
rr

 que es proporcional a =
Π

n
r

(3,1,-1). 

4. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos P(0,1,-2), Q(2,-1,1) y tiene 

como vector director )3,0,1(=u
r

 Hallar otros dos puntos 

Podemos obtener el segundo vector director a partir de los dos puntos 	� 
 PQ������=
)3,2,2( −= . De esta forma la ecuación vectorial es: 

 π: (x,y,z)= (0,1,-2)+λ(1,0,3)+µ(2,-2,3). 

π 
	1���� 
 23����� 

r 
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Los puntos se obtienen dando valores a λ y µ. Ejemplos: 

(λ=1, µ=0)� (1,1,1); (λ=0, µ=1)� (2,-1,1) 

 

Ejercicio 13.- Halla la ecuación de los planos determinados por las siguientes 

condiciones: 

a) Plano que  pasa por el punto P(2,-3,5) y tiene como vectores directores ��� 
 �1,1,2� y 
	� 
 �3,�2,1� 

 π: (x,y,z)=(2,-3,5)+λ(1,1,2)+µ(3,-2,1) 

b) Plano que pasa por los puntos P(3,-1,0) y Q(1,-1,3) y contiene al vector 	� 
 �1,2,3� 

 π: (x,y,z)=(3,-1,0)+λ(1-3,-1+1,3-0)+µ(1,2,3)= (3,-1,0)+λ(-2,0,3)+µ(1,2,3) 

c) Plano que pasa por los puntos A(1,2,3), B(-1,0,2), C(2,-1,0) 

π: (x,y,z)=(1,2,3)+λ(-2,-2-1)+µ(1,-3,-3) 

 

Ejercicio 14.- Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto P(2,-4,0) y contiene a 

la recta 4:
67�

�



87�

7�



97:

�
 

Si contiene a la recta, el vector director de la misma es vector director del plano, pero 

todavía nos faltaría otro vector director. Podemos tomar un punto de la recta y formar 

otro vector director con el otro punto que nos dan (no podemos hacer lo mismo con dos 

puntos de la recta ya que sería un vector director proporcional al otro vector de la recta). 

)3,1,1( −=v
r

 

Q(2,2,4) � ��� 
 ;<������ )4,6,0(=  

Con esto la ecuación del plano será (x,y,z)=(2,-4,0)+λ(1,-1,3)+µ(0,6,4) 

 

Ejercicio 15.- Escribir las ecuaciones paramétricas del plano π: 3x-y+2z=10 

π: 3x-y+2z=10. Tenemos que resolver la ecuación, es decir, poner una variable en 

función de las otras dos: y=3x+2z-10. x=λ, z=µ: 

π:








=

−+=

=

µ

µλ

λ

z

y

x

1023  

P 

Q u
r
 

v
r
 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano 

 

 

 José Luis Lorente Aragón 43

Ejercicio 16.- Prueba que la recta  r:  
= � � " > 
 4

3= " 3� " 7> 
 6
 y s:

67�

A



8B�

�



9

7�
 

representan a la misma recta 

Vamos a poner una expresiones en forma paramétricas y obtener 2 puntos, y si estos 

pertenecen a la otra recta, serán la misma recta. 

 








−=

+−=

+=

λ

λ

λ

3

21

53

:

z

y

x

s   

Veamos si hay dos puntos iguales en las dos rectas:  

λ=0 � (3,-1,0)  
3

0

2

11

5

33

−

=
+−

=
−

, pertenece a las dos rectas 

λ=1 � (8,1,-3) 
3

3

2

11

5

38

−

−
=

+
=

−
, pertenece a las dos rectas 

Luego son la misma recta. 

 

Ejercicio 17.- Sean las rectas r:  
= 
 3 � 5C
� 
 1 " 2C
> 
 3         

  y  s:  
3= � � " > 
 0
= " 2� � > 
 2

. Halla la 

ecuación del plano que pasa por r y es paralelo a s. Hallar la intersección de este 

plano con los ejes coordenados. 

Podemos obtener dos vectores directores a partir de las dos rectas, y el punto del 

plano ser un punto de r: 

De la primera recta tenemos el vector director (-5,2,0) y el punto (3,1,3).  

De la segunda recta podemos hallar el vector director a partir del producto vectorial 

de los vectores normales a los planos que la intersectan:  

(3,-1,1)× (1,2,-1)=(-1,4,7) 

La ecuación vectorial es entonces π: (x,y,z)=(3,1,3)+λ(-5,2,0)+µ(-1,4,7) 

Para ver la intersección con los ejes pongamos la ecuación en forma algebraica: 

0491835140

703

421

153

=+−+≡→=

−

−

−−−

≡ zyx

z

y

x

ππ  

Corte eje X (y=z=0)� x=-49/14  (-49/14,0,0) 

Corte eje Y (x=z=0)� y=-49/35  (0,-49/35,0) 

Corte eje Z (x=y=0)� z=49/18  (0,0,49/18) 
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Ejercicio 18.- Halla la ecuación del plano que contiene a la recta de ecuación  

4 D
67�

�



87�

�



9

�
 
y es paralela a la recta que pasa por los puntos R(2,0,0) y 

S(0,1,0) 

La recta 
12

1

1

1 zyx
r =

−
=

−
≡  pasa por P(1,1,0) y )1,2,1(=v

r
 que son,  

respectivamente, un punto y un vector director del plano. 

El plano es paralelo al vector que pasa por los punto R(2,0,0) y S(0,1,0). Luego otro 

vector director del plano es el que une los dos puntos RS����� )0,1,2(−== u
r

. 

A partir de los datos anteriores tenemos que el plano vendrá definido por la 

siguiente ecuación en paramétricas: 

 









=

++=

−+=

≡Π

λ

µλ

µλ

z

y

x

21

21

 

 

Ejercicio 19.-Dados el plano π:2x-3y+z=0 y la recta 4 D
67�

�



87�

7�



9B�

�
 halla la 

ecuación del plano que contiene a la recta r y es perpendicular a π
 

 
2

1

1

2

1

1 +
=

−

−
=

−
≡

zyx
r  pasa por P(1,2,-1) y )2,1,1( −=v

r
 que son respectivamente 

un punto y un vector director de la recta r y del plano que buscamos. Por otro lado el 

vector normal al plano ∏, )1,3,2( −=
π

n
r

, es un vector director del plano que 

buscamos ∏’, pues este vector es paralelo al plano ∏’. Luego otro vector director 

del plano que buscamos es =u
r

)1,3,2( −=
π

n
r

. A partir de estos datos tenemos que la 

ecuación del plano en paramétricas. 









++−=

−−=

++=

≡Π

µλ

µλ

µλ

21

32

21

'

z

y

x

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

u
r
 R 

S 

P 
v
r
 

u
r
 

P 

π
nu
rr

=  

π
nu
rr

=  
v
r
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4.  Posiciones relativas 

4.1. Dos planos 

Sean dos planos ∏ y ∏’ de ecuaciones generales: 

∏≡Ax+By+CZ=D 

∏’≡A’x+B’y+C’Z=D’ 

Analizar las posiciones relativas de estos planos consiste en ver si se cortan, son 

paralelos o coincidentes. Podemos realizar el estudio a partir del teorema de Rouche-

Fröbenius, estudiando el rango de A, matriz de los coeficientes del sistema, y de A
*
, 

matriz de la ampliada del mismo sistema. 









=








=

'''''''

*

DCBA

DCBA
A

CBA

CBA
A  

Según los rangos tenemos los casos siguientes: 

rang(A) rang(A*) Soluciones Posición relativa Relación coeficientes 

1 1 
Infinitas 

2 parámetros libre 

Coincidentes, ∏=∏’ 

(2 parámetros libres) '''' D

D

C

C

B

B

A

A
===  

2 2 
Infinitas 

1 parámetro libre 

Se cortan en una recta  

(1 parámetro libre) ''
/

'' C

C

A

A
oy

B

B

A

A
≠≠  

1 2 No solución Son planos paralelos 
'''' D

D

C

C

B

B

A

A
≠==  

 

 

a) Coincidentes 

 

 

 

 

b) Se cortan en una recta 

 

 

 

  

c) Paralelos 
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Ejemplo: Estudia la posición relativa de los siguientes planos: 

a) ∏≡ x+y-2z+2=0 

∏≡ 2x+2y-4z+5=0 

Son paralelos pues 
5

2

4

2

2

1

2

1
≠

−

−
==  y, por lo tanto, el rang(A)=1 y rang(A

*
)=2 

b)  ∏≡ x-2y+z=0 

 ∏≡ x-2y-z-3=0 

Se cortan en una recta pues 
1

1

1

1

−

≠  y por tanto rang(A)=rang(A
*
)=2. La ecuación de 

la recta es 




=−−

=+−

≡

32

02

zyx

zyx
r  

4.2. Posición relativa de tres planos 

Sean tres planos ∏, ∏’ y ∏’’ cuyas ecuaciones generales son las siguientes: 

∏≡Ax+By+CZ=D 

∏’≡A’x+B’y+C’Z=D’ 

∏’≡A’’x+B’’y+C’’z=D’ 

Para estudiar las posiciones relativas de estos tres planos aplicamos el teorema de 

Rouche-Froubenius para el sistema, siendo A y A
*
 las siguientes matrices: 

















=

















=

''''''''

''''

'''

''' *

DCBA

DCBA

DCBA

A

CBA

CBA

CBA

A  

Según los rangos tenemos los casos siguientes: 

rang(A) rang(A*) Soluciones Posición relativa 

1 1 
Infinitas 

2 parámetros libre 

a) Los 3 coincidentes ∏=∏’=∏’’ 

(2 parámetros libres) 

2 2 
Infinitas 

1 parámetro libre 

b)  Se cortan los 3 en una recta o 

c) 2 coincidentes y el 3º les corta (*) 

1 2 No solución 
d) Son planos paralelos o  

e) dos paralelos y otro coincidente(**) 

2 3 No solución 
f) Los planos se cortan 2 a dos o  

g) dos o son paralelos y el otro les corta (***) 

3 3 Solución única h) Son planos secantes en un punto 
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(*) se comprueba si dos de ellos son coincidentes, es decir, si sus coeficentes y el térmno independiente 

resulta ser proporcionales. 

(**) Se comprueba a partir de los coeficientes de los planos si son todos paralelos, o si alguno es 

coincidente a otro (dos ecuaciones proporcionales). 

(***) Se comprueba a partir de los coeficientes si dos de ellos son paralelos o no. 

 

a) Coincidentes en un plano 

 

 

b) Se cortan en una recta  

 

 

c) Dos coincidentes y el otro les corta 

 

 

 

d) Tres planos paralelos  

 

 

e) Dos coincidentes y el otro paralelo 

 

 

 

 

f) Se cortan dos a dos  

 

 

 

g) Dos paralelos y el otro secante  

 

 

 

h) Secantes en un punto  
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Ejemplo: Estudia la posición relativa de los siguientes tres planos 

a) 








=≡Π

=−+≡Π

=+−≡Π

15''

1223'

0

x

zyx

zyx

  A=
















−

−

=

















−

−

1005

1223

0111

005

223

111
*A  

rang(A)=2  rang(A’)=2.  

Además ningún plano es coincidente con otro (no son proporcionales los coeficientes), 

luego son tres planos coincidentes en una recta cuya ecuación en forma general: 





=

=+−

≡

15

0

x

zyx
r  

b)








=−−≡Π

=+−≡Π

=−+≡Π

0354''

02'

023

zyx

zyx

zyx

  A=
















−−

−

−

=

















−−

−

−

0354

0112

0231

354

112

231
*A  

rang(A)=rang(A
*
)=3� cortan en un punto.  

Para ver el punto debemos resolver el sistema. Si nos fijamos bien tenemos un sistema 

homogeneo, luego la solución es x=y=z=0, es decir, los tres planos se cortan en el 

origen (0,0,0) 

c) 








−=−+≡Π

=+−≡Π

=−+≡Π

223''

12'

123

zyx

zyx

zyx

  A=
















−−

−

−

=

















−

−

−

2123

1112

1231

123

112

231
*A  

rang(A)=2, rang(A
*
)=3.  

No tienen puntos en común. Pueden ser dos casos, o se cortan dos a dos o dos son 

paralelos y el otro corta a los otros dos. En este caso como los coeficientes de x, y, z no 

son proporcionales en ninguna pareja de planos, entonces no son paralelos y por lo tanto 

se cortan dos a dos. 

4.3. Posición relativa de una recta y un plano 

Consideremos la recta expresada como intersección de dos planos, y el plano de forma 

implícita: 





=++

=++

≡

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
r  

0=+++≡ DCzByAxπ  

















=

CBA

CBA

CBA

A 222

111

 y 
















=

DCBA

DCBA

DCBA

A 2222

1111

*
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Haciendo uso del teorema de Rouche-Rröbenius, y estudiando el rango de A y de A
*
 , 

tendremos las siguientes posiciones relativas 

rang(A) rang(A*) Soluciones Posición relativa 

2 2 
Infinitas 

1 parámetro libre 
La recta contenida en el plano 

2 3 No solución Recta y plano son paralelos 

3 3 1 solución Se cortan en un punto 

Nota: no puede ocurrir que rang(A)=1, pues entonces los dos planos que definen la 

recta r sería paralelos o coincidentes, y por tanto no describirán tal recta.  

 

a) Recta contenida en el plano 

 

b) Recta y plano son paralelos 

 

c) Se cortan en un punto 

Ejemplos 

a) 

  

13:

1

32
:

=−+Π





=−

=−

zyx

zx

yx
r

 
















−

−

−

=

















−

−

−

=

1311

1101

3012

311

101

012
*AA  

rang(A)=2 y rang(A
*
)=3 � son paralelos 

b) 

  

375:

0

353
:

−=−Π





=

=−

yx

z

zx
r

 
















−−

−

=

















−

−

=

3075

0100

3503

075

100

503
*AA  

 rang(A)=rang(A
*
)=3 � se corta en un punto 

Resolviendo el sistema tenemos que x=1, y=8/7 z=0. Luego el punto intersección es  

P(1,8/7,0) 
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4.4. Posición relativa de dos rectas 

Considerando dos rectas expresadas en forma general, como intersección de dos planos: 





=++

=+++





=++

=+++

2222

2222

2

1111

1111

1

''''
:

''''
:

DzCyBxA

DzCyBxA
r

DzCyBxA

DzCyBxA
r

 

Las posiciones relativas de dos rectas en el espacio pueden ser las siguientes, según el 

valor del rango  de A y de A
*
 

A=





















222

222

221

111

'''

'''

CBA

CBA

CBA

CBA

 y A
*
=





















2222

2222

1111

1111

''''

''''

DCBA

DCBA

DCBA

DCBA

 

rang(A) rang(A*) Soluciones Posición relativa 

2 2 
Infinitas 

1 parámetro libre 
Los 2 rectas son coincidentes 

2 3 No solución Son paralelas 

3 3 1 solución Se cortan en un punto 

3 4 No solución Se cruzan en el espacio 

Otra forma de ver su posición relativa más sencillamente, es a partir de estudiar el rango 

de los siguientes 3 vectores: 

v
r
=(vx,vy,vz) vector director de la recta r1 

),,( zyx uuuu =

r
 vector director de la recta r2 

;<������=(wx,wy,wz) vector que une un punto P de r1 con otro Q de r2 

rang( v
r
,u
r
) rang( v

r
,u
r
, PQ ) Soluciones Posición relativa 

1 1 
Infinitas 

1 parámetro libre 
Los 2 rectas son coincidentes 

1 2 No solución Son paralelas 

2 2 1 solución Se cortan en un punto 

2 3 No solución Se cruzan en el espacio 
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a) Coincidentes  

 

b) Paralelas 

 

 

c) Se cortan en un punto 

 

 

d) Se cruzan 

 

 

Ejemplos: Estudia las posiciones relativas de las siguientes dos rectas 

a)  





=−−

=+−





=+

=+−

32

02
:

32

0
:

2

1

zyx

zyx
r

yx

zyx
r

 





















−−

−

−

=

121

121

012

111

A  





















−−

−

−

=

3121

0121

3012

0111

*A  

rang(A)=rang(A
*
)=3, se cortan en un punto. Estudiando la solución por Cramer 

(eliminando 1 ecuación) es x=3/2, y=0, z=-3/2. Luego el punto de corte es R(3/2,0,-3/2).  

Vamos a hacerlo a partir de la ecuación en paramétricas:  

r1� y=3-2x, z=3-2x-x=3-3x� 








−=

−=

=

λ

λ

λ

33

23

z

y

x

 � P(0,3,3), u
r
=(1,-2,-3) 

r2� restando las 2 ecuaciones z=-3/2,x=3/2+2y








−=

=

+=

2/3

22/3

z

y

x

µ

µ

Q(3/2,0,-3/2), v
r
=(2,1,0) 

Veamos la relación de incidencia a partir de lo siguientes rangos: 

rang(u
r
,v
r
)=

















−

−

03

12

21

rang =2              rang(u
r
,v
r
, PQ )=rang

















−

−

2/303

212

2/121

=2 
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El punto de corte se hace igualando x, y, z de las dos rectas: 

(1) λ=3/2+2µ 

(2) 3-2λ=µ      � De (3) λ=3/2, sustituyendo en (1) o en (2) µ=0 

(3) 3-3λ=-3/2 

Luego sustituyendo λ en r1 o µ en r2  � x=3/2, y=0, z=-3� R(3/2,0,-3/2) 

 

b) Las rectas: 









+−=

+=

+−=

≡

λ

λ

λ

104

3

31

1

z

y

x

r  r2
20

6

2

4

6

2 −
=

−
=

−
≡

zyx
 

de la recta r1� P(-1,3,-4), )10,1,3(=u
r

 

de la recta r2� Q(2,4,6), )20,2,6(=v
r

 

Estudiando los rangos obtenemos la relación afín de ambas rectas: 

rang(u
r
,v
r
)=rang

















2010

21

63

=1, rang(u
r
,v
r
, PQ )=rang

















102010

121

363

=1 � misma recta. 

 

Ejercicio 20.- Determinar la posición relativa de las rectas r: x=-y=-z  y  s: z=2, 

y=x+2 

r:� )0,0,0(),1,1,1( Pv −−=
r

 

s








=

+=

=

≡

2

2

z

y

x

λ

λ

� )2,0,2(),0,1,1( −= Qu
r

 

;Q������ )2,0,2(−=  

rang ),( vu
rr
=rang

















−

−

01

11

11

=2 

rang
















−−

−

−

=

201

011

211

),,( PQvu
rr

=3 

Si rang ),( vu
rr
=2 y rang( PQvu ,,

rr
)=3, entonces las dos rectas se cruzan. 
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Ejercicio 21.- Determinar el valor de m y de n para que los planos que tienen como  

ecuaciones  

2= � � " > 
 3
= � � " > 
 2

3= � � �G> 
 2
 se corten en una recta.  

















−−

−

−

=

m

A

13

111

112

 y 
















−−

−

−

=

nm

A

13

2111

3112
*

 

Estudiar la posición relativa de los tres planos no es sencillo al haber dos parámetros, lo 

que sí es más fácil es obligar a que los tres planos se corten en una recta: 

rang(A)=rang(A
*
)=2 y que ningún plano sea coincidente.  

rang(A)=2 � |A|=m+1=0 � m=-1 

rang(A
*
)=2 entonces se tienen que anular todos los menores de orden 3 (con m=1): 

04

13

211

312

=−=

−

−

−

n

n

 � n=4    04

13

211

312

=+−= n

n

 � n=4   0

11

112

113

=

−

−

−

n
 

 

Luego, si n=4, todos los menores de orden tres se anulan, y por lo tanto rang(A
*
)=2. 

 

Ejercicio 22.- Sea la recta r:
67�

�



8BH

�



97�

A
, el plano π: 2x-y+3z=1 y el punto 

P(1,0,4), obtén una recta s que sea paralela a r y que pase por el punto P. Calcula la 

intersección entre s y π. 

a) El vector director de la recta buscada es el mismo que r al ser paralelas  )5,3,2(=v
r

, y 

como pasa por el punto P(1,0,4) � s: (x,y,z)=(1,0,4)+λ(2,3,5). 

b) Veamos la intersección con el plano π:2x-y+3z=1. Sustituyendo en la ecuación de π 

las ecuaciones en paramétricas de la recta tendremos el valor de λ, a partir del cual 

podemos obtener el punto de corte: 

2(1+2λ)-3λ+3(4+5λ)=1 � 16λ=-13 � λ=-13/16 � 

x0=1+2(-13/16)=-5/8 

y0=3(-13/16)=-39/16 

z0=4+5(-13/16)=-1/16 

Luego el punto de corte es (-5/8,-39/16,-1/16) 
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Ejercicio 23.- Hallar la ecuación del plano que contiene a las rectas r:  
= � � � 3> 
 1
= � 3� " > 
 5

  

y  s:  
2= " 3� � > 
 1
= � � " 3> 
 4

 

Tenemos 3 posibilidades: 

1. Son paralelas: tomamos el vector director de una de las rectas (que son 

proporcionales) y obtenemos el otro vector director del plano a partir de dos 

puntos, uno de cada recta.  

2. Se cortan, los vectores directores de las dos rectas no son proporcionales, y por 

lo tanto son los dos vectores directores del plano buscado. 

3. Se cruzan, y entonces no existe ningún plano que pase por las dos rectas 

Para ver en cuál de las 3 situaciones nos encontramos estudiemos el rango de los dos 

vectores directores y de los mismos y el vector que se obtiene de unir un punto de cada 

recta. Para ver los vectores directores de las rectas y alguno de sus puntos pasemos las 

ecuaciones a paramétricas: 

r� restando las dos ecuaciones (1)-(2) 2y-4z=-4 � z=y/2+1. Sustituyendo en (1) 

x=1+y+3(y/2+1)=4+5/2y. De esta forma r en paramétricas 

r: )1,0,4(),1,2,5()
2

1
,1,

2

5
(

1
2

2

5
4

Pv

z

y

x

≡=→













+=

=

+=

r

λ

λ

λ

 

s� (1)-2(2): 5y-7z=-7  z=5/7y+1. sustituyendo en (2) x=4-3(5/7y+1)+y=-8/7y+1 

r: )1,0,1(),5,7,8()
7

5
,1,

7

8
(

1
7

5

7

8
1

Qu

z

y

x

−≡−=→













+=

=

−=

r

λ

λ

λ

 

)0,0,3(−=PQ  

rang =),( vu
rr

2 

rang =),,( PQvu
rr

3 

Se cruzan y, entonces no hay ningún plano que las contenga 
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Ejercicio 24.-Halla las ecuaciones de la recta paralela a los planos x+y=1, x+z=0 y que 

pasan por el punto P(2,0,0)  

 Hay dos opciones: 

a) Los planos se cortan en una recta y la recta buscada es paralela a ésta: 

 

 

 

 

 

 

 

b) Los dos planos son paralelos o coincidentes, entonces existen infinitas rectas que 

pasan por el punto y son paralelas a los planos: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Estamos en el primer caso, ya que los planos se cortan )
1

0

1

1
( ≠ ; veamos el vector 

director de la recta en la que se cortan, cuya ecuación es: 





=+

=+

0

1
:

zx

yx
r   

 v
r
=(1,1,0)× (1,0,1)=(1·1-0·0,0·1-1·1,1·0-1·1)=(1,-1,-1).  

Conociendo el vector director de la recta s, v
r
=(1,-1,-1) y un punto de la misma 

P(2,0,0), la ecuación de la recta en paramétricas viene dado por  

s:(x,y,z)=( 2,0,0)+λ(1,-1,-1) 
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Ejercicio 25.- Halla las ecuaciones de la recta que es paralela a la recta 
2= � � " > 
 0
= � � " 2> 
 1

  y pasa por el punto P(4,5,6) 

Vamos a obtener las coordenadas del vector director de la recta, a partir de las 

ecuaciones en paramétricas: 

Restando las dos ecuaciones se nos va la variable y: 

x-z=-1 � x=-1+z, sustituyendo en la 1ª ecuación tenemos y=2(-1+z)+z=-2+3z 









=

+−=

+−=

λ

λ

λ

z

y

x

r 32

1

:  � )1,3,1(=v
r

. 

Luego la ecuación de la recta buscada tiene el mismo vector director (es paralela) y pasa 

por el punto P: 

 s:(x,y,z)=(4,5,6)+λ(1,3,1) 

Ejercicio 26.- Siendo la recta r:  
= � 2� � 2> 
 1
= " 5� � > 
 0

y el plano π:2x+y+mz=n, hallar m y 

n de modo que  





=−+

=−−

=++

05

122
:

2:

zyx

zyx
r

nmzyxπ

 

a) r corte con π 

rang(A)=rang(A
*
)=3 

















−

−−

=

m

A

12

151

221

, 
















−

−−

=

nm

A

12

0151

1221
*

 

rang(A)=3 � |A|=5m-2+4+20+1+2m=7m+23 � m≠-23/7 

rang(A
*
)=3  siempre que el rango de A sea 3, luego, para que se corten m≠-23/7, ∀n∈R. 

b) sean paralelos 

Entonces rang(A)=2 � m=-23/7 y rang(A
*
)=3, es decir alguno de los menores de orden 

3 de la matriz A
*
 es distinto de cero. Veamos los valores de n que hacen rang(A

*
)=3: 

097

12

051

121

≠−=

−

n

n

� n≠9/7 ;  0
7

9

7

23
2

101

211

≠−=

−

−

−

n

n

�n≠9/7;  0
7

108
12

7

23
1

150

221

≠−=

−

−

−−

n

n

� n≠9/7. 

Excepto cuando n=9/7 que se anulan los 3 menores el rango de A
*
 es 3. Por esto, para 

que r y π paralelas   n∈R-{9/7} y m=-23/7 
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c) r esté contenida en π 

r está contenido en π si rang(A)=rang(A
*
)=2, lo que ocurre si m=-23/7 y n=9/7. 

 

Ejercicio 27.- Halla la ecuación del plano que pasa por P(0,0,1) y contiene a la recta r 

de ecuaciones r: 
5= � 3� " 2> 
 5
2= � � � > 
 1

 

Para obtener las ecuaciones del plano buscado tenemos que conseguir dos vectores 

directores. Como la recta está contenida en el plano el vector director de r es el  vector 

director de π. Podemos obtener otro vector director uniendo el punto del plano P con un 

punto cualquiera de la recta, siempre que P no pertenezca a dicha recta, ya que si así 

fuese este vector sería proporcional al primero. 

Pasemos la recta a paramétricas (1)+2(2)�9x-5y=7 � x=7/9+5/9y 

Sustituyendo en (2) z=-1+2(7/9+5/9y)-y � z=5/9+1/9y 

r:













+=

=

+=

λ

λ

λ

9

1

9

5

9

5

9

7

z

y

x

 )1,9,5()
9

1
,1,

9

5
( ≡=v

r
, Q )

9

5
,0,

9

7
(  

)4,0,7()
9

4
,0,

9

7
( −≡−== PQu

r
 

A partir de estos datos la ecuación general del plano es : 

063632736

411

090

750

: =+−+−=

−−

−

−

zyx

z

y

x

π �π: 4x-3y+7z=-7 

Ejercicio 28.-Estudiar la posición relativa de las siguientes rectas en función de m 

  

r:

  

5= � 3� " 2> 
 5
2= � � � > 
 1

 y    s:  
= " � " > 
 1

= � 2� " 2> 
 m
 

Este ejercicio es equivalente al realizado en el tema 9 (sistemas de ecuaciones), sólo que 

tenemos que dar una interpretación al resultado cuando las ecuaciones corresponden a 

dos rectas. 





















−

−

−

=





















−

−

−

=

m

AA

221

1111

2110

1201

221

111

110

201

*  

·  rang(A)=3  

·  rang(A
*
)=4 si |A

*
|≠0 � |A

*
|=4m+16≠0 � m≠-4.  

         Si m=4 rang(A
*
)=3. 
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Resumen posiciones relativas 

P
O
S
IC
IO
N
E
S
 R
E
L
A
T
IV
A
S
 E
N
 E
L
 E
S
P
A
C
IO

 

2 PLANOS 

 

0=+++≡ DCzByAxπ  

0''''' =+++≡ DzCyBxAπ  

1* == rangoMrangoM  Coincidentes  

2*

1

=

=

rangoM

rangoM
 Paralelos 

 

2* == rangoMrangoM  Secantes  

3 PLANOS 

 

0=+++≡ DCzByAxπ  

0''''' =+++≡ DzCyBxAπ  

0'''''''''' =+++≡ DzCyBxAπ  

1* == rangoMrangoM  Coincidentes  

2*

1

=

=

rangoM

rangoM
 

2 coincidentes 

y 1 paralelo 
 

3 paralelos  

2* == rangoMrangoM  Secantes en 

una recta 
 

3*

2

=

=

rangoM

rangoM
 

2 paralelos y 1 

secante 
 

Secantes 2 a 2  

3* == rangoMrangoM  Secantes en un 

punto 
 

2 RECTAS 

 









v

Q
ry

u

P
r rr '  

( )

( ) 1,,

,

==

=

PQvurango

vurango
rr

rr

 Coincidentes 
 

( )

( ) 2,,

1,

=

=

PQvurango

vurango
rr

rr

 Paralelas 
 

( )

( ) 2,,

,

==

=

PQvurango

vurango
rr

rr

 Secantes 
 

( )

( ) 3,,

2,

==

=

PQvurango

vurango
rr

rr

 Cruzadas 
 

RECTA Y PLANO 

 





=+++

=+++

≡

0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
r  

0=+++≡ DCzByAxπ  

2* == rangoMrangoM  Contenida en 

el plano 
 

3*

2

=

=

rangoM

rangoM
 Paralela al 

plano 

 

3* == rangoMrangoM  Secante al 

plano 
 

 

',ππ
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UNIDAD13.PRODUCTO ESCALAR, VECTORIAL Y MIXTO. 
APLICACIONES  

 
1. Producto escalar de dos vectores libres 

1.1. Definición 
1.2. Interpretación geométrica 
1.3. Expresión analítica 

2. Producto vectorial de dos vectores libres. 
2.1. Definición 
2.2. Interpretación geométrica 
2.3. Expresión analítica 

3. Producto mixto de 3 vectores libres 
3.1. Definición 
3.2. Interpretación geométrica 
3.3. Expresión analítica 

4. Aplicaciones 
4.1. Aplicaciones con vectores 

4.1.1. Módulo y vector unitario 
4.1.2. Ángulo de dos vectores. Vectores perpendiculares 
4.1.3. Vector normal a un plano y director de una recta 

4.2. Ángulo entre elementos del espacio 
4.2.1. Ángulo entre dos rectas 
4.2.2. Ángulo entre dos planos 
4.2.3. Ángulo ente un plano y una recta 

4.3. Distancias entre elementos del espacio 
4.3.1. Distancia entre dos puntos 
4.3.2. Distancia de un punto a una recta 
4.3.3. Distancia de un punto a un plano 
4.3.4. Distancia de una recta a un plano 
4.3.5. Distancia entre dos planos 
4.3.6. Distancia entre dos rectas 

4.4. Proyecciones 
4.4.1. Proyección de un punto sobre un plano 
4.4.2. Proyección de un punto sobre una recta 
4.4.3. Proyección de una recta sobre un plano 

4.5. Elementos simétricos 
4.5.1. Simétrico de un punto respecto a otro punto  
4.5.2. Simétrico de un punto respecto a un plano  
4.5.3. Simétrico de un punto respecto a una recta 
4.5.4. Simétrico de una recta respecto a un plano 

4.6. Rectas que se apoyan sobre otras dos rectas 
4.6.1. Se apoyan en las dos rectas y pasa por otro punto 
4.6.2. Se apoyan en las dos rectas y son paralela a otra recta 

4.7. Cálculo de áreas y volúmenes 
4.7.1. Área del paralelogramo y del triángulo 
4.7.2. Volumen del paralelepípedo y el tetraedro. 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio. 

62                      Apuntes de Matemáticas II para preparar el examen de la PAU  

Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

Este tema es la continuación del anterior. Mientras que en el tema 12 se describen las 
expresiones que identifican, puntos, rectas y planos, así como las posiciones relativas, 
en el tema que nos encontramos se estudia las relaciones métricas entre estos elementos. 

Al final del tema se realizan los ejercicios del bloque de Geometría de los últimos 
exámenes de la PAU. 
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1. Producto escalar de dos vectores. 

1.1. Definición 

En el curso anterior se estudió ya la definición de producto escalar para vectores en el 
plano, en éste lo extenderemos al espacio (si la tercera coordenada de los vectores es 
nula podemos particularizar al producto escalar en el plano). 

Definición: El producto escalar de dos vectores libres v
r
 y w

r
 es un número real 

(escalar) definido como: 

v
r
·w
r
= |v

r
|·|w
r
|·cos ( ),( wv

rr
∠ ), donde: 

- |v
r
| y |w

r
| son los módulos de los vectores (|v

r
|= 222

zyx vvv ++ ) 

- cos ( ),( wv
rr

∠ ) es el coseno del ángulo que forman los vectores wv
rr

,  si se aplican 
desde el mismo punto 

Si recuerdas, en Física el trabajo realizado al desplazar una masa es igual al producto 

escalar de la fuerza y el desplazamiento W= )·cos(·· αdFdF =

rr
 

 

Propiedades del producto escalar de dos vectores: 

- El producto escalar de un vector por sí mismo es igual al cuadrado del módulo: 

v
r
·v
r
= |v

r
|·|v
r
|·cos ( ),( vv

rr
∠ )=|v

r
|·|v
r
|·cos(0)= |v

r
|2 

- El producto escalar es conmutativo 

v
r
·w
r
=w
r
·v
r
  pues cos( ),( wv

rr
∠ )=cos( ),( vw

rr
∠ ) ( pues ),( wv

rr
∠ =360º- ),( vw

rr
∠  y el 

coseno cumple cos(α)=cos(360-α) 

- El producto escalar es distributivo respecto a la suma de vectores: 

v
r
·(w
r
+ u 

r
)=v

r
w
r
+ v
r
u 
r
 

- El producto escalar de dos vectores es nulo si y sólo si son  perpendiculares o 
alguno de los vectores es cero: 

v
r
·w
r
=0 �� v

r
 ⊥ w

r
 , ),( vw

rr
∠ =90º ó 270º ó  v

r
=0 y/o w

r
=0 

v
r
 

w
r
 

El ángulo que forman dos vectores ( wv
rr

, ) 
es el que va del primero al segundo en el 
sentido horario 

v
r
 

w
r
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1.2. Interpretación geométrica del producto escalar  

Se puede relacionar geométricamente el producto escalar de dos vectores con la 
proyección de un vector sobre el otro: 

|)·|(|)·|(· wvproyvwproywv wv

rrrrrr
rr ==  donde : 

-   )(wproyv

r
r  es el valor de la proyección de w

r
 sobre v

r
 

-   )(vproyw

r
r  es el valor de la proyección de v

r
 sobre w

r
 

Demostración: 

1.3. Expresión analítica del producto escalar. 

A partir de la propiedad distributiva del producto escalar y del producto escalar de los 
vectores unitarios, podemos obtener la expresión analítica del producto escalar de dos 
vectores cualesquiera. Veamos primero el producto escalar de los vectores unitarios: 

0)90|·cos(1|·|1|······

1)0|·cos(1|·|1|·

1)0|·cos(1|·|1|·

1)0|·cos(1|·|1|·

=======

==

==

==

jkkjikkiijji

kk

jj

ii

rrrrrrrrrrrr

rr

rr

rr

 

De esta manera el producto de dos vectores ),,(),,( zyxzyx wwwwyvvvv ==

rr
 viene 

definido analíticamente como: 

zzyyxx wvwvwvwv ···· ++=

rr
 

Demostración:  

zzyyxxzyxzzyxyzyxx

zyxzyx

wvwvwvkwjwiwkvkwjwiwjvkwjwiwiv

kwjwiwkvjvivwv

···)·()·()·(

)·()(·

++=++++++++=

=++++=

rrrrrrrrrrrr

rrrrrrrr

 

Ejemplos: (1,2,-1)·(2,1,4)=1·2+2·1-1·4=0 � son perpendiculares 

              (1,1,1)·(2,0,-1)=1·2+1·0+1·(-1)=1=|(1,1,1)|·|(2,0,-1)|·cos(α)�α= 







−

5·3

1
cos 1   

 

 

),( wv
rr

∠  

v
r
 

w
r
 )(vproy

w

P Q 

)(vproy
w

=|PQ |= )),(cos(|| wvv
rrr

∠  multiplicando |w
r
| 

|v
r
|· )),(cos(|| wvw

rrr
∠ =v

r
·w
r
=|v
r
|· )(vproy

w
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2. Producto vectorial de dos vectores 

2.1. Definición 

Definición: El producto vectorial de dos vectores libres v
r
 y w

r
 es otro vector que 

designaremos como v
r

× w
r
 y que se define a partir de las siguientes propiedades: 

- módulo � |v
r

× w
r
|=|v

r
|·|w
r
|·sen(∠ (v

r
,w
r
)) 

- dirección � la perpendicular simultáneamente a v
r
 y w

r
 

- sentido � el de avance a derechas de un sacacorchos girando de v
r
 a w

r
 (*) 

(*)   Sentido del producto vectorial 

 

Propiedades del producto vectorial: 

- El producto vectorial es anticonmutativo. El módulo y la dirección no cambian, 

pero el sentido es el opuesto (ver regla sacacorchos). 

)()( vwwv
rrrr

×−=×  

-  El producto vectorial es distributivo con la suma: 

      wuvuwvu
rrrrrrr

×+×=+× )(  

- El producto vectorial es nulo siempre que se cumple una de las dos siguientes 

condiciones: 

a) uno de los dos vectores o los dos son nulos 

b) son vectores paralelos ∠ (v
r
,w
r
)=0º ya que sen(0)=0 
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2.2. Interpretación geométrica del producto vectorial 

Sean dos vectores v
r
 y w

r
 con origen común. Si trasladamos el vector w

r
 sobre el 

extremo de  v
r
 y el de  v

r
 sobre el extremo de w

r
 se forma un paralelogramo (ver figura) 

 

 

El área del paralelogramo es | w
r
|·h siendo h=| v

r
|·sen( ),( wv

rr
∠ ). Así el área del 

paralelogramo es igual al módulo del producto vectorial de los dos vectores que lo 
forman   

Aparalelogramos=|w
r
|·| v
r
|·sen( ),( wv

rr
∠ )=| v

r
× w
r
| 

 

2.3.Expresión analítica del producto vectorial 

Para calcular la expresión analítica del producto vectorial veamos el producto vectorial 
de los vectores unitarios: 

 

jkijik

ijkikj

kijkji

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

−=×=×

−=×=×

−=×=×

  

A partir de estos productos vectoriales y de la propiedad distributiva podemos calcular 
de forma sencilla el producto vectorial de dos vectores  v

r
=(vx,vy,vz), w

r
=(wx,wy,wz) 

v
r

× w
r
=(vx i

r
+vy j

r
+vz k

r
)× (wx i

r
+wy j

r
+wz k

r
)=vx· wx·0+ vx· wy k

r
-vxwz j

r
- 

-vy·wx k
r
+ vy· wy·0+vywz i

r
+vzwx j

r
-vzwy i

r
+vz· wz·0= 

=( vywz- vzwy) i
r
+( vzwx -vxwz) j

r
+ (vx· wy-vy·wx) k

r
 

Se puede calcular fácilmente a partir del siguiente determinante: 

zyx

zyx

www

vvv

kji

wv

rrr

rr
=×  

 

 

),( wv
rr

∠  

v
r
 

w
r
 

h=|v
r
|·sen( ),( wv

rr
∠ ) 

j
r
 i

r
 

k
r
 

j
r
 i

r
 

k
r
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Ejemplo: (1,1,0)× (0,1,1)= )1,1,1(

110

011 −=+−= kji

kji
rrr

rrr

    

 

3. Producto Mixto de 3 vectores. 

3.1.Definición  

El producto mixto de tres vectores wvu
rrr

,,  es un valor numérico definido a partir del 
producto vectorial y escalar.  

Definición: El producto mixto de 3 vectores, wvu
rrr

,,  que se designa como [ wvu
rrr

,, ], se 
obtiene del producto escalar del primer vector por el vector resultante de multiplicar 
vectorialmente los otros dos: 

[ ]wvu
rrr

,, = )·( wvu
rrr

×  

Propiedades del producto mixto: 

- Si permutamos dos vectores del producto mixto este cambia de signo: 

[ ]wvu
rrr

,, =- [ ] =wuv
rrr

,, [ ] =− uvw
rrr
,, [ ]vwu

rrr
,,−  

- El producto mixto es distributivo respecto a la suma de vectores: 

[ ]=+ wvuu
rrrr

,,' [ ]wvu
rrr

,, + [ ]wvu
rrr

,,'  

- [ ]wvu
rrr

,, =0 si algún vector es nulo o son coplanarios (linealmente dependientes). 

3.2. Interpretación geométrica del producto mixto. 

Consideremos los tres vectores wvu
rrr

,,  aplicados sobre el mismo origen, de manera que  
formen un paralelepípedo (con sus proyecciones). Se cumple que el volumen del 
paralelepípedo es igual al valor absoluto del producto mixto de los tres vectores que lo 
forman 

Vparalelepipedo=areabase·h=|v
r

× w
r
|·|u
r
|·cos( ),( wvu

rrr
×∠ )= [ ]wvu

rrr
,,  

 

 

u
r
 

v
r
 

w
r
 

v
r

× w
r
 

h 

(1,1,0) 

(0,1,1) (1,-1,1) 
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3.3. Expresión analítica del producto mixto 

Aplicando la expresión analítica del producto vectorial y escalar de los apartados 
anteriores, es fácil ver como el producto mixto se puede poner a partir del siguiente 
determinante: 

 

[ ]wvu
rrr

,, =

zyx

zyx

zyx

www

vvv

uuu

 

Ejemplo: [(1,2,0),(-1,-2,0),(0,1,0)]= 0

010

021

021

=−−  son coplanarios, es decir 

linealmente dependientes. 

 

Ejercicio 1. Sean los vectores ��� � �2,�5,3�, �� � �4,�3,2� y ���� � �0,2, �7� 

a) Calcular los productos escalares entre los tres vectores 

201460·

3121100·

296158·

)7,2,0()2,3,4()3,5,2(

−=−−=

−=−−=

=++=

−=−=−=

wv

wu

vu

wvu

rr

rr

rr

rrr

 

b) Determinar el módulo de los tres vectores 

534940||

294916||

3892543)5(2|| 222

=++=

=++=

=++=+−+=

w

v

u

r

r

r

 

c) Hallar el ángulo que forman entre ellos 

''4,24'40º120
53·29

20
cos

||||

·
cos),(

''2,27'41º133
53·38

31
cos

||||

·
cos),(

''7'17º29
29·38

29
cos

||||

·
cos),(

11

11

11

=






 −
=








=∠

=






 −
=








=∠

=







=








=∠

−−

−−

−−

wv

wv
wv

wu

wu
wu

vu

vu
vu

rr

rr
rr

rr

rr
rr

rr

rr
rr
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Ejercicio 2.- Sean los vectores ��� � �2,2,2� y �� � �1,0,1�. Hallar todos los vectores de 
módulo unidad que formen un ángulo de 30º con ��� y de 45º con �� 











+−=+==−=











−+=−==+=

=+−→=−++=→−










=+

=++

=++

==+→=
+

==→=

==++→=
++

==→=

=++=

=

4

2

2

1
,

2

1
,

4

2

2

1

4

2

2

1
,

2

1
,

4

2

2

1

4

2

2

1
,

2

1
,

4

2

2

1

4

2

2

1
,

2

1
,

4

2

2

1

.0
4

1
221)1(

4

1
;

2

1
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2

3
)2(

1)1(

)3(1
2

4
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2

2

2
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||

·
)45cos()45·cos(1|·|·

)2(
2

3

4

36
)(

2

3

12

)(2

||

·
)30cos()30·cos(1|·|·

)1(1||

),,(

2

1

222

222

222

vzyx

vzyx

xxxxy

zx

zyx

zyx

Eczx
zx

v

wv
vwv

Eczyx
zyx

u

wu
uwu

Eczyxw

zyxw

r

r

r

rr
rrr

r

rr
rrr

r

r

solucionesDos                                                                

 

Ejercicio 3. – Calcula un vector ��� que cumpla en cada caso las siguientes condiciones: 

a) Sea proporcional al vector �� � �2,�1,1� y además ��� � �� � 3 

u
r
=(2k,-k,k)  )

2

1
,

2

1
,1(

2

1

6

3
364)1,1,2)·(,,2(· −=→==→==++=−−= ukkkkkkkkvu

rrr
 

b)   Sea perpendicular a los vectores �� � �2,�1,1� y ���� � �18,�22,�5� y además 
|���|=14 

u
r
=(x,y,z): 

      |u
r
|=x2+y2+z2=196 (Ec 1) 

      02· =+−= zyxvu
rr

 (Ec 2)   

      052218· =−−= zyxvu
rr

 (Ec 3) 









=−−

=+−

=++

052218)3(

02)2(

164)1( 222

zyx

zyx

zyx

  

(2)� z=y-2x, (3) � 18x-22y-5(y-2x)=0 28x-27y=0� x= y
28

27
 , z=y-2 y

28

27
=- y

14

13
 

(1) 
2189

392

2189

153664

784

2189
196

196
14

13
1

28

27 22
22

±
=→==→=






















++








yyy  
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2189

364

2189

378
−== zx    �   

)364,392,378(
2189

1

)364,392,378(
2189

1

2

1

−−=

−=

u

u

r

r

 

 

Otra forma más sencilla: el producto vectorial de dos vectores es un vector 
perpendicular a ambos 

 
)2628,27·(

52218

112·)·( −=

−−

−=×= k

kji

kwvku

rrr

rrr
 

  |u
r
|=x2+y2+z2=k2(272+282+262)=196 � k=

2189

14±

 

)364,392,378(
2189

1

)364,392,378(
2189

1

2

1

−−=

−=

u

u

r

r

 

c) Que sea perpendicular al eje OZ y cumpla ��� � �� � 9, � ��� � ���� � �4  siendo �� �
�3,�1,5� � ���� �(1,2,-3)  

u
r
=(x,y,z)  

    u
r

0· == zk
r

 (Ec 1) 

    ·u
r

v
r
=3x-y+5z=9 (Ec2) 

    ·u
r

w
r
=x+2y-3z=-4 (Ec 3) 

    Resolviendo el sistema  u
r
=(2,-3,0) 

 

Ejercicio 4.- Para los vectores ��� � �2,�3,1� , �� � ��3,1,2�  y ���� � �1,2,3�  calcular 
���� � ��� � ���� y ��� � ��� � ����� 

     )3,2,1(),2,1,3(,)1,3,2( =−=−= wvu
rrr

    

     

kji

kji

wvukji

kji

wv

kji

kji

wvukji

kji

vxu

rrr

rrr

rrrrrr

rrr

rr

rrr

rrr

rrrrrr

rrr

rr

191310

7111

132)(711

321

213

7147

321

777)(777

213

132

++=

−−

−=××−+−=−=×

−+−=−−−=××−−−=

−

−=

 

Nota: en el producto vectorial no se cumple la propiedad distributiva 
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Ejercicio 5.-Dado los vectores ��� � �1,�1,3�, �� � ��2,2,1� y ���� � �3,�2,5� calcular 
��� �(�� � ����) 

 Es el producto mixto [ ] 7

523

122

311

,,)·( −=

−

−

−

==× wvuwvu
rrrrrr

 

Ejercicio 6.- Dados los vectores ��� y ��, se cumple a) sus módulos son, respectivamente, 
10 y 2, b) ��� � �� � 12. Calcular |��� � ��|  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 16
5

4
·20

25

16
·20

5

3
1·20,(·20,(|·|·||||

5

3

20

12
,(cos12,(·cos2·10,(|·cos|·||·

2||,10||

2

===







−=∠=∠=×

==∠→=∠=∠=

==

vusenvusenvuvu

vuvuvuvuvu

vu

rrrrrrrr

rrrrrrrrrr

rr

 

 

4. Aplicaciones 

4.1. Aplicaciones con vectores 

En este apartado veremos las aplicaciones del módulo, del producto escalar, vectorial y 
mixto relativos a las propiedades de los vectores. Recordemos que muchas magnitudes 
físicas, como la posición, velocidad, la fuerza…son vectores, de aquí la gran 
importancia de este punto. 

4.1.1. Módulo y vector unitario 

A partir del producto escalar es fácil calcular el módulo y el vector unitario de dicho 
vector. Módulo: 

222·|| zyx vvvvvv ++==
rrr

 

Por otro lado, el vector unitario de un vector v
r
es otro vector con la misma dirección y 

sentido, pero con módulo unidad. Para calcularlo se divide el vector por su módulo: 















++++++

==
222222222

,,·
||

1

zyx

z

zyx

y

zyx

x
v

vvv

v

vvv

v

vvv

v
v

v
u

r
r

r
 

4.1.2 Ángulo de dos vectores 

A partir del producto escalar o del módulo del producto vectorial es fácil calcular el 
ángulo que forman dos vectores: 








 ×
=∠









=∠

−

−

||||

||
),(

||||

·
cos),(

1

1

vu

vu
senvu

vu

vu
vu

rr

rr
rr

rr

rr
rr
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Luego, si dos vectores vu
rr
,  son perpendiculares, se cumple: 

-  vu
rr
· =0 

-  ||·|||| vuvu
rrrr

=×  

 

4.1.3 Vector normal a un plano y director de una recta  

1) Dado un plano con ecuación general π:Ax+By+Cz+D=0, demostremos lo dicho en el 
tema anterior, esto es que el vector (A,B,C) es perpendicular al plano ππππ: 

Sea P1=(x1,y1,z1)∈π � Ax1+By1+Cz1+D=0 (1) 

Sea P2=(x2,y2,z2)∈π � Ax2+By2+Cz2+D=0 (2) 

Restando (1)-(2) �  A(x1-x2)+B(y1-y2)+C(z1-z2)=0 

Podemos expresar esta igualdad a partir del siguiente producto escalar del vector 

π
n
r

= (A,B,C) y el vector ))z-(z),y-(y),x-(x( 21212121 =PP , contenido en el 

plano: 

(A,B,C)·((x1-x2),(y1-y2),(z1-z2))=0 � 
π

n
r

⊥ 21PP , luego es un vector 

perpendicular a cualquier vector contenido en el plano, y, por lo tanto 
π

n
r

 es 

perpendicular a π. 

  

 

 

 

2) Sea r la recta dada como intersección de dos planos π1, π2:  

r: 




=+++

=+++

0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA  

Se cumple que la recta r está contenida en π1 y π2, luego el vector director de la 
recta, rv

r
 es perpendicular a  π1 y π2 

21
,

ππ
nvnv
rrrr

⊥⊥→  luego rv
r
 se puede 

expresar como el producto vectorial de 
21

,
ππ

nn
rr

: 

222

11121

CBA

CBA

kji

nnv r

rrr

rrr
=×=

ππ

 

Ejemplo: 

kji

kji

v

nn
zyx

zyx
r

r

rrr

rrr

r

rr

555

312

121

)3,1,2(),1,2,1(
332

22
:

21

++=

−

−=

−=−=





=−+

=+−

ππ

 

P1 

P2 π
n
r  
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4.2. Ángulo entre los elementos del espacio 

En este apartado calcularemos los ángulos que forman los distintos elementos del 
espacio, vectores, rectas y planos. Para su cálculo usaremos el producto escalar de los 
vectores característicos de ellos, el vector director de la recta y el normal del plano. 

4.2.1 Ángulos entre dos rectas. 

Sean dos rectas r1 y r2 cuyos vectores directores son 
1r

v
r
y 

2r
v
r

; el ángulo que forman estas 

dos rectas es el mismo que forman sus vectores directores:  









=∠=∠

−

||||

·
cos),(),(

21

211
2121

vv

vv
vvrr rr

rr
rr   

Nota: las dos rectas forman dos ángulos que suman 180º (son suplementarios). El 
ángulo que forma que se da es el menor de ellos, es decir el que es menor o igual que 

90º. De esta forma si α= 







−

||||

·
cos

21

211

vv

vv
rr

rr

 es un ángulo mayor que 90º el ángulo de la 

recta es el suplementario (180º-α) 

Casos: 

a) rectas perpendiculares ( 21 rr ⊥ )� 21·vv
rr
=0 

b) rectas paralelas ( 21 || rr )� 21·vv
rr
= |||·| 21 vv

rr
, 21 ·vv

rr
λ=  

 

4.2.2 Ángulos entre dos planos. 

Sean dos planos π1 y π2, cuyos vectores normales son 
21

,
ππ

nn
rr

, respectivamente. Si 

llamamos α al ángulo entre los dos vectores normales, el ángulo que forman los dos 
planos es 180º-α. 














−=−∠=∠

−

||||

·
cosº180),(º180),(

21

21

21

1
21

ππ

ππ

ππ
ππ

nn

nn
nn rr

rr
rr

 

Nota: los dos planos forman dos ángulos que suman 180º (son suplementarios). El 
ángulo que forma que se da es el menor de ellos, es decir el que es menor o igual que 

90º. De esta forma si α=180- 







−

||||

·
cos

21

211

vv

vv
rr

rr

 es un ángulo mayor que 90º el ángulo de 

la recta es el suplementario (180º-α) 
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Casos:  

a) planos perpendiculares: 0·)(
212121 =⇔⊥→⊥

ππππ
ππ nnnn

rrrr
  

b) planos paralelos: 
21212121

·|,|·||·||)||( 21 ππππππππ
λππ nnnnnnnn
rrrrrrrr

==⇔→   

 

4.2.3 Ángulos entre una recta y un plano. 

Sea una recta r con vector director v
r
 y un plano π con vector normal 

π
n
r

. Si llamamos α 

el ángulo que forman v
r
 y 

π
n
r

, el ángulo que forman la recta y el plano será 90º-α: 









−=−∠=∠

−

||||

·
cosº90),(º90),( 1

vn

vn
vnr rr

rr
rr

π

π

π
π

 

Nota: la recta y el plano forman dos ángulos que suman 180º (son suplementarios). El 
ángulo que forman que se da es el menor de ellos, es decir el que es menor o igual que 

90º. De esta forma si α= 







−

||||

·
cos

21

211

vv

vv
rr

rr

 es un ángulo mayor que 90º el ángulo que 

restamos a 90º en la fórmula es el suplementario (180º-α) 

 

 

 

 

v
r
 π

n
r

 

α  
90-α  π 
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Ejercicio7.- Calcular el ángulo que forman las rectas r y s 

''5,41'18º122
|14||3|

6
cos

||||

·
cos),(),(

)2,3,1(
2

1

3

1

1

2
:

)1,2,2(
1

1

2

3

2

1
:

11
=









 −
=








=∠=∠

−−=

−

+
=

−
=

−

+

−−=

−

+
=

−

−
=

−

−−

sr

sr
sr

s

r

vv

vv
vvsr

v
zyx

s

v
zyx

r

rr

rr
rr

r

r

 

El ángulo que se suele dar es el menor de los dos que forman ),( sr∠ =180º-
122º18’41,5’’=57º 41’18,5’’ 

Ejercicio 8.- Calcular el ángulo que forman plano π:x-y+z=0 y la recta r:
���

�
�

���

��
�

�

 
 

π:  x-y+z=0 � )1,1,1( −=
π

n
r

 

)3,1,2(
31

2

2

1
: −==

−

+
=

−

rv
zyx

r
r

 

''44,32'47º67
143

6
cosº90

||||

·
cosº90),(º90),( 11

=







−=








−=−∠=∠

−−

π

π

π
π

nv

nv
nvr

r

r

r rr

rr
rr

 

Ejercicio 9.- Calcular el ángulo que forman los planos π1:x+y-2z=3 y π2:-x+y+2z=2 

π1:  x+y-2z=3 � )2,1,1(1 −=
π

n
r

 

π2:  -x+y+2z=2 � )2,1,1(1 −=
π

n
r

 

''9,12'12º48
66

4
cosº180

||||

·
cosº180),(º180),( 1

21

211
2121 =







 −
−=








−=−∠=∠

−−

ππ

ππ

ππ
ππ

nn

nn
nn rr

rr
rr

 

4.3.Distancia entre los elementos del espacio 

En este apartado estudiamos las distancias entre los elementos del espacio, puntos, 
rectas y planos entre si. 

4.3.1. Distancia entre dos puntos 

La distancia entre dos puntos P(x1,y1,z1) y Q(x2,y2,z2) del espacio es igual al módulo del 

vector PQ , es decir: 

d(P,Q)= 2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxx −+−+−  
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4.3.2. Distancia entre un punto y una recta 

La distancia de un punto P(x1,y1,z1) y una recta r (con vector director ),,( zyxr vvvv =
v

 y 

siendo Q(x2,y2,z2) un punto de la misma) es la mínima distancia entre P y la recta.   

Hay dos formas de obtener la distancia entre r y P 

a) d(P,r)=
||

||

r

r

v

PQv
r

r
×

 

b) d(P,r)=
2

222

||

·
||))((||

r

r

v
v

vPQ
PQPQproyPQ

r
r

r

r −=−
 

Demostración: 

(a) 

 

aparalelogramo=base·h=| rv
r
|·d(P,r)=| PQvr ×

r
 |  

despejando: d(P,r)=
||

| |

r

r

v

PQv
r

r
×

 

 

 

 

(b) 

 

Por el teorema de Pitágoras: 

d(P,r)=h= 22 ))((|| PQproyPQ
rv
r−   

 

 

4.3.3. Distancia entre un punto y un plano 

La distancia entre un punto P(x0,y0,z0) y un plano π (con vector normal ),,( CBAn =
π

r
 y 

que contiene a un punto Q(x1,y1,z1)), es la menor distancia que existe entre P y el plano.  

Su valor numérico es: 

222

000

||

·
)(),(

CBA

DCzByAx

n

nPQ
PQproyPd n

++

+++

===

π

π

π

π r

r

r  

 

Q 

P 

rv
r
 

PQ  
h 

r 

Q 

P 

rv
r
 

PQ  
h 

)(PQproy
rv
r

 

r 
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Demostración 

=
π

nPQ
r
· |A(x1-x0)+B(y1-y0)+C(z1-z0)|=|Ax1+By1+Cz1-Ax0-By0-Cz0|=|-D-Ax0-By0-Cz0| 

ya que Ax1+By1+Cz1=-D al pertenecer P al plano. 

 

 

 

 

 

4.3.4. Distancia entre una recta y un plano 

Para calcular la distancia entre una recta r (con vector director ),,( zyxr vvvv =

r
 y 

conteniendo a un punto P(x0,y0,z0)) y un plano (con vector normal ),,( CBAn =
π

r
 y 

punto Q(x1,y1,z1)), lo primero tenemos que hacer es comprobar la posición relativa entre 
ambos. Así según sea esta: 

a) Se cortan � d(r,π)=0 

b) Recta contenida en el plano � d(r,π)=0 

c)  Son paralelas� d(r,π)= 
222

000

||

·
)(),(

CBA

DCzByAx

n

nPQ
PQproyPd n

++

+++

===

π

π

π

π r

r

r  

 

4.3.5 Distancia entre dos planos 

Para estudiar la distancia entre dos planos π y π’, primero se tiene que estudiar la 
posición relativa de ambas. Así distinguimos: 

A) Si los planos se cortan o son el mismo d(π,π’)=0 

B) Si son paralelos d(π,π')=d(P,π’)=d(Q,π) donde P es un punto de π y Q de π’ 

 

 

 

 

 

 

Q 

P 

)(PQproyn
π

r  

π
n
r
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4.3.6. Distancia entre rectas 

Para estudiar la distancia entre dos rectas r ( Pvr ,
r

) y s ( Qvs ,
r

), primero se tiene que 

estudiar la posición relativa de ambas. Así distinguimos: 

A) Rectas que se cortan � d(r,s)=0 

B) Rectas paralelas d(r,s)=d(P,s)=d(r,Q), donde P es un punto de r y Q de s. 

C) Rectas que se cruzan, el procedimiento a seguir es el siguiente: hallamos el 
plano π que contiene a la recta r y es paralela a s. La distancia entre las dos 
rectas es la misma que la distancia de s al plano π, es decir la distancia entre un 
punto de la recta s y el plano. 

           
[ ]

||

,,

||

|)·(|

||

|·|
),(),(),(

sr

sr

sr

sr

vv

vvPQ

vv

PQvv

n

nPQ
Qdsdsrd rr

rr

rr

rr

r

r

×

=

×

×

====

π

π

ππ

 

 

 

 Ejercicio 10. Calcular la distancia entre el punto P(-2,4,3) y la recta r:  
! � 2" # 1/2
� � 4 � 2"/3 

d(P,r)= 

2

2

||

·
||

r

r

v

vPQ
PQ r

r

− , tenemos que hallar un punto y un vector director de la recta. 

Pasamos la recta a paramétricas: r:








=

−=

+=

λ

λ

λ

z

y

x

3/·24

2/1·2
 � Q(1/2,4,0), )1,3/2,2( −=v

r
 

)3,0,2/5( −=PQ   � 
2

61

4

61
9

4

25
|| ==+=PQ  

3

7

9

49
1

9

4
4|| ==++=v

r
 

235· =−=vPQ
r

 

d(P,r)=
949

4

4

61
− = 81.3

14

2845

4·49

4·3649·61

49

36

4

61
≈=

−
=−  

 

r 

π 

d(r,s) 

Q 
s 
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Ejercicio 11. Hallar la ecuación del plano paralelo a π:3x+2y-6z+3=0 y que dista 4 

unidades de la recta r:   
! � 2 � 3%
� � �%       
" � �3     

 

Si estudiamos la posición relativa del plano y la recta, veamos que se cortan, luego 
cualquier otro plano paralelo a π cortará también a la recta dada, y por lo tanto, no 
puede distar 4 unidades de la misma. 

 

 

 

 

 

 

 

Ejercicio 12. Hallar la distancia del punto A(1,2,3) a cada uno de los ejes coordenados 

El eje OX tiene vector director )0,0,1(0 =xv
r

 y un punto Q(0,0,0) 

d(A,r)= 
2

2

||

·
||

r

r

v

vAQ
AQ r

r

−  

14941||)3,2,1( =++=−−−= PQAQ  

1· −=oxvAQ  

d(A,OX)= )(3213
1

1
14 22

2

Pitagorasu+==
−

−  

Haciendo lo mismo en los otros dos ejes:  

d(A,OY)= 22 3110 += u 

d(A,OZ)= 22 215 +=  u  

 

 

A 
d(A,OY) 

d(A,OZ) 

d(A,OX) 
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Ejercicio 13. Hallar la distancia entre las rectas r: 
���

 
�

�

�
�

���

��
 y s:  

! # � # " � 1
�! # � # 2" � 1 

 Veamos la posición relativa entre las dos rectas:  

r: 
2

1

23

2

−

+
==

− zyx
 � P(2,0,-1), )2,2,3( −=rv

r
  

s: 




=++−

=++

)2(12

)1(1

zyx

zyx
 (2)+(1) � 2y+3z=2 � y=1-3z/2 ; x=1-1+3z/2-z=z/2 

s: 








=

−=

=

λ

λ

λ

z

y

x

2/31

2/

 � Q(0,1,0) , )2,3,1( −=sv
r

 







3=) PQ, , rang(

2=) , rang(

sr

sr

vv

vv

rr

rr

 Se cruzan. 

[ ]
u

vv

vvPQ

n

PQn
Qdsdsrd

sr

sr

09,1
189

15

|)11,8,2(|

231

223

112

||

,,

||

|·|
),(),(),( ≈=

−−−

−

−

−−

=

×

==== rr

rr

r

r

π

π

ππ  

 

Ejercicio 14. Hallar la distancia entre la recta que pasan por los puntos A(1,0,0) y 
B(0,1,1) y el eje OY 

La recta que pasa por A y B � r:
111

1 zyx
==

−

−
 y el eje OY:









=

=

=

0

0

z

y

x

λ . 

)1,1,1(−=rv
r

  y  )0,1,0(=sv
r

 )0,0,1(=PQ  







3=) PQ, , rang(

2=) , rang(

sr

sr

vv

vv

rr

rr

 Se cruzan 

u
vv

vvPQ

n

PQn
Qdsdsrd

sr

sr

7071,0
2

|1|

|)1,0,1(|

010

111

001

||

,,[

||

|·|
),(),(),( ≈=

−

=

×

==== rr

rr

r

r ]

π

π

ππ  
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Ejercicio 15. Calcular la distancia entre el punto P(1,-1,3) y la recta r:  
! � " � 0
� # 4 � 0 

La recta en paramétricas puede expresarse como r:








=

−=

=

λ

λ

z

y

x

4 , Q=(0,-4,0) y )1,0,1(=rv  

)3,3,1(=PQ  19|| =PQ   4· =rvPQ
r

  2|| =rv  

d(P,r)=

2

2

||

·
||

r

r

v

vPQ
PQ r

r

− = 
2

2

4
19− = 11

2

16
19 =−

 
u 

 

Ejercicio16. Hallar la distancia entre las rectas r: 
! � %         
� � 1 � %
" � 1 # 2%

  y  s:   
! � " � 0
� # 4 � 0 

Las rectas se cruzan: 

3

1

||

],,[

||

|·|
),(),(),( =

×

====

sr

sr

vv

vvPQ

n

PQn
Qdsdsrd rr

rr

r

r

π

π

ππ u 

 

Ejercicio17. Calcular la distancia entre el plano π: 2x+3y-z+3=0 y  π’: -4x-6y+2z+6=0 

Veamos primero la posición relativa entre los dos planos: 

paralelosson
D

D

C

C

B

B

A

A
→≠

−
=

−

=

−

→≠==

6

3

2

1

'6

3

'4

2

''''
  

)3,0,0()2,6,4('

)3,0,0()1,3,2(

' −−−=→

−=→

Qn

Pn

π

π

π

π

r

r

 

(=PQ 0,0,-6),   
π

nPQ
r
· =|6|=6,  14=

π
n
r

 

d(π,π’)=d(P,π’)= 
||

·
)(

π

π

π n

nPQ
PQproyn r

r

r = = u
7

143

14

146

14

6
==  

4.4Proyecciones  

Las proyecciones de un punto P sobre en un plano o una recta son los puntos situados en 
éstos y que distan la menor distancia de P. Para proyectar una recta se proyectan dos 
puntos de la misma.  
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4.4.1. Proyección de un punto sobre un plano 

La proyección de un punto P sobre un plano π, es el punto M situado en el plano a la 
menor distancia de P. Calculando este punto podremos determinar la distancia entre el 
plano y el punto como la distancia entre P y su proyección M. 

El punto M es tal que la recta que pasa por P y M es perpendicular al plano. Así 
obtendremos M, como intersección del plano π con la recta normal a π que pasa por P.  

Pasos para obtener M: 

1. Calculamos la recta perpendicular a π (vector director ),,( CBAnv ==
π

rr
) y que 

pasa por P 

2. Calculamos la intersección del plano π con la recta obtenida en 1. 

 

 

4.4.2. Proyección de un punto sobre una recta 

La proyección de un punto P sobre una recta, es el punto M situado en la recta a la 
menor distancia de P. Calculando este punto podremos conocer la distancia entre la 
recta y el punto como la distancia entre P y su proyección M. 

Pasos para obtener M: 

1. Calculamos el plano perpendicular a r (vector normal ),,( zyx vvvvn ==

rr
π

) y que 

pasa por P 

2. Calculamos la intersección de la recta r y el plano obtenido en 1. 

 

P 

M  
r  

P 

M  
π π

n
r
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4.4.3. Proyección de una recta en un plano 

La proyección de una recta r (vector director rv
r
 y punto P)  sobre un plano π (vector 

normal 
π

n
r

 y punto Q), es otra recta s situada en el plano y tal que la proyección de 

cualquier punto de r sobre π se encuentra en s. Dos formas de obtener la proyección: 

a) Dos pasos: 

1. Obtenemos la  proyección de dos puntos de r, P1 y P2, sobre π (M1 y M2)  

2. Calculamos la recta que pasa por M1 y M2. 

b) Dos pasos: 

1. Hallamos el plano π’ que pasa por r y es perpendicular a π. Dos vectores 
directores del plano son, rv

r
=(vx,vy,vz), y el vector normal del plano π, 

π
n
r

=(A,B,C). 

Un punto del plano es el punto P de la recta 

2. La proyección s es la recta intersección entre los dos plano π y π’ 

 

 

 

Ejercicio 18. Calcular las siguientes proyecciones  

a) Proyección del punto P(4,-2,1) en el plano π: 3x-2y-2z=-2 

Paso 1: Calculemos la recta r que pasa por P y perpendicular a π: r:








−=

−−=

+=

λ

λ

λ

21

22

·34

z

y

x

 

Paso 2: Intersección r y π: 3(4+3λ)-2(-2-2λ)-2(1-2λ)=-2�λ=-16/17� M ( )17
49

17
2

17
20 ,, −  

b) Proyección del punto P(4,-2,1) sobre a la recta &:
���

 
�

���

(
�

��)

��
  

Paso 1: Calculemos el plano π que pasa por P y perpendicular a r:  

π:3x+5y-z+D=0.  Pasa por P � 12-10-1+D=0 D=-1. Luego π:3x+5y-z-1=0 

Paso 2: intersección r:(x,y,z)=(1+3λ,1+5λ,7-λ) � 3·(1+3λ)+5·(1+5λ)-(7-λ)-1=0 
�λ=0 � M(1,1,7) 

P2 

M2 

P1 

M1  

s 

π 

π’ 
π

n
r  

rv
r  

r 
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c) La recta r: 
���

 
�

�

�
�

���

��
 en el plano π:x+2y+z=1 

Lo haremos por el segundo método: 

Paso 1: Calculamos el plano que contiene a r (es decir pasa por P(2,0,-1) y el vector 
director v

r
=(3,1,-1)) y perpendicular a π (es decir el otro vector director 

π
nw
rr

=

=(1,2,1)) � π: 01543

121

113

12

=−+−=−

+−

zyx

zyx

 

Paso 2: La recta s es la intersección de π y π’: 

s:




=+−

=++

1543

12

zyx

zyx
 

4.5. Elementos simétricos 

En este apartado veremos los siguientes elementos simétricos: 

- Punto respecto a otro 

- Punto respecto a un plano 

- Punto respecto a una recta 

- Recta respecto un plano 

4.5.1. Simétrico de un punto respecto a otro punto. 

El simétrico de un punto P(Px,Py,Pz) respecto a un punto M(Mx,My,Mz) es otro punto 
P’(x,y,z), tal que M es el punto medio del segmento PP’. Se cumple entonces: 

z
z

y

y

x
x M

zP
M

yP
M

xP
=

+

=

+

=

+

2
,

2
,

2
 � P’=( zzyyxx PMPMPM −−− 2,2,2 ) 

 

4.5.2. Simétrico de un punto respecto a un plano. 

El simétrico de un punto P respecto de un plano π, es otro punto P’, tal que se cumple 
que los dos puntos equidistan del plano, y la recta que pasa por P y P’ es perpendicular a 
π. Para calcular P’ dos pasos: 

Paso 1: Calculamos M, la proyección de P sobre π. 

Paso 2: El simétrico P’ es el punto simétrico de P respecto M. 

d 

d 

M 

P’ 
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4.5.3. Simétrico de un punto respecto a una recta. 

El simétrico de un punto P respecto de una recta r, es otro punto P’, tal que se cumple 
que los dos puntos equidistan de la recta, y la recta que pasa por P y P’ corta y es 
perpendicular a r. Para calcular P’ dos pasos: 

Paso 1: Calculamos M, la proyección de P sobre r. 

Paso 2: El simétrico P’ es el punto simétrico de P respecto a M. 

 

4.5.4. Simétrico de una recta respecto a un plano. 

Sea una recta r y un plano π, el simétrico de la recta r sobre el plano π es otra recta r’, 
que es la que se vería reflejada en el plano si este fuera un espejo. Para obtenerla dos 
pasos. 

Paso 1: Tomamos dos puntos de r, P1 y P2 y calculamos sus simétricos respecto π, P1’ y 
P2’. Si uno de los puntos que tomamos es el punto de intersección de la recta y el plano 
(siempre que se corten), su simétrico es el mismo. 

Paso 2: La recta buscada es la que contiene a P1’ y P2’ 

 

 

P1 

M1 

P1’ 

P2’ 

M2 

P2 

P2 

M2

’ 

P2’ 

P1 

M1 

P1’ 
r’ 

s 

r 

r’ r 

s 

P 

P’ 

M 

P 

M  
π  

P’  
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Ejercicio 19. Hallar el simétrico del origen respecto al plano π: x+y+z=1 

Simétrico de P(0,0,0) respecto el plano π:x+y+z=1. 

Paso 1: Calculamos M, proyección de P respecto a π. Para ello vemos la intersección de 
π con una recta que pasa por P y es perpendicular a π.  

a) Recta perpendicular a π por P: un vector director de la recta es el vector normal 
del plano π�

π
nvr

rr
= =(1,1,1). De esta forma r:(x,y,z)=(0+λ,0+λ,0+λ).  

b) La proyección M:  λ+λ+λ=1 � λ=1/3 � M( 3
1

3
1

3
1 ,, ). De esta forma P’ se calcula 

como el simétrico de P respecto M: 

Paso2 : Simétrico de P respecto de M. 

P’=( zzyyxx PMPMPM −−− 2,2,2 ) � P( 3
2

3
2

3
2 ,, ) 

Ejercicio 20. Hallar el simétrico de P(2,0,1) res pecto a la recta r:
�

�
�

�� 

��
�

���

�
 

Paso 1: Calculemos la proyección M de P sobre la recta r.  

a) Primero calculemos el plano π, perpendicular a r que pasa por P. Su vector normal es 
)1,1,2( −=

π
n
r

 y el punto P(2,0,1), luego π:2x-y+z+D=0. Para calcular D obliguemos que 

P pase por π�4+1+D=0 �D=-5. Así π:2x-y+z-5=0 

b) Para hallar la intersección de π con r expresamos la recta en paramétricas 
r:(x,y,z)=(2λ,3-λ,2+λ). Así M será 2·(2λ)-(3-λ)+(2+λ)-5=0 � λ=1� M(2,2,3). 

Paso 2: Simétrico de P respecto de M. 

Las coordenadas de P’ son entonces: P’=( zzyyxx PMPMPM −−− 2,2,2 ) � P(2,4,5) 

Ejercicio 21. Dado el plano π:x-y+z=0 hallar el simétrico de r:! � 1 �
�

 
�

���

 
 

Paso 1: Calculemos el simétrico del punto P1(1,0,1) sobre π. Calcularemos la 
intersección de π y r, P2, cuyo simétrico es el mismo punto:  

a) simétrico de P1� calculamos la recta t que pase por P1 y perpendicular a π         
(*π����� � )1,1,1( −=v

r
). La intersección de π y t será M1 proyección de P1 en π: 

t:(x,y,z)=(1+λ,-λ,1+λ). La intersección será (1+λ)-(-λ)+(1+λ)=0, λ=-2/3 � 
M1=( 3

1
3
2

3
1 ,, ). 

Simétrico P1’=(
zzyyxx

PMPMPM 111111 2,2,2 −−− )= ),,( 3
1

3
4

3
1 −−  

b) Intersección de π y r será P2 cuyo simétrico es el mismo P2’=P2. 
r:(x,y,z)=(1+λ,3λ,1+3λ). De esta forma la intersección con π: 1+λ-(3λ)+1+3λ=0 
λ=-2 � P2=P2’(-1,-6,-5) 

Paso2: La recta r’ buscada pasa entonces por los puntos P2’(-1,-6,-5) y P1’ ),,( 3
1

3
4

3
1 −− . El 

vector director de la recta es ='' 12 PP ),,( 3
14

3
22

3
2 . Podemos usar un vector proporcional 

)14,22,2(' =rv
r

�  r’:
14

5

22

6

2

1 +
=

+
=

+ zyx
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4.6. Rectas que se apoyan en otras rectas. 

4.6.1. Se apoya en las dos rectas y pasa por otro punto 

Dadas dos rectas r1 y r2 y un punto P, buscamos otra recta s que corte a estas dos rectas 
(se apoye) y que pase por el punto P. Para obtener la recta s tenemos que utilizar el 
siguiente procedimiento analítico en 3 pasos: 

Paso 1: Hallamos el plano π1 que contiene a r1 y a P 

Paso 2: Hallamos el plano π2 que contiene a r2 y a P  

Paso 3: La recta buscada es la intersección de π1 y π2. 

 

 

4.6.2. Se apoya en las dos rectas y es paralela a otra dada 

Buscamos una recta s tal que corte otras dos dadas, r1 y r2, y que sea paralela a otra r, 
con vector director rv

r
. Para obtenerla usaremos el siguiente procedimiento geométrico 

con 3 pasos: 

Paso 1: Hallamos el plano π1 que contiene a la recta r1 y un vector director rv
r
. 

Paso 2:  Hallamos el plano π2 que contiene a la recta r2 y un vector director rv
r
. 

Paso 3: La recta s buscada es la intersección de π1 y π2 

 

r1 

r2 

s 

rv
r  

r 

r1 

r2 
P 

s 
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Ejercicio 22. Determinar la ecuación de la recta que se apoya en las rectas: 

&� �
���

��
�

�

�
�

���

��
  y  &� �

�

�
�

���

��
�

���

 
 y pasa por P(1,-1,2) 

Paso 1: Cálculo del plano π1 que se apoya en r1 y pasa por P: el vector )3,1,2(1 −=rv
r

 es 
director del plano, además pasa por los puntos P(1,-1,2) y por cualquiera de la recta, en 
concreto  por Q1(1,0,-1). Con estos dos puntos formamos otro vector director del plano 

)3,1,0(1 −=PQ . Tomando Q como punto del plano; la ecuación del plano en expresión 
general es: 

0233:0

331

11

021

1 =−++⇒=

+

−

−−

zyx

z

y

x

π  

 

Paso 2: calculo del plano π2 que se apoya en r1 y pasa por P: pasa por los puntos       
P(1,-1,2) y por cualquiera de la recta, por ejemplo Q2(0,2,2), además tiene un vector 

director )3,1,2(2 −=rv
r

.El otro vector director será )0,3,1(2 −=PQ . La ecuación de π2 es: 

04539:0

032

312

120

2 =+−+⇒=

−

−−−

−

zyx

z

y

x

π  

Paso 3: s es la intersección de π1 y π2 

s:




=+−+

=−++

04539

0233

zyx

zyx
 

4.7. Cálculo de áreas y volúmenes 

4.7.1. Áreas del triángulo y del paralelogramo 

El área de un paralelogramo de lados no paralelos, wyv
rr

 viene definido como ya 
vimos en el producto vectorial: 

Aparalelogramo= | wv
rr

× | 

El área de un triángulo, cuyos dos lados contiguos están definidos por los vectores 
wyv
rr
, será igual a la mitad del área del paralelogramo cuyos lados no paralelos están 

definidos por los mismos vectores. 

Atriángulo= |
2

wv
rr

×
| 

 
v
r
 

w
r
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4.7.2. Volumen del paralelepípedo y del tetraedro. 

Como vimos en la interpretación del producto mixto de 3 vectores, el volumen de un 
paralelepípedo de aristas concurrentes en un mismo vértice wyvu

rrr
,  es: 

Vparalelpípedo=[ wvu
rrr

,, ] 

Un paralelepípedo puede descomponerse en 6 tetraedros (pirámides de base triangular) 
iguales, así que el volumen de un tetraedro de aristas concurrente  en un mismo vértice 

wyvu
rrr

,  es: 

Vtetraedro=
6

1
[ wvu

rrr
,, ] 

 

Ejercicio 23. Dada la recta &:   
! � � � 0
! # � � "  y el punto Q(1,2,-1) 

a) Hallar la ecuación del plano π que pasa por Q y es perpendicular a r,  

r: 




=+

=−

zyx

yx 0
 � r:









=

=

=

λ

λ

λ

·2z

y

x

 )2,1,1(=rv
r

, Q(0,0,0) 

Como el plano π es perpendicular a r entonces )2,1,1(== rvn
rr

π
 y pasa por P(1,2,-1). El 

plano π tiene de ecuación general: 

π: x+y+2z+D=0 � 1+1·2+2(-1)+D=0 � D=-1, luego π: x+y+2z-1=0. 

b) Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los cortes de π con los ejes de 
coordenadas; 

 Corte de π con los ejes coordenados: 

 Con eje OX: y=z=0 � x=1   � A(1,0,0) 

 Con eje OY: x=z=0 � y=1 � B(0, 1,0) 

 Con eje OZ: x=y=0 � z= 2
1   � C(0,0, 2

1 ) 

a= 612,0·
2

1
1)()(

2

1
|·|

2

1

01

011·
2

1
|·|

2

1
2

322
2

12
2

1
2

1
2

1

2
1

≈=++=+−=

−

−=× kji

kji

ACAB
rrr

rrr

 u2 

 

u
r
 

v
r
 

w
r
 

u
r
 

v
r
 

w
r
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Ejercicio 24. Se conocen 3 vértices de un paralelogramo A(1,0,1), B(-1,1,1), C(2,-1,2). 
Calcular el que falta, ¿cuántas soluciones hay? 

Tenemos 3 casos: 

 

D1� AC = 1BD  (1,-1,1)=(x+1,y-1,z-1)  � D1=(0,0,2) 

D2� CA= 2BD   (-1,1,-1)=(x+1,y-1,z-1)�D2=(-2,2,0) 

D3� AB = CD3   (-2,1,0)=(2-x,-1-y,2-z)  �D3=(4,-2,2) 

b) El área del paralelogramo es igualen los tres (probar) 

 a1= =× || ACAB a2= =× || CACB a3= 6|| =× BCBA  u2 

Ejercicio 25. Halla el volumen del paralelepípedo de bases ABCD y EFGH, sabiendo 
que A(8,0,0), B(0,8,0), C(0,0,8) y E(8,8,8). Obtener las coordenadas del resto de 
vértices. 

 

D � ADBC =   � (0,-8,8)=(x-8,y-0,z-0) �  D(8,-8,8) 

H � DHAE =  � (0,8,8)=(x-8,y+8,z-8) �  H(8,0,16) 

G � CGAE =   � (0,8,8)=(x-0,y-0,z-8)  �  G(0,8,0) 

F � EFAB =   � (-8,8,0)=(x-8,y-8,z-8)  �  F(0,16,8) 

 V=[ AEACAB ,, ]=1024u3 

A 
B 

C 
D 

E F 

G H 

A 

B 

C 

D1 

D2 B 

C 

A C 

D3 

A 

B 
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Ejercicios de la P.A.U. 

 

Junio 2004. Prueba A 

PR-2. Sea la recta& +
! # � # 1 � 0
 2! � " # 3 � 0

. a) Escríbase la recta en forma paramétrica.                                                            

b) Para cada punto P de r, determínese la ecuación de la recta que pasa por P y corta 
perpendicularmente al eje OZ                                                   

a) Paramétricas � z=3+2x, y=-1-x. Llamando x=λ � 








+=

−−=

=

≡

λ

λ

λ

23

1

z

y

x

r  

b) Cada punto P de r cumple P=(x,y,z)=(λ,-1-λ,3+2λ) ∀λ∈R. Si es perpendicular al eje 
OZ la recta está situada en el plano perpendicular a OZ, y por tanto su vector normal es

)1,0,0(=
π

n
r

. Conocido entonces el vector normal y P, el plano es para cada λ: 

023230230 =−−≡→−−=→=++→∈=+≡ λπλλππ zDDPcomoDz . 

La recta será la que pase por P y la intersección (Q) de π con eje OZ (x=0,y=0) z=3+2λ. 
Luego Q(0,0,3+2λ) 

Para cada λ la recta pasa por P(λ,-1-λ,3+2λ) y Q(0,0, 3+2λ), con vector director 

)0,1,( λλ +−== PQvs

r
. Así la ecuación en forma continua es λ

λλ

23,
1

+=

+

=

−

≡ z
yx

s  

 

C-4 Determínese si el plano π:2x+3y-4=0 corta o no al segmento de extremos A(2,1,3) y 
B(3,2,1) . 

La ecuación de la recta que pasa por A y B en paramétricas es ( )2,1,1( −== ABvr

r
)  

r:








−=

+=

+=

λ

λ

λ

23

1

2

z

y

x

.  

Los puntos de la recta que están entre A y B son los de la recta siempre que λ∈[0,1], ya 
que si λ=0 el punto de r es A(2,1,3) y si λ=1 es B(3,2,1) 

Veamos la intersección de r con π � 2·(2+λ)+3·(1+λ)-4=0 � 5λ=-3 � λ=-3/5. El punto 
no pertenece a la recta ya que -3/5∉[0,1]. 

r 

s 
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Junio 2004. Prueba B 

C-3. Hállese la ecuación del plano que contiene a la recta r: x =y=z  y es perpendicular al 
plano π: x+y-z-1=0 

Llamemos π’ al plano que buscamos 

La recta r tiene como vector director )1,1,1(=rv
r

 y pasa por el punto P(0,0,0). Este 

vector será director del plano. Si el plano π es perpendicular al plano π’ entonces el 
vector normal de π ( )1,1,1( −=

π
n
r

) es otro vector director del plano buscado. Luego el 

plano en paramétricas es: 

π’:








−=

+=

+=

µλ

µλ

µλ

z

y

x

 

 

 

Septiembre 2004. Prueba A 

PR-1. Sea m un número real y sean r y π la recta y el plano dados respectivamente por 

& +  
2! � ,� # " � 2 �,
! # 2� # " � 0                 π + 3! # 2" � 2 �,. 

a) Estúdiese la posición relativa de r y π en función del valor de m.                     
b) Para el valor m=1, hállese la ecuación del plano que pasa por el punto de corte de r y π y 

es perpendicular a la recta  t: x=y=z.                                                           

 

a) Posición relativa de r




=++

−=+−

≡

02

22

zyx

mzmyx
 π:3x+2z=2-m 

Tenemos que ver el rango de la siguiente matriz: 














 −

=

203

121

12 m

M , 
















−

−−

=

m

mm

M

2203

0121

212

'  

Rango de M:  

|M|=-m+2≠0 �  

π 

π’ 

r 

rv
r
 

π
n
r
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∀m∈R-{2} rang(M)=3.  

Si m=2 rang(M)=2 

Rango de M’: 

∀m≠2 � rang(M’)=3,  

m=2 �














 −

=

0203

0121

0122

'M  rang(M’(m=2))=2. 

 m=2 m=R-{2} 

rang(M) 2 3 

rang(M’) 2 3 

Posición relativa r contenida en π  Se cortan 

b) m=1 � r y π se cortan en el punto solución del sistema 








=+

=++

=+−

123

02

12

zx

zyx

zyx

 . 

Resolviendo el sistema el punto buscado es M(1,0,-1)  

Si es perpendicular a t zyx ==≡ , entonces se cumple que el vector normal al plano 

buscado es igual al vector normal de la recta t � )1,1,1(== rvn
rr

π
, luego el plano es 

π’=x+y+z+D=0, y al pasar por M, entonces 1-1+D=0 � D=0 � π’=x+y+z=0 

 

C-2: Calcúlese la distancia entre las rectas r y s de ecuaciones 

 
1

2

1

3

1
,0

21

−

−
=

−
=

−

≡









−=

=

+=

≡
zyx

s

z

y

x

r

λ

λ

   

Para calcular la distancias entre dos rectas:  

1) primero tenemos que ver la posición relativa de las dos: 
 )2,3,0(),11,1()0,0,1(),1,0,2( QvPv sr −−=−=

rr
 

rang( rv
r
, sv
r
)=2 

     Se cruzan 

rang( rv
r
, sv
r
, PQ )=3 

 

[ ]

||

,,

||

|)·(|

||

|·|
),(),(),(

sr

sr

sr

sr

vv

vvPQ

vv

PQvv

n

nPQ
Qdsdsrd rr

rr

rr

rr

r

r

×

=

×

×

====

π

π

ππ  
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[ ]sr vvPQ
rr
,, =

231

111

102

−

−−

−

=12 

sr vv
rr

× = kji

kji
rrr

rrr

23

111

102 ++=

−−

−  � || sr vv
rr

× = 14491 =++  

usrd
7

146

14

1412

14

12
),( ===  

 

Septiembre 2004. Prueba B 

C-2: Hállese la ecuación general del plano que pasa por los puntos A(2,2,-1),  B(4,0,2)  y es 
perpendicular al plano π + ! � 5� # 2" � 6 � 0.                                                                      

Si pasa por estos dos puntos y es perpendicular al plano, tenemos dos vectores 

directores del plano buscado: )3,2,2( −==ABu
r

 y )2,5,1( −==
π

nv
rr

.  

El plano π’ en paramétricas es π’:








++−=

−−=

++=

µλ

µλ

µλ

231

522

22

z

y

x

�General : 0

251

322

122

=

−

−

+−− zyx

 

π: 11x-y-8z-28=0 

 

Septiembre de 2005. Prueba A. 

PR-1: a) Calcúlense los valores de a para los cuales las rectas  

& +
3! # .� � 6." # 1 � 0
�! # � # 3" � 3 � 0      y / +   

! � �1 � λ
� � 3 # λ   
" � 1 # .λ

  son perpendiculares.   

b) Para a=1, calcúlese la recta que pasa por (1,1,1) y se apoya en r y s.        

a) Son perpendiculares si sus vectores directores lo son. Para calcular el vector director 
de r tenemos que expresar ésta en forma paramétrica:  

 Operando: (1)+3(2) � (a+3)y+(9-6a)z-8=0 � 
3

8

3

96

+

+

+

−
=

a
z

a

a
y � sustituyendo en 

(2) x=
3

8

3

96

+

+

+

−

a
z

a

a
+3z-3= 

3

13

3

9

+

−−
+

+ a

a
z

a

a
.  
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De esta forma: 

r:














=

+

+

+

−
=

+

+
−

+

=

λ

λ

λ

z
aa

a
y

a

a

a

a
x

3

8

3

96
3

13

3

9

    �     )1,
3

96
,

3

9
(

+

−

+

=

a

a

a

a
vr

r
 

El vector director de la recta s es ),1,1( avs −=
r

  

 r⊥ s � rv
r

⊥ sv
r
 � rv

r
· sv
r
= 0

3

96

3

9
=+

+

−
+

+

− a
a

a

a

a
 � 0

3

3969 2

=

+

++−+−

a

aaaa
� 

03
3

92

=−=

+

−
a

a

a
 � a=3 

 

b) a=1 � r:














=

+−=

−=

λ

λ

λ

z

y

x

2
4

3

1
4

9

 )4,3,9( −=rv
r

,  Pr(-1,2,0) 

 � s:








+=

+=

−−=

λ

λ

λ

1

3

1

z

y

x

     )1,1,1(−=sv
r

, Ps(-1,3,1) 

Paso 1: plano π1 que pasa por r y Q(1,1,1) �  

Dos vectores directores del plano: )4,3,9( −=rv
r

 y QPr =(2,-1,1) y pasa por Q(1,1,1): 

π1: 0

112

439

111

=

−

−

−−− zyx

 � π1:x-y-3z+3=0 

 

Paso 2: Plano π2 que pasa por s y Q(1,1,1) �  

Dos vectores directores del plano )1,1,1(−=sv
r

 y QPs =(2,-2,0) 

π2: 0

022

111

111

=

−

−

−−− zyx

 � π1:2x+2y-4=0 

Paso 3: La recta es la intersección de π1 y π2 � t: 




=+

=+−−

04-2y2x

033zyx
: 
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C-3.- Calcúlese el simétrico de P(1,1,1) respecto del plano π: x+y+z=0.      

Paso 1: Calculamos el punto M proyección de P sobre π: 

1) Calculamos la recta r perpendicular a π y que pasa por P(1,1,1) : )1,1,1(==
π

nvr

rr
 

r:(x,y,z)=(1+λ,1+λ,1+λ) 

2) Intersección de π con r� (1+λ)+(1+λ)+(1+λ)=0 � λ=-1 � M(0,0,0) 

Paso 2: El simétrico P’ de P respecto π es también el simétrico de P respecto de M, 

siendo M el punto medio de P y P’ 0=
2

1+x
, 0=

2

1+y
, 0=

2

1+z
� P’(-1,-1-1). 

 

Septiembre de 2005. Prueba B. 

C-4: Calcúlese el volumen del tetraedro de vértices A(1,1,1), B(1,2,3), C(2,3,1), 

D(3,1,2) 

Para calcular el volumen del tetraedro calculamos los 3 vectores directores que salen del 

mismo vértice: )1,0,2(),0,2,1(,)2,1,0( === ADACAB   

Vtetraedro= 3)18·(
3

1

102

021

210

·
3

1
=−−=  u3 

 

Junio de 2005. Prueba A. 

C-2: Calcúlese la distancia del origen al plano π que pasa por A(1,2,0) y contiene a la 

recta & +
���

�
�

���

 
� ". 

El plano π pasa por A(1,2,0) y contiene a la recta r z
yx

=
−

=
+

≡

3

1

2

2
 )0,1,2()1,3,2( −= Pvr

r
  

Luego el plano pasa por A(1,2,0), y dos vectores directores del mismo son )1,3,2(== rvu
rr

 

y )0,1,3( −−== APw
r

. El plano en forma continua es: 

0573

013

132

21

=++−=

−−

−−

≡ zyx

zyx

π  

La distancia entre P(0,0,0) y π es 

u
CBA

DCzByAx

n

nPQ
PQproyPd n 59

595

59

5

4991

|5|

||

·
)(),(

222

000
==

++

=

++

+++

===

π

π

π

π r

r

r  
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Junio de 2005. Prueba B. 

PR-1:  a) Determínese el punto simétrico de A(-3,1,-7) respecto de la recta 

& + ! # 1 �
�� 

�
�

���

�
. 

b) Hállese la distancia entre A y r. 

a) Pasos para obtener el simétrico: 

Paso 1: Obtenemos M, la proyección de A sobre r. Para ello dos pasos: 

1) Plano π que contiene a P y perpendicular a r, de esta forma )2,2,1(== rvn
rr

π
, con lo 

que la ecuación de π:x+2y+2z+D=0�A∈π�-3+2-14+D=0�D=15�π:x+2y+2z+15=0 

2) La intersección de r con π es M; la mejor forma de obtener M es poner r en forma 
paramétrica (x,y,z)=(-1+λ,3+2λ,-1+2λ) y sustituir en π�-1+λ+2(3+2λ)+2(-1+2λ)+15=0 

λ=-2 � M(-3,-1,-5) 

Paso 2: A’ es el simétrico de A respecto de M:
2

7
5,

2

1
1,

2

3
3

−
=−

+
=−

−
=−

zyx
� 

A’(-3,-3,-3) 

 

b) d(A,r)=d(A,M) siendo M es la proyección de A en r: 

 d(A,r)=d(A,M)= u8)75()11()33( 222
=+−+−−++−  

 

C-2: Dados el punto A(3,5,-1) y la recta & +
���

�
� � # 2 �

���

0
, hállese el punto B 

perteneciente a r tal que el vector de extremos A y B es paralelo al plano π de ecuación 
π: 3x-2y+z+5=0. 

Pongamos r en paramétricas : 

r:








+−=

+−=

+=

λ

λ

λ

41

2

21

z

y

x

,  

El punto B∈r, es por lo tanto, en función de λ: B=(1+2λ,-2+λ,-1+4λ). El vector 

)4,7,22( λλλ +−+−=AB . Si es paralelo al plano π, entonces es perpendicular al 

vector normal de π ( )1,2,3( −=
π

n
r

), y por lo tanto 0· =
π

nAB
r

� 

3·(-2+2λ)-2·(-7+λ)+1·(4λ)=8λ+8=0 � λ=-1� B(-1,-3,-5) 
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Junio de 2006. Prueba A. 

PR-1:  Sean r y s las rectas dadas por  & +  
2! � � � ,
" # 2� � 3 ,  / +  

! # � � 2
! # 2" � 3

. 

a) Hállese el valor de m para que ambas rectas se corten.                               

b) Para m=1, hállese la ecuación del plano que contiene a r y s. 

a) M=



















 −

201

011

120

012

, M’=



















 −

3201

2011

3120

012 m

 

0

011

120

012

≠

−

 � rang(M)=3  

Para que se crucen se debe cumplir que |M’|≠0, calculemos el determinante haciendo 
ceros la 3ª columna: 

0)55(

341

211

12

·)1·(1

3041

2011

3120

012

3201

2011

3120

012

23
≠−−=

−−

−

−=

−−

−

=

−

+ m

m
mm

 � m≠1 

Luego, siempre que m≠1, se cruzan 

b) Si m=1 entonces rang(M)=rang(M’)=3 y las rectas se cortan en un punto. 

Para obtener las ecuaciones del plano es necesario conocer un punto y dos vectores 
directores del mismo. Podemos tomar cualquier punto de las dos rectas y los vectores 
directores de r y s. Para esto tenemos que poner las rectas en paramétricas: 

1) recta r � y=2x-1, z=3-2y=3-2(2x-1)=5-4x 

r:








+−=

−=

=

5·4

1·2

λ

λ

λ

z

y

x

 )5,1,0(),4,2,1( −−= rr Pv
r

 

2) recta s � y=2-x, z=3/2-x/2 

s:













+−=

+−=

=

2

3

2

1
2

λ

λ

λ

z

y

x

 )
2

3
,2,0(),

2

1
,1,1( rr Pv −−=

r
  

π:













−−=

−+−=

+=

µλ

µλ

µλ

2

1
45

21

z

y

x
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C-2.- Calcúlese la distancia del punto P(1,1,1) a la recta & +  
! � �2 # 2λ
� � 0             
" � �λ         

 

Para calcular la distancia de una recta a un punto utilizamos la interpretación del 
producto escalar (proyección de un vector sobre otro), o del producto vectorial (área del 
triángulo). Vamos a hacerlo a partir del producto escalar: 

 

 

Por el teorema de Pitágoras: 

d(P,r)=h= 22 ))((|| PQproyPQ
rv
r−   

 

     

 

De la recta dada obtenemos Q(-2,0,0) y el vector director )1,0,2( −=rv
r

.De esta forma: 

)1,1,3( −−−=PQ  � |PQ |= 11119 =++  

)(PQproy
rv
r =

3

5

||

· −
=

r

r

v

vPQ
r

r

 

d(P,r)=h= 22 ))((|| PQproyPQ
rv
r− = u

3

8

3

25
11 =−  

 

Septiembre de 2006. Prueba A. 

PR-1.  a) Hállese el valor del parámetro a para que la recta r+
! � � # 2" � 1
2! # � � 5" � 2 y el 

plano π: ax-y+z+1=0 sean paralelos. 

b) Para a=2 calcúlese la ecuación del plano que contiene a r y es perpendicular a π, y 
hállese la distancia entre r y π 

a) Si son paralelos, el vector normal del plano )1,1,( −= an
π

r
 y el vector director de la 

recta )5,1,2()2,1,1( −×−=rv
r

 son perpendiculares, y por lo tanto 
π

n
r
· rv
r
=0: 

 
π

n
r
· rv
r
= )1,1,( −a ·[ )5,1,2()2,1,1( −×− ]=[ )1,1,( −a , )5,1,2(),2,1,1( −− ]=0 � 63

512

211

11

−=

−

−

−

a

a

=0  

(se puede ver la misma condición estudiando la posición relativa de un plano y una 
recta). Luego para a=2 plano y recta son paralelos. 

Q 

P 

rv
r
 

PQ  
h 

)(PQproy
rv
r

 

r 
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b) para a=2 el plano π ≡2x-y+z+1=0 y la recta r




=−+

=+−

≡

252

12

zyx

zyx
Son paralelos.  

Si el plano buscado, π’, contiene a r, entonces rv
r
 es un vector director de π y el punto P 

de la recta también está del plano π’. Por otro lado, al ser π’ perpendicular a π,            

π
n
r
=(2,-1,1) es el otro vector director de π’. 

 

Tenemos que obtener P y rv
r

, para esto pasamos la ecuación de la recta a paramétricas, 
sumando las dos ecuaciones (1)+(2)� 3x-3z=3 � x=1+z, sustituyendo en (1)� y=3z. 
Con lo que r en paramétricas es  

r:








=

=

+=

λ

λ

λ

z

y

x

·3

1

, P(1,0,0), rv
r
=(1,3,1) 

La ecuación del plano π’ buscado es: π’= 0

112

131

1

=

−

− zyx

� π’:4x+y-7z-4=0 

La distancia entre r y π, al ser paralelas, viene dada por: 

d(r,π)=d(P,π)= u
CBA

DCzByAx

n

nPQ
PQproyn 2

6

6

3

114

|10·70·11·2|||

||

|·|
222

111
==

++

++−
=

++

+++

==

π

π

π
r

r

r   

 

C-2. Hállense las ecuaciones de la recta r que pasa por P(2,1,−1) , está contenida en el 

plano π: x+2y+3z-1=0 y perpendicular a s+
! � 2" � 3
� � " # 4   

Si está contenida en π es necesario que todos los puntos de la recta estén contenidos en 
el plano, en concreto P. Comprobémoslo: (2+2-3-1=0).  

Si r está contenida en π entonces rv
r

 es perpendicular a 
π

n
r

, pero también es 

perpendicular a s, luego rv
r

 es perpendicular a sv
r

. Podemos obtener el vector rv
r

 a partir 

del producto vectorial de 
π

n
r

 y sv
r

: =rv
r

=×
π

nvs

rr
(2,1,1)× (1,2,3)=(1,-5,3) 

r=(x,y,z)=(2,1,-1)+λ(1,-5,3) 

π 

π’ 

r 
P 

π
n
r

 

rv
r
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Septiembre de 2006. Prueba B. 

C-4. El triángulo ABC es rectángulo en A, siendo A(3,0,−1) , B(6,−4,5) , C(5,3, z). 
Calcúlese el valor de z y hállese el área del triángulo. 

Si es rectángulo, hay tres posibilidades: 

 

 

Como nos dicen en el problema que el ángulo rectángulo es A, el triángulo buscado es 

el segundo triángulo: 
)1,3,2(

)6,4,3(

+=

−=

zAC

AB
 � 0661260· =++−→= zACAB  � z= 0

6

0
=  

Atriángulo=
2854

2

1
14·61

2

1
194·36169

2

1
||·||

2

1

2

1
uACABACAB ==++++==×  

 

Junio de 2007. Prueba A 

PR1.- Sea el plano π: x+y-2z-5=0, y la recta r :x=y=z se pide 

a) Calcular la distancia de la recta al plano 

b) Hallar un plano que contenga a r y sea perpendicular a π 

c) Hallar el punto simétrico de P(-1,3,3) respecto a π  

a) Tenemos que ver la posición relativa de ambas 





=−

=−

=+:

0zx

0yx
:r

52z-yxπ

 �

















−

−

−

=

















−

−

−

=

0

0

5

101

011

211

101

011

211
*MM  

A 

 

 

 

B 

A 

 

 
 

 

B 

A 

 
 

 

 

B C1 

C2 

C3 

0· 1 =BCAB  0· 2 =ACAB  0· 33 =BCAC  

π 

π
n
r

 

rv
r

 sv
r

 s 

P 

r 
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Veamos la posición relativa: 

|M|=0� rang(M)=2 

0

100

010

215

≠

−

−

−

�rang(M*)=3 

Luego son paralelos 

Pongamos r en paramétricas 








=

=

=

λ

λ

λ

z

y

x

r :  

Un punto de la recta es P(0,0,0) y )1,1,1(=rv  

Un punto del plano x=0, z=0 �y=5�Q(0,5,0). 

Vector normal del plano 
π

n
r
=(1,1,-2) 

== ),(),( ππ Pdrd u
CBA

DCzByAx

n

nPQ
PQproyn

6

5

411

|5000|

||

·
)(

222

000
=

++

−++
=

++

+++

==

π

π

π
r

r

r  

b) Si contiene a r, el punto P(0,0,0) es del plano y rv  es vector director del plano. De 

igual forma 
π

n
r
 es otro vector director del plano buscado (ya que π’ perpendicular a π) 

0330

211

111

000

=+−≡→=

−

−−−

≡ yx

zyx

ππ  

c) Pasos: 
1) La proyección de P(-1,3,3) sobre a π: 

a. Recta perpendicular a π por P�r: (x,y,z)=(-1+λ,3+λ,3-2λ) 

b. Intersección (-1+λ)+(3+λ)-2(3-2λ)-5=0 � λ=-3/2�M(-2.5, 1.5, 0) 

2) El simétrico P’ es el simétrico de P respecto de M:   

(-2.5, 1.5, 0)= 






 ++−

2

3
,

2

3
,

2

1 zyx
� x=-4, y=0, z=-3 � P’(-4,0,-3) 

 

C-3.- Hallar el área del triángulo cuyos vértices son A(1,1,0) , B(2,−1,0) y C(2, 4,0). 

25.25
2

1

031

021
2

1

2

1
uk

kji

ACABarea ==−=×=

r
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Junio de 2007. Prueba B 

C-2.- Dadas las rectas &:  
! # � � " � 0
! # 2� � 7        y  s:  

! � 2
� � �5  hallar un punto de cada una de 

ellas, de tal forma, que el vector que los una sea perpendicular a ambas. 

Pongamos las rectas en paramétricas r: 














+=

−=

=

22

7
22

7

λ

λ

λ

z

y

x

   s: 








=

−=

=

µz

y

x

5

2

 

Punto de r � P(λ,3.5- 0.5λ ,3.5+0.5λ) 

Punto de s� Q(2,-5,µ) 

)5.05.3,5.05.8,2( λµλλ −−+−−=PQ  

PQ  perpendicular a )1,1,2( −=rv � PQ · rv =0 � 4-2λ+8.5-0.5λ+µ-3.5-0.5λ=0 

PQ  perpendicular a )1,0,0(=sv � PQ · 0=sv � µ-3.5-0.5λ=0 





=+−−

=+−

05.05.3

039

µλ

µλ

� λ=5, µ=6 

P(5,1,6) 

Q(2,-5,6) 

 

Septiembre de 2007. Prueba A 

C-2.- Determinar el punto simétrico de P(4,0,3) respecto del plano de ecuación x=y. 

π: x-y=0 

Para calcular el simétrico seguiremos dos pasos: 

1. Calcular la proyección (M): 

a. Recta perpendicular al plano por P � (x,y,z)=(4+λ,-λ,3)   

b. Intersección π y r� 4+λ+λ=0 �λ=-2. Luego M(2,2,3) 

2. El punto buscado, P’ es el simétrico de P respecto M: 

(2,2,3)= 






 +++

2

3
,

2

0
,

2

4 zyx
� x=0, y=4, z=3 � P’(0,4,3) 
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Septiembre de 2007. Prueba B 

PR-1.- De una recta r se sabe que está contenida en el plano π: x -y=0, que A(0,0,0) 
pertenece a r , y que el vector que une A  y B(1,0,-1) es perpendicular a r. a) Determinar 
la recta r, y b) calcular la distancia entre r y el plano paralelo a π que pasa por B. 

a) Si está contenida en el plano π, el vector director es perpendicular al vector 

También perpendicular al vector )1,0,1( −=AB . Al ser prependucular a 

ambos vectores  podemos calcular rv  por el producto vectorial de éstos: 

)1,1,1(

101

011 =++=

−

−=×= kji

kji

ABnvr π  

111
:

zyx
r ==  

b) Calculemos π’ paralelo a π:x-y=0 y que pasa por B(1,0,-1):   

π’:x-y+D=0 como B∈π’ 1-0+D=0� D=-1 � π’:x-y-1=0 

Como r está contenida en un plano paralelo a π’, r es paralelo a π’, con lo que la 
distancia es: 

d(r,π’)= u
CBA

DCzByAx

n

nAB
ABproyAd n 2

2

011

|100|

||

·
)()',(

222222

000
=

++

−−
=

++

+++

===

π

π

π

π r

r

r  

C-2.- Sea A el punto medio del segmento de extremos P(3,2,1) y Q(-1,0,1). Calcular el 
volumen del tetraedro de vértices A, B(2,1,3), C(1,2,3) y D(3,4,1). 

Calculemos A� )1,1,1(
2

11
,

2

02
,

2

13
AA →







 ++−
 

Vtetraedro=
3

3

5
|10|

6

1

032

210

201

6

1
],,[

6

1
uADACAB =−==  

 

 

 

 

 

 

 

)0,1,1( −=
π

n
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Junio  de 2008. Prueba A 

PR-1.- Sea el plano π:x+ay+2az=4 y la recta & +  
! # � # 2" � 2
! # 2� � " � 3 

a) Determinar los valores de a para que recta y plano sean paralelos 
b) Para a=2 calcula la recta que pasa por P(1,0,-1), es paralela a π y se apoya en r. 

a) Para que sea paralela no tienen que tener ningún punto en común, y por tanto 

055

21

121

211

2

21

121

211

=−+=−→=

















− a

aaaa

rang � a=1 

b) Para a=2� π:x+2y+4z=4. La recta buscada la denominaremos s. 

Si la recta buscada pasa por P(1,0,-1) y es paralela a π, entonces está contenida en el 
plano paralelo a π por P, que lo denominaremos π’: 

π’:x+2y+4z+D=0, calculemos D sabiendo que P(1,0,-1)∈π’ � 1-4+D=0� D=3� 
π’:x+2y+4z+3=0 

La recta buscada se apoya en r, esto quiere decir que la corta, luego podemos calcular el 
punto de intersección de las dos rectas, como el de corte del plano π’ y r.  

Q, intersección de 




=−+

=++

≡

32

22

zyx

zyx
r  y π’:x+2y+4z+3=0. Resolviendo el sistema  

tenemos que Q(7, -13/5, -6/5). 

Ya tenemos dos puntos de s, el punto P(1,0,-1) y el punto Q(7,-13/5,-6/5). Con estos dos 
puntos es fácil calcular s: 

1

1

13

0

30

1
)1,13,30()5/1,5/13,6(

−

+
=

−

−
=

−
≡→−−=→−−=

zyx
svPQ s

 

 

 

 

 

 

π 

π’ 

P 

Q 

r 
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C-4.- Sabiendo que tres de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(1,1, 2), 
B(1,1, 4) y C(3,3,6) , hallar el área del mismo. 

aparalelogramo=
222 324444

422

200 uji

kji

ACAB =+=+−==×  

 

Junio  de 2008. Prueba A 

C-4.- Dada la recta r : 2x + y = 2 , calcular el punto P de la recta r tal que la 
perpendicular a r por P pase por el punto (1,−1) . 
Estamos en un problema de 2 dimensiones. La recta r:y=2-2x tiene pendiente m=-2.  

Luego la recta perpendicular tiene de pendiente m=1/2=0.5  

El punto de la recta buscado es P(x0,2-2x0) y por lo tanto la recta será y-(2-2x0)=0.5(x-
x0). Para hallar el punto obliguemos a que la recta pase por (1,-1)�-1-2+2x0=0.5(1-
x0)� x0=7/5. En consecuencia y0=2-2·(7/5)=-4/5, con lo que P(7/5,-4/5) 

 

Septiembre de 2008. Prueba A 

C-2.- Hallar la distancia entre el punto A(2,1,4) y la recta & +
���

�
� � # 1 �

�

 
 

De la recta r sabemos su vector director �1���� � �2,1,3� y un punto de de r es Q(1,-1,0) 

2

222

||

·
||))((||),(

r

r
v

v

vAQ
AQAQproyAQrAd

r
r

r

r −=−=

 

23������ � ��1,�2,�4� � |23������|=√1 # 4 # 16 � √21 

23������ � �1����=-2-2-12=-16 

|�1����|=√4 # 1 # 9 � √13 

u
v

vAQ
AQrAd

r

r

7

19

14

256
21

14

16
21

||

·
||),(

22

2
=−=

−
−=−= r

r

 
 

Septiembre de 2008. Prueba B 

PR-1.- Se consideran las rectas r y s de ecuaciones respectivas:  

& +  � � 1
" � 0

   �  / +  ! � 0
" � 2

 

a) Estudiar la posición relativa de r y s . 
b) Determinar la recta que corta perpendicularmente a r y s 
c) Calcular las distancias entre r y s 
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a) Posición relativa de las dos rectas, estudiemos el rango de  





















=





















=

2100

0001

0100

1010

100

001

100

010

*MM  

rang(M)=3, pues 01

001

100

010

≠=     rang(M*)=4, pues 02

2100

0001

0100

1010

≠=  

Luego se cruzan 

b) Llamemos a la recta buscada, t. Para calcular t, recta que corte perpendicular a ambas 
rectas, se cumple que su vector director es perpendicular a los vectores directores de r y 
s. Es decir �5���� � �1���� � �5���� � �6���� � 0 

Como la recta t corta a r y a s, podemos tomar un punto de r y otro punto de s (donde 
corta la recta). Para tomar un punto de cada recta pongámoslas en forma paramétricas: 









=

=

=

≡

0

1

z

y

x

r

λ

  y   








=

=

=

≡

1

0

z

y

x

s µ  � P(λ,1,0) y Q(0,µ,1). Luego el vector director de la recta t 

es �5���� � 73������ � ��λ, 8 � 1,1�. Para calcular λ y 8 apliquemos que �5���� � �1���� � �5���� � �6���� � 0 

�5���� � �1����=0 � siendo  �1���� � �1,0,0� � -λ=0 

�5���� � �6����=0 � siendo  �6���� � �0,1,0� � 8 � 1=0� 8 � 1 

Así  P(0,1,0) y Q(0,1,1), que son 2 puntos de la recta buscada; 

�5���� � 73������ � �0,0,1�  t:








=

=

=

λz

y

x

1

0

 

c) distancia entre dos rectas que se cruzan:  
[ ]

||

,,
),(

sr

sr

vv

vvPQ
srd rr

rr

×

= , siendo P y Q puntos 

de r y s:  P(0,1,0), Q(0,0,1)�73������ � �0,�1,1�, �1���� � �1,0,0�, �6���� � �0,1,0�  

u
kkji

srd 1
||

1

010

001

010

001

110

),( ==

−

=  
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C-2.- Hallar el seno del ángulo formado por la recta r y el plano π con ecuaciones: 

& +  
! � "           
2� # " � 3    �    9 + ! # � � " 

Para calcular el ángulo entre r y π necesitamos �1���� y *π�����. Pongamos r en paramétricas: 









=

−
=

=

≡

λ

λ

λ

z

y

x

r
2

3
� �1���� � �1,�0.5,1�o podemos usar  uno proporcional�1���� � �2,�1,2� 

Por otro lado π:x+y-z=0 �  *π�����.=(1,1,-1) 

º1,10º1.10º1,101º90
3·3

1
cosº90

||||

·
cosº90),(º90),( 11

≡−=−=






 −
−=








−=−∠=∠

−−

vn

vn
vnr rr

rr
rr

π

π

π
π  

sen(10,1º);0,19 
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