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Tema 1

FUNCIONES CONTINUAS

1.1. Funcion real

Funcioén real de variable real es una aplicaciéon que transforma nimeros reales en nimeros

reales.
Al conjunto original (valores de z), se le llama campo de

existencia o dominio (si no se especifica es el mayor posi-
ble, los valores de = para los que la funcién tiene sentido).

y =tanz

Ser aplicacion exige que todo elemento tenga una imagen

periodo 7

=M W R o

y s6lo una.

s

2

|
vl

Se suelen representar por y = f(z). d

Ejemplos Decir cuales son los dominios de las funciones:

» f:[-1,3] — R/ f(z) = 52?+3; tiene por dominio
[_L 3]

» f(z) = tanz; tiene por dominio R menos los puntos f\
en que se va a infinito es decir los de la forma x = kj 2

Kr+7/2,K € Z

= La circunferencia: f(x) = £v/4 — 22 no es funcion.

1.2. Limite de una funcién en un punto

Idea de limite de una funcién en un punto Trata del valor al que se acercan las imégenes
cuando la variable independiente se aproxima a un cierto valor . Lo normal es que las imégenes
se acerquen a la imagen de xg, pero no siempre es asi.

Una funcién y = f(z) tiene por limite a L cuando x tiende a zy si al acercarse = a xo,
entonces la y se acerca a L.

Esto se escribe : lim f(x) =L

T—xT0

que se lee: "limite cuando x tiende a zy de f(z) es igual a L.

1



2 FUNCIONES CONTINUAS

Ejemplos Estudiar los limites siguientes

La funcién y = 22 cuando x — 2

x| 19 199 1999 4
‘61 396 399
lim 2 = v|3 ,6 3, , =4
T—2 x| 21 201 2001
y | 4’41 4’04 4004
N
2
r? —
La funcién y = cuando x — 1
x| 0’9 099 0999 ) o
a2 —1 y |19 199 1999
lim = , , , =2
a—1 x — 1 x| 11 1701 1001
y |21 201 2001

”"Limite infinito” Las imagenes se alejan a infinito, no hay limite la funcién se va a infinito:
(nota: asintota es una recta a la cual se acerca la funcién en el infinito).

Una funcion y = f(z) tiende a infinito cuando x tiende a x si al acercarse x a xg, la y se
hace enormemente grande, hay asintota vertical.

2'5 27 29 =
—4 —11"1 —-100

35 33 31

—4 —11'1 —100

}:l—rg (x — 3)? B

SHE R
|
|
g

Limite cuando z tiende a infinito:

. 2x—3
lim

si es un numero hay asintota horizontal;

Analogamente: limite cuando z tiende a —oo /



1.3 Calculo de limites de funciones 3

Limites laterales Resultan de acercarse x a z( s6lo por uno de los lados:
Si nos acercamos con valores mayores que xy se llama limite lateral por la derecha y se

escribe: lim f(z).
r—zd

Zo ¢
Para la izquierda es lim f(x)
T—=T
N Zo
Una funcién tiene limite en un punto cuando los limites late- 2 Q

rales coinciden.

En la figura: ! /

ac—)a:o

-por la derecha: Hm+ flx)=2 /

-por la izquierda: lim f(z) =1
T—=Ty
no tiene sentido hablar de limite en z.

Ejemplos
1
1
a) lim = —00 b) lim i =—1
a:—)?ﬁll' -3 - =0~ T
fm — oo 3 P —2 -1 1 2
=3+ — 3 =0+ T 1

1.3. Calculo de limites de funciones

1% regla Sustituir la « por el valor al cual se acerca xj. El niimero que resulta es el limite
(salvo indeterminacion). Ejemplos :

lim3z? —5 =71, lim 32% —5 =00
z—2 T——00

3x — 5z 3 *
fm ————=0; I = {3} =1
1m 3 x%(5x+1) { }

=0 6x —4

2% regla: Limite de un polinomio partido por otro polinomio

1. Cuando x tiende a infinito: Este limite se calcula a partir de las mayores potencias que
dan el orden del infinito.

a) Cuando el grado del numerador es menor que el del denominador el denominador es
més potente, el limite es 0.

3z —5 3-2
lim 22— — dividiendo por x = lim —=£ = 0
z—o0 T2 4 x—00 I +

T




4 FUNCIONES CONTINUAS

b) Cuando el grado del numerador es igual que el del denominador son igualmente
potentes, el limite es el cociente de los coeficientes de mayor grado.

322 —5 3-5% 3
xhﬁrglo 793;2—1—3: = dividiendo por xzleirglo 7_1_:”% =

¢) Cuando el grado del numerador es mayor que el del denominador el numerador es
més potente, el limite es £00. En este caso el signo del infinito se deduce del signo
de los coeficientes de mayor grado del numerador y del denominador.

2 +1 T+ 1

lim = dividiendo por x = lim =
z—00 3T — H z—>003—5

=0

d) También sirve para cocientes con raices:

I 2x + v/ 3x° — 6w %)
im =

=0
T—00 222 — 43 —00

Nota : Para hallar el grado de una raiz se divide el mayor grado por el indice.

2. Cuando z tiende a menos infinito es igual que cuando z tiende a infinito. S6lo hay que
preocuparse del signo cuando el limite resulta infinito.

2
-3 2
Ejemplo: lim oSt e = —00

T——00 81‘ — 1

3. Cuando x tiende a 0 el limite se calcula sacando factor comin y simplificando.
3902—590_{0}_, x(3x — 5) 3z —5 5

0f 50 2(3+1022) 341022 3

Ejemplo: Si sale infinito, para saber el signo, en este caso hay que hallar los limites

Eiemplo: lfim — 2% _
P S+ 1023

laterales.

2 _ _
VALl S - (I
=0 3z + 1023 0

) 322 -5 -5 ) 322 —5 -5
lim ——— =< — % = o0, lim ——— =<{— 7} =—x
z—0- 3x + 1023 -0 z—0+ 3z + 1023 0
4. Cuando z tiende a a, siendo a un nimero distinto de 0:

2 — 2 11
Ejemplos: lir%ﬂ:{g}:(); lim 3x+5:{—}:ioo
T—r

Tz +4 6 =2 2 — 4 0

Para saber el signo del infinito del altimo ejemplo hay que hacer los limites laterales.

Cuando resulte indeterminacion lo resolveremos por L’Hopital cuando demos derivadas.
De momento se puede hallar descomponiendo en factores y simplificando.

> 00 — o0 ” Si hay raices se multiplica y se divide por el conju-

3 regla: Indeterminacioéon ’
gado.
Ejemplo: 1fm (\/2332 “3r 122 1 595) — 00— 00 =
T—00
(\/2952 —3z+1—+V222+ 595) (\/23:2 —3r+1++V222+ 595) suma por  dife-

= rencia es diferen- =

= lim
T—00 V222 —3x+ 14222 + 5z

cia de cuadrados



1.3 Calculo de limites de funciones 5

(V2e? =3z +1)" = (V222 +52)° 2®—3z+1-2% 5z

= lim = lim
zoo /202 —3r+ 1+ 222 + 5z v—00 \/202 — 3z + 1 + /222 + bz
i —8r +1 —00 —8 -8 —4

= 11m

s /22 —3r + 1+ V222 + 52 00 V244v2 22 V2

4° regla:Indeterminacion ” 1*° ”  Esta indeterminacion se resuelve mediante la férmula :

lim (exponente x (base —1
T—r00

:€$_>001+l' 2614)0023:3"‘:6
T—00 23;‘2—6

2 . a? 22% + 3x 323 ...
922 1 32\ 177 lim . ( — 1) lim
Ejemplo lim (u) = 1% 202 — 6 3

Recordemos que el limite de la suma, resta, producto o cociente(si no se anula el denomi-
nador), es la suma, resta, producto o cociente de los limites.

. , [z 41 _ _
Ejemplo ml_l)riloox< x—1_1> ={0-(1-1)=0c0-0}

Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

1 1 1
Y Y T P (i I
) x—1 r—1 , r—1 y r—1
lim —

= lim = lim —=—— =
T—+00 r+1 L5500 r+1 votoo Jr+1
+1 +1 +1
r—1 r—1 rz—1
2z Donde el numerador y el

. r—1 _ . L2

lim = denominador de la fraccién = =1
z—too [ 41 VI+1

. + 1  principal tienen limite:
r—

Definiciéon de limite de una funcién en un punto Sea la funcién f definida en un
intervalo que contiene a xq, pudiendo no existir f(xo), entonces:

lim f(z) = L siy solo si Ve > 0,35 > 0/ si « verifica 0 < |x — xo| < 0 entonces |f(z) — L] <€

T—T0
Es decir cuando x se acerca a zy entonces

f(z) se acerca a L. O lo que es lo mismo
dado un entorno de L, existe un entorno de
o de manera que si tomamos un elemento

x de este tltimo, su imagen f(z) esta en el
entorno de L. HO e 5

Observemos que la condicion 0 < [z —xo| < § L—e

expresa que x dista de xg menos de § pero no

llega a ser igual a z. L

xrog — J To xo + 1)

Ejemplo Ver qué limites de los siguientes existen:

Sen 1

1
lim sen — lim z lim z. sen —
z—0 x z—0 x z—0 X




FUNCIONES CONTINUAS

[ T

FESE]

[ T

FRSE]

1.4. Continuidad de funciones

Una funcién es continua cuando su grafica es continua, no da saltos.

Definicion de funcién continua en un punto Una funcién f(z) es continua en un punto
(no aislado) xg, cuando el limite de la funcion en zy es igual al valor de la funcion en zg; es
decir:

Una funcion f(x) es continua en un punto z, cuando los limites laterales son iguales a f(zo)

lim, .+ f(z) = }

f(l"o)

me%xa f(l') =

Ejemplos Se describe que ocurre en el punto:

1
y:

5 es discontinua

La funcion presenta una dis-
y = 2% es continua siempre.

en 7 — 3 con salto infinito continuidad de salto finito

1

——— /
/

Funcién continua Una funcién se dice que es continua en un conjunto cuando es continua
en todos los puntos de ese conjunto.

La suma y resta, el producto, el cociente (para puntos que no anulen al denominador) y la
composicion de funciones continuas es continua.

Las funciones polinémicas son continuas en cualquier punto, en consecuencia las funciones
racionales son continuas excepto en puntos que anulen al denominador.




1.4 Continuidad de funciones 7

Ejemplos Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

L fla) =

2?2 —1
T+ 1
Como es una funciéon racional es continua siempre salvo donde se

anule el denominador que es en x = —1 donde vamos a estudiarla:

2 _
-1 {g} o @=DE+
r——1 l’—f-].

0
lim (x —1) = -2

i = i =
_ifrh f(:E) m—ir—nﬁ r+1

(simplificando queda:)

z——1+ -1 1

de la misma forma por la izquierda:
2% —1 -1
1i = I = -2
i fo = Jm o

No existe f(—1). -2
Hay discontinuidad evitable en x = —1

(se llama asi porque se puede hacer continua la funcién sin méas que
definir f(—1) = —2.

=22

Como es una funcién resultante de operaciones entre funciones con-

tinuas es continua siempre salvo donde se anule el denominador que
es en r = 2 donde vamos a estudiarla:

Primero escribimos la funcién a trozos: 1 o—
=2 _ si x> 2 1
r—2 v
f(x) = no existe si x =2 3
—(z—2 . ——— o
@2 _ 1 s z<?2 -1 2
r—2

lim, o+ f(x) =1
lim, ,o- f(z) = —1
salto finito.

en r = 2 hay discontinuidad inevitable de

22 —Tr si r<-—1
LyYy=4q 3—95z st —1l<xz<3
1

~ st x >3

Es continua siempre salvo quiza donde se parte el dominio o se anula el denominador que

esen x = —1,x = 3, = 5 donde vamos a estudiarla:
» Fnz=-1
lim f(x) = lim (2° —72) =8
z——1" z——1"
Ii = I — =
Am, = I, 6 =50 =8
f(=1)=(=1)>—7(—1) = 8, luego si es continua en r = —1
m Enz =3
lim f(x) = lim (3 —b5z) = —12
T3~ T3~
lm f(z) = 1 : :
11m = 11m - —_— = —
eosr ) T Nz =5 3-5  —2

Luego en x = 3 hay discontinuidad de salto finito.
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s Enz=5
lim f(z) = lim = —00
r—5~ r—5 T —
1
Ii =1l =
Jm flo) = lim 25 = +oo

Luego en z = 5 hay discontinuidad de salto infinito.

2r — 6
2 — 3z

4. f(x) =

Como es una funcién racional es continua siempre salvo donde se anule el denominador
que es en x = 0,z = 3 donde vamos a estudiarla:

Enz=0
20 — 6
zlirgh Iz )_zli%l‘*‘ 2 — 3z =t
2r — 6
]. _]_ = —
zg(l)q— f(z) zgg— 2 — 3z >

en x = 0 hay discontinuidad de salto infinito.

Enx=3
2¢ — 6 L2

2
a3t a2 —31r  asstax 3
2

—6 2
De la misma forma: lim f(z) = lim "
z—3- 3= 22 —3r 3

Por otro lado f(3) no existe.

en x = 3 hay discontinuidad evitable.

5. Hallar a y b para que la siguiente funciéon sea continua:

2 +a si <0

Y= bxr+6 si O<ax<2
e_w_£2 st x> 2
En z = 2:

1 1
1, = 1, T2 = o = — :O
Jim f(z) = lim e e =

lim f(z)= lim (bx +6)=20+6
T2~ T2~

luego ha de ser 2b + 6 = 0;b = —3 para que sea continua en x = 2
Enz=0:

1 lim (—3 6) =06

D J0) = i =30+ 6)

lim f(z) = lim (2° 4+ a) =

z—0~ T2~

luego ha de ser a = 6 para que sea continua en x =0

222 + |z
x
Esta funciéon se puede expresar
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2“2% =2r+1 st >0

f(z) = ¢ no existe si x =0 es continua Vx # 0 por ser cociente de funciones
22or _9p ] si x<0

continuas, veamos que pasa en x = 0

lim f(z)= lim 2z+1)=1
z—07F

xz—07F
lim f(z)= lim 2z —1) = —1
z—0~ z—0~

en x=0 hay discontinuidad de salto finito.

1 .
.sen — 0 : . .
7. f(z) = { g S e Z i i 0 continua Va # 0 por resultar de operaciones de funciones

continuas, veamos que pasa en x = 0

como sen% estd comprendido entre -1 y 1 |
lim f(z) = lim x. sen — = al multiplicarlo por algo que tiende a 0 tiene = 0
z—0 z—0 x X

por limite O

luego HI% f(z) =0 = f(0) por tanto f(z) es continua también en z =0
T—
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1.5. Problemas

1. Hallar las imagenes por f(x) = 32% — 1
a) de 5; b) de —1; ¢) de h ;
d) de (zo + h); €) de £
Solucion: a) 74, b)2, ¢) 3h2—1, d) 3(zo+h)% -1,
©) 3(=£2)" ~1

2. Hallar de quién es imagen por la funcion
y=a?+2x—15
a)y=0;b)y=—11c¢c)y=—15
Solucién: a) 3, —5,b) —1++/5, ¢) 0, —2

3. Hallar la expresion de la funciéon de gra-
fica

4. Hallar la expresion de la funcion de gra-

fica
5. Hall 1 dominio de a) y = 2 b)
. Hallar el dominio de a y—1_3x2,

X

V= V4 —a?

Solucion: a) R excepto £4/1/3, b) | —2,2[

6. Se quiere construir un pozo en forma ci-
lindrica de 2 m de didmetro. Expresar el

10.

12.

13.

volumen de agua que cabe en el pozo en
funcién de su profundidad h.

Solucion: f(z) = 7.z

Sabiendo que el cambio actual del dolar
estd a 110 rupias y que el banco cobra
una comision del 0’5 %, escribir las fun-
ciones que permiten pasar del valor ac-
tual de una moneda a otra.

z—0/005z .
110

cambio de $ a rupias y = (z — 0'005x),110

Solucién: Cambio de rupias a $, y =

3—x st <3
Representar f(z) =< 2r—6 si 3<z<5

4—x st S<uw
Representar a) f(z) = |z* — 3z|, b)

g(z) = 2* — 3|z| +2

En una maquina de calcular programable
el programa B multiplica por 2 la canti-
dad introducida y le suma 1. Hallar el
resultado de aplicar 4 veces el programa

B.

Solucion: B(B(B(B(x)))) = 16z + 15

20 —3 st oz <=2
. Representar f(z) = 2°—6 si —2<z<4
—x—1 si >4

Dado un cubo de arista z hallar:

a) la expresion de la funcion real d(z) que
da la suma de las diagonales del cubo.

b) hacer la grafica de la funcion y = d(z)
Solucion: d(z) = 4v/3x
Hallar la condicién para que una parabo-

la y = ax? + bx + ¢ sea simétrica respecto
al eje de ordenadas.

Solucion: f(z) = f(—x)Vx € R,b=0



1.5 Problemas 11
14. Se sabe que 210°F equivalen a 100°C y . . 5 st <0
que 0° equivalen a 32°F. Hallar las fun- Solucion: (f+g)(x) = ;:13 Q’ g§£< 2
ciones lineales que dan la equivalencia de ! et
los distintos tipos de grados. 23. Calcular por aproximacion:
Solucién: x °C, y °F, y = ax + b,y = %x + 32 3 -3
Yo
x— —
15. Dadas las funciones > 6 is
3r + 2 , T — b .
f(z) = 5 g(z) = 62° — 1. Ha- b) 9161_% 2 —25)2
llar:
¢) lim ————;
a) f.g:b) fog;c)glf(a)l; 25 12 — 25
T—1
d) f2=gse) f*/g d) lim ~———;
Solucién: a) 182”4122 8r-2 '}y 1821 0 senw
C) 54:1:2+72:1:—1 d) 141£')1.’1:2+12:1:-§;29 (3) 2:1:2—5—/12.’1:—}—4 24 CalCUIar: 3 9
. 25 ’ 25 [ 150x2—25
a) lim %;
16. Dadas las funciones 00 201 3+ 10
5 — 3w 9 . x
f: oy — g: y=uxz" Ha )ac—1>I—noo31'—f—]_
llar: 70
c¢) im —;
a) fog;b)imagen de 3+ h por go f ; 700 T
c¢) inversa de 2_5 623
) f 5 25. Dada la funcién IL‘2 O ;- Hallar:
Solucion: a) 5;237172’ b) (7;1‘:2}1) , C) 7;?;’ 31° —dr — 12z
| a) lim f(2):b) ln_f(2);¢) lim f(a)
17. Decir si los puntos siguientes: d) IIT;IO () e +0
z—0"
(2,3), (1, —1), (4, =3), (¢, 6¢ —7); pertene- Solucion: a) —1/2,b) —1/2,¢) 1,d) 1
cen a la gréfica de la funcion y = 6x — 7.
Dibujar y escribir su funcién inversa. 26. Siendo f : y = ® — 3z , hallar:
- J2+h) - [(2) y
18. Representar y = |2x + 1| ;ILIL]% h Solucion: 1
i 322+ 5
19. Dadas las Efun(:é;nes 27. Calcular lim e : < cuando:
~ x
I CO— g: y=ve a) r — 00; b) x — —o0; ¢) x — 0;
Hallar:
28. Calcular lim(z® — 3z + 1000) cuando:
a) fog;b)inversa de f ; ¢) inversa de
g: d) graficas de g y g~ a) x — oo; b) x = —o0; ¢) x — 0;
(o2 )
20. Representar: y — |(z — 3)(z + 1)| 29. Calcular lim(2° — 22 + 1) cuando:
a) x — oo; b) x — —o0; ¢) x — 3;
21. Representar: y = (z — 2)(5 + |z|)
) ] 30. Calcular lim cuando:
22. Hallar la funcién suma de las funciones x? —
fx) = r+4 si <0 a) r — 00; b) x = —o0; ¢) x — 0;
N 2 st 0 S i 6.%'3 — 12
, 31. Calcular lim cuando:
(z) = —r+1 si x<2 3x + ba? + 4x3
FE=1 3 si x> 2 a) x — oo; b) x — —o0; ¢) x — 0;
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32 Calcular Km 28z + 5 cuando: 43. Hallar a y b para que sea continua la fun-
21 =Tz cion:
a) x — 3;b) x — o005 ¢) x — 0 a .
oy st <0
7 )= 20—T st 0<x<H4
33. Calcular lim ( 5 — cuando: /() N .
x—2 x*+br+1 si >4
a) T — 00; b) xr — —OQ; C) T — 2; Solucion: a = —7,b= —4
34. Estudiar la continuidad de las funciones 44 FEstudiar las asintotas de:
de los problemas 8 y 9:
a)y=e "
35. Calcular lim(v2z% — 5z — V222 +4) b) y = ze*
cuando x — 00
-5 c) y=In(zx —3)
2v/2 d) y = sen
1 y T
36. Calcular Ii rr2 "
. Calcular lim (| ——— ibi ,
o\ 212 45. Describir los puntos notables de la fun
) cion de grafica:
e 1/2
2
37. Calcular lim 3
r—1 xr — 1
! !
i
38. Siendo f(z) = 2?2 — 3z, calcular — /2
L fGER) - f(5) |
h—0 h 1 ;
T s
210 P— R
39. Calcular lim (cos x)% 1 F/
x—0 v
=1
40. Estudiar la continuidad de la funcién:
( . 46. El area de un triangulo rectangulo es 20
2 st ox < —3
A4+920 si —3<z<?2 cm?. Escribir la funcién que nos da la al-
flz) = 324 si 2<z<3 tura en funcion de la base. Representarla
4 si >3 graficamente. Buscar dos puntos de es-
N ta grafica y dibujar el tridngulo en cada
41. Estudiar la continuidad de la funcién: caso.
( :
3v+4 st <0 Solucion: y = 40/x
f(z) =< 2x si 0<x<2
\ P2 s 2<u 47. Representar graficamente: f(z) =
8 —2x
42. Estudiar la continuidad de la funcién: 37+ 6

—3x2 4722 .
f({L‘) _ — -1 st T < 3
g%i st >3

48.

2
Representar graficamente: f(z) =5+ 3—
T
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49. Dibujar y clasificar los puntos de discon- 57 lim x?+3 _ 5
tinuidad de 20t 5 —3x b
( .
1 sz. r< -1 81 V2 +3z—x B
3 st x=-—1 T 3r+1
flz) =4 22 +3 si —l<x<0 , s
1/(x=3) si 0<z<5 59. lim <—3 §$5+1+4) =}
; T—00 —
| 1/(x—5) si v>5 X X
72 _
50. lim Va2 + 1 —z =0 60. lfm Y T3ETT
T—00 z—0 xT
3r+1 T2 — 4
51. lim ——— = — 61. lim —— =14
ey 8z —24 o2t 22 30 + 2
x 2
52. lim ————— =1 ) T
x%ooq/:LQ_'_l._}_:L, 62. q;h—{gom__%
1— —1 24
53l VAL = VI L 63 m1————— —
=l \/r+ 14+ —1 z=oo 22431 +2
Ar—1\% 64. lim Va2 +7x—-2—-z+1="1¢
54. lim = 2 78
z—=1\ 21+ 3 o 51+ 1 r+1
65 lim — (3,7%
55. lim -5 5 =1
700 % + 37 +2 66. Asociar a cada una de estas graficas su
922 +4zr—2—3z expresion matematica (¢ es una parabo-
56. mh_)rgo o7 —1 =0 la, y d una hipérbola):
6
- 4
3 d)
a) 2 2
5 C)
4 1
3 1 3 4 -6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
—1
2
b) 72
1

Solucion: I) y = 6,

) y=22 M) y =2?/2—22,IV) y =5/z






Tema 2

FUNCIONES DERIVABLES

2.1. Derivada de una funcién en un punto

Sea una funcion real f(x) definida en el dominio D, subconjunto de R. Se define derivada
de la funcién f(x) en el punto xy € D como:

/() = lfm f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

cuando este limite es un numero.

Ejemplos Veamos si las funciones siguientes son derivables en los puntos que se indican

l.y=2>+3enxy =5

f(5+h)— f(5) 5+h)?>+3-(5*+3) ., 10h

! I _ 17 _ —
FO=m= —i h R
2. y=|r+3|enzy=—-3
f(=3+h)—f(=3) . [=3+h+3[—[-3+3
1 h — —
F(=3) = i i s h

h
|| limﬁzl si h>0

= lim h=0 1 luego no existe f'(—3).
SOh i = = 1 s h< 0
h—0 h
y : dy
También se representan la derivada en xq por T
x

o

2.2. Interpretacion grafica de la derivada
Llamando a h incremento de z, f(zo + h) — f(xo) incremento de y, resulta:

15
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f(wo + 1) — f(xo)
h

=tan«o

f(xo + h)

cuando h — 0 la recta secante P() tiende a la recta
tangente en xy y los angulos « tienden al dngulo ¢, se
tiene:

f'(zg) = lim

h—0
m

f(zo+h) — f(xo)
h

= lim tana = tan¢ =
a—¢

Se llama pendiente de una recta a la tangente del angulo
que forma con el eje de las x positivas. Por tanto:

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente
de la recta tangente en ese punto.

Por tanto la derivada de una funciéon en un punto dice
como crece una funciéon y lo hace midiendo la inclinacién
de la recta tangente pues la derivada es la pendiente de
la recta tangente.

Cuanto mayor es la derivada en valor absoluto mas ver-
tical es la grafica. Segin sea positiva o negativa sube o
baja.

Recta tangente y normal a una curva Como la ecuacion de
una recta que pasa por el punto (xg, o) y tiene de pendiente m es:

y — Yo = m(x — xp), si queremos calcular:
Yo = f(wo)
m = f'(xo)

recta tangente a f(z) en el punto zy, seré: {

recordemos también que la recta normal sera por tanto de pendiente

—1
m

_3x+1
vy= x—2
Yo = f(1)=—4

f(x0)

la curva en el punto de abcisa x = 1.

3(z—2) — (3z+1)

(w0, f(x0))

\\ fo) == ap

La recta tangente es y + 4 = —7(x — 1);

diente m tiene de pendiente _—)
m

La recta normal es y +4 = £(z — 1);

\ Ejemplo: Hallar la recta tangente y la recta normal a

fi(1)y=-1
y=—7r+3

(Recordemos que la perpendicular a una recta de pen-

Relacion entre derivabilidad y continuidad Si una funcién es derivable en xq necesaria-

mente es continua en xg.
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La razomn es que para que exista el limite que define la derivada necesariamente el numerador
ha de tender a 0 cuando h tiende a 0, lo que expresa que es continua en x.

Derivadas laterales Resultan de acercarse al punto por un solo lado:

f(zo+h) — f(xo)

Derivada en xy por la derecha: f'(zf) = lim

h—0+ h
Derivada en xq por la izquierda: f'(zg) = hh'm flwo + h]z — f(x0)
—0~

Una funciéon es derivable si las derivadas laterales coinciden.

La suma, el producto, el cociente (cuando el denominador no se anula) y la composiciéon de
funciones derivables, es derivable.

2.3. Funciéon derivada

Si una funcién y = f(z) definida en un dominio D tiene
derivada en cada punto de D resulta una funciéon que se
llama funcién derivada y se representa y' = f'(x)

Ejemplo 1 Hallar la derivada de la siguiente funcion:

y:

x—2 ) ) !
F(x) = lfm 22 52 h — f'(x)
h—0 h y
—h —1 —1

Ii —
hooh(z +h—2)(x—2) 2% —4dr+4  (z—2)2

Ejemplo 2 Hallar la derivada de la funcién y = v/5x — 1:
\/ D h)—1—+bzx—1
o) = 1im Y2 ’
h—0 h

= {multiplicando y dividiendo por el conjugado} =

o WO AR =1 = Vhe —D(VE+h) —T+vhr—1) fm< 5<”’+h)—1) — (VBr—1)°
50 h(\/5(l’+h)—1—|—\/5.%’—1) o0 h(\/5<l'—|—h)—1—|—\/5x_1)
S5t +bh—1—-bx+1 5 Y

lim = lim =
=0 h(y/5(x+h) —1++br—1) h=0,/5(x+h)—1++bx—1 2Vbr—1

2.4. Estudio practico de la derivabilidad de una funcién
Una funcién no es derivable en los siguientes casos:

= Si la funcién no es continua en un punto autométicamente no es derivable en ese punto.

= En la grafica sucede alguna de las siguientes situaciones:

Las derivadas laterales son  Derivada infinita, inflexion = Si una derivada lateral es
distintas el punto es angu-  vertical 400 y la otra —oo el pun-
loso. to es de retroceso.
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Ejemplo Hallar a y b para que f sea derivable en 0
_ [ In(e+senz) si <0
f(x)_{:c3+ax+b si x>0

primero hacemos que sea continua

f0) =0

lim f(x) = lim In(e+senz) =Ine = 1;

z—0~ z—0~

lim f(x) = lim (2° + ax +b) = b, ha de ser b =1
z—07F z—07F

La funcion derivada es
C

oS T . <0
— s x
f'(x) =4 e+senz
322 +a st x>0

los limites en = 0 son
lim f(z)=3-0+a=a

z—0t

cos 0 1
lim f(z) = ——— = =,
x%O_f() e+ sen( e

luego para que coincidan ha de ser a = 1/e

2.5. Diferencial de una funciéon

Diferencial de una funcién en un punto es el incremento de la orde-
nada (PQ en figura) de la recta tangente correspondiente al incre-
mento de la variable independiente que representaremos por dzx.

df = f'(x)da .
el diferencial de una funcién es el producto de la derivada por d/ x

Ejemplos En ellos se puede ver distintas formas de expresar el diferencial
u=ux; du=dx
flx)=2*>+3x+2; df =22+ 3)dz
f(z) =senzx; d(senx) = coszdz
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2.6. Regla de L’Hopital

Sean f, g derivables en un entorno V' de zg. Ademés lim f(z) = lim g(x) = 0y ¢’ no se
T—T0 T—T0

x '(x
anula en puntos de V' distintos de xy. Entonces se verifica: lim M = lim f(z)

cuando este
o g(z) 7t g(a)

limite existe.

Ademas de 0/0 resuelve también la indeterminacion co/oo, se puede aplicar reiteradamente.

En la practica:
En el calculo de limites, la regla de L’Hopital resuelve directamente las indeterminaciones

oo
213

fm L8 00, S0
... (:p) oo/oo ... g’(:p)

Cuando hay indeterminacion, el limite del cociente es igual al limite del cociente de las derivadas.
Obsérvese que es el cociente de las derivadas, no la derivada del cociente.
Ejemplos

2t —4 0/0 %

1 lm— _
25372 — 3x 4+ 2 L'Hopital  r22 2z — 3

. 223 — 822 +4x+6 0/0 , 622 —162+4 10 5

2. lim = 4 —lm - - _ 7 _Z

z—3 x2—9 L'Hopital — 2—3 2x 6 3
3 cosx — 1 0/0 i —Sene 0/0 iy —C08 % —1
Clim ——— = =lim —— = = lim S
a—0 1?2 L’'Hopital  2—0 2z L'Hopital — z—0 2 2

nota: Es erréneo aplicar L’Hopital sin que haya indeterminacion:

. 3r+5 . . ., 3
lim = 00 si se deriva resulta lim — = 3 falso
z—0 X z—0 1
, cosx—1 . —senw
) 1 fm (cosz — 1) lim —— 0/0 lim
4. lim (cosx)sns = {1°} = ez—>0senw =ez=0 seny = _ " = ez—0 COSX
2—0 L’Hopital
e =1
Extremos absolutos y relativos Recordemos que: absoluto

Una funcién tiene un maximo absoluto en un punto x, si en ese

punto toma el mayor valor.

Una funcién tiene un méaximo relativo en un punto xg, si en ese
punto toma mayor valor que en los puntos de alrededor.

Analogo seria para minimo absoluto y minimo relativo.

zo
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2.7. Estudio local de una funcion

Crecimiento y decrecimiento Consideremos la funcion y =

] .
1 creciente
|

f(x) en puntos suficientemente proximos a .

Si f'(xo) > 0 entonces la pendiente de la recta tangente es positiva | “o
luego f es CRECIENTE en x.
Si f'(xp) < 0 entonces la pendiente de la recta tangente es negativa

luego f es DECRECIENTE en z
El crecimiento se estudia con el signo de la derivada decreciente |

| v

Ejemplos Estudiar el crecimiento y decrecimiento de las funciones

1. y = 423 — 22

y' = 1222 — 22 = 2z(6x — 1) que se anula para x = 0,z = 1/6, queremos saber cuando es
positiva o negativa y’, esos son los los valores que delimitan cambio de signo en la y/;

x 0 1
Probamos por ejemplo los valores dex : —1,01,10 ¢/

+ +
Y f ¢ a

9 x2—dx

y=e
Yy = e“2f4x(2x — 4); la parte exponencial siempre es positiva, la restante se anula para

2
r=2 vy — +
¥y ol /
3. y= (:f:if
) = 20 —3).(1—2%) — (x—3)*(22) _2(x—3)[1—a®+ (v —3)a] _ 2(z—3).(1 —3x)
- 1= -

queremos saber cuando es positiva o negativa para ello hallamos los valores que delimitan
cambio de signo en la y: x = 3,z = 1/3 (el denominador por tener exponente par es

1
T 5 3

siempre positivo) —

+
Yy ¢ a ¢

r—1
4. y=—-
Y (x+1)2
12— (z—1)2 1 1—-2(x—1 -
"= (w4 1) = (@—1)2x+ ):dividiendoporx+1:x+ (z ): v
(x+1)4 (x+1)3 (x+1)3
-1 3

+
Yy e a e
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Concavidad y convexidad Recordemos que una funcion es con-

. '
concava 1
1

vexa en un punto si la funciéon queda por debajo de la recta tangen-

te, que es concava en el caso contrario y que hay punto de inflexion =0

si cambia en el punto de convexa a concava o viceversa.
Si f”(x¢) > 0 entonces f'(x) es creciente, la funcion esta por encima

de la tangente, luego f es CONCAVA en z
Si f"(x9) < O entonces f'(x) es decreciente, la funciéon esta por }\
debajo de la tangente, luego f es CONVEXA en xg | :U
X . . y (x—1)2
Ejemplo Estudiar la concavidad de la funcién y = ETeay
x —_—
, 32 —8r+5
Y= T Br—ap
y (6 —8)(Br —4)* — (32> =8z +5)-2- Bz —4)3 . B 2
Yy = (30— 1)1 = dividiendo por 3x—4 = m
buscamos el signo de y”, el denominador se anula para x = 4/3 con exponente impar luego
z ;
hay cambio de signo 3" — +
y conv () conc | J

Puntos criticos o extremos. Criterio de la segun-
da derivada Si f’(z() = 0 entonces en x, la tangente
es horizontal, luego se tienen las siguientes situaciones:

" 2
f’(ﬂfo) -0 { f (960) > 0, concava , en xy hay MINIMO U m

f"(x¢) < 0, convexa , en xo hay MAXIMO

Si f'(xg) #0, f"(x0) =0, la funciéon cambia la conve-
xidad, entonces en xy hay INFLEXION

Cuando en un punto se anulan varias derivadas seguidas hay que razonar si corresponde
méximo,/minimo o inflexion, estudiando el crecimiento:

Método practico de estudio de puntos criticos o extremos Si f'(zy) = 0 entonces en
xo la tangente es horizontal, luego se tienen las siguientes situaciones:

y=—(x—1) y=(x—1)° y=(x—1)*
€T ‘ 1 €T ‘ 1 €T ‘ 1
vy |+ | - v oo v | - |
£(1) = 0 MAXIMO #(1) = 0 INFLEXION (ho-  f(1) = 0 MINIMO

rizontal)
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2.8. Signo de la funcién, puntos de corte y asintotas de una

funciéon racional
Considerar los tres aspectos juntos permite conocer como se acerca la funcion a las asintotas.

x4+ 3
x?2—3x+2
Si factorizamos numerador y denominador veremos los

Ejemplo Consideremos la funcién racional: y =

valores de x en los que, al anularse algiin factor, cambia
el signo de y a uno y otro lado.

r+3=0; z=-3

1
2?2 —3r+2=0; {[:{

2

x+3 0
(w—1)(z—2) |

para ver el signo a cada lado damos un valor cualquiera

La funcién factorizada es: y =

facil:
X ‘ —10 —3 0 1 2
v | - [+ ] -]+

Obtenemos asi el regionamiento:
» Los valores de  que anulan el numerador nos dan los puntos de corte con el eje de abcisas:

3
Puntos de corte: con OY : x = 0, resulta y = 5

con OX :y =0, resulta z = —3

= Los valores de x que anulan el denominador nos dan las asintotas verticales:

Asintotas:
. =1
verticales {
T =2
3
horizontales n = lim (fx) = lim _rEs 0 asintota y =0

T—00 T—00 Qj‘z — 3x —+ 2
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T
-12-11-10 -9 -8 -7 -6 —5 —4 —3 —2 -1 1 2 3 4 5 6
)

Ejemplo
2¢ — 5

La funcién racional: y = W
l‘ J—

Regionamiento:
El denominador es siempre positivo, luego solo delimita
region el numerador:

r=ty

ot

3

2
vy | - |+ o 1]
Puntos de corte: 1
con OY : x =0, resulta y = —5

con OX :y =0, resulta x = g v
Asintotas:
syptotas o _2r—5 25
verticales x = 1 con el regionamiento vemos que lim ——— = lim ———= = —o0,
e—1- (z —1)2 e—1t (x —1)2
asintota solo por abajo.
20 — 5
horizontales n = lim (fz) = lim — = =0 =0
A xaoo(f ) T—00 (x — 1)2 Y

2.9. Representaciéon grafica de funciones

1) Dominio y regionamiento Campo de existencia es el conjunto de valores de x para los
que existe la funcién. Regionamiento son las regiones del plano en las que hay grafica.

3x—2

Por ejemplo una exponencial y = e es siempre positiva, luego la grafica esta por

encima del eje de abcisas. Para una funcion racional se estudia el signo de y (anélogo al
crecimiento).

2) Puntos de corte Con el eje OY se hace . =0
Con el eje OX se hace y =0
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3) Asintotas (rectas tangentes en el infinito)
a) Verticales: valores de = que hacen infinita la y

b) Horizontales: y =n; n= lim f(x)

r—+o0
c¢) Oblicuas: y = mx +n
m = lim M; n = lim [f(x) — mz]
T—00 I T—00

notas: a) Si hay asintota horizontal no hay oblicua.
b) Los polinomios no tienen asintotas.

c¢) En funciones no racionales estudiar el limite por los dos lados.

4) Extremos y crecimiento Son los maximos y minimos. Se estudia la primera derivada.

Ejemplos Representar:

a) La funcién polinémica: y = 12z — 2°

Como es un polinomio basta con los puntos de corte y el crecimiento
1. Puntos de corte:

con OY : =0, resulta y =0

con OX :y =0, resulta z = 0,z = +v/12 = 346

2. Extremos y crecimiento: y’ = 12 — 322, se anula para

r=—-2,x=2

T -2 2

y | - + -
Y N\ e N\

Sustituyendo en la funcion:
f(=2) = —16 "grande negativo”,  f(2) = 16 "grande
positivo”

Como ejercicio dibujar la gréfica.

—1)?
b) La funcién racional: y = u
3r—4
1. Dominio y regionamiento: R - {%}
1 :
v | 3 |
vl-l .
]

2. Puntos de corte:

0
con QY :x = O, resulta Yy = —41
con . ) T ,Jresulta
Y ’ 3xr —4 ’ ’

r=1

3. Asintotas:
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verticales © = 4/3 anula el denominador
horizontales n = lim (fx) = oo no hay

T—r 00
12
oblicuas: m = lim J(x) = lim lz= 1) 1 T
T—00 I T—00 l‘(3l‘ — 4) 3
—1)2 0
n = lim [f(z) — mz] = lm (u _ f)

\
wlro
\
\

2—00 2—00 3r— 4 3

322 —6r+3—322+4dr -2
= lim =
T—00 (395 — 4)3 9

X

oo
\

O N

asintota oblicua: y =

4. Extremos y crecimiento:

, 322 —8r+5

(3x —4)2
f'(x) =0parax=1,z=5/3 m
Probamos por ejemplo los valores de = : 0,11, 10 TR

5
T 1 5

Y’ + — +

y | SN | . 1 ’
Sustituyendo en la funcion:

f(1)=0, (1,0) MAXIMO

S 4 o 4
2y =2 (2,2) MINIM

Observaciones:

1. Los siguientes apartados s6lo hay que estudiarlos si se prevé que se dan en la curva.
a) Simetrias (cuando la funcion es par o impar)

(=) { f(z) funcion par, simetria respecto eje OY por ejemplo:y = 2% — 1
—7) = ;

— f(z) funciéon impar, simetria respecto origen por ejemplo:y = x
si la expresion de f(x) incluye algo del tipo ax + b no hay simetria.
b) Periodicidad (solo funciones trigonométricas). La grafica de una funcion periodica se
repite, y solo hay que estudiarla en un periodo.

2. Al representar una funciéon y = f(z) no puede haber una vertical que corte a la curva en
dos puntos. Ni puntos de corte con asintotas verticales.

3. Si los datos del estudio resultan insuficientes para representar se puede estudiar la con-
cavidad.

4. En caso de duda en zonas conflictivas se pueden hallar algunos puntos.
5. Las funciones trigonométricas por ejemplo y = 3 — cos 2z, se representan por tabla.

6. Las funciones definidas a trozos no se estudian segin el procedimiento general, los trozos
suelen ser funciones conocidas.
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Ejemplo Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién:
ex st x<0
flx)=9 14+2 si 0<z<e

lnr s e<x
Es continua siempre, excepto en x = e.

Es derivable siempre excepto: 2
En x = e por no ser continua, //

1
En x = 0, como es continua, estudiamos los limites /
de la derivada por cada lado: Pa— —
lim f’(x) = lim (ex)/ = lim e*f =1 1
z—0~ z—0~ z—0t

/ 11
lfm f'(z) = lim (1+f> = lfm - =~

z—0t z—0t e z—0t e e
por tanto es punto anguloso las derivadas son dis-
tintas por cada lado, no es derivable en x = 0.

7. Para representar funciones polinémicas suele ser suficiente estudiar: a) Puntos de corte,
b) Extremos y crecimiento.

8. Para representar funciones racionales suele convenir estudiar: a) Regionamiento, b) Puntos
de corte, ¢) Asintotas, d) Extremos y crecimiento.

2.10. Problemas de maximos y minimos

Se trata de hallar un méaximo o un minimo de una funcién. !

1. Hallar un ntimero positivo cuya suma con su reciproco sea minima.

1 : :
nimero = x, suma: S(z) =z + —, en el minimo la derivada ha de ser 0
x

2
S/(x):1+x_21:l'x21
5 -1 1
S’(gg):(L xxglzo, x2—1:O, x:{l_l Y — +
Y N\ e

Luego es minimo para z = 1

119 Escribir la funcién a maximizar o minimizar
a) Pensar que conviene que sea
b) La funcion puede quedar con dos variables. Con otra condiciéon que den puedo, despejando, dejar
la funcién con una variable.
20 Se busca el maximo o minimo anulando la primera derivada y con el crecimiento.
a) Preparar la funcion para que sea comodo derivar.
b) Hallar los valores de = que hacen méxima o minima la funcion, completar y evaluar las posibles
soluciones teniendo presente el enunciado.
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2. La suma de la base y la altura de un tridngulo es 20 cm. ;Qué
longitud ha de tener la base para que el area sea maxima?
S:?y =méx. z+y =20y =20 —x

20 — 1
sustituyendo: S(z) = M = 5(203: —2?)
. 1
Area: S'(x) = 5(20 — 2x), se anula para 20 — 2z = 0; x = 10;
S"(z) = 3(—2) < 0; en particular S”(10) < 0; luego: base z = 10
para area maxima.

3. En una circunferencia de 5 cm de radio se inscribe un triangulo haciendo coincidir uno
de los lados con un didametro. Hallar el triangulo de area maxima que se puede construir.

10.z
S(x) = - = S5z S'(x) =5,
S’ no se anula nunca, al ser positiva es siempre creciente, -

x ha de tomar el mayor valor posible que es 5. (maximo
absoluto)

10

3

4. Hallar el valor de m,n en la siguiente funcién, sabiendo que y = ma® — na? tiene un

maximo en (0,0) y un minimo en (4, —32).
Pasa por (0, 0); sustituyendo queda 0 = 0; no dice nada

Pasa por (4, —32); sustituyendo queda —32 = m-43 —n-4%; —32 = 64m —16n; —2 =
dm —n

Yy =3mz? —2nz;paraxz =4, [f(4)=0; 3m-16—-2n-4=0; 6m—-n=0

—9 — 4m —
men m=1 n==6

resolviendo el sistema:
om—n=20

la funcion es y = x® — 622, se puede comprobar que cumple la condicién restante, o sea
que (0,0) es un maximo y (4, —32)es minimo.

5. Calcular las coordenadas de los puntos de la parabola y? = 4z tales que sus distancias al
punto dado sean minimas: a) (4,0) ; b) (1,0)
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a) Aplicando la formula de la distancia entre dos puntos: d =
V(= 20)? + (y — y0)?

d=+/(r—4)%+y>

sustituyendo 2, puesto que y? = 4z por ser un punto de la para-

bola, conseguimos que quede solo en funciéon de x.
d(z) = /(x —4)2 + 4z = V22 — 42 + 16

20 — 4 (@, 9)
d(z) = *

C2v2? —4x + 16

para d'(z) = 0 basta anular el numerador 2z — 4 = 0, z = 2

T 2
y | - +
y N\ /!

luego es un minimo, como y? = 4z, para = 2, resulta y = +/8:
los puntos de la parabola son (2,v/8), (2, —/8)

b) Anélogamente: d = /(z — 1)2 + y2 sustituyendo: d(z) = \/(z — 1)2 + 4z = Va2 + 2z + 1 =
r+1

d(xr)=1

no se anula nunca por tanto no hay minimo relativo, como d’'(z) > 0 para todo z del
dominio [0, 400), entonces es creciente siempre, por tanto el minimo absoluto corresponde
con z = 0.

. Un espejo plano que tenia forma de un cuadrado de 80 cm de lado se ha roto por una

esquina. El trozo roto tiene forma de tridangulo rectangulo de catetos 40 y 32 cm. Hallar
las dimensiones del espejo rectangular de area maxima que se puede recortar del otro
trozo, de modo que los bordes del nuevo espejo sean paralelos a los del primitivo.

Si x e y son las dimensiones pedidas, la funcién area que
hay que hacer maxima es S = x.y

Por la semejanza de los tridngulos ADB y AEC sabe-

100[0} o

AB _DB . . y—40 80-=z

—= = —— €8 JdecClir: =

AC ~ EC 40 32
5(112 — z)

despejando y = sustituyendo en S: S(x) =
5(112 —z) 560z — 5x?

YTTh T T

S'(z) = 2(560 — 10xz) = 0 , anulando queda 560 =

10z, x = 56,

T 56 E C
S'(z) + — es maximo 32
S) | N

Resultan las dimensiones x = 56,y = 70
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2.11. Problemas

1. Hallar las siguientes derivadas aplicando
la definicion:

a) y=3z>—lenzy=5

1
b —
)Y g

Solucion: a) 30, b) 1

c) y=vbhr —a%enxy=1

Solucion: 3/4

en rg =2

2. Hallar las siguientes derivadas:

) 322 — bx

a) Yy = ——

Y 1l—=x
1

b) 1y —

) y=——1

c) y=+v2zx+4
coS T

d) y=
sen

3. Hallar las siguientes derivadas aplicando
la definicion:

a) y=2*+3enzy="7

b) y=3z — 22 en my =5

3
c) y=r—

Solucion: a) 14, b) —17, ¢) 3/16

en rop=1

4. Hallar la siguiente derivada aplicando la
definicion:

y=V3r—2enx =4

5. Hallar las siguientes derivadas:

65:1371
a) y=—
b) y = cos(82? + 3x)
c) y=zlnz
d) y = ar tanz?

6. Hallar, si es posible, la siguiente derivada
aplicando la definicion:

y=|r+1enzy=—1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Obtener la ecuacién de la recta tangente
a la curva y = 2?2 — 4x en el punto de
abcisa x = 1. Representar graficamente.

Solucion: y +3 = —2(xz — 1)

Obtener las ecuaciones de las rectas tan-
(x+1)3

gente y normal a la curva y = 3
—x

en el punto de abcisa 2.

Solucion: tagte: 54x —y — 81 = 0, nor: y — 27 =

—1/54(z — 2)

La recta de ecuacion y = 6x + a es tan-
br — 1

br + 1)
punto (0, f(0)). Hallar a, b y la ecuacion

en el

gente a la curva f(z) =

de la normal.

Solucion: b= 3,a = 1, nor: z + 6y + 6 =0
Estudiar la derivabilidad de f(z) = |3z—
2|

Solucion: z = 2/3, pto anguloso

Estudiar la derivabilidad de f(z) = |23|
Solucion: der siempre

Estudiar la derivabilidad de y = |sen z|
en z = 0.

Solucion: z = km, pto anguloso

sen T

Estudiar la derivabilidad de y =

Solucion: z = 0, no derivable por no ser continua

Calcular la derivada de

1+z

y —_=

— ar tan x simplificando el

arctan

x
resultado al maximo. Interpretar el re-
sultado.

Solucion: f'(x) =0, y = w/4 constante

Estudiar la derivabilidad de f(z) =
e —1 st <0
senx st

O<zx
Solucién: es derivable
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16. Se considera la funcion f(x) = Solucion: U(—oo0, —Y3EVIT) \/5+2\/ﬁ7 - \/5;\/ﬁ)
2 - — -
A _|_2 SZ xSO U(*\/5_2\/?‘4’\/5_2\/?)‘m(+\/()_2\/ﬁ,+\/a_;\/ﬁ),
vVar+b si 0<z <2 Calcular a U(+\/5+\/ﬁ 00)
—Z 4 3 5 2<ux 7
2v2 V2 )
y b para que sea continua en todo R. jEs 24, Considere la funcién dada por
derivable la funcion resultante? x ,
si x#km,keZ
Solucion: a= -1, b= 4, derivable excepto en f(:E) - Sen.x .
1 st v=20
z = 0 pto anguloso
a) Estudiar la continuidad en x = 0.
17. Se suelta un globo esférico lleno de helio
& . ) ’ b) Determinar si la funcion es derivable
al ascender, el radio aumenta a razéon de i
. ) en xr = 0 y, en caso afirmativo, calcule
1 ¢m por minuto. Hallar la velocidad de £(0)
aumento del volumen. '
FATY o ; , . / _
Solucion: V' (t) = 4r R Solucion: es continua y derivable, f/(0) = 0
A — A3 2
18. Una escalera de 5 m esté apoyada en una 25. La curva de ecuacion y = 4a°+ax”+br+
pared formando un angulo de 60°, empie- ¢ corta al eje OY en el punto (0,-9) y
za a deslizarse, separandose el extremo tl'ene un extremo en el punto (1,1). Se
apoyado en el suelo de la pared a razon pide:
de 20 cm cada 3 segundos. ;{Cuando lle- 1. Encontrar a,b y c.
ara el extremo superior al suelo?
& P 2. Representar de forma aproximada di-
Soluciéon: z = xg + vt, © = 5cos 60 + %t, r=2>5 cha curva.
ara t = 37’5 s :
bata 7 Solucion: f(z) = 42 —182*+242—9, x = ;, T =
19. Expresar los intervalos (1316 crecimiento y 3 i2\/§7 Fl(2) = 122 — 360+ 24,0 — 1,0 = 2
decrecimiento: y = ——
Y (14 22?)
Solucion: crece (—o0,0) , decrece (0, 00)
20. Expresar los intervalos de crecimiento y
q i) 2? — 372+ 2
ecrecimiento: y = ————
V=90 5 +4
Solucion: decrece siempre 26. Dibujar una funcién que verifique: va-
21. Expresar los intervalos de crecimiento y le conétante'me?te -2 en (oo, _,5)’ tiene
22 una discontinuidad de 2 especie en -5,
decrecimiento: y = In 2w 1+ 1 presenta un méximo relativo que vale 4
o ) . o u .
Solucion: y — /1:2((51!,:11)>= decrece (~1/2,0) , crece en -3, una discontinuidad de 1% especie de
(0, 00) o salto infinito en -1, es infinitésimo por la
" izquierda en 0 y en este punto es disconti-
22. Hallar los intervalos de concavidad y con- nua evitable, tiene un punto de retroceso
vexidad: y = 2% — 222 + 2 — 1 en 1, en x = 4 las derivadas laterales son
Solucion: N(—o0,4/6 , U(4/6, 00) finitas de distinto signo y por fin tiende
a y = 4 como asintota por la derecha.
23. Hallar los intervalos de concavidad y con- En lo posible es derivable con derivada

. 2
vexidad: y = z2.e”*

continua (sin cambios de convexidad)
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27. Representar con regiones, cortes y asin- y= br? + 2z —3
22+ 6 ‘ (x+1)4
totas y =
(r —2)(x—3) i
28. Representar con regiones, cortes y asin-
z(z —1)(x —2)
totas y =

(z =3)(x —4)(x = 9)

29. Representar y = (22 — z)(z + 1)?

) -4 —2 \/ 4
Y = (o +1)(da? — 2 — 1)

A
2
2
x¢ —3r+ 2
. 32. Representar y = g9
B 3x? — 220 + 27
_9 ,‘1 h > v (‘/L.Q K 9)2
—1 .
30. Representar y = 2% — 422 4 2
y' = 622 — 8z ’
A
2
1 E
'1/ NS o
22 — 3z 33. Describir los puntos notables de la fun-
31. Representar y = m cion de grafica:
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INTEGRALES

3.1. Primitiva de una funcién

Integrar es lo contrario de derivar, 2z es la derivada de 22, el proceso contrario es:

2zdx = 2* + C', que se lee:

"la integral de 2x diferencial de x es 22 mas C”,

(C' es una constante cualquiera), a la integral se le llama primitiva.

En general:

Sea [ una funcion, la funciéon F' se dice primitiva de f cuando la /_\
derivada de F es f; es decir I’ = f. Por tanto: e Ft2
”F primitiva de f’equivale a ” f es derivada de F” 2

Por ejemplo: dada la funcién 2z una primitiva de ella es 22, también /\
es primitiva de ella 22 + 5. "

-1 1 2 3 4

Luego dada una primitiva cualquiera, suméandole cualquier cons-
tante se obtiene otra primitiva, se escribe:

/f(x)d:p =F(x)+C
Ejemplos
3
1. /x2dx _— +C
3
2. /7dx =Tr+C

4
3. /xgdx:x——i-C;

4
en general para integrar una potencia se suma una unidad al exponente y se divide por
:L,nJrl
el nuevo exponente [ x"dr = +C
n+1

2
4. /xdx:%—i-C

33
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8. /emd:p:em—FC

9. /cosxdx =senx +C

Propiedades Se deducen de las mismas propiedades de la derivadas.

1. /[f(x) + g(x)]dx = /f(x)dx + /g(x)dx; la integral de la suma es igual a la suma de

las integrales, es decir para integrar una suma se va integrando cada sumando.

1 5
Ejemplo / (x4 + —> dx = % +1In|z|+C
x

2. /ozf(:p)dx = a/f(x)dx; la integral de una constante por una funcion es igual a la

constante por la integral de la funcién, es decir los nimeros pueden entrar o salir en el

signo integral.

r 1 1
Ejemplo /%d:c = —/exd:c =—-e"4+C

% 2

3.2. Tabla de primitivas inmediatas

Son aquellas en las que el integrando es la derivada de una funciéon elemental.

n+1
z"dx =

y se divide por el nuevo exponente.

1
/ —dzx = In|z| + C "logaritmica”
T

aCE
/ a*dr = + C "exponencial”
Ina

en particular: /exdx =e" 4+ C

“trigonométricas’
fsenxdx = —cosz+C
fcosxdx =senx + C

] +C'si n # —1; para integrar una potencia se suma una unidad al exponente

d
/ L =tanx +C

cos? x

/ du = —cotz + C

sen? x

“trigonométricas inversas’:

dx
i
dx

/1+ 5 =arctanx + C
T

=arcsenx + C
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Las demostraciones son inmediatas, basta derivar los segundos miembros.
Ejemplos

L. /(3x2—8x+1)dx::c3—4x2+x+0

dr =2 z = 2arsenx + C

[\)

2 1
) R —d
/\/1—332 /\/1—952
1 1 1 1
. — dx = - de = = t C
3 /3<x2+1)dx 3/x2+1 T 3arc anx -+

4. /5cosxdx =hsenz + C

32?
5. [ 3%de = C
/ T =3

3.3. Integraciéon de funciones compuestas

Cuando la variable no es es solo 2", sino una funcién hay que recordar que al derivar se
anadia multiplicando la derivada de la funcién interior. Ahora hay que hacer el proceso al revés:
ha de estar en el integrando la derivada de lo de "dentro”.

nota: la logaritmica se reconoce porque en la fracciéon arriba esté la derivada de lo de abajo.

Ejemplos

1. /(595—2)30395: L (oo —2)"

— N3y = 22 T
/5(595 )’dx A +C

[Sa

o

1 1
/sen(Qx +3)dx = 5 /2 sen(2z + 3)dx = —3 cos(2x +3) +C

T 1 T 1 T
: /Sen(2$+§)d:ﬂ:§/QSen<2x+§)d:ﬂ:—écos<2x+§)+C’

1
/ de =Inlz —-1|+C

r—1

w

W

1 1 3 1
do == [ —2 dr = -3z +1|+C
31" 3/3x+1 v =3Bz +1]+

1 1
68x+2dx — g /868x+2dx — §68$+2 + C

1 1
7. /x.erd:c = 5/295.6“2613: = 5612 +C

&

1 1
sen(bz 4+ 4)dx = R /5 sen(bx + 4)dr = ~F cos(br +4) +C
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2
9. /senx. cosxd:c:/(senx)l.cosxdx = ser; i
7 7 -3 7
10. = —— = ——1nl4 —
0 /4_333(13: 3/4_3xdx 3n| 3z|+C

1 (22 4 3)1/2

T 1
11. " dr = 2 120, — _/ ) 2 -1/2g,. — -\ T2 /2
/ x2+3dx /x(:c +3) " 2dx 5 (2x)(z°+3)"/“dx SRV Va? 4+ 3+
C

T 1 2 1
12. de = = de = -In(z*+3)+C
/x2+3x 2/952—1—33: 2n(x+ )+

1
1 1 1 73
13. / dx:—/ dezﬁ/%dxzﬁarctani—i-C
2243 3 1+ % 3 1 (= 3 V3
V3

8x” 362° 5Hdz?
14. /(2952—1—3)30395:/(8x6+36x4+54x2+27)dx:%—i— ; + 3:]6 +27x+C
1 1
15. /xerdx = —/23:6“20395 — e 4
2 2
16. /sen:pdx: logaritmica = —/ O gy = —In|cosz| +C
Cos T COS T
sen cos 1
17. / dr = /senx. cos 2 xdr = —/—senx. cos > xdr = = +C
cos? x 2 2cos?x
1 1 tan?
/sen:cdx:/senx d:pz/tanx dr = an x+C’
cos3 x CcoS T cos? x cos? x 2
18/ d 1/ .y Lz +1]+C
) —  aW 2 r=—In|lnz
2e(Inx+1) 2 ) lnx+1 2

3.4. Integraciéon por partes

La formula de integracion por partes se deduce de la derivada de un producto de funciones:

(u.v)" = v .v4u.v" .Considerando el diferencial (u.v)'dz = v’ .vdz+u.v'dx ; como el diferencial
es el producto de la derivada por dzx se tiene: d(u.v) = vdu+udv despejando udv = d(u.v) —vdu;
integrando: [ udv = [ d(u.v) — [vdu queda:

/udvzu.v—/vdu

Suele ser el método adecuado cuando al descomponer el integrando la parte que se deriva se

simplifica, por ejemplo en logaritmos, arctan, etc.
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Ejemplos

1 /:L,€3m—1dx_ u=2z du=dx B
| | dv=e€¥"lda, v= [y = 5 [3e3 " Hdx = 6335371 B

3x—1 1 1
%e?’m—l _ / € . doe — %6395—1 _ §/Se3m_1da¢ _ %6395—1 _ §€395—1 LC

2./lnxdx:{u Iz du="7 }:xlnx—/x—x:xlnx—x+0
x

dv=dxr v=u=x

1 = pu
3. /x L /(x%—l)e_””dx = { u=atl du=dr _ } = —($+1)6_x_/ —e tdr =
ev v

dv=e%dx v=—e¢
—(r+1)e®—e*+C

dv=¢e*dx v=2¢€*

_ 2 _ ) _
4./xze“dx:{u_x du-2xdw}:xzex_/Qxexdx:{U—Qx du = 2dz

r2e® — {2;1;@“ — /Qexdx] = 226" — 2ze” + 2" + C

dv =e*dx v=2¢€*

}:

9 u=cosr du= —senxdx 9
5. cos” xzdx = =cosz.senz+ | sen” xdx = cosx.sen -+

dv =coszdxr v =senx
/(1 — cos® r)dx = cosw.senx + x — /cos2 xdr =1

cosx.senx +x

2l =cosx.senx +x; I = 5 +C

dv=senzr v=—coszx

— ¢ du = e*d
6. /e“”.senxdx:{ v=e 'EW }:—ex.cosx—k/em.cosxdx:

dv=cosx v=senx

_ (senx — cos x) Lo

u=-e" du=e"dr . . -
= —¢e.cosx+e’.senx — [ e’.senxdx =1
7 e
2

3.5. Integraciéon por descomposicién

Consiste en descomponer la integral dada en suma de integrales.

Ejemplos
1 -z , / L 4 +/ 4 +V1—224+C
| Y—=dr = | ——=dx ———dxr =arsenx —x
V1—2a? V1—2a? V1—a?
2.1

1
/taandx:/( 5 —1)dx:tanx—x+0
cos? x

. . . polinomio
Integracion de funciones racionales. Son de la forma ————

polinomio

1
cos? x

ISe utiliza la formula de trigonometria: 1 4 tan?z =
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T+ 3 2r — 5

+3 1 = 11
/x de =4 —z+2 : :/(§+2x2—5> d:c:§+zln\2:c—5\+0

dividiendo:
3r2 —2 25 3x?
4. / i_g dl‘:Cociente_Bx—}—Q:/(3$+9+x_3) dr = %+9[E+251H|ZL‘—3|+C
resto = 25

r—1 1 6z — 6 1
5ot dr= [ dr =3 —6a+ T+ C
/3x2—6x—|—7 v 6/3952—633—1—7 7= gl = Gl

241 —1
6. /de: dividiend0:/ 1+L der =1
2 — 3z +2 x?2 — 3z +2

primero vamos a ver si se puede descomponer en factores el denominador; raices del
denominador x = 1, x = 2 ; reales simples; la descomposicion es:

3r—1 3z —1 A N B Alx—-2)+ Bz —-1)
22 -3r+2 (z-D@-2) -1 -2  (z—1)(z-2)
Ay B los obtenemos identificando numeradores 3z — 1 = A(z — 2) + B(z — 1) que para

r=1da2=—Ayparaz=2dab= B luego

—2 5
I = l+ —+——|de=x—-2Lx—1|+5Ljz-2|+C
r—1 x-—2

1
7. / T =1 descomponiendo el denominador (z? —2z+1) = (r—1)? raiz z = 1

22 —2r+1
doble

r+1  z+1 A N B A+ B(r-1)
2—2r4+1 (z—12 (z—-12 -1  (z—1)?

identificando numeradores:

paraz=1: 2=A A=2 )
1=A+ B(x —1); tit d
T+ + B(x )’{parax:O: l—2_B B=1 sustituyendo
2 1 —2
I= dr = ——+Inlxr—1]+C
/((x—1)2+x—1) * x_1+n|x [+
Tx+4 el denominador no se Tx
8 /9x2+4 * puede descomponer /9x2+4 x+/9x2+4 v

Hacemos aparte cada una

Tx 7 18z 7
| ] o e— = — _— et —1 2 4
/9x2+4dx 8 ) oz gt = gl +4

4 4 2 3 2 3
-/ dx:/g 4 dx:—/+d:c:—artan—x
02% +4 22+10 7 3) (B)fv1 3 2

7 2 3
la integral final resulta E In |92 + 4| + 307 tan ; +C

D R
2Aplicamos que en una divisiéon 7 C+ Pl
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dx = [ raices z =
x2 —2x + 2 2

descomponer, se empieza buscando el logaritmo, primero el coeficiente de x multiplicando

, imaginarias; el denominador no se puede

9'/ x ) C2+£4-8

y dividiendo por 2:

1 2z 1 20 — 242 se separa In y se 1 20 — 2
I=- | ——do== | —doe =" . =— [ ——dx+
2 ) 22 —2x+2 2) x2—2x+2 simplifica 2 ) 22 —2x+2

1/ 2 do = 11 2% — 2 +2|+/ ! d
— | ————dr=—Inl|z* — 2z ——dr =
2 ) x2—2x+2 2 x? —2x + 2

Para hacer esta tultima construimos el cuadrado en el denominador:
2?22 =(r—1)—1;luego 2> =22+ 2= (z - 1)> =14+ 2 = (z — 1)* + 1 resulta:
1 1 1
“In|z? =22 +2 +/—da:: —In|a? — 2z + 2| +artan(z — 1) + C
2 | | (x—1)2+1 2 | | ( )
En resumen: Integraciéon de funciones racionales por descomposiciéon
1) Se divide si procede.
2) Se hallan las raices del denominador y se descompone éste en factores.
3) Se descompone el integrando en suma de fracciones.
a) las raices reales simples dan neperiano

b) las raices reales multiples dan neperiano y potencia(s)

c) las raices imaginarias simples dan neperiano y ar tan.

4) Si no se quiere utilizar el método general visto se puede usar la férmula:
dx 1 |
- = — |n
2 —a?  2a

3.6. Primitivas por cambio de variable

T —a
r+a

+C

Ejemplos

1. Para vaz + b se hace el cambio vaxr +b=1

VItor =t 1420=12 g==t-1 21\
. 2V/1 + 2zdx = ’ ’ 2 :/ ttdt=
/ TNVIT ST =0 e — otdt: du = tdt

1 1 1 1

— [ (-1 2t2dt:—/t4—2t2 1t2dt:—/t6—2t4 A\t = = [ 22
4/( ) 1 2 | EH)di =1l 7 =5+ 3
1 1

55 V(L 20)7 = /(14 20)° \/HTJrC

VT dx:{\/% t; x=t }_ L%dt::/ £

11—z dx = 2tdt 1—¢ 1—t
(242 —t+1 )
-2t + 2t —2t —2 5
] o :/( 2t—2+ﬁ)dt:
—2t + 2
\ / + 2 )

:-2--215- /—dt 22 —2In[l—t| = -z —2y/z —2In|1 — VZ| + C
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2. Para racional en e® se hace el cambio e* =t

et =1t

2x+1 .t2 dt 4
/e de = e"de=dt; de=2% :/e .—ze/(l——)dt:
1t e . . Attt A+t

:€2$~€:

e(t—4ln|t+4]) =e(e® —4In|e” +4|) +C

3. Para racional en Inx se hace el cambio lnxz = ¢

6In*z —2Inx +1 Inzx =t 6t — 2t + 1 10  43/3
/ c(Blnx +4) {%:dt} / 3t + 4 /( 3+3t+4)

10 43 10 43
t2—§t+§ln|3t+4| zlnzx—glnx+§ln\31nx+4\+0

4./mdx:{x:asent }:a2/0032tdt:a2COStsent+t:

dx = acostdt 2
a

1 2 1
§a2 ( 1— (f) .f + ar sen f) =3 (\/@2 — 22.2 + a®ar sen f) +C
a a a

Funciones racionales en seno y coseno

Algunos cambios que las transforman en racionales son:

impar en sen x cambio: cosz =t

impar en cosz cambio: senx =t

También conviene a veces aplicar formulas trigonométricas por ejemplo: sen? z4cos? z = 1

=1
5. 2psen’adr =4 :/—t21—t2 dt:/—t2 t4)dt =
/cosxsen:c:c {—senxd:c:dt ( ) (=t +1t%)

—cos®x  cos?x

C

3 + 5 +

) cost =t 2
t 1/2 1/2
6'/cosxdx: —senzdr = dt:  dx — —% :/ dt:/<_1+L+L)dt:

—senxr cos233d 12 e 1_t2 1=t 1+t

—senzx x:sengxdt

1 1 1 1
—t—§ln|1—t|+§1n|1+t|:—cosx—§1n|1—cosx|+§1n|1—|—cosx|+0

1
7. /((3052 x — sen’ x)dr = /COS 2xdr = 5 sen 20+ C
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3.7. Nocién de integral definida

Sea y = f(x) continua en [a, b]

dividimos el intervalo [a,b] en n partes iguales, mediante los
puntos a = 9 < 1 < ... < x, = b, obtenemos pues n
subintervalos [x;_1,z;], coni=1,2,...n

Consideremos ¢; € [x;_1,2;]. Entonces f(¢;)(x; — z;_1) es el /
area del rectangulo de base el intervalo [z;_1, xi| y altura f(c;)

La integral definida entre a y b de f(z) es el limite de la suma
de las areas de los rectangulos asi construidos:

@)
/ f)de = gggo e (@ — 20) + flex)(@s — m) + ... +
(cn)(xy—xp1)] = nlg&Zf ¢i)(x;—mxi_q) con ¢; € |1, 4

a, b se llaman limites de integracion.

El segundo miembro es una suma "infinita’de areas de rectan-
ulos.

g f()

Graficamente la integral es el area limitada por la curva

y = f(z) y el eje OX entre las abcisas a y b.

nota: (salvo el signo pues f(x) puede ser negativa). / "

Consecuencias Se verifican las siguientes propiedades a partir del concepto de integral defi-
nida.

b c b
L. / f(z)dz = / f(z)dx + / f(z)dz, se puede descomponer el intervalo de integracion

en subintervalos.
a C b

b a
2. / f(x)dx = —/ f(x)dx , si se intercambian los limites, la integral cambia de signo.
b

3. Monotonia de la integral:
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b b
Si f(xz) < g(x) en [a,b]. Entonces: / f(z)dx < / g(x)dx
3.8. Funcioén integral definida.

Cuando f(x) es integrable en [a, b], la funcion \\—/
z i f(@)
S(x) = / f(t)dt, = € [a,b] , se llama funcién integral definida P :

de f(x) en [a, b].
S(x) es el area bajo la curva desde a hasta x

3.9. Teorema Fundamental del Calculo Integral

Sea f(z) continua en [a,b]. La funcion integral definida: S(z) = / f(t)dt, x € [a,b] es

primitiva de f(x) en el intervalo [a, b].

Tt—1
Ejemplo Hallar el punto del intervalo [0, 2] en el que la funcion f(x) = / e dt alcanza
0
su valor minimo.
1
-1
La derivada es: f'(z) = ij 5 Y — + se alcanza el minimo en z = 1
x
o N /!

3.10. Regla de Barrow

La definicion dada no es 1til en la practica, la Regla de Barrow relaciona la integral definida
con el calculo de primitivas, y permite a partir de ellas hallar el valor de las integrales definidas.

a

/ f(x)de = [F(2)]” = F(b) — F(a)|, con F(z) primitiva de f(x)

La demostracion se deduce de que la funciéon integral definida y otra primitiva se diferencian
en una constante.

Ejemplos
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0
2. Calcular / f(z)dz siendo
—2m

senr st < -—m

flx)=9 2+1 si —7<2<0
2
% si 0<x
0 - 0 T
/ f(x)dx = / senxdr + / (— + 1) dx :/\/
—27 —or g \TC
z2 0 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1
[—cosz| 5+ {2— + x} = —cos(—m) + cos(—27) + 5
T —
72 Y,
0— <2——7r) =1+14n/2=2+7/2
7T

3.11. Aplicaciéon de la integral definida al calculo de areas

Area encerrada entre la curva y el eje OX: Es necesario conocer el comportamiento del
signo de la funcion en el intervalo de integracion. (El regionamiento de la funcién).

Ejemplos

1. Hallar el 4rea encerrada por y = 22 — 3 y el eje de abcisas

V3 23 V3
/ (2? — 3)dzx = [— — 33:} = —4V/3 S =4V3u?
_\/5 3 7\/5

también, como es simétrica podiamos haber hallado S = 2.5; con ~v3 V3
S, area entre 0y v/3.
2. Hallar el area encerrada por y = senz, el eje de abcisas y las rectas ¢ = —m,z = 7/4.
S=5 J— So
Sy / senzdr = [—cosz]’ = —cos0 + cos(—7) =
DS
w/4 . T
Sy = / senzdr = [— cosx]g/ = —cos + cos0 = .
0 3
——— +1
5 +
2
S=3- g u?

Area encerrada por dos curvas: Sean f y g las curvas: si f > ¢ en el intervalo de integra-
cién, entonces el area viene dada directamente por la integral de f — g.

Si no dan los intervalos de integracion se hallan los puntos de corte entre las curvas. Si son
dos puntos se hace la integral de f — g y luego se toma el valor absoluto.

1. Hallar el area limitada por f:y =22 -5, ¢g:y =3 — 2°
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Igualamos las funciones para hallar los puntos de corte:

3—a22=22-5; 222 —8=0se cortan en x = +2,
g=f )

522/02[3 2% —(2? —5)]dx—2/02(8—2x2)d:p

2. Hallar el area encerrada por las curvas f(z) = 2% — 1,
Hay tres puntos de corte x = -1, x =1, =2
gz)=a*—a*—x+1, S=5+9
S1 = area encerradalpor fygentre —1y1

1
Slz/g—f: (2% — 22% — x + 2)dz =
-1 -1

[21/4 — 20%/3 — 2% )2+ 22]" = 1/4—2/3-1/2+2) —
(1/4+2/3—1/2—2) =8/3

S, = area encerrada por f y g entre 1y 2

2 2
52:/f—g:/(—x3+2x2+x—2)dx:
1 1

p
/\

(r+1)(x—1)2

[—2/4+22%/3 4+ 22/2 — 22]" = 5/12
37
lta S = = u?
Resulta S B U

\ﬁ
h

[
[V

3. Area encerrada por x = y* — 2y ; y la recta que pasa por los puntos (—1, 1), (5, —2)

En este caso nos interesa integrar con respecto al eje de ordenadas,

intercambian sus papeles x e y:

1 -1
lalrectaesa'gc%L :y—3. =—2y+1
Los puntos de corte con la parabola son, igualando: y? — 2y
—2y+1;, y==1

llamamos: recta g(y), parabola f(y)
17 4
/g f= / (1—y [y—ﬂ =g
— 2o Y—Yo

1
a 12 €z
ecuacion de la recta en el plano =
T1 — o Y1 — Yo

4. Hallar el area que encierra la curva y = 5x — x?
x = 3y el eje de abcisas.

Dibujamos la pardbola con los puntos de corte
=

_5 ,

El vértice estd en x = 2’5 1
T =

El area buscada es = area de tridngulo — &area entre la 2
parabola y el eje OX. !

, su recta tangente en el punto de abcisa
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_ Yo=f(3)=5-3-3=6
Recta tangente y—yo = m(x—x) { m=f3); f(z)=5-22; f(3)=5-2-3=-1
y—6=—1(zx—3)

Punto de corte de la tangente con el eje OX esy=0; 0—-6=—-2x+3; =9

Area del triangulo: la altura: f(3) = 6, la altura es 6, la base 9 — 3 = 6,

. 6-6
Area del triangulo = - = 18

Area entre la parabola y el eje OX:

5 2 375
522w 125 125 [45 27] 22
5 —2d: _— = - — | — — — | = —
jé (bz —a7)de { 2 3}3 2 3 [2 3} 3

_ 22 32
Area buscada: 18 — 3 = §u2
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3.12. Problemas
9 lnx
1. [ 2(1—=2%)dz = 13.
Solucion: —3(1 —2%)% + C Solucion: 1“2 L4+ C
2. /:Ucos 2?dr = 14. /ar tan zdx
Solucion: %Sen 22+ C Solucion:z.artanz — 1/2.In(1 + 2?) + C
3. /(2£U + D)Va? + zde = 15. /x sen 3zdx
c. . —xCcos3x sen 3x
Solucion: 24/(z? + z)3 + C Solucion: =#55% 4 5555 4- ¢
4 / 2¢e” du 16. /sen2 xdx
e* —1
Solucion: 21n |e* — 1| + C Solucién:w +C
Ssen r
5. [ Zdu 17. / dz
er e’
Solucién: 7(1 + 1)/ex +C Solucién: —€i7w<5(%1;,’l?+(7()5 x) +C
r—1 3x 47
6. ——dx
/ 322 — 6z — 24 18 [ 1= 6:cdx
SOthiéIlZ 1/6 In |31132 — 6x — 24‘ + C Solu(non T — 5 hl |1 — 6‘L| —+ C
222 — 3x 2 —5x
7. ——dx 19. ———dx
/ 2x —5 /2x2—3x—|—1
Solucion: #?/2 +z +5/2.1n |2z — 5| + C Solucion:—3In |z — 1|+ 1/2.In 22 — 1| + C
2 1
g / 44z 20, / _dx
(r—2)(1—x) -z
Solucion: —x — 12In|z — 2| +5In|l — 2|+ C Solucion:
3r_5 —iln[l—z|+im[l+z[+C
0. / S0,
62% — 1 3z —5
. 21. ——dx
Solucién: 622+ 1
3_12\/6.111\\/633—1\—&—3+1Z\/6.ln|\/6x+1|+0 Solucién: In |62 + 1| — artan(\/gx) +C
22 L d
3z + 2 “f cosz T
(62 +1) Solucion: — [In(senx + 1) — In(senz — 1)] + C
Solucion: 75.6;_1 + 5.6z + 1|+ C 2
3dx
2e*d 23.
11./; x1 /ex_l
e Solucion:3(In|e* — 1| — Ine®) + C
Solucion: 2ar tane” + C
241
12. /2 — 8senx. cosxdr 24. / 202 — 1271 + 18dz

Solucion:2z + 4 cos? x 4+ C

x 5
Solucion: = — —— +3lnjz-3|+C
2 z-3
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

/ sen(Inz))dz

Solucion: g(sen(ln x) —cos(lnx)) + C

/x2 e*dx

Solucion: z2e® — 2ze® + 2e% + C

/ (x — 2) cos zdx

Solucion: (x — 2)senx + cosx + C

/x cos(3z + 1)dz

Solucion: % sen(3z 4+ 1) + % cos(3z +1)C
2
/(37 + 3x) Inzdz

» x> 322 x> 322
Solucién: <§ + 7) Inx — 91 +C

cos® xdx

—

., on o
Solucién:sen x — % +C

6x + 8 .
24+ 2x+5

Solucién:3 In(z? 4 2z 4+ 5) + ar tan £ + C

—

/6
cos(3z + m)dx

S~

1
Solucién: ——
olucién 3

1
2
ze® dx

S—

A € —
Solucién:

w/4
sen x cos xdx

S—

Solucion:1/4

/3 dx
, 22 —1

Solucion:0'203

w/2
x.sen z2dx

S~

Solucion:1/2

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

P VT +1
4 Vr+2

Solucion:2 (# + 2 log (v/x + 2)) =389

dx

Determinar a y b para que sea continua
la siguiente funcién:

204+a st ox<-—1
fle)=9¢ ar+b si —1<z<0
32242 si O0<zx
2
ycalcular/ f(z)dz
0

Solucion:a = 2, b = 2, integral = 12

Determinar la altura de un rectangulo de
base 2 cuya érea coincide con la determi-
nada por la curva y = 32% y las rectas
y=0z=12=3

Solucién:h = 13

Encontrar las abcisas de los posibles ma-
ximos y minimos de la funcion f: R —

: T2 -1
R definida por F(x) = —dt.
0

tt+1

Solucién: —1 max., 1 min.

1
Representar f(z) =z —3+ Y cal-
x —

1
cular f(z)dx

~1
Solucion:—6 — In 3
Hallar el area comprendida entre la curva
y =12 — 622+ 8z y el eje OX.

Solucion:8u?

Mediante una integral por partes calcular
0
I= / In(x +2)dz. Representar grafica-

1
mente la parte del plano cuya éarea estéa
representada por la integral 1.

Solucién:2In2 — 1
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2
r° + 3 Solucion: 1 u?
44. Razonar que f(r) = ———— se '
sonar que f(z) = e
puede ngc:l_bér en la forma f(z) = 51. Hallar el area de la region limitada por la
22 5016 siendo m,n,p nameros funciéon y = Inx y las rectas y = 0,y =
reales. Calcular una primitiva de f y el 1L, =0
a‘rea hmltz‘auda por la curva y = f(z), el Solucion: zlnz — . ¢ — 1
eje de abcisas y las rectas x =4, x = 6.
Solucion: a) f(x) = 14+ 222 b) x4+ 12In[z— 52, Sean f y g funciones integrables en [a, b]
3| —7ln|z —2|c) 2+ 12In3 — 7In4 + 7In?2 y tales que f(z) < g¢g(z) para todo
b
45. Determinar el area limitada por la para- x € [a,b]. Demostrar que / f(x)dz <
bola y* — 22 = 0 y la recta que pasa por b ¢
los puntos (0,0), (1,—1). / g(x)dx
0 @
Solucion: / (—y —y*/2)dy = 2 L cos
-2 3 Demostrar que se verifica / 1 dx <
x
46. Dadas las funciones f(z) = 1/(2 + z?), In?2 0
g(x) = x?/3; representarlas graficamente 1 cos 2 1
. ., Solucion: ¢) / dx < / dr =1n2
y calcular el area de la region del plano Jo 1+ Jo 1+
delimitada por ellas.
. 1 2 53. Hallar el area que encierra la curva y =
Solucién: v/2ar tan N 2% — 3z, su recta tangente en el punto de
47. Determinar el area de la regiéon acotada abcisa z = 2 y el eje de abcisas.
delimitada por la grafica de la funcion Solucion: 5/6
f(z) = 2%.Inz, su tangente en el punto
de abcisa e y el eje OX. 54. Se define la funcion f(z) = z — —. Se
Solucién: 5131?3—2“2 pide: !
48. Determinar el area limitada por la para- a) Determinar k para que la funcion ten-
bola y = 3z — z? y la recta normal a ella ga un maximo para r = —1
por el puntogaiebiisa 3. b) Hallar el area que encierra con el eje
Solucion: 5 OXentrex=2yax=4
49. Area comprendida entre x = 4 — 3% y el Solucion: 6'69u2
eje OY.
Solucion: 32/3u2 55. };z;lli%el area que encierra la curva y =
o con el eje OX entre z = 2 y
50. Hallar el area de la region limitada por la 3z —1—412
xr =

funcion y = x.e” y las rectas y = 0,x =
1.

Solucion: 0’11u?



Tema 4

ESPACIO VECTORIAL R3. MATRICES.

4.1. Espacio vectorial de los vectores libres del espacio

/

Consideremos R? conjunto de ternas ordenadas de niimeros reales
por ejemplo (3,2,0), se les llama vectores, en general representare-

...................

mos estos elementos por:

a = (ay,a9,a3), con a; € R

Se representan en el espacio dotado de un sistema de coordenadas

oOXYZ.

4.2. Operaciones con vectores

Suma de vectores: se suman componente a componente,

—

dados: @ = (ay, a9, as),b = (b1, by, b3),
64—52 (a1+bl,a2+bg,a3+bg)

Graficamente: diagonal del paralelogramo, o uno a continuacién del
otro

Propiedades de la suma:

asociativa: @+ (b+ &) = (@+b) + ¢

conmutativa: @+ b= b+ a@

elemento neutro: (vector nulo) 0 = (0,0,0)

elemento simétrico (vector opuesto): —a = (—ay, —ag, —ag) con @,b, ¢ de R?

49
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Para restar dos vectores:
a) Se suma el opuesto
b) Otra diagonal del paralelogra-

mo

Producto de un escalar por un vector: se multiplica cada
componente sean: « € R, d = (ay, as, az)

a.d = (aay, aay, cag)

Gréaficamente: se lleva el vector @ "o veces, se obtiene un vector

QL
N
e
AT

\

de igual direcciéon, con el mismo sentido si « es positivo y sentido
contrario si « es negativo.

Propiedades del producto de un escalar por un vector:

pseudoasociativa («.f).d = a.(5.d)

a

producto por la unidad 1.a

distributiva respecto de la suma de escalares (o + ).d = a.d + 5.d

—

distributiva respecto de la suma de vectores a.(d@ + b) = a.d + ab

con @,b, de R®y con a, 3, de R.

El conjunto R? con la suma, el producto por escalar y las propiedades que verifican tiene
estructura de espacio vectorial, abreviadamente: (R3,+,.R) e. v.

Analogamente (R™, +,.R) es el e.v. de las n-tuplas de nimeros reales, @ = (aq, as, ..., ay).

4.3. Dependencia lineal

Combinacién lineal de unos vectores dados es toda suma de esos vectores multiplicados
por escalares.

Ejemplos
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= Dados los vectores @ = (3,—2,1), b = (5,1,6), ¢ =
(2,4, —1) La expresion siguiente es una combinacion lineal,
7 ¢.l.” de ellos.

2 +b—30=2(3,-2,1)4(5,1,6) —3(2,4, —1) = (5, —15,11)

= Comprobar si el vector § = (—2,0,6) es combinacion lineal AN
de los vectores:
7= (1,0,2),% = (4,0, —2)
§ = at + fw: NIB
(—=2,0,6) = a(1,0,2) + (4,0, —2) separando coordenadas
Y
—2=a+140 s
0=0 a=20=-1 X v
6 =2a— 20

luego § =20 — w

por tanto si un vector es combinacién lineal de otros dos esta
en el mismo plano que ellos.

Conjunto de vectores linealmente dependiente Un conjunto de vectores es linealmente
dependiente (abreviadamente 1.d.) si ALGUNO de ellos se puede escribir como combinacion
lineal de los otros.

Ejemplo Dos vectores que tienen igual direccion son l.d. pues uno de ellos es igual al otro
multiplicado por un nimero.

Esto se traduce en que sus coordenadas son proporcionales:

-3 2 -4 —10
U= (2,—4,—-10),w = (-3,6,15), W= 717 y las coordenadas: 5= % - 15

Conjunto de vectores linealmente independiente Un conjunto de vectores es linealmen-
te independiente (abreviadamente 1.i.) si NINGUNO de ellos se puede escribir como combinacion
lineal de los otros.

Base del espacio vectorial * de los vectores del espacio Una base del espacio vectorial
R3? esta formada por tres vectores linealmente independientes.

En general base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores l.i. tal que todo vector
del e.v. se puede escribir como combinacién lineal de ellos.

Dados tres vectores que forman base, todo vector de R? se puede escribir como c.l. de ellos.

A los coeficientes de los vectores en su expresion como c.l. de ellos se les llama coordenadas
de ese vector en esa base.
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Ejemplo Dada la base formada por los vectores @, 0, de R3, si & = 24 + 3¢ — 0, entonces
el vector ¥ tiene de coordenadas 2, 3 y —1 en la base formada por esos vectores.

Subespacio vectorial o variedad lineal engendrado por 1 o 2 vectores es el conjunto de sus
combinaciones lineales. En el primer caso son los vectores que estan en la misma recta que el
vector dado y en el segundo son los vectores que estan en el mismo plano que los vectores dados.

4.4. Matriz

ayy Qe ... Qg
Matriz de orden m x n es un cuadro formado por m filas )T ™
y n columnas de ntimeros reales.
Am1l Am2 - Qmn
0 012 30
1 201 10
Ejemplo | 2 -5 2 2 —2 1 | es una matriz 5 X 6
0 120 01
1 321 11
Observaciones

1. En un elemento de una matriz el subindice primero indica su fila y el segundo su columna,
api es el elemento de la fila h, columna k.

2. Se llama diagonal principal a la formada por los elementos a;;.

3. Se llama matriz fila si esta formada por una sola fila (3,-2,0)

Se llama matriz columna si estd formada por una sola columna.

-3 01 2 30

0011 0 2

4. Llamaremos matriz triangular a aquella cu- 00 2 2 2 1
1 t debajo de la di 1 prin- -

yos elementos por debajo de la diagonal prin 0O 0 0 2 01

cipal son 0

5. Matriz cuadrada es la que tiene igual namero de filas que de columnas.

6. Matriz traspuesta de una dada A, es la matriz A’ obtenida cambiando filas por columnas,
para obtenerla se escribe la 1% fila como 1* columna, la 2¢ fila como 2% columna, etc:

1 2
12 30 9 (1J 5
A=1 01 10 A =
2 2 -2 1 oLz
N 3x4 00 1
4x3
4.5. Operaciones con matrices

1) Suma: para sumar dos matrices del mismo r 2 4 =5 5 =3
orden se suman los elementos correspondien- 6 -4 |+ 2 -1 |=|8 =5
tes 8 —6 0 -7 8§ —13
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12 -3 —6
2) Producto por escalar: se multiplican to- (3) o) s
dos los elementos por el nimero : oo = o

3) Producto de matrices: dos matrices son multiplicables si el nimero de columnas de la
primera es igual al nimero de filas de la segunda. El producto de una matriz de orden m x n
por una matriz de orden n X p es una matriz de orden m X p, en la que el elemento del lugar
17 se obtiene operando la fila ¢ de la 1* matriz con la columna j de la 2* matriz.

Ejemplo

1 2

(2 1 _1) R
03 0 /4 2 =522/,,

2-0+1-14+(-1)-2 2:04+1-24(=1)-(=5) 2:-14+1-0+(-1)-2 2-2+1-1+(-1)-2
0-0+3-1+0-2 0-04+3-240-(=5) 0-1+3-0+0-2 0-24+3-1+0-2

N ( -1 7 0 3 )
3603/,,
Se verifican las propiedades y consecuencias de facil comprobacion:

1. Asociativa A.(B.C') = (A.B).C

observacion El producto no es conmutativo, tampoco entre matrices cuadradas.

07 00\ (70 0 0 07\ (00
00/)'\10/) \00 1o/°\oo/) \o7
2. Se llama matriz unidad o identidad a aquella cuyos ele-
mentos de la diagonal principal son 1 y los restantes 0.

S = O
_ o O

1
Al multiplicar una matriz por la matriz unidad se obtie- Is=1| O
ne la misma matriz, es el neutro para el producto cuando 0
se puede hacer éste.

3. Es distributivo respecto de la suma de matrices. A.(B+C) = A.B+ A.C

4. La traspuesta del producto es el producto de las traspuestas cambiadas de orden (A.B)" =

B A

Ejemplo Hallar la matriz A en la siguiente ecuacion matricial 3A — C'B’ = DI, siendo

3 1

B 2 -1 o 2 -1 D 5 2 1 —1
6 0 3 0 -2 03 O
0 —1

1

55 12 1 10 7 13 0
CB = . DI,=D D+CB =
<96180)’ ! * (76210>

):
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([ 10/3 7/3 13/3 0
A‘( 7/3 2 70)

4.6. Determinante de una matriz cuadrada

nota previa : Recordemos lo referente a permutaciones

Dado el conjunto {1,2,3,..n}, se llama permutacion de sus n elementos a toda posible
ordenacion de los n elementos.

ejemplo: Dado {1,2,3,4,5} una permutacion es: 23514.

Dada una permutacion diremos que dos elementos forman inversion si estdn en distinto
orden que el inicial. En el ejemplo estdn en inversion 2y 1,3y 1, 5y 1, 5 y 4. El nimero total
de inversiones se obtiene comparando cada elemento con todos los que le siguen, en el ejemplo
hay 4 inversiones.

Determinante de una matriz cuadrada A |, que se representa |A|, es la suma algebraica
de todos los productos obtenidos tomando un elemento de cada fila y columna, con signo mas
si el niimero total de inversiones de las permutaciones de los subindices fila y columna es par,
y menos en el otro caso.

Si vamos tomando el primer factor de la primera fila, el 2° de la 2%, etc, s6lo tendremos que
tener en cuenta la permutaciéon de los subindices columna.

. aix aig
Determinante de orden 2: = Q11092 — Q12091

a1 Q22

Determinante de orden 3. Regla de Sarrus:
a1; Q12 Qi3
ao1 A2 A923 = (11022033 + Q12023031 + Q1302132 — A13A22031 — G12021A33 — G11A23032

31 Q32 Ga33

Ejemplos Calcular:

1 _3 2 =25 1 2 3 1 2 3
‘ P ‘ = —1; -3 4 0 |=-103; 4 5 6|=0; 5 7 11 | =
6 -1 1 7 89 13 14 19

4.7. Propiedades de los determinantes

1. El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta.

Resulta de que al cambiar filas por columnas los sumandos del determinante son los
mismos y con igual signo por la definicion.

Como consecuencia de esta propiedad son ciertas para columnas todas las propiedades
para filas que siguen.
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2. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la
diagonal principal.

Esto se deduce de la definiciéon pues el tnico sumando del desarrollo que no incluye un
factor 0 es el formado por los elementos de la diagonal principal.

21 0 =3 . .
04 9 4 empezando por abajo y evitando los ce-
= ros, la tnica eleccion posible es 5, en la = 5.(-3).4.2 = -120
00 -3 —7 .
fila anterior -3, etc
00 0 5

3. Si los elementos de una fila son 0, el determinante es 0.

Trivial pues en cada sumando del desarrollo hay un elemento de esa fila.

4. Al multiplicar una fila por un ntimero el determinante queda multiplicado por ese namero.
Al haber en cada sumando del desarrollo un elemento de esa fila se podria sacar factor
comin ese namero.

5. Si se permutan entre si dos filas de un determinante éste cambia de signo.

Si por ejemplo en el de orden 3 cambiamos la 2¢ y la 3¢ fila, la permutacion de las filas
pasa a ser 132 con lo que se anade una inversiéon en cada sumando.

D . . a; as a
Como ejercicio comprobar la propiedad cambiando la 2¢ b s
. by by b3

y 3% fila en el determinante
Ci1 C2 C3

6. Si cada elemento de una determinada fila es igual a la suma de varios sumandos, el
determinante es igual a la suma de los determinantes que se obtienen al sustituir dicha
fila por los primeros sumandos, los segundos, etc.

Es consecuencia de la definicién y de la propiedad distributiva de los ntimeros reales.
+ b =z
d y

a+b x
c+d y

a T
cy

Como ejercicio comprobar:

7. a) Un determinante con dos filas iguales es 0.

Es consecuencia de que si se permutan entre si dos filas de un determinante éste cambia
de signo, pues intercambiando esas filas se llegaria a que |A| = —|A| por tanto |A| =0
pues el Gnico ntimero igual a su opuesto es el 0.

b) Si una fila es proporcional a otra el determinante es 0.

Se deduce de que al multiplicar una fila por un ntimero el determinante queda mul-
tiplicado por ese nimero, pues se podria sacar fuera del determinante el factor de
proporcionalidad y quedarian dos filas iguales.

¢) Un determinante es igual al que resulta de sumar a una fila una combinacion
lineal de las restantes, es decir, una suma de esas filas multiplicadas por
nameros.

Es consecuencia de a), b) y de la propiedad anterior.
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r Yy z
Ejemplo Consideremos el determinante | a; ay a3 | = |A]
by by bs

sumamos a la 1 fila una comb. lin. de las otras av - 2% + 3 - 3¢

x+cza1+ﬁb1 y+aa2+ﬁbg Z+Oéa3—|—ﬁbg

ay 5) as =
by by bs
x Yy z oaap qay  oas Bby Bby  Bbs

=|a a az |+| a1 as a3 |+| a4 ay asg
by by b3 b by b3 by by b3

A partir de esto podemos triangular una matriz (hacer 0 a los elementos por debajo de
la diagonal principal), sin alterar el determinante utilizando combinaciones lineales.

Ejemplo Calcular triangulando:

1 23 2¢fila + 1% x (—3) 1 2 3
3 -1 0= 3 —1 0 =10 =7 =9 |=
2 11 -3 —6 -9 2 1 1
3%fila + 1% x (—2) 1 2 3
_ 2 1 1 3=]0 =7 =9 |={3"+29%x(=3/7)} =
-2 —4 —06 0 -3 -5
1 2 3
-7 -9 1 =8
0 0 —8/7

8. Un determinante es 0 sii una fila es combinacién lineal de las restantes.

Es consecuencia de que podemos restar a esa fila la combinacion lineal y quedara una fila
de 0.

9. El determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes:

|A.B| = |A||B|.

Como ejercicio comprobarlo para:

3 5 =7
7T 41 -3 4

4.8. Menor y adjunto

Dada una matriz cualquiera:

Menor es cualquier determinante que resulte de suprimir un adecuado niimero de filas y de

columnas.
es el menor que resulta de supri-

el determinante: mir la fila 2 y las columnas 2 y

3 21
Enl VA
n la matriz 3 1 8 9 1
2 1 1

O O =~




4.10 Desarrollo de un determinante por adjuntos de una linea 57

Dada una matriz cuadrada:

Menor complementario de un elemento es el menor que resulta de suprimir su fila y su

columna.
3 1 2 5 1
en | 0 —1 5 | se tiene que 0 9 ’ = 6 es el menor complementario de 5.
0 21

Adjunto de un elemento: Llamamos adjunto de un elemento: a;; al determinante del menor
complementario dotado del mismo signo si 7 + j es par y con signo contrario si ¢ + j es impar,
en el ejemplo el adjunto del 5 es -6.

Matriz adjunta de una matriz dada es la matriz de los adjuntos de sus elementos.

4.9. Desarrollo de un determinante por adjuntos de una

linea

El determinante de una matriz cuadrada es igual a la suma de los productos de los elementos
de una fila por sus correspondientes adjuntos.

Ejemplo Desarrollar por los adjuntos de la primera fila:

= -0 — 7]+ 13k

=1

—21_—.’
1 4

31| -
i
54’+

3 =2
5 1

=~ = 3

iJ
3 =2
5 1
Esto se utiliza para hallar determinantes de orden superior a 3.

En la practica suele ser 1til antes obtener ceros en una linea para simplificar operaciones, o
sea se combina con el método de triangulacion

Ejemplo Hallar abreviadamente:

2 10 3 2 10 3
; _411 ; ;l = i:ﬁi:iz = g _i’ 3 é = desarrollando por la 1* columna =
2 -3 3 4 0 -4 3 1
3 21 10 3
2 -1 2 5|43 3 2 1|=6
—4 3 1 -4 3 1

Propiedad En una matriz cuadrada la suma de los productos de los elementos de una linea
por los adjuntos de otra paralela es 0.
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4.10. Matriz inversa de una matriz cuadrada

Dada una matriz A su inversa A~! es la que multiplicada con ella da la matriz unidad.

La matriz inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante de la matriz.

R R
A = rladi (4

Por tanto para que una matriz tenga inversa es necesario y suficiente que su determinante

sea distinto de 0.

10 0
Ejemplo Hallar la inversa de la matriz: | 2 2 -1
3 1 1
1 2 3
Primero trasponemos: | 0 2 1
0 -1 1
21 01 0 2
’—11’ _'01’ '0—1’
) ' ' 2 3 ' ‘ 1 3 ' ‘ 1 2 '
su adjunta es: | — — =
-1 1 0 1 0 —1
2 3 1 3 1 2
’2 1 o1 ’ ’0 2‘
3 0 0\ como el determinante 1 0 O
=| =5 1 1 | delamatrizdadaes3 | —5/3 1/3 1/3
—4 —1 2/ la matriz inversa es: —-4/3 —-1/3 2/3

Ejemplo Resolver la ecuacion matricial B — AX = C, siendo:

a=(372) -3 ) e-(5 )

Primero despejamos X

B—-AX =C

—-AX =C-8B 5 6
AX = —(C - B) HallamosB—C’_( 0 _2)
AX =(B-0)

5 3
i AT — T2 T2
X =AYB-0) Calculamos la inversa: A~ = < 5 1 )

Ahora multiplicamos A™! por la izquierda de B — C:

X =AY (B-0) = (_i j)(_g _S) =

5 12
10 —10
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Ejemplo: Resolver la ecuacion matricial 3X = A - X + B, siendo:

(13) (1)

3X—-A-X=DB; 3IX— AX B; (31— A) B;

() () () (1
(1)1 1) (3 1)

4.11. Rango de una matriz

Rango por filas de una matriz es el niimero maximo de filas linealmente independientes.

Es inmediato ver que en una matriz triangular, con los elementos de la diagonal principal
no nulos, todas las filas son Li. (ninguna se puede escribir como c.l. de las otras).

En consecuencia teniendo en cuenta que operando con combinaciones lineales no se altera
el nimero de filas linealmente independientes podemos hallar el rango de una matriz por un
procedimiento analogo al de triangulacion en determinantes.

Ejemplo Hallar el rango de la matriz:

1 4 4 3\ . ) 1 4 4 3
6 —1 0 —4 | 2 fila+17x6 0 23 24 14

A= 3* H1°CA D) 0 —23 —24 —14

5 -3 -4 1
4e 1 1a 4
3 —11 —-12 -5 +1%x(=3) 0 —23 —24 —14

luego ran(A) = 2

Rango por menores El rango de una matriz es el orden del menor de orden mas grande no
nulo.

Demostracion de que el rango por filas y el rango por menores coincide:

ay g e e | oap,

Se puede triangular la matriz de manera que 0 agp -+ -+ |- aop

no se altere el rango ni los determinantes de

los menores que se construyan con sus ele- 0 0 - |- am

mentos, asi se llega a una matriz de la forma: o 0 - v e 0
0 O «-- «+v oo 0

que da directamente el rango por filas y el menor més grande no nulo.

Consecuencias:

1. En una matriz el nimero de filas linealmente independientes es igual al nimero de co-
lumnas linealmente independientes, igual al rango.

-1 44 30
Ejemplo: En la matriz 6 —1 0 —4 1 ], la dltima fila es la suma de las dos

5 3 4 -1 1
primeras, por tanto se puede afirmar que soélo hay 2 columnas linealmente independientes.
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2. El rango de una matriz es igual al de su traspuesta.

3. Al reordenar las filas de un determinante, al multiplicar una fila por un ntmero o al sumar
dos filas multiplicadas por ntimeros, el determinante puede cambiar pero no se hace cero.
Por ello se utilizan estas operaciones para calcular el rango.

4.12. Calculo practico del rango

Matrices numéricas: Para matrices numéricas suele ser conveniente hallar el rango a base
de triangular, estando atentos a menores que puedan dar el rango directamente.

nota: Si la matriz es pequena basta buscar un menor de orden 2 no nulo y orlarlo.

Matrices con parametros: Para matrices con parametros lo conveniente suele ser anular
los menores mas grandes que se puedan formar. En particular si una matriz es cuadrada se
anula el determinante de toda la matriz.

Ejemplos

1. Calcular el rango de la matriz:

2 1 0 3 ga _ {a 2 10 3 2 1
2 4 2 4 30 % 24+ 10 x (—3) 0 3 21 3¢ X 3+2%5 0 3
3 =1 2 5 4018 0 =5 4 1 44 x 3+2% x4 0 0
2 -3 3 4 0 -4 3 1 00
. 22 8
Cuyo determinante es 2 - 3 - ' 17 7 ' # 0 Luego el rango es 4.
2. Calcular el rango de la matriz:
001230 120110
1 2 11 1 2
0 0 intercambiamos  las 00 50 34 1% x (—2)
252 2 21 . 252 2 21
dos primeras filas ¢ —1¢
012001 012001
132111 1 32111
120110
0 01 230 |comolasdosfilasalti- /1 2 0] 1 1 0
01 200 1 | massonigualesala3® | 0 0 1] 2 3 0
01 2 0 0 1 | laseliminamos 012 001
012001

matriz en la que el menor recuadrado tiene determinante no nulo; el rango es 3.

3. Calcular el rango de la matriz

N 00 — W
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0 —1 1 1 -2 5 =3 =5 -2 5 =3|-5
—4 4 0 —4 0 -1 1 1 40 _ 10 % 9 0 -1 1
-2 5 —3 —5 | reordenamos 0 2 0 1 5 410 % 9 0 2 0

0o 2 0 1 -4 4 0 -4 0 -6 6

4 -8 4 8 4 -8 4 8 0 2 -2 =2

matriz en la que las dos tltimas filas son comb. lin. de la 2% y el menor recuadrado tiene
determinante no nulo; el rango es 3.

1 1 0
4. Calcular el rango de la matriz A= -2 2 3
5 —3 —6
Teniendo marcado un menor de orden 2 no nulo calculamos el determinante:
1] 1 0
|Al=1| -2 2 3 |=0, luego: rango(A) = 2
5 —3 —6
3 2 5
5. Calcular para los distintos valores de k el rango de la matrizz: M = | &k 7 5
2 3—k 1
28 4+ /282 — 1480
el determinante de la matriz es: |M| = —5k? + 28k — 74; anulando: k = 10
no da solucion real, luego: Vk € R, rango(M) = 3
6. Calcular para los distintos valores de k el rango de la matriz:
E 3 2 E 3 2
3 2 k | el determinante de la matrizes: | 3 2 k | = 18k — 35 — k?; anulando:
2 k 3 2 k 3
-1 0 18 —35
—k? + 18k — 35 = 0 -5 5 =25 35 —k? + 5k — 7 = 0 no tiene

-1 5 -7 0

raices reales

Unica solucién: k& = —5

= para k # —5, rango(A) = 3

-5 3 2
= para k = —5, resulta: 3 2 | =5 | rango(A) = 2
2 =5 3

7. Calcular para los distintos valores de t el rango de la matriz:

-2 2 -3 1
A= 3 0 37
0 -4 2 2

-2 2 |-3
Seleccionamos un menor numérico de orden 2 no nulo: 3 0 3
2

0 —4

NSRS
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-2 2 -3
Calculamos los determinantes que resultan de orlarlo: 3 0 3|=0
0 —4 2
w22t t#—17/3 (A) =3
ara — rango =
3 0 7|=—12t—68=0; parat=—17/3 P ) Tang
0 —4 9 para t = —17/3, rango(A) = 2

8. Calcular para los distintos valores de = e y el rango de la matriz:

4 2 0 podemos prescindir de la ultima colum- ol o 1
0 o | & seleccionamos el menor de orden 2 1 @

0 =z . ¢ :
2 4 —6 0 ;0 I?Uk()i ql}et incluye la 1l yla 5 fila | S —
1 y =3 0 | Onlen1 0 és a’ en tpmmer luga}rl,t 'acumg_ 0 . 0
O O 1 O amos 10S parametros e€n las ultimas Ii- 1 y _3

las
eliminamos la 3% fila que es igual a la 2* x (—2), los menores de orden 3 que resultan
orlando ese menor de orden 2 de determinante no nulo son:

0 01 0o 0 1
-1 =2 3; —1 —2 3 | cuyos determinantes igualadosa 0: —x =0, —y+2=
0 =z O 1 v -3

0 2 el 3
0, nos permiten concluir: para x 7 0 o para y # 2 el rango es
para z =0,y = 2 el rango es 2

Observacion: Hay que distinguir con precision las propiedades semejantes de determinantes
y de rango en las que éste no varia y el determinante si aunque nunca cambia a 0:

Si se intercambian dos filas el determinante cambia de signo;

Si se multiplica una fila por un ntmero y se le suma otra multiplicada por otro ntmero el
determinante queda multiplicado por el primer ntimero.

Determinante de Van der Monde: se opera con combinaciones lineales de abajo hacia

arriba:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a b ¢ |=3"-2%a=]a b c =2-1xa=|0 b—a c—a =
at v o 0 vV*—ab & —ac 0 b(b—a) c(c—a)
b—a c—a 11
=1. = (b— - =(b— — —b
o) o |~ O=E=a| | = 0= a)e=)
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4.13. Problemas

1. Representar graficamente el vector v = 2 13
(6,5,4) 7. Calcular triangulando | 1 —2 0
15

2. Ver si alguno de los vectores a = .
(_17 _27 1)’ b — (3’57 1)’ E: (171’3) SOIUCIOII: 2
se puede escribir como combinacion li-

12 3 4
neal de los otros.
1- 1 8. Calcul ' land 1 3p 610
Solucion: @ — 7§5+ Lo . Calcular triangulando 1 4 10 920
3. Resolver el siguiente sistema matricial )P
9A_ B — 1 -2 1 Solucion: 1
1 0 5
9 9 2 4 8 16
9. Calcul
S alcular 5 3 4
Solucién: A = (2 ) 3),3 = —4 -2 0 2
1 21 Solucion: -120
3 2 1
4. Calcular A'.B — C2. 10. Hallar la adjunta de la matriz del proble-
Siendo A = < 02 0 ), B = ( 10 —5 g )
Solucién: -2 =2 2
13 0 100 6 3 -5
40 —1 ,C=10 21
0 2 2
1 2 20
030 2 5 31
Soluciéon: | 8 —6 —6 |. 11. Calcular
L s g 3 8 4 2
4 14 1 4
121 Solucion: 0
5. Dadas las matrices A = 1 3 1 ];
00 2 l—a 0 2 0
1 01 2 0 2—a O
B = 2 2 2 |. Hallar la matriz P 12. Resolver 3 1 -2 5 =0
0 0 6 3 0 0 2-«
que verifique P — B?> = A.B
6 4 18 Solucion: o — 5a? + 4a + 4, a=2, 3 iQ\/ﬁ
Solucion: ( 13 10 31 )
0 0 48 1 1 9
. 10 13. Calcular la inversa de 2 0 -1
6. Sabiendo que A = 1) calcular 6 -1 0

H=A+A>+ .. 4+ A",

-1 -2 -1

; 0 so .
Soluciéon: H = < n+n£L n > Solucion: g 12 ’
2 - —9 72
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1 0 -1 19. Resolver A - B = C siendo:
14. Dada la matriz A: 0 x 3 | ave- 2 1 0
riguar para qué valores del parametro x, 100
la matriz A no tiene inversa. Calcular la
: 4 2 00 0 10
inversa de A cuando x = 2. 0 —2 1 Solucioén: ( 2 =2 0 )
Soluciéon: no hay inversa para z = 1,3, 0 1 0 -2 0 1
-7 -1 2
122 =3 20. Calcular el rango de la matriz
-8 -1 2
-1 -3 3
15. Resolver la ecuaciéon de matrices A.X = 2 9 1
B, siendo A = (? g), B = 1 1 -1
( 3 1 ) Solucion: 3
2 -5 21. Calcular el rango de la matriz
. (0 a7
Solucién: X = ( L1 ) 1 2 11
—6 2 —4 4
16. Resolver la ecuacion matricial M. X + -2 3 -1 2
N = P, siendo M = ( _; ?), Solucion: 3
N — ( L2 ) p— ( 43 ) 22. Calcular el rango de la matriz
3 4 2 1 L 1 9 1
Solucion: X = % ( ; _(5) ) —6 2 0 —6
5 =3 -2 5
17. Resolver el sistema matricial Solucion: 2
AX-2Y =B
—X+CY =3I 23. Calcular para los distintos valores de a el
1Y o rango de la matriz
iendo: A = a B =
sienao ( 0 —1 ), 9 a -1
4da -2 a-—1
1 2 4 3
(34>,C’:(2 1),I:identidad 5 922—1 -3
Solucién: Solucion: a # —1,35/9, ran : 3, otro caso ran :
(=72 =3/2 - 5/4 —1/4 2
X= ( 2/3 —11/3 ) Y= ( —11/6 -1/6 )
24. Calcular para los distintos valores de t el
18. Resolver la ecuaciéon de matrices 315 — rango de la matriz
AX = BC + X, siendo A = 1 , L23
5 2 2 4 6 8
12
40 92 1 2 3 69
B = 110) C= 0 -1 Solucién: t # 4, ran : 2, otro caso ran : 1
2 3
14 —a4 25. Calcular para los distintos valores de a el
Solucion: X = % ( ) de 1 :
21 78 rango de la matriz
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1 -3 -4
a 5 —a
15 bHa —30
Solucién: |A| = —a? — 3a + 10, a # 2, -5, ran : 28.
3;a=2,ran: 2; a = —5, ran : 2

26. Calcular para los distintos valores de a el
rango de la matriz

—1 1 —a
a —3 4
a —1 1

Solucion: |A| =2a? —3a+1, a# 1,1/2,tan: 3; 29,

a=1,ran:2;a=1/2 ran: 2

27. Calcular para los distintos valores de t el
rango de la matriz
1 10
0 t 1
I (1+¢t) t

Solucion: |[A| =t —t, t # 0,1, ran : 3; t = 0,

ran: 2;t =1, ran: 2

Definir la caracteristica o rango de una
matriz. Calcular el rango de la matriz

2 2 2 4
4 6 8 10
123 3
34 5 7

Solucioén: 2

Calcular para los distintos valores de t el
rango de la matriz

1 2 3 t
2 4 6 8
36 9 13

Solucion: 2% col = 1% x 2, 3% col = 1% x 3, Vi

rango 2






Tema 5

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

5.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas a un conjunto de expresiones de

la forma:

a1, + a2 + ...+ a1y, = C1
211 + Q929 + ...+ QopX, = Co

Am1T1 + ApmaZ2 + ...+ QpnTy, = Cy

donde las ”2” son las incognitas, y tanto los coeficientes ”a” como los términos independientes

00

¢’ son nimeros reales.

nota: Cuando las incognitas no tienen exponente (o sea tienen exponente 1) se dice que es
ecuacion lineal.

Consideraremos las matrices: matriz de coeficientes matriz ampliada
a1 a2 ... Q1 a1 a2 ... Q1 C1
M — Q21  Az2 ... dgp A= Q21 A2 ... A2p C2
m1 Am2 ... Gmp m1 Am2 ... Ompn Cm

Se llama solucién del sistema a todo vector (sq, S, ..., S,) que satisfaga las ecuaciones es

decir que al sustituir en el sistema se verifican las igualdades:

Clasificacion de sistemas por la solucién: Resultan las siguientes posibilidades al resolver
un sistema:

= Sistema compatible determinado, es decir, con soluciéon tnica.
= Sistema compatible indeterminado, es decir, con infinitas soluciones.

= Sistema incompatible, es decir, no tiene solucion.

67
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5.2. Sistemas equivalentes. Método de Gauss de resoluciéon
de sistemas

Dos sistemas son equivalentes si toda solucion del primero lo es del segundo y viceversa.

Teniendo en cuenta que al multiplicar los dos miembros de una igualdad por un ntmero la
igualdad subsiste, y de que si se suman varias igualdades resulta otra igualdad. Se tienen las
siguientes reglas que permiten pasar de un sistema a otro equivalente méas sencillo:

= Se pueden intercambiar dos ecuaciones.

= Se puede multiplicar (dividir) una ecuacién por un ntmero distinto de cero.

= A una ecuacion se le puede sumar (restar) otra.

= Si hay dos ecuaciones iguales o proporcionales se puede eliminar una.

= Se puede despejar una incognita en una ecuaciéon y sustituir el resultado en las demas.

= Es equivalente trabajar con las ecuaciones del sistema que trabajar con las filas de la
matriz ampliada.

El método de Gauss consiste en triangular la matriz asociada. De esta manera queda
un sistema equivalente de cuya tultima ecuaciéon se puede despejar una incognita y luego ir
sustituyendo los valores de las incognitas de abajo arriba. Es un procedimiento particular de
reduccion.

Ejemplo Resolver por el método de Gauss

(2 —2y=-5 1 -2 0 =5
+42=17 0o 2 4 7
x+y—4z=—8 la matriz asociada es 1 1 -4 =8
3y —4z = -3 0 3 —4 -3
| —r—y+4z=28 -1 -1 4 8
se observa que la quinta fila es la 3 x (—1), la eliminamos
1 -2 0 -5 S0fi]a — 19 1 -2 0 =5
0 2 4T 1 1 —4 -8 = 02 4T suprimi-
1 1 -4 =8 1 —2 0 -5 0 3 —4 -3
0 3 —4 -3 0 3 —4 -3
mos la dltima fila,
1 -2 0 =5 3% X 24 2% x (=3) 1 -2 0 -5
0o 2 4 7 0 6 -8 —6 ,=10 2 4 7
0 3 —4 -3 0 -6 —12 -21 0 0 —20 -—-27
una vez triangulada volvemos a sistema
T —2y=-5

2y +4z =7 resulta despejando y sustituyendo de abajo hacia arriba
—20z = =27
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27
20

sustituyendo en la segunda:
T—4z T4 4

z

YT T T T
sustituyendo en la primera:

4 17
=-b5+4+2y=-5+2-=—
X + 2y + 5 5

5.3. Sistemas de Cramer

Un sistema se dice que es del tipo Cramer si tiene igual niimero de ecuaciones que de
incognitas, y ademas el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero.

Un sistema de Cramer tiene soluciéon y es tnica.
Demostracion:
(

a11r; + a1y + ...+ AT, = 1
211 + Q929 + ...+ QopX, = Co

L Ap1T1 + ApaT2 + ... + AppTp = Cy
El sistema matricialmente se puede escribir :

apy ayg ... Q1n T C1
a21 Q22 ... Qa2p T2 C2 .

. — es decir M.X =C
Ap1 Gp2 ... dpp Tn Cn

Como |M| # 0 M tiene inversa y resolviendo la ecuaciéon matricial resulta X = M~1.C.

Y ademés cada incognita es igual al determinante formado sustituyendo en el de la matriz
de coeficientes su columna por la de términos independientes, partido por el determinante de

la matriz de coeficientes.

Ejemplo Resolver el sistema
dor 4+ 5y + 32 = —4
dr+y+42=0
dr + 3y + 32 = =5

45 3
IM|=]4 1 4|=38
43 3
—4 5 3 4 -4 3 45 —4
01 4 4 0 4 41 0
-5 3 3| —49 4 -5 3 43 -5
= =2 z= =6
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5.4. Teorema de Rouché-Frobenius

Resuelve el estudio de la resoluciéon de un sistema general de ecuaciones lineales.
111 + a2 + ...+ a1y, = C1

) ) .. A21T1 + A20To + ... + Aop Ty, = Co
Dado un sistema de m ecuaciones y n incognitas

Am1T1 + Apm2Z2 + ..o+ ATy, = Cy
Sea M la matriz de coeficientes y sea A la matriz ampliada, n es el nimero de incognitas.
1%) La condicién necesaria y suficiente para que tenga solucién (sea compatible) es que:

rango(M) = rango(A)
Supuesto que este rango es 7:

2%) Si 7 = n, ntimero de incognitas, el sistema tiene soluciéon tnica, compatible determinado.

3%) Si r < n, nimero de incognitas, el sistema tiene infinitas soluciones, compatible inde-
terminado.

Demostracion
Veamos que existe solucion si y solo si ran(M) = ran(A)

I) Partimos de que el sistema tiene solucion.
Podemos expresar matricialmente el sistema

a1y 12 e A1n C1

921 929 A Aop Co
T+ Lo + = Ty =

Am1 Am2 Qs Amn Cm

Si existe solucion sy, s, ...s,, sustituyendo las incdgnitas por las soluciones en la igualdad
anterior, queda expresada la columna de términos independientes en la matriz ampliada como
combinacion lineal de las otras luego, en consecuencia ran(M) = ran(A).

IT) Partimos ahora de que ran(M) = ran(A) = r, sin restar generalidad podemos suponer
que el menor de orden r no nulo que da el rango incluye las r primeras ecuaciones y las r
primeras incognitas

aq1 ‘e aq e aq 1 . .
TI " esto quiere decir que las m — r filas restantes de
la matriz A son combinaciéon lineal de las otras,
arp - a'rr| e Qrp Cr s .
luego las podemos eliminar, por tanto el sistema
es equivalente a:
m1  Am2 Tttt Gmp O

1171+ ...+ ATy + Alp41 %41 + oo Q1T = €

ar1T1 + .o ATy + Qpp 1 Tpp1 + oo+ ATy, = Cp
y pasando al segundo miembro los sumandos correspondientes a las incognitas x, 1, Tyyo, ..., Tp,
queda:
ayxry+ ...+ a1y =C — Qr41Tpg1 — ... — A1pTn

11+ oo+ ATy = Cp = Qppp1Tr41 — -+ — ATy
que es un sistema tipo Cramer y por tanto tiene solucion, presentdndose dos casos:
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a) Si r = n, el segundo miembro de las ecuaciones se reduce a los términos independientes
c; v el sistema tiene solucion tnica.

b) Si r < n, las incognitas x1,xs, ..., x,, quedan en funcion de las restantes x, 1, ..., Ty,
que se pueden considerar como parametros y dandoles valores arbitrarios se obtienen infinitas
soluciones.

Resumiendo: Discusién de un sistema por el teorema de Rouché

ran(M) # ran(A) sist. INCOMPATIBLE
r = n? incognitas DETERMINADO

M) = ran(A) = r sist. COMPATIBLE
ran(M) = ran(A) = r sis r < n® incognitas INDETERMINADO

Ejemplos de sistemas sin parametros

1. Estudiar y resolver si es posible el sistema

( 4z +5y+ 32 = —4
dr+y+42=0
4r 4+ 3y + 3z = —5 formamos la matriz:
dr — 3y + 5z =4
| —2y+z=5
4 5 3 4 5 3 —4
4 14 o 20-12f0 41 4| )
4 3 3 -5 30 _ 1a 0 -2 0 —1 eliminamos la 4
4 -3 5 4| 4—-12 |0 -8 2 8 fila
0 =21 5 0 -2 1 5
oo N N 4 5 3 —4
0 -4 1 4| 3%(=2)+2* | 0 =4 1 4 | eliminamos la 4° 0 -4 1 4
0 =2 0 —1 | 4%(-2)+2* [ 0 0 1 6 |fia o 01 6
0 -2 1 5 0 0 -1 —6

luego Rango(M) = Rango(A) = 3 = n° incognitas, sistema compatible determinado

dr + 5y +32=—4
Para resolverlo queda el sistema equivalente: —4y + z =4 que resuelto susti-
z2=0
tuyendo o por Cramer da: © = —49/8;y = 1/2;2 =6

2. Estudiar y resolver si es posible el sistema

rty—z4+t=4 1 1 -1 1] 4

20 419 (=2
20 —y+ 32+ 2t = -1 2 —1 3 2 -1 3a:[1a i )
—4x +by—11z—4t =11 -4 5 =11 —4] 11
1 1 -1 1 4 1 1 =1 1 4\ eliminamos la
0 -3 50 =9 |3*4+2*-3| 0 =3 5 0 —9 | dltima ecuacion,
0 9 —-15 0 27 0O 0 00 0/ quedarango =2

ran(M) = 2 = ran(A) < 4 = n° incognitas: sistema compatible indeterminado.
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=4 —t
Dejando z e y en el primer miembro y considerando la iltima matriz resulta: { Tty +z

=3y =-9—-52
‘4+z—t 1‘
945 —-9—-52 -3
aplicando Cramer a z, la y es directamente y = —; Z; r = 5 =
—3+2z+3t
-3
3. Estudiar y resolver si es posible el sistema
2 —y=1 2 -1 1
r+3y=-2 1 3] -2
bx —4y =17 5 —4 7
2 -1 1
es inmediato que ran(M) = 2, veamos la ampliada | 1 3 —2 | =24#0
5 -4 7

ran(M) = 2 # 3 = ran(A), sistema incompatible.

Ejemplos de sistemas con parametros

1. Discutir segtun los valores de k el sistema:

20 —y—3z2=1
r—2y—kz=-1
rTH+y+2z2=2

1 n 7 " _
2 -1 -3 1 El sistema es "horizontal", formamos el ma

Matriz asociada: | 1 —2 —k| —1
11 2 2

yor determinante posible con la matriz de
coeficientes y hallaremos los valores de k que

lo anulan:
2 -1 -3
IM|=|1 —2 —Fk |=3k—15 Se anula para k =5
1 1 2

» Para k # 5 ran(M) = 3 = ran(A), compatible determinado.

Estudiamos para k = 5, ya es una matriz numérica, resulta:
2 -1 =3 1
A= 1 -2 =5 -1
11 2/ 2
Formamos un menor de orden 3 de A, orlando uno de orden 2 no nulo:

2 -1 1
1 —2| —1 | =0,n0 hay mas posibilidades por tanto el rango de A es dos:
1 1 2

» Para k =5 ran(M) = 2 = ran(A), compatible indeterminado.
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2. Discutir segtin los valores de « el sistema:

ar+y+z=1 a 1 1] 1
rTHay+z=a« Matriz asociada: [ 1 o 1| «
T+y+az=a? 1 1 af o?
a 1 1

1 a 1 |=a*-3a+2, resolviendo a®—3a+2 = 0, por Ruffini da o = 1 doble ,av = —2
1 1 «

» Para a # 1, 0 a« # —2, ran(M) = 3 = ran(A), compatible determinado.

= Para a = 1 matriz toda de unos, ran(M) = 1 = ran(A), compatible indeterminado,
soluciones dependientes de 2 pardmetros: x =1 -y - z.
-2 1 1] 1
Estudiemos para a = —2, queda la matriz ampliada: 1 -2 1] -2
1 1 =2 4

—2 1 1
ran(M) = 2, el menor de la ampliada 1 —2 —2 | # 0 Por tanto: ran(A) = 3
1 1 4

por tanto:

» Para a = —2, ran(M) = 2 < 3 = ran(A), sistema incompatible.

r+y+z=1
3. Discutir segtun los valores de k: ¢ x+y+kz =k
r+y+kz=k>

como |M| = 0 para todo k estudiamos el determinante:

1 1 1
1 k k|=k(k®—k®—Fk+1) resulta por Ruffini que se anula para k = 0, k = 1 doble,
1 k K

y k = —1. Entonces:

Para k # 0,1, —1 incompatible.

11
Para k = 0 queda la matriz ampliada: 0 | ran(M) = 2 = ran(4) < 3
0 0
compatible indeterminado.
1
Para £ = 1 queda la matriz ampliada: 1 | ran(M) = 1 = ran(A) < 3
1
compatible indeterminado.
11 1 1
Para k = —1 queda la matriz ampliada: | 1 1 —1 —1 | ran(M) =2 =ran(A) <3
11 -1 -1

compatible indeterminado.



74 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

4. Discutir segin los valores de a y 3, resolviéndolo cuando sea posible

ar+2y =1 a 2| 1
r+2y=3 1 2] 3
—z 43y =2 ~1 3] 2
2x 4+ Py =0 2 8] 0

El sistema es "vertical", formamos los mayores determinantes posibles con la matriz
ampliada y hallamos los valores de oo y 8 que los anulan:

a 2 1
1 2 3|=-ba—-5a=-1
-1 3 2

Para oo # —1,Vf, ran(M) = 2 < 3 = ran(A), incompatible
Para a = —1

1 2 3
—1 3 2| =-58-10;8=—2
2 8 0

Luego si a = —1,5 # —2, ran(M) = 2 < 3 = ran(A), incompatible

0

paraa = —1y 8 = —2, se tiene: ran(M) = 2 = ran(A) = n” incognitas, sistema compatible

determinado.

Eliminamos las dos ultimas ecuaciones y queda el sistema:

{ ety =1 resolvemos por Cramer y resulta x =1,y =1
rT+2y=3
Conclusién: Para resolver un sistema numeérico se triangula hasta donde se vea conveniente
y se aplica Cramer.

Para discutir un sistema con parametros se hace el determinante méas grande posible, si es
bastante con la matriz de coeficientes, en otro caso con la matriz ampliada.

5.5. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo cuando todos los términos independientes
SON Ceros:

a11Ty + a1 + ...+ ATy = 0

A21T1 + A22%9 + ... + AonTy = 0

Am1T1 + Qoo + ...+ Ay, = 0

Por el teorema de Rouché necesariamente ran(M) = ran(A) = r, luego siempre tiene solu-
cion.

0

Si r = n” incognitas existe solucion tnica, la trivial 1 =2y =... =2, =0

Si r < n® incognitas, existen infinitas soluciones, dependientes de n — r parametros.
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r+y—2=0
Ejemplo Resolver segtun los valores de o ¢ ax +3y+2=0
dr+by—2=0
1 1 -1
Como |[M|=|a 3 1 |=—-4a+8=0 se anula para a = 2
4 5 —1

para « # 2, ran(M) = 3 = n® incognitas, solucion trivial z =y = 2 = 0
para a = 2, ran(M) = 2 < n® incognitas, eliminamos la dltima ecuacién y pasamos la z al

otro miembro: { Try=2 resolviendo por Cramer
20 + 3y = —=2
z 1 1 z
‘ -z 3 ‘ ‘ 2 —z
x:f:élz, y:f:—&z

CONTINUACION DE ESPACIOS VECTORIALES

5.6. Independencia lineal, base.

= Para ver cuantos vectores de un conjunto son linealmente independientes basta hallar el
rango de la matriz formada por ellos.

= Tres vectores del espacio vectorial R? forman base sii su determinante no es cero.

= Cuando se escribe un vector como c.l. de los vectores de una base, a los coeficientes de la
c.l. se les llama coordenadas de ese vector en esa base.

Ejemplos

1. e = (1,0),é, = (0,1) es la base natural o canénica de R? y por ejemplo el vector
¥ = (3,—2) de R? se puede escribir 7 = 3¢€; — 2¢5

¢ =(1,0,0),é = (0,1,0),é = (0,0,1) es la base canoénica de R>.
2. Demostrar que los vectores (3,2,1),(0,2,4),(3,7,1) forman base.

3. Comprobar si el vector (1,2, 3) se pueden escribir como combinacion lineal de los vectores

@=(4,5,6),b=(7,8,9)

Como a y b son l.i. hacemos

N NS
oco Ot N

3

6 | = 0 que expresa que el primer vector es c.l. de
9

los dos ultimos.

Nota: Obsérvese que nos han dicho comprobar, no escribir como c.l.
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4. Escribir el vector (3,5,2) como combinacion lineal de los vectores de la base formada por

(1,2,5),(6,2,1),(3,1,2)

Ponemos nombre a los vectores:

7=(3,5,2), base: @ = (1,2,5),b = (6,2,1),¢= (3,1,2)
Planteamos la c.l.: ¥ = xa + y5+ 2

Entonces separando coordenadas resulta el sistema:

r+6y+32=3
20 +2y+2=5
0T +y+ 2z =2

que resuelto da las soluciones: x = 12/5,y = 52/15, 2 = —101/15
12 52~ 101

—

1 binacién lineal es: ¥ = — —b— —
a combinacion lineal es: v ; a+ B G c

. Si los vectores #, ¥, 1w de R® forman base json los vectores @ + W, W — 20,4 + ¥ — @

linealmente independientes?

A partir de las coordenadas de los nuevos vectores en la base dada hacemos el determinante
1 0 1
0 —2 1|0 luego son l.i.

1 1 -1
. Dados los vectores (2,1,3), (5,2, —1) completar una base de R?
10 O
El determinante | 2 1 3 | # 0 por tanto el vector (1,0,0) sirve para completar la
5 2 —1

base.

. Dados los vectores d@ = (2, k, 1), b= (4,3,-5),¢ = (k,—2,3)

) Determinar para que valores de k forman base.

IT) Decir cuando el vector v = (5,0, —1) se puede escribir como combinacion lineal de
ellos.

IIT) Para k = 0, escribir, si es posible, el vector v = (5,0, —1) como combinacion lineal

de ellos.
IV) Para k = —1, escribir, si es posible, el vector ¥ = (5,0, —1) como combinacion lineal
de ellos.
2k 1
I) El determinante | 4 3 —5 | = —5k* — 15k — 10, que se anula para k = =2,k = —1
k -2 3

Por tanto los vectores @,b, ¢ forman base para k # -2k # —1
I1) Planteamos la c.l.: ¥ = 2@ + yb + 2¢

Entonces separando coordenadas resulta el sistema:
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20 +4y +kz=5
kxr + 3y — 2z =0 la matriz de coeficientes es la traspuesta de la del apartado anterior
T —9oy+3z=-1

por tanto con igual determinante:

2 4 kK
k3 —2|=-5k>—15k—10
1 -5 3

Para k # —2,k # —1, rango(M)= 3=rango(A), sistema compatible determinado, por
tanto se puede escribir la combinacion lineal de manera tinica para cada valor de K

2 4 =2 5
Para k = —2 queda la matriz ampliada: | —2 3 —2 0 | incluye el determinante:
1 -5 3 -1
2 4 5
—2 3 0| =21, luego rango(M)= 2 < 3 = rango(A) , el sistema es incompatible,
1 -5 -1
luego no se puede escribir v como combinacién lineal de @, Z;, c
2 4 —1 )
Para k = —1 queda la matriz ampliada: | —1 3 —2 0 | el determinante:
1 -5 3 -1
2 4 5
—1 3 0 |=0,luego rango(M)= 2 = rango(A) , el sistema es compatible indeter-
1 -5 -1

minado, luego se puede escribir ¥ como combinacién lineal de @, b, ¢ de infinitas maneras
dependientes de un parametro.

IIT) Para k = 0, separando coordenadas resulta el sistema:

20 +4y =5

3y —2z=0 del que sabemos que es compatible determinado, resolviendo por

rT—>5Yy+3z=—-1
Cramer resulta: © = —%,y = %,z = %

3 7~ 21
da: v=——d+ b+ —¢

Queda: v 1Oa+5 +1OC
IV) Para k = —1, separando coordenadas resulta el sistema:

20 +4y—2=5
—x+ 3y —22 =0 del que sabemos que es compatible indeterminado, resolviendo re-
T —9oy+3z=-1

sultax:—§,y:%,z:t
. t—3., t+1- .
Queda: v = — a—+ b+tc, teR
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5.7. Problemas

1. Resolver por el método de Gauss 7. Dados los puntos (-1,4), (1,-2) y (5,3).

3v—3y+4z=-3
2t —y+z=-4
3r+y+2z=—-4

Solucion: . = =5/2,y =1/2,z =3/2

Hallar La parabola que pasa por los tres
puntos.

Soluciéon: y = %:L‘Q -3z + %

8. Dado el sistema de ecuaciones lineales
. Resolver por el método de Gauss r+y=1
ty+2=0 )

v —4dy+z—4t=—4
—r—y+2z—-3t=—-4
Tr — Ty — 5t =—4

Solucion: y = 16*1‘;”72,1’ = 12*87”72,2,13 €ER

. Resolver por Cramer

-5z —3y+z2=0
20+ 3y —4z =4
3r—4z=-3

Solucion: z = —25/21,y = 122/63,z = —1/7

r+(1+t)y+tz=t+1

determinar t, de modo que:

a) el sistema tenga soluciéon tnica

b) el sistema tenga infinitas soluciones
c) el sistema no tenga solucion

Solucion: [M| =12 —t,a) t # 0,1 , compatible
det;, b) t =0, indet, 1 param z = 1 — y, z = 0;

t =1 incomp.

9. Discutir el sistema de ecuaciones para los
. Resolver .
distintos valores de t
x5_y;_4 . 4o + 6y —tz =2
B T4y —+tz=10
y+z=0

Solucion: z = -3,y = —14,z = 14

. Estudiar el sistema de ecuaciones lineales
que tiene de matriz ampliada.

10.

Solucion: t # 8 , comp. det; t = 8 , comp. indet

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

r+ay+z=a+2

-2 -2 3 1 r4+y+az=—-2(a+1)

-2 -6 7 5 ar +y+z=a

2 -2 1 3 Solucion: a # 1, —2 , comp. det, a = 1 , incomp.,
2 6 =7 =5 a = —2 comp. indet

1 -2 5 3

Solucion: @ =4/7,y = —6/7,z2=1/7

. Resolver
20+3y—2=0
20 =3y +42=3
Sr —4z =2
rT—y=3

Solucion: incompatible

11.

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de k y resolverlo cuando
sea posible.

T —3y+52=2
20 —4y+22=1
Sr—1ly+9z =k

Solucion: k # 4 , incomp., k = 4 , comp. indet
-5+ 14z -3+ 8%

2 2

T = Y=
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de m

rT—2y+2==6
r—32=28
y—2z=414
20 —my =1

Solucion: |A| = 12m—36,m # 3 incomp., m = 3

incomp., en resumen Vm resulta incompatible

Resolver el sistema

xr, + 21’2 =3
2r1 — 19 =1 para los valores de k
4£L‘1 + 31‘2 =k

que lo hagan compatible.

Solucion: k=721 = 1,20 =1

Calcular a para que sea compatible el sis-
tema y resolverlo

T+y+z=2

r+2y—32=28

ar —y—z=1

T—y+z=-2
Solucion: |A| = 16 — 8a, a # 2 inc; a = 2, comp.
det. z=1,y=2,2=-1

Calcular a para que sea compatible el sis-
tema y resolverlo

20 =3y +2=0

r—ay—3z2=0

or +2y—2=0
Solucion: a = -8,z = %,y = %,z =\AeR;

si a # —8 solucion trivial

Averiguar para qué valores de m el siste-

ma
=0 . ) )
{ T m2y admite soluciones dis-
r+my=0

tintas de la trivial.
Solucion: |M| = m? —m; m # 0,1 sol trivial;

m = 0,1, un parametro

Calcular a para que sea compatible el sis-
tema y resolverlo

18.

19.

20.

21.

ar + 2y —4z = =2
—2r—y—3z=-3
—5r — oz = —4
r+2y=1
Solucion: |[A] = —a—6,a = —6,a # —6 inc; a =

—6, comp. det. x = —1/15,y = 8/15,z = 13/15

Discutir segin los valores de k, resolvien-
do en caso de indeterminacién

r+y+kz=1
y+kz==k
y+kz=k

Solucién: excepcion a mayor det de mat coef,
se usa ampliada, k = 0: 2 =1,y = 0,2z € R;
k=1:y=1—zx2=0z€e Rjk=—-1:2 =
2y=z2—1,z€ R

Enunciar el teorema de Rouché-

Frobenius.

Aplicacion.- Probar que dados tres nu-
meros reales distintos zq, 25, 23, y otros
tres nimeros reales wy, wo, w3, existe un
tnico polinomio p de grado 2 con p(z1) =
wy, p(22) = wa, p(z3) = w3.

Solucion: Van der Monde |M| = —(z2 — 21) (23 —
1) (23 — 22) # 0

Discutir segtn los valores de los parame-
trosmymn

r+mz=1
mr+y+z=1
r+y—z=mn
Solucion: m # —1,2,Yn COMP. DET.,

9 n#0 INC.
=2\ =0 COMP. IND.

[ n#3 INC.
- n=3 COMP. IND.

a) Los vectores (3,2, —4), (1,4, —5)(6, —1, 3),

;forman base de R3 ?

b) Demostrar que todo vector de
R?  se

binacién  lineal de

(1,0,0), (0,2,0), (1,0, —1).

puede escribir como com-

los  vectores
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c) Expresar, si es posible, el vector Solucién: a = —2 inc,a = lci, resto cd
(2,—3,1), como combinacion lineal de los ' ' _ _
vectores: (2,2,3), (=1,2, —1), (3,5,2) 26. Discutir el sistema de ecuaciones para los

s o distintos valores de a
Solucién: a) | 1 4 —5 | =55 # 0 Son 3 T+ay+z=a+?2
6 -1 3 r+y+az=—-2a+1)
vectores Li. de R?® por tanto forman base ar+y+z=a
b) Sea el vector (a,b,c) € R3, he de demos- Solucién: a =1 inc,a = —2¢i, resto cd
trar que Jx, y, 2 tales que z(1,0,0) +4(0,2,0) +
2(1,0,~1) = (a,b,¢), separando coordenadas  27. Discutir el sistema de ecuaciones para los
{ rhy=a . . distintos valores de a
2y =1> . El determinante de la matriz de
. T —3y+52=2
1 0 1 2r — 4y +2z=1
coeficientes es | 0 2 0 | = =2 # 0, es un Sx+1ly+9z=a
) 0 0, -1 . Soluciéon: Ya comp det
sistema Cramer que tiene solucién tnica
¢) x=-10/17,y = —33/17,2 = 7/17 28. Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a, resolverlo cuando
22. Calcular a para que sea compatible el sis- sea posible.
tema y resolverlo
2r+y+z=a
ar +1ly+72 =5 T+ +z=a
3r+2y+z2z=0 c+y+2z=a
y+2z=3 Solucion: siempre cd, . =y = z = a/4
dr+Ty+ 11z =13
Solucion: |A| = 78 — 6t,a = 13,a # 13 inc;  29. Discutir el sistema de ecuaciones para los
a =13, comp. det. [t =-1,y=1,z2=1 distintos valores de a y resolverlo.
23. Discutir el sistema de ecuaciones para los dr+2y=a
distintos valores de a Try—z=2
r+y—62=0 wt+yt+z=1
r—2y+62=0 Solucién:a =3 c¢i x=—3—zy=53+2z,a+#
3t —y+az=0 3 cd v=—-1ly=2+35,2=-1+7%
Soluciofy iNQ-2 30. Discutir el sistema de ecuaciones para los
24. Discutir el sistema de ecuaciones para los distintos valores de a
distintos valores de a. dr+2y=a
4d—a)z+2y+2=0 rT+y—z=2
20+ (4—a)y+22=0 ar+y+z=0
2 +4y+ (8—a)z=0 Solucién: a =3 inc,a #3 cd
Solucién: a =4, 6+3v2 31. Discutir el sistema de ecuaciones para los
25. Discutir el sistema de ecuaciones para los distintos valores de a

distintos valores de a
ar+y+z=1
rt+ay+z=a
T+y+az=ad?

ar+y—z =28
r+y+z2=0
2v+z2=a

Solucion: a = =3  inc,a # -3  cd
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32.

33.

34.

35.

36.

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

r+y+z=1
y+az=1
T+2y=a
Soluciéon: a = =1 inc,a # —1 cd

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

r—y—z=a

r—y+2z=1

20 +y+az=0

Soluciéon: siempre cd

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

dr+2y=a

T+y—z2=2

ar+y+z=0
inc,a #3 cd

Solucién: a = 3

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a y resolverlo

20 —y =4
—r+y/2=-2
THay =2

Solucién: a = -1

5 2¢ — 4,0 #

cly =

—% cd,x =2,y=0

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a y b

20 —ay + bz =4

T+z=2

r+yt+z=2
Solucién: b # 2,Va comp. det, b = 2,Va ,
indet

comp.

37.

38.

39.

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a y b

ar +2z =2

dr+2y =1

r—2y+bz=3
Solucion: para a.b # 12 comp det; para a.b =
12; b # 4 incomp; para a.b = 12; b =4 (en

consecuencia a = 3) comp. indet

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a y b

3r+y+az=0
r—y—2=0
br+y+2=0
xx+by+2=0

Solucion: a = 1yb = 1, comp. indet ; en los de-

mas casos sol. trivial

Dados los vectores (a, 1+a, 2a), (a,1,a), (1,a, 1),

se pide:

I[) Determinar los valores de a para que
esos tres vectores sean linealmente de-
pendientes.

IT) Estudiar si el vector (3,3,0) depende
linealmente de ellos para el caso a = 2.
En caso afirmativo escribirlo como com-
binacién lineal de ellos.

III) Estudiar si el vector (5,—3,7) de-
pende linealmente de ellos para el caso
a = —1. En caso afirmativo escribirlo co-
mo combinacién lineal de ellos.

Solucion: 1) a = 0,£1; II) —3/2,3/2,3; II)

r=-2,y=-3+k,z=k






Tema 6

ESPACIOS AFIN Y EUCLIDEO

6.1. Espacio afin
Consideremos el espacio dotado de un sistema de coordenadas OXY Z.
Dado un par de puntos A(zy, 41, 21), B(Za, Yo, 22) queda determinado un vector de R3:
AB = (9 — x1,Y2 — Y1, 20 — 21), es decir las coordenadas del vector son las coordenadas del

punto extremo menos las coordenadas del punto origen.

En particular dado un punto P(zg, yo, 20), se llama vector de posicion del punto P al vector
OP = (g, Yo, 20), se representa por la misma letra del punto mintscula p.

Se llama espacio afin real tridimensional al espacio ordinario asociado al espacio vectorial
R3 mediante la aplicacién que a cada par de puntos A, B le asocia el vector AB.

6.2. Sistema de referencia

Se llama sistema de referencia del espacio afin a una cuaterna (O, s, Uy, U3) en la que O es
un punto al que se llama origen y {;, i, U3} es base del espacio vectorial R3.

83
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Asi el sistema de referencia asociado a los ejes de coordenadas es

B

(O, &, €, €3), siendo {€}, &, €3} la base canoénica de R,

& = (1,0,0),& = (0,1,0),é = (0,0,1).

Dado un punto del espacio P(zg, Yo, 20), su vector de posicion es
OP = ZL'051 + yogg + 2053.

Los vectores de la base candnica se suelen representar también res-

- - —

pectivamente por ¢, 7, k

6.3. Subespacio afin

Dados un punto P y un subespacio vectorial V de R?, se lla-

ma subespacio afin determinado por el punto P y la variedad
direccion V', al conjunto de puntos X dados por:
F=p+vU,conveV.

Si V = {0} el subespacio afin se reduce al punto P o
Si V' esta generada por 1 vector, el subespacio afin es una recta Y
Si V esta generada por 2 vectores, el subespacio afin es un plano X
Si V' esta generada por 3 vectores, el subespacio afin es todo el
espacio

Ejemplo Hallar & de manera que el punto de A(5, 3, k) pertenezca al subespacio afin deter-
minado por el puntoP(1,2, —1) y la variedad direccion generada por los vectores @ = (3, —1,0)
y 7=(2,0,1)

OA = OP + \i + ut
(5,3,k) = (1,2, —=1) + A(3,—1,0) + (2,0,1); (5,3, k) — (1,2, —1) = A\(3,—1,0) + (2,0, 1)

5—1 u;y vV 4 3 2 5
por tanto el determinante | 3 —2 wuy vy | =0; 1 -1 0|=2k-5=0; k= 5
k+1 Uus Vs k+1 0 1

6.4. Producto escalar

Dados dos vectores @ = (ay, ag, az), b= (b1, by, b3) de R3, definimos producto escalar de esos
dos vectores a.b = a1b1 + asby + asbs, el resultado es pues un niimero

Propiedades:

1) Distributiva @.(b+ &) = @.b + a.¢

2) Pseudoasociativa (a@).b = a(@.b) = @.(ab)

3) Conmutatlva ab=ba

4) a.a >

5) d.d= <:>6:6 para @,b,¢ € B3 a€R
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R? espacio vectorial con el producto escalar asi definido se llama espacio vectorial eucli-
deo.

Dado un vector @ = (a1, as,az) € R, modulo de @ es la raiz cua-
drada del producto escalar por si mismo:

|d| = Vad.d =vVa = \/a} + a3 + a3, es la longitud del vector.

Un vector se dice unitario cuando su moédulo es 1
Propiedades:

1) ]d >0

2@ =0<=a=0

3) |ad| = |a|.Jd|, Vie R*,a€R

Angulo de dos vectores Dados @, b dos vectores de R? no nulos se llama &dngulo de esos dos
vectores al angulo ¢ formado por dos semirrectas que los contienen, se verifica:

y
S

cos ¢ =

|l 0]

Ejemplo Hallar el angulo que forman los vectores 4 = (2,3,5); ¥ = (5, —6, +1)
10-18+5 -3
V38 - /62 V2356

cos(u, V) = = —0'0618; ang(u,v) = 93'49°

Consecuencias
1. Definicion clasica de producto escalar a.b = |d|.|b|. cos ¢
2. Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) si y solo si su producto escalar es 0.
. —2 -1\ 2
3. Se verifica £~ = (‘ﬂ)

4. Dados dos vectores a, b:

Como |l;| cos ¢ es la proyeccion OC' del vector b sobre la direccion
del @ podemos decir que el producto escalar de dos vectores es igual
al modulo de uno de ellos multiplicado por la proyeccion del otro

sobre él.

ol 1
COS¢ = —
0]
5. Base ortonormal es toda base formada por vectores unitarios ortogonales.

6. Dado un vector v, si lo dividimos por su médulo obtenemos un vector unitario de igual
T
Bi

direcciéon y sentido:

7. Se cumplen las siguientes desigualdades: dados dos vectores @, b de R®
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1) |@.b| < |a@||b| desigualdad de Schwarz
2) |d@+ b| < |d@| + |b] desigualdad de Minkowski

Demostracion vista en el curso pasado.

Ejemplo Dados dos vectores 7, tales que sus moédulos valen 3 y forman un angulo de 30°,
hallar @.b siendo @ = 37 — 2y, b = 51 + 3y/.
a.b = (3% — 2i) (5% + 37) = 1682 — 6% — 7. = 15|F|> — 6|7]> — |7].|7] cos30° = 15-9 — 6 -
9v3

9—9.cos,300:81—T

6.5. Producto vectorial

Dados dos vectores @ = (ay, as, as), b = (b1, b, b3) de R3, definimos producto vectorial de
esos dos vectores:

- iJk anb
ANb=1|a ay a3
by by b3
el producto vectorial es un vector ortogonal a los vectores a y b
b y sentido dado por la regla del tornillo, que tiene de modulo: a

|@ A b| = |a||b] sen(@, b)

Consecuencia: |@ A I;\ es el area del paralelogramo determinado por a y b.

Ejemplo Dados los vectores (1,3,-1), (3,-1,0), comprobar que son ortogonales. Completar a
partir de ellos una base ortonormal.

Producto escalar: (1,3, —1).(3,—1,0) = 0, son ortogonales

Para obtener el vector que falta perpendicular a los dos hacemos el producto vectorial

- — -

7k
1 3 —1|=-7-37—10k vector: (-1,-3,-10)
3 -1 0
Dividiendo por los médulos hacemos los vectores unitarios y obtenemos la base ortonormal:

Lo1321), —(3,-1,0), ——(—1,-3,—10)
\/ﬁ?”\/m”?\/m”

6.6. Producto mixto

Dados tres vectores @ = (ay, as, ag),gz (b1, b2, b3),C = (c1, C, c3) de R3, definimos producto
mixto, que se representa por [d, b, c] de esos tres vectores:
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Como

[@0,d=a-(bAQ)

Cuyo resultado es

= a1bacs 4+ asbscy + asbica — asbayc; — asbics — arbscy =
ap az as
by by b3
€1 C2 C3

Por tanto el producto mixto de tres vectores del espacio viene

dado por el determinante de sus coordenadas.

Ademas el producto mixto de tres vectores es el volumen del paralelepipedo que determinan.
Esto se deduce de que:
[@,b,d| = |@- (bAE)| = |a@|.|bAc]. proyeccion de (bAE) sobre @ = area de la base por altura.

Ejemplo Hallar el volumen del tetraedro que determinan los vectores (1,6, —1), (—3,2,1), (-1, 1,5)
Recordemos que las piramides tienen como volumen un tercio
del area de la base por la altura. La base triangular es la mitad
del paralelogramo. Por tanto el volumen pedido es el producto
mixto dividido por seis.

1 6 —1
1 4 4
vegls2 1= -Tw
-1 1 5

6.7. Ecuaciones del plano

Sea el plano determinado por el punto P y el subespacio

vectorial engendrado por los vectores ¥/, w.
Sea X un punto cualquiera del plano.
Se verifica OX = OP + PX, como PX es comb. lin. de

vy w, PX =tv+ sw por tanto 0
T=p+ti+swcont,scR Y
Pasando a coordenadas si  P(x, Yo, 20), VU = X

(v1,v9,v3),W = (wy, wy, w3) y suponemos que X (x,y, 2)
se tiene:

(x,y, 2) = (%0, Yo, 20) + t(v1, Vo, v3) + s(wy, wa, w3), t,s € R|ecuacion vectorial del plano
Ejemplo P(1,—2,0),7 = (0,2,0),w = (—3,0,1)
(r,y,2) = (1,-2,0) +¢(0,2,0) + s(=3,0,1) t,s€ R
T = xg + tvy + swy
Separando coordenadas: Y = Yo + tvg + swy t,s € R | ecuaciones paramétricas del

z = zp + tvg + sws

plano
r=1-3s
Ejemplo ¢ y=-2+2t t,seR

zZ =S
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Como PX, v y w son coplanarios, o sea 1.d., el determinante formado por sus coordenadas

es 0.
. T—To Y—Y <%0
det(PX, ¥, W) = U1 Vg U3 = 0 |ecuacioén matricial del plano
w1 Wao W3
r—1 y+2 =z
Ejemplo | 0 2 01=0
-3 0 1

nota: si dan tres puntos del plano no alineados P, ), R basta considerar que P_Q, PR son
dos vectores del plano.

Ejemplo Plano que pasa por P(3,2-1) , Q(0,1,0), R(7,-5,2).

r y—1 =z
Considerando los vectores QP = (3,1,-1), QR = (7,—6,2) 3 1 —-1(=0
7 —6 2

Desarrollando el determinante resulta 4x + 13y + 25z — 13 = 0.

En general de la ecuacién matricial llegariamos a un resultado de la forma:

Z

Ar+By+Cz+ D = 0‘ ecuacion general o cartesiana del plano

Ejemplo
r—1 y+2 =z
0 2 0|=2x—-1)46z 20r+4+62—2=0
-3 0 1
Observaciones ’

1. En las ecuaciones en forma vectorial, paramétricas, y matricial del plano aparecen expli-
citamente un punto y dos vectores del plano.

r=t los términos independientes dan el punto
Ejemplo: Dado el plano { y =s (0,0,1) los coeficientes de cada parametro dan
z=1  sendos vectores del plano (1,0,0), (0,1,0)

2. Para comprobar si un punto () pertenece a un plano
a) Si el plano esta en forma general se sustituye para ver si cumple la igualdad.
b) Si el plano viene dado por un punto P y dos vectores direccion i, U, se ve si el deter-

minante [PQ, @, 7] es cero.

3. En la ecuacion general Az + By + Cz + D = 0 sea P(zg, Yo, 20) un punto del plano, por
tanto verifica la ecuacion es decir:
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Axg + Byg + Czy + D = 0; entonces restando las dos igualdades
tenemos A(z — x0) + B(y — yo) + C(z — ) = 0 donde PX = (A.B,C)
(x —x0, Y — Yo, 2 — 20) es un vector contenido en el plano,la igualdad
anterior expresa que su producto escalar por el vector (A, B,C') es
cero
luego en la ecuacion general: /
los coeficientes A, B, C' son las coordenadas de un vector perpen- % x

dicular al plano.

Ejemplo Hallar la ecuacion del plano paralelo al 2x — 3y 4+ 2z = 7 que pasa por el punto

(0,4,0).

Si es paralelo sirve el mismo vector ortogonal por tanto los coeficientes de x,y, z pueden

ser los mismos 2x — 3y +2+ D =0

Haciendo que pase por el punto —3 -4+ D = 0; D = 12, luego el plano buscado es

20 =3y + 2+ 12 =0.

Ejemplo Hallar las ecuaciones paramétricas del plano 2z 4+ 3y — 52 —2 =10

Basta pasar dos variables al 2° miembro y considerarlas como parametros:

xr =
y=>p
r=2+2a+32p

por tanto un punto es (0,0,-2/5)

Yy oz
421
b+

x
4. Ecuacion segmentaria del plano: — +
a c

6.8. Ecuaciones de la recta

Sea la recta determinada por el punto P y el subespacio vectorial
engendrado por el vector 7.

Sea X un punto cualquiera de la recta. Se verifica 0X = OP—HDX
como PX pertenece al sev. engendrado por v, PX =tv por tanto
T=p+td teR

Pasando a coordenadas si P(xq, Yo, 20), ¥ = (v1, v, v3) ¥ Suponemos
que X (z,y,z) se tiene:

X

y dos vectores direcciéon son (1,0,2/5); (0,1,3/5)

(x,y,2) = (20, Yo, 20) + t(v1,v2,v3) t € R|ecuacion vectorial de la recta

Ejemplo P(l -2 O) v =(0,2,0)
(z,y,2z) = (1,-2,0) + t(0,2,0), t€R
T =x9+ tvy
Separando coordenadas: Y = Yo + tvg t € R |ecuaciones paramétricas de la recta
z =29+ tus
r=1
Ejemplo ¢ y=-242t te€R
z=0

Eliminando ¢ entre las tres ecuaciones (despejando t) se tiene:
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Tr—Xo Y—"Y Z— 20 ., .
= = ecuacion continua de la recta
U1 U2 U3
r—1 y+2

0 2

"(se admite en este contexto la notacion simbolica "partido

Ejemplo "

ol

por 0")
Quitando denominadores llegamos a expresiones del tipo:
Ar+By+Cz+D =0
{ Az +By+C'z+D' =0
r—1 y+2 z-5
= =

que es dar la recta como interseccion de dos planos

—2(z—1)=3(y+2) { 20 +3y+4=0

d
sS€ pue eexpresar{z_E)ZO 2—5=0

Ejemplo

Observaciones

1. En las ecuaciones en forma vectorial, paramétricas, y continua de la recta aparecen ex-
plicitamente un punto y un vector direcciéon de la recta.

r=1
=1
Ejemplo { o equivale a ¢ y =z punto (1,0,0); vector direccion (0,1,1)
Yy==z
z=2z

2. Para comprobar si un punto () pertenece a una recta r dada por punto P y vector direccion

v lo méas sencillo es ver si P(Q) es proporcional a .

3. Para pasar de la recta como interseccion de dos planos a las formas en que aparecen un
punto y un vector direcciéon veremos dos procedimientos:

Ejemplo

2r —3y+1=0 vector (2,-3,0) es perpendicular a la recta
{ 4r —324+6=0 vector (4,0,-3) es perpendicular a la recta
Modo I: Haciendo el producto vectorial obtenemos:

- -

7k dividiendo por 3 por como-
2 =3 0 |=9+6j+ 12k didad, da: (3,2,4) como vec-;
4 0 =3 tor direccion
un punto lo obtenemos haciendo por e€j. x = 0, resulta y = 1/3,2 = 2 .el punto es
(0,1/3,2)
Modo II: el otro método es resolver el sistema indeterminado:
Jy=1+2 =142
Pasando por ejemplo x al otro miembro y +er y=3t fjx queda
3z =06+14z z=2+3x
=z 1
1,2 punto (0, -,2)
y=ytsw 3 ) 4 .
JO) S o vector direccion (1, £, 5), multiplicando por 3: (3,2,4)
3
Ejemplos

1. Comprobar si la recta cuyos puntos tienen de coordenadas (2 + 3t,1 —t,t), t € R es
paralela al plano x +y — 224+ 10=10
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Basta ver que el vector direccion de la recta ¥ = (3,—1,1) es perpendicular al vector
ortogonal del plano 4 = (1, 1, —2) para ello hacemos el producto escalar ¥.4 = 3—1—2 = 0,
luego son ortogonales. Ademas sustituyendo el punto (2,1,0) de la recta en la ecuacion
del plano resulta 2 4+ 1 + 10 # 0, luego no esta en el plano. Por tanto la recta y el plano
son paralelos.

r=1-—t
2. Hallar la recta perpendicular a larectar: ¢ y =2+ 4t trazada por el punto P(2,0, —1)
z=3+1

Hallamos el plano 7 perpendicular a la recta por P, —z + 4y + z + D = 0, sustituyendo
P.-2—-1+D=0; D=3, n:—xz+4y+2+3=0

Hacemos la interseccion de my r: —(1 —¢) +4(2+4t) + (3+t) +3 =0; 13+ 18t =

— 13 _ 31
r=1+3% =7

0; t= ETR sustituyendoen r: ¢ y =2+ 4%? = ’1—186 tenemos el punto de interseccion
z =314
31 16 41 o
M(_a T _)
18" 18 "18
- 31 —16 41 -5 —16 59
Entonces el vector PM = | — -2, ——, —+1) = | —,——, — ], como solo nos
18 18 18 187 18 "18
interesa la direccion tomamos como vector direccion de la recta buscada el proporcional
(=5, —16,59)
r=2-0>5t
La recta buscada es s : ¢ y =0 — 16t
z=—1459

3. Hallar, si existe, la ecuacion de la recta que pasa por el punto P = (1,2,3) y se apoya en

11
¢ r y—3 z-1 r—%  y+: oz
las rectas r y s de ecuaciones: 7 : 5= "3 = : = =

3 1 78 —7 ~ 5

La recta buscada es la interseccion del plano m que pasa por Py

contiene a la recta r, con el plano 7’ que pasa por P y contiene a
la recta s.

T i

pﬁnto P(1,2,3)
vector direccion de r: (2,3,4)
punto de r:  Q(0,3,1), vector PQ = (—1,1,-2), mas comodo (1,-1,2)
r—1 y—2 z-3
e 2 3 4 =0 m:2x—2z+1=0
1 -1 2
7
punto P(1,2,3)
vector direccion de s : (8, —7, —5), mas comodo (-8,7,5)

punto de s : Q’(%, %9, 0), vector P_Q/ = (g, %197 —3), mas comodo (-6,19,15)

r—1 y—2 z-3
T =8 7 5 =0r":x4+9y—112+14=0
—6 19 15
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como los planos 7, 7’ se cortan, recta buscada:

20 —2+1=0
r+9y—1124+14 =0

i j ok
Para pasarla a continua buscamos un vector direccion | 2 0 —1 | = 9i + 21;’—1— 18k ,
19 —11
) » x—1 y—2 2z-3
tomamos como vector direccion (3,7,6); Recta buscada: s =TT T ¢
6.9. Haz de planos
m:Ar+ By+Cz+D =0
Dados dos planos o At By + et D=0
se llama haz lineal de los planos 7,7’ al conjunto de planos de -
ecuacion:
s(Ax+By+Cz+ D)+ t(Az+B'y+C'2+D')=0 steR
* si los planos 7, 7’ son paralelos el haz es el conjunto de todos los =

planos paralelos a ellos.

* ¢ los planos 7,7’ se cortan en una recta el haz es el conjunto de
planos que contienen a esa recta.

e
20 —3y+52+7=0
3v—4y—T24+2=0
El haz de planos con arista en esa recta es (dividiendo por uno de los parametros queda uno
solo) 20 — 3y + 52+ 7+ k(Bx —4dy —72+2)=0
haciendo que pase por el punto 547+ k(—74+2) = 0 queda k = 12/5 luego el plano buscado
es bh(2x —3y +52+7)+12(3x —4y — 7z +2) =0; 46x — 63y — 592+ 59 =0

Ejemplo Hallar el plano que pasa por el punto (0,0,1) y por la recta {

6.10. Incidencia de planos y rectas

1. Interseccion de 2 planos

m:Ar+By+Cz+D =0
7 Av+By+Cz+D =0"

A+ By+Cz=—-D

estudiamos el sistema { Awt Bly+ s = — D

Si ran(M)= 2 es compatible indeterminado, soluciones dependientes de 1 parametro:
interseccion una recta

Si ran(M) — 1 ran(4) = 2 incompat%blt?: planos paralelos
ran(A) = 1 planos coincidentes
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2. Interseccion de 3 planos

m:Ar+By+Cz+D =0
7w Ar+By+C'z+D =0
W//IA//ZE+B//y+C//Z+D//:0
Az + By+ Cz=—-D
estudiamos el sistema ¢ A’z + B'y + C'z = =D’
A//l,_i__B//y_'_C//Z: _D//

Si ran(M) = 3 compatible determinado: interseccién un punto

incompatible, no tienen puntos comunes, los planos se

A —_—
Si ran(M) = 2 ran(4) =3 cortan, dos a dos, en 2 o 3 rectas paralelas (fig. 1y 2)

ran(A) = 2

compat. indeter. soluciones dependientes de 1 parame-
tro, interseccion una recta (fig. 3)

A
A

ran(A) = 2 incompatible: planos paralelos /
1

ran(A) = 1 planos coincidentes

ran(M) =1

3. Interseccion de recta y plano

Hay tres posibiladades intersecciéon un punto, que sean paralelos y que la recta esté con-
tenida en el plano.

a) Si la recta viene dada como interseccion de planos se puede considerar que el estudio
queda incluido en el anterior de interseccién de tres planos.

b) Si la recta viene dada en forma paramétrica:

r=2+31

Ejemplo Hallar lainterseccion dery wsiendo:r: ¢ y=1—2t 7 :2z+y+32+1=0
z=—t

Sustituyendo en la ecuacion del plano: 2(2 + 3t) + 1 — 2t + 3(—t) + 1 = 0, y resolviendo

esta ecuacion resulta ¢ = —6 luego se cortan en el punto (sustituyendo t en la ecuacion
de la recta): (-16,13,6).

Vemos que resulta una ecuacion de grado 1 en ¢, luego los casos son:
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una solucion: r y 7 se cortan en un punto
sin solucion: r y w se paralelos
infinitas soluciones: r esta contenida en 7

4. Intersecciéon de dos rectas:
Hay cuatro posibilidades: paralelas, coincidentes , se cortan y se cruzan.

a) Si vienen dadas como interseccion de planos se puede estudiar el sistema de 4 ecuaciones
y 3 incognitas que resulta , es el método adecuado cuando hay parametros. En otro caso,
suele ser mejor el método para punto y vector direccion.

2 == ]_ _—
Ejemplo Estudiar segiin k la posiciéon de r : { 42y + 3z S { y=z

x+ky+32=3 3y —z=2
1 2 31
, 1 £k 3 3
El determinante 01 -1 0" 8 — 2k se anula para k = 4, como ran(M) = 3, se
03 -1 2

tiene que: si k # 4 se cruzan; si k = 4 se cortan. (nota para k = 2, 7 no es recta)

w

b) Vienen dadas por punto y vector direccion: s
r:Pv;, s:Q,w.

Si ran(v,w) =2, ¢y W no paralelos:
rcm(P@,’zT, W) =2 <~ det[P@,U, w] = 0; PQ, ¥, son coplanarios : r, s se cortan
rango(PQ, v, W) = 3 <= det|PQ, U, w| # 0; PQ, ¥, no son coplanarios : r, s se cruzan
Si ran(v,w) =1, ¢y w paralelos:

P@ paralelo: rectas coincidentes
P_Q no paralelo: rectas paralelas

Ejemplo Hallar la posicion relativa de las rectas:
r y—1 2—=z { r=2z—3
ri— = = 5
y=—2+95

3 -1 3
r: punto P(0,1,2), vector dir. v = (3,—1,—3) (obsérvese que la recta r no esta escrita
exactamente en forma continua)

r=—-3+2t
De las ecuaciones de s se escriben las paramétricas: s : y=>5—1 luego s: punto
z=1

Q(—3,5,0), vector dir. @ = (2, —1,1)
Resulta P_Q = (—3,4,—2). Vemos que v, w no son paralelos. Ahora estudiamos det [P_Q, U, ]
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-3 4 =2
3 —1 =3 |=—-22+0 por tanto las rectas se cruzan.
2 -1 1

6.11. Distancia entre dos puntos

Dados P(x1,y1, 21); Q(72, Y2, 22)

d(P,Q) = |PQ| = /(2 — w12+ (y2 — y1)? + (22 — 21)?

—1
Ejemplo Hallar el punto de la recta r : Y _, + 2 que equidista de los puntos

2 —1
A(2,3,-1), B(0,2,0)

El plano mediatriz de los dos puntos tendra de ecuacion:
Ve =22+ =3P+ 1) =2+ (y -2 + 22
2 +y — z — 5 = 0 poniendo la recta en paramétricas y

sustituyendo A
r=1+72t
y=—t 21+ 2t) + (—t) — (=2 +1) — 5 = 0, B
z=—-2+4t

resulta ¢ = 1/2 luego el punto es (1 + 1,—1/2, -2 +

6.12. Punto medio de un segmento

Dados los puntos P(x1,y1, 21)Q(2, Y2, 22) sea M (T, Ym, 2m) €l punto medio, se tiene P_Q =
To — 11 = 2(Tpy — T1)

2PM en consecuencia Yo — Y1 = 2(Ym — Y1) Ty = o ;xQ S Ym = s ;r v2 S Zm =
29— 21 = 2(2m — 21)
21+ 22
2

nota : El plano mediatriz de un segmento AB se puede hallar como el plano de vector orto-
gonal AB que pasa por el punto medio del segmento AB.

6.13. Distancia de un punto a un plano

Dados el plano 7 : Az + By + Cz+ D = 0y el punto P(xg, yo, 20) se tiene:

A B C D
d(P,7) = To + byo + Czo +
VA2 + B2 4 (C?

Demostracion
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! A

Se trata de hacer de dos maneras el producto escalar de W =
(A, B,C) ortogonal a 7 y XP = (xo — ,9%0 — Y, 20 — 2) vector
de origen en un punto X (z,y, z) culquiera de 7 y extremo P:

W XP = A(rg— )+ Blyo —y) + Clz0 — 2) =

Azg+ Byo+ Czy — (Az + By + Cz) = Axg + Byo+ C2+ D , por
otro lado:

. X P = ||| X P| cos a = |if]. proyeccion de X P sobre o =
VA2 + B2+ C%2d(P, ),

despejando queda la féormula sin mas que tomar valor absoluto pues consideramos que la
distancia siempre es positiva.

Ejemplos

r—2y—2z=1

Tt By —z =0 al plano 7 : 14x 4+ 7y — 232 =0

1. Hallar la distancia de la recta r : {

Primero comprobamos la situacion relativa de la recta y el plano considerando la matriz

1 -2 =2 luego son efectivamente paralelos
de coeficientes |[M| =] 1 5 —1|=0 o la recta estd contenida en el
14 7 =23 plano

entonces la distancia de la recta al plano sera igual a la distancia de un punto cualquiera
de la recta al plano, obtenemos un punto de la recta haciendo por ej. y = 0, resulta
z=—1,x = —1, punto P(—1,0,—1)

—14 + 23
V142 + 7% + (—23)2

9
V174

nota: la ecuacién normal del plano es la ecuacion general en la que el vector ortogonal

d(r,m) =d(P,m) =

es unitario, entonces el término independiente es la distancia del origen al plano.

2. Hallar el punto de la recta r : x = y = z que equidista de los planos 7 : x —y + 2z =1,
i +2y—z=4
Podemos:

a) Hallar los planos bisectores de los dos planos ya que no son paralelos y luego su
intersecciéon con la recta.

b) Mejor: hallar las ecuaciones paramétricas de la recta y sustituir en las formulas de la
distancia a cada plano: r:x =t,y =t,z =1t

dist. a = dist. a =’

Ve

lt—t+20—1] Jt+20—1t—4
VIFI+4 | | VI+4d+1

el punto es (5/4,5/4,5/4); y podemos afirmar que la recta r es paralela a uno de los

~

2t — 1 = 2t — 4 sin solucién
2t —1= -2t +4;t=5/4

;2t—1:i(2t—4){

planos bisectores
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6.14. Distancia de un punto a una recta

Dado un punto P y una recta r con punto @ y vector direccion ¢ |l P

_‘P —|
ap,r) = 9L

|71

Demostracion

El paralelogramo de lados Q]D y ¥ tiene de area
S =|QP A¥| = base . altura = |7].d

nota Meétodo constructivo: Hallar el plano perpendicular a la recta por el punto, luego el
punto de interseccion de la recta y el plano, la distancia buscada es la distancia entre los dos
puntos.

6.15. Angulos de rectas y planos

1. Angulo de dos rectas

Es el menor de los dngulos que forman.
Se halla a partir de dos vectores direccion.
(Se considera también en el caso de que se crucen).

Ejemplo Hallar el angulo que forman las rectas

r—1 242 _ ytd
: =y—3= : -3 4
T 5 Y z 8 {z:O

los vectores respectivos son ¥ = (2,1,1); %@ = (—3,4,0)

.0 —6+4 2 _ e
COS ¥ = = - —_= = =
|9]. | 0] V6425 56

(se toma valor absoluto porque no sabemos si se trata del angulo a o de su suplementario)
a = ar cos 0'16 = 80°4(

2. Angulo de dos planos

Es el menor de los dos angulos diedros que determinan.
Se halla a partir del angulo que forman los vectores ortogonales.

L

3. Angulo de recta y plano
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Es el menor dngulo que forma la recta r con su proyeccion ortogonal
sobre el plano.

Se halla a partir del angulo que forman el vector direcciéon de la / e /
recta y el vector ortogonal del plano, el angulo buscado es el com- /7

plementario.

—1 -2 1
Ejemplo Hallar el angulo que forma la recta r : T _ Y = Z; y el plano

m:3r+2y—5z+4=0

17

U=(2,-1,3);0 = (3,2,-5); cos(a) =
61'5°
Angulor, 7 = 90 — 61’5 = 28'5°

; = 0'4769; ar cos(0'4769) =
7.

Ejemplo Se considera el punto A(2,0,0) y los planos 7 :x +y+z=1,7":y —z=1.
Determinar las rectas que pasan por A, forman un dngulo de 60° con 7 y son paralelas a

7.

La recta r buscada esta en el plano 7" paralelo a 7’ que
pasapor A: 7" :y—2=0

La interseccion de 7 con 7 es la recta s:

/ y
. r+y+z=1 punto'(l,0,0) A i
y—z=0 vec. dir. (-2,1,1)
r=1-2t 600 600 s

s:q4 y=t
z=t

Consideremos el vector de A a un punto de s: ¥ = (1 -2t —2,¢,t) = (—2t—1,¢,t); veamos
cual determina un angulo de 90° — 60° = 30° con el vector ortogonal de 7w = (1,1,1) :
v V3 —2—1+t+1 V3 ~1
2 a1t 23 2 Rt d+143
-3+/3
9

resultan entonces las rectas solucion:

, (—3—2\/5 343 —3+\/§> z—2 y p
vec. dir. ; : = =

cos 300 =

GICE

961> +4t+1)=4; t=

y y T = =
9 9 9 -3-2v3 -3++v3 -3+V3
_ <—3+2¢§ —3—\/5—3—\/§> =2 y P
vec. dir. : : =

s s T = =
9 9 9 —3+2V3 -3-V3 -3-3

6.16. Minima distancia y perpendicular comtn a dos rectas

En el caso en que las rectas sean paralelas el problema se resuelve hallando un plano per-
pendicular y la distancia entre los los puntos de corte.
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Los otros casos se pueden resolver por el método siguiente:

Ejemplo Hallar la minima distancia entre las rectas
r—1 y+2 y—1 =z
=—=2; s:x+2="—=—
2 -3 2 3

Se halla el plano que contiene a r y es paralelo a s, y luego hallar

T

la distancia de un punto cualquiera P de s al plano:
Plano 7 que contiene a r y es paralelo a s es

r—1 y+2 =z
2 -3 1|=0
1 2 3 /
oseam:1llx+5y —72—1=0,sea Q(—2,1,0) de s -

| —2245-1
V112 + 52 + (=7)?

18
V195

d(s,r) =d(Q,m)

Ejemplo Hallar la perpendicular comun a las rectas:
y—3 z-2 xr—7 y—9 z-—-8
r:x—1= = X : 3 = =

Una vez comprobado que las rectas no son paralelas, el procedimiento es:

a) La perpendicular comun tiene como vector direcciéon el vector
perpendicular a los vectores direccion de las rectas dadas:

ik
1 2 2| =20+j— 2k vector: v = (2,1, —2)
3 4 5 s
b) Ahora hallamos el plano 7, que contiene a una de ellas, por

ejemplo r, y contiene a este vector v} : /
s /

r—1 y—3 2-2 =1
1 P 2 |=0, —6x+6y—32—6=0, ]
2 1 -2
T 2r —2y+2+2=0
r="7+3t
c¢) Ahora hallamos el punto de interseccion de este plano 7, con laotrarectas: ¢ y =9+ 4t
z=8+51
2(7+3t) —2(9+4t) +8+4+5t+2=0; 14+6t—18—-8+8+5t+2=0; 6+3t=0
r=T7+3(-2)=1
t = —2; sustituyendo ¢ y=9+4(-2) =1
z2=845(-2)=-2
La perpendicular comun es: v—1 =y—1= 2t 2

—2

Observacion: el punto de interseccion hallado (1,1, —2), es el punto de de s cuya distancia
a r es minima.

r=1+1 r="T+3s
Otro método: Ponemos las rectas en paramétricasr : ¢ y =3+ 2t ;54 y=94+4s .
z=2+2t 2z =8+45s
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Consideramos el vector Q,ﬁQ’ que va de un punto @) genérico de r a un punto )’ genérico de
$:Q,Q = (T4+3s—(1+t),9+4s—(34+2t),84+5s—(2+2t)) = (6+3s—1t,6+4s—2t,6+5s—2t))
Hago que este vector sea paralelo al vector ortogonal v, para ello sus coordenadas han de

ser proporcionales:
6+3s—t 6+ 4s— 2t _ 6+5s—2t

que es un sistema dos ecuaciones y dos incognitas

2 1 -2
6+43s—1t=2(6+4s — 2t) —55+3t=26 . —4
’S’{—(6+35—t):6+5s—2t {—8s+3t:12 ¢ soTHelones: 8 = et = g
r=T7—6
Sustituyendo por ejemplo en s tenemos el punto de la perpendicular comtn: s: ¢ y=9—-8 .
z=8—10

El punto es (1,1, —2)
Ya tenemos un punto y el vector direccion de la perpendicular comin.

Ejemplo Considere las rectas r y s dadas por las ecuaciones
f 4x 43y —2z2=12 xr—5 y—1 z2-6
‘{2x+5y—z=6 Yo T3 T T Ty
a) Estudie la posicion relativa de r y s.

b) Hallar la perpendicular comun.

a) Parametrizamos la recta r: restando a la primera ecuaciéon la segunda multiplicada
por 2 queda —7y = 0, y = 0 y sustituyendo en la segunda y despejando z resulta: r :

=1
y=20
z=—06+4+2t
. { punto P(0,0, —6) ¢ { punto Q(5,1,6)
| vector ¥ = (1,0,2) | vector W = (3,—1,4)

Como no son proporcionales los vectores direccion podemos afirmar que nos son paralelas,
consideramos el vector PQ = (5, 1,12) veamos el rango de los tres vectores:

5 1 12
[P@, v,w]=|1 0 2 |=0, por tanto las rectas se cortan.
3 -1 4

b) Par hallar la perpendicular comin hallamos el vector perpendicular a r y a s usando
producto vectorial v A W

i 7k
TAW|1 0 2| =2+ 2}' — k, luego (2,—2,1), serd el vector direccion de la recta
3 —1 4

perpendicular comun.

Ahora hallamos el punto de interseccién de r v s que sabemos que existe, para ello sustitui-

t—5 0-1
mos en la primera igualdad de s las paramétricas de r: 5 = 1 t = 8 sustituyendo en
r =38
r:¢ y=0 , punto de corte (8,0, 10),

z2=—-64+2-8=10
r—8 'y z—10

luego la perpendicular comin es: 5 =9 = |
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Ejemplo Hallese si existe alguna recta que apoyandose en las rectas r y s sea perpendicular
) y—1 z-1 y—1 =z
al plano , swndo:r:x:—l:?; s::p:—gzi mi2x —y+4z=0
La recta buscada si existe ha de ser la interseccion de los planos m; que contiene a r y es

perpendicular a m; my que contiene a s y es perpendicular a 7

r y—1 z—-1
ml 1 -1 2 =0, 2x—24+1=0
2 -1 4
z y—1 =z
m:l 1 =3 41=0, 8 —4y—5z2+4=0
2 -1 4
1
rectabuscada:{2x_z+1:0 x+§:i:z
8r—4y —5z+4=0 2 -1 4
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6.17.

1.

Problemas

Dados los puntos P(4,2,5)y Q(7,3,—1).
Representar el vector PQ)

. Hallar el wvértice D en el parale- 9.
logramo ABCD dados los vértices
A(3,2,-1),B(3,-1,0),C(2,4,—1).

Solucion: D(2,7, —2)

Sabiendo que |Z| = |¢] = 2 y que Z.¥ =
0’1 calcular el d&ngulo que forman los vec-
tores d =+ ¢, b=7 -2y

—41
126

Solucién: o = ar cos = —0'32 ~ 108’66"

Sea B = {&},é,, &} una base de V3, tal
que |€1] = |€] = |€5] = 2y cos(€], €)) =0
parai # j . Siendo @ = 3€] —6é5+€3,b =
&y + 2¢€5. Calcular @ — @.b

11.

Solucion: 9(e7)? + 42(é2)% — (€3)% = 200

. 1) Producto escalar de vectores en el es-

pacio afin Euclideo E3. Vectores ortogo-
nales. Bases ortonormales. ii) Encontrar
una base ortonormal de E® que contenga
un vector proporcional al (1, —1,2)

Solucion: 4 (1, -1,2), 2

v 22(0,2,1), A=(—5,-1,2)

V30

12.

. El espacio euclideo tridimensional F estéa

referido a una base €1, €3, €3 formada por
vectores unitarios que forman entre si an-
gulos de 60°. Se pide calcular el coseno
del dngulo que forman los dos vectores
U =€) + €, U= €] — € + €3.

Solucion: cos o = 1/\/6., o = 6590

. Dado el triangulo de vértices A(1,1,1),

B(0,3,5), C(4,0,2) hallar su area y la lon-
gitud de la altura desde B.

UAB A AC| = ¥ =

Solucién: S = 5

758,/ 20 = 4'57

Calcular los vectores de longitud 1 orto-
gonales a los vectores (2,-2,3) y (3,-2,3).

10.

13.

14.

(0,3/V13,2/V13),v' =

Soluciéon: v =
(0,-3//13,-2/+/13)
Se consideran los puntos
A(l,a,1),B(1,1,a—2),C(1,-1,2)

1) Comprobar si estan alineados segin
sea el valor que tome el parametro a.

2) Hallar el area del triangulo que deter-
minan los tres puntos para a = 0.

Solucion: S =1
Hallar el &area de la proyeccion del

triangulo de vértices A(1,0,0), B(2,1,0),
C(0,1,4), sobre el plano coordenado XY.

Solucion: 1u2,C’(0,1,0)

Resolver la siguiente ecuacion vectorial:

ZA(2,1,-1)=(1,3,5)
sabiendo que |Z| = v/6
A
Solucion: AW | z  y 2z | =(1,3,5);
3 -1 4
5 =5 2
1,-2,1)(5,—, =
120G 20

Se considera el tetraedro cuyos vértices
son A(1,0,0), B(1,1,1),C(-2,1,0), D(0, 1, 3).
a) Hallar el volumen. b) Hallar el area
del tridngulo ABC. c) Hallar la altura
del tetraedro del vértice D. Solucion: a)

\/1—9’112 c) h= T

2 7 /19
Hallar t para que los puntos P(3,2,0),
Q(0,-1,0), R(3,t,1), S(2,1,-2) sean copla-
narios.

7
V=-u?b)S=
6

Solucién: ¢t = 2

Hallar las ecuaciones paramétricas del
plano que pasa por el punto (2,3-1) y es
paralelo al plano 2z — 3y + 2z = 3.

r=2+t
Solucion: m: ¢ y=3+s
z=—-1—2t+3s
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Hallar la ecuacion general del plano que
pasa por los puntos (2,3,-1), (1,0,-3) y es
perpendicular al plano 2x — by = 2.

Soluciéon: m: 10z +4y — 112 —43 =0

Hallar la ecuacion del plano que pasa por
los puntos (2,-1,0), (3,0,2), (2,-3,4).

Solucién: 4x — 2y — 2z — 10 =0

Hallar la ecuacion del plano que pasa por
el punto en que el plano 2z +y+3z = 12
corta al eje OZ y es perpendicular a los
planos: 3x +2y —z =5, x —y+ 32 =2

Solucion: z — 2y —z4+4=0

Hallar la ecuacion del plano que pasa por

el punto (3,0,5) y es perpendicular a la
r—2 y+5 z—2
= = . Hallar el

4
punto de interseccion.

recta

Solucion: (5, —1,3)

Hallar la ecuacion del plano que pasa por
el punto (1,1,2) y es paralelo a las rectas

3x+y=0 20 — 2y =0
dr+2=0

y—z=-3
Solucion: © — by +4z—4 =0

Hallar la ecuacion del plano que contie-
ne alarecta (z —1)/2=(y—1)/3==2
y es paralelo a la recta que pasa por los
puntos (2,0,0), (0,1,0)

Solucion: z 4+ 2y — 82 —3 =0

Dada la recta r : (z,y,2) = (3,2,0) +
t(2,0,—1) y el punto P(5,2,7) a) Hallar
la recta perpendicular a r que pasa por
P. b) Hallar la recta paralela a r que pasa
por P.

Solucion: a) { 2 ;Z 703 =0
Yy—<4=

(5,2,7) + (2,0, —1)

b) (‘E Y, Z) =

Indicar la posicion especial respecto a los
ejes que tienen los planos en que uno
o tres de los coeficientes A,B,C,D de la

23.

24.

25.

26.

27.

28.

ecuacion general Ax + By+Cz+D =0
sean nulos.

Solucion: A, B o C nulo, plano paralelo al eje de
coeficiente nulo

D, A, B nulos, plano XY : z = 0, plano de-

terminado por los ejes de los coeficientes nulos.

Ecuacion del plano que corta a los tres
ejes de coordenadas en puntos situados a
distancia a del origen y ecuaciéon de una
recta situada en dicho plano, que pasa
por los puntos (0,0,a) y (a/2,a/2,0).

SATN . A i z—0 _ y—0 __ z—a
Solucion: z +y +z—a =0, — = +¥— = =~

Estudiar la posicion relativa de los planos
20+3y—952+7=0, 3x+2y+32+1=
0, Tx+8y— 72+ 13 =0.

Solucion: ran(M) = 2 < 3 = ran(A), incompa-

tible, los planos se cortan en tres rectas paralelas

Siendo r la recta determinada por las
ecuaciones r—2y—2z = 1, z+5y—z = 0;
y 7 el plano definido por 2z+y+mz = n,
determinar m y n de modo que: a) ry 7
sean secantes b) r y m sean paralelos ¢) r
esté contenida en 7.

Solucion: a) m # —23/7,Yn; m = —23/7,n #
9/7,¢) m=-23/7,n=9/7

Escribir la ecuacion del plano que pasa
por el origen y contiene a la recta de
ecuaciones r +y+z=1, z —y =2.

Solucion: m:x + 3y +22 =0

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa
por el punto (1,1,2) y corta a las rectas

(x—-1)/3=y/2=1—2 x/2 =y =
(z—1)/2.

Solucién: =t = % = 22
Dadas las rectas del  espacio
r=z—1 r—4 =52
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a) Decir si se cortan, son paralelas o se  35. Se consideran las rectas r = z — 1 =
cruzan. b) Hallar la ecuacion de la recta y—2=(2—-1)/2, s = 3—-12)/2 =
que pasa por el origen y corta a las dos 3—y=(z+1)/2.
rectas dadas. a) Comprobar que se cortan y calcular las
Solucion: a) Se cruzan; b) { ?))T i Z +_23:1 0_ , coordenadas del punto P de interseccion.

S o b) Determinar la ecuacion de la recta que
pasa por P y es perpendicular ar y s.
29. Hallar la icié i . o _
' posicion r,elatlva y en su caso la Solucién: se cortan, P(1,2,1);27t = L2 =
perpendicular comin a las rectas: L1
r=1+2t rT=9>5-—s5 36. Dada 1 o — . o _ 23
y=3+5t y =13+ 2s ‘ al a itre;?{z:f)t E l_lyr-_ =
I L —0—3s y el punto ,2,1). Calcular:
@5 _ y—13 a) Las ecuaciones del plano m que pasa
Solucion: 53 = == = .
' por P y corta perpendicularmente a 7.
30. Hallar el angulo de las rectas (r—1)/3 = b) Hallar el punto de interseccion de r y
(y+1)/4 = (2+1)/5 —(z+1)/3 = .
—(y+2)/4=(-1)/5 c) Hallar las coordenadas del punto simé-
Solucion: 90° trico de P respecto de r.
) ) Solucion: Procedimiento para hallar el simétri-
31. Hallar el area del trla‘ngulo de:‘ vértices co de un punto, a)  +y + 4z — 7 = 0, b)
A(0,0,0), B punto de interseccion de la M(—4/3,5/3,5/3), ¢) P(—11/3,4/3,7/3)
recta (t+1)/2=(y+1)/3 =242 con 5 .
el plano XY y C(1,1,0). 37. Dada la recta T _ VT z+2y
Solucion: 1u? el punto (0, 3,2). Consideremos el plano
que contiene a la recta y el punto. Hallar
32. Hallar la recta que pasa por el pun- el volumen del tetraedro que determina
to medio del segmento de extremos ese plano con los planos coordenados
A(2,3-5), B(4,1,2), y es perpendicular al Solucion: © + 2y + 32 = 12, V = 48
plano: (z,y,2) = (1,0,-3) + #(2,1,0) +
s(1,—-1,1). 38. Hallar la  distancia del  punto
Solucion: & — 3 = =2 — ££3/2 A(lb,ff)l ) ztﬂ plano de ecuaciones
33. Hallar la distancia del punto A(1,2,3) ala y=2+2s—21
rectar =2 =0, z =0, y la ecuacion del z=—1-3s+2
plano que pasa por A y es perpendicular Solucion: d = 2/v/5
at 39. Hallar el simétrico del punto (-1,1,2) con
iome —0d— 5 -2
Soluciom: y —2 = 0,d = V10 respecto a la recta r—2 = yro +2 _ 5
34. Hallar la ecuacion de la recta que pasa Solucion: P'(5/3,-13/3,-14/3)

por el punto (1,0, —1) y es paralela a los
planos 3x +2y —z=1, v —y+ 2z = 0.

Solucion: z — 1 = 4 = 24k

40.

Escribir las ecuaciones de la perpendicu-
lar comun a las rectas x = y = 2z, * =
y=3z—1.
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

r+y—22=0

lucion:
Solucion { r+y—62+2=0

Calcular la ecuaciéon del plano que con-
tiene al eje OX y dista 6 unidades del
punto P(0,8,9).

Solucion: y + kz =0,k = % \gﬂ)24

Sea el punto A(1,1,3) y la recta r =
T =1
y =2+t . Hallar:
z =2
a) La ecuacion del plano perpendicular a
la recta r que pasa por A. b) La intersec-

cion de este plano con la recta dada r. ¢)
La distancia del punto A a la recta r.

Solucion: a) x +y + 2z — 8 = 0, b) P(1,3,2), ¢)
d=5

Hallar el simétrico del punto (2,1,2) con
respecto al plano x +y —4 =0

Solucion: P'(3,2,2)

Determinar un punto de la recta (x —
1)/2 = (y+1)/3 = (2+2)/2 que equidiste
de los planos 3z+4y—1 =0, 4r—3z—1 =
0. (Es tnica la soluciéon?.

Solucion: ¢ = 5, (38, 2, 530t =
ST (6 =4 2Ty
207 \20° 720 10

Para cada t real se considera el plano
de ecuacion: (1 +2t)z + (1 —t)y + (1 +
3t)z+2t—1 = 0 Demostrar que todos los
planos m; pasan por una recta r y hallar
la minima distancia entre las rectas r y s
siendos=z—-1=(y+1)/2=(2—-2)/3.

Solucién: z = J‘i—tl,y = A—ﬁz = X\;d(r,s) =
19
V35

Dados los planos z +y = 0,y + 2 = 0,
encontrar la ecuaciéon de un plano que
forma angulos iguales con los anteriores.

Solucion: ¢ —z =0, +2y+2=0

47.

48.

49.

50.

o1.

Hallar el area de la proyeccion del trian-
gulo de vértices (0,0,0), (2,1,3), (1,1,1)
sobre el plano x +y — 2z = 0.

Solucion: S = /3/3

En el espacio euclideo, referido a un siste-
ma de coordenadas ortonormal, se eligen
sobre los ejes OX, OY, OZ puntos A,
B, C distintos del origen O de coordena-
das A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c) respecti-
vamente, tales que 1/a +1/b+1/c = 1.
Demostrar que todos los planos ABC ob-
tenidos al variar A, B y C verificando las
condiciones anteriores pasan por un mis-
mo punto P cuyas coordenadas se deter-
minaran.

Solucion: P(1,1,1), el planoes £ + 4 + 2 =1

a

Contestar si es verdadero o falso y razo-
narlo: i) Si @,7,w € R® son ortogona-
les dos a dos, entonces {u, ¥, w} es una
base de R3. ii) La ecuacién del plano
que contiene a tres puntos no alineados
(a1, as,as), (by,b2,b3), (c1,ce,c3) de R3,
viene dada por:

1 z y =z
1 a; ay as
1 by by b

1 Ci C2 C3

det

Solucion: i) verdadero, ii) verdadero: restando a
las filas restantes la 2% y desarrollando el deter-

minante resultante por la 1* columna.

Hallar la proyeccion ortogonal de la rec-

2 =
tar:{ Try=3

y—z=1
r+y—z+1=0

xr— 2 y—‘,—%

z
lucidén: 2 — 0 — _
Solucion — 7 5

sobre el plano 7 :

Hallar un punto C' de la recta r : (¢,5 +
t,—2t),
gulo rectangulo en A con A(1,4,—1) y
B(-3,6,0)

t € R que forme un trian-

Solucion: C(E, — —)
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52. Dado el tridngulo de vértices 56. a) Determine la distancia del punto
A(0,1,0), B(1,—1,0),C(3, 1, —2) A(12,—1,1) a la recta r que pasa por el
) Hallar el dngulo B punto P(1,1,1) y tiene como vector de
a) Hatat ¢ angtio direccion al vector v = (3,4, 0).
b) Hallar la mediana del vértice A
b) Encuentre qué punto (o puntos) de la
.. . =0
Solucién: a) ¢ = arccos 5 75 recta r determina (o determinan) junto
T AT con Ay P un tridngulo de area igual a
-2 50 unidades cuadradas.
53. Hallar la recta que corta a las rectas
a)d=10b) t = +2; (7,9,1);(=5,—7,1)
=1t
r—y=2 .
Ty { 2 — 2 =1 Tyt Y =2 57. Hallar la ecuaciéon general del plano que
z=1-1 contiene al punto P(1,—1,0) y a la recta
y es perpendicular al plano 7 : 2x — y + . 6x + 3y + 4z = 10
24+3=0 ' dr+2y+2=5
Solucion: my : x4+y—2—3 = 0;mg : x+3y+2—7= —2x—y+2+1=0
0
=5 _ ¥ _ , _o 58. Hallar el plano paralelo al plano x +
’ o y + 82 = 1 que contiene a la recta
54. a) Determinar el valor de los parametros r—2y—52=0
a y b de manera que la distancia entre los 20 —y+ 32 =28
puntos P(1+3a —b,a+b,2—3a+0b)y Thy+8z—8=0
Q(1,2,1) sea minima.
b) Determinar el punto P que da esa mi- 59. Se consideran las rectas:
nimaa distancia. 7m{:zc—yzi% 8'{x—y:4
Solucion: a) %,b) (;2;) r+y—z2=0 e —y=7
a) Hallar la recta t de direccion perpendi-
55. Dados el plano I : ix N0 y1+ az =by la cular a las direcciones de r y s, que pasa
r+y+z= .
ta r: or el origen.
recta T {—x—Qy—l—z:O P &

a) Determina a y b para que 7 contenga
a 7. Solucion: a = 4,b=3

b) {Para qué valores de a y b es r paralela
a 7. Solucion: a =4,b# 3

c) . Para qué valores corta r a 7. Solucion:
a # 4,Yb

b) Hallar las coordenadas del punto de
interseccion de la recta s con la recta t si

existe.
T =\

a)t:q y=—\ ; (3,—1,-1)
z=0

b) Se cruzan





