1 LIMITES Y DERIVADAS

1. Limites y derivadas

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones:

a — (222 — )3 (32 — 2)2 3z +1
(a) y=(2 )*(8z —2) (b) =G 17

Solucién:
(a) v =3(22% —2)%(4x — 1) - 3x —2)2 +2(3x —2) - 3- (222 — )3

L 3-(Bz—1)2—2Bz—1)-3-(B3z+1)
(0) ' = (3x —1)4

Ejercicio 2. Derivar las siguientes funciones:

(a) y=e ®cos’x (b) y=2Incos 3
Solucién:

(a) v = e ®(—1)-cos?x +2cosx(—senzx)-e

—gen & .1
b / 2 2 2

)y COoS 5

Ejercicio 3. Derivar las siguientes funciones:
1 x
- z b = — o

(a) y= artg - (b) ¥ Vi

Solucién:
1
(a) y = —=
1+ %
] — g2 - =2z
D o — 1-vV1—=z Wi
1—2a2

Ejercicio 4. Derivar las siguientes funciones:

(6) y = LBE (5) v = (Vo™

1—senx

Solucién:

(a) o/ (2ze* + e®2?) - (1 —senx) — (— cosx)x?e”

a) y =

(1 —senx)?
(b) Escribimos la funcién como:
y= (\/‘E)COSI — 6cos:nln\/f — 6%coszlnac

La derivada es:

. 1 1
y = ezcoselne, 3 (—senxlnaﬁ—&— - cosx)
x



1 LIMITES Y DERIVADAS

Ejercicio 5. Derivar las siguientes funciones y simplificar el resultado:
(a) y=sen®z(1 + tg> x) (b) y=tg arcosw

Solucion:

(a) La primera funcién la escribimos como:

2
sen” 2

y=sen’z(1 +tg’x) = —— =tg'z
cos? x

Su derivada es:
y =2tgx- (1+tgx)

(b) Esta funcién la podemos escribir como:

sen arcosxz V1 —cos? arcosxz V1 — 22
y = tg arcosx = = =

COS arcos x x
y su derivada es:
—2z X _ 1. — .2
y = B 7 Lviza® w2 —(1-2) -1
x2 22y 1 — 22 22y/1 — 22

El mismo resultado puede obtenerse derivando y = tg arcos x:

1 -1 -1
! = . f—
cos? arcosz /1 — 22 22v/1 — 22

Ejercicio 6. Calcular la derivada sequnda de las siguientes funciones:

2¢ — 1 (b) _ .2 -z
(@) y 2 +1
Solucion:
(a) 222 +1)— 2222 —1) —222+22+2
o _
y = (m2—|—1)2 - (x2+1)2

v (4 2)(2? +1)2 —2(2? + 1) 2z - (—222 + 2z + 2)
y = (x2 =+ 1)4

(b)

Yy =2we ™ —e Tl =" (2x — xz)

/!

Y

—e 2z — x?) + (2 —22)e "
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Ejercicio 7. Calcular los siguientes limites:

;2?25 () lim (V2? —dz+1—a
(a) ;ﬂm gHoo( )

Solucion:

(a) lim 7372 —2 = lim (xQ —2)Vr+ \/5)
VT VB e (VE - VB)(E T VB

i @ 5@ =) (VT + V)

z—5 r—95

= lim (« + 5) (V& + V/5)
=205

b ViZ—dz+1-2) (Va2 —dr +1
() lm (m_x)zlim( 2 —dr+1—a) (Vo —dr+1+z)
ereo (Va2 —da +1+2)

o x?—dr 41— 22
= lim

z00 /g2 —4r + 1+

T—r 00

Y
= lim —
rz—o00 21
=-2
Ejercicio 8. Calcular los siguientes limites:
2 2z
, sen” x 2 4z
a) lim ——— {
() z—0 cosx — 1 (b) JL,IEO(SEQ_Q)
Solucién:
2 2
(a) m =Ty x—Q:—Q

z—0cosz — 1 z—0 ,%

(b)

2
. 2?2 +\7 (2t2-1) 20
lim 5 = lim e\=*-2
z—oo \ 2 — 2 x—0
(2?2 +z—2242)22
= lim e =22
x—0

, 21'2
= lim e =2
x—0

=2

. 7z . K . . 2
En el primer limite se han utilizado las aproximaciones senx ~ x y 1 — cosx ~ % cuando z — 0. En el
segundo u? ~ e~V cuando u — 1y v — 0.
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Ejercicio 9. Calcular los siguientes limites:

(a) 1im 323 —da? —x +2 51 x—+5
a4 o124 — 223 + 222 — 22+ 1 (b) lim

Solucion:

(a) Se trata de un limite indeterminado del tipo 2. Simplificando:

) 313 — 42 — 2 +2 . (z—1)%Bz+2)
lim =lim —F5——+
a=1x4 =203 + 222 — 22 +1 21 (z—1)%2(22 4+ 1)

oy 3x + 2

5

2
— V5 -5 1 1

(b) lim = V5 _ T V5 = 1 o

—— = |im 1m ==
evE T2 =5 B (x+VE)(z—V5) a=vBz+VE 25

Ejercicio 10. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

_ In(z +3) 3+t —az+1

(a) y 21 (0) y 22 1
Solucién:
(a) Las asintotas verticales son x = —3, x = —1 y & = 1 puesto que:
, In(z+3) -0
lim = = —00
z—=-3 12 -1 8
., In(z+3) In2
lim ———F=— =00
z——-1 7% —1 0
i In(zx+3) In4
xlgﬂl z2-1 0 -

La asintota horizontal es y = 0 ya que:

lim 2@ +3)

oo 2 —1

=0

2

Este limite es cero ya que z° es un infinito de orden superior a In x.

(b) Comprobemos si x = —1 y = = 1 son asintotas verticales:
. 33+t -z +1 . (r+1D)(32% -2z +1) . 32t —-2r+1
lim = = lim ——=-3
z——1 2 —1 z——1 (x+1)(z—-1) z——1 r—1
i 3x3—|—x2—x+1_é_
xlgﬂl 2 —1 0 *°
En z = —1 no hay asintota vertical, hay una discontinuidad evitable. Por el contrario, x = 1 es una

sintota vertical.

La funcién no tiene asintota horizontal puesto que

, x4+ —x+1
lim =

o0
T—00 r2 -1
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Calculemos la asintota oblicua:

; 3+ —z+1 1 , RY
m = lim -— = lim —
T—r00 x2—1 r  zoo00 x3

3 2 _ 1
b= lim <3x tom oot —Sx)

=3

x—00 2 —1

33 42?2 —x+1-32 43z
= lim

T—00 2 —1

oz
= lim —
r—00 I

=1

La asintota oblicua es y = 3x + 1.

2. Derivadas, limites, continuidad

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones:

(a) y= Vasenw (b) y = arsene”
1—2a?

Solucion:

(a) o = (ﬁ senz + cosx\/(gi)(z;):Q) _ (—22)\/Esenz

Ejercicio 2. Derivar las siguientes funciones:

COS T 2 — .132— T 6 T
(a) y:lnGJ“COSz) (0) y = (z* =5z 4 1)°(5z + 3)

Solucion:

(a) La primera funcién puede escribirse:

1 2
y=In (JEZ:;) =2(In(1 4 cosz) — In(1 — cos x))
Derivamos:
y’:2( —senz  senz )
1+cosz 1—cosz

(b) ¥ =6(2® —5e+1)°(20 —5)- (5o +3) +5- (2 — 5w +1)°
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Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites:

2 _ —9 ; z .2
T —x (b) xl;ngo(e z?)

(a) 9113[12:53—2;102—#3:—2

Solucion:
2_x—2 -2 1
z?—x . (x—=2)(x+1) 3

If = =
(a) 255 73— 222 f o — 2 a:la2(ac—2)(x2+1) 5

s x 2\
(b) xlggo(e —z%) = o0.
2

El limite es infinito porque e” es un infinito de orden superior a z*.

Ejercicio 4. Calcular los siguientes limites:

sen 2x

(a) ;1_>H12 r— -0 1 — cosx

<x+1>w12 (b) lim

Solucion:
1
(a) B r+1 )72 (1)
lim = lim e\2z—1 z—2
z—=2 \ 20 — 1 z—2
z4+1—2z+1 1
= Hm e 2x—1 x—2
x—2
2—x 1
= lim e2=—1z-2
T—2
_1
—=e 3
; sen 2x . 2z . 4x o4
(0) lim ———— = lim — = lim — = lim — = o0
z—01—cosx z—0 % z—0 z—0

Ejercicio 5. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

2z +1 2-9
() y=—5— (0) y=—5——3
Solucién:
(a) Hay una asintota horizontal y = 0 y dos asintotas verticales x = -2 y x = 2.

(b) Las posibles asintotas verticales son z = 1y = 3. Sin embargo, = 3 no es asintota puesto que:

2_9 —3 3 3
x g B A3) w3 g

lIm ———— = A S A —
mllgx274z+3 m1—>3(1}73)(l’71) z—=3x — 1

En x = 3 hay una discontinuidad evitable.

Ademis la funcién tiene una asintota horizontal y = 1 ya que:

i x2—9
im ——— =
z—o0 2 — 4 + 3
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Ejercicio 6. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

(a) y:w (b) y=we™®
x
Solucién:
(a) La funcién tiene como asintotas verticales x = —1 y = 1 que anulan el argumento de la funcién

logaritmo. La recta £ = 0 no es asintota vertical pues queda fuera del dominio de la funcién.
Existe una asintota horizontal en 400 y en —oco. La asintota es y = 0 puesto que:

2 _
lm In(z* — 1)
T—+oo €T

=0

(b) Solamente tiene una asintota horizontal en 400 puesto que:

z. —_ z x
Iim ze ™= lim — =0
T—00 rz—oo et

En —oo no hay asintota puesto que

lim ze™® = (—00)-00=—00
T——00

Ejercicio 7. Calcular a y b para que la siguiente funcion sea continua:

22 4ar siz<-—-1
fx)=4<b si—l<xz<3
2+ 4 six>3

Solucion:

Se trata de una funcién a trozos definida mediante funciones continuas. Los posibles puntos de discon-

tinuidad son & = —1 y = 3. Para que f(z) sea continua, los limites laterales en esos puntos deben
coincidir:
Iim f(z)= lim 2’ +ar=1-a
el el = b=1-a
lim f(z)= lim b=1b
z——1+ z——1+

De la misma manera, en x = 3:
lim f(z)= lim b="»
—3- z—3~

lim f(zr) = lim 2z+4=10
z—3+t

z—31

Por consiguiente, a = —9, b = 10.

Ejercicio 8. Obtener y clasificar los puntos de discontinuidad de la funcion:
2
-+ x—2
fl@) = 222 4+ 12— 3
Solucién:
Los posibles puntos de discontinuidad son los ceros del denominador:

1

224 —3=0 =— {x:
€r =

[\eI[N}
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o Enx=1:

?+2x-2 . (z-D@+2) . x+2 3

lim = lim = lim =
z—1222 + 12— 3 (r—1)Q2x+3) =+-12x4+3 5
Puesto que existe el limite, se trata de una discontinuidad evitable.
o Enx = —%:

T 22 4+x—2
im ————— =
x~>7% 221?2+1'—3

y tenemos un infinito de la funcién.

Ejercicio 9. Probar que las grificas de las funciones f(x) = Inz y g(x) = cosx se cortan en algin punto.
Solucién:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién:
F(z) =Inz —cosz
se anula en algiin punto c.

F(x) es continua en R™
F(1)=Inl—cos1<0
F(2)=In2—cos2>0

Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (1,2) tal que F(¢) = 0. En = ¢ se cortan ambas curvas.

Ejercicio 10. Demostrar que la ecuacion
z3 4+ 2% = cosmr — 2
tiene una solucion c. Calcular la parte entera de c.
Solucién:
El problema es equivalente a demostrar que la funcién:
F(z) = 23 4+ 2% — cosmz + 2
se hace cero para algun valor de .

F(z) es continua para todo x
F(-1)= (=134 (-1)> —cos(-m) +2 >0
F(=2) = (-2)2+ (=2)? —cos(—2m) +2 <0

Por el teorema de Bolzano existe ¢ € (—2,—1) tal que F(¢) = 0. El nimero ¢ es solucién de la ecuacién.
La parte entera de c es —2.
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3. Derivadas, limites, continuidad (grupo G)

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones:

(a) y=522In(1 — 2?) (b) y= x°cosw

Solucion:

(a) ¥ =10z In(1 — 22) + 117 - 52
2

2

(2z cosx —senx - x?) sen® x — 2senx cos T - 2 cOS T

() ¥ =

sen? x

Ejercicio 2. Derivar las siguientes funciones:
I 2 _ 2
(a) y=e""(2z—1) (b) y= artg 3

Solucion:

(a) v = —e (22 —1)2 +2Q2x —1)-2-¢°

Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites:

(a) lim 7m_1 (b) U s

x—0 x z—oo 12 41

Solucion:

Vi—-z-1 , (V1—2-1D(1-2+1) ) —z -1

(a) llm — = lim =1 =

m ——— 1im — =
z—0 x z—0 m(,/]_—m{—]_) z—0 x(\/]_—(p{—]_) z—=0 /1 —2x+1

3z+5
b) I =
(b) lim —5—

Puesto que el denominador es un infinito de orden superior.

Ejercicio 4. Calcular los siguientes limites:

(a) lm

T—r 00

4z +1\" 0 o — 622 + 8z — 3
z—1 7% — 213 + 27 — 1

lim
2z2

Solucion:

2
Az +1\*
(a) lim <x+ ) =0 =0

L—00 22

10

1

2
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. a2t — 622 +8r -3 . (z—1)3(xz+3) , x+3
(b) lm - =lim — "~ = lim =
a1zt =23 422 —1 2-1(z—1)3(+1) =1z +1

Ejercicio 5. Estudiar los puntos de discontinuidad de la funcion:

2 12
YT T3 2
Solucién:
Los posibles puntos de discontinuidad son x = —3 y = = 3. La funcién puede escribirse:
2 12 2(x+3)-12 226
YT T3 29T T 229 229

Cuando zx tiende a 3:

22 — 6 , 2(z — 3) ) 2 1
=lim ——————=1lim —— = —
a=322 -9 223 (x—3)(r+3) 2-32x+3 3

Puesto que existe el limite, la discontinuidad es evitable.

En x = -3:

i 2x -6
oy g2 g

Hay un infinito de la funcién.

Ejercicio 6. Estudiar la continuidad de la funcion:

f(x):{e‘“” siz <0

r+2a six>0
sequn los valores de a.
Solucién:

Calculamos los limites laterales en x = 0:

lim f(z) = lim e** =1

z—0~ z—0~
lim f(z) = lim =+ 2a =2a
z—0t z—0t

Los limites son iguales si a = % Entonces:

— Para z # 0 la funcién es continua para cualquier valor de a.

— En 2 = 0 la funcién es continua si a = %
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Ejercicio 7. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

1 2+ 1
a) y= ) y= —
(a) (b) y 22 +3x +2

Solucién:
(a) La primera funcién no tiene asintotas verticales puesto que el denominador nunca se hace cero.

Tiene una asintota horizontal y = 0 puesto queda

, 1
Iim —— =
T—00 1,‘2 —+ 1

(b) Las posibles asintotas verticales son z = —1 y x = —2 que son los valores de z que anulan el
denominador. Sin embargo, x = —1 no es asintota puesto que:
, 3 +1 . (r+ D@ +x+1) B |
lim ———— = lim = lim ——=-1
e=-122+4+3x+2 a—-1 (z+1)(z+2) a—=-1  x+2
Por tanto, en x = —1 no hay asintota sino una discontinuidad evitable.

alculemos la asintota oblicua:

, 3 +1 1
m=1lm ——— —=
x>0 22 4+3x+2 x
i 23 +1 a3 41— a3 —32% -2
b=1lm | =—————z | = lim =-3
z—oo \ @2 4 3z + 2 T—00 22 +3x + 2
La asintota oblicua es y = = — 3.
Ejercicio 8. Calcular las asintotas de:
In(z? — 1) e”
= - b - —
(@) y= () y=1
Solucién:

(a) La funcidén tiene dos asintotas verticales x = —1 y & = 1. La recta x = 0 no es asintota vertical
puesto que la funcién no existe en el intervalo [—1, 1]. Ademds, hay una asintota horizontal y = 0
ya que:

In(2? — 1
o 2ET-D g
T—00 x

(b) Hay una asintota vertical x = 0 y una asintota horizontal y = 0 en —co.

Ejercicio 9. Demostrar que las grdficas de las funciones f(x) = lnx y g(z) = e™* se cortan en algin

punto.
Solucion:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién:

F(z)=Inz—e™®
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se hace cero para algin valor de x:

F(x) es continua enR™
F(l)=—-e1<0
F(2)=In2-%>0

De acuerdo con el teorema de Bolzano, existe un ¢ € (1,2) tal que F'(¢) = 0. En el punto de abscisa ¢ se
cortan ambas curvas.

Ejercicio 10. Dada la funcién f(x) = 2 + z — 5, demostrar que toma el valor 20 en el intervalo (1,3).

Solucion:

f(z) es continua en [1, 3]
71 = =3
F(3) =25

Por el teorema de Bolzano, la funcién toma en el intervalo (1, 3) todos los valores comprendidos entre —3
y 25. Por consiguiente existe un ¢ € (1,3) tal que f(c) = 20.

4. Derivadas (grupo G)

Ejercicio 1. Teorema de Lagrange o del valor medio. Enunciado y demostracion.
Solucién:

Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe un punto £ € (a,b) que cumple que:
f() = fla) + f'(§)(b - a)

Demostracion. Escojamos A de forma que la funcién F(x) = f(z) — Az cumpla las hipétesis del teorema
de Rolle. Desde luego, se cumplen las condiciones de continuidad y derivabilidad. Para que se cumpla la
tercera condicién:

F(a) = f(a) — Aa
F(b) = f(b)—Xb

g

a)=F(b) = fla)—da=f(b)—A = I=

Para este valor de A\, como consecuencia del teorema de Rolle, existe & € (a,b) tal que:

=0 = =0 = fe=2="0 5 rarr©0-0

O
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o . 2x
Ejercicio 2. FEscribir las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = S Jue son paralelas a
T —

2¢+y—1=0.
Solucion:

La pendiente de la recta tangente y, por consiguiente, la derivada de la funcién en el punto de tangencia
debe ser igual a —2. Entonces:
, 2(x—1)—2x -2

y (z—1)2 (x —1)2 (z —1) Z1 ;T2

Los puntos de tangencia son (0,0) y (2,4). Las ecuaciones de las tangentes son:

y = —2x; y—4=-2(x-2)

Ejercicio 3. Halla el drea del triangulo formado por el eje X y las rectas tangente y normal a la curva
de ecuacion y = €” en el punto de abscisa x = 1.

Solucion:
/
//
r/
5 /
4 //
- /
T~
T
i~/ (1e)
2 / \\\‘\\
/ T
1 //' \\\\\\\
/ / ~—_ +1
ol ~
-1 /10 1 2 3 4 5 6 7 8 9_ 10
/ \\\
/ \
/ -
/
/
/ 3
/

El punto de tangencia es (1,e). La ecuacién de la recta tangente en ese punto es:
y—e=e(z—-1) = y=ezx

y la normal:
-1 1 1
e e e

La interseccion de la tangente con el eje de abscisas es el origen de coordenadas. La interseccion de la
normal es:

y=-toret
y=0

La interseccién es el punto (e? + 1,0).

El area del triangulo es:

e +e
2

1
S = 5(62—1—1)6:
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Ejercicio 4. Determinar los valores de a, b y ¢ para que la funcion:
f(z) =234+ azx? +bx+c

pase por el origen de coordenadas, tenga un punto de inflexion en x = —1 y su recta tangente en © =1
tenga pendiente 3.

Solucion:

Calculamos las dos primeras derivadas:

f'(x) = 32% + 2ax + b
f"(z) = 6x + 2a

Las condiciones que nos dan las podemos interpretar como:

de modo que tenemos el sistema:

0=c
—6+2a=0
34+2a+b=3

que tiene como solucién a =3, b= -6y ¢ =0.

Inx
Ejercicio 5. Obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = —
x
Solucién:
Calculamos la derivada:

() = %'372 —42961113: L x—2:;clnx _ 1—-2Inz

x T

3

La raiz del numerador es:
1
1-2lnz=0 =— lnxzi — z=+/c

El denominador tiene una raiz triple x = 0 pero en ese punto no existe la funcién. El signo de la derivada
se representa en el siguiente esquema:

La funcién es creciente en (0,+/€) y decreciente en (1/e,00). En el punto z = y/e hay un maximo local.
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Ejercicio 6. Determinar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de la funcion:
_Inx
v= 2x
Solucién:

Calculamos las derivadas de la funcién:

;o 1.2z -2Inz _1-Inz
v 422 22
,  —1.222 —4a(l-Inz) 2z —4x+4rlne -3+ 2hnx

¥y = 44 - 4ot - 223

3
2

La segunda derivada se anula en e2. El signo de la segunda derivada es:

+

4 0
|
[
e3/2

|
N
0

. 3 . 3 3 . .
La funcién es convexa en (0,e2) y céncava en (62 , oo). En e2 hay un punto de inflexién.

Ejercicio 7. Demostrar que se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcion f(x) = Va2 +9 en
el intervalo [0,4] y halla el punto que verifica el teorema.

Solucion:

¢ La funcién es continua en [0,4] y derivable en (0,4). Cumple por tanto las condiciones exigidas
por el teorema del valor medio.

¢ De acuerdo con el teoremas:

3 0.4)| () = TH=TO)

La derivada de la funcion es:

- 2x . T
2V/x2+9  Vz2+9

f'(z)

El punto £ debe cumplir que:

§  5-3 1
VEe+9 4-0 2

Resolviendo la ecuacién se obtiene:
VE+9=2 — £+9=4" — (=+V3

Puesto que £ € (0,4), la solucién & = —1/3 no es vélida. La tnica solucién es &€ = v/3.
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Ejercicio 8. Calcular los siguientes limites:

(a) lim (z° —1)= (b) lim (22 —1)tg =

00 z—1+ 2

8=

Solucion:

(a) Es una indeterminacién del tipo oo”

, 1 3_1)1
lim (23 — 1) = en@ =1z

In(z3-1)

(b) Es una indeterminacién del tipo 0 - co:

2_1 T
lim (x2—1)tgﬁz lim w

z—1+ 2 z—1+ cos 5

2z sen ZF + cos I - T (2% — 1)

= lim
on TT . T
rz—1t —sen 5 5

[\

SR ESE

5. Derivadas (grupo D)

Ejercicio 1. Teorema de Cauchy. Enunciado y demostracion.
Solucién:

Sean f y g continuas en [a, b] y derivables en (a, ). Supongamos ademés que la derivada de g no se anula
en el intervalo (a,b). Existe un punto £ € (a,b) que cumple que:

f) = fla) _ [(§)
g(b) —gla)  g'(§)

Demostracion. En efecto, el denominador del segundo miembro es distinto de cero y también el del primer
miembro puesto que, por el teorema del valor medio:

9(b) = g(a) + ¢'(c)(b — a) # g(a)
Formemos la funcién:
F(z) = f(z) — Ag(x)

y escojamos A de forma que pueda aplicarse el teorema de Rolle a F(x). Para ello:

F(a) = f(a) — Ag(a)
E(b) = f(b) — Ag(b)

Fla)=F(b) — f(a)—Agla) = f(b) = Mg()) —>
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Como consecuencia del teorema de Rolle, existe un € € (a,b) tal que F'(§) = 0. Es decir:

/ . / . f/(g) _ 7f(b)7f(a)
FO=AEO=0 = 75 == 0 g

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

ex _ e—m — 2 z 3x %
im - & — =& (b) lim (e’ — bz
(a) xlgb T —senzw eTree ( )
Solucion:

(a) Es una indeterminacién del tipo %. Aplicamos Is regla de 'Hopital:

. et —e - 2x . et +e -2
Im —=Ilim ———
z—0 T —senzx z—0 1 —cosx
, et —e®
= lim

(b) Es una indeterminacién del tipo oc®.

) 1 3 In(e3® —5x) 9 In 3% , 3z
lim (631 75:17)" = lim e @ = lim e = = lim e= =¢°
Tr—r 00 Tr—r 00 Tr—r 00 xTr—r 00

donde hemos aplicado que e3* es un infinito de orden superior a 5z.

Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites:

. 2x 3 (b) lim (cosz + x)%
(a) Ilﬁﬂ (1:—1 lnx) w0
Solucion:

(a) Es una indeterminacién del tipo oo — co. Hacemos la resta y aplicamos la regla de I'Hopital:

lm ( 2x 3) ~ lim 2zlnx — 3(x —1)

it \z—1 Inz e—1t  (z—1)Inz

2Inz —2 -3

im —
z—1t lnx + ==

= o0

(b) Es una indeterminacién 1°°. Aplicamos la aproximacién u? ~ e(*~1Dv:

lim (cosx + z)%7 = lim e senz = lim e ez =e
z—0 x—0 x—0
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Ejercicio 4. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion

_ 222 — 3z

eﬂ?

f(@)
Solucion:

Calculamos la derivada:

flz) = (4z — 3)e” — e(22? — 3x) _ —22% +7x — 3

eQw er

El denominador nunca se hace cero. El numerador se anula para x = % y x = 3. El signo de la derivada
se refleja en el siguiente esquema;

+

N — O
w— O

La funcién es decreciente para x € (—00, 3) U (3,00), es creciente en x € (3, 3). Hay un minimo local en

x:%yunméximoenx:&

Ejercicio 5. Calcular a y b para que la curva
8
y=ar+b+ —
x
tenga un extremo relativo (mdximo o minimo) en el punto (—2,—6).

Solucion:

La derivada de la funcion es:

8
yf x2

De los datos se desprende que:
y(=2) =6
y(=2)=0
Sustituyendo tenemos el siguiente sistema:

—2a+b—4=-6
a—2=0

y de aqui a =2, b= 2.

Ejercicio 6. Calcular a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle a la funcion:
1 —cosx xr <0
flz) =

2+ ax x>0

en el intervalo [—g, 1]. Calcular el valor de ¢ que indica el teorema.
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Solucién:
Debe ocurrir que f (fg) = f(1):

f(—g):l; f)=1+a = 1l4a=1 = a=0

Comprobemos que para este valor de a la funcién es derivable en x = 0. Para = # 0 la derivada es

sen z <0
") =
f'(@) {2m+a x>0

Para que se pueda aplicar el teorema de Rolle la funcién debe ser derivable en = = 0. Entonces
ff0)=f(0") = sen0=2-0+a = a=0

En este caso, la funcién y su derivada valen:

1 <0 sen <0

_ — Ccosx <0 , _ B
f(x)—{xz TS T@=30 a—o
2x x>0

De acuerdo con el teorema de Rolle, debe existir un ¢ € (—g, 1) en el que la derivada vale cero. Segun

hemos visto ¢ = 0.

Ejercicio 7. Determinar el punto P de la curva y = 12 — 2 de forma que el drea del rectingulo
determinados por los ejes y las rectas paralelas a ellos que pasan por P sea mdxima.

Solucion:

P(:r, 12 — xz)

La funcién que debe presentar el maximo es:
S(x) =2(12 — 2*) = 120 — 2

El maximo de esta funcién se obtiene igualando a cero la derivada:
sr)=12-32>=0 = x=-2 =2

Las soluciones son los puntos P(2,8) y P/(-2,8).
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Ejercicio 8. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion

T
z#0
fw={ired 77
0 z=0
en x = 0.
Solucion:

Para estudiar la continuidad calculamos los limites:

T 0
I — 1 )
0
lim f(z) = lim — = — =0
z—0t1 z—=0t 1 4 ex oo

Como, ademéds f(0) = 0 el limite es igual al valor de la funcién, ésta es continua en z = 0. Para  # 0 la
funcién también es continua por ser un cociente de funciones continuas y el denominador nunca se anula.

Estudiemos las derivadas por la izquierda y por la derecha:

h

— 1
f/(07) = lim M: lim <" — Iim 1 _ = 1 h
h—0— h h—0- h h—0- 1+ en 1+e
h 0 > 1 1 1
#(0%) = lim M: lim 1te"™ — {im _ = -~ —
h—0+ h h—0+ h h—0t 1 4+ en 1+ e>® 00

Las derivadas por la izquierda y por la derecha no coinciden y, por consiguiente, la funcién no es derivable
en ¢ = 0. Para x # 0 la funcién es derivable.

6. Segundo examen de derivadas (grupo G)

Ejercicio 1. Teorema de Cauchy. Enunciado y demostracion.
Solucién:

Sean f y g continuas en [a, b] y derivables en (a,b). Supongamos ademds que la derivada de g no se anula
en el intervalo (a,b). Existe un punto £ € (a,b) que cumple que:

f(b) = fla) _ [(§)
g(0) —g(a)  g'(§)

Demostracion. En efecto, el denominador del segundo miembro es distinto de cero y también el del primer
miembro puesto que, por el teorema del valor medio:

g(b) = g(a) + g'(c)(b — a) # g(a)

Formemos la funcién:

F(x) = f(z) — Ag(x)
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y escojamos A de forma que pueda aplicarse el teorema de Rolle a F'(z). Para ello:

F(a) = f(a) — Ag(a)
F(b) = f(b) — Ag(b)

F(a)=F((b) = f(a) = Aga) = f(b) — Ag(b) = )\:M

g9(b) — g(a)
Como consecuencia del teorema de Rolle, existe un £ € (a,b) tal que F'(§) = 0. Es decir:
e () f€) [0 = fla)
POZAMO =0 = 5 = sl -9t

Ejercicio 2. Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = 4 — 22 en los puntos de corte
con el eje de abscisas.

Solucién:
La pardbola corta al eje de abscisas en los puntos P(—2,0) y Q(2,0).

La derivada de la funcién es:
y = —2x
De forma que las pendientes de las tangentes en —2 y 2 son 4 y —4 respectivamente.

Las ecuaciones de las tangentes son:

y=4(x + 2) y y=—4(z — 2)

Ejercicio 3. Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion:
f(z) = 2 (Ina)*
Solucién:

La derivada de la funcion es:
1
f(z) = (nz)* +2Inx- L T= Inz(Inz + 2)

La derivada se anula en © = 1 y z = e 2. El signo de la derivada es:

+

2

O —— t

0
+ -
{
o

—_— O

La funcién es creciente en (0,e=2 U (1,00) y decreciente en (e~2,1). Hay un méximo en 2 = e~2 y un
minimo en z = 1.
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Ejercicio 4. Para x > —1 se define la funcion:

In(1 -

3Li§—3 siz#£0
flx) = 1 F

—3 siz=0

(a) Estudiar si la funcién f(x) es continua en x = 0.

(b) Estudiar si la funcidn f es derivable en x = 0 aplicando la definicion de derivada.
Solucién:

(a) Calculamos el limite de f(x) cuando z tiende a cero:

, , In(l+x)—=
MW= T
1
—— —1
= lim L —
x—0 2.’E
, 1—-1—=z
=lim ——
x>0 2z(1 4 z)
, —x
=lm —
z—0 21 + 21)2
-1 -1
=250 2+4x
1
2

Puesto que el limite de la funcién coincide con el valor de la funcién, f(z) es continua en z = 0.

(b) Calculemos la derivada a partir de la definicién:

£(0) — 1 TOF 1) = S10)

h—0 h
IR0
h—0 h
In(1+h)—h | 1
-1 _|_ 3
_ 1 hZ 2
= Jim, h
. 2In(1+h) —2h + h?
= 11m
h—0 2h3
2
o DR 242
h—0 6h2
—2
s+ 2
-y &2
h—0 12h
%
= Ifm G430
h—0 12
_1
-3

La funcién es derivable en z = 0 y su derivada vale %

Ejercicio 5. Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demostrar que las curvas y = cosx e y = /T
se cortan en un Unico punto del intervalo (0,).
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Solucién:
El problema es equivalente a demostrar que la funcién
F(x) =cosz — Vx
se anula una sola vez en el intervalo (0, ).
La funcién F(x) es continua en [0, 7]. Ademds:
F0)=1-0>0; F(r)=cosm—ym=-1—y7<0
Entonces, por el teorema de Bolzano, existe al menos un & € (0, ) tal que F(§) = 0.

La funcién F(z) es derivable en (0, 7) y su derivada vale:

F'(x) :—senx—L en (0,7)

NG

Entonces, no puede haber dos ceros de la funcién porque, de acuerdo con el teorema de Rolle, entre los
dos ceros deberfa haber un cero de la derivada y ya hemos visto que F'(z) no se anula en (0, 7).

Ejercicio 6. Determinar los intervalos de concavidad y convezidad y los puntos de inflexion de la funcion
2

x
y= e
Solucién:

Calculamos la segunda derivada:

T _ T2 2

, 2ze” —e'x 2 —x

y = 621 = er

s (2—2)e® — (2w —2?)  2? —4dx +2
Y

62:r ev

La segunda derivada se anula en los puntos 2 — v/2 y 2 + /2. El signo de la derivada es:

0 0

+ 1 o 1 +
[ [
2-2 2442

La funcién es céncava en el intervalo (—o00,2 — v/2) U (2 4+ v/2,00) y convexa en (2 — /2,2 + v/2). Los
puntos z = 2 — V2 yr=2+ V2 son puntos de inflexién de la funcién.

Ejercicio 7. Estudiar el crecimiento y las asintotas para representar grdficamente la funcion:
20 —1
i
Solucién:
La curva tiene dos asintotas verticales x = 0 y £ = 1, y una asintota horizontal y = 0.

Calculamos la derivada de la funcién:

;2@ —a?)—(1-2z)2z—1) 227 —2z+1

(x — x2)? (x — x?)?
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El numerador no se anula nunca, es facil ver que es siempre positivo. El signo de la derivada es:

+ +

-
——

La funcién es creciente en todo su dominio.

Con estos datos la grafica es:

Ejercicio 8. Hallar el rectdngulo de drea mdzima inscriptible en un semicirculo de radio 60 cm.

Solucion:

IS

La funcién que debe presentar un maximo es:

S=g.-y=x-1/R2— 2
TYy=zx 1

Derivamos e igualamos a cero

S = R27ﬁ+7_%'$ =0

4 Z/RQ_%
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Quitando denominadores:

2 2 2

Puesto que R = 60 cm resulta:

z =60v2cm ; y:30\/§cm

7. Segundo examen de derivadas (grupo D)

Ejercicio 1. Teorema del valor medio. Enunciado y demostracion. Consecuencias.

Solucion:

Teorema 1 (Teorema del valor medio, de Lagrange o de los incrementos finitos). Sea f continua en [a, ]
y derivable en (a,b). Entonces existe un punto £ € (a,b) que cumple que:

f) = f(a) + f(©)(b—a)

Demostracion. Escojamos A de forma que la funcién F(x) = f(z) — Az cumpla las hipétesis del teorema
de Rolle. Desde luego, se cumplen las condiciones de continuidad y derivabilidad. Para que se cumpla la

tercera condicién:

F(a) = f(a) — Aa

F(b) = f(b) — \b

f(b) = f(a)
b—a

3

a)=Fb) = f(a)=—Ara=fb)—XN = AI=

Para este valor de A\, como consecuencia del teorema de Rolle, existe £ € (a,b) tal que:

=0 = ror=0 = re=2="2D 5 w60

O
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Consecuencias del teorema del valor medio:

— Si f/(z) > 0 en (a,b), f(x) es creciente en (a,b). En efecto, sean x1, x2, dos puntos del intervalo
(a,b). Aplicando el teorema del valor medio:

zp > w1 = f(wz) = fz1) + f(§) (w2 — 1) puesto que f'(£) >0
fla2) > f(x1)
De la misma forma se demuestra que si f'(z) < 0 la funcién es decreciente.

— Si una funcién tiene derivada cero en un intervalo (a, b) es constante en ese intervalo o, lo que es lo
mismo, toma el mismo valor en todos sus puntos.

En efecto, sean z1 y 22 dos puntos del intervalo (a,b). En el intervalo [z1, 23] la funcién cumple las
condiciones del teorema del valor medio de forma que:

flxa) = f(z) + f1(O) (w2 —x1) s £ € (21,22)
y como la derivada es cero en el intervalo, resulta f(z2) = f(z1).

— Si dos funciones tienen la misma derivada, su diferencia es constante.

En efecto, si f'(z) = ¢'(x), la diferencia F(x) = f(x) — g(x) tiene derivada cero y de acuerdo con
el apartado anterior es constante.

Ejercicio 2. Determinar las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la grifica de la funcion

en el punto de abscisa x = 0.
Solucion:

La ordenada del punto es:

f0)=-3="3
Calculamos la derivada:
3% (2% + 4) — 2x(23 — 2)
(2 472

f(z) =e" + ze® +
La pendiente de la recta tangente es:
m = f'(0) =1
y la pendiente de la normal:

-1
m =—=-1
m

La ecuacién de la tangente es:

L1
1_.
YTy

y la de la normal:

1
1__,
YTy
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Ejercicio 3. Para x > —1 se define la funcion:
In(l+z)—=x

flz) = 1 z?
3 siz=0

(a) Estudiar si la funcion f(x) es continua en x = 0.

sixz#£0

(b) Estudiar si la funcidn f es derivable en x = 0 aplicando la definicion de derivada.
Solucién:

(a) Calculamos el limite de f(x) cuando x tiende a cero:

z—0 x—0 1‘2

= lim
x—0 2x

=lim ——

=lim —
z—0 21 + 2!172
= lim
x—0 24+ 4x

1

2

Puesto que el limite de la funcién coincide con el valor de la funcién, f(z) es continua en xz = 0.

(b) Calculemos la derivada a partir de la definicién:

fO+h) = f(0)

/ _ 1z
F1(0) = fim, h
i £ FO)
h—0 h
In(1+h)—h |, 1
-1 - _|_ -4
_ v h2 2
= Jim, h
. 2In(1+h) —2h + h?
= 11im -
h—0 2h3
2
h—0 6h2
—2
iy O +2
h—0 12h
4
— (14h)3
h—0 12
1
3

La funcién es derivable en z = 0 y su derivada vale %

Ejercicio 4. Obtener el valor de a para que:

2
2_ axr
i (223) 0 4
T—00 1’2+3




7 SEGUNDO EXAMEN DE DERIVADAS (GRUPO D)

Solucion:

Se trata de un limite indeterminado del tipo 1°%°. Aplicando la aproximacién u? ~ e(t=1v:

2
2 ax 22 baw?
lim (xQ 3) = lim e(w2+§71)ar2 = lim e =e 00
z—oo \ 24 4 3 T—00 z—300
Puesto que el limite debe ser igual a 4:
1
e%=4 —= —6a=In4=2Ih2 =— a:—gln2

Ejercicio 5. Dada la funcion:
3z2 + bz — 20
@) = ——————

T+ 5
se pide:

(a) Calcular las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(b) Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad y representar grdficamente la funcion.
Solucién:

(a) Hay una asintota vertical x = —5. Calculamos la asintota oblicua:
o 322452 —20
m=llm ————— =3
T—>00 xz(x +5)

i 322 4+ 52 — 20 322455 —20— 322 — 15z
b: hm 7*31‘ hm

_ i —10z —20
Para analizar el crecimiento y decrecimiento estudiaremos la primera derivada:
) = (6z + 5)(x +5) — (322 + 5z — 20) 32?430z +45  3(x? + 10z + 15)
B (z +5)? o @+e)?2 (@)
La derivada se anula en —5 — /10 y —5 4+ 1/10. El signo de la derivada segun los valores de x es
0 ? 0
L S S
-5 —+/10 -5 -5+ V10

La funcién es:

— creciente en (—oo7 -5 — \/E) U (—5 + /10, oo)
— decreciente en (—5 — /10, —5 4+ v/10) — {5}
— hay un maximo en x = —5 — V10

— hay un minimo en x = —5 + V10

(b) Estudiemos ahora la segunda derivada para calcular los intervalos de concavidad y convexidad:

(@) =3 (2z +10)(x + 5)% — 2(z 4 5) (2 + 10z + 15)

(x4 5)4
_ 5. 2z +10)( +5) — 2(2® + 102 +15)
N (z +5)3

60
(x +5)3

=-10

29
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El signo de la segunda derivada estda dado por:

-5

La funcién es céncava en (—5,00) y convexa en (—oo, —b).

La gréfica de la funcién tiene la siguiente forma:

- 20
40
60

-804

Ejercicio 6. Hallar a, b y ¢ de modo que la funcion f(z) = x®+ax®+bx +c alcance en x = 1 un mdrimo
relativo de valor 2, y tenga en © = 3 un punto de inflexion.

Solucion:

Las condiciones dadas son equivalentes a:

J) =2
;=0
1(3)=0

Calculamos las derivadas:
f'(z) = 32% + 2az + b ; " (x) =62+ 2a
de modo que resulta el sistema:

l1+a+b+c=2
34+2a+b=0
18 +2a =0

que tiene como solucién a = -9, b = 15, ¢ = —5.
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Ejercicio 7. Dada la funcion f(z) = In(z? + 42 — 5), se pide determinar el dominio de definicion de
f(x), las asintotas verticales de su grdfica y los los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

Solucion:

El dominio de definicién de la funcién es la solucién de la inecuacién z? + 4z — 5 > 0. Este polinomio
tiene como raices x = —5 y & = 1. El signo del polinomio es:

+

0
| +
{

_— O

)

El dominio de la funcién es (—oo0, —5) U (1, 00).

Las rectas * = —5 y « = 1 son asintotas verticales puesto que esos valores anulan el argumento del
logaritmo y entonces la funciéon tiende a —oo.

Para calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento estudiamos el signo de la derivada:

2z 44
() —
(@) = 22 +4x—5
El numerador se anula para * = —2 y el denominador para z = —5 y © = 1. Hacemos el esquema de
signos:

——

La funcién es decreciente en (—oo, —5) y creciente en (1, 00).

Ejercicio 8. Considérese el recinto limitado por la curva y = x2 y la recta y = 3. De entre los rectdngulos
que tienen un lado sobre la porcion de recta que queda sobre la curva y los otros dos vértices sobre la
pardbola, determinar el que tiene drea mdxima.

Solucion:
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El area del rectangulo es:
S = 2z(3 — 2%) = 62 — 223
Para calcular el valor maximo derivamos e igualamos la derivada a cero:

S'=6—-6z2=0 — x=1

32
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8. Integral indefinida

Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:

(a) /1: da (b) /3;;21 dz

Solucion:

(a) Es una integral inmediata:

2
——dz=—-2In|l—-z|+C
11—z

(b) Hacemos la divisién e integramos:

/3I*1dx:/ 5— ' Vdr=32—7hle+2+C
T+ 2 T+ 2

Ejercicio 2. Calcular las siguientes integrales:
(a) /coszxdx (b) / artgx do

Solucion:

(a) Mediante la identidad trigonométrica cos® z = (1 + cos 2x):
) 1 1 1
cos xdxzi (14 cos2z) dx:§ x—l—isean +C

(b) Por partes:

B 1
1422
dv = dx v=2x

u= artgx du dx

1 2 1
/artgzd:xartgxf/lfiﬂdx:xartngi/ 1+xx2 dx:xartgxfiln(lnL:cz)JrC

Ejercicio 3. Calcular las siguientes integrales:

(a) /\/%dx (b) /xlnzdx

Solucion:

(a) Es inmediata:
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(b) Por partes:

1
u=Inx du = — dx
x
2
T
dv==xzd = —
v=uxdr v >
z?Inz 1 2?lnzx
1 = I — _
/a:nxdx > 2/xdx 5 4+C

Ejercicio 4. Calcular las siguientes integrales:

32 +1 / 1
- b —— dz
(a) / 2 -1 dz (5) V1 — 422
Solucion:

(a) Hacemos la divisién y resulta:

32 +1 4
/:c2—1 dx—/<3+z2_1) dx

Descomponemos en fracciones simples:

4 _ -2 2
22—-1 a41 z-1

Entonces:

322 +1 2 2
= “dx= - d
/x2_1 v /(3 x+1+x—1> v

=3z —2lnjz+ 1]+ 2ln|z-1]+C

r+1

=3r—2In 1‘+C’

(b) Es inmediata:

1
=3 arsen 2z + C

/ﬂjwdz/ﬂ_l(wdx

Ejercicio 5. Calcular las siguientes integrales:
2x+ 3
(a) /e—wcosx dz (b) /ﬁ dz

Solucién:
(a) Por partes:
u=e " du=—e"*dzx

dv = cosz dx vV =senx

/e*“" coszdr = —e “senz + / e *senz dx
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De nuevo por partes:

u=e* du = —e " do

dv =senz dx V= —COSZ
/e_"” cosrdr = —e °* sen:r—i—/e_w senx dx

= —e "senx —e FcosT — /e_” cosz dx

Pasando la integral al primer miembro y despejando resulta:

T
/e_aE cosz dz = —< (sen;c + cos) +C

(b) Descomponiendo en fracciones simples:
2z +3 2 )

(x—1)2_a:—1+(x—1)2

resulta:

2z 43 2 5 5

Ejercicio 6. Calcular las siguientes integrales:

(a) /z\/mdx (b) /\/g%dz

Solucion:

(a) Por partes: Por partes:
u==x du = dz

3
dv=+Vz+3dz v:Lng)Q

2 2 :
/x\/x—l—de:w—g/(JC—i—S)% dx

2u(x+3)2 22z +3)2

e

3 3 5
~ 22(z+3)Vr+3 4z +3)°Vr+3 Lo
- 3 B 15

También podria hacerse con el cambio de variable ¢t = \/z +3 o t? = x + 3.

(b) Es casi inmediata:
z+1 dr — 1 2z 42 du
Va2 +2x—4 2 ) Va2+42x—4

2 1
= a@?t2:-4
2/2\/x2+2x—4 ( )

=vVaZ+2x -4
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Ejercicio 7. Calcular las siguientes integrales:

m>/¢?i?m w)/ L

senx

Solucion:

(a) Con el cambio de variable sent = x, cost dt = da:

/\/l—av2 dx:/\/l—seHthostdt

= /cos2 tdt

1
= 2/(1+0052t) dt

1 1
=3 <t+2sen2t) +C

1
=3 (t+sentcost)+ C

1
:§(arsenx+x\/1—$2)+0

(b) Hacemos el cambio de variable ¢t = cosz, dt = —senz dz y resulta:

1
/ (u:f/ L &:7/4L7&:/4i7&
sen x sen? x 1—1¢2 2 -1

descomponemos en fracciones simples:

1 _1
_ 2
t2—1*t+1+t

| [rorm

1
Sustituyendo, la integral queda:

/ 1 1 +1 1 q 11
= - Z.——_9 — ~ln
2 t+1 2 t-1 2

cosr —1

1
+C:§h'l

t—1
t+1

o

cosz + 1

Ejercicio 8. Calcular las siguientes integrales:

1
(a) /(2m+1)(3m—2)5 dz (b) /2m dz

Solucion:

(a) Por partes:
u=2xr+1 du=2dz

(3z —2)8 1
3

dv = (3z — 2)° da v = 5

@x+ﬂ§w—m6_;/@m—m“h
(22 +1)(3z—2)% 1(3z—2)71

18 9T 3
Qe+ D)Br-2°  (Bu-2)

o 18 189 +C

/(23@ +1)(3z — 2)° dz =

+C
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(b) Teniendo en cuenta que 28 — 12z — 22 = 64 — (z + 6)%:

d arsen LJFG +C

/ 1 1 / 1
xr = = _— dl‘ = —
2v/28 — 122 — 22 2] /8 — (v +6)2 2 8

9. Examen de problemas de selectividad. Grupo G.

Ejercicio 1.

(a) Calcular los valores de a y b para que la funcion:

3z +2 six <0
fz)={ 2 +2acosz si0<z<m
az® +b six>m

sea continua para todo valor de x.
(b) Estudiar la derivabilidad de f(x) para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior.
Solucién

(a) La funcién es continua en R — {0, 7}. Para estudiar la continuidad en esos puntos calculamos los
limites laterales:

lim f(z) = lm 3z +2) =2

rz—0~ z—0~

lim f(z) = lim (2 4+ 2acosz) = 2a
z—0t z—0~

lim f(x) = lim (2 +2acosz) = 7 — 2a
T T—T

lim f(z) = lim (az® 4+ b) = an® +b
z—mrt T

De los dos primeros limites resulta que para que la funciones sea continua debe ser a = 1 y, dado
este valor, para que la funcién sea continua en m debe ser b = —2.

(b) Sea ahora la funcién:

3r+ 2 siz <0
flx) = 2 +2cosx si0<z<m
2 —2 six>m

Para x # 0, la derivada es:

3 siz <0
fl(x)=< 2r—2senz si0<z<m
2z six>m

En z = 0 las derivadas laterales son:

en consecuencia, la funcién no es derivable en x = 0.
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En z=m:
fl(m7)=2x
f(0)=2n

y por tanto, la funcién es derivable en x = 7.

Ejercicio 2. Dada la funcion:

3z% + 5z — 20
o)==
se pide:
(a) Estudiar y obtener las asintotas.
(b) Estudiar los intervalos de concavidad y convezxidad.

(¢) Representar grdficamente la funcidn.

Solucion

(a) Hay una asintota vertical x = —5. Calculamos la asintota oblicua:
. 3ax% 452 — 20
m= lim ————— =3
=00 xz(x +5)

322 + 5z — 20 ;
——— — 3z | lim
T+5 T—00 T+5

b= lim
r—00

(b) Para analizar la concavidad calculamos las derivadas:

(62 +5)(x +5) — (322 + 52 —20) 32?430z +45  3(x? + 102 + 15)

/ =
F@) (x+5)? (« +5)? (x +5)2
2z +1 22 241 1
f”(x):3-(x+ 0)(z +5) (x 4+ 5)(z* 4+ 10z + 15)
(x +5)4
. (22+10)(z+5) — 2(2® + 10z + 15)
B (x +5)3
60
(x +5)3
El signo de la segunda derivada estda dado por:
. .
{
-5

La funcién es céncava en (—5,00) y convexa en (—oo, —b).

(¢) La gréfica de la funcién tiene la siguiente forma:

3z2 + 5z — 20 — 322 — 15z 3 —10x — 20

38
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-7 20
40
.60

-804

Ejercicio 3. Calcular la integra definida

/14(1 —z)e T dx

Solucion
Por partes:
u=1—x du = — dz
dv=e""dx v=—e "
4 - 4 4
/ l—-z)edx=|—-(1- x)e_m] - / e ¥ dx
1 L 1 1

4
= xe_x}

L 1
=4e 4 — 7!
4 1
et e

Ejercicio 4. Dada la funcién f(x) = xe*® se pide:
(a) Dibujar su grdfica indicando su dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, mdxi-
mos y minimos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexion.

(b) Calcular el drea comprendida entre el eje OX y la grifica de f(x) entre —1 < x < 1.
Solucién
(a) El dominio de la funcién es R. No tiene asintotas verticales. Tiene una asintota horizontal y = 0 en
—00 ya que:

, , €T
lim ze** = lfm —— =0
T——00 r——00 g~ 2%
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por ser el infinito exponencial de rango superior al infinito potencial.

Calculamos la derivada:

f'(x) = e*® + 2ze®® = (20 + 1)e*®

La derivada se anula en x = —%. El signo de la derivada estd dado por:
0
{
1
T2
La funcién es decreciente en (—oo, —%) y creciente en (— ; , oo). Tiene un minimo en x = —%.
Calculamos ahora la segunda derivada:
f(x) = 2e* + 222 + 1)e*® = (4o + 4)e*®
Esta derivada se anula en z = —1. El signo de la segunda derivada estd dado en el siguiente esquemas:
0
{
-1
La funcién es convexa en (—oo, —1) y céncava en (—1,00). Tiene un punto de inflexién en x = —1.

Con estos datos, la grafica de la funcién es la siguiente:

(b) Por partes:

U= du = dz

dv = ** dz v=—e

1 1 1 1
2z _ T2 2x — 2z -
/ace dx = 2(E6 2/6 dx 26 <x 2)

Integramos por separado entre —1 y 0 donde la funcién es negativa y entre 0 y 1 donde es positiva:

0 0
1 1 1 3
2x 2x —2
de = | = - =_—_ 4+ =
/71 xre x |:2€ <ZL’ 2>:|_1 1 46
1 1
1 1 1 1
2x 2x 2
de = | = —— s
A xre x |:2€ <ZE’ 2>:|0 46 1

El drea de —1 a 0 es la integral cambiada de signo. Ast:

S_l 1_1_}4_5 1+62 i
T4 4e2 4 4 2 4 4e?
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Ejercicio 5.

(a) Calcular el siguiente limite:

If Ve
1m —-
T—00 | [ + \/E

(b) Demostrar que la ecuacion 4x® + 3z +m = 0 solo tiene una raiz real, cualquiera que sea el nimero
m. Justifica la respuesta indicando qué teoremas se usan.

Solucion:

Vi VB

x

a) lm ———= lim ——= =

()a:%oo /CL‘_A'_\/E zaoox/f

(b) El problema es equivalente a demostrar que la funcién F(z) = 425 + 3z + m se anula para un solo
valor de z.

La funcién F(z) es continua en todo R. Ademas:

lim F(x) = 400

T—r 00

lim F(z)= -0

T—r—00

Por consiguiente, la funcién toma valores positivos y negativos. De acuerdo con el teorema de
Bolzano debe existir algin punto en que la funcién se hace cero.

Veamos que este punto es tnico. La funcién F'(x) es derivable siempre y su derivada es:
F'(z) =20z* +3 >0

Puesto que la derivada nunca se hace cero, la funcién no puede anularse en mas de un punto. En
caso contrario, de acuerdo con el teorema de Rolle entre los dos ceros de la funcién deberia haber
un cero de la derivada.

Ejercicio 6. Sabiendo que la funcién f(x) tiene como derivada
fl(z) = (z = 4)*(a® — 8z +7)

(a) Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
(b) Hallar los méximos y minimos relativos de f.

(¢) iEs el punto z = 4 un punto de inflexién de f? Justificar razonadamente la respuesta.

Ejercicio 7. Hallar :

2
23

(a) lim

Tr—00

x—0
1+ 22

25
3+ 5z — &TB] (b) 1fm (1 + 42
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10. Matrices. Grupo G

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

1 2 3 6
1 -3 -2 1
2 1 2 0
0 1 1 2
Solucion:
1 2 3 6 1 2 3 6
1 -3 -2 1 0 -5 -5 =5
9 1 9 0—0 3 4 _12 FQ-}FQ—Fl, F3—>F3—2F1
0 1 1 2 0 1 1 2
1 1 1
=5-13 4 12 sacando factor comun
1 1 2
1 1 1
=5-13 4 12 F34)F37F1
0 0 1

Ejercicio 2. Resuelve la ecuacion matricial AX — B = C siendo:

-1 2 1 1 2 3 -1 0 -1
A=|0 2 0|; B=|-4 -5 —6|; c=|2 -2 2
-2 1 1 7 8 9 -3 0 -3

Solucion:

Calculamos el determinante de A para ver si existe la matriz inversa:
2 1

|[Al=10 2 0|=2- ‘
11

Como el determinante es distinto de cero, podemos calcular la matriz inversa:

2 0 4 1 2 -1 =2
adjA=1|-1 1 -3 = A—1=§ 0 1 0
-2 0 -2 4 -3 -2
Despejamos X:
AX-B=C
AX=B+C

AT'AX =AY B+ C)
X=A"YB+0C)

Entonces:

1 2 -1 -2 1 2 3 -1 0 -1
X = 3 0 1 0 -4 -5 —-6|+|2 -2 2
4 -3 -2 7 8 9 -3 0 -3
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Operando:

1 2 -1 =2 0 2 2 1 -6 -5 —4
X = 3 0 1 0 -2 -7 4| = 5 -2 -7 -4
4 -3 -2 4 8 6 -2 13 8

Ejercicio 3. Estudia segun los valores de a el rango de la matriz:

1 1 a

2 2a 2a

3 3 a+2
Solucion:

calculamos el determinante de la matriz. Restando la primera columna a la segunda:

1 1 a 1 0 a
2 2a 2 [=12 20—-2 2a |=(2a—-2)a+2—3a=—(2a—2)
3 3 a+2 3 0 a+2

El determinante se hace cero para a = 1. Por consiguiente:
o Sia # 1 el determinante es distinto de cero y el rango de la matriz es 3.

o Sia=1:

111
rango 2 2 2| =1
3 3 3

Ejercicio 4. Calcula los valores de a para los que la matriz:

1 -2 a
3 -1 3
a a 1

no tiene inversa. Calcula la inversa de esta matriz para a = 0.
Solucién:

Calculamos el determinante de la matriz:

1 -2 a
3 -1 3|=-1+3d>—6a+a®>-3a+6=4a>—-9a+5
a a 1

El determinante se anula para a = % y para a = 1. Para estos valores de a la matriz no tiene inversa.

Ahora vamos a calcular la inversa de:

1 -2 0
A=13 -1 3
0 0 1

El determinante de esta matriz es igual a 5.

43



10 MATRICES. GRUPO G 44

Ademids:
-1 =3 0 1 -1 2 —6
adjA=|2 1 0 — A—lz5 -3 1 -3
-6 -3 5 0 0 5

Ejercicio 5. Calcular el rango de la matriz:

-1 2 -1 1 2

0 1 0 2 2
A= 1 -1 1 3 2
1 -1 1 21
Solucién:
-1 2 -1 1 2 -1 2 1 2
0 1 0 2 2 0 1 2 2
rango A = rango 1 1 1 3 o =rameo [ 4 3 5
1 -1 1 2 1 1 -1 2 1
-1 2 1 2 -1 2 1 2
0 1 2 2 0 1 2 2 y, 212
=rango [ o, , ,[=ramgo [ 5, 5 o[ =rango 0 1 2 2
0 1 3 3 0 0 11 0 0 11
=3

Para calcular el rango hemos aplicado el método de Gauss procediendo de la siguiente manera:
¢ Hemos suprimido la tercera columna que es igual que la primera.
¢ Hemos sumado la primera fila a la tercera y a la cuarta.

¢ Hemos sumado la segunda fila a la tercera y a la cuarta.

o

Hemos suprimido la tercera fila que es el doble de la cuarta.

iod

Hemos obtenido una matriz escalonada de rango 3.

Ejercicio 6. Dadas las matrices:

5 2 0 a b 0
A=12 5 0 B=|c¢c ¢ O
0 0 1 0 0 1

Encontrar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que se verifique AB = BA.
Solucién:

Calculamos los productos:

5 2 0 a b 0 5a+2¢c 5b+2c 0
AB=|2 5 0 c ¢ 0]l =12a+5c 2b+5¢c 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

s}

s}
ot
\V]
S

5a+2b 2a+5b 0
Tc Tc 0
0 0 1

BA =

[eniN e}
[enBN e}
—= O
[ V)
[eni &
=)

Il
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Por consiguiente:

5a 4+ 2¢ = 5a + 2b
5b + 2¢ = 2a + 5b
2a 4+ 5¢c = Tc
2b+ 5¢c=Tc

Las matrices que conmutan con A son las de la forma:

0
0
1

[eoRE SIS
S e 2

Ejercicio 7. Calcular el valor del determinante:

— = =8

1 1
y 1
1 =z
1 1

el e

Solucion:

Restando la cuarta columna a todas las demaés:

1 1
y 1
1 =z
1 1

== =8

1
1
1
1

=@-Dy-1E-1)

Ejercicio 8. Dadas las matrices:

1 1
A=y L) o

se pide:

(o)

(a) Hallar dos constantes a y b, tales que A?> = aA + bl.

45

(b) Sin calcular explicitamente A3 y A*, y utilizando sélo la expresion anterior, obtener la matriz A°.

Solucion:

Calculamos A2:

e (h )

Entonces:

a=-1,b=3
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y por tanto A2 = —A + 31. Asi:

A* = A2A% = (—A+31)(—A+3I)
=A?-3A-3A+4+9I
=—-A+3I-6A+9]
=-—-TA+ 121

AP = —TA? +12A = —7(-A+31)+ 124
=194 — 211

Entonces:

5_qof1 1 10y _ (-2
A _19(1 —2)_21<0 1)‘(19

19
-39

)

46
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11. Matrices. Grupo D

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

3 61 2
-2 1 1 -3
2 0 2 1
1 2 0 1
Solucion:

Ponemos ceros en la tercera columna:

3 .6 1 2 36 1 2
2 11 =3 _|-5 =5 0 -5
2 02 1| |-4 —-12 0 -3
1 20 1 1 2 0 1

Desarrollando y sacando factor comun:

1 1 1 1 1 1
=54 12 3|=54 12 3|=5
1 2 1 0 1 0

Ejercicio 2. Calcular el rango de la matriz:

1 -1 4 3 2
-1 2 0 1 2
A= 0 1 2 2 2
1 -1 3 2 1
Solucion:

Ponemos ceros en la primera columna:

1 -1 4 3 2 1
-1 2 0 1 2 0
rango | 1 92 9 of =rameo [,
1 -1 3 2 1 0
1 -1 4 3 2
e |00 222
eSO g 1 2 2 2
o 0 -1 -1 1
1 -1 4 3 2
=rango (0 1 2 2 2

DN = DN

47



11 MATRICES. GRUPO D

a

a .y 0
0 b] distintas de [

Ejercicio 3. Hallar todas las matrices A = [ 0 0
Solucién:
Calculamos A%
(a a> (a a) _ (a2 a? —|—ab>
0 b)\0 b/ \oO b?
y por consiguiente:

2

a‘=a
a’+ab=a
B2 =1b

Las soluciones sona =0, b=1oa=1, b=0.

Ejercicio 4. Dada la matriz

-1 -1 a
A=1|-3 2 a
0 a -1

se pide:

(a) Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga inversa.

(b) Calcular la matriz inversa de A, en el caso a = 2.
Solucién:

Calculamos el determinante de la matriz:
-1 -1 a -1 -1 a
-3 2 al|=|0 5 —2|=5-2d°
0 a -1 0 a -1

0} tales que A? = A.

48

El determinante se anula para a = i\/g . Existe inversa para todos los valores de a excepto para estos.

Calculamos ahora la inversa para a = 2. El determinante de la matriz vale —3.

-1 -1 2 -6 -3 —6
A=1|-3 2 2 ; adjA=1[ 3 1 2
0 2 -1 -6 —4 -5
Entonces:
1 -6 3 -6
A—lz—g -3 1 —4
-6 2 -5

Ejercicio 5. Dadas las matrices:

ko ko k? 12
A=|1 -1 k|; B=16
2%k -2 2 8

se pide:
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(a) Hallar el rango de A en funcién de los valores de k.

(b) Para k =2, hallar, si existe, la solucion de la ecuacion AX = B.
Solucién:

Calculamos el determinante:

E kK 1 1 k 1 1 k
1 -1 k|=2k[1l -1 kl=2k|0 -2 0|=2k(-2)(1-k?)
2k -2 2 k-1 1 E -1 1

El determinante se anula para k =0, k = —1 y kK = 1. Entonces tenemos:

o Sik¢{0,—1,1} el rango de la matriz es igual a 3.

o Sia=0:
0 0 O
rango [1 -1 0] =2
0 -2 2
o Sik=-1
-1 -1 1
rango 1 -1 -1]=2
-2 -2 2
o Sik=1:
1 1 1
rango [1 -1 1] =2
2 -2 2

Resolvamos ahora el sistema para k = 2. Por el método de Gauss:

2 2 4 12 0 4 0 0
1 -1 2 6)]~1(1 -1 2 6
4 -2 2 8 0 2 -6 -16

wloo

quedang,yzo,z:

Ejercicio 6. Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica X A2 + BA = A2. siendo

0 0 -1 0 0 -2
A=10 -1 0 B=10 -2 0
-1 0 0 -2 0 0

Solucién:
Hay que tener en cuenta que B = 24 por lo que BA = 2A2. Entonces:

X A% + BA = A?
X A% +24% = A2
XA%=-A?

Y, puesto que:
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resulta

Ejercicio 7.

(a) Demostrar que la matriz

()

verifica una ecuacion del tipo A% + oA+ BI = 0, determinando o y 3.

(b) Utilizar el apartado anterior para calcular la inversa de A.

Solucién:
NE R
Entonces:
<5 4>_+ <2a cx) +»<ﬁ 0> _»(O O)
4 5 a 2o 0 g8 0 0
de donde obtenemos a« = —4 y = 3. Entonces:

A% —4A+31=0

31 =44 — A?
31 = A4l — A)
I= %A(zl] —A)

Por consiguiente:

1 12 -1
At=gI-H=5("

Ejercicio 8. Calcular el valor del siguiente determinante:

a b—1 c d+1
a+1 b c—1 d
a b+1 c d—1
a—1 b c+1 d

Solucién:
Sumando a la primera las otras tres columnas se obtiene:

a b—1 c d+1 a+b+c+d b-—1 c d+1
a+1 b c—1 d | la+b+c+d b c—1 d

a b+1 c d—1|" |la+b+c+d b+1 c d—1
a—1 b c+1 d a+b+c+d b c+1 d
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Sacando factor comun:

b—1 c d+1
b c—1 d
b+1 c d—1
b c+1 d

=(a+b+c+d)

— = = =

(restando la primera fila a las otras tres)

1 b—1 ¢ d+1

0 1 -1 -1
—(a+b+c+d)0 9 0 _9

0 1 1 -1

(desarrollando por la primera columna)

1 -1 -1
=(a+btct+d)|2 0 -2
1 1 -1

(v puesto que la primera y la tercera columna son dependientes)

=0

12. Matrices y sistemas

Ejercicio . Resolver la ecuacion:

1 1 1 2
1 2 -3 8
zr -1 -1 1
1 -1 1 =2

=0

Solucién:
Ponemos ceros en la tercera columna y desarrollamos:

1 1 1 2 1 1 2

1
1 2 -3 8|_| 4 5014790118134
z —1 -1 1| Jetl 0 0 3| "0 T 7
1 -1 1 -2 0 -2 0 —4
4 5 4
=lz+1 0 ?,:zxflH g‘—2x92 ;1‘
0 -2 0

La ecuacién se reduce a:

0 4

r—9 3:0 = =2

Ejercicio 2. Dadas las matrices:

A:

o O =
o =N
w N o
Sy
I
O = =
— =
\
—_

ol
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(a) Determinar la matriz inversa de B.

(b) Determinar una matriz X tal que A = BX.
Solucién:

Calculamos el determinante de la matriz B:

11 2 11 2
11 —-1/=0 0 -3/=3
01 3 01 3
La matriz adjunta es:
4 -3 1
adjB=|-1 3 -1
-3 3 0
Y la inversa:
4 -1 =3
Bl=-|-3 3 3
1 -1 0

Para calcular la matriz X despejamos esta matriz en la ecuacion:

BX=A
B 'BX=B"'4
X =B"14
Entonces:
L4 -1 =3\ /12 0y /4 1 -1
X=B—1A=g -3 3 3 01 2 3 -3 3 15
1 -1 0 0 2 3 1 1 =2

Ejercicio 3. Se consideran las matrices:

10
A= |2 & B:{ko_l}
01

1 1 2

Calcular los valores que puede tomar k para que la matriz AB tenga inversa.
Solucién:

Calculamos el producto de las dos matrices:

0 k0 -1

k (’f (1) _21>= 3k k —2+42k

1 1 1 2

O N =

El determinante de esta matriz vale:

E o -1
3k b —2+2k| =2k* -3k +k—k(—2+2k)=0
11 2

La matriz no tiene inversa para ningin valor de k.
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Ejercicio 4. Dado el sistema:

rT+y+z = -2
A +3y+z = -7
r+2y+A+2)z = -5

(a) Estudiar el sistema segin los valores del pardmetro A.

(b) Resolver el sistema cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

3+ 2

“A 3 L= |=A 34 1A=+ ]

1 1 1 1 0 0 ‘
1 2 A+2 1 1 1+A

‘—()\+1)()\+2)

Podemos distinguir los siguientes casos:

— SiA# —1y A # —2 el rango de ambas matrices es 3 y el sistema es compatible determinado.
— Si A= —1 el rango A = 2. La matriz ampliada:

1 1 1 -2 11 =2

rango (1 3 1 -7 =rango |0 2 5| =3
1 2 1 =5 01 -3

El sistema es incompatible.
— Si A= —2 el rango A = 2. El rango de la matriz ampliada es:

1 1 1 -2 11 -2

rango (2 3 1 -7 =rango |2 0 —-5| =2
1 2 0 -5 2 0 =5

El sistema es compatible indeterminado.

(b) Vamos a resolver el sistema en el caso A = —2. Como el rango de las matrices del sistema es 2, solo
hay dos ecuaciones independientes. Escogemos la primera y la tercera:

r+y+z=-2
T+2y=-5

Podemos tomar z = t como parametro:

r+y=-2-—1
T +2y=-5

Resolviendo se obtiene:

r=1-—-2t
y=—-3+1
z=1

Ejercicio 5. Estudiar la compatibilidad segun los valores de a y resolver cuando sea posible el siguiente
sistemas:

Sr+2y—z = 0
rz+ay—3z = 0
3r+5y—2z = 0
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Solucion:

Es un sistema homogéneo y, por consiguiente, serd siempre compatible. Calculamos el determinante de
la matriz de coeficientes:

5 2 -1
1 a -3|=-10a—-18—-5+3a+75+4= —Ta+ 56
3 5 =2

El determinante se anula para a = 8. Podemos distinguir los siguientes casos:

— Si a # 8 el rango de la matriz es 3. El sistema es compatible determinado y solo tiene la solucién
trivial z =y = 2 = 0-

— Sia =8, el rango de la matriz es 2. Hay dos ecuaciones independientes. Tomando las dos primeras,
el sistema queda:

or +2y —z=10
z+8y+32=0

La solucién es:

2 -1

z =g _3‘)\22/\
-1 5

y=1|_5 1‘)\—14)\
5 2

z=1 8‘)\—38)\

La solucién puede escribirse también (¢, 7t, 19¢t).

Ejercicio 6.

(a) Dado el sistema:

r+2y=1

3r—y=2
escribir una tercera ecuacion de la forma ax + by = ¢, distinta de las anteriores, de manera que el
sistema de tres ecuaciones y dos incognitas resultante siga siendo compatible.

(b) Dado el sistemas:
20 +2y — 2z =1
r+y+2z=1

escribir una tercera ecuacion de la forma ax+ By+vz = 1 distinta de las dos anteriores, de manera
que el sistema de tres ecuaciones y tres incognitas resultante sea compatible indeterminado.

Solucion:

(a) El sistema es compatible determinado. Si queremos que siga siendo compatible deberemos afniadir
una combinacion lineal de las dos ecuaciones que no cambiara las soluciones. Por ejemplo la suma
de las dos ecuaciones 4x + y = 3.

(b) Elsistema que tenemos es compatible indeterminado. Si afiadimos una ecuacién independiente de las
que tenemos el rango aumentara a 3 y se convertird en uno compatible determinado o incompatible.



13 GEOMETRIA. CONTENIDOS BASICOS. 55

Entonces, debemos anadir una ecuaciéon que no cambie los rangos, una combinacion lineal de las
anteriores y que dé 1 como término independiente. Por ejemplo, multiplicando la primera ecuacién
por 2 y restandole la segunda se onbtiene:

3r+3y—4z=1

13. Geometria. Contenidos basicos.

Ejercicio 1. Calcular el valor de m para que los puntos A(0,1,2), B(1,0,3), C(1,m,1) y D(m,—1,2m)
pertenezcan a un mismo plano.

Solucién:
Si los cuatro puntos son coplanarios, los vectores E , ﬁ y ﬁ son linealmente dependientes. Entonces:

1 1 m
-1 m-—1 -2 |=0
1 -1 2m — 2

Ponemos ceros en la primera columna y resulta:

m

L1 m m—2 m 1
0 m m-2=0 = =0 = (m-—2) =0
-2 m-2 -2 1
0 -2 m-—2
desarrollando

(m—-2)(m+2)=0 = m=2, m=-2

Ejercicio 2. Calcular las ecuaciones paramétricas y la ecuacion en forma continua de la recta de ecua-
ciones implicitas:

3r—y—z—1=0
r:
r+y—2—-—3=0

Solucion:

El vector director de la recta es:

73 1 2 1
7 -1 1]=[2]=2(1
E -1 -1 4 2

Obtenemos un punto de la recta dando valores. Para x = 0:
—y—2—1=0
=z — y=1 z=-2
y—z—3=0
El punto es P(0, 1, —2). La ecuacién de la recta es:

r=1t 1 9
T Yy — z+

_1 P —

y=14+1¢ o) 1= =

z=—-242t
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Ejercicio 3. Calcular la ecuacion de la recta paralela a:

r+y—2+3=0
2¢4+3y—2z+7=0

por el punto P(0,1,2).
Solucion:

El vector director de la recta es:

ESTROTIE
—
w
I
|
—_

La ecuacién de la recta es:

r =2t
y=1-—1¢
z=241

Ejercicio 4. Dados el plano m =x + 3y — z =1 y la recta

_z+2 y—-1 =z

6 2 1

hallar la ecuacidn general del plano 7' que contiene a r y es perpendicular a .
Solucién:

El vector director de la recta y el vector normal al plano que nos dan son vectores directores del plano
que buscamos. Su ecuacion es:

r+2 6 1
y—1 2 3|=0 = —5(xzx+2)+7y—1)—162=0
z 1 -1

Haciendo operaciones la ecuacion resulta —5x + 7y — 16z — 17 = 0.

Ejercicio 5. Calcular la ecuacion del plano que contiene a la recta:

2z —y+2—-1=0
r+y—2—-3=0

y pasa por el punto P(1,3,—1).

Solucién:

El haz de planos que contiene a la recta dada es:
a2z —y+z—-1)+px+y—2-3)=0

Si debe contener el punto P(1,3,—1):

a2-3-1-1)+B1+3+1-3)=0 = -3a+28=0
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Paraa =2y =3:
22z —y+2-1)+3rx+y—2—-3)=0 = Tr4+y—2—-11=0

Ejercicio 6. Calcular la ecuacion de la recta paralela a los planos:
720 +y—2—-3=0; i x+y+22—-1=0
que pasa por el punto P(—1,2,0).

Solucion:

Los vectores normales a los dos planos son perpendiculares a la recta. El vector director de la recta es:

72 1 3
7 1 1l=|-5
E -1 2 1

La ecuacion de la recta es:

r=—-1+43t
y=2->5t
z=1

Ejercicio 7. Calcular la ecuacion general del plano que contiene al punto P(1,—2,1) y al eje OY.
Solucién:

Podemos tomar como vectores directores del plano el vector director del eje OY y el vector OP y como
punto del plano el origen de coordenadas. Asi:

x 0 1
y 1 -2/=0 = x—2=0
z 0 1

Ejercicio 8. Dadas las rectas:

y—1 z+1 y+z2=3
r=r=>"— = ; s=
2 -1 2r —y =2

se pide hallar la ecuacion del plano © que contiene a r y s.
Solucioén:

Tomando y como parametro la ecuacién de la recta s puede escribirse como:

y=t o bien y =2\
z=3—1 z2=3—-2\

La ecuacién del plano que nos piden es:
T 1 1
y—1 2 2|=0 = “2x4+y—1=0
z+1 -1 =2






