1 LIMITES Y DERIVADAS

1. Limites y derivadas

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones:

(a) y= (22— 1)*(3z — 2)? () y= 22+

Solucién:
(a) y =32x—1)2-2- (32 —2)2+2382x—2)-3- (22 — 1)3

2 (x+1)2 =2(x+1)(2z — 3)

®)v'= (z +1)3

Ejercicio 2. Derivar las siguientes funciones:
(a) y=xcos’z (b) y=2Intgx

Solucion:

(a) y =1-cos’z+2cosz(—senx) - x?

1+tg?x
tgx

(0) v =2

Ejercicio 3. Derivar las siguientes funciones:

(a) y= artg ) v=r—s

Solucion:

Ejercicio 4. Derivar las siguientes funciones:

wle” (b) y=avVrrt

(a) vy= 1+ cosx

Solucion:
(a) ¥ =

(2ze® + e®2?)(1 + cosz) — (—senx) - x2e®
(14 cosx)?

(b) Puesto que y = Vet _ oVetllna,

1 1 1
I _ Vz+llnzx 1 4+ = i 1 —_ vVa+1
v=e <2\/x+1 nET VY v 20z k1

1
Inz+ —Vx+ 1)
T
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Ejercicio 5. Derivar las siguientes funciones y simplificar el resultado:

(a) y=cos?z +sen’z (b) y =tg arsenx

Solucién:
(a) Puesto que y = cos? x + sen? z = 1 resulta que y' = 0.

(b) Podemos simplificar la funcién como sigue:

; sen arsen T x x
y = tg arsenz = = =
cos arsenz /1 —sen? arsenz 1 — z2

de modo que la derivada es:

y/zl'vlfxzfz\/i%'x: 1 — 22+ 22 _ 1
1— a2 (I-22)v1—2a2 (1—-2a?)V1-—2z?

Ejercicio 6. Calcular la derivada sequnda de las siguientes funciones:

_ 2r+ 3 (b) y:x2e—x
(a) y= x+2

Solucion:

(a) Las derivadas son:

;2 (x+2)—-1-(2243) 1
a (z +2)? (e +2)?
v 0—=2(x+2) 2
(x+2* — (z+2)?

(b) Igualmente:
Yy =2ze™ + e (=1) 2% = e (22 — 2?)
Y =e (=1)(2x — 2?) + (2 — 2x)e "

Ejercicio 7. Calcular los siguientes limites:

(a) lim L= V1= (b) lim (\/m—x)

Solucion:

(a) Multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada:

L, 1—+/1—-2 . 1= V1I-2)1++vV1—-2)

Iim ——— = lim

70 x z—0 z(l++1-x)
1-1+=x

lim ——————

=0 p(1++/1— )

x
lim ——————
e=0 (1l + /1 —x)
1

2
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(b) Transformamos el radicando:
lim (\/$2—4x+1—x> = lim ( (;U—2)2—4+1—x)
T—r 00 Tr—r00

zmlir&(fofx)

=2

Ejercicio 8. Calcular los siguientes limites:
e’ —1 2z
Ii , z—3
(a) 750 sen 2z (b) Jim ( )

Solucion:

(a) Aplicando las aproximaciones e* — 1 ~ x y sen2x ~ 2z cuando z tiende a cero:

e"—1 . 1

im = lim — =
z—0 sen2x  z—0 2x 2

(b) Se trata de una indeterminacién del tipo 1°°. Aplicamos la aproximacién u¥ ~ e(*~1? vélida cuando
u tiende a 1 y v a infinito y se obtiene:

z—3\* o—3
lim ( ) = lim e(m_l)%

z—oo \x + 1 T—00
z—3—xz—1
= lim ¢ =11 2%
Tr—r 00
—4
= lim es¥12®
Tr—r 00
, —8x
= lim e™=
&T—r 00
= 6_8

Ejercicio 9. Calcular los siguientes limites:

(a) lim ot + 423 + 52% + 4w + 4 (3) lim Lﬁ
T——2 xt + 4x3 + 42 2B T2 —5

Solucién:
(a) Sustituyendo vemos que se trata de una indeterminacién del tipo %. Simplificamos la fraccion:

.t 4z + 527 4+ 4w+ 4 . (2 +2)2%(2%+1) )
lim = lim ——————> = lim

T——2 x4 4+ 423 + 422 z—-2 (1 +2)2x2 -2 12 4

1’2+1_5

(b) También se trata de una indeterminacién 3. Simplificando:

. x—+/5 ) r—+b , 1 1
lim — % = lim =

= lim =
z—V5 T + \/5 2\/5
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Ejercicio 10. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

241
T 24 (b)y

22741
 r-3

(a) y

Solucion:

(a) Larecta y = 0 es asintota horizontal de la curva puesto que:

2z 41
Ii =0
r00 72 — 4
La recta x = —2 es asintota vertical de la curva puesto que:

. 2x+1
lim 5 =
r——2 4 — 4

También z = 2 es asintota vertical de la curva puesto que:

i 2e+1
wl—>m2x2—4_

(b) La recta x = 3 es asintota vertical ya que:

Veamos si hay asintota oblicua. Calculamos los limites:

1 22241 o 22
m= lim — - = lfim = =29
T—00 I r—3 r—o00 12
22? + 1 222 + 1 — 222
b= lim z" + — 922 ) = lim 7+ x +6x:h’m6£:6
T—00 LE—?) xr— 00 {E—3 z—0 I

Por consiguiente, la recta y = 2z + 6 es asintota de la curva.
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2. Otro examen de limites y derivadas

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones:

a) y = (22% — 1)?(3z — 2)3 __z+3
(a) y=( )*( ) (b)y—(3x+1)2

Solucién:
(a) v =2(22% — 1) -4z - (32 — 2)3 +3(3z — 2)% -3 - (222 — 1)

, 1-Bx+1)?2—2Bx+1)-3(z+3)
(b) y' = Bz +1)4

Ejercicio 2. Derivar las siguientes funciones:

(a) y = e®cos®x (b) y=2Incos2z

Solucion:

(a) y =e”-cos’x +2cosz - (—senz) - e”

1
(b) y =2- . (—sen2x) -2

Ejercicio 3. Derivar las siguientes funciones:

1 1
(a) y= artg — (b)) y=——=
T v 1 — 22
Solucion:
1 -2
/ = ——
(a’) y - 1 + l‘% .1'3
0— (1\/1—x2+ m Ve x)
b) y = —
(b) y x2(1 — 22)
40 _ 20
3 Y3
Ejercicio 4. Derivar las siguientes funciones:
et (b) y= cosa?
_ Y =COoST
(a) y 1 —cosx
Solucion:
2xe® + e*x2)(1 — cosx) — x2e® sen x
@y )(1 = cosa)

(1 —cosz)

(b) Escribiendo y = coszV* = coseV " 7.

1 1 1 1
I« Vzlnz Vzlnz - - _ VT VT -
Yy sene <e <2\/51nx+x\/5)> sen x (a: <2ﬁlnz+x\/§>>



2 OTRO EXAMEN DE LIMITES Y DERIVADAS

Ejercicio 5. Derivar las siguientes funciones y simplificar el resultado:

(a) y=sen®z(1 + tg> x) (b) y=tg arcosw

Solucién:
(a) Simplificamos la funcién:

1
y = sen”® z(1 + tg® ) = sen’ x - 5 =tg’x
cos? x

de modo que:
y =2tgx(l+tg’x)

(b) Simplificamos la funcién:

sen arcosx V1 —cos? arcosx V1 — 2
y = tg arcosx = = =

COS arcos x x
y la derivada es:
—2x . 1. 2 —a? _ 22
g = i Lvl—z® s —vi-=w -1
2 2 22+/1 — 22

Ejercicio 6. Calcular la derivada seqgunda de las siguientes funciones:

3r—1 (b) y :x3e—z
z+1

(a) y=

Solucion:

(a) Las derivadas son

, 3@+1)-1-Br-1) 4
vy = (r+1)2 (x4 1)2
s 0—2@+1)-4 -8

VT T et T @r)?

(b) Del mismo modo:

Ejercicio 7. Calcular los siguientes limites:

, x? —25 , \/2_7_
(a) iﬂ%m (b) wlgglo( T dr+1 x)

Solucion:



2 OTRO EXAMEN DE LIMITES Y DERIVADAS

) e @+ 5)(E+ V(e - V)

(b) lim (\/m2—4x+1fx): lim ( (x72)2750): lim (z —2—2) = -2

r—00

Ejercicio 8. Calcular los siguientes limites:

, cosx—1 2 2w
(a) lim ——— (b) lim (”” +1>

-0 sen?ax e\ 22 o

Solucion:
2
. cosz—1 . 1
(a) lim = lim =—=
z—0 sen?zx 0 2 2

(b) Es una indeterminacién del tipo 1°°. Aplicando la aproximacién u? ~ e(v=1v regulta:

2 2z 2 2 2

, e +1 ) (z “71)-2:1: i 2241-2242 o , 6

D lim = lim e\#%?-2 = lim e <22 = lim e=2 = =1
z—o00 \ 12 — 92 T—00 T—00 Z—00

Ejercicio 9. Calcular los siguientes limites:

zt — 622 +82 -3 - V5

(a) lfm =00 () lm 25

=14 =223 420 —1 z—v5 L2 —5
Solucion:

(a) Es una indeterminacién del tipo §. Simplificamos:
4_ a2 _ ) 3 .2 _ _1)3
i & 6x° +8x —3 . (x —1)(a® 4+ 2* — bz +3) _ lim (x —1)3(z 4+ 3)

— —:2
a=124 =203 4+22 -1 201 (z—1)(x3—22—2+1 a=1(x—1)3(x+1)

(b) También es del tipo . Simplificamos la fraccioén:

3 m—\/g 3 1’—\/5 1
lim ——F = lim =

Ejercicio 10. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

3z +1 22 4+ 1
(a)y_xQ_l (b)y:2x—3

Solucion:

(a) La recta y = 0 es asintota horizontal de la curva puesto que:

, 3r+1
mlinolo .’1,'2 -1 o O
Las rectas x = —1 y x = 1 son asintotas verticales de la curva puesto que:
, 3z +1 o 3x+1
lim = 00, lim =0

z——1722—1 z—1 22 — 1
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(b) La recta z = 2 es asintota vertical ya que:

i 222 + 1
1m =

No hay asintota horizontal pues:

L 22241
lim =
z—o00 20 — 3

Veamos si hay asintota oblicua. Calculamos los limites:

1 22241 " 222

m=tm oy T o=l
b 1t 222 +1 i 202 +1— 222 + 3z I 3z 3
= l1m — X = l1im = l11m — = —

Por consiguiente, la recta y = x + % es asintota de la curva.

3. Derivadas

Ejercicio 1. Dada la funcion f(x) = In(x? + 42 — 5), se pide estudiar los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de f(x).

Solucién:
El dominio de la funcién es (—oo, —5) U (1, 00).

Estudiamos el signo de la derivada:

2¢ + 4
Hm) —
i) = 22 +4x —5
El numeﬁador se anula en © = —2 y el denominador para x = —5 y x = 1. El esquema de signos es el
siguiente:

——

La funcién es decreciente en (—oo, —5) y creciente en (1, 00).

Ejercicio 2. Dada la funcion:

_ 32% 45z — 20

fla) = =

Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad.

Solucion:



3 DERIVADAS 10

Calculamos las derivadas:

(62 + 5)(z +5) — (322 + bz — 20)

1) —
32?4302z +45
N (x4 5)2
_ 3(2% 4 10z + 15)
(x +5)?
g (22 4+ 10)(x + 5)% — 2(x + 5)(z? + 10z + 15)
f(x)=3-
(x +5)*
_3 (22 +10)(x + 5) — 2(2? + 10z + 15)
N (x +5)3
60
(x +5)3
El numerador no tiene raices y el denominador se anula para * = —5. El esquema de signos para la
derivada segunda es el siguiente:
3

La funcién es convexa en (—oo,—5) y céncava en (—5, 00). No hay puntos de inflexién.

Ejercicio 3. Demostrar que la ecuacion 4x° 4+ 3z +1 = 0 solo tiene una raiz real. Justificar la respuesta
indicando qué teoremas se usan.

Solucién:
El problema es equivalente a demostrar que la funcién f(z) = 42° + 3z + 1 se anula en un tinico punto.
¢ La funcién se anula en algin punto. En efecto, f(z) es continua en R y ademés:

f(=1)=-6<0
f(0)=1>0

Por el teorema de Bolzano existe un punto £ € (—1,0) tal que f(£) = 0. Este nimero es una
solucién de la ecuacion.

o La solucién es tunica. En efecto, f(z) es continua y derivable en R. Su derivada es:
() =202*+3>0

Por el teorema de Rolle entre dos ceros de la funcién deberia haber al menos un cero de la derivada.
Puesto que la derivada nunca se anula, no puede haber dos ceros de la funcion.

Ejercicio 4. Dada la funcién f(x) = 2 + ax?® + bz + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ de modo que se
verifiquen las dos condiciones siguientes:

1. Tiene extremos relativos en los puntos de abscisas x = f%, r=—1.
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2. La recta tangente a la grdfica de f(x) en el punto de abscisa v =0 esy = x + 3.

Solucion:

La derivada de la funcion es:
f'(x) = 32% + 2ax + b

En los extremos relativos la derivada es cero. Entonces:

1 12 1 2
(—2)=3.2_Za+p==--2 4y
f( 3> SgTgethEg ot

f[(=1)=3-2a+b
Estas derivadas deben ser cero. Tenemos el sistema:

1-2a+3b=0
3—2a+b=0

cuya solucibn esa =2y b= 1.

La otra condicién nos dice que f/(0) = 1y f(0) = 3. El dato sobre la derivada es redundante pues,
sustituyendo en la derivada nos da b = 1 que ya habiamos calculado. El segundo dato nos permite
calcular ¢ = 3.

Ejercicio 5. Dada la funcion:

2z2 + 3z
fl@)=1a x=0
1
e = x>0

se pide:

a) Determinar el valor de a para que [ sea continua en x = 0.

b) Para ese valor de a estudiar la derivabilidad de f en x = 0.
Solucién:

a) Para que la funcién sea continua los limites por la izquierda y por la derecha deben ser iguales al
valor de la funcién a. Calculemos esos limites:

222 + 3
lim f(z) = lim =127 _g
z—0— z—0- T —1
it — Hm e F=e =0
Jim fo) = Jim e =

Por consiguiente, para que la funcién sea continua debe cumplirse a = 0.

b) La derivada de la funcién es:

22 —4x —3
/ oz <0
flley=1¢ (@z-1)

e*%(x%) x>0



3 DERIVADAS 12

La derivada por la izquierda f/(07) = 3. La funcién e~ % no es derivable en z = 0. Para calcular la
derivada en ese punto podemos utilizar dos procedimientos. Bien calcular el limite de su derivada cuando
x tiende a 0 o bien calcularla a partir de la definicién:

_1 1 1
- : . s 11
£/(0) = lim F@=FO) o 7 = lfm —2 = lim — = — =0
z—0+ z—0 z—0 I z—0 ew z—0 ;7216; =0 o7 ex

Las derivadas por la izquierda y por la derecha no coinciden. La funcién no es derivable en z = 0.

Ejercicio 6. Obtener el valor de a para que:

2
) .T2 _3 ar
A, (M) -

Solucion:

2
2?2 — 3 “ (m273—1)aa:2
lim ( —— = lim e\=*+3
T—00 l‘2 +3 T—00
22-3-22-3 2
= lim e( 2243 )am
T—00

—6ax

2
= lim e( 12+3)

Tr—r 00
_ efGa
Entonces:
—6a 1
e =4 = —-6a=lhd4d — a:—élnél

Ejercicio 7. Dada la funcion:

Vrinz
f(z) = 2

T+ k sizx <0

six >0

se pide:

a) Determinar el valor de k para que la funcidn sea continua en R.

b) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la grifica de la funcion en el punto de abscisa x = 1.

Solucion:

a) Para x # 0 la funcién es continua.

Para que sea continua en cero deben coincidir los limites laterales y, ademads, ser iguales al valor de
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la funcién en 0, es decir, a k. Calculemos los limites laterales:

lm f(z) = lim V2T

z—0+ z—0+ 2z
, 1 Inx
+ 1
z—0 v
1
1 1
= lim —- £
z—0+ 27 —%x_é
3
1 —2z2
z—0+ 27 T

Para que la funcion sea continua debe ser k = 0.

b) Sustituyendo en la expresién de f(z) obtenemos f(1) = 0. El punto de tangencia es (1,0). La
pendiente de la tangente la obtenemos a partir de la derivada:

(2\1/51nx+%\/§) 27 —2%In2y/zlnz ﬁlner%f—ln?\/Elnx

fl (ZL') = 92z b i o

La pendiente es:

y la ecuacion de la tangente:

1

yzi(fﬁ_l)
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4. Nuevo examen de derivadas

Ejercicio 1. Calcular los siguientes limites:

. TCOST — SenT z 1
a) im ———————— ) m [ — — — =
(a) z—0 3 (b) P <1nx sen(zr — 1)>

Solucion:

(a) Se trata de una indeterminacién %. Aplicando la regla de ’'Hopital y la aproximacién senx ~ x:

. XCosST —senzx , lcosx —xsenx —cosz
lim = lim 5
z—0 x3 z—0 3x
. —xsenzx
= lim ———
z—0 3‘%2
. —a?
= lim —=
x—0 31’2
1
3

(b) Se trata de una indeterminacién del tipo co — oco. Hacemos la resta, cambiamos z — 1 =t y resulta:

, x 1 , axsen(r—1)—Inzx
lim | — — —— = | = lim
z—1 \Ilnz sen(x —1) z—1 sen(z —1)lnzx
— m (t+1)sent —In(1+4¢)
t—0 sentlIn(1 4+ t)
— Ym (t+1)sent — In(1 +1¢)
t—0 12
; 1
i Isent + (t +1)cost — 135
t—0 2t
cost+ lcost — (t+ 1)sent + ﬁ
= lim

t—0 2

Ejercicio 2. Dada la funcion y = xe™" calcular sus asintotas, los intervalos de crecimiento y decre-
cimiento y representarla grdficamente.

Solucion:

No tiene asintotas verticales. Para obtener las asintotas horizontales calculamos los limites:

, _ , X

lim ze = lim — =0
r— 400 r—+o0 ¥

, _ , X

Im ze ™= lim — = -0
T——00 z——o0 ¥

La recta y = 0 es asintota horizontal en +oco. No hay asintota en —oo.
Calculamos la derivada:

Yy =le® —ze " =(1—x)e ”
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El signo de la derivada es:

+

. =)
I

La funcién es creciente en (—oo, 1) y creciente en (1,00). Hay un mdximo en el punto (1, %)

Con estos datos, la grafica de la funcién es:

Ejercicio 3. Calcular los intervalos de concavidad y convexidad de la funcion:

oz
yilnx

Solucién:
Hay que analizar el signo de la segunda derivada:

, 1lnx—%xilnx71
(Inz)2  (lnz)?

,  i(nz)?-2lnzi(nz-1)
(lnx)*
Iz —2(lnz-1)
(Inx)3
2—Inz
z(lnx)3

El numerador se anula para £ = e? y el denominador para £ = 0 y = 1. Teniendo en cuenta que la

funcién solo existe para valores positivos de z, el signo de la segunda derivada esta dada por el siguiente
esquema:

-
——
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La funcién es convexa en (0,1) U (€2, 00), es céncava en (1,e?) y tiene un punto de inflexién en x = €.

Ejercicio 4. Calcular las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion:
x

V=2 +4

Solucién:

La curva no tiene asintotas verticales puesto que el denominador no tiene raices. Hay uan asintota
horizontal y = 0.
Calculamos la derivada:

, 22 —x+4— (2 —1)x 4 — 22

(22 — x +4)? (a2 —x +4)2

Los ceros de la derivada son —2 y 2. El signo de la derivada es:

0 0
| + | -
w w

2

—2

La funcién es decreciente en (—oo, —2) U (2,00) y creciente en (—2,2). Hay un minimo en x = —2 y un
maximo en z = 2.

Ejercicio 5. Obtener los valores de a y b para que la funcion f(x) = 2 + ax® + b tenga un minimo
relativo en el punto (2,3).

Solucién:
De acuerdo con las condiciones dadas debe ocurrir que f(2) =3y f/(2) = 0. La derivada es:
f'(z) = 32% + 2ax

Por consiguiente:

3=8+4a+D
0=12+4a
este sistema tiene como soluciéon a = —3, b= 7.

Ejercicio 6. Hallar el punto de la pardbola y = x> + = que se encuentra mds prézimo de A(1,0).
Solucioén:

Se trata de encontrar un punto X (z,2? + z) cuya distancia a A(1,0) sea minima. El cuadrado de la
distancia entre los dos puntos es:

d=@x-1)2 4@ +2)2=2r4+223+222 -2 +1
Derivamos e igualamos a cero:

(d?) =423 + 622 + 42 —2=0
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esta ecuacién no tiene soluciones enteras. Puesto que en x = 0 toma un valor negativo y en x = 1 toma
un valor positivo, podemos decir que el minimo se encuentra en el intervalo (0, 1).

Ejercicio 7. Demostrar que la funcion y = e* — x — 3 tiene un dnico cero en el intervalo (0, 00).
Solucién:

La funcién F(z) = e” — x — 3 es continua para todo x. Ademaés:
F(0) <0
lim F(z) = o0

Tr—r0o0
y por consiguiente F'(z) toma valores positivos entre 0 e co. Por el teorema de Bolzano debe existir un
punto en que la funcién se haga cero.

Veamos que este punto es unico. La funcion es derivable y su derivada es:
fllz)=e€"—1

que solo se anula en x = 0. De acuerdo con el teorema de Rolle si hubiese dos ceros de la funcion, entre
ellos deberia haber al menos un cero de la derivada. Como la derivada no se anula en (0,00) no puede
haber dos ceros de la funcién.

Ejercicio 8. Solucién:
f) 3x siz <1
xTr) =
ar? +b(z—1) siz>1
¢ Para qué valores de a y b es continua la funcién? ;Para cudles es derivable?
Solucién:
Para = # 1 la funcién es continua y derivable.
Para que la funcién sea continua en x = 1 deben coincidir los limites por la derecha y por la izquierda:
lim f(z)= lim 3=3
r—1— r—1—
Ii = 1If Zib(z—1)=
S @) = Jip e bl -1 =a
Por tanto, la funcién serd continua si a = 3 sea cual sea el valor de b.
Para que la funcién sea derivable debe ser continua. Por consiguiente debe ser a = 3:
3x siz <1
fay=1", |
3z +b(x—1) siz>1
La derivada de esta funcién para x # 1 es:
, 3 siz <1
fix) = ,
6x+b siz>1
Para que sea derivable, habran de coincidir las derivadas por la izquierda y por la derecha:
ffam)y=3
fat)y=6+b
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Para que sea derivable debe ser b = —3.

Ejercicio 9. Hallar el punto de la curva y = In(1+2?%) en que la tangente es perpendicular a la tangente
trazada por el punto de abscisa 1.

Solucion:

Para que las tangentes sean perpendiculares, el producto de sus pendientes debe ser igual a —1. Por tanto,
el producto de las derivadas en z = 1 y en el punto que buscamos a debe ser igual a —1.

La derivada de la funcién es:

;. 2z
y_l—i—x2
Entonces:
2-1 2a 2a
"My'(a) = -1 = =-1 = -1= = =-1
y'(1)y'(a) 17 1+ a2 T a

Ejercicio 10. Calcular las asintotas de la curva y = Ter .
Solucién:
La posible asintota vertical es x = 0. Estudiemos los limites en ese punto:

, 1 _
lim zer =0-e” =0

z—0—
1 11
1 ez Cr —5 1
lim zez = lim — = lim I~ = lim e= = oo
1 —1
z—0t z—0+ P z—0t == z—0+

Hay una asintota vertical x = 0 por la derecha. En ese punto por la izquierda hay una discontinuidad
evitable.

No hay asintota horizontal pues:

, 1
lim ze* =o00-1=+00
x—+00
, 1
lim zer = —-00-1=—00
Tr— — 00

Veamos si hay asintota oblicua:

. xew .1
m = lim = lim e= =1
T—00 I T—00

b= lim (Jce% — x)

r—00

= lim x(e% —1)

TrT—0o0
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Los limites cuando x tiende a —oo son los mismos. Por consiguiente hay una asintota oblicua y = x + 1
tanto en —oo como en +o0.

5. Otro examen (facil) de derivadas

Ejercicio 1. Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso, mdrgenes superior e inferior de
2 cm y mdrgenes laterales de 1 cm. Obtener las dimensiones que minimizan la superficie de papel.

Solucién:
Sean x e y la base y la altura de la hoja. La funcién que debe ser minima es:
S=uxy

Por otra parte, puesto que el texto debe ocupar una superficie de 18 cm?:

18
de forma que:
18 18z

S_x<4+x—2) N x+a:—2

Derivamos e igualamos a cero:
18(x — 2) — 18z 36
gogy Bz 18, 36,
BCEE (=2 i

Y a partir de este resultado obtenemos y = 10.

Ejercicio 2. Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcidn y = x2e®.
Solucién:
Derivamos:

y = 2ze” + z?e” = " (22 + 2?)

Los ceros de la derivada son z = 0 y x = —2. Tenemos el siguiente esquema de signos:
0 0
+ | — | +
{ {
-2 0
La funcién es creciente en (—oo, —2) U (0, 00) v decreciente en (—2,0). En x = —2 hay un mdximo y en

2 = 0 un minimo local.

Ejercicio 3. Calcular b y ¢ para que la curva y = —x2 + bx + ¢ tenga un mdzimo relativo en el punto
(0,4).
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Solucion:

Debe ocurrir que y(0) = 4 y que 3'(0) = 0. Con estas condiciones resulta c =4 y b = 0.

Ejercicio 4. Estudia la concavidad y convexidad de la curva y = z(z — 1)3.
Solucién:

Calculamos la derivada segunda:
y=1-(x—-13+2-3x-1)?=(x—-1%*x—-1+32)=(z—1)*4z - 1)
' =4-(x—12+2@x—-1) (4o —1) =2(z — 1)[2(x — 1) + 42 — 1] = 2(z — 1)(6z — 3)

La derivada segunda se anulaen z =1y z = % El esquema de signos es el siguiente:

+ +

= —1— O
|
_— O

La funcién es céncava en (—oo, %) y en (1,00). Es convexa en (%, 1). Hay puntos de inflexién en z = %

yenz=1.

Ejercicio 5. Estudiar si la funcion y = x? — 2z + 3 cumple las condiciones del teorema del valor medio
en el intervalo [1,3]. En caso afirmativo, calcular el valor de x cuya existencia asegura el teorema.

Solucion:

La funcién es continua en [1,3] y derivable en (1, 3). Cumple por tanto las hipétesis del teorema del valo
medio. De acuerdo con este teorema existe & tal que:

fB)—f) _6-2

= =2
3—-1 2

f(&) =
Debemos encontrar cuanto vale £. Derivamos e igualamos a 2:
Yy =20-2=2 = a=2

Existe un solo punto en el que la derivada de la funcién es 2. Este punto es £ = 2.

Ejercicio 6. Calcular los siguientes limites:

(a) lim (1_ 1 ) (b) lim (22 — 22)""

—0
=0t \x e*—1 r
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Solucion:

1 1 @ _q_
lim <— ):h’mH

z—0t \x e? —1

= lim

= lim ——————
z—0t+ e + e? + re*
1

2

2 2 2
lim (22 — 22)% = lim e* M@ +22)

z—0 z—0
ln(m2+2m)
, -1
=lime =2
z—0
2042
z2 12z
. )
=lime =%
z—0
2044223
= lim e —223-4x
z—0
2034222
= lim e —2«2-4
z—0
= =1

6. Y otro examen de derivadas

Ejercicio 1. Se considera la funcion:
flz) = ae® Thete a>0
Calcular los parametros a, b y ¢ sabiendo que la funcidn tiene un minimo relativo en el punto (1,a) y
f(0)=1.
Solucién:
La derivada de la funcién es:
y' = ae” T2z + b)

Las condiciones que nos dan son f(1) = a, f'(1) = 0y f(0) = 1 ademds de que a > 0. Con estas
condiciones planteamos el siguiente sistemas:

aelttte =g = ettte=1 — 1+b+c=0
ae'tte(24b) =0 = 2+b=0 = b=-2
ae® =1

De la primera ecuacion se deduce que ¢ = 1 y de la tercera que a = %
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volumen inscriptible en un cono recto circular de radio 10 cm
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Ejercicio 2. Hallar el cilindro de mdzimo

y altura 20 cm.
Solucién:
A
AAN
N
/ \
/ \
/ \
[T\ &
/ \‘\r., . - \
/ \
// A
/ h \\
// \
/At \
e
\\\ N B B //’ c=c

El volumen del cilindro es:

V =7r?h
De la semejanza de los tridngulo ABC' y A’B’C" se deduce que:
1 2 20(10 —

0 _20 hzio(fo r):2(10—r)

h
20

10—1r
Entonces:
V =2nr?(10 — r) = 27(10r2 — 13)
=

Derivando e igualando a cero:
V' =27(20r — 3r?) = 27(20 — 3r) = 0

y la altura:
h=2(10—- —
(-5

T

Ejercicio 3. Se considera la funcion:
T 22 +5z+4

Y
Calcular las intersecciones con los ejes, las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y

representarla grdficamente.
¢ Las intersecciones con los ejes son la solucién de los sistemas:
x
22 +5x +4

Solucion:

_r

22 +5x+4 y=
y=0

y:
=0
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En este caso hay un solo punto de interseccién (0, 0).

El denominador de la fraccién se anula para z = -1y ¢ = —4. Estas son las asintotas verticales
de la funcién. La asintota horizontal es y = 0 puesto que:

lfm ———e =0
xlﬁn;ox2+5m+4

o Calculemos la derivada de la funcion:

, 1@ +5z+4)—x-2z+5) —a?+4
B (22 + 5z + 4)? (2% + 5w+ 4)?
La derivada se anula para ¢ = —2 y & = 2. Tenemos el siguiente esquema de signos:
i 0 : 0 y
S N e SR N S
l l l l
—4 -2 -1 2 x

Es decir, La funcién es creciente en (—2, —1)U(—1, 2) y decreciente en (—oo, —4)U(—4, —2)U(2, 00).
Tiene un minimo en £ = —2 y un maximo en x = 2.

¢ La grafica de esta funcién aparece en la siguiente figura:

T

y::x?+5a:+4

Ejercicio 4. Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 2% — 322 en su punto de inflexion.
Solucién:

Calculamos las derivadas:
y' = 32% — 6z
Yy’ =6x—6

El punto de inflexién lo calculamos igualando a cero la segunda derivada:
6r—6=0 = z=1

El punto de inflexién es (1, —2). La pendiente de la recta tangente en este punto es:

m=1y'(1)=-3
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Por consiguiente, la ecuacion de la tangente es:

y+2=-3x—-1)

Ejercicio 5. Calcular:

Vet +1-1 (b) lim (22 —1)tg —

r—1t 2

(a) lim

x—0 {L‘2
Solucion:

El primer limite es una indeterminacién del tipo %. Aplicamos la regla de ’'Hopital y resulta:

2x
VI FI-1 1 1
i YT g 2Ty 2
z—0 €T x—0 2x =0 /2 +1 2

El segundo es del tipo 0 - co. Lo escribimos como fracciéon y aplicamos la regla de ’'Hopital:

2.1 2 4
lim (22— 1)tg — = lim —— = lim i .
o1t 2 ao1+cotg B a1t (—1—cotg? IE) 3 7r

donde hemos tenido en cuenta que cotg 5 = 0.

Ejercicio 6. Razonar si es aplicable el teorema del valor medio a la funcion

zlnz x>0
f(:v>—{0 o> 0

en el intervalo [0,e]. En caso afirmativo, hallar el valor de x al que se refiere el teorema.
Solucién:

Para que se pueda aplicar el teorema del valor medio, la funcién debe ser continua en el intervalo cerrado
[0, €] y derivable en el intervalo abierto (0,e). La condicién de derivabilidad se cumple puesto que en ese
intervalo la funcién es producto de funciones derivables. Su derivada es:

1
f’(x):l-lnaj—&—;m:l—i—lnaj

Salvo en 2 = 0 la funcién es continua en [0, €] por ser producto de funciones continuas. Veamos que ocurre
en z = 0. En este punto el limite de la funcién es una indeterminacién del tipo 0-co que podemos resolver
con ayuda de la regla de I’'Hopital:

1
Inz =

Iim zlnz = lim —— = lim —%- = lim (—~z) =0
z—0 z—0 > r—0 -2z r—0

Puesto que el limite coincide con el valor de la funcién, ésta es continua también en x = 0. Entonces,
podemos aplicar el teorema del valor medio a la funcién. Segin este teorema debe existir un punto £ tal
que:

ey 1) = f(0)
(&) = V"0
Es decir:
e—0

1+ln§:T:1 = Ihé=0 = ¢=1
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7. Integrales
Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:
2 1
——d b —d
(a) / V2r+1 * (t) /cos23x v
Solucién:
<>/ 24 2/(2 +1) T dr =2 Lo
——dx = x r=2——"—
V2r+1 32

1 1

Ejercicio 2. Calcular las siguientes integrales:

(a) /zfgdx (b) /xcosdex

Solucion:

¢ Haciendo la divisién se obtiene cociente 1 y resto 6, asi que

x+3 6
= 14+ —— = In(z —
/I73dx /( +x3) de=2+46ln(z—-3)+C

o Por partes:

1
dv = cos 2z dx v = 3 sen 2z

1 1 1 1
/:z:cos2x dx = ixsen2z75/sen2x dx = 5xsen2x+1 cos2zx + C

Ejercicio 3. Calcular las siguientes integrales:

(a) /seandgc (b) /xzxj—ldx

Solucion:

o Mediante la férmula trigonométrica sen? z = 3 (1 — cos 2z):

1 1 1
/seandx: 5/(1—COS2LL’) dxzix—zsen%c—i—(}'

¢ Haciendo la divisién se obtiene de cociente x y de resto —z. Entonces:
2

a3 x 2?2 1 2z x 1

Ejercicio 4. Calcular las siguientes integrales:

25
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Solucion:

¢ Descomponiendo en fracciones simples se obtiene:

3z +2 A B Alz+1)+B
@t 1?2 24l @il (@rlp ’ ’
Entonces:

3r + 2 3 1 1
T2 o= [ 2 de— [ ——— dz =3I Nt ——+C
Jermrr- oo [ raptemsmte s ve g

¢ Con el cambio e* =t, €” dz = dt resulta:

e” 1
——dr = | —— dt
/\/1+e2m /\/1+t2

Ahora hay que hacer el cambio ¢t = tgu, dt = sec?u du:

1 B 1 9 B 1 9 B B 1
/mdt—/msec udu-/secusec udu-/secudu—/cosu du

Con el cambio v =senu. dv = cosu du

1
/secudu:/
CoSs U
1 1 1
:/ dv:/ 5 dv
COS U COS U cos? u
1 1 1 1 1
:/7dv:f/ dv+7/ dv
1—02 2) 14w 2) 1—w

1 1

du

1 1+wv
=—In
2 1—w

y solo queda deshacer los cambios.

+C

Ejercicio 5. Calcular las siguientes integrales:

a)/xﬁﬂiidx (@t/2+mxdx

T

Solucion:

o Hacemos el cambio 2z +1=1%, 2dz=2tdt = z=1(*-1), de=tdt:

/xmdx:/%(ttn t-tdt = /(t4—t2)dt

1

2

1 2x+1) V(2z +1)3
2( - 3 >+C

o Es casi inmediatas:

/2+mx¢ﬁi/@+mmd@+1 z) = Qigﬁl+c
X
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Ejercicio 6. Calcular las siguientes integrales:

3z +1 22215
(a) /7302 Sy dx (b) /me dz

Solucion:

o Puesto que el denominador no tiene raices, hacemos la descomposicion:
3z +1 2z — 2 1
———dx = —d —d
/x2—2x+5 v Cl/x2—2x—|—5 x+c2/x2—2x—|—5 v
Tgualando coeficientes se obtiene ¢y = % y co = 4. Por consiguiente:
3z +1 20— 2 1
- dx = ——d —d
/x2—2x+5 . cl/m2—2x—|—5 x+62/m2—2x—|—5 o

1
2

N N

1 -1
1n(;v2—2x+5)+4§ artng-l—C

o Con el cambio de variable t = 222 + 5, dt =4z dz, 2zdr= % dt:

2 1 1 1 2
2x°+5 _ = t — Z ot — Z p2z°+5
/me dx—4/e dt 46 +C 46 +C

Ejercicio 7. Calcular las siguientes integrales:

1 T
@ [ == o | G

Solucion:

o Escribiendo 28 — 12z — 2% = 82 — (z + 6)? resulta:

/;dx:/;d
V28 — 122 — x2 /8% — (z+6)?

¢ Es casi inmediatas:

% —1 2733 _} 2 -3 2 _}
/(z2+4)3 dx_2/(x2+4)3 dx_z/(x +4)7d(@" +4) = 5

6+C

x
T — arsen

Ejercicio 8. Calcular las siguientes integrales:

(a) /xse02 22 dz (b) /cos4atsenm dz

Solucion:

o Con el cambio 2?2 =t, 2z dr= dt, zdr= % dt:

1 1 1
/alcseCQJC2 dxzi/seCthtzﬁtgt—FC: itng—FC

(.T2 + 4)—2

-2

+C

27
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o Es casi inmediatas:

6085 T

/cos4a:senx dz = —/(205436 d(cosz) = — 3 +C

Ejercicio 9. Calcular el drea comprendida entre la pardbola y = x2 y la recta y = 4.
Solucién:

Los puntos de corte estan en x = —2 y x = 2. El area es:

S/Z(4x2)dx [41«5?}: <8§><8+§> :%

Ejercicio 10. Calcular el drea del recinto limitado por la curva y =Inz, el eje OX y la recta x = e.

Solucion:

y=Inx /

e e
S:/lnmdxz[xlnx—x] =elne—e—(1ln1-1)=1
1 1
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8. Calculo. Selectividad.

Ejercicio 1. Obtener los mdximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion:
f@) = (na)’

stendo Inz el logaritmo neperiano de x.

Solucién:

Calculamos las derivadas:

1
f'(z) =(lnz)* +2Inz- —r= (Inz)?* 4+ 2Inz = Inz(nz + 2)

B 2lnz + 2

1 1
"(z)==(1 2)+ -1
f'(@) = ~(na+2)+ —Inw = =

La primera derivada se anula en z = e~2 y en « = 1. El signo de la derivada se representa en el siguiente
esquema:

S —
+

d — O
|

—_— O
+

De manera que hay un maximo en £ = e~2 y un minimo en z = 1.

En cuanto a la derivada segunda, el esquema de signos es como sigue:

0

— | +
{
671

Hay un punto de inflexién en z = e~*.

Ejercicio 2. Dada la funcion:

Vrinz
fz) = 2

T+ k sizx <0

six >0

se pide:

(a) Determinar el valor de k para que la funcidn sea continua en R.
(b) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

(¢) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de la funcidn en el punto del abscisa © = 1.
Solucién:

(a) Para que sea continua los limites laterales en 2z = 0 deben ser iguales:

lm f(z) = lim V2T

z—0t z—0t 2
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y puesto que el denominador tiende a 1:
Inz
T z—0t —

lIim f(z)= lim Vxzlnz = lim
z—0t f( ) z—0t f r—0t ZL'_%
El limite por la izquierda vale:

lim f(z)= lim 24+ k=%
z—0—

z—0-

Por consiguiente, para que f(z) sea continua, debe ser k = 0.
(b) La funcién corta a los ejes en (0,0) y (1,0).

(¢) El punto de tangencia es (1,0). Para calcular la pendiente, obtenemos primero la derivada:

(#lnx—k 1/x)2* —2"In2\/xInx
92z

f(@) =

La pendiente de la recta tangente es:
1
=f'(1)= =
m= )=

y la ecuacién de la tangente es y = %(x —-1).

Ejercicio 3. Dada la funcion:

322 + 5z — 20
fle) = r+5

se pide:
(a) Estudiar y obtener las asintotas
(b) Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad.

(¢) Representar graficamente la funcion.

(a) Hay una asintota vertical z = —5 y una asintota oblicua (puede obtenerse por divisién) y = 3z — 10

Solucion:
(b) Calculamos las derivadas:
flz) = (62 +5)(x+5) — (32% + 52 —20)  32® + 30z + 45 _3. 22+ 10x + 15
N (z +5)2 (452 (x+5)2
Py =3 (2 4+ 10)(x + 5)2 — 2(z + 5)(2? + 10z + 15)
B (x +5)*
(22 +10)(z +5) — 2(2% + 10z + 15)
(x +5)3

60

ICESE
De aqui que la funcién sea convexa en (—oo, —5) y céncava en (—5,00).
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y =3z — 10
r= -5
Figura 1: Ejercicio 3
(¢) Ver figura 1.
Ejercicio 4. Hallar:
16 11
(a) / (z — 15) dz (b) / (- 10)°(z — 9) dz
14 9

Solucion:

(a) Es inmediata:

16 9716
-1 1 1 2
/ (z — 15)% dz = {M] _L1, 1 2
» 9 |, 979 9
(b) Por partes:
u=z—-9 du = dx
—10)*
d - N ]. 19 d = (:I/'
v=(r—10)" dz v 50
Entonces:

/11(33_10)19(33—9) dz (z_g)(w—lo)m]n 1 1
9

Il
—
[\~
o

o 209

10 20 1 0
1 12
10 20 21

2

—— | (@-

10)*° dx

31



8 CALCULO. SELECTIVIDAD. 32

Ejercicio 5. Dado el polinomio P(x) = x3 + ax?® + bz + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ de modo que
se verifiquen las condiciones siguientes:

: : : : _ 1 . _
(a) El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas v = —3, v = —1.

(b) La recta tangente a la grdfica de P(x) en el punto (0; P(0)) sea y = x + 3.

Solucion:

Las condiciones que nos dan son P’ (—1) = 0, P'(-1) = 0, P/(0) = 1 y P(0) = 3. La derivada de la
funcién es

P'(z) = 32% +2ax +b

Sustituyendo se obtiene el sistema:

%f§a+b:0
3—2a+b=0
b=1
c=0

que tiene como solucién a =2, b=1, ¢ = 3.

Ejercicio 6. Obtener el valor de a para que:

2
2 _ axr
i (223) 0 4
00 \ 22 +3

Solucion:
Aplicando la aproximacién u? ~ e(*~D? resulta:

2
2 azr 2
, xr° — 3 , (7: -3 _ ) 2
lim ( ) — lim el t)o®

z—oo \ 22 + 3 T— 00

2 5 .2
, x 32 x 3 an
= lim e <%+3
Tr—r 00

—6az?
= lim e =?+3
Tr—r 00

— 676a

Entonces:

efr=4 — —6a=Ind4d = a:f%InQ

Ejercicio 7. Se considera la funcion

fz) =

e?—1 siz<0
2?+x siz>0

Contestar razonadamente a las siguientes preguntas:
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(a) sEs continua en el punto x =07
(b) ¢FEs derivable en el punto x =07

(¢) ¢Alcanza algin extremo?
Solucién:

(a) Calculamos los limites laterales:

lim f(z)= lim e*—1=0

x—0~ x—0~
lm f(z) = lim 2* +2 =0
z—0t z—0t

Los dos limites son iguales y, ademds, coinciden con el valor de la funcién. Por tanto f(x) es continua
en cero.

(b) La derivada de la funcién para x # 0 es:

v ix <0
) — e six
(@) {Qx—i—l sixz >0

Las derivadas laterales son:

flo7) =1
1

La funcion es derivable en z = 0 y su derivada vale 1.

(¢) La derivada no se anula en ningin punto. No hay extremos relativos.

Ejercicio 8.
(a) Representar grdficamente el recinto limitado por la grdfica de la funcion f(z) = Inz y el eje OX

entre las abscisas x = é yx=e.

(b) Calcular el drea de dicho recinto.

(¢) Calcular el volumen del sdlido de revolucidn obtenido al girar dicho recinto alrededor del eje OX .
Solucién:

(a) (ver figura 2)

(b) Calculamos las integrales:

1 1
1 1 2

/ lnxdx:[xlnx—w} zllnl—l—((—l)—):—l
1 e e e

€

e
/ lnxdx:[xlnx—x} =elne—e—(1ln1-1)=1
1 1

o=

El area es la suma de las valores absolutos de las integrales:

2
S=2—--

e
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Figura 2: Problema 8

(¢) El volumen es:
V:w/ (Inz)? dz

Integramos por partes:

1
u = (Inz)? du=2lnz-—dzx
T
dv = dx v=2x
Entonces:

/(lngv)2 dx:m(lnx)2—2/lnx dr = 2(lnz)* = 2zlnx + 2z + C

y el volumen es

€

1

V=n [ac(lna:)2 —2zlnz + 24

1 2 2
:7T(6—26+26)—7T(++
e

34
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9.

Matrices y sistemas

Ejercicio 1. De las siguientes afirmaciones senalar las que sean verdaderas:

AT I

e

Si se intercambian dos filas de un determinante, el valor del determinante no cambia.
El determinante de la matriz unidad es igual al orden del determinante.

Si A es una matriz 4 X 2 y B es 3 X 4 podemos hacer el producto BA.

Si una matriz 3 X 3 tiene rango 2, su determinante es cero.

Si en una matriz 3 X 4 la sequnda fila es combinacion lineal de la primera y la tercera, las tres
primeras columnas son linealmente dependientes.

Si multiplicamos una matriz por su inversa, el resultado es la matriz cero.

St se multiplica una fila de un determinante por 3, el determinante queda multiplicado por 3.

. En algunas matrices 4 x 3, las cuatro filas son independientes.

Solucion:

Son verdaderas las afirmaciones 3, 4, 5 y 7.

Ejercicio 2. Decidir si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

. En un sistema compatible indeterminado el rango de la matriz ampliada es mayor que el rango de

la matriz de coeficientes.

. Los sistemas de Cramer son siempre compatibles.

. Si el numero de ecuaciones es menor que el numero de incégnitas el sistema es indeterminado.

Si el rango de la matriz ampliada es menor que el de la matriz de coeficientes, el sistema es incom-
patible.

. Los sistemas de Cramer tienen el mismo niumero de ecuaciones que de incdgnitas.

. Para que un sistema sea compatible las matrices de coeficientes y ampliada deben tener el mismo

rango.

En un sistema incompatible el rango de la matriz ampliada es mayor que el nimero de incognitas.

. Si se intenta resolver por la regla de Cramer un sistema indeterminado con el mismo numero de

ecuaciones que de incognitas, todos los determinantes resultan ser cero.

Solucion:

Son verdaderas las afirmaciones 2, 4, 5, 6 y 8.

Ejercicio 3. Calcular el determinante:

2 -3 -6 2
-4 1 10 O
5 0 -1 -3
9 -8 8 -5
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Solucién:
2 -3 -6 2 -10 0 24 2 -10 0 24 2
-4 1 10 O0|m-m+43r|—4 1 10 0 |rm-mR+8m|—4 1 10 0
5 0 -1 =3 N 5 0 -1 =3 B 5 0 -1 =3
9 -8 8 -5 9 -8 8 -5 -23 0 8 -5

Desarrollando por la segunda columna, el determinante es igual a:

—-10 24 2
5 -1 =3| =400
-23 8 =5

Ejercicio 4. Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica X A2 + BA = A?, siendo

0o 0 -1 0o 0 =2
A=(0 -1 0 B=|0 -2 0
-1 0 0 -2 0 0

Solucién:

Teniendo en cuenta que B = 2A la ecuacion se puede escribir:
XA’ +BA=A?
X A% 4+24% = A2
XA%=-A?

36

Puesto que el determinante de A es distinto de cero, podemos multiplicar por la derecha por la inversa

de A y obtenemos:

1 3 a
a —1 -2
a 3 1

no tiene inversa. Calcula la inversa de esta matriz para a = 0.

Solucion:

o La matriz no tiene inversa cuando su determinante es cero, es decir cuando se cumple que:

1 -2 a
3 =1 3|=0
a a 1

Calculando el determinante, esta ecuacion se reduce a:

1 -2 a
3 -1 3/=4a>-9%a+5=0 =— {
a a 1

ot =

a
a

Por consiguiente, la matriz inversa no existe paraa =1y a = %
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o Para a = 0 la matriz es:

1 -2 0
A=1|3 -1 3
0 0 1

Calculemos la inversa:

1 -2 0 -1 -3 0 -1 2 -6
Al =3 —1 3|=5; adjA=12 1 0f; A*lzg -3 1 -3
0 0 1 -6 -3 5 0 0 5

Ejercicio 6. Se considera el sistema de ecuaciones:
(m+2)x+m-1y—2z =3
mr — y+z =2
T+ my—z =1
(a) Discutirlo para los distintos valores de m.

(b) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

m+2 m-—1 -1

m -1 1|=-m?—m=m(—m—1)
1 m -1
El determinante se hace cero para m = 0y m = —1. Pueden distinguirse los siguientes casos:

o m# 0y m # —1. En este caso el rango de las dos matrices, la matriz de coeficientes y la matriz
ampliada, es igual a 3. El sistema es compatible determinado.

o Sim = 0 el rango de las matrices es:

2 -1 -1
rango A =rango |0 —1 1 | =2
1 0 -1
2 -1 -1 3 2 -1 3
rango A* =rango |0 —1 1 2| =rango [0 -1 2
1 0 -1 1 1 0 1

Se ha suprimido la tercera columna puesto que sabemos que entre las tres primeras solo hay dos
independientes y las dos primeras lo son. Calculamos el determinante de esta matriz:

2 -1 3
0 -1 2/=-1+#0
1 0 1

Por consiguiente, el rango de la matriz ampliada A* es 3, distinto del rango de la matriz A. El
sistema es incompatible.

¢ Hacemos lo mismo para m = —1:

1 -2 -1
rango A =rango [—1 -1 1| =2
1 -1 -1
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1 -2 -1 3 1 -2 3
rango A* =rango -1 -1 1 2| =rango |—-1 -1 2
1 -1 -1 1 1 -1 1

Donde hemos suprimido la tercera columna por la misma razén que en el caso anterior. Calculamos
este determinante:

1 -2 3
—1 -1 2[=1#0
1 -1 1

El rango de la matriz ampliada es 3 mayor que el rango de la matriz de coeficientes. El sistema es
incompatible.

Vamos a resolver ahora el sistema para m = 1. El sistema es compatible determinado y podemos aplicar
la regla de Cramer. Para m = 1 el determinante de la matriz de coeficientes es —2 asi que:

3.0 -1
1
r=—2 -1 1:%
Bl F R |
L33 -1
y=—51 2 1|=1
- 1 -1
3.0 3
REER
411

10. Matrices y sistemas

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

2 -1 -3 0

3 5 —2 1

-1 3 -1 -1

4 0 -1 3
Solucion:

Ponemos ceros en la cuarta columna:

2 -1 =3 0| |2 -1 =30 |, | . 9 4 _3
3 5 -2 1 3 5 -2 1
-~ =2 8 -=3/=l0 9 0|=-45
-1 03 -1 -1 |2 8 =30 |5 o T 5 s
4 0 -1 3] |5 15 5 0

Ejercicio 2. Calcular el rango de la matriz:

1 2 3 0 -1 4
3 -1 01 1 2
4 1 31 0 6
7 0 3 2 1 8
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Solucion:

Comenzamos poniendo ceros en la quinta columna:

1 2 30 -1 4 1 2 3 0 —1 4

3 101 1 2 4131 0 6
TREO 1y 1 31 0 6] %04 131 0 6
70 32 1 8 8 26 2 0 12

1 2 3 0 -1 4

=rango |, o5 g g gl =2

puesto que la tercera y cuarta fila son combinacién lineal de la segunda.

Ejercicio 3. Hallar los valores de k para los cuales la matriz

1 k 2
A=1[k—-1 1 1
k—2 -2 -1

no posee inversa. Calcular A= para k = 0.
Solucién:

No tiene inversa si el determinante es cero:

1 ko2
k=1 1 1|=2k*-9k+9=0
1 -3 =2

Resolviendo la ecuacién se obtiene que la matriz no tiene inversa para k =3y k = %

Para k = 0 el determinante de la matriz es |A| = 9. Entonces:

1 0 2 1 -3 4
adj|-1 1 1|=]|-4 3 2
—2 -2 -1 -2 -3 1

de modo que:

1 -4 -2
A—1=§ -3 3 -3
4 2 1

Ejercicio 4. Estudia la compatibilidad del sistema y resuelve si es posible:
20 +3y—z = 3
—r—=5+z =20
3r+ y—2z =6

Solucién:

Calculamos el rango de las matrices. Poniendo ceros en la tercera columna:

2 3 -1 3 2 3 -1 3
rango (-1 -5 1 O0f =rango [1 -2 0 3
3 1 -1 6 1 -2 0 3
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y de aqui vemos que rango A = rango A* = 2 y el sistema es compatible indeterminado.

Buscamos dos ecuaciones independientes:

20+ 3y —z2 = 3
—x—5y+z =0

y z =t como parametro:

2r 43y =3+t
—x — 9oy = —1

Resolviendo este sistema se obtiene x = 2 + %t, Y

Ejercicio 5. Discutir el siguiente sistema segun los valores del parametro m:

r+ y+ z=m-—1
20+ y+mz = m
r+my+ z =1

Solucion:

Poniendo ceros en la primera fila, el determinante de la matriz de coeficientes es:

— DN =

1 1 1
1 m|=|2 1 m—2|=—(m—1)(m—2)
m 1 1

Entonces:
o Param # 1y m # 2 el rango de ambas matrices es 3 y el sistema es compatible determinado.

o Param =1:
1110 1110 1 10
rango |2 1 1 1| =rango |1 0 O 1 =rango |1 0 1| =
1 1 1 1 0 0 01 0 0 1
El rango de A es igual a 2 y el de A* es 3. El sistema es incompatible.
o Param =2
1 1 1 1 1 1
rango |2 1 2 2| =rango (2 1
1 2 1 1 1 2

El rango de ambas matrices es 2 y el sistema es compatible indeterminado.

Ejercicio 6. Discutir en funcion del pardmetro a el siguiente sistema:

z+y+ 2z =0
ax + 2z =0
20 —y+az =0

Resolverlo para a = 1.
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Solucion:

El determinante de la matriz de coeficientes es:

1 1 1
a 0 2=-d>—a+6
2 -1 a
El determinante se anula para a = —3 y a = 2. Para estos valores el sistema es compatible indeterminado.

Para el resto de valores el sistema es compatible determinado y solamente tiene la solucién trivial z =
y=2=0.

Para a = 1 la solucién es la trivial z =y = z = 0.

11. Otro examen de matrices y sistemas

Ejercicio 1. Calcular el siguiente determinante:

-1 3 -1 -1

3 5 -2 1

2 -1 -3 0

4 0o -1 3
Solucion:

Ponemos ceros en la primera fila:

-1 3 -1 —-1] |-1 0 0 0
3 05 —2 1| |3 14 —5 —2
2 -1 -3 0| [2 5 -5 —2
4 0 -1 3 4 12 -5 -1
14 -5 -2
=(-1)[5 -5 -2
12 -5 —1
4 1 -2
=55 1 —2
12 1 -1
9 0 0
=55 1 =2
12 1 -1
=45

Ejercicio 2. Calcular el rango de la matriz:

1 2 3 0 -1 4
3 -1 01 1 2
4 1 3 1 0 6
7 0 3 2 1 7
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Solucion:

Ponemos ceros en la quinta columna:

1 2 3 0 -1 4 123 0 -1 4
3 -1 01 1 - 4131 0 6
ROy 1 31 0 6] %14 131 0 6
7T 0 3 2 1 7 8 2 6 2 0 11}
1 3.0 -1 4]
=rango (4 1 3 1 0 6
8 2 6 2 0 11}
=3
Ejercicio 3.
(a) Hallar todas las matrices A = {8 Z} distintas de {8 8] tales que A? = A.

(b) Para una cualquiera de las matrices calculadas en el apartado anterior calcular:

A+ A2+ A%+ + A
Solucién:
Calculamos A?:
42— {a a} {a a} _ [az a2—|—ab]
0 b0 b 0 b2
Puesto que A% = A:

2

a‘ =a
a?+ab=a
b2 =10

Este sistema tiene dos soluciones a =1, b =0y a = 0, b = 1. Por consiguiente, las matrices solucién son:
1 1] . 0 0
0 0|’ 0 1

Puesto que A% = A, todas las potencias son iguales a A:

A+ A2+ A3+ ... 4 A0 =104

Para la primera solucién:

A+ A2+ A3 4. 4+ A0 =104 = [100 100}

Ejercicio 4. Dado el sistema:

4z 4+ 4 y + 2z = 2)
AT +y—Az= A
D +4dy+Arz=9

se pide:
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(a) Discutir el sistema segin los valores de .
(b) Resolver el sistema para A = —1.

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

44X 2 2 2\ 1
AT A =20 1 A =20(24+4N - 80 —4 48\ —2)\%) = —AA(BA? —6A + 1)
4N 4N A 4 4 1

El determinante se anula para A=0, A=1y A = %
Podemos distinguir los siguientes casos:

o Para A ¢ {0,1, % el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada es 3. El sistema es
compatible determinado.

¢ Se comprueba facilmente que para A =0, A =1y A = %, el rango de la matriz de coeficientes es
2 y el rango de la matriz ampliada es 3. El sistema es incompatible

Para A = —1 el sistema es compatible determinado. La solucién es x =y = 2z = —1.

Ejercicio 5. Dada la matriz

2 a+1 1
A= |2a 0 1
2 0 a+1

se pide:

(a) Calcular el rango de A segin los valores del pardmetro a.

(b) Decir cudndo la matriz A es invertible. Calcular la inversa para a = 1.

Solucion:

¢ Calculamos el determinante de la matriz:

2 a+1 1
|[Al=1{2a 0 1 |=—(a+1)(2a*+2a—2)=—2(a+1)(a®*+a—1)
2 0 a+1
El determinante se anula para a = —1, a = _142"/5 ya= _1%‘/5 Para estos valores el rango de la

matriz es 2. Para todos los demds es 3.

¢ El determinante de la matriz es —4. Calculamos la matriz adjunta:

2 a+1 1 0 -2 0
adj [2a 0 1 =|—-4 2 4
2 0 a+1 2 0 —4

Entonces, la matriz inversa es:

[0 -4 2
A_IZT -2 2 0
0 4 -4
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Ejercicio 6. Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

r+ky—2z=0
2 —y+22=0
z—4y+kz=0

se pide:

(a) Determinar para qué valores del pardmetro k el sistema tiene soluciones distintas de v =y = z = 0.

(b) Resolverlo para el caso k = 3.

Solucion:

¢ Se trata de un sistema homogéneo. El determinante de la matriz de coeficientes es:

1 k -1

2 -1 2|=-2k+k+15

1 -4 k
El determinante se anula para k = 3y k = —g. Para estos valores el sistema es compatible
indeterminado. Para el resto de valores es compatible determinado y solo tiene la solucién trivial
r=y=2=0.

¢ El sistema es indeterminado. Dos ecuaciones independientes son:

z+3y—2z=0
2c —y+22=0

La solucién es:

3 -1

T = 1 2‘t5t
-1 1

y=1, Q‘t— 41
1 3

z=, _l‘t——7t

12. Geometria

Ejercicio 1. Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,2,—1) y es paralela a

2z —y=1
3r+22=06
Solucion:

La ecuacién de la recta en paramétricas es:

r=A
y=—1+42\
2:3—%)\
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Podemos tomar como vector director:

2
u= 1 4
-3

v la ecuacién de la paralela es:

r—3 y—2 z+1
2 4 =3

Ejercicio 2. Calcular la ecuacidn del plano que contiene al punto P(1,2,—1) y a la recta:

{Zx —y+2—-3=0

r+y—2—-6=0

Solucién:

El haz de planos que contiene a la recta es:
s2r—y+z—-3)+tlr+y—2—-6)=0

Puesto que el plano debe pasar por P(1,2,—1):
s2-2-1-3)4+t(1+24+41-6)=0 = 2s+¢t=0

Podemos tomar como solucién s = 1, t = —2. Sustituyendo:

2 —y+2-3-22-2y+22+12=0 = y—2z—-3=0

Ejercicio 3. Calcular la proyeccion del punto A(4,7,—3) sobre el plano x + 2y — z+ 3 = 0.
Solucién:

La perpendicular al plano por el punto es:

T=4+ A
y =742\
z=-3—A

La interseccién de esta recta y el plano es la proyeccién:

=44+ \
y="T+2\
z=-3—A

z+2y—2+3=0

La solucién es P(0,—1,1).

Ejercicio 4. Calcular la ecuacion del plano que contiene a la recta:

r+3 -1

z
2 -2 3
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y es perpendicular al plano 2z +y + z = 3.
Solucién:

El vector normal del plano y el vector director de la recta dados son vectores directores del plano que
nos piden. Entonces, la ecuacion de este plano es:

x+3 2 2
y—1 =2 1/=0
z 3 1

y en forma general —bx + 4y + 6z — 19 = 0.

Ejercicio 5. Determinar la posicion relativa de las rectas:

=14+ A\
r—z=1
TE{ _ 4 s = y:,\
y—== z2=3

Solucion:

La ecuacién de la primera recta en paramétricas es:

r=1+\
y=-14+2X
zZ2=A

de modo que un punto de la recta es P(1,—1,0) y un vector director es:

1

Para la segunda recta un punto es Q(1,0,3) y un vector director:
7=(1 1 0)

Las retas no son paralelas. Para distinguir si se cortan o se cruzan formamos el producto mixto [, 7, P(j]

— ==
O = =
w = O

Este determinante es distinto de cero. Por consiguiente, se cruzan.

Ejercicio 6. Sean los puntos A(\,2,)), B(2,—X,0), C(\,0,\+2). sEziste algin valor de A para el que
los puntos A, B y C estén alineados?

Solucion:

El vector zﬁ es:
2—A

AB= | -x—2

-2
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vy AC:
AC = i

2
Si los puntos estan alineados, estos vectores deben tener la misma direccién, es decir:
o -2 2
2-XA A-2 -

Este sistema no tiene solucién. No existe ningin valor de A que haga que los puntos estén alineados.

Ejercicio 7. Determinar la posicion relativa de la recta

y+1 z+1
xrT =  — =
2 4

y el plano 2x +y — z = 0.

Solucion:

El vector director de la recta es:
1
u= {2
4

y el vector normal del plano:

2
n=1
-1

Puesto que:
U-n=24+2-4=0

o bien son paralelos o bien la recta esté contenida en el plano. Puesto que el punto de la recta P(0, —1, —1)
pertenece al plano (cumple su ecuacién), la recta estd contenida en el plano.

Ejercicio 8. Halla el dngulo que forman la recta v de ecuacion

Tr=—z
T
y=0

con el plano que contiene la recta
st —x=y—2=1—z2

y el punto A(3,1,6).

Solucién:

La recta en paramétricas se escribe:

-2
y=0
Z2=A
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de forma que su vector director es:
-1
i=1|{ 0
1

Para calcular el vector normal al plano, escribimos la recta s en forma continua:

x  y—2 =z-1

-1 1 -1

Un punto de la recta es B(0,2,1) y un vector director:
-1

v=|1
-1

El vector normal del plano tiene la direccién del producto vectorial ¢’ x xﬁ:

i -1 3 4 2
IxAB=1|7 1 —1l=[2]=2[1
E -1 5 —2 -1

El angulo de la recta y el plano esta dado por:

2(-1) -1 3
sengo:i‘( ) ‘zi = @ =060°

V2V6 2

13. Otro examen de geometria

Ejercicio 1. Calcular la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(—1,0,2), B(3,—-2,1) y C(-2,4,—1).
Solucién:
Tomemos como vectores directores del plano:

4 -1
zﬁ: -2 ; E: 4

-1 -3

La ecuacién del plano es

r+1 4 -1

Y -2 41=0

z—2 -1 -3
Desarrollando el determinante:

10(z+1)+ 13y +14(z —2)=0
Finalmente:

10z + 13y + 142 — 18 = 0
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Ejercicio 2. Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta:

r—y+3z—1=0
20 4+y—224+3=0

Solucion:

Tomamos x = 0 para obtener un punto de la recta:

—y+3z=1
y—2z=-3

y obtenemos el punto P(0,—7,—2).

Un vector director de la recta es:

ISy Sy
|
—_
—
Il
oo

Las ecuaciones paramétricas son:

r=—t
y=—-7+8t
z=—2+43t

Ejercicio 3. Calcular la ecuacion del plano que contiene el punto P(1,1,1) y a la recta:

rT=2-\

y =3\

z=—1-2\
Solucion:

Un punto de la recta es (2,0, —1) y su vector director:

-1

Podemos tomar como vectores directores del plano 4 y Pé La ecuacién sera:

r—1 -1 1
y—1 3 -—-1|=0
z—1 -2 =2

y en forma general:

442y+24+7=0

Ejercicio 4. Calcular la ecuacion del plano que contiene a la recta:

a:—2_ 2_Z—l—l
3 YTt T T

49
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y es perpendicular al plano 2x — 5y + 3z + 2 = 0.
Solucién:

La ecuacion en forma de determinante es:

r—2 3 2
y—2 1 =5|=0
z+1 -1 3

y en forma general 2x + 11y + 172 — 9 = 0.

Ejercicio 5. Sean las rectas:

y—1 z-2 8.{x3y50

z—32—-8=0
Hallar la ecuacion del plano m que contiene a v y es paralelo a s
Solucién:

La ecuacién en forma de determinante es

T 1 3
y—1 —1 1
z—2 2 1

y en forma general —3x + 5y + 4z — 13 = 0.

Ejercicio 6. Se consideran la recta y los planos siguientes:

x=2-3\
r=<y=1+4+2\ ; m=2-3x+2y—2=0; m=3+2r+2y—22=0
z=4-A

Determinar la posicion relativa de la recta respecto a cada uno de los planos.
Solucion:

El vector director de la recta es
-3
u=1 2
—1

¢ En el primer caso, el vector normal al plano es:

-3
m=1 2 |, w-ny #0
-1
y el plano y la recta se cortan en un punto.

o En el segundo caso:
2
ng=1| 2 ; a1y =0
-2
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En este caso, o bien son paralelos o la recta estd contenida en el plano. Como el punto A(2,1,4)
estd en la recta pero no esta en el plano, son paralelos.

Ejercicio 7. Dados el punto A(1,—2,-3), la recta

. r+y+1=0
“lz=0

y el plano m: © —2y — 32+ 1 = 0, calcular la ecuacion del plano que pasa por A, es paralelo a r y
perpendicular a .

Solucion:

En forma paramétrica, la recta r se puede escribir:

r=-1-—\
y=2A
z=0

La ecuacién del plano es:

r—1 -1 1
y+2 1 —2[=0
z4+3 0 -3

y en forma general —3z — 3y + z = 0.

Ejercicio 8. Calcular la posicion relativa de los planos:
m:x—2y+2—3=0; me:2x —y—32+1=0; m3:x+4y—924+11 =0
Solucién:

Formamos el sistema con las tres ecuaciones. El rango de la matriz ampliada es:

1 -2 1 -3 1 -2 1 -3
rango [2 -1 -3 1 | =rango |0 3 -5 7 | =2
1 4 -9 11 0 6 —-10 14

Como el rango de la matriz de coeficientes también es igual a 2, el sistema es compatible indeterminado.
Los tres planos se cortan en una recta.
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14. Mas geometria

Ejercicio 1. Se consideran la recta y los planos siguientes:

x=2-—3\
r=<y=1+2\ ; m=2-3x4+2y—2=0; m=3+2r+2y—22=0
z=4— )\

Se pide:
(a) Determinar la posicidn relativa de la recta respecto a cada uno de los planos.
(b) Determinar la posicion relativa de los planos.
(¢) Calcular la distancia de r a 7.

Solucién:

El vector director de la recta y los vectores normales a los planos son:

-3 -3 2
u=1 2 | ; n =\ 2 ; np=1| 2
-1 -1 —2

(a) El vector director de la recta y el vector normal al plano 7 tienen la misma direccién. Entonces, la
recta corta perpendicularmente al plano.

Calculamos el producto escalar de @ y nj:
i-n,=-3-242-242=0

La recta y el plano o bien son paralelos o bien la recta estd contenida en el plano. Puesto que el
punto de la recta P(2,1,4) no estd en el plano, la recta y el plano son paralelos.

(b) Los vectores normales a los planos no tienen la misma direccién. Los lanos se cortan.

(¢) Puesto que son paralelos basta calcular la distancia al plano de un punto cualquiera de la recta.
Tomemos, por ejemplo, P(2,1,4):
_3+2-2+42-1-2-4 1

I V2 V2

Ejercicio 2. Discutir segin los valores del pardametro real \ la posicion relativa de los planos:

T :x+2z=A
moidr+A=2)y+ (A+2)z=X+2
m3: 20+ 1)z — (A +6)y=—\
Solucion:
El determinante de la matriz de coeficientes es:

1 0 1
4 A=2  A42[=—4A+6)—A=2)2A+2) + (A +2)(A+6) = - 2+ 61 —38
2A+2 —(A+6) 0

Este determinante se anula para A =2 y A = 4. Podemos distinguir los siguientes casos:

(a) Si A#2y \#4 3lsistema es compatible determinado. Los tres planos se cortan en un punto.
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(b) Si A =2 el rango de la matriz ampliada es:

1 0 1 2
rango [4 0 4 4 | =3
6 -8 0 -2

El sistema es incompatible. Viendo los coeficientes, observamos que hay dos planos paralelos (el
primero y el segundo) y otro que los corta.

(¢) Para A =4 el rango de la matriz ampliada es:

rango | 4 2 6 6 |=3

El sistema es incompatible pero no hay planos paralelos. Los tres planos se cortan dos a dos en
rectas paralelas.

Ejercicio 3. Dadas las rectas

r—1 y+1 z-k r—y+z2=3
= = ; S =
-1 1 1 3r+z=1

r

(a) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas en el mismo plano.

(b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacion general del plano que
las contiene.

Solucion:

Escribimos las ecuaciones paramétricas de la segunda recta:

T=A
st y=-—2-—2\
z=1-—3\

Asi, los dos rectas estan definidas por los siguientes puntos y vectores directores:

—1 1
r: P(1,-1,k), a=1[1]; s: Q0,-2,1), v=1[-2
1 -3

(a) Calculamos el producto mixto [, ¥, @]
-1 1 -1 -1 1 -1
1 -2 —-1|=]0 -1 =2|=—-(k—4)
1 -3 1-k 0 -2 —k
El producto mixto se anula para k = 4. Para este valor, las dos rectas son coplanarias (se cortan).
(b) La ecuacién del plano es:
T -1 1
y+2 1 =2|=0
z—1 1 =3

o en forma general x + 2y — 2+ 5= 0.
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Ejercicio 4. Dados el plano
m=2r—-3y+z=a
y el plano mo determinado por el punto P(0,2,4) y los vectores u; = (0,2,6) y uz = (1,0,b), se pide
(a) Calcular los valores de a y b para que w1 y 72 sean paralelos.

(b) Para a=1yb=0 determinar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de m y ma.

(¢) Para a =4 yb= -2 determinar los puntos que estin a igual distancia de w1 y ms.

Solucion:

Escribimos la ecuacion general del plano ms:

T 0 1
y—2 1 0|=0 = —br—3y+z=-2
z—4 3 6
(a) Observando las ecuaciones de los dos planos vemos que para b = —2 son paralelos. Ademds para
a = —2 son coincidentes.

(b) En este caso los planos son:

20 —3y+z2=1
-3y +z=-2

Tomando y = A como parametro:

> lw

z=—24+3X\

(¢) Los planos son:
20 —3y+2—4=0, 20 —-3y+2+2=0

Los dos planos son paralelos. El plano intermedio es 2x — 3y + 2 — 1 = 0.

Ejercicio 5. Dado el plano 7 : x + 3y + z = 4, se pide:

1. Calcular el punto simétrico P del punto O(0,0,0) respecto del plano .

2. Calcular el coseno del dngulo o que forman el plano 7 y el plano x = 0.

3. Calcular el volumen del tetraedro T determinado por el plano m, y los planos x =0, y =0 y z = 0.

Solucion:

(a) La proyeccién del punto O(0,0,0) sobre el plano 7 es la solucién del sistema:

r+3y+z=4
=1

y=3t

z=t

resolviendo obtenemos el punto @ (%, %1, %) Este punto es punto medio entre el origen O(0,0,0)
8 24 i)

. 7 . / ! / / 3 /
y su simétrico O’(z',y', z’). Teniendo esto en cuenta obtenemos el punto O (ﬁ 111
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(b) Los vectores normales a los planos son:

—

ny =

—

Ng =

=W
S O =

El coseno del dngulo que forman es

cos p =

32

V =
9

[N
S O
Owlk O
B~ o O

15. Y mas geometria

Ejercicio 1. Sean r4 la recta con vector de direccion (1,\,2) que pasa por el punto A(1,2,1), rg la recta
con vector de direccion (1,1,1) que pasa por B(1,—2,3), y rc la recta con vector de direccion (1,1, —2)
que pasa por C(4,1,-3). Se pide:

(a) Hallar X para que r4 y rg se corten.
(b) Hallar \ para que la recta r4 sea paralela al plano definido por rg y rc.
(¢) Hallar el dngulo que forman rg y rc.

Solucién:

(a) Para que las rectas se corten el producto mixto de los dos vectores directores y el vector que une
un punto de cada recta debe ser igual a cero. En este caso:

1 1 0
i=(al: w=[(1]: aB=|-4
2 1 2

y el producto mixto

1 A 2 0 1 0
1 1 1|=[A-1 1 —4/=(=D2A-1)+4)=0 = Ar=-1
0 —4 -2 11 2

(b) El plano determinado por las rectas dadas tiene como vector normal:

711 -3
n=17 1 1|=1[3
E 1 =2 0

Este vector y el director de la recta son perpendiculares y, por tanto, su producto escalar debe ser
cero:

—3+3A=0 = =1
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(¢) El dngulo esta dado por

@7 1-1+41-1+1-(-2)
4] U] V36

cosp = =0 = ¢=90°

Ejercicio 2. Dadas las rectas:

<
Il

— 8
|

determinar los valores de los pardmetros a y b para los cuales las rectas r, s se cortan perpendicularmente.
Solucién:
Si son perpendiculares, el producto escalar de sus vectores directores debe ser cero:

b+2—a=0 = a=0b+2

y si se cortan, el producto mixto de los vectores directores y el vector que tiene como extremos un punto
de cada recta debe ser cero:

1 b 3
2 1 =9-9%=0 = b=-1; a=1
b+2 -1 3

Ejercicio 3. Dados el punto P(1,0,—1), el plano m =2x —y+ 2+ 1 =0, y la recta:

22 +y—-1=0
3r—2z—3=0

se pide:

(a) Determinar la ecuacion del plano que pasa por P, es paralelo a la recta r y perpendicular al plano
.

(b) Hallar el dngulo entre r y 7.

Solucion:

(a) Las ecuaciones paramétricas de la recta son:

T =\
y=1+2\
z=—-34+3\

La ecuacién del plano es:

r—1 1 2
y 2 —-1l=0 = 5(—-1)+5y—5(:z+1)=0 = z+y—2z2—2=0
z+1 3 1

(b) El dangulo de la recta y el plano cumple:
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Ejercicio 4. Sean las rectas:
xr+1 y—2 z r—2 y+1 z42
=< = S = =

-2 2 —4 3 1 1

r
(a) Hallar la ecuacidn de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas anteriores.
(b) Hallar la recta perpendicular comin a las rectas r y s.

Solucion:

(a) Calculamos el plano que contiene al origen y la primera recta:

z —1 -1
y 1 2|=0 = 4dzx+4+2y—2=0
z =2 0

Hacemos lo mismo con la segunda recta:

z 3 2
y 1 —-1|=0 = —2x+8y—5z=0
z 1 =2

La recta que nos piden (si existe) es la interseccién de los dos planos:

dr+2y—2=0
—x+8y—5z=0

(b) Calculamos el vector director de la perpendicular comun:

7 -1 3 3
7 1 1|l=1[-5
E -2 1 —4

El plano que contiene la primera recta y la perpendicular comun es:
r+1 -1 3

y—2 1 =5 =0 = Tr+dy—2—-3=0
z -2 -4

El que contiene la segunda recta y la perpendicular comun:

r—2 3 3
y+1 1 —-5/=0 = bHx+1by—182—-23=0
z4+2 1 —4

La perpendicular comun es la interseccion de los dos planos:

Tc+by—z—3=0
5 + 15y — 182 —23 =0

Ejercicio 5. Dados los puntos A(1,0,1) y B(0,2,0), y el plano # =z — 2y — z — 7 = 0, determinar el
plano que es perpendicular al plano 7 y pasa por los puntos A y B.

Solucion:

El vector ﬁ es:
-1

AB=| 2

-1
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El plano tiene por ecuacion:

-1 1 -1
y -2 2|=0 — 2z+4y—-2=0
2—1 -1 -1

16. Examen global de algebra y geometria

Ejercicio 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales:

2 + Ay + Az =1-AX
z+ y+A—-1)z = —2A
A=Dz+ y+ z =A-1

se pide:
(a) Discutirlo segin los valores del pardmetro \.
(b) Resolverlo para el caso A = 1.
(¢) Resolverlo para el caso A = —1.

Solucién:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

2 A A 2 A 0
I 1 A=1=] 1 1 Xx=2[=0=-2)0A=1)=2)=\+1(N-2)
A-1 1 1 A-1 1 0

Pueden darse los siguinetes casos:

o SiA# -1y A=# 2, rango A = rango A* = 3. El sistema es compatible determinado.

¢ Si A = —1 el rango de la matriz de coeficientes es 2. Calculamos el de la matriz ampliada:
2 -1 -1 2 9 _1 -1 9
rango | 1 1 -2 2| =rango 1 1 —2 9/= 2
-2 1 12

El sistema es compatible indeterminado.
o Si A =2 el rango de la matriz de coeficientes es 1 y el de la matriz ampliada:
2 2 2 -1
rango (1 1 1 4 | =2
1 1 1 1

El sistema es incompatible.

(b) Resolvemos por el método de Gauss. Restando la primera fila a la tercera:

21 1 0 2 11 0
110 -2|~|1 1 0 -2
01 1 O -2 0 0 O

de donde resulta x =0, y = -2, z = 2.
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(¢) Para A = —1 el sistema es compatible indeterminado. Solo hay dos ecuaciones independientes.

Tomamos las dos primeras:

20 —y—2=2
r+y—22=2
Tomando z = A como parametro resulta:

20 —y=2+4+X
r+y=2+2X\

Resolviendo, se obtiene la solucién =z = % + A y= % + A z= A

Ejercicio 2. Dadas las matrices:

0 1 2 4 -1 1 —2
A=|-2 -1 0f ; B=|-2 -3 -7 =8
1 a 1 3 2—a 34+a 3

se pide:
(a) Estudiar el rango de la matriz B en funcidn de a.

(b) Para a =0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Solucion:

(a) Tomamos tres columnas de la matriz y calculamos el determinante:

4 -2 -1
2 -8 -3 |=-32(2—0a)+6-+18—24+36—4(2—a) = 36a — 36
3 3 2-4

El determinante se anula para a = 1. Pueden darse los siguientes casos:
¢ Para a # 1 el rango de la matriz es 3.
o Para a = 1 calculamos el rango (restamos a la segunda fila la primera multiplicada por 3 y
a la tercera le sumamos la primera):

4 -1 1 =2 4 -1 1 =2
rango [ -2 -3 -7 —8| =rango [—-14 0 —-10 -2 =2
3 1 4 3 7 0 5 1

(b) Puesto que X = A~!B, calcularemos la matriz inversa de A. El determinante de esta matriz es:

0 1 2
|[Aj=|-2 -1 0/=4
1 0 1
Entonces:
-1 2 1 1 -1 -1 2
adjA=[|-1 2 1] : A*lfZ 2 -2 —4
2 -4 2 1 1 2
Ahora multiplicamos las matrices
1 -1 -1 2 4 -1 1 =2 1 4 8 12 16 1 2 3 4
X=-12 -2 -4 -2 -3 -7 -8]=-10 -4 4 O0|]=(0 -1 1 0
1 1 2 3 2 3 3 8 0 0 —4 2 0 0 -1
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Ejercicio 3. Dadas las matrices:
4 -2 4 -2
St O I R
obtener una matriz cuadrada X de orden 2 que verifique la ecuacion matricial AXB = A+ B.

Solucion:

Despejando mediante la matriz inversa se obtiene:

X=AYA+B)B™! (por la propiedad distributiva)
=AT'AB™'+ A7'BB!
=IB '+ AT
— Bl Al

_cl(r 2y 112
23 4) 6\-1 4

Il
/N
[
Wl Wl
[
Wl w0
v

Ejercicio 4. Dadas la recta r y la familia de rectas s, mediante:
:{x—|—2y=—3 _ S:{2x+2y+z:a
=t , |z +2=0
se pide:
(a) Hallar el valor de a para que ambas rectas se corten. Calcular el punto de corte.
(b) Hallar la ecuacion del plano determinado por ambas rectas cuando ambas se cortan.
Solucién:

Escribimos las ecuaciones paramétricas de ambas rectas:

r=-3-—2\ T=pU
rrey =\ ; s:qy=5—-5%
z=1 z=—U

Un punto de la primera recta es A(—3,0,1) y uno de la segunda B (0, 5 O)

(a) Para que las rectas se corten, el producto mixto de E y los vectores directores de las rectas debe
ser cero:

-2 2 3 -2 0 3

L1y 5

0o -2 -1 0o -2 -1

El punto de corte es P(—1,—1,1).
(b) La ecuacién del plano que contiene a ambas rectas es:

r+3 -2 2
Y 1 —-1|=0 = z+2y+3=0
z—1 0 =2



17 OTRO EXAMEN DE ALGEBRA Y GEOMETRIA 61

Ejercicio 5. Se dan la recta r y el plano w, mediante:

r—4 y—1 2z-2

= =2 —2z—T7=
5 — 3 T x4y z—7=0

ﬁ
If
|

Obtener los puntos de la recta cuya distancia al plano es igual a 1.
Solucién:

Calculamos los planos paralelos al plano dado que se encuentran a una distancia igual a 1. La ecuacién
de estos planos tiene la forma 2z + y + 2z + D = 0. Ademas:

D=—4
D=-10

D+7
V2212422

Los puntos de la recta que nos piden son la solucién de los siguientes sistemas:

2c4+y—22—4=0 2xr4+y—22—-10=0
r=4+2t . r=4+2t
y=1—1t ’ y=1-—1
z=2+4+3t z=243t

Resolviendo estos sistemas obtenemos los puntos P (%, %, 3) v Q (%, %, —3).

17. Otro examen de algebra y geometria

Ejercicio 1. Dadas las matrices
111 0 0 1
A=11 1 2] ; B=10 1 0
4 3 k 1 00
se pide:
(a) Hallar los valores de k para los que existe la matriz inversa A™1.
(b) Hallar la matriz A~* para k = 6.
(¢) Resolver la ecuacion matricial AX — A = B para k = 6.

Solucion:

(a) Para que exista la matriz inversa, el determinante debe ser distinto de cero:

1 11 0 1 1
11 2/=(0 1 2/=1
4 3 k 1 3 k

La matriz inversa existe para cualquier valor de k.

(b) La matriz adjunta es:

0 2 -1
adjA=(-3 2 1
1 -1 0
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y, puesto que el determinante es igual a 1, la inversa es:

AT =12 2 -1

(¢) Despejamos X:

AX=A+B = X=AY A4+B)=I+A"'B

Sustituyendo:
1 00 0 -3 1 0 0 1 1 00 1 =3 0
X=(01 0|+ 2 2 -1 01 0)J=101O0)+|-1 2 2
0 0 1 1 1 0 1 00 0 0 1 o 1 -1

Ejercicio 2. Dado el sistema de ecuaciones lineales:

mx+y=0
z+my=20
mx +my =0

se pide:
(a) Discutirlo segin los valores de m.
(b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

(a) Es un sistema homogéneo por lo que el rango de la matriz de coeficientes es siempre igual al rango
de la matriz ampliada y el sistema es siempre compatible. La matriz de coeficientes es:

m 1
A=11 m
m m

Tomemos las dos primeras filas. El determinante es:

m 1 . 2
R
Este determinante es cero para m = —1 y m = 1. Los rangos de las matrices son:
— Sim # £1 el rango es 2 y el sistema es compatible determinado (solucién trivial).
— Sim=-1:
-1 1
rango [ 1 —-1] =2
-1 -1

y, de nuevo, el sistema es compatible determinado y solo tiene la solucién trivial.
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— Sim=1:
11
rango [1 1] =1
11

y el sistema es compatible indeterminado.

(b) Para m =1, la solucién es x = A\, y = —A.

Ejercicio 3. Dados el punto P(1,2,1) y las rectas:

r+y—z=4 T =2
T ; s
rT—y—3z=-2 y=-3
se pide:
(a) Calcular la minima distancia entre r y s.
(b) Determinar el punto P’ simétrico de P respecto de r.

Solucion:

Escribamos las ecuaciones de las rectas en paramétricas. Un punto de la recta r es A(1,3,0) y un vector
director es:

71 1 —4 -2
ia=1\7 1 =1l=(2]|=2|1
E -1 -3 -2 -1

Las ecuaciones paramétricas de las rectas r y s son:

x=1-2\ T =2
r:qy=3+2A ; s:qy=-3

Un punto de s es B(2,—3,0) y un vector director:
0
v=10
1

(a) La distancia entre las dos rectas es:

_ [AB, i,

d=
|@ x 9|
Puesto que:
-1 -2 0 7 -2 0 1
PO, @, fl=|6 1 0 =11; axa=|7 1 0 =[-2
0 -1 1 E -1 1 0
Por tanto:
d:

—
o
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(b) El plano perpendicular a r por el punto P(1,2,1) es:
2@-1)+1y—-2)-1(z—1)=0 = 2zx—y+2z2—1=0
y la interseccién de este plano con r:

20 —y+2—1=0

v=1-24 e 2 AN-B3-A-A-1=0 — A=—1
y=3+A 3
z=—A

lo que nos da el punto C' (%, %, %) Este es el punto medio entre Py P'(z',y',2"). Asi:

3 2 7 3 2 73 2

5 142" 8 24y 1 1+7

con lo que obtenemos P’ (%.13—0, f%)

Ejercicio 4.

(a) Hallar X eY, matrices 2 x 2, tales que

A Lt R (R R (O

(b) Hallar Z, matriz invertible 2 X 2 tal que:
23 0\, (1 3
Z (O 3 Z = 1 2
(a) Escribamos el sistema en la forma:
3 -1 2 1
oo 2)=( )
1 0 1 3
(06 )

Restando ambas ecuaciones resulta:

O A R (e R

y sustituyendo:
3 -1 2 0 2 1 2 1 3 -2 -1
X*(o 2)(3 2)‘(1 3> e X‘<1 3>_<6 4)‘(—5

(b) Teniendo en cuenta que

Solucion:

<g 2)31 = 272.31-77'=372°72"'=3Z

Entonces:

1 3 1/1 3
(1) = 2ol
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Ejercicio 5. Dados los puntos Py(1,—1,2), P»(2,-3,0) y P3(3,1,2), se pide:
(a) Determinar la ecuacion del plano m que contiene los tres puntos.
(b) Determinar la ecuacidén de la recta v que pasa por Py y es perpendicular a 7.

(¢) Hallar la ecuacion de las dos superficies esféricas de radio /17 que son tangentes al plano 7 en el
punto Pi.

Solucion:

— =
(a) Tomando PP, y P;P3 como vectores directores:

r—1 1 2
y+1 -2 2|=0 = 4(z-1)—4(y+1)+6(2—2)=0 = 2zr—-2y+32—-10=0
z—2 -2 0

(b) Las ecuaciones paramétricas de esta recta son:

r=142t
y=—-1-—2¢t
z =2+ 3t

(¢) Los centros de las superficies esféricas estdn sobre esta recta y a una distancia del plano igual a
v/17. Por consiguiente estos puntos cumplen:

2(142t) —2(—1—2t 2+3t)— 1
(1+2t) —2( ) +3(2+3t) 0 _ L7 —
22422432

Los centros de las superficies esféricas son los puntos C(3,—3,5) y C’'(—1,1, —1). Las ecuaciones de
las superficies son:

17t =+17 — t==+£1

(z—3)2+(y+3)32+(z2-5)?2=17
(x+1)2+(y—1)72+(+1)2*=17
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18. Selectividad junio 2015

OPCION A

Ejercicio 1. Dada la funcion:

o In(xz + 1)
2 —4 z+1

donde In denota el logaritmo neperiano, se pide:
(a) Determinar el dominio de f y sus asintotas.
(b) Calcular la recta tangente a la curva y = f(x) en x = 0.
(¢) Calcular [ f(z) dx

Solucién:

(a) Para que exista el logaritmo debe ser x > —1. Ademds hay que excluir = 2 que anula el denomi-
nador de la primera fraccién. Por consiguiente, el dominio es:

D= (-1,00) — {2}
(b) Ya que f(0) =0, el punto de tangencia es (0,0). Calculamos la derivada:

gy at—4-2z-x ﬁ'(x+1)fln(x+1)
f(z) = R + CEE

La pendiente de la recta tangente es:

La ecuacién de la recta tangente es y = %x.

(¢) Calculamos la integral:

/f(m)dx:/x2i4dx+/%dx

:%/%dx—k/ln(m—i—l) d(In(z + 1))

n?(z +1)

1 1
:51n|x274|+ 5 +C

Ejercicio 2.

(a) Discutir segin los valores de m el sistema:
dr+3y+(m—1)z2=0
r—2y+mz=1
Sr+my+z=1

(b) Resolver el sistema anterior en el caso m = 1.

Solucion:
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(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

4 3 m-1
1 =2 m |=-8+15m+m(m—1)+10(m — 1) — 4m? — 3 = —3m? 4 24m — 21
5 m 1

El determinante se anula para:
—3m?4+24m—-21=0 = m? —-8m+7=0 = m=1;m="7T

Entonces:
— Sim#1ym=#7, rango A = rango A* = 3. El sistema es compatible determinado.

— Sim =7, rango A = 2. El rango de la matriz ampliada es:

4 3 6 0 3 6 0 3 6 0
rango A* =rango |1 -2 7 1| =rango | -2 7 1| =rango |-9 6 0| =3
5 7 11 7T 11 7 11

El sistema es incompatible.

— Sim =1, rango A = 2. El rango de la matriz ampliada es:

4 3 00
rango A* =rango |1 -2 1 1| =2
5 1 11

y el sistema es compatible indeterminado.

(b) El sistema es compatible indeterminado, Solo hay dos ecuaciones independientes. Tomemos las dos

primeras:
dr+3y =0
r—2y+z=1

Tomando z = A como parametro:
dr+3y =0
r—2y=1—-X

Resolviendo se obtiene la solucién (3_3)‘ —4tdr )\).

11 11

Ejercicio 3.

(a) Dados los vectores @ = (2,3,4), 7= (—1,—1,—1) y & = (=1, A\, =5), encontrar los valores de A que
hacen que el paralelepipedo P generado por @, v y W tenga volumen 6.

(b) Obtener la ecuacion de la recta incluida en el plano z = 0, con direccion perpendicular a @ =
(2,—1,4) y que pasa por el punto (1,1,0).

Solucion:

(a) El volumen del paralelepipedo estd dado por el médulo del producto mixto de los tres vectores.
Entonces, si el volumen es 6:

2 3 4
-1 -1 -1j=46 = 10—-4A\+3-44+22\-15=—-6-2A==6
-1 X =5

y de aqui las dos soluciones A = 0, A = —6.
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(b) El vector normal a z =0 es 77 = (0,0, 1) es perpendicular a la recta que nos piden. Conocemos por
tanto, dos direcciones perpendiculares a la recta. Su vector director es:

k
1| = (1,2,0)
4

asi que la ecuacion de la recta es:

r=1+4+1
y=142¢t
z=0

Ejercicio 4. Dado el plano 7 = 2 —2y+22+1 = 0 y la superficie esférica (v —1)>+ (y—1)2+(2—2)% = 9,
hallar los planos tangentes a la esfera que son paralelos al plano 7.

Solucion:

La superficie esférica tiene como centro el punto C(1,1,2) y radio r = 3. El problema es equivalente a
calcular los planos paralelos al plano dado, es decir, planos de la forma z — 2y + 2z + D = 0 que se
encuentra a distancia 3 del punto C(1,1,2). As{ que:

‘12+4+D B 3+D _ .

V12 422 422 3

y resolviendo la ecuacién se obtienen las soluciones D1 = 6 y Dy = —12. Los planos que buscamos son:
r—2y+22+6=0; r—2y+2z—-12=0

OPCION B

Ejercicio 1. Dados el punto P(—4,6,6), el origen de coordenadas O, y la recta

se pide:

(a) Determinar un punto Q de la recta v, de modo que su proyeccion Q' sobre OP sea el punto medio
de este segmento.

(b) Determinar la distancia de P a r.

(¢) ¢Ewmiste algin punto R de la recta r, de modo que los puntos O, P y R estén alineados?. En caso
afirmativo, encontrar el punto (o los puntos) con esa propiedad o, en caso negativo, justificar la no
ezistencia.

Solucion:

(a) Sea M(—2,3,3) el punto medio del segmento OP. Si @) se proyecta perpendicularmente sobre M,
los dos vectores M@ y O—}g son perpendiculares. Sea Q(—4 + 4\, 8 + 3\, —2), entonces:

MO = (~2+4\5+3\,-3-2\), OP=(—4,6,6)
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Si son perpendiculares, su producto escalar es cero:

8—16A+30+18A-18-12 =0 = 20—10A=0 = X=2

y el punto es Q(4,14, —4).

Otra manera de resolver este problema es calcular el plano perpendicular a OP por el punto M:
—4(x+2)+6(y—3)+6(z—3)=0
—4dx+6y+62—44=0
—2z+3y+32—-22=0

y ahora hallar el punto de interseccién de este plano con la recta r:

—2rx+3y+32—-22=0

r=—4+4\
y =843\
z= =2\

Resolviendo por sustitucién:
—2(—4+4N) +3(8+3\) +3(—2)) —22=0
—5A+10=0
A=2

y obtenemos la misma solucién que por el primer procedimiento.

(b) Sea P’(—4,8,0) un punto de r y @ su vector director. La distancia estd dada por:

—
|PP’ x
d= e ee—
|
Calculamos el producto vectorial:

k

. T
PP ' xi=10 2 —6|=(14,-24,-8)=2(7,—12,—4)
4 3 =2

La distancia es:

e 249 + 144+ 16 2v/209
 V16+9+4 V29

(¢) El problema es equivalente a determinar la posicién relativa de las rectas OP y r. Para ello calcu-
lamos el producto mixto de los vectores directores de las rectas y el vector que une un punto de

cada recta:
-4 8 0 -4 0 0
-2 3 3|=|-2 -1 3|#0

4 3 -2 4 11 =2

Las rectas se cruzan. No existe el punto R.

Ejercicio 2. Dada la funcion:

sen T .
siz<0

fl@)y=4¢ ¢
ze*+1 sixz >0
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(a) Estudiar la continuidad de f.

(b) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f' donde sea posible.

(¢) Calcular /3 f(z) da.
1

Solucion:

(a) Para x # 0 la funcién es continua porque estd definida a trozos mediante funciones continuas. En
x = 0 los limites laterales valen:

lim f(x) = ll'm+ (ze®+1)=1

z—0t z—0

los dos limites laterales son iguales y, ademds, estos limites coinciden con el valor de la funcién. Por
consiguiente, f(x) también es continua en z =0

(b) Para x # 0 la funcién es derivable y su derivada es:

T COST — senx

f(x) = a?

e + xe” sixz>0

siz <0

En = = 0 las derivadas por la izquierda y por la derecha son:

7 , T COST —Ssenx , COST — T Senx — CosST , —Irsenx
f (0 ) = lim e lim = lim — =0
x—0~ T z—0~ 2x rz—0~ 2z

f/(0%) = lim (e* +xe”) =1

rz—0t
La funcion no es derivable en x = 0.

(¢) Calculamos por partes la integral indefinida:

/(xex—i—l) dm:/xe’”dx—i—/ dz

:/xd(em)—&-x

:aze“’f/ezderx
=z e+ +C

Calculamos ahora la integral definida:

3 3
/ (ze® +1) dx:[;ve””—e””—i—x} =B —e+3)— (e —e' +1) =2 +2
1 1

Ejercicio 3. Dadas las matrices:

A= B =

_— O O
o = O
O O =
o O W
o w o
w o O

se pide:
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(a) Calcular A y A?°.

(b) Resolver la ecuacion matricial 6X = B —3AX, donde X es una matriz cuadrad de orden 3.

Solucion:
a) Puesto que A% = I resulta que A" = Ay A% = .
(a) a q y
(b) Despejamos X:
6X =B - 34X
6X +3AX =B
61X +3AX =31
2IX +AX =1
Q[+ A)X =1
X=02r+A™"!

Entonces:

2] + A= 121+ Al =9

)

= O N
o Ww o
N O =

Calculamos la inversa:

2 0 1 6 0 -3 (6 0 =3
adj [0 3 o]=l0 3 0 ;(21+A)—1=§ 0 3 0
10 2 -3 0 6 -3 0 6

y de aqui, simplificando:

O O =
o = O
= O O

1
3

se pide:
(a) Hallar el rango de A en funcidon de t.
(b) Calcular t para que det(A —tI) = 0.
Solucién:
(a) Calculamos el determinante de la matriz:
1 2 3
0 t 2/=t*4+12-9t+2=¢>—-9t+14
3 -1 t
El determinante se anula para t = 2 y t = 7. Entonces tenemos que:
— sit#2yt+#7, rango A = 3.
—sit=20t=7,rango A =2
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(b) Calculamos A — tI:

1 2 3 1 00 1-t 2 3
A—tI=0 ¢t 2] —-¢t({0 1 0] = 0 0 2
3 -1 ¢ 0 0 1 3 -1 0

El determinante de esta matriz es:

|A—tI] = -2

1—-¢t 2
3 -1

’:—2(—1+t—6):—2t+14

El determinante se anula para t = 7.

72





