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1. Limites y continuidad

Ejercicio 1. Prueba que las grdficas de las funciones f(z) =lnx y g(z) = e~

Si ¢ es la abscisa de ese punto, calcula la parte entera de c.

se cortan en algun punto.

Solucion:

Las dos gréficas se cortan en la solucién del sistema:

y=Inzx
y=e"

Resolviendo por igualacién resulta la ecuacién:

€T x

lnx =e" o bien lnz—e*=0
Demostraremos que esta ecuacién tiene solucion por medio del teorema de Bolzano:
¢ Sea la funcién
Flz)=lnz—-¢e"
continua para z > 0 por ser diferencia de funciones continuas.
¢ Busquemos dos puntos en que la funcién tome valores de signo opuesto:
Fl)=Inl—et'=0-e1'<0
F(2)=In2—e2~0,558 >0
¢ De acuerdo con el teorema de Bolzano, existe un valor ¢ € (1,2) en el que F(c) = 0. El nimero ¢

es la abscisa del punto de corte entre las dos curvas.

Puesto que ¢ estd en el intervalo (1,2), su parte entera es igual a 1.

Ejercicio 2. Hallar el valor de A y f(0) para que la funcion

)\127
€ 3.2 siz>0
T
f(x) =
sen 2x .
siz <0
T

sea continua. Razonar la respuesta.
Solucién:

Para que la funcién sea continua, los limites por la derecha y por la izquierda cuando x tiende a cero
deben ser iguales:

ot g >
lim f(z) = lm ——— puesto que e — 1 ~ A\z?
z—0~ z—0~ 3z
o Ax?
= lim —
z—0— 31’2
_A
3
sen 2
lim f(z) = lim nst puesto que sen2x ~ 2z
z—0t z—0~ x
2
= lim == =2
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Puesto que los dos limites deben ser iguales se deduce que A = 6.

Para que la funcion sea continua, el valor de la funcién debe coincidir con el limite, o sea que debe ser

1(0) =2

Ejercicio 3. Calcular el siguiente limite:

1 z41

A (1 + a+4+s>
segun los valores del pardmetro a.
Solucién:

Se trata de un limite indeterminado del tipo 1°°:

x+1
, , %(gﬁ_l) , %
Im (1+ —5—+—— = lim eos?+dats = lim eas®+aats
T—00 ax? +4x + 8 T—00 T—00

Pueden darse dos casos:

o Si a # 0, la fraccién en el exponente tiende a cero puesto que el denominador es de mayor grado
que el numerador. En este caso, el limite es e® = 1.

. . . ;o 1
o Si a =0, la fraccién en el exponente tiende a i, de forma que el limite es e? = {/e.

Ejercicio 4. Demuestra que la ecuacion x> +x — 5 = 20 tiene solucidn. Calcula su parte entera.
Solucién:

El problema es equivalente a demostrar que la ecuacién x> 4+ x — 25 = 0 tiene solucién. Lo demostraremos
a partir del teorema de Bolzano:

¢ Sea la funcién
F(z)=a%+2—25
continua en todo R.

¢ Encontremos valores de = para los que la funcién tome valores de signo opuesto:

F2)=8+2-25<0
F(3)=27+3-25>0

o De acuerdo con el teorema de Bolzano existe un valor ¢ € (2,3) en el que la funcién vale 0. Este
numero es solucién de la ecuacién.

Puesto que la solucién estd en el intervalo (2, 3), su parte entera vale 2.

Ejercicio 5. Estudia la continuidad de la funcion:

23 -2 -2
22—z -2

y =
Solucion:

Se trata de una funcién racional. Por consiguiente es continua salvo para los valores de x que anulan el
denominador:
xr1 = -1

-z —-2=0 = {
To =
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Veamos qué tipos de discontinuidad se presentan en estos puntos:

o En x = 2 el limite de la funcién es una indeterminaciéon del tipo 8. Simplificamos la fraccién
dividiendo mediante la regla de Ruffini por = — 2:

1 -2 1 =2 1 -1 =2
2 2 0 2 2 2 2
\ 1 0 1 0 \ 1

241 -2 241
lim f(z) = lim @+ )=2) )7 m = t1_35
2 z—0 (aj—‘rl)(l‘—Q) =2 xr+1 3

Existe el limite pero no existe la funcion. Se trata entonces de una discontinuidad evitable.

¢ En z = —1 se anula el denominador y no se anula el numerador. El limite es infinito. Se trata de
una discontinuidad de tipo salto infinito.

Ejercicio 6. Calcula los siguientes limites:

i} 41‘ _ 2 2z—1 , ew
1. Ilglgo ( . ) 3. wlggo 202 -5
_ ., 3—+Va2+5
2. lim (In x)l s 4. lm 2V T
T—00 T2 xr—2
Solucion:
o1 Ay — 2 2z—1 4 00
1m = | = = 0
T—00 3z 3
o lim (lnx)l_?’w =00 =0
Tr—r o0
, e’
o lim 00

r00 2p2 -5
puesto que el numerador es una funcién exponencial y el denominador una potencial.

o El dltimo limite es una indeterminacién del tipo %. Para simplificar la fraccién, multiplicamos y
dividimos por la expresién conjugada del numerador:

3—Vr2+5 (3 — V22 +5)(3 + 22 +5)

lim ——————— = lim
2 x—2 z—2 (x —2)(34+ Va2 +5)
; 9—z2-5
= lim
e=2 (z—2)(3+ Va2 +5)
B 4 — g2
= lim
=2 (z —2)(3+vaZ+5)
_ lm 2+x)(2—2x)
=2 (z —2)(3+ V22 +5)
, —(2+x)
= lim ————2—
=2 34+ a2 45
_ 2
3

Ejercicio 7. Calcular las asintotas de la curva:

2 =3z +2

y:
x
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Calcular la posicion de la curva respecto a las asintotas horizontales y oblicuas.
Solucién:

¢ Existe una asintota vertical x = 0 puesto que

o x2—3z+2
Im ——— =
x—0 x

o No existe asintota horizontal puesto que

, 2 —3x+2
Im ——— =00

T—00 T

¢ La pendiente de la asintota oblicua es

; 2 —3x+2
m = lim — = 1
T—00 T
y la ordenada en el origen
2 2 2 92— 2
b= lim <x 3¢+ 1’) T S
x—00 xX T—00 X

Asi pues la asintota oblicua es y = = — 3.

Para ver la posicién de la curva respecto de la asintota escribimos su ecuacién en la forma:
2
y=—"—=x—3+—
x
y de aqui deducimos que cuando z tiende a infinito la ordenada de la curva es mayor que la de la asintota

y, por consiguiente, la curva queda por encima de la asintota. Lo contrario sucede cuando x tiende a
menos infinito.
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2. Segundo examen de limites y continuidad

Ejercicio 1. Calcular los siguientes limites:

, 522 — 2x + 1
1. lm ————
T—r00 (2,7; — 1)2

4. lim (cosz)=?

x—0
Solucién:
o If 5a% — 2z + 1 T 522 — 22 + 1 i 52 5
m —————=1lim ———— = lim — =-
z—oo (22 —1)2 z—oo 4a? —dx 4+ 1  w—o00 422 4
, x+Inz . . . (o
o lim =00 puesto que x tiende a infinito mas rapidamente que In x.

x—00 Inz
o 1 (B4 L3\
1m = | = = 0
z—oo \ 2 + 5 2

. < ; (cosz—1)-L; s . 1
o lim (cosz)=? = lime 22 =1lime 2 22 =e¢ —
x—0 x—0 x—0 \/E

N

o1 . . 2
donde hemos utilizado la equivalencia 1 — cosx ~ %

Ejercicio 2. Determina el valor de a para que se verifique:

lim (\/x2+aaj+1—m) =2

T—r00

Solucion:

Calculamos el limite:

\/271_ \/2—1
tim (Va7 art1-x) =t RO D0 ar 1)

z—00 V2 tax+1+x
22 +ar+1—2?

lim
z=0 \/z2 +ax+1+2x

T—r00

, ar + 1
= lim

z=00 /12 +ax+ 142
_a
2

donde se ha tenido en cuenta que el ermino de mayor grado del denominador es 2x. Y puesto que este
limite debe ser igual a 2 resulta queda

5:2 — a=4

Ejercicio 3. Calcular el valor de k para que la funcion:

Ja—1
f(a) = {k -
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sea continua.
Solucion:

Para que la funcién sea continua, el limite de la funcién cuando x tiende a cero debe coincidir con el valor
de la funcién f(0). Por consiguiente:

hetfm VP g W DWEED el L
z2—=0 x —1 z—0 (x—l)(ﬁ—l— 1) z—0 (I—l)(ﬁ—l— 1) z—0 \/E—l—l

También podiamos haber calculado el limite teniendo en cuenta que z — 1 = (v/z + 1)(y/z — 1).

Ejercicio 4. Para cada una de las siguientes funciones calcular las asintotas verticales y horizontales u
oblicuas y la posicion de la curva respecto a estas ultimas:

_31‘2—53:—1—6' _x2—5x—|—3
Y=z 2 z+1
Solucién:
o Las rectas ¢ = 2 y = —1 son asintotas verticales de la funcién puesto que el limite en estos

puntos es infinito.

Dividiendo encontramos que:

322 — 52+ 6 —2z + 12
_ X T + 34 T+

2 —x—2 2 —x—2

Y

De aqui deducimos que la asintota horizontal es y = 3 y que la curva queda por encima de la
asintota en —oo y por debajo en +oo.

¢ La segunda funcién tiene una asintota vertical en z = —1.
Haciendo la divisién obtenemos:

22— 5z +3 _ 9

—z-6
z 11 S

y:

y por consiguiente, la recta y = x — 6 es una asintota oblicua de la funcién. Esta queda por encima
de la asintota en +o0o y por debajo en —oc.

Ejercicio 5. Demostrar que las curvas y = x> +x? e y = 3 + cosx se cortan en algin punto. Calcular
la parte entera de algin punto de interseccion.

Solucién:
El problema es equivalente a demostrar que la ecuacién z® + 22 — cosz — 3 = 0 tiene solucién:
¢ Sea la funcién
F(z) =2+ 2% — cosz — 3
continua para todo x por ser suma de funciones continuas.
¢ Puesto que:
F(1)=1+1—-cosl—3=—-cos1—-1<0
F(2)=8+4+4—cos2—3=9—cos2>0

o De acuerdo con el teorema de Bolzano existe un nimero ¢ € (1,2) que cumple que F(c) = 0. Este
nimero ¢ es solucién de la ecuacidn, y, puesto que estd en el intervalo (1,2), su parte entera es
igual a 1.
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3. Examen de derivadas

Ejercicio 1. Dada la funcion
fla)=e (2% +1)
dibujar la grdfica de f estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexion y asintotas.

Solucion:

Calculemos las derivadas:
fl(x) = —e“(2* +1) +2we™ " = e *(—a? + 22— 1)
f"(x) = —e " (—2? + 20— 1)+ (22 +2)e * = e “(2? — 4z +3)
f"(x) = —e " (x? — 4o +3) + 2z —4)e " = e (—2® + 6z —T7)
o Para estudiar el crecimiento y decrecimiento estudiamos el signo de la derivada. La derivada es
cero si
—2?4+22-1=0 = 2°-22+1=0 = az=1

El signo de la derivada es:

[
_— O
|

La funcién tiene un punto de tangente horizontal en (1,2e~!) pero no tiene maximos ni minimos,
es siempre decreciente.

¢ La derivada segunda se anula para:

r=1

22 —4x+3=0 — {
r=3

Hay puntos de inflexién en (1,2e71) y en (3,10e~3).

o Para obtener las asintotas calculamos los limites:

2
: 1
lfm e ®(@®+1)= lm “ 1t —¢
T—+00 z—+oo e¥
Im e %(z2+1) =00
r—r—00

Asi pues, hay una asintota horizontal y = 0 cuando x — oc.
o Con estos datos, la grafica es la siguiente

Y
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Ejercicio 2. Obtener los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion:
f(z) =z (Inz)”

siendo Inz el logaritmo neperiano de x.

Solucién:

Calculamos las derivadas:

f'(z) = (Inz)? +2Inz % r=(nz)’>+2Inz

1 2 21 2
() =2Inx —+ = = Znrts
r T

22-12mlnr+2) —2Inz
fm(x): = 2 = 2

X x

¢ Para calcular maximos y minimos igualamos a cero la derivada:

1 =
(Inz)*>4+2mr=0 = hr(nz+2)=0 = ne=0
Inz=-2

Esdecirr =1y z=e"2

Para x = 1 la derivada segunda es positiva y la ordenada vale 0. Tenemos pues un minimo en
(1,0).

Para = e~ 2 la derivada segunda es negativa y la ordenada es 4e~2. Tenemos un maximo en
(e72,4e72).
¢ Igualamos a cero la derivada segunda para obtener los puntos de inflexion:

2Inz+2=0 = lhz=-1 = z=e !

Hay un punto de inflexién en (e~1,e~1). Puede comprobarse con la derivada tercera que es punto
de inflexion. Pero es evidente que entre el maximo y el minimo debe existir este punto.

Ejercicio 3. Dada la funcion:

In(1 + az) — bz
2

sil+axr>0yxz#0
- = siz=0
se pide:
o Hallar los valores de los parametros a y b para los que la funcion f(x) es continua en x = 0.
o Para a =b =1 estudiar si la funcion f es derivable en x = 0 aplicando la definicion de derivada.

Solucion:

¢ Veamos en primer lugar que para que exista el limite cuando z — 0, a y b deben ser iguales. En
efecto, si a y b son diferentes:

., In(l+ax)—bx ., ax —bx . a—2>b
lim — = lim = lim =
x—0 X x—0 X x—0 T

Para a = b calculamos el limite aplicando la regla de I’Hopital:

2

In(l + az) — ax a4 a—a—a’z —a2 —a2
lme:HmHL:Hmw:Hmi’if—
r—0 2 z—0 2x z—0 2x z—0 2¢<1 —+ al‘) 2



3 EXAMEN DE DERIVADAS 10

Si la funcién es continua, el limite debe ser igual al valor de la funcién:
— a2:1 _— a1:_1§ a2:1

o Para a = b =1 tenemos la funcion:

ln(lz;z)faz T ;A 0
z=0

La derivada es

_ In(1+h)—h | 1 _ 2
F(0) = tim JOEW O BERT S 2 h) 2tk

h—0 h h—0 h h—0 2h3

Calculamos el limite aplicando la regla de I’Hopital:

2__2492h
/ — 1 1+h
F(0) s 6h2
— lim 2—2(1+h)+2h(1+h)
 h=0 6h2(1+ h)

= lim 72}{2/
~ h—=0 6kZ(1+ h)

I 2 1
= 11 - =
=0 6(1+h) 3

Ejercicio 4. Dada la funcion:

2?42
fla) =1
o Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).
© Hallar los puntos de inflexion de la grdfica de f(x).
© Hallar las asintotas y dibujar la grdfica de f(x).
Solucién:

o Calculamos la derivada

by 2x(@®+1) - 2@ +2) -2
Fe =" e ~wp

La derivada se anula en « = 0. El signo es el siguiente:

0
+ _

|
{
0
La funcién es creciente entre —oo y 0, y decreciente de 0 a co. En (0,2) hay un méximo.

¢ Estudiemos la segunda derivada:

—2(a? + 1) — 222+ T20(-20) _ —2(2% +1) — du(—20) _ 62> -2

(2 +1)3 B (2 4 1)3

(@) =
(a2 + 1)f
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Obsérvese que hemos simplificado la derivada dividiendo numerador y denominador por z? + 1.
La segunda derivada se anula en z = —/1/3 y © = /1/3. El signo de f” es el siguiente:

- 1 - -

0 0
|
{

1

VB V3

oo
SN—

La funcién es céncava en (—oo, —1) y en (1, 00). Es convexa en (—1, 1). Los puntos (—1, %) y (1,
son puntos de inflexién.

o Puesto que:
242
lfm 52; -1

La recta y = 1 es asintota horizontal de la funcién. No hay asintotas verticales porque el denomi-
nador no se anula para ningun valor de x.

Con estos datos, la grafica es como sigue.

=l
Si-

Ejercicio 5. Dada la funcion:

Valnz
f(z) = 2w
T+ k sizx <0

sixzx >0

se pide:

o Determinar el valor de k para que la funcion sea continua en R.

o Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

o Obtener la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de la funcion en el punto de abscisa x = 1.
Solucién:

¢ Si la funcién es continua, los limites laterales en = 0 deben ser iguales. Calculemos primero el
limite de \/zInz:

1
Inz =
Im Vzlnz=1llm —— =1lim —%—— = lim —2p713/2 — qim 212 =0
1
z—0 0 p—1/2 z—0 —555*3/2 z—0 z—0

y por consiguiente

m YERT

x—0 2%

Como, por otra parte

lim(x+k)=k = k=0
z—0
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o Siz =0, f(x) = 0 y tenemos un primer punto de corte en (0,0). Por otra parte, si y = 0,

Vvzlnz =0 nos da que o bien = 0, 0 bien # = 1 y tenemos otro punto de corte en (1,0)

o En el punto de abscisa 1 ya hemos visto que la ordenada vale 0. La derivada es:

(2\1/§1n$+ %\/5) 27 —2% . In2-y/rlnx
92z

f'(x) =

Enz=1, f/(1)=1

5 ¥ la ecuacién de la recta tangente es:

y=5 (z—-1)

N =

Ejercicio 6. Hallar los mdzimos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion:

322+ +3
M) =—pmyi—

Solucion:
Calculamos la derivada:

() = (6x+1)(z* 4+ 1) — 22(3z* + = + 3)

@+ 17
6% 4 64 + 2% 4 1677 — 20 6T
- (22 4 1)2
—z? +1
(22 +1)2
La derivada se anula en = —1 y en = = 1. Analizamos el signo de la derivada:
0 0
+
| |
{ {
-1 1

Entonces tenemos un minimo en (—17 %) y un maximo en (1, %)

Para obtener los puntos de inflexién calculamos la derivada segunda:

") —2z (2% + 1)¢ —2(22+1) - 22(—2? + 1)
Y 3
(x2 + 1)4‘
 2x(2? 4+ 1) — 2 2z(—2? + 1)
B (22 +1)3
228 + 4% — 2z — Az
_ 223 — 6
- (2 +1)3
Los ceros de la derivada segunda son z = 0, z = —/3 y « = v/3. Analizamos el signo de la derivada
segunda:
0 0 0
—t 1
-3 0 V3
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Como en esos puntos cambia la curvatura, se trata de puntos de inflexién.

Ejercicio 7. Dada la funcion:

1
f(x) = -
se pide:

o Hallar la ecuacion de la recta tangente a su grdfica en el punto (a, f(a)) para a > 0.

o Hallar los puntos de corte de la recta tangente hallada en el apartado anterior con los dos ejes
coordenados.

o Hallar el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados sea minima.
Solucién:

¢ La derivada de la funcion es:

-1
1) —
fla)=—
de forma queda
1 ) -1
flay=—5  fla)=—
y la ecuacion de la recta tangente es
1 -1
Y=, — (@ —a)

1 -1
y—-=—(@x—a 11 2

a a — y——zf > yzf

a a a

rz=0

1 -1
y——=—(r—a) 1 z 1 2 z
y=0 a a a a a

Por tanto, los puntos de corte con los ejes son A (2a,0) y B (O, %)

¢ La distancia al cuadrado entre estos dos puntos es:

4
d2=4a2—|—7
a

Si queremos que esta cantidad sea minima, derivamos e igualamos a cero:
2\’ 8 4 4
(*) =8a— =0 = 8a"-8=0 = a'-1=0
a

La solucién positiva de esta ecuacion es a = 1.
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4. Segundo examen de derivadas

Ejercicio 1. Calcular los siguientes limites:

) 1 1
o lm [ ——— — —
0 <1n(1 +x) x)

Solucion:

x

., 1—cos(x—1)
o lim ————~
z—1 (Inx)?

—In(1+x)

1 1
tm (= ) = 1 T
250 (ln(l + ) x) 256 zIn(1+ x)

—In(1
= i T ET)
z—0 xT

1-— L
s 14z
_alclg%) 2

7

= lm — 2
750 24(1 + )
1
S 2
. 1—cos(z —1) — lim sen(x —11)
a1 (Inx)? =1 2(lnz)
B z(x —1)
251 2Inz
. 2x—1
= lim —
r—1 P
1
T2

14

Se ha aplicado la regla de I'Hopital y las equivalencias In(1 + z) ~ z y sen(x — 1) ~ x — 1.

2
Ejercicio 2. Hallar las tangentes a la curva y = il paralelas a la recta 2x +y = 0.
T —

Solucion:

Como la pendiente de la recta tangente es —2, la derivada de la funcién en el punto de tangencia debe
valer —2. Entonces, en es punto:

;2@ —-1)—-1-22 -2
O (I} Gy Frpug

=2 = (z-1)7=1 = {
xgz()

Para x; = 2, y; = 4. La ecuacién de la tangente es:
y—4=-2(x—2)
y para 2 = 0, yo = 0 y la tangente es:

y=—2

Ejercicio 3. Calcular las dimensiones del rectangulo de drea mdzrima que tiene su base sobre el didmetro
de una circunferencia de 10 m de radio y los otros dos vértices sobre la circunferencia.

Solucion:
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10

NI X

La funcién que ha de ser maxima es el drea (o su cuadrado):

2 2 4
Szac-yz:m/lOO—% R (100_:1):1009”2_2

Derivando e igualando a cero:

2\/ 4a? 3 2
(s%) :QOOxfT:QOOxfx =2(200—2°)=0 =

r=0

x=10v2
La soluciéon z = 0 no se corresponde evidentemente con ningiin maximo del area. La solucién vélida es:

r=10vV2  y=5V2

Ejercicio 4. Hallar los coeficientes a, b, ¢ y d de la funcién f(x) = ax® + bx? + cx + d sabiendo que la
ecuacidn de la tangente a la curva en el punto de inflexion (1,0) es y = —3z + 3 y que la funcidn tiene
un extremo relativo en x = 0.

Solucion:

Las derivadas de la funcién son:

f'(x) = 3aa® 4 2bx + ¢
" (z) = 6ax + 2b

Las condiciones del problema son las siguientes:
o La curva pasa por el punto (1,0):

f)=0 = a+b+c+d=0

o La derivada primera en = 1 es —3 (la pendiente de la recta tangente):
3a+2b+c=-3
o La derivada segunda en z = 1 es cero (por ser punto de inflexién)

6a +2b=0

¢ Finalmente, la derivada en x = 0 debe valer 0:

c=0
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Resolviendo el sistema resultaa =1,b=—-3,c=0,d = 2.

Ejercicio 5. Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de la curva y = xe®.
Solucién:
Calculamos la derivada segunda:

Yy =e"+e"r=(r+1)"

y'=e" +e"(z+1) = (v +2)e”

El tnico cero de la derivada segunda es = —2. El signo de la derivada segunda es (hay que tener en
cuenta que e” siempre es positivo):

0

|

{
-2

Asf pues, la funcién es convexa en (—oo, —2) y es céncava en (2,00). El punto (72, *2672) es un punto
de inflexion.

Ejercicio 6. Calcula a, b y ¢ para que la funcion

22 +ar siz<3
f(x) = .
bxr +c siz>3

cumpla las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo [0,8]. Calcular el punto cuya existencia asegura
el citado teorema.

Solucién:
Para que se cumplan las tres hipdtesis del teorema de Rolle, debe ocurrir:
o f(0)=f8 = 0=8b+c

¢ La funcién debe ser continua en el intervalo cerrado [0,8]. Para que sea continua en x = 3, debe
ocurrir que:

9+3a=3b+c

o La funcién debe ser derivable en (0, 8). Para = # 3 la derivada de la funcién es:

f,(x):{2x—|—a six <3

b sixz >3

Si la funcién ha de ser derivable en x = 3:
37 = f’(3+) — 6+4+a=0b

Resolviendo el sistema formado por las tres ecuaciones resulta:

39 9
=2 p== =9
a g 3
El teorema de Rolle asegura que debe existir al menos un punto de derivada cero. Este punto lo obtenemos
igualando a cero la derivada:
39

39
-2 = =
T3 =16
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Ejercicio 7. Representar grdficamente la funcion

3

YTy
calculando las asintotas y analizando el crecimiento y decrecimiento.
Solucién:

Para calcular las asintotas efectuamos la divisién:

z3 2 —2r+1

—z2 4+ 222 — =z T+ 2
22 — z
— 222 + 4z — 2
3xr — 2
Entonces:
x> 3x — 2
RN A (e

22Las asintotas sonx =1y y = x + 2.

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento calculamos la derivada:

;322 (1—a)? —2(1—a)(—1)az® 322 -(1—a)+22% 2?(3—2x)

(1—a)t (1) S (l-w)

Las raices del numerador son z = 0 (doble) y « = 3 (simple). La raiz del denominador es x = 1 (triple).

El signo de la derivada responde al siguiente esquema:

A
+ +
{
1

S —1 O
wWw—" T O

La funcién es creciente en (—oo,1) y en (3,00). Hay que notar que en = 0 la derivada es cero y, por
consiguiente, es un punto de tangente horizontal. Puesto que la funcién es creciente a la izquierda y a la
derecha también es creciente en ese punto. Se trata de un punto de inflexién de tangente horizontal. La
funcién es decreciente en (1, 3). La funcién tiene un minimo local en (3, %)

Con estos datos tenemos la siguiente grafica:
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5. Integrales

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

1 1
1. R = 5 =
/\5/5 dx /x dx

4
5

5/ A
o=V o
z 4
5
6 34 42
2. /(x2+4)x(:1:2—1)da:z/(z5+3x3—4x)dx=%—&—%—%—FC’
3. /(senx—l—e“)d:v:—cosx—i—ex—i—C’
7
4./ 5— de=Ttgz +C
cos? x
d
5./ < =lnlz—-1|+C
z—1
dz
6. ———= =arsenx + C
/\/1—%2
dx _ (v —4)71 -1
7. | ——— = —4) 2 dx = =
/(x—4)2 /(x )" dx — +C $_4+C
8 /ex_4dx:er_4+0
37 x?
r _ .3 _ < i
9. /(3 x°) dx 1n3+4+C’
5 dx 1 5
0. [ == = dz = > artg 2
0 /4x2+1 5/1+(2x)2 z = artg x4+ C
2 2 4 2
11. /m rert d:z::/ a:+1+i dx:x—+x+3ln|z+1|+0
z+1 z+1 2
dz x
12. | ——= =arsen - +C
/\/47:r2

13. /21612 dx

Haciendo el cambio t = z2, dt = 2z dx, dz =

dt

5. resulta:

/21‘6‘”2 dx:/2xet;l—t:/etdtzet—i-C:el'z—i-C
T
14. /x‘*e“:5 dz

Haciendo t = 2%, dt = ba* dx, de = &

5.7, S€ obtiene:
4 a5 5 4tﬂ_l/t _lt _115
/me dm—/xe5x4—5 edt—5e—|—C’—5e +C
15, [ 24T
V245

Con el cambio t = 22 + 5, dt = 2z dx, dov = &
x dx

, se obtiene:
2x

x dt
Va2 +5

= == ﬂ:\/i+0:\/x2+5+0
Vi 2z 2Vt

18
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2

17. /tgmsec2 x dr

dt .
sec2 z*

dt t2 tg?
tgzsec?x dr = [ tsec’s —— = [ tdt=—+4C = & 7
sec? x 2 2

18. /xQe?’w dx

Por partes

Haciendo el cambio t = tgz, dt = sec® x dx, dx =

= g2 du=2xd 1 2 :
w=a u 1 m- v = /xzeS‘r de = ~22e%* — f/xe‘hdx
dv=¢e% v= 5631 3 3

Integrando de nuevo por partes

{u:x du = dx

dv=¢e3 v= %631'

se obtiene:

/1263"’” dx = 136263"” — g/:Ee?“alsv
3 3
1

= 3x263x - gxe&” + ?7€3x +C
19. /xcosx dx
Por partes:
{u =z du = dx
dv=cosxdr v=senz

20. /arcos xdr
Integrando por partes

u =arcosz du= ﬁdm
dv = dx v=2x

se obtiene:

T
arcos = dx :xarcosx—l—/idm
/ V1—22

La tdltima integral se resuelve mediante es cambio t = 1 — 22, dt = —2z dz, dz =

T
arcos x dxr = x arcos ¢ + / ——dx
/ V1—22
—dt

= X arcos —=
T ar x—|—/\/£2x

/ L
=garcosr — | —=
2Vt
=garcosz — Vt+C

=garcosz —V1—22+C

19

— /:z:cosz d:z:::z:senxf/senxdx:xsen:zercostrC'
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6. Segundo examen de integrales

Ejercicio 1. Calcular la integral

2
1
/m2+ e
xre —x

Solucion:

Dividimos los polinomios

x? + 1 2 -z
— 22 + 1
z + 1

Entonces:

241 1
/m—l— dx:/ 1+x+ dx
22—z R

Descomponemos en fracciones simples:

z+1 z+1 A B A(x — 1)+ Bx

5 — — —

22—z zx—-1) = x-1 x(x—1)
De aqui que:
r=1 B=2

Az —1 Bzr = 1 =
(z-1)+Br=z+ {x—O A=—_1

Entonces:
241 1 1 2
/1:4_ dxz/ 1+x—|— dxz/ l—-—+—— ] dz=2—lnzx+2In(z-1)+C
22—z o — x z-—1

Ejercicio 2. Calcular la siguiente integral definida:

s
3 senx
—dx
0o 2—cosx
Solucion:

Se trata de una integral del tipo [ %dw. Por consiguiente:

3

3 z 3
/ i, [ln(2 — cos x)} = In(2 — cos K) —1In(2 — cos0) =In =
0o 2 0 3 2

— COST

Ejercicio 3. Calcular el drea comprendida por la curva y = xe?®, el eje de abscisas y las rectas x = —1
yax=1.

Solucion:

La curva corta al eje de abscisas en el punto 0 que estd dentro del intervalo [—1, 1]. Por eso tendremos
que integrar por separado entre —1 y 0, y entre 0 y 1.

Calculemos en primer lugar una primitiva de la funcién. Por partes, haciendo:
u=ux du = dx

. 1
dv = e**dx v = 562’”
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se tiene que:

1 1 1 1
2z _ T ap2r T 2z _ Zopp2x 2
/Jce dr = 2I6 2/6 dx 2I6 46 +C

Entonces:

2

-1

1 1 9
1 1 1 1 1 1
/ erm dr = *.%621,7*629: :76277€2+7:6 +
0 2 1“ ],

0 0
1 1 1 1 —
/ re** dr = [meQz - ezm] =-1 + 5672 + - = ——

21

La primera integral es negativa, asi que el drea es igual a la integral cambiada de signo. El area total es:

_1—36_2 e2+1_62+2—36_2

S
4 + 4 4

Ejercicio 4. Calcular la integral:

2
/ 22 Inz dz
1

Solucion:

Calculamos en primer lugar una primitiva. Integrando por partes:
u=Inzx du =
dv = 23dx v=—

resulta:

1 1 1 1
3 4 3 4 4
/x nzx dr 45(5 nw 4/3@ dz ' Inz 16$ +C

Calculamos ahora la integral definida:

2 1 1,12 1
Shmaedr=|=2*lne— —2z*| =(dlh2-1)—(—— ) =4ln2- =
/113 nzx dx % ne— e 1 (41n ) 6 n

t

Ejercicio 5. Utilizar el cambio de variable x = et — e™* para calcular:

1
——dx
/ Vi + 22
Indicacion: Para deshacer el cambio de variable, utilizar:

T+ Vo2 +4
t=In——M—
2
Solucién:
Tenemos que:
r=el—e! = dz= (et 4 e*t)dt
442 =44 Mt —2let =P f e £ 2= (el +e7h)?
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Sustituyendo:
1 et et / T+ Va2 +4
———dr= | ——=dt= [ dt=t+C=ln——F— +C
/\/4+x2 (et +e71)2 2

Ejercicio 6. Hallar el volumen del solido formado cuando la region bajo la grifica de y = y/senx en el
intervalo [0, ], gira alrededor del eje de abscisas.

Solucion:

V:w/ e dmzw/ senx dx = |:—7TCOS£U:|0 =r— (-7 =27
0 0
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7. Nuevo examen de integrales
Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:
20 -1
L. Inz)? d 2. [ ———d
/x(nx) v /x2—3a:+2 “

Solucion:

o Integramos por partes:

1
u = (Inx)? du=2Inz-— dx
x
2
x
d = d = —
v =xdx V=
y resulta:

1 1 1
/m(lnx)2 dx = 3 z?(Inz)? — 3 2/x1naz dx = 3 z?(Inz)? — /xlnaz dx
Integrando de nuevo por partes con:

u=Inx du = — dx

RS

T
d = d = —
v raxr (% B

resulta:

1 1 1
2 5 _ 1 2 2_ (1.2 _
/x(lnx) dz = 5% (Inx) (2 z“lnx 5 /w d:r)

1 1 1 a2
= §x2(1nx)2 —3 ?Inx + 3 % +C

o Descomponemos en fracciones simples:

20 -1 2z —1 A B Alx—2)+ Bz —1)
x2—3x+2_(ac—l)(x—2)_x—1+ac—2_ (x—1)(z—2)

de donde
Alx—2)+ Bz —1)=2z -1

Para x = 1 resulta A = —1 y para x = 2 resulta B = 3. Por consiguiente:

2z —1 -1 3
- dz = de = —1 — 1]+ 31 —2|+C
/x2—3x+2 x /(;v—1+m—2) x nlz—1/+3n|z -2/ +

Ejercicio 2. Calcular las integrales:

11—z / 1
1. 2. ——dx
/1+\/Edglj 22422+ 3

Solucion:
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¢ Utilizamos el cambio de variable:
r=t = dr=2tdt

y resulta

t2+t
—Qtdt—z dt
/1+\f / /

Haciendo la divisién:

2 12
:/ —t4+2———)dor=——+2t—2lnt+1]+C
t+1 2

y deshaciendo el cambio:

1—+x x
/1+\/de——§+2f—21n|\/5+1|+0

¢ El denominador no tiene raices. Escribimos como suma de cuadrados

1 1
—————de= | —————d
/1:2—|—2x+3 v /(x+1)2+2 .

Yt—1
Ejercicio 3. Halla el punto en el que la funcién F(x) = / 52 dt alcanza su valor minimo.
0

Solucién:
Por el teorema fundamental del cdlculo integral:

r—1

Fl(z) = ——

que se anula en x = 1. La derivada es negativa a la izquierda y positiva a la derecha de este ntimero. En
x = 1 se encuentra, por consiguiente, el minimo de la funcién.

Ejercicio 4. Halla el drea de la region comprendida entre las pardbolas y = x2 e y = —2x2 + 3.
Solucién:
Los puntos de corte de las dos curvas estan en x = —1 y z = 1. Integramos entre estos dos puntos la

diferencia de las dos funciones y obtenemos:

1 1 3553 1
/ (z% + 222 — 3) dx:/ (322 — 3) dx = [—3:1:] =—4
1 -1 3 —1

Por tanto, el area es igual a 4.

Ejercicio 5.

o Halla la recta tangente a la curva de ecuacién y = x3 — 3z en el punto de abscisa x = —1.
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¢ Calcula el drea del recinto limitado por dicha recta tangente y la curva dada.
Solucién:

o Para x = —1 la ordenada vale y(—1) = (—1)% — 3(—-1) = 2.

La derivada es y' = 322 — 3. Por tanto la pendiente de la tangente es:
m=y'(-1)=0
La ecuacién de la recta tangente es y = 2.

o Tenemos que calcular el drea entre y = 2 e y = 2% — 3. Calculamos en primer lugar los puntos de
corte entre ambas graficas:

=3 -3
{y :2” Y= B o3r-2=0
y:

Sabemos que una solucién es x = —1. Esto quiere decir que el polinomio se puede factorizar por
x + 1. Dividiendo por x + 1 resulta:

1 0 -3 -2
-1 -1 1 2
1 1 =2
La ecuacién factorizada es (x +1)(22 — x — 2) = 0 que tiene dos soluciones z = —1 y = = 2. Estos

son los limites de la integral.

Integramos entre estos dos numeros la diferencia de las dos funciones:

e e e I (R R (e R

El area es entonces igual a %.

8. Matrices y sistemas

Ejercicio 1. Dada la matriz

m 0 1
A=|1 0 m
0 -1 0

o Calcular los valores del pardmetro m para los que la matriz A no tiene inversa.

o Para m =0 calcular A3 y A%,

o Para m =0, calcula la matriz X que verifica XA = B siendo B = [0 -1 —1].
Solucién:

¢ Calculamos el determinante de la matriz:

m 0 1
I 0 m{=m?-1
0 -1 0
El determinante se anula para m = —1 y m = 1. Para estos valores de m, no existe la matriz

inversa.
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¢ Calculamos las potencias:

0 o 11 [o o0 1] [0 -1 0
A2=11 0 ofl-[1t o ol=]0 o0 1
0 -1 0] |0 —1 0] -1 0 0
0 o 11 [o o0 1] -1 0 0
A =11 0 0 1 0 0ol=]0 -1 0
0 -1 0] |0 -1 0] 0 0 -1
Entonces

AB=o] = A=] = AM=(U=] — AP =AA=4

¢ Despejando X obtenemos X = BA~!. Debemos calcular A~!. En realidad ya la hemos calculado
puesto queda

A= = A A=-1 — A (-A)=1

Por consiguiente:

0 -1 0 01 0
Al =—A2=— 1|0 0 1]=(0 0 -1
-1 0 0 1 0 O
y entonces:
01 O
X=[0 -1 —1]-{0 0 —-1| =[-1 0 1]
1 0 0

Ejercicio 2. Resuelve la ecuacion matricial AX + Bt = Ct donde:

0 3 0
4 -2 1 1 0 5
a=l2 0l - | o= ]
0 3 o 5 1 -3 -1 4 -6

Solucion:

Despejando la incognita tenemos que:

-1

0 3 0 -3 —6
X=A*c"-BHY=1|2 0o 1| -|2 3
0 -3 2 4 -3

Calculamos la matriz inversa de A y obtenemos

L [3 —6 3
—— |4 0 o0
120 .6 o0 _¢

Multiplicando las matrices resulta:

1 9 45
X = 0 —-12 24
6 —54
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Ejercicio 3. Se considera la funcidn:
a b —2a 3b

-1 0 0

I@=1g 1 & o

0 0 -1 =
Sabiendo que f(0) = -3 y f(1) = f(-1), determinar a y b.
Solucién:

Calculamos:

Puesto que f(0) = —3 resulta que b = —1.

Entonces:
a -1 —-2a -3 a -1 —-2a—3 -3
jy=|"t 10 0 -1 0 o|_|" _11 _2‘6_3
10 -1 1 0| |0 -1 1 0 0 -1 1
0 0 -1 1 0 0 0 1

=-2a—-3+a—-1=—-a—-14
Calculamos ahora f(—1):

a -1 —2a -3 a 0 —2a+1 -3

-1 -1 0 0f_|-1 0 1 0
JEU=1o 1 -1 o|T|o -1 1 0 *_01 _11 _01
0 0 -1 -1/ |0 0 -1 -1
a —2a+4 -3
=|-1 1 0|=a—-4
0 0 -1

fy=f(-1) = -a—-4=a-4 = a=0

Ejercicio 4. Estudiar la compatibilidad del siguiente sistema segun los valores del parametro k:

kx+ky— z = 2

3z — ky =0

5 + ky =0

T +2z =1
Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz ampliada:

E ok -1 2 |k k& -1 2
E -1 2

3 -k 0 0 3 -k 0 0

5 kK 0 0 8 0 o0 ()_8_0k g (1)__40’“

1 0 2 1 1 0 2 1

El determinante es cero para k = 0. Por consiguiente:

27
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¢ Si k # 0 el rango de la matriz ampliada es 4 y el rango de la matriz de coeficientes es 3. El sistema
es incompatible.

o Sik=0:
ggfolg 00 -1 2 0 -1 2
rango | 4 O:rango30 0 O] =rango |3 0 0| =3
10 2 1 1 2 1
10 2 1

El rango de la matriz ampliada es 3 y el de la matriz de coeficientes es 2 (puesto que tiene una
columna de ceros). El sistema también es incompatible para k = 0.

Ejercicio 5. Estudiar la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones lineales y resolverlo en el
caso en que sea compatible indeterminado:

ar — y—4z =1
r+ay—2z = —1
y+ z = —a

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

a —1 —4
1 a 2|=a®>-4+2a+1=0a*+2a—-3
0 1 1
El determinante se anula para a = —3 y a = 1. Pueden presentarse los siguientes casos:

o Para a # —3 y a # 1 el rango de las matrices de coeficientes y ampliada es 3. El sistema es
conpatible determinado.

o Para a = —3 tenemos:
-3 -1 -4 1 -3 -1 1
rango [ 1 -3 -2 —1| =rango |1 -3 -1
0 1 1 3 0 1 3

Puede verse que el determinante de esta matriz es distinto de cero. Por consiguiente, el rando de
la matriz ampliada es 3 y el de la matriz de coeficientes es 2. El sistema es incompatible.

o Paraa=1

-1 -4 1

1 -2 —-1|=2
1 1 -1

rango

O ==

puesto que la tltima columna es igual a la segunda por —1 y las tres primeras sabemos que son
dependientes. El rango de ambas matrices es 2 y el sistema es compatible determinado.

Resolvamos el sistema para a = 1:

r—y—4z =1
r+y—2z = —1
y+ z = —1

Las dos tltimas ecuaciones son independientes. Tomando z = t como parametro resulta:

r=3, y=—-1—-1t, 2=t
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9. Segundo examen de algebra

Ejercicio 1. Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

r+ky—2z=0
2 —y+22z=0
z—4y+kz=0

se pide:
o Determinar para qué valores del pardmetro k el sistema tiene soluciones distintas dex =y = z = 0.
o Resolverlo para el caso k = 3.

Solucién:

©o Para que el sistema tenga soluciones distinta de la trivial, el rango de la matriz de coeficientes
debe ser menor que 3. Por consiguiente debe ser cero el siguiente determinante:

1k -1
2 -1 2|=-k+2k+8-14+8-2k"=-2k+k+15=0
1 -4 k

ecuacion que tiene como soluciones k =3y k = —%.

o Para k = 3 el rango de la matriz es 2. Como las dos primeras ecuaciones son independientes, el
sistema es equivalente a:

x+3y—2=0
20 —y+22=0

Tomamos z = t como parametro y resulta:

5t 4t )

y resolviendo este sistema calculamos la solucién ( =, %,

Ejercicio 2. Dadas las matrices:

AT

se pide:

o Hallar dos constantes a y b, tales que A2 = aA + bl.

o Sin calcular explicitamente A% y A*, y utilizando sélo la expresion anterior, obtener la matriz A®.
Solucién:

o Calculamos A2:

el 20 A ]

Entonces, A% = aA + bl quiere decir que:

N A R
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ecuacién matricial equivalente al sistema:
a+b=2
a=—1
=-1
—2a+b=5
que tiene como solucion a = -1y b = 3.
¢ Tenemos la igualdad A? = —A + 3. Elevando al cuadrado y teniendo en cuenta que las matrices

A e I conmutan:
At = (A +3I)?
=A% —6A+9I
=—-A+3[—-6A+91
=—TA+12]
Multiplicando por A:

A5 = —TA% + 124
= —T7(-A+3I)+124
=194 — 217

Y sustituyendo A e I resulta:

s [-2 19
A _[19 17]

Ejercicio 3. Dada la matriz:

m—1 1 m 1
A= 1 m—1 m 1
1 1 2 m-—1

se pide:

o FEstudiar el rango de A segun los valores del pardmetro m.

o En el caso m = 0, resolver el sistema.

N
SRS IS
Il
o oo

Solucion:

¢ Calculamos el determinante formado por las tres primeras columnas:

m—1 1 m

1 m—1 m|=2(m—1)>*+m+m-—m(m—1)—m(m—1) -2

1 1 2

=92m? —4m+2+2m —2m>% +2m — 2

=0
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Esto quiere decir que las 3 primeras columnas son dependientes sea cual sea el valor de m. Efec-
tivamente podemos ver que la tercera es la suma de las dos primeras. Podemos suprimirla para
calcular el rango y calcular el determinante formado por las dos primeras y la cuarta columnas:

m—1 1 1
1 m—-1 1 |[=m-1341+1-(m—-1)—(m—-1)—(m—1)
1 1 m—1
=m®—3m?>+3m—1+2-3m+3
=m®—3m?+4
que se anula param = —1y m = 2.

Para m # —1 y m # 2 el rango de la matriz es 3.

Para m = —1 tenemos:
—2 1 -1 1 -2 1 1
rango [ 1 -2 -1 1| =rango |1 -2 1| =2
1 1 2 =2 1 1 -2

Para m = 2:

rango

— = =
— =
N NN

o Para m = 0 tenemos el siguiente sistema:

—x+y+t=0
r—y+t=0
r+y+2z2—t=0

No podemos tomar ¢t como pardmetro porque la matriz de coeficientes del sistema que resulta tiene
determinante igual a cero. Tomemos z = A como parametro:

—z+y+t=0
rT—y+t=0
rT+y—t=-2\
Este sistema puede resolverse por la regla de Cramer pero sumando las dos primeras ecuaciones

se ve que t = 0. Sumando la primera y le tercera se obtiene y = —\ y sumando la segunda y la
tercera x = A. La solucién es entonces (—A, —\, A, 0).

Ejercicio 4. Dado el sistema:
r+2y—2z=0
{2m —y+z=3
se pide:
o FEstudiar la compatibilidad del sistema.
o Anadir una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado. Razonar la respuesta.
o Anadir una ecuacion para que el sistema sea incompatible. Razonar la respuesta.
Solucién:

¢ Las matrices de coeficientes y ampliada tienen rango 2. Como el sistema tiene 3 incégnitas es
compatible indeterminado.
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¢ Debemos anadir una ecuaciéon independiente de las anteriores. Por ejemplo, z = 0:

r+2y—2z=0
2r —y+2=3
z=0

El determinante de la matriz de coeficientes de este sistema es distinto de cero. El rango es 3 y el
sistema es compatible determinado.

o Anadimos una ecuacién contradictoria con cualquiera de las otras dos. Por ejemplo:

r+2y—2=0
20 —y+2=3
r+2y—z=1

y el sistema es incompatible. Puede comprobarse que el rango de la matriz de coeficientes es 2 y
el rango de la matriz ampliada es 3.
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10. Geometria

Ejercicio 1. Sean las rectas:

r+1 y-—2 z
T =

-2 2 —4

S

33

r—2 y+1 2z+2
3 1 1

Hallar la recta perpendicular comin a las rectas r y s.

Solucion:

Calculamos el vector director de la perpendicular comun:

J
F=[-1 1 —2|=(3,-5-4)
1

Calculamos ahora el plano que contiene a la recta r y a la perpendicular comun:

r+1 -1 3
y—2 1 =5|=0
z -2 —4

—Tx—5y+2+3=0

y el plano que contiene a la recta s y a la perpendicular comtn:

r—2 3 3

z4+2 1 —4

y+1 1 —-5|=0 —

r+ 15y — 182 —-23 =0

La perpendicular comin a las dos rectas es la interseccién de los dos planos calculados:

r+ 15y —182 —23 =0

{—7x—5y+z+3—0

Ejercicio 2. Sea r la recta que pasa por el origen de coordenadas O y tiene como vector director v =
(4,3,1). Hallar un punto P contenido en dicha recta, tal que si se llama Q a su proyeccion sobre el plano
w2z =0, el triangulo OPQ tenga drea 1.

Solucion:

P(4t,3t,1)

Q(4t,3t,0)

Figura 1: Problema 2
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Puesto que la recta pasa por el origen y tiene como vector director ¥ = (4, 3, 1) sus ecuaciones paramétricas
son:

x =4t
y=3t
z=1

Podemos escribir el punto P como P(4t,3t,t) para un cierto valor de ¢. Su proyeccién sobre el plano
z = 0 serd el punto Q(4t,3t,0) (ver figura 1). El drea del tridngulo puede calcularse como la mitad del
modulo del producto vectorial:

i j ok
OB x 00 = |4t 3t | = (—3t2,42,0)
At 3t 0

Entonces puesto que la mitad del médulo debe ser igual 1:

1
5|(—31£2,41t2,0)| =V + 1614 =5t =1 = t=+

SIS

Los puntos son:

p (W 3 v\ (1 35 v
UV VB VB \ V5 V5B

Ejercicio 3. Dados el punto A(1,—2,—3), la recta

. z+y+1=0
“1z=0

y el planom: x —2y —3z+1=0 se pide:
o Fcuacidn del plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendicular a 7.
o Fcuacion de la recta que pasa por A, corta a r y es paralela a 7.
Solucién:

¢ Si el plano es paralelo a r, el vector director de la recta es vector director del plano. Si es perpen-
dicular al plano 7, el vector normal a este plano, es vector director del plano que buscamos. Como
ademds este plano debe contener el punto A(1, —2, —3), su ecuacién es:

xr—1 -1 1
y+2 1 -2/=0 = 3x+3y—z=0
z+3 0 =3

o Escribimos la recta en paramétricas:

r=—-1-1
y=t
z=0

un punto de esta recta es P(—1,0,0) y un vector director es ¥ = (—1,1,0).

Si la recta buscada pasa por A y corta a r debe estar en el plano determinado por A y r. Los vectores
directores de este plano son el vector director de la recta ¢ = (—1,1,0) y el vector AP = (—2,2,3).
La ecuacién de este plano es:

r+1 -1 -2

y 1 2|=0 = 3+1)+3y=0 = 3x+3y+3=0
z 0 3
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que podemos escribir como z +y + 1 = 0.

Si la recta pasa por A y es paralela a 7, debe estar contenida en el plano paralelo a m por A:
Iz —1)—2(y+2)—3(2+3)=0 = z—-2y—32—14=0
La recta buscada es la interseccion de los dos planos:

r+y+1=0
r—2y—3z2—14=0

Ejercicio 4. Dadas las rectas:
r—ay =2 r—2z=1
r= s=
ay+z=1 y+z=
se pide:
o Discutir la posicion relativa de las dos rectas segun los valores del pardmetro a.
o Sia =1, calcular la distancia minima entre las rectas v y s.

Solucion:

¢ En primer lugar escribimos las ecuaciones de las rectas en paramétricas y obtenemos un punto y
un vector director de cada una de ellas:

r=2+at r=1+s
r=qy=t s=qy=3-s
z=1—at zZ=25

La recta r queda determinada por el punto P;(2,0,1) y el vector 43 = (a,1,—a). La segunda por
el punto P»(1,3,0) y el vector u3 = (1,—1,1). Calculamos P; P, = (1,—3,1). La posicién relativa
depende del determinante:

a 1 1 2 0 0

1 -1 -3l=|1 -1 -3 =4a

—a 1 1 —a 1 1

Si a # 0 el determinante es distinto de cero y las rectas se cruzan. Si a = 0 las dos rectas son
coplanarias. Puesto que no son paralelas, se cortan.

-
o Para a = 1, el producto mixto [Py Py, ui, us] = 4.
Calculamos el producto vectorial de los dos vectores directores:
i ok
1 —1|=(0,-2,-2)
-1 1

— —

i
1 Xuz =11
1

La distancia entre las rectas es:

—_—
d—= [P1P2,U1,U2] _ 4 :\/5
R R

Ejercicio 5. Dados el plano:
m=x+y+z=1
y la recta:

r—1 y+1 z
r= =" = —
2 3 —4

se pide:
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o Hallar el punto P determinado por la interseccion de r con m1.

o Hallar un plano mo paralelo a m1 y tal que el segmento de la recta r comprendido entre los planos
m y T2 tenga una longitud de /29 unidades.

Solucion:

¢ Escribimos la ecuacion de la recta en paramétricas y resolvemos el sistema formado por las ecua-
ciones de la recta y el plano:

T=1+2¢t
y=-—1+3t
z=—4t
r+y+z=1

que tiene como solucién el punto P(3,2,—4).

¢ Un plano paralelo al dado tiene por ecuacién x + y + z = D. Su interseccién con la recta es:

r=14+2t

=143t

4 + — 142 -1+3t-4=D =— t=D
z = —4t

r+y+z=D

de forma que el punto de interseccién es Q(1 + 2D, —1 4+ 3D, —4D). La distancia PQ es:
d=+/(1+2D —3)2+(—1+3D —2)2 + (—4D + 4)?
=/(2D —2)2 + (3D — 3)2 + (—4D + 4)2
=/29D2 — 58D + 29

Como la distancia debe ser /29 se cumple que:

D:
20D? —58D +29=29 =— D?>-2D=0 =— {D_g

Las soluciones son los planos c +y+2 =0y x+y+ 2z = 2.

Ejercicio 6. Dado el plano 7 : x + 3y + z = 4, se pide:

o Calcular el punto simétrico P del punto O(0,0,0) respecto del plano .

o Calcular el volumen del tetraedro T determinado por el plano w, y los planosz =0,y =01y z = 0.
Solucién:

¢ La recta perpendicular al plano por el origen es:

r=t
y =3t
z=1

y su interseccion con el plano:

r=1
y =3t 4
— =

z=1 11

r+3y+z=4
y el punto de interseccién es Q (15, 32, ).

i i imétri { i 8 24 8

El punto @ es el punto medio entre el origen y su simétrico O’. De aqui deducimos que O’ (ﬁ7 u ﬁ).
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o Tenemos que calcular el volumen del tetraedro determinado por el plano 7 y los planos coordenados.
Calculamos los vértices como interseccién de los planos y resultan ser:

4
00.0.0); 410,055 (0.3.0) i C(0.0.0

El volumen del tetraedro es:

v-1 [odoBo¢) =L

6

S O
Qwik O






