1 EXAMEN DE MATRICES Y DETERMINANTES

1. Examen de matrices y determinantes

Ejercicio 1. Halla todas las matrices X no nulas de la forma
a 1
=i )
tales que X% = X.

Solucion:

Puesto que:
o Ja 1]Ja 1] [a* a+b
X _[O b] [0 b]_{o b2

Entonces:

2
9 a® a+bl |a 1
X=X = {O b2:||:0 b}

y de aqui:
a=a
a+b=1
b’ =b

Las soluciones de este sistema sona=0,b=1ya=1, b=0.
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Ejercicio 2.

a) Halla todos los valores de a para los que existe la matriz inversa de:

1
A= |1
a

— = Q

1
a
1
b) Calcula A=* para a = 0.

Solucion:

La matriz tiene inversa para todos los valores de a que hagan que el determinante de A sea distinto de
cero. Igualando a cero el determinante de A resulta:

=a>—-3a+2=0

S
— = Q
— Q =

Esta ecuacién de tercer grado es sencilla de resolver puesto que sus soluciones son enteras. No obstante,
aplicando las propiedades de los determinantes es facil factorizar el polinomio. Sumando a la primera
columna las otra dos resulta:

1 a 1 a+2 a 1
1 1 a = |a+2 1 a (sacando factor comuin a + 2)
a 1 1 a+2 1 1
1 a 1
= (a+2)]1 1 a (restando la tercera fila a las otras dos)
1 1 1
0 a—-1 0
= (@+2)0 0 a-1 (y desarrollando por la primera columna)
1 1 1
— (@+2)(a—1)
Igualando a cero el determinante resulta a = —2 y a = 1. Por consiguiente, existe la matriz inversa para

todos los valores de a salvo para estos dos.

Calculemos ahora la matriz inversa para a = 0. En este caso |A| = 2. Calculamos la matriz adjunta y su
traspuesta:

AdjA=|1 1 -1}, AdjAt=|-1 1 1
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Ejercicio 3.

a) Averigua cudl es el rango de la matriz:

3 -2 2 4
A=1|-1 0 2 5
-2 -1 3 =2

b) sCudl es el nimero de columnas linealmente independientes de la matriz A?

Solucion:

El rango debe ser menor o igual que 3 puesto que la matriz tiene 3 filas. Claramente se ve que pueden
formarse con las filas y columnas de la matriz determinantes de orden dos distintos de cero de modo que
el rango serd 2 6 3. Sumando a la primera fila la tercera multiplicada por —2 resulta:

3 -2 2 4 7T 0 -4 8
rango [—1 0 2 5 | =rango|—1 O 2 5
-2 -1 3 -2 -2 -1 3 =2

y el rango es igual a 3 puesto que el determinante formado por las tres dltimas columnas es claramente
distinto de cero.

El nimero de columnas linealmente independientes es el rango de la matriz y es, por tanto, igual a 3.

Ejercicio 4. Halla el valor del siguiente determinante

3 -1 2 1

2 0o -1 2
-3 1 1 -2
-2 2 0 1
Solucion:

Antes de desarrollar por los elementos de una linea sumamos a la tercera fila la primera y a la cuarta la
primera multiplicada por 2. Asi se obtiene:

3 -1 2 1 3 -1 2 1
33 (1) 711 32 = (2) 8 ;1 31 (desarrollando por la segunda columna)
-2 2 0 1 4 0 4 3
2 -1 2
= —(-1jo 3 -1 (calculando el determinante de orden 3)
4 4 3
= 184+4-24+8

= 6
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Ejercicio 5. Halla en funcion de a el valor de este determinante:

1 a?2-1 a

1 2¢°—-2 2a-—1

1 0 a?
Solucion:

En la segunda columna puede sacarse factor comun a? — 1:

1 a®-1 a 1 a®>-1 a
1 2¢2-2 2a-1] = |1 2a®*-1) 2a-1 (sacando factor comin)
1 0 a? 1 0 a?
11 a
= (@-1)1 2 2a-1 (calculando el determinante)
1 0 a?
= )(2a% + 2a — 1 — 2a — a?)

a® —1)(
= (a®>=1)(a®*-1)
— ((12—1)2

Ejercicio 6. Indica si son ciertas o no las siguientes igualdades. Razona tu respuesta:

a)
a b ¢ 2 2 2
a
a x y =3 b = p
a p q c Yy q
b)
T y z
a b c =0
2r—a 2y—b 2z-—c
Solucién:

La primera igualdad es cierta puesto que, sacando factor comun a de la primera columna se tiene:

a b c 1
a z y = all (trasponiendo la matriz)
a p q 1

(multiplicando y dividiendo por 2)

o

I
[CIRS S]

<>
SR8 0 BR8P B R S
QN o RV E e o

o SN

La segunda igualdad también es cierta puesto que en el determinante la tercera fila es igual a 2 veces la
primera menos la segunda (F3 = 2F; — F5). Las filas son dependientes y el determinante es cero.



2 SEGUNDO EXAMEN DE MATRICES Y DETERMINANTES 5

2. Segundo examen de matrices y determinantes

Ejercicio 1.

Halla la matriz X? +Y?, donde X eY son dos matrices cuadradas de orden 2 que verifican:

2 0 1 -1
5X+3Y[4 15} 3X+2Y[ 9 9}

Solucion:

Multiplicando la primera ecuacién por 2 y la segunda por 3 resulta:

4 0 3 -3
10X +6Y = [8 30} 9X + 6Y = [6 27}
Restando ambas ecuaciones se obtiene:
1 3
X = {14 3]

La matriz Y puede obtenerse sustituyendo X en cualquiera de las ecuaciones:

2y = [—12 _91] —3X = {—12 _91] -3 {114 g] B {—_424 _(ﬂ C \* [—_212 _05]
Entonces:

XP+yt= [114 g} {114 g} + [—_212 _05} [—_212 _05} y [;12 sﬂ + {12121 1?0] - {17584 11671}
Ejercicio 2.

1. Estudia para qué valores de \ existe la matriz inversa de:

1 1 1
A0 2
2 =1 A

2. Calcula A= para \ = 0.

Solucion:

La matriz tiene inversa para todos los valores de A\ para los que el determinante es distinto de cero.
Calculando el determinante e igualando a cero:

1 1 1
A0 2= A4+44+2-XN=-XN-2+6=0 — {
2 -1 A
El determinante es distinto de cero y por consiguiente la matriz tiene inversa para todos los valores de A
distintos de —3 y 2.

A=-3
A=2

1 1 1
Calculemos ahora la inversade A= [0 0 2]|:
2 -1 0
2 4 0 2 -1 2
adjA=|-1 -2 3], adjA' = [4 -2 -2
2 -2 0 0 3 0

y dividiendo por |A| = 6 resulta:
1 2 -1 2
At =-14 —2 -2
0 3 0
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Ejercicio 3.
1. Calcula el rango de la matriz:
1
-1 0 2 3
0
2. En la matriz anterior ;se puede expresar la tercera fila como combinacion lineal de las otras dos?
épor qué?

Solucion:

Sumando a la tercera fila la primera:

2 -1 1 1 2 -1 1 1
rango [—-1 0 2 3 | =rango|—-1 0 2 3| =3
1 1 0 -1 3 0 1 0
-1 1 1
porque el determinante | 0 2 3| es claramente distinto de cero.
0 1 0

La tercera fila no puede ser combinacion lineal de las otras dos porque, puesto que el rango de la matriz
es 3, las tres filas son independientes.

Ejercicio 4.

Halla el valor del determinante:

-1 2 0 3
2 1 -1 1
-1 -2 3 1

0 1 1 2

Solucion:

Sumando a la segunda fila la primera multiplicada por 2 y restando a la tercera fila la primera resulta:

-1 2 0 3 -1 2 0 3
_21 _12 _31 1 = 8 _5 4 _31 _72 (desarrollando por la primera columna)
0 1 1 2 0 1 1 2
5 -1 7
= (-1)|-4 3 =2 (calculando el determinante de orden 3)
1 1 2

= (-1)(30—28+2—21+10—28)
= 15
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Ejercicio 5.

Calcula el determinante:

1 1 1 1

-1 =z 1 1

-1 -1 =z 1

-1 -1 -1 =z
Solucion:

Restando la primera fila a las otras tres:

1 1 1 1 1 1 1 1

1 =z 1 1 _ |0 z+1 2 2

-1 -1 =z 1 0 0 z+1 2

-1 -1 -1 =z 0 0 0 z+1
= (x+1)3

va que el determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal.

Ejercicio 6.

Sabiendo que A y B son dos matrices de orden 2 tales que |A| = =2 y |B| = 4, calcula |AB?|, |At|, |B™},
|[A=1B| y [34].

Solucion:

Basta aplicar que el determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los determinantes
y, por consiguiente, el determinante de la inversa de una matriz es el inverso del determinante de esa
matriz:

o |AB'| = |A||B'| = |A||B| = -8
o |AY = |A] = -2

-1 1
fed B = =7 =
|B]

N

o |A71B| = |A7Y|B| =} = & = -2

o 34| =9|A| = —18
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3. Examen de sistemas de ecuaciones

Ejercicio 1.

Halla una matriz X, tal que AX + B =0, siendo:

1 -1 0 -2 -1
A= 2 0 1 B=|-4 -4
-1 1 -1 4 1

Ejercicio 2.

Ezxpresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

—r + 2y — z = 1
3z — y + 2z = -4
T — y + z = -1

Ejercicio 3.
Estudia la compatibilidad del siguiente sistema:

T —y+ 2z —t=3

2c +y — z +t =2

- +y+ z —1t=1
Ejercicio 4.

Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:

_ r — 2y + z = =3
{2;74_r§y_76 2v + 3y — z = 3
vy = x — y +32=6

Ejercicio 5. Fstudia, y resuelve si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones:

-3z + 4y — 2z = -3
T 4+ 2y + z = 5
r + y + 32 =6
- — Yy + 2z = -1

Ejercicio 6.

Estudia el siguiente sistema homogéneo segun los valores de A y resuélvelo en los casos en los que resulte
ser compatible indeterminado:

A — y + 22 =0
—x + Ay + 22 =0
2c + Ay — 2z =0
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4. Segundo examen de sistemas de ecuaciones
Ejercicio 1.

a) Encuentra los valores de a para los que la matriz:

a -1 -1

no es inversible.

b) Calcula A~ para a = 2.

Solucion:

La matriz no tiene inversa cuando su determinante sea cero. Igualando a cero el determinante resulta:

a -1 -1
-1 a 1|=2+2-a-a+2+a(a+2)-2-2a=3a>-5a+2=0
a—2 2 2

Resolviendo la ecuacion, resulta que la matriz no tiene inversa paraa =1y a = g

Calculemos ahora la inversa de la matriz para a = 2:

1 2 -1 -1 1 2 1 0 1 2 0 1
A*lszdj -1 2 1 :XAdj -1 2 2 :TAdj 2 4 -1
4] 0 2 2 Al -1 1 2 Al 2 —4 3
y puesto que:
2 -1 -1
-1 2 1|=842—-4-2=4
0 2 2
la inversa es
2 0 1
1o
A :ZACL] 2 4 -1
-2 -4 3
Ejercicio 2.
Ezxpresa y resuelve el siguiente sistema en forma matricial:
dr + 2y — 2z = 6
T + z =1
20 + y + 2z =3
Solucion:
Matricialmente, el sistema se escribe:
(4 2 1] [« 6]
1 0 1 yl = |1
2 1 1 z 3]
Despejando la matriz de incognitas:
E 42 <1176l [-1 3 2)[6] _,[3 1
K 2 1 1 E 1 0 2| (3 0 0
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Ejercicio 3.

Estudia la compatibilidad del siguiente sistema:

T + y — z =3
- 4+ 2y — z =1
2c — y + z = 2
—r + by — 5z =5

Solucion:

Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes:

1 1 -1 1 1 1
rango _21 _21 _11 =3 puesto que [—1 2 —1|#0
1 5 _5 2 -1 1

La matriz ampliada puede tener rango 3 o 4 dependiendo del valor del determinante:

1 1 -1 3 1 0 -1 3|1 -1 3
-1 2 -1 1 -1 1 -1 1}|-1 -1 1
9o —1 1 2/=l2 o 1 2ll2 1 2:5—30+2+3+10+10:0
-1 5 -5 5 -1 0 -5 5||-1 =5 5

Como el determinante es cero, el rango de la matriz ampliada es 3. Ambas “matrices tienen rango 3 igual
al nimero de incégnitas: el sistema es compatible determinado.

Ejercicio 4.

Aplica la regla de Cramer para resolver estos sistemas:

a){i’>x+2y=—5

5r + y = 1
r + 2y — z = 1
b) -3z + y + z = -5
T -y + 3z = 5
Solucién:

Para el primer sistema, el determinante de la matriz de coeficientes es:

de modo que aplicando la regla de Cramer se obtiene:

-1]-5 2 -113 -5
$_7‘1 1‘_1’ Y= 1‘__4
De la misma forma, para el segundo sistema:
1 2 -1
-3 1 1]=22
1 -1 3
1 1 2 -1 1 1 1 -1 1 1 2 1
xzﬁ—5 1 11=2 yzﬁ—ii -5 1]=0; zzﬁ—S 1 —5/=1
5 -1 3 1 5 3 1 -1 5
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Ejercicio 5.
Estudia la compatibilidad de este sistema y resuélvelo si es posible:

—-r + y — 2z -5
r + 3y + z = —4
Tr + by + 11z = 8

Solucion:

El rango de la matriz de coeficientes es:

(-1 1 -2 -1 1 =2
rango | 1 3 1| =rango| 0 4 -1 =2
7 5 11 0 12 -3

y el rango de la matriz ampliada:

(-1 1 —2 -5 -1 1 -5 -1 1 =5
rango| 1 3 1 —4| =rango| 1 3 —4| =rango| 0 4 9| =2
7T 5 11 8 7T 5 8 0 12 -27

Ambas matrices tienen el mismo rango igual a 2. Como el nimero de incégnitas es 3 se trata de un
sistema compatible indeterminado. Las dos primeras ecuaciones son independientes, asi que eliminando
la tercera ecuacién que debe ser combinacién lineal de las dos primeras, y pasando el término con z al
segundo miembro se obtiene:

—z+y=-5+2z
++3y=-4-=2
y resolviendo por la regla de Cramer se obtiene:
—7z+11 z—9
xTr =

1 Y=

solucién que podemos representar por (#, %, A).

Ejercicio 6.
Discute y resuelve el siguiente sistema segun los valores del pardmetro m:

mr + y + =z 2
r + my =1
r + my + mz =1

Solucion:

Para calcular el rango de la matriz de coeficientes calculamos el determinante:

m 1 1
I m 0|=m*+m—-—m—-—m=n(m?-1)
1 m m
Este determinante es cero para m = 0, m = —1 y m = +1. Pueden darse los siguientes casos:

¢ Para todos los valores de m distintos de los anteriores la matriz de coeficientes y la matriz ampliada
tienen rango 3 igual al nimero de incégnitas. El sistema es compatible determinado.

¢ Para m = 0 las matriz

01 1 2 0 1 2
rango |1 0 0 1| =rango |1 0 1| =2
1 0 0 1 1 0 1

El sistema es compatible indeterminado
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¢ Para m = —1 la matriz de coeficientes tiene rango 2 y la matriz ampliada:
-1 1 1 2 -1 1 2 -1 1 2
rango| 1 -1 0 1| =rango| 1 0 1| =rango| 1 0 1| =3
1 -1 -1 1 1 -1 1 0 0 1

y el sistema es incompatible

¢ De la misma forma para m = 1 el rango de la matiz de coeficientes es 2 y el de la matriz ampliada
es:

11 1 2 11 2 1 1 2
rango (1 1 0O 1| =rango|1 O 1| =rango |l 0O 1| =3
1 1 1 1 1 1 1 0 0 -1

y el sistema es también incompatible
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5. Geometria en el espacio

Ejercicio 1.

Dados los vectores @(1,0,—1), ¥(0,2,—1) y @(2,—2,1), se pide:

1. El volumen del paralelepipedo determinado por ellos.
2. Halla, si existe, el nimero « para que el vector d(c, o, —6) se pueda expresar como combinacion
lineal de @ y U
Solucién:
El volumen es el valor absoluto del producto mixto de los tres vectores:

1 0 -1
0 2 -1/=4
2 =2 1

de forma que el volumen es 4.

Si @ es combinacién lineal de @ y ¥ los tres vectores son linealmente dependientes y el siguiente determi-
nante debe ser cero:

1 0 -1
0 2 —-1|=3a-12=0
a a —6

y a debe valer 4.
Ejercicio 2.

Dados los vectores @ = 21— 7J; b=T+ 2y — E, halla x ey de forma que ¢ = 27U+ y) sea perpendicular a b Yy
tenga el mismo mddulo que d.

Solucion:

—

Podemos escribir los vectores como d(2,—1,0), b(1,2,—1) y &z, y,0). Entonces:
b =  z+2y=0; lel=d = 2°+y*=5

Resolviendo este sistema resulta z = -2 ey=16z=2ey = —1.

Ejercicio 3.

Dados los vectores 1(1,3,0) y ¥(2,1,1), se pide:

1. Halla un vector W de mddulo 1 que sea perpendicular a 4 y a vU.

2. ;Cudl es el drea del paralelogramo determinado por u y v'?

Solucion:

Un vector perpendicular a otros dos es su producto vectorial:
4xv=(3,-1,-5)

Si ademas queremos que sea unitario dividimos por su médulo v/35 de forma que el vector buscado es:
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El area del paralelogramo determinado por 4 y ¥ es el médulo de su producto vectorial es decir v/35.
Ejercicio 4.

Halla las coordenadas de los puntos P y Q) que dividen al segmento de extremos A(3,—1,2) y B(—2,2,4)
en tres partes iguales.

Solucion:

El vector AB tiene de coordenadas (—5,3,2). Entonces, los puntos P y @ son:

1 1 4 8
P=0A+ -AB=(3,-1,2)+=(-5,3,2) = ( =,0,-
O O +3 (37 ’)+3( 5?3’) (3’0,3>

y de forma similar:

2 2 1 10
O_C>2:O_j)4+7‘4—B>:(3’7172)4»7(757372): 77a177
3 3 3 3

Ejercicio 5.

Consideramos las dos rectas:

frty+a+3=0 T4l _ztd
r'{w—y—z—lz()’ S: 5 =y+1= "

Halla el valor de d para que las rectas se corten.
Solucién:

Si se cortan, el sistema formado por las cuatro ecuaciones de las rectas debe ser compatible determinado.
El rango de la matriz ampliada debe ser 3 y por consiguiente el determinate de esa matriz cuatro por
cuatro debe ser cero.

Quitando denominadores en las ecuaciones de la segunda recta, el sistema es:

T+y+z+3=0
r—y—2—1=0
r—2y=1
—2y—2z=2+d

Para que sea compatible:

11 1 -3
1 -1 -1 1
L 9 o 1 |m4d+4=0 = d=1
0 -2 -1 2+d

Ejercicio 6.
Determina en funcién de a la posicion relativa de los siguientes planos:

(a—2)z+y—2z=-1
—ax+ (2a—1)y+ (—a+2)z=a
—Trt+ay+z=a

Solucion:

Calculamos el determinante:

a—2 1 -1
—a 2a—-1 —a+2=d>-da®>—a+1
-1 a 1

Las raices de este polinomio son a = —1 y a = 1. Pueden darse los siguientes casos:



5 GEOMETRIA EN EL ESPACIO 15

o Sia# —1ya#1 elsistema es compatible determinado. Los tres planos tienen un tinico punto en
comun.

¢ Sia = —1 la matriz del sistema es:

-3 1 -1 -1
1 -3 3 -1
-1 -1 1 -1

Esta matriz tiene rango 2 al igual que la matriz de coeficientes. El sistema es compatible indeter-
minado uniparamétrico. No hay planos paralelos y los tres planos se cortan en una recta.

¢ Para a = 1 la matriz del sistema es:

-1 1 -1 -1
-1 1 1 -1
-1 1 1 -1

Tanto la matriz de coeficientes como la matriz ampliada tienen rango 2, asi pues, el sistema es
compatible indeterminado uniparamétrico y el conjunto de puntos comunes forman una recta. Hay
dos planos coincidentes y un tercero que los corta.

Ejercicio 7.

Halla la ecuacion del plano w que contiene a la recta v y es paralelo a la recta s siendo:

Jy=22-4 z—10 y—20 =z
" z=32-38 ST T T T

Solucion:

Tomando z como pardmetro, la ecuacién de la primera recta puede escribirse:

r=—-8+4 3t
y=—4+2t
z=1

Cualquier punto de esta recta es un punto del plano 7w. Como vectores directores pueden tomarse los
vectores directores de ambas rectas. Asi la ecuacién del plano es:

r+8 y+4

z
3 2 1|=0
1 -1 1
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6. Segundo examen de geometria

Ejercicio 1.
Calcula la distancia de P(1,0,—1) a la recta r: (2A,1 — X, —A).
Solucién:

Un punto de la recta es Q(0, 1,0) y el vector director es ¥(2,—1, —1). Entonces:

PG =(-1,1,1)
PO xv=(0,1,-1)

de modo que:

—
d_|PQ><U|_72_i
|v] 6 V3

Ejercicio 2.

Calcula la distancia entre las rectas

rT=2+A\ r=4—-p
riQ oy=-—2XA s: y=2+up
Z2=25 zZ=

Solucién:
Obtenemos en primer lugar un punto y un vector director de cada recta:

r: P(2,0,5) (1,-2,0)
st Q4,2,0) #(—1,1,1)

—
Calculamos el vector PQ y el producto vectorial 4 x ¥

—
PQ = (2727 75)
Uxv=(-2,-1,-1)

Finalmente:

—_—
PQ.u,7] 1 V6
d(r,s) = —"—2—— = — = —
|@ x v V6 6

Ejercicio 3.
Halla el punto simétrico de P(2,1,0) respecto del plano 7 : 20 —y + z = 2.
Solucioén:

Se calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por P:

r=242\
r:¢ y=1—2X
z=A

Ahora se obtiene el pie de la perpendicular , es decir, el punto de interseccién de r y w. Este punto tiene
por coordenadas la solucién del sistema:

T=2+2\
y=1-—2X
zZ=A
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La solucién es el punto Q (%, %, —%) Este es el punto medio entre P y su simétrico P’ de modo que:

5 2+4 BV
37 2 ~3
7 14y 4
6= s = V=
1 _0+4 . z’——l
6 2 3

Ejercicio 4.
Halla la ecuacion de la recta que pasa por P(2,0,1) y corta perpendicularmente a la recta

r—2 y-—1
T = =
2 -1

[NCR RN

Solucién:

Calculamos el plano que pasa por P y corta perpendicularmente a r:
20r—-2)—1y+2(z—1)=0; o bien 20 —y+22—-6=0

La interseccién de este plano con la recta es el punto @ de coordenadas:

r=242t

y=1-t 822
2 =2t = Q(3’3’3

20 —y+22—-6=0

—
El vector PQ es:

— (22 1
PQ=(%,2-=
© (3’3’ 3)

—
de forma que la recta buscada es (tomando como vector director 3PQ)):

1‘—2_g_z—1
2 2 -1
Ejercicio 5.

Calcula el valor de m para que las siguientes rectas sean coplanarias:

TR\ " r—1 'y  z+2
r:Q y=m+A S: =1 3
2=2+2\ N

Solucién:
Calculamos un punto y un vector director de cada recta:

r: P(3,m,2) )
st Q(1,0,—2) @(1,-1,3)

— —
Calculamos PQ = (—2, —m, —4) y aplicamos la condicién [PQ, i@, ] = 0:

-2 -m 4
-1 1 2/=-bm—-10=0 = m=-2
1 -1 3
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Ejercicio 6.

Dadas las rectas

r.{Qx—3y+z—2=O . ;:?:I_fﬁ
=3z +2y+2z+1=0 L — 249\

y el punto P(1,0,-5), calcula el dngulo que forma la recta r con el plano m, perpendicular a s que pasa
por P.

Solucion:

El plano 7 es perpendicular a la recta s. Su vector normal es el vector director de la recta s, es decir,
7 = (—2,1,2). El vector director de la recta r es:

-3 1 1 2 2 -3 L
S b e B e = emwrs
El dngulo que forman el plano y la recta es complementario del que forman sus vectores normal y director,
es decir:
o U0 8- (-2)+7-1+5-2 1 e a 163
no=|——|= = ~1,
|917] V1389 3V/138




7 EXAMEN DE RECUPERACION DE GEOMETRIA 19

7.

Examen de recuperacion de geometria

. Consideramos las dos rectas:

r+y+z+3=0 r+1 y+1lz+d
T S =
r—y—z—1=0 2 1 -2

Halla el valor de d para que las rectas se corten.

. Dados los planos:

m:dx+my+mz =26 y comr+y+z2+3=0

estudia su posicion relativa segin los valores de m.

. Halla la ecuacién del plano m que contienen a la recta r y es paralelo a la recta s siendo:

r=32—38 r—10 y—20 =z
T s = =
y=2z-—4 1 -1 1

. Halla la distancia de P(5,3,—4) al plano 7 : 2 + 3y — 2+ 5 = 0.
. Calcula la distancia del punto P(1,0,2) a la recta r : (2X, =X, 14+ ).

. Dadas las rectas:

x:;;)\ r—2 y z-—1
r = S ===
T 3 2 1

calcula:

a) La distancia entre las rectas.

b) La ecuacién de la perpendicular comin.
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8. Funciones

1. Dibuja la gréafica de las funciones y = 22, y = 2%, y = €%, y = Inz, y = senz e y = tg x:

Y Y
o X o X
Y Y
o X o X
Y Y
o X o X

2. Da dos definiciones de funcién continua.

3. Define los distintos tipos de discontinuidad que puede presentar una funcién.
4. Define asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

5. Haz una lista con los infinitésimos equivalentes que conozcas.

6. Enuncia los teoremas de Bolzano y Darboux.
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9. Limites y continuidad (1)

Ejercicio 1.
Define asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

Solucion:

1. Asintotas verticales:

x = xo asintota vertical de y = f(z) = lim f(z) =0

T—T0

2. Asintotas horizontales:

y = yo asintota horizontal de y = f(z) = lim f(z) =1y

T—00
3. Asintotas oblicuas:

y = ma + b asintota oblicua de y = f(zr) = lim (f(x) —max—0)=0

r—00

Ejercicio 2.
Obtén el valor de los siguientes limites:

322 —2 , r+1
P Gl

lim
z—oo Inx

)

Solucion:

o 3x2-2
lim =

o0
z—oo Inz

porque el infinito potencial es mayor que el infinito logaritmico.

T r+1 —00
im = — = -
z——00 2T 0

Se ha tenido en cuenta que la funcién exponencial tiende a cero cuando la variable tiende a —oo.

Ejercicio 3.

Halla los siguientes limites:

, 3z? x3 , 2 — 3
lim - —; lim ———
z—oo |z + 1 xz +1 T— —00 3(E2 +1
Solucion:

El primer limite es una indeterminacién del tipo co — oco. Hacemos la resta y nos quedamos con los
términos de mayor grado:

) 322 3 . 3?2+ 1) — 23 (z+ 1) .22t
lim ————| = lim =

Tr—00
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El segundo limite es una indeterminacién 2. Teniendo en cuenta los términos de mayor grado y que el
numerador tiene a —oo y el denominador a +oo:

T 2¢ — 3 i 2x i 2x 2
m ——= lim —= llm ——=—
r——00 /322 + 1 T——00 /32 T——00 \/g, /2 \/g

3 X
donde se ha tenido en cuenta que Nz

Ejercicio 4.

Calcula:
z+1
) 1 2z—3 ) 31’2 =
Solucion:

1 2x—3
lim <2+> =927 =0
T——00 x

El segundo limite es una indeterminacion del tipo 1°°:

i 32 Naz+l m 322 —2—-32%x+1 i 2@
w——o00 \ 2 + 3z2 2 a—-o00 24 3z2 2 e—-o002(24322)

Entonces, el limite es igual a e® = 1.

Ejercicio 5.
Calcula el siguiente limite:

T V2r 44—
m —
z—0 Jr+1-—1

Solucion:

Multiplicando y dividiendo por las expresiones conjugadas:

Hm\/W—Q — tw (V2r+4-2)V2r +4+2) (Vo +1+1)

=0 Vo +1-1 =0 (V2r+4+2)(Vr+1-1)(Vz+1+1)
2e+4-4H)(Vr+1+1)

220 (V2z T A+ 2) (@ +1-1)

. 2z(vao+1+1)

wﬁox(erQ)
2(Vr+1+1)

750 (V2z + 44 2)

= —:]_
4
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Ejercicio 6.

Halla el siguiente limite:

33:2 T—2
lim [ ———
z—2t \ 22 — 220 +4

Solucion:

i 3%2 :r,—27 E 007
e \ 22— 22+ 4 “\7) %

Ejercicio 7.
Estudia la continuidad de la funcion:

e* si x<0

fl)=1¢ 322+1 s O<az<l1
4+Inxr si x>1

Solucién:
Para x # 0 y  # 1 la funcién es continua porque estd definida mediante funciones continuas.

Para z = 0:
lim f(z) = h’r%e’” =e'=1

lim f(z) = ;11%(3;32 +1)=1

z—0t

Ambos limites coinciden ademds con el valor de la funciéon en x = 0, y por consiguiente, la funcién es
continua en ese punto.

Para z = 1:
lm f(z) = 111%(3x2 +1)=4
r—1— T—
Tlirél+ f(z) = 2%(4 +Ilnz) =4

Como en el caso anterior coinciden los limites con el valor de la funcién y ésta es continua.

Ejercicio 8.

Calcula los valores de a y b para que la siguiente funcion sea continua:

ax? + 2z si <1
flz)=< 422 +ar+b si 1<x<2
3xr+b si x>2

Solucién: Si f es continua deben coincidir los limites laterales en x =1y en z = 2.

Enx=1:
lim f(x):h'm+f(x) = h'ml(ax2+2:c):lfr111(4x2+ax+b) = a+2=4+a+b
rx—1— r—1 T— xr—

yb=-2

En z =2

lim f(z) = lim f(z) = 11’1112(4x2+aa:+b):1in12(3m+b) = 16+2a+b=6+b

T—2— z—2+
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y de esta igualdad se obtiene a = —5.

Ejercicio 9.
Demuestra que la ecuacion:
T +327 —204+1=0

tiene, al menos, una solucion real. Determina un intervalo de amplitud menor que 2 en el que se encuentre
la raiz.

Solucion:

Sea la funcién F(z) = 27 + 322 — 2z +1 continua para todo x. Esta funcién cambia de signo en el intervalo
[—2,0]:

F(=2)=(-2)"+3(-2)%-2(-2)+1<0; F0)=1>0

De acuerdo con el teorema de Bolzano, existe un ntimero £ € (—2,0) en donde la funcién F' se hace cero.
Este niimero es una solucién de la ecuacién propuesta.
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10. Limites y continuidad (2)

Ejercicio 1.

Halla los siguientes limites:

In(z2 +1
lm (2°—2%);  lim @D
r——+00 Tr— —00 x
Solucion:

i (27— o) = o0

porque el infinito exponencial es mayor que el infinito potencial.

2
lm In(z? + 1)

r——00 €T

=0

porque el infinito potencial es mayor que el infinito logaritmico.

Ejercicio 2.

Calcula los siguientes limites:

L, 3—2Vzt+1 z? -1 z?
Im —; m | — =
e——00 2t +1 e—too | o +2 22 +1
Solucion:

3—2Vrt4+1 ” —2vzt —2z2 =2 3

lim = lim —= lim —=—==
r——00 /2x4 41 z——00 /24 T——00 \/§x2 \/§
2 _q 3 2 ) (22 41)— 2)z3 —2g3
T [ S S PN e ICo ) el e ) P
r+2 2241 z—-+oo (x+2)(x%2+1) z—4o00 13

r——+00

Ejercicio 3.

Calcula los siguientes limites:

o fm—1\" o fom—2\* T
Iim ; lim
z——o0 \ 3x + 2 z—+4o00 \ 3 + 2z

Solucion:

2
2¢ —1\” 2\~
1If =(2) =0
e <3z+2) (3)

El segundo limite es una indeterminacion del tipo 1°°. Calculamos

2x — 2 2c —2—-3—2 — 1
lir_‘r_l (x 1) (x41)= lim x—?)a:(x+1): 1 M:_§
r— 100

3425 vt 3+ 2z ootoe 34 22 2

de forma que el limite es igual a e”2 = NEE
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Ejercicio 4.

Calcula:

,oa) 223 —3x2+1
lim
z—1 \ 323 —8x2 4+ Tx — 2

Solucion:

Se trata de un limite indeterminado del tlpo . Descomponemos en factores el numerador y el denominador
y simplificamos la fraccién:

223 — 322 + 1 (x—1)2(2z+1 2r + 1 \[
lim { = lim ¢{ m {/
V33 —8at t 7z —2 4 \/( 1)2(3x — 2 3z — V3

Ejercicio 5.
Calcula el limite:

3z
lim (| ——m—
a1 \22 —2+6

Solucion:

De nuevo es un limite indeterminado del tipo 1°°. Calculamos:

lim

r—1

2rx +4 _ 3z _ h,m2x+4—x2+x—6 3x
22— 4+6 z—1  z51 2 —2+6 z—1
. (2% + 32 —2)3z
= lim
lim —(x—1)(z —2)3z
r—1 (372 —x+ 6)(1‘ — 1)
—(z —2)3x

= 1 B —
xl—>ml(127x+6)
31
6 2

De forma que el limite es igual a ez = /e

Ejercicio 6.
Dada la funcion:

323 + 1522+ +5
z2 4+ 3z —10

fz) =

estudia su continuidad e indica el tipo de discontinuidad en los puntos en que no es continua.
Solucion:

Puesto que es una funcién racional (cociente de funciones polinémicas) es continua para todos los valores
de la variable salvo para los que anulan el denominador. El denominador se anula para x = 2 y x = —5.
estos son los puntos de discontinuidad.
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Para x = 2:

32 + 1522 +2+5 81
=— =00

fm
z—2 2243z —10 0

existe un punto de discontinuidad de salto infinito.
Para x = —5 el limite es indeterminado. Simplificamos la fraccién:

3z3 + 152 +x+5 . (3z?+1)(x+5) . 3z+1 76

s 2243210 aoss (z—2)(x 1 5)  e—os z_2 7

y, puesto que existe el limite se trata de una discontinuidad evitable.

Ejercicio 7.

Halla los valores de a y b para que la siguiente funcion sea continua:

3r —a si r<l1
flz)=< 222 +br+a si 1<x<2
3r+1 si x> 2

Solucion:

Para que f sea continua, los limites laterales en los extremos de los intervalos deben coincidir. Entonces:

lim f(z) = lim f(x) = 11'11113x—a:h'ml2x2+bx—|—a = 3-a=2+b+a

rz—1+ r—1—

De forma similar en z = 2:

lim f(z) = lim f(z) = 11'rr122x2+bx+a:1_1’11123m+1 = 8+4+2b4+a=7

r—2+ T—2~

resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones resulta a = 1, b = —1.

Ejercicio 8.
Demuestra que la ecuacion e 3% + 4z — 2 = 0 tiene, al menos, una solucién real en el intervalo (0,1).
Solucién:

Sea la funcién F(x) = e~3% +42 — 2, vamos a demostrar que esta funcién toma el valor cero en el intervalo
(0,1).

Esta funcion es continua por estar definida mediante funciones continuas. Ademas:
FO)=e"+4-0-2<0; F(l)=e34+4-2>0

Entonces, por el teorema de Bolzano, existe un punto £ del intervalo (0,1) en el que la funcién se hace
cero. £ es una solucién de la ecuacion.

Ejercicio 9.
Da dos definiciones de funcion continua en un punto.

Solucion:
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Una funcion es continua en un punto cuando el limite de la funcién en ese punto coincide con el valor de
la funcion.

La funcién es continua si a incrementos infinitesimales de la variable independiente corresponden incre-
mentos infinitesimales de la variable dependiente.

Ejercicio 10.

Define los distintos tipos de discontinuidad que puede presentar una funcion. Solucidn:

1. Discontinuidad evitable: existe el limite pero no coincide con el valor de la funcién.
2. Salto finito: existen los limites laterales pero no coinciden.

. Salto infinito: los limites laterales son infinitos.

- W

. Discontinuidad esencial: alguno de los limites laterales no existe ni es infinito.
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11. Derivadas

1. Define derivada, diferencial e interpreta geométricamente estos conceptos.
2. Enuncia los teoremas que relacionan las derivadas con el crecimiento y decrecimiento de una funcién.

Escribe las reglas de derivacién de sen u, cosu, tgu, arsenu, arcosu y artgu.

- W

Demuestra alguna regla de derivacién.

5. Enuncia el teorema de Rolle.
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12. Problema de optimizacion

1. De todos los conos de generatriz R calcula el radio de la base y la altura para que el volumen sea
maximo.

Figura 1: El cono y su desarrollo plano

2. El desarrollo plano del cono es un sector circular de radio R y angulo «.. Con el resultado obtenido
en el apartado anterior calcular o para que el volumen sea méximo.
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13. Derivadas

Ejercicio 1.
Obtener la ecuacion de la recta tangente a la curva:

_ dr -2
v= z(x? +1)
enxg=1
Solucién:

Calculamos la ordenada del punto:

4—2
:7:1
Yo 1.9

La derivada de la funcién es:

, Ax(z? 4 1) — (32% + 1) (4 — 2)
y = .%'2(1‘2 + 1)2

La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada en = = 1:

42-4.2

0
4

m
La recta que pasa por (1,1) y tiene pendiente cero es y = 1.
Ejercicio 2.

Calcular los siguientes limites:

. z2+senz . lnz
lim —————; lim
z—0 2 —senx z—too Hx

Solucioén:
Aplicando la regla de L"Hopital puesto que se trata de un limite indeterminado del tipo 0/0:

. z?+senz , 2x+coszx 1

Im ———=Ilim —— = — = -1

z—0 22 —senxr 2—02x —cosx  —1
El segundo limite es cero puesto que el infinito potencial del denominador es mayor que el infinito
logaritmico del numerador. No obstante es una indeterminacién co/oo y se puede resolver mediante la
regla de I'Hopital:

1
Inx = 1
lim — = lim - = lim =0
r— 400 x r— 400 %JIT T—+00 33

Ejercicio 3.

Hallar a y b para que la siguiente funcion sea continua:

—ax st x<—1
flz)=9 ar—b s —-1<z<l1
2x st x>1

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad.

Solucion:
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La funcién f es continua para todo z distinto de 1 y —1. Para estos valores deben coincidir los limites
por la derecha y por la izquierda de modo que:

lim f(z)= lim —ax=a

z——1" z——1 - o
h’m+f(x): Hmlaﬂf—bz—a—b — ag=-a—-b =— b %
rz——1 r— —

11’1111 f(z) = limlam—b:a—b }
ol T _ = a—-b=2
xlirrll+ f(z) = mlirgl 20 =2
Resolviendo el sistema b = —2a;a — b = 2 resulta a = %, b= %4

La funcién es continua para estos valores de a y b. Veamos si es derivable. La derivada para = distinto de
ly-les:

—a s r<-—1

flz)=4 a si —l<az<l1
2 si x>1

ye=-1")=-a¢ yl@=-1")=a

de forma que las derivadas por la derecha y por la izquierda no coinciden para a = % y la funcién no es
derivable. Lo mismo ocurre en & = 1:

Ejercicio 4.

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

y = 4arcos\/x; y=Invaz2—4 22 —3xy — 2% =4

Solucion:

-1 1
- (Var2vE
¢ Primero escribimos la funcién como:

1
y= 5111(3:2 —4)

oy =4

Ahora derivamos:

, 1 2z

V=5

¢ Derivamos la ecuacién implicita:
2¢ — 3y +3ay’) —2-2yy’' =0

Despejamos y':

, 2z —3y

“3xy —dyy = —22+3y = ¢ (-3x—4y)=-20+3y =— =
xy' — dyy x+ 3y y'(—3z — 4y) x4+ 3y V= 3y
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minimo

Figura 2: Representacién grafica de la funcion

Ejercicio 5.

Representa la funcion:

Solucion:

1. La funcién existe para todo x distinto de 1. No es simétrica y corta a los ejes en:

e’ 0
Y=am =% —_1; A(0,-1
=0 - Y 0_1 ) (Oa )
y:a:ejl
y:

Este 1ltimo sistema no tienen solucién puesto que e® es un niimero positivo.

2. Estudiemos las asintotas:

/. x 7 .

limz — 1.5 =00 = 1 =1 es asintota vertical

limz — 4005 =00 == no hay asintota horizontal en + oo
limzr — —oo-5 = = y = 0 es asintota horizontal en — oo

3. Estudiemos la derivada

, e(z—1)—e" e (z-2)

YT o T @

El numerador se anula en x = 2 y el denominador en x = 1. El signo de la derivada se resume en

el siguiente esquema:
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x € (—00,1) |y >0 Creciente
r=1 No existe la funcién. Asintota
ze(l,2) |y <0 Decreciente
x=2 y =0 Minimo
x € (2,00) |y >0 Creciente

El minimo est4 en el punto B(2,e?). La representacién grafica puede verse en la figura 2.

Ejercicio 6.

Enuncia y demuestra el teorema de Rolle.

34
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14. Segundo ejercicio de derivadas

Ejercicio 1.
(1 punto) Calcula la ecuacion de las tangentes a la curva y = x® —5x+6 paralelas a la recta v +y—1 = 0.
Solucién:

La recta x +y—1 = 0 tiene pendiente —1. Se trata de calcular la tangente a la curva que tenga pendiente
—1. Derivamos e igualamos a —1:

y=220-5=-1 = 2x=4 =— x=2

Ya tenemos la abscisa del punto de tangencia. La ordenada se obtiene sustituyendo z = 2 en la ecuacién
de la curva:

y=22-5-24+6=0
Escribimos la ecuacién de la tangente en el punto (2,0) que tiene pendiente —1:

y=(-1)(z—-2) o bien y=—x+2

Ejercicio 2.
(1 punto) Dada la funcion:

2 st x<0
flz)y=¢ z—2 s 0<z<2
2?2 —4 si oxz>2

estudiar la continuidad y derivabilidad.
Solucién:
Para x # 0 y « # 2 la funcién es continua.

Para x = 0:

My S =z =2
g, o) = Jimpm =2 = =2

por consiguiente la funciéon no es continua en z = 0.

En x=2:
lim f(z)=lmaz—2=0
T—2— T—2
4 Y 24—
Mg, S =i =4 =0

y la funcién es continua en x = 2.
Vamos a estudiar ahora la derivabilidad. Para x # 0 y & # 2 la funcién es derivable y su derivada vale:

0 si <0
flz)=X1 st 0<z<2
20 si x> 2

En z = 0 la funcién no es continua y por tanto no es derivable. En x = 2 la derivada por la izquierda es
1 y la derivada por la derecha es 4, por consiguiente, la funcién tampoco es derivable en x = 2.
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Ejercicio 3.

(1 punto) Calcula la derivada de las siguientes funciones:

14—5:1: sen 3
= In =
Y 2x + 3 4 z2
Solucion:
4—bx -5 2
= =1In(4 — 5x) — In(2 3 ' = —
y=hg g =ml=50)-hZr+3) = v =37 -5
sen 3z ,  cos3x-3-x2 —2zrsen3w
Yy = :I;2 — Yy = x4

Ejercicio 4.
(1 punto) Calcula los intervalos de concavidad y convezidad y los puntos de inflexion de la curva

y = 3zt + 823 — 62% — 24z

Solucién:
Calculamos las derivadas:
y' = 1223 + 242% — 122 — 24
y" = 3622 + 48z — 12
Estudiamos el signo de la segunda derivada. Las raices del polinomio son:

4448 —2+/12
3622 +482—12=0 = 32’442-3=0 = ax= : - ;

De forma que:

—2— /12
T € (—oo, ) y”’ >0: f convexa

3
T = _Z_T\/ﬁ y” = 0: punto de inflexién
x € <_2_3\/ﬁ,_22\/ﬁ> y”" <0: f céncava
T = _2%@ y” = 0: punto de inflexién
€ <_2+3\/ﬁ, oo) y”’ >0: f convexa

Ejercicio 5.
(8 puntos) Estudia y representa la funcidn:

241
4 — 2

Solucion:

= Dominio: todos los ntiimeros reales salvo -2 y 2 que anulan el denominador.
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= Simetria: la funcién tiene simetria par.
= Intersecciones con los ejes: (0, 1).
= Asintotas:
e Asintotas verticales: v = —2, x = 2.
e Asintota horizontal: y = —1.
= Monotonia:
;o 2z(d—a?) — (—22)(z*+1) 10z
v (4 — %) T @22y
El numerador se anula en x = 0 y el denominador en £ = —2 y = 2. Analizando el signo de 3’ se
tiene que:
x € (—00,—2) | ¥ <0 | funcién decreciente
r=-2 Asintota
x € (—2,0) | ¢ <0 | funcién decreciente
x=0 y' =0 | minimo en (0, 1)
z € (0,2) y' >0 | funcién creciente
=2 Asintota
x € (2,00) y' >0 | funcién creciente

Con estos datos puede representarse la funcién:

Ejercicio 6.

Figura 3:

(1 punto) Calcula los siguientes limites:

lim

z—0 3

Solucion:

T COST — senx

)

, 1
lim xT-=
rx—1
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Para calcular el primer limite puesto que es una indeterminacién del tipo co/oo y las funciones son
derivables, aplicamos la regla de I’'Hopital:

T COST — Senx . lcosz —xsenx — cosx . —xsenx o —x? 1
lim = lim 5 :11m72: m_— =—c
z—0 3 z—0 3z z—0 3 z—0 3T 3

En el dltimo paso hemos aplicado la equivalencia senx ~ x aunque podiamos haber vuelto a aplicar la
regla de I’Hopital.

El segundo limite es una indeterminacion del tipo 1°°. Aplicando la regla para este tipo de indetermina-
ciones se obtiene:

, 1 , _1)_1_ =Y _
lim 27— = lim @ V1= = lim eT=2 = ¢~}
r—1 r—1 r—1

Ejercicio 7.

(1 punto) Descomponer el nimero 36 en dos sumandos positivos de forma que el producto del primer
sumando por el cuadrado del seqgundo sea mdxima.

Solucién:
Sean los numeros = y 36 — x. la funcién que debe ser méxima es:
= 2%(36 — x) = 3622 — 23
derivando e igualando a cero:
y =T722-32"=0 = z=24
asi pues, los niimeros son 24 y 12.
Ejercicio 8.

(1 punto) Calcula a, b y ¢ para que la funcion:

fz) = 222 —axr si x <2
T\ bzx+c si o >2

cumpla las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo [0,4]. s Qué asegura el teorema en este caso?
Solucién:
La funcién ha de ser continua en [0,4]. Para que sea continua en z = 2:

xligl— flz) = mlighf(x) = iina2x2 —ax) = ilin br+c¢ = 8—2a=2b+c

Ademas, la funcién debe ser derivable en ese mismo punto. Puesto que

N | 4 —a si o xz<2
f(x)_{b siox>2

Para que coincidan las derivadas por la izquierda y por la derecha en = = 2 debe ocurrir que
fle)=r@2") = 8-a=bd
Finalmente, debe ocurrir que f(0) = f(4) por lo que 0 = 4b + ¢.

Resolviendo el sistema para a, b y ¢ se obtiene:

8—2a = 2b+c
8—a = b = a=6,b=2, c=-8
0 = 4b+ec

Puesto que se cumplen las tres hipétesis del teorema de Rolle en [0, 4] debe haber un punto £ € (0,4) tal

que f'(§) = 0.
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15. Tercer ejercicio de derivadas

1. Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién f:

4o + 8 r< -2
flx)=¢ 4—22 —2<z <2
4r — 8 T >2

2. Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

. 1
y = e3% cos x; y=-—"; y = artg —
x

3. Halla las tangentes a la curva

2x
rz—1

y =
paralelas a la recta 2z +y =0

4. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 423 — 222 — 10 en su punto de inflexién.

5. Calcula los siguientes limites:

) . 1—cos?(2x)
lim ; Im —=
z—0 T —senx z—0 3x2

artgr — x

6. Enuncia el teorema de Rolle. {Es posible asegurar, utilizando dicho teorema que la funcién
f(z) = sen(z?) + 2*
es tal que su derivada se anula en algun punto del intervalo (—1,1)7

7. Representa graficamente la siguiente funciéon estudiando el dominio, intersecciones con los ejes,
asintotas y monotonia:

22 =2z +2

y= x—1
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16. Primer examen de integrales

Ejercicio 1.
Calcula esta integral:

20 —
xi/‘%dx
x

Solucion:

2 — 2 ~3
/de/dm/mgdehlLﬂx 12 +C
x x —3

Ejercicio 2.

Calcula
1
/x—i— nx d
T
Solucion:
1 1 Inz)?
/1’Jr ny dxz/d:l:%—/flnxdx:I—FM—FC
T x 2

Ejercicio 3.

Calcula:

/(Jc2 +1)e® dx

Solucién:
Por partes:

u=24+1 ; du=2xdx
dv = e* dx v=2¢e"

/(m2+1)e””d:v:(z2+1)e“"7/ez~2xdx:(x2+1)ezf2/xe$dx

Integrando de nuevo por partes:

u=x ; du=dx
dv=e€e"dxr ; v=¢€"

/(x2 +1)e* dov = (2% + 1)e* — 2 <:ce“" - /em dz) = (22 +1)e” — 2ze” +2e" + C

que se puede escribir:

/(a:2 +1)e” dr = (2% — 22+ 3)e” + C

Ejercicio 4.

Resuelve la siguiente integral con el cambio de variable \/e* + 1 =t:

e2z
/ SLA "
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El cambio de variable es:

er 2v/e* + 1
ver+l=t = ——dor=dt = do=——dt
2v/e% +1 e*

Sustituyendo

2x 2x /T
/eid:c:/e—~ﬂdt:2/ewdt
NS i o

Escribamos ahora e* en funcion de ¢:
Ef+1=t> = e&=t2-1

de forma que

621
———dzx=2 [ (*=1)dt
/\/eﬂurl v /( )

t3
=2(—=—1 C

2
= g\/(e”’+1)3—2\/e$+1+0

Ejercicio 5.

Calcula la siguiente integral:

/(x— 1) cosz dx

Solucién:

Por partes:
u=x—1 ; du=dzx
dv=cosxdr ; v=senz

De modo que:

/(w—l)cosx dz = (x—l)senx—/senx dz = (z —1)senz + cosz + C

Ejercicio 6.
Halla la siguiente integral:
/ 22 —5x+9 p
——— dx
22 —5x+6

Solucion:

Como el grado del numerador es el mismo que el grado del denominador, lo primero es hacer la divisién:

2 —5r+9 3
T T e = 14—
/x2751’+6dx /( +x25x+6) da

Descomponemos en fracciones simples. Las raices del denominador son 2 y 3:

3 A B A(x—3)+ Bz —2)

= = = A=-3,B=3
2 —5x+6 r—2  z-3 (x —2)(z — 3) ’

Entonces:

3 3 3
I = 1— =x—31 -2 1 —
/x2—5x—|—6dx /< x_2—|—$_3) dr =z —3ln|z —2|4+3ln|z—3|+C
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Ejercicio 7.

Resuelve la siguiente integral:

/ 1
—— dx
2+ 22 +5

Solucion:

Puesto que el denominador no tiene raices:

1 1 1 z+1
s de= | _dr—catgt " 4O
/x2+2x+5 * /(m+1)2+22 T=garte Tyt

Ejercicio 8.

Halla el drea limitada por la pardbola y = x> — 7Tz + 6, el eje de abscisas y las rectas v =2 y x = 6.
Solucién:

La curva no corta al eje de abscisas en el intervalo (2, 6). Calculamos la integral.

6 3 2 6
56
2 T 46)dr=|= T 62| =——
/2(93 x4+ 6) dv 3 2+m2 3

El 4rea buscada es %

Ejercicio 9.

Calcula el drea limitada por la pardbola y = x* — 4z y la recta y = 3z — 6.
Solucién:

Los limites de la integral son las abscisas de los puntos de intersecciéon de las dos curvas:

— 2 _
yy_—q‘;x—%} = 2’—4dz=32-6 = ;=1 2,=6

Calculamos la integral de la diferencia de las dos funciones:

125

6 6
/(x2—4m—3x+6)d1‘:/(m2—7x+6)da¢: 5
1 1

. y 125
¥, por consiguiente, el drea buscada es =5>.
Ejercicio 10.

Dada la funcion:

F(z) = /01(1 + cos?t) dt

caleula F'(x).
Solucién:

Segun el Teorema Fundamental del Célculo Integral

F'(z) =1+4cos’z





