DETERMINANTES

Observacion: La mayoria de estos ejercicios se han propuesto en las pruebas de Selectividad, en los
distintos distritos universitarios espafioles.

2 3 4
1. Utiliza las propiedades de los determinantes para calcular el valorde 2 a+3 b+4| con
2 c¢+3 d+4
a,b,c,de R.
Solucién:
2 3 4 2 3 4

2 a+3 b+4=F2-F10 a b|=2(ad-bc).
2 c+3 d+4 F3-F10 ¢ d

2. Si B es una matriz cuadrada de dimensién 3 x 3 cuyo determinante vale 4, calcula el
determinante de 5B y el de B’

Solucién:
Por las propiedades de los determinantes se tiene:

. [5B|=5%B| = [5B|=5’4=500.
- |B’|=|Bl{B|=44=16.

3. Se sabe que el determinante de una matriz cuadrada A vale —1 y que el determinante de la
matriz 2 - A vale —16. ;Cuadl es el orden de la matriz A?
Solucién:

Se sabe que|k-A| = k"|A
Por tanto, como:
2-A|=2"|A|=-16=2"-(-1) = n=4.

La matriz sera de orden 4.

, para A una matriz de orden n.

4. Si B es la matriz inversa de A y det(A) = 5, ;cudnto vale det(B), el determinante de B?
Solucion:

Se sabe que|A-B| = |A||B| , para A y B matrices del mismo orden.

Por tanto, como:

1
1= | =[a-5|=| A5l =5{8] = [p]=L.



5. Demuestre, sin utilizar la regla de Sarrus y sin desarrollar directamente por una fila y/o
columna, que

x x+1 x+2
x x+3 x+4=0
x x+5 x+6

Indique en cada paso qué propiedad (o propiedades) de los determinantes se estd utilizando.

Solucion:
Restando la fila 1* a la segunda y tercera:
x x+1 x+2 x x+1 x+2

x x+3 x+4=F2-F110 2 2 | =0, pues la segunda y tercera fila son
x x+5 x+6 F3-F1/0 4 4

proporcionales.

1 1 1
6. Sabiendo que |[a b c¢| =6, calcule, sin utilizar la regla de Sarrus, el valor del siguiente
X y z
determinante, indicando en cada paso qué propiedad (o propiedades) de los determinantes se
esta utilizando.
5 5 5
a b c
430 24+3b Z43c
2 2 2

Solucion:

5 5 5 5 5 5 . 1 1 1 .

a b c = a b c :S-Ea b c:5-5-6:15
X430 2430 L43d F3-3F212 2 L Xy z
2 2 2 2 2 2



1 2 3
7.Sealamatriz A={1 4 9
1 8 27

Sea B la matriz que resulta al realizar en A las siguientes transformaciones: primero se
multiplica A por si misma, después se cambian de lugar la fila segunda y la tercera y
finalmente se multiplican todos los elementos de la segunda columna por —2. Calcular el
determinante de la matriz B, usando para ello las propiedades de los determinantes.

Solucién:
Las transformaciones y el resultado de hacer el determinante en cada caso son:

1. A-A = |aA=|A]
2°. Se cambian dos filas, luego el determinante cambia de signo = — |A|2

3°. Se multiplica una columna por —2, luego el determinante queda multiplicado por -2 =
2| )2l

12 3
Como [A|=]l 4 9|=1(427-98)-2(27-9)+38-4) =12,
1 8 27

se tendrd que |B| =212% =288

8. Se considera la matriz

S = O
= 8 O O

= O ® =

0 1

a) Resolver la ecuacion det(A) = 0.
b) (En qué casos admite inversa la matriz A?

Solucion:
1 0 0 x 1 0 0 x
0 x 0 x F2-FI-1 x 0 O

a) |A|: = =
1 0 x O 1 0 x O
01 x x F4-F1-1 1 x O
-1 x O

=—-x1 0 x :—x(x—x-Zx):xz(Zx—l)
-1 1 x

Luego:

|A=0 = x’(2x-1)=0 = x=006x=1/2.

b) La matriz A admite inversa siempre que = x # 0y x #1/2.



x 1 1 1
1 x 1 1
9. Sea P(x)= .
3 3 x 3
3 3 3 «x

Halla dos raices de este polinomio de grado cuatro.

Solucién:
Aplicando transformaciones se tiene:
x 1 1 1 X 1 1 1
1 x 1 1| F2-Fll-x x-1 O 0
P(x) = = =
3 3 x 3 3 3 X 3

3 3 3 x F4-F3/ 0 0 3-x x-3
(Sumando la primera columna a la segunda; y la cuarta a la tercera)
x 1+x 2

1
I-x O 0 0

3 6 x+3 3

0 0 0 x-3
(Desarrollando por la segunda fila)

l+x 2 1
=—(1-x) 6 x+3 3 |=-(1-0x-3)[A+x)(x+3)-12].
0 0 x-3

Como se trata de dar dos raices, basta con observar que P(x) =0 cuandox =10 x =3.

Nota: No es necesario desarrollar el determinante de forma completa, ni tampoco haber hecho
las trasformaciones que hemos indicado. Bastaria con observar que six=1o0x=3el
determinante tendria dos filas iguales y, por tanto, su valor seria 0.

10. Obtener, en funcién de a, b y c, el determinante de la matriz
1 1 1 1

4 111
I 1+b 1 1
L1 l+c 1

Solucién:
Restando la primera fila a todas las demds se tiene:

1 1 11 11 1
fi+a 1 1 1 F2-Flla 0 0
4= 1 1+b 1 1 F3-F10 b 0
1 1 1+c 1| F4-F1)0 0 ¢

S O O =

Desarrollando por la cuarta columna: |A| =—-ab-c



11. Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Si sabemos que el determinante de la matriz 2A es I12Al = 8, ;cudnto vale el determinante de
A? Escribe la propiedad de los determinantes que hayas usado para obtener este valor.

b) Calcula para qué valores de x se cumple que 12Al = 8, siendo A la matriz

X 1 1
A=|x+1 2 2
X 2—x 1

Solucién:
a) Propiedad: Si A es una matriz cuadrada de orden n se cumple que |kA| =k" A| .

kA| = k3|A| . Por tanto, |2A| = 23|A| = 8|A| ; y como |2A| =8 =

Luego, si A es de orden 3,

|4 =1.
X 1 1 X 1 1

b)Si A=[x+1 2 2| paraque |A|=[x+1 2 2=1=
x 2-x 1 x 2-x 1

¥ =2x+1=1= x(x—2)=0=>x=00 x=2.

a b ¢ Sa —-5b 5c
12. Supuestoque |S 0 10|=1, calcula el valor del siguiente determinante | 1 0 2.
I 1 1 I -1 1
Solucién:
Utilizando las propiedades de los determinantes se tiene:
Sa —5b 5c a -b c
1 0 2| =(seextrae el factor 5 de la primera fila) = 5|1 0 2| =
1 -1 1 1 -1 1
a —-b c

= (se introduce el S en lasegunda fila)=|5 0 10 =
I -1 1

= (se extrae el factor —1 de la segunda columna) = —|5 0 10/=-1




13. Considera A = [g ] , siendo a un numero real.

—da

0 20

b) Calcula en funci6n de a, los determinantes de 2A y A’, siendo A’ la traspuesta de A.
c) ¢ Existe algin valor de a para el que la matriz A sea simétrica? Razona la respuesta.

12 -1
a) Calcula el valor de A*> — A = [ ] .

Solucioén:

) 12 -1 12 -1
a) A~ A= & AA-I)= &
0 20 0 20

a 1 Ya-1 1 12 -1 at—a -1 12 -1
= = =1 = =
0 —a)l 0 -a-1 0 20 0 a’+a 0 20
at—-a=12 a=4;, a=-3
=2 =
a’+a=20 a=4;, a=-5
La tnica solucién comun es a = 4.

b) 24| = ; ‘:—4612 |A'| =

2a
0 —-2a

1
c) Es evidente que no, pues A = [g J * (
a



x+2 4 6 3y+5 7 12
14. Dadas las matrices B(x)=|2x+3 3 6|y C(y)=|2y+3 3 6
4x+4 2 6 3y+4 2 6

a) Calcular el determinante de la matriz 3B(x) y obtener el valor de x para el que dicho

determinante vale 162. (1,8 puntos).
b) Demostrar que la matriz C(y) no tiene inversa para ningtn valor real de y. (1,5 puntos).

Solucion:
a) Haciendo transformaciones de Gauss se tiene:

x+2 4 6 x+2 4 6
|B(x)|: 2x+3 3 6= F2-F1|x+1 —1 0 =(desarrollando por la tercera
4x+4 2 6| F3-F2p3x+2 -2 0
columna) = 6[-2(x+1) — (-1)(3x+2)| = 6.

Como la matriz B es de dimensién 3 = |3B(x)| = 33|B(x)| =27-6x=162x.
Si se desea que |3B(x)| =162, entonces x = 1.

b) Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale 0. Por tanto, habrd que ver que
IC(y)|=0.
En efecto, aplicando las propiedades de los determinantes:

3y+5 7 12| F1-2F3|-3y-3 3 0O

|C(y)|=2y+3 3 6|=F2-F3|-y—-1 1 0] =(sacando factor comtn 3 de la
3y+4 2 6 3y+4 2 6
-y—-1 1 0
primera fila) = 3{—y—1 1 0| =0, pues tiene dos filas iguales.
3y+4 2 6



0 oo B 1 k t
15.Sean A={0 0 a|yB=|0 1 %k
0 0 O 0 0 1

a) Estudiar para qué valores de o y 3 la matriz A tiene inversa.

b) Calcular A’
¢) Hallar la matriz inversa de B.

Solucién:
a) La matriz A no tiene inversa en ningtn caso, pues su determinante siempre vale 0.

0 a B
b)A2=00

=

=

o o o

S R
1]

o o o

= A’

OOOOQ

0 o

0 O

0 O

B 0
] :

0

c o R ocog

0 0 0 0 0O
0 0 0|=>A=[0 0 0
0 00 0 00

oS O O

TN

S o R
S R

t
I~ siendo (Bl.j) la matriz

¢) La matriz B tiene inversa, pues |B| =1.Suinversaes B =

B
de los adjuntos de B.
1 0 O

Esta matriz de los adjuntos es: B, =| —k 1 0].

k*—t —k 1

. 1 -k k*-t
(B;)

Luego, B =10 -k



a 4+3a

16. Hallar para qué valores de a es inversible la matriz A = [1 ] y calcular la inversa

a

para a =0.

Solucién:
Para que una matriz sea inversible es necesario que su determinante sea distinto de 0. Por

tanto, como

a 4+3a ,
=a - -3a-4=0=a=-1o0a=4,

1 a
la matriz A serd inversible para todo valorde a # -1y 4.

0 4
Para a =0, la matriz queda: A = (1 Oj .

0 -1
La matriz de sus adjuntos es: A, :( 10 j

A 0 -4 0 1
Luego, su inversaes A~ = (4,) =L =
|A| -4{-1 O 1/4 0




17. a) Sean F), F», F; las filas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz
cuadrada M de orden 3, con det(M) = —2. Calcula el valor del determinante que tiene por filas
F1 — Fz, 2F1, F2 + F3.

11
b) Dada la matriz C = [2 J , halla dos matrices X e ¥ que verifiquen:

X+y'=C
{X -y'=C
siendo C'la matriz traspuesta de C.
Solucién:
Utilizando las propiedades de los determinantes se tiene:
F - F, F - F, -5
2F, | =2 F, |=(alafilalselerestalafila2)=2 F |=
F,+F| R +E F, + 1,
- F, F,
=(alafila3selesumalafilal)=2 F, | = -2|F| =
F3 F3
8
= (se cambia la fila 2 por la fila 1) = +2|F,| = 2-(-2) =4
F

1 11 (12 2 3
by | XY =C L Gumando) = 2X =C 4" = + — 2X =
X-y'l= 2 1 11 3
1 3/2
= X =
[3/2 1}

{X+Y_11=C — (restando) = 2Y’l:C—C’:(1 1}—(1 2}2(0 _1J:>
X-Yy = 21 11
4 0 -1/2
! :(1/2 0 j
Haciendo la inversa:
Y:L( 0 1/2}2(0 2}
1/4\-1/2 0 -2 0

(La matriz inversa de A viene dada por A~ =

t
i

Al

, siendo (Aij )la matriz de los adjuntos de

A)



18. a) Definicién de rango de una matriz.
b) Calcular el rango de A segtn los valores del pardmetro k.

1 3 3 1
A=k k 3 -1
-1 33 0

b) Estudiar si podemos formar una base de R? con las columnas de A segun los valores del
pardmetro k. Indique con qué columnas.

Solucion:
a) Rango de una matriz es el niimero de filas (o de columnas) que esa matriz tiene linealmente
independientes. El rango es también el orden del mayor menor no nulo de esa matriz

b) Vamos a calcular el rango por menores; para facilitar el trabajo transformamos la matriz
inicial.

A la columna 17 le restaremos la columna 4*: C1 — C4

A la columna 2*: C2 - 3C4

A la columna 3% C3 - 3C4

1 3 3 1 0 0 0 1
A=k k 3 -1|— |k+1 k+3 6 -1
-1 33 0 -1 3 3 -1

Obviamente hay menores de orden 2 que son distintos de cero. Por ejemplo

1
1‘ . Luego el

rango, es mayor o igual que 2.

Veamos los menores de orden 3:

0 0 1
k+1 6 -1 =3k+9,queesnulosik=3;
-1 3 -1
0 0 1
k+3 6 —1=3k—-9,quevaleOsik=-3
3 3 -1

Por tanto, el rango de A siempre serd 3. (Si k = 3, el 2° menor es distinto de cero; si k =3, el
primer menor es distinto de cero; si k # 3, ambos menores son no nulos.)

A partir de la respuesta anterior podemos dar dos soluciones.
1.2 Si k # 3, las columnas 17, 3* y 4* forman base de R>.
2.2 Si k # -3, las columnas 2%, 3* y 4* forman base de R>.

Nota. Puede verse que hay otra posibilidad: con las columnas 17, 2% y 4% si k #—3/2.
(No es posible formar base con las columnas 1%, 2* y 3%.)



A1 0
19. Calcula el rango de la matriz A=| -1 2A -2 | en funcién del parametro A € R.
I -1 2

(Para qué valores del pardametro A € R tiene inversa la matriz A? (No se pide hallarla.)

Solucion:
Si se suma la fila 2% a la 3?,
A1 0 A 1 0
A=[-1 20 =2| —- |—-1 2A =2
1 -1 2 0 2A2-1 0
A 1 0
Haciendo el determinante se tiene: |—1 24  —2/=2A2A-1)
0 2A-1 0
Por tanto:
e SiA#0y 1/2, el rango de A es 3, pues |A| £0.
1
e SiA=0,elrango es A es 2, pues el menor 0 #0.
. 1/2 1
e SiA=1/2, el rango es A es 2, pues el menor #0

En consecuencia, y como una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de 0, la
matriz A tendrd inversa para todo valorde A # 0y 1/2.



20. a) Calcula el rango de la matriz A, segun los valores del pardmetro a

1 2 3 a
A=2 4 6 8
36 9 12

b) Escribe las propiedades del rango que hayas usado.

Solucién:

a) Definicién. Rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo; y es igual al nimero
de filas linealmente independiente de la matriz. También es igual al nimero de columnas
linealmente independientes de dicha matriz.

Como puede observarse la tercera fila de la matriz A es proporcional a la segunda:

F3= %F 2 ; por tanto puede suprimirse para el calculo del rango.

1 2 3 a
1 2 3 a
Estoes, rango(A)=r/2 4 6 8 |=r .
2 4 6 8
36 9 12

Ahora vemos que los menores que se forman con las tres primeras columnas son nulos, pues
ambas columnas son proporcionales.

Formamos un menor de orden 2 con la cuarta columna.

Como

3

‘6 Z =24 —6a = Valdra 0 cuando a = 4; y serd distinto de 0 si a # 4.
Por tanto:

Sia #4 el rango de A es 2.

Sia=4elrangoes 1.

b) Se han ido indicando en el apartado a).



21. Discutir, en funcién del nimero real m, el rango de la matriz

2 1 m
A=|1+m 2 3
-2 -1 2
Solucioén:
Haciendo su determinante se tiene:
2 1 m
|Al=[l+m 2 3|=-m’+m+6=—(m-3)(m+2)
-2 -1 2
Por tanto:

Sim+#-2y 3, como |A| #0, el rango de A es 3.

2 1 =2
Sim =-2, se tiene que |A| =0ylamatriz A=| -1 2 3 | tendrd rango 2. (Puede verse
-2 -1 2
que tiene un menor de orden 2 no nulo.)
2 1 3
Sim=3, |A| =0ylamatriz A=| 4 2 3|, que tiene rango 2 pues varios menores de
-2 -1 2

orden 2 son distintos de 0.



22. Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica XA®? + BA= A*, siendo

0O 0 -1 0 0o -2
A=l 0 -1 0|yB=|0 -2 0

-1 0 O -2 0 0
Solucioén:

Se despeja la matriz X:

XA’+BA=A" => XA>=A-BA = (XA?)A" A" =(A>-BA)A" A =

= X=1-BA"'
Calculo de lainversade A: A™' = % .
0 0 -1
Como |A|=l,y1amatriz de los adjuntosesA; =| 0 -1 O
-1 0 O
0o 0 -1
Lainversaes: A" =] 0 -1 0
-1 0 O
Por tanto:
1 00 0O 0 -2y0 0 -1
X:IBAI:{O 1 0|-|0 -2 OO0 -1 O0]=
00 -2 0 O0)f-1 0 O
1 00 2 00 -1 0 O
=0 1 0|—-|0 2 0|=]0 -1 O
0 0 1 0 0 2 0 0 -1



23. Calcular el rango de la matriz A segin los diferentes valores del pardmetro real a:
2 0 a 2
A=|-1 0 -1 3|,
5 a+4 -4 -3

Solucién:
Cdlculo del rango por menores.

El rango al menos es 2, pues el menor

3
‘=15¢0.
3

Veamos qué debe pasar para que sea 3. Para ello estudiamos los menores de orden 3.

2 0 a
El menor A, =|-1 0 —l|l=—(a+4)(a-2)=0sia=—-40a=2.
5 a+4 -4
0 a 2
El menor A, =| 0 -1 3|=@+4)Ba+2)=0sia=—-40a=-2/3.
a+4 -4 -3

En consecuencia:
» Sia=-4todos los menores de orden 3 son nulos, y el rango de A = 2.
» Sia# —4 alglin menor de orden 3 es distinto de 0 = el rango de A = 3.

24. Determina una matriz A simétrica (A coincide con su traspuesta) sabiendo que:

et (A) = 7 Az 6) (-4 -12
t(h)=-Ty -1 -3/ {1 3

Solucion:
Sea A la matriz simétrica:A:(a iJ.Conesto: ¢ Czac—b2:—7.
El producto
a b2 6) (-4 -12 2a=b 6a-3b) (-4 -12
[b J(q —3)‘(1 3 J - (Zb—c 6b—3cj_(1 3)
Se tiene:
2a—b=—-4 a=-2+b/2
2b-c=1 - c=2b-1 — (2+b/2)2b-1)-b*=-7
ac—b* =7 ac—b* =7

De donde: b=2; a=-1, ¢=3.

-1 2
La matriz pedidaes: A= ( 5 3} .



1 -1
25. Se considera la matriz A = [1 A ] .

a) Determina la matriz B = AT -2A.
b) Determina los valores de A para los que la matriz B tiene inversa.

¢) Calcula B™' parai=1.

Solucion:
) 1 —-1Yy1 -1 1 -1 0 —-1-A 2 =2
a) B=A"-2A = —) = > |- —
1 A A1 A 1 A 1+A —1+A 2 2\
B -2 1-A
S T N, ) Wiy v

b) Para que la matriz B tenga inversa es necesario y suficiente que su determinante sea
distinto de 0.

-2 1-A
B|= =\ +2A0+3.
1 ‘—1+x —1-2A+ X
+.4/ 3
Como—k2+2k+3:0sik:2_216={ , para los valores de A #—1 y 3 la matriz B

tendra inversa.

-2 0
SiA=1, B= .
0 -2

t 1 0

B, -2 0 Y

Su inversa, B™! :i:l = 2
B| 4L0 -2



01 2 012 3
26. Sean las matrices A=|1 0 2|y B=|1 0 2 2
1 a 1 1 a 1 1+a

a) Estudia, en funcién de a, el rango de las matrices A y B. (1 punto)
b) Calcula, para a = —1, la matriz X que verifica A-X = B. (1,5 puntos)

Solucién:
a) Como sabemos, el rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo. También es

igual al nimero de filas o columnas que dicha matriz tiene linealmente independientes. Por
tanto, en los dos casos, el rango no puede ser mayor que 3.

1
El rango es mayor o igual que 2, pues el menor 0‘ =-1#0.
Para ver si puede ser 3 hacemos su determinante.
0 1 2
A=l 0 2/=1+2a = |A| =0cuandoa=-1/2
1 a 1

Por tanto: si a #—1/2, el rango de A es 3; y si a =—1/2, su rango es 2.

Como la matriz B es una ampliacion de la matriz A, consideramos otro de los menores de

02 3
orden 3, |M | =1 2 2 |=-2(a—1)—3=-1-2a. Este menor también se anula para a =
1 1 1+a

—1/2.
En consecuencia: si a #—1/2, el rango de B es 3; y si a = —1/2, su rango es 2.
Nota: Podria observarse que C4 = C2 + C3.

0 1 2
b) Paraa=-1, A=|{1 0 2|y |A| =—1. Como |A| # 0, la matriz A tiene inversa. En
I -1 1
consecuencia: A X =B < X =A"'B.
La matriz inversa viene dada por A~ = Ay) , siendo (AU la matriz de los adjuntos de A, que
2 1 -1
es:A; =| -3 -2 1 |.Luego Al =| -1 J
2 2 -1 1 -
-2 3 =2Y0 1 2 3 1 000
Por tanto, X =|{ -1 2 -2|1 0 2 2|=/0 1 0 1
1 -1 1 A1 -1 1 O 0 011



a b
27. A cada matriz A = [ dJ se le asocia el polinomio p(x) = x>+ (a+d)x+ |A , donde |A|
c

indica el determinante de A. Diremos que p(x) es el polinomio caracteristico de la matriz A.
Se pide:

a) Encontrar una matriz que tenga como polinomio caracteristico p(x) = x> + x+1. ;Cudntas
matrices hay con ese mismo polinomio caracteristico?

b) Si A tiene inversa, demostrar que el polinomio caracteristico de la inversa, A™', es

_p_atd 1
p(x)=x |A| X+ |A| .
Solucioén:

Observacion:

De la lectura del enunciado se deduce que al escribir el polinomio caracteristico se ha debido
cometer un error (una errata), pues por definicién

a—x b
d—x
Luego p(x)=x’ —(a+d)x+|A|.

p(x) = == (a—x)(d-x)—bc=x"—(a+d)x+ad —bc

(Por tanto, en el enunciado se ha cambiado un signo. Este hecho no varia la respuesta del
apartado a); en cambio, en el apartado b) descubririamos que algo falla. Nosotros partimos del
polinomio caracteristico correcto.)

a+d=-1
a)Si p(x)=x"+x+1 = { dbel Este sistema tiene infinitas soluciones, pero por
ad —bc =

tanteo se puede hallar una de ellas. Esel casode:a=1,d=-2,b=1y c=-3.

1 1
Por tanto, la matriz pedidaes A = [ 3 2} .

. a by . . . L 1(d -b) (dlA -blA
b)Si A= tiene inversa, su inversaes A~ = — = .
c d A\=c a ) \-c/A] allA

Por tanto, su polinomio caracteristico serd:

, | d | a 4 , a+d 1
= _ — 4 — A — —
p(x)=x (|A| + |A|Jx+‘ ‘ X

ZE



28. Dadas las matrices

s L) )

a) Comprobar que det(A?) = (det(A)) y que det(A + I) = det(A) + det(J).

b) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ;Se puede asegurar que cumple que
det(M?) = (det(M))*?

Razonar la respuesta.

¢) Encontrar todas las matrices cuadradas M, de orden 2, tales que
det(M + I) = det(M) + det(])

Solucion:

, (3 1Y3 1 10 )
w A= o e )7, | = de@d=1

Por otra parte, det(A) = -9 + 8 = —1. Por tanto, (det(A))2 = (—1)2 =1.

Luego, det(A%) = (det(A))
4 1
A+I:( g 2] =>detA+H)=-8+8=0

Por otra parte, det(A) + det(/) =—1 + 1 = 0. Por tanto, det(A + I) = det(A) + det(J).

b) Es una propiedad general. Si A y B son matrices cuadradas de la misma dimension,
entonces det(A - B) = det(A) - det(B).
En particular, det(M?) = det (M - M) = det(M) - det(M) = (det(M))*

b
También puede demostrase tomando M = (a dJ .
c

b b 2
Por una parte: M 2= - 4 = ¢ the ab+ béj , siendo su determinante:
c dlc d catcd cb+d

M?|=a’cb+a’d® +b°c’ +bed” —a’be - abed —abed —bed® = a*d” —2abed +bc”
Por otra parte: |M|2 =(ad —bc)* =a*d* —2abcd +b*c*.
Evidentemente, coinciden

\ a b a+l b
c)Si M= =>M+1= =S detM+H=ad+a+d+1-cb
c d c d+1

Por otra parte: det(M) + det(l) = ad —cb+1
Luego, para que det(M + I) = det(M) + det(/) es necesarioque a + d=0 = d=—

b
Las matrices M buscadas son de la forma: M = (a j
c —a



29. Se considera el conjunto M de matrices de ndmeros reales de la forma

-b
[a J con a’+b>=1
b a

Demostrar que tienen inversa y calcularla (4 puntos). Demostrar también que, si se
multiplican dos matrices de M, se obtiene una matriz de M (6 puntos).

Solucioén:
Una matriz cuadrada tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero.

a —_ b a - b 2 2 . .
Sea A= b ; COomo b =a~ +b” =1, lamatriz A tendr4 inversa.

a a

a —b
La matriz de los adjuntos es: A; = ( j

b a
Luego, A~ = ﬂ - b
’ |A| -b a

c

e a —-b)(c -—-d 3 ac—bd —ad—bc
b a)\d ¢ ) \bectad -bd+ac

que evidentemente es una matriz de M.

c
Si B es otra matrizde M, B = (d J , Se tiene:



1 -1 3 1 O
30. Dadas las matrices A=|—-1 0 -=-3|,B=|-1 2|y C=
-1 2 1 0 1

a) Halla la inversa de A — BC.
b) Resuelve la ecuacién matricial AX — BCX = A.

Solucion:
a)
1 0 o -1 2
0o -1 2
BC=|-1 2| =|—-4 -4
-2 1 -1
0 1 -2 -1
1

A-BC=-1 0 -3(-|-4 3 -4
-1 2 1 -2 1 -1

det (A —BC) =1

-7 =5 6
Adj(A-BCO)=| 1 1 -1
3 2 =3
Luego,
7 -1 -3
(A-BO)'=| 5 -1 -2
-6 1 3
b)
AX—BCX:A:>(A—BC)X:A:X:(A—BC)_I-A
Esto es,

7 -1 -3 1 -1 3 11 =13 21
X=5 -1 =-2/4-1 0 -=-3|=| 8 -9 16
-6 1 3 -1 2 1 -10 12 -18



3 02 2
31. Dadas las matrices A=|0 0 1|y B=|1
010 0

a) Halla paso a paso la inversa de la matriz A.
b) Calcula la matriz X que verifique la ecuaciéon AX = B.

Solucion:
a) El determinante de A vale, |A| =-3

-1 0 0
La matriz de los adjuntos es: (Aij ): 2 0 -3/
0 -3 0

-1 2 0 1/3 -2/3
Luego A™' = =—|0 0 =-3|=|0 0
0 -3 0 0 1

1/3 =2/3 0Y2
b) AX=B = X=A"B = X=| 0 0 1|1]=
0 1 o)\o

[u—



a 0O b O

. b+1 a 0 O
32.S51 A=

b+1 0 a

0 0O a b

a) Probar que para cualquier valor de a y b, rango A > 2.
b) Determinar un par de valores reales de a y b para los cuales sea rango A = 3 y otro par de
valores de a y b de forma que rango A = 4.

Solucion:
a) Tomamos los menores:
a O ) b b+1 a 4
Ml1= =a"; M2= =bb+1); M3= =b+1
b+1 a b+1 0 0 b+l

Sia#0,M1#0 = r(A) >2.
Sia=0yb=0,M3%0 = r(A) =22.
Sia=0yb=-1,M2#0 = 1r(A)=2.

Por tanto, el rango de A siempre es mayor o igual a 2.

a 0 b O
b+1 0 0

b |4 = . = —a* +D (b +1)°
0 b+l 0 a
0 0 a b

El rango A =3 si |A| = 0 y algin menor de orden 3 es distinto de 0.
Al=0= —a*+b°(b+1)*=0 = a* =b>(b+1)’
= a’*=bb+1) (hay maés soluciones).
Haciendob=1 = a=+42; (otro par de valores puede ser: b=-2y a = +2 ).

2 0 1 0
Una posibilidadesb=1y a=+2 = A= 2 V2 0 0 , siendo |A|=0
0 2 0 2
0 0 2 1
V20 1
Comoel menor Md=|2 2 0=4 = r(A)=3
0 2 0

Para que r(A) = 4 es necesario que |A| #0,que secumplesia=0yb=1.





