Calcula el dominio y recorrido de las siguientes funciones exponenciales

a) f(x) =e*¥™°

N x

b) g(x)=2

Solucion:
a) D(f) = R; R() = R*

b) D(9) = R; R(g) =R*

— 2 i
Dada la funcién f(x)={‘2x X3 2: ii;,halla lim f(x) lim f(x). ¢Cuanto vale Iimzf(x)?
- X =27 x 2% X -

Solucion:
. T 2
lim £ (x) = lim (5-x?)

im £(x) = im (2x -3) i
x 2" X

=1
17 limf(x)=1

Dada la funcion:
_ X +2
XZ+x =2
a) Justificar que es continua en todo R, excepto en X=-2yx=1.
b) Averiguar si tiene limite en  x = -2, y, en caso afirmativo, cuanto vale.
Lo mismoen x =4,

Solucion:
a) La funcion es un cociente de dos polinomios, luego es continua en todo R, excepto en los puntos que anulan al
denominador: x> +x-2=0 = x=-2 y x=1.

b) La funcién se puede escribir de la forma:
_ X+2
T2
En los puntos en los que x distinto de -2 se cancela el factor x + 2 y queda :
1
Y= x-1
y como:
1 1

im —=-=
x-2x-1 3

resulta que la funcion tiene limite en x = -2, y éste vale —% .
En x = 4 la funcién es continua, como vimos en el apartado a, por lo tanto en este punto existe limite y es igual a f(4)

1
5



Estudiar la continuidad de la funcién:

(x-3)Ln(x*-x -6) si x 23 y x #-2
f(x)={0 si x=3
5 si x=-2

Solucion:

Como la funcién logaritmo neperiano solamente esta definida para valores positivos, el dominio de definicién de la
funcién f(x) es (-, -2] O [3, =) ya que:

X2-Xx-6=(X+2)(x-3)<0six 0O (-2, 3)

Como las funciones polindmicas y la funcién logaritmica son funciones continuas resulta que f(x) también sera otra
funcion continua.

Unicamente falta por estudiar la continuidad en los puntos x = -2 y x = 3.
lim f(x)= lim (x=3)n(x? ~x -6) =0 2 (~2)
X =27 X =27

La funcién no es continua en x = -2.

lim x -3 In(x2-x-6)= lim (x-3)Inx =3+ lim x-3In(x +2)= lim (x-3)In(x -3)=0
x »=3" x - -3% x »-3"

x--3%
ya que la funcién potencial tiende méas rdpidamente hacia cero que la funcion logaritmica hacia infinito.
Por ser f(3) = 0 la funcidn es continua en x = 3.

Dada la funcién:

x? si x <0
f(x)={ax+b si 0sx<1
2 si x21

hallar ay b para que la funcién sea continua.

Solucion:
Por tratarse de funciones polindmicas, sélo hay duda de la continuidad en x = 0 y x = 1, que son los puntos en los
que cambia la forma de la funcion.

lim f(x)= lim x2=0

lim #(x) = lim (ax+b) =b
F(g)za[mjéozb
la funcion serd continuaen x =0sib =0.

lim f(x)=lim(ax+b)=a+b

X1 X1

lim f(x)=lim2=2
x 1" x 1"
f1)=2

la funcion sera continuaenx=1si a+b=2 = a=2.



¢,Cudles de las siguientes funciones son continuas en un entorno del punto cero?

a) f(x) = 2e*

- <0
b i)={p% %59

Solucioén:
a) f(0) =2e°=2
Iin?) 27 =2

f(x) es continua.

b) f(0)=0
lim Inx = —o0
x-0*

f(x) es discontinua.

Enuncia e interpreta geométricamente el teorema de Bolzano.

Demuestra que la ecuacion x - cosx = 0 tiene solucién.

Solucion:

El teorema de Bolzano establece:

Si la funcioén f es continua en el intervalo cerrado [a, b], teniendo f(a) y f(b) signos opuestos, es decir, f(a)f(b) < 0,
existe al menos, un punto xo en (a, b) tal que f(xo) = 0.

Geomeétricamente, el teorema de Bolzano dice que si la funcidén f es continua en [a, b], y f(a)f (b) < 0, la grafica de la
funcion corta al eje de abscisas al menos en un punto comprendido entre los puntos (a, 0) y (b, 0).

Sea la funcién dada f(x) = x - cosx:

f(0) =0 - cos0 =-1; f(Ej:E—cosE:E
2) 2 2 2

Al ser la funcién continua en [0, g] y f(0)f (gj < 0, segln el teorema de Bolzano, existe al menos un ¢ en (0, g]

tal que
f(c) = 0. Es decir que x - cosx = 0 tiene, al menos, una solucion.

Demostrar que la funcién  f(x) = x2 - 4x + 2 corta al eje de las abscisas en el intervalo
[0, 2].

¢ Se puede decir lo mismo de la siguiente funcion g(x) = 2x _13 ?
X —



Solucion:

Por ser la funcién f(x) una funcién polinémica, es continua en toda la recta real y en particular lo es en el intervalo [0,
2]. Ademas f(0) = 2 > 0; f(2) = -2 < 0, luego aplicando el teorema de Bolzano se puede afirmar que dicha funcién
corta, al menos una vez, al eje de abscisas.

No se puede afirmar lo mismo de la funcion g(x) porque no es continua en el punto 1 y no toma valores de distinto
signo en los extremos del intervalo [0, 2].

9 Calcular los siguientes limites de funciones irracionales:

. X
a) lim ———
x=01-vx +1

. VX +9-3
b) Im ————
x=0 4x +16 -4

c) lim Wx? +x —x)

X —»00

Solucioén:

a) lim —~— =im xfedrn) e =lim — 1+ Vx+1)= -2

01 JxrL %0 (o VxrIfieVx+D) 70 -x

by lim Vx+9-3 _ . (Vx+9-3)yx+9 +3vx+16 +4)
=0\ x+16 -4 *-0(x+16 -4[Vx +16 +4Vx +9 +3)

) (x +9—9)(\/x +16 +4) _

o (x +16-16)[Vx +9 +3)

2 o/,
c) Iim\/x2+x—x=Iim(X+'X XXX+‘X+X)=Iim' X ofim——r =1
e ) T
X

10 Estudiar en el campo real la continuidad de:
X

f(x)=1e* +1

x?+1 x>0

x<0




Solucion:

Las funciones definidas en sus respectivos intervalos son continuas, tan sélo hay que estudiar el punto de unién de
ambos intervalos.

Se debe comprobar si coinciden los limites laterales y si éste coincide con el valor de la funcién en dicho punto.

eX

lim f(x) = lim

X0~ X -0

lim f(x) = lim (x> +1)=1
x-0 x-0

110

Al no coincidir los limites laterales, la funcién no es continua en 0.
Por tanto, f es continua en el dominio: (-0, 0) O (0, o) =R - {0}.

Estudiar la continuidad, el crecimiento y las asintotas de:

_|x?+1 x=20
f(x)-{x_l X <0

Solucion:
La funcion es continuaen x >0y x < 0.
En el punto O se tiene:
f0)=1

lim f(x)=1

x-0

lim f(x)=-1

x-0

y por tanto es discontinua en x = 0.
La funcion derivada es:

2 2 0
f(x)z{lx x<0

La funcion es creciente en todo R . No tiene asintotas (salvo si consideramos en sentido estricto la definicion de
asintota, en cuyo caso y = x - 1 seria asintota).

Calcular los puntos de corte de los ejes y las asintotas de la funcion:

X+1
f =1
(X) nx+2




Solucion:
Puntos de corte con los ejes :

1
x=0, =In=
y 2

Asintotas verticales:
X+1

=0=>x=-1
X+2
+

X 1:oo:x:—z
X+2

Asintotas horizontales en 'y = O:

. X+1
lim In
X — 00 X+2

=In1=0

No hay oblicuas.





