1 Determinar las ecuaciones paramétricas y la ecuacion continua de las rectas que pasan por el
punto Ay con el vector de direccion dado:

a) A(2, 1,-3) u=(-1, 2, -2) b) B(0, 0, 0), v = (2, -1, -3)

SOLUCION:

Xx=2-t
a) r=qy=1+2t r=
z=-3-2t 12 =2

Xx-2 _y-1_z+3

X =2t

b) s=qy=-t s=2=2 =%
z=-3t 2 -1 -3

2 Escribe en forma paramétricas las rectas:

x-1 2-27
a)r=——-—=sy=—— b) s=x =y =z
) 3 VT ) y
SOLUCION:
_x-1_ 2-z _x-1_ vy z-2 _ Xf1+3t
a)r= —y= - = === - rEdy =t
3 2 3 1 _2 Z=2_2t

3 Determinar dos puntos pertenecientes a las rectas:

x=2z-1
y=-3z+2

a)r= =—=1-z b)sz{

SOLUCION:

Para determinar puntos pasamos previamente las rectas a forma paramétricas:

y-2 x=1+2t
a) rEX—_1=ﬂ=1—z_> rEX_1= 3:2—1_' r= y=g—t - A lg,l , B 3,—1,0
2 3 2 -1 -1 3 3 3
z=1-t
X =271 X =-1+2s
b) ss{y=_32+2 - S= 32/:5—35 - P(-1,2,0),Q(1, -1, 1)

4 Pasar a la forma continua y hallar un vector director de las rectas:

_jx=2z-1 _Jy=2x+3
a)r—{yz_z_2 b) S_{Z=2X—2
SOLUCION:
DS x=1+2t _
a)rE{X:ZZ 1 - = y:_ -t —»rEX_lzy-'-ZZE —>u:(2.'1;1)
y=-z-2 7=t -1 1
_ X =t ~
b)SE{Zzgzjg Ls=ly=2t+3 o s=x=Y"3:=2"2  { -1 22
- z=2t-2 2 2




5 Hallar en forma paramétricas y general la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1, -2, 2)
y con vectores de direccibn Uy Vv:

a)u(0,-1,2)y v(13,2) b) u(0,-1,-3)y v (-1, 2, -3)

SOLUCION:
X=1+s X-1y+2 z-2

a) m=qy=-2-t+3s - | O -1 2 =0 - -8(x-1)+2(y+2)+z—-2=0-8x—-2y-2z-10=0
z2=2+2t+2s 1 3 2
x=1-5s Xx-1y+2 z-2

b) a={y=-2-t+2s - | O -1 -3[=0 59(x-1)+3(y+2)—(z—-2)=0-59x+3y—-z-1=0
z=2-3t-3s -1 2 -3

6 Hallar las ecuaciones paramétricas, ecuacion continua y un vector de direccion de la recta:
_|2x-3y+z-1=0
r =
x-y+2 =0

SOLUCION:

Para obtener las ecuaciones paramétricas resolvemos el sistema:

P -3y +7-1=0 x4tz =3+l [ = 2x+z=3y+1 —v_2 X=-2+t
rE{XX_ +y2_zo RN rE{XX_ Z—_2 y = -2x=-2y+4 _, rE{)Z(:y+5 - r=ly=t
y+2= =y T Zoy45 I z=5+t
r=X*2_ Y 275 G_11,1)
1 1 1
7 Hallar la ecuacién del plano que contenga al punto P(1, 1, 1) y sea paralelo a las rectas:
r={X—2y =0 s= ;sz_jtt
y-2z+4 =0 7=t
SOLUCION:
Vector director de r: G:(l, -2,0)x(0,1,-2)=(4,2,1)
Vector director de s: v= (1, -1, 1)
x-1y-12z-
Ecuacioén del plano: | 4 2 1|=0-53x-1)-3(y-1)-6(z-1)=0-x-y—-2z+2=0
1 -1 1

8 Hallar la ecuacién del plano que pasa por P(1, 1, 2) y es paralelo a las rectas:

[ = 3x+y =0 = X-y =2
" |4x+z=0 T ly-z=-3

SOLUCION:
Vector director de r: u= (3,1,0)x(4,0,1)=(1, -3, -4)
Vector director de s: v=(1,-1,0)x (0, 1, -1) = (1, 1, 1)
Ecuacion del plano:
x-1y-12z-2
1 -3 —4|=0 - (X-1)-5(y-1)+4(z—-2)=0 - x-5y+4z-4=0
1 1 1




9 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por A(1, 2, 2) y es paralela a la recta:

[ = X=z-1
Tly=2z+1

SOLUCION:
Vector director de r: u=(1, 0, -1) x (0, 1, -2) = (1, 2, 1)
La recta queda determinada por el punto A y el vector u:

x-1_y-2 z-2
1 2 1

S

10 | Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el origen y es paralela a la recta:

x-y-z=0
Xx+y+z =0

r

SOLUCION:
Vector director de r: u=(1, -1, -1) x (1, 1, 1) = (0, -2, 2)
La recta queda determinada por el punto A y el vector u:

_X_Yy _Z _{X=0
S —_—=——=— 4 S=
y+z:0

11 | Averiguar si son paralelos los planos de cada uno de los siguientes apartados:
a) m=x-y+z =0 M, =x -y =0 b) m =x+y =0 T, =X =2

SOLUCION:

Los planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos, o sea, proporcionales:

a) m=(1,-1,1) n.=(1,-1,0) - %:_—i;t% - son secantes

b) m=(1,1,0)n.=(1,0,0) - %;t% - son secantes

12 | Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta:

rEX__l:u:z
2 3

y es paralelo al vector de extremos A(2, 0, 0) y B(0, 1, 0)

SOLUCION:

Vector director de r:u= (2, 3, 1) Punto der P1, 1, 0)

Vector AB= (-2, 1, 0)

La ecuacién del plano queda determinada por el punto Py los vectores de direccién u y AB:

x-1y-12z
2 3 1=0 - -(x-1)-2(y-1)+8z2=0 - x+2y—-8z-3=0
-2 1 0




| 13 | Hallar las ecuaciones de los ejes y planos de coordenadas

SOLUCION:

Sean los vectores ortonormales:

i=(1,0,0) i=(0,1,0) k=(0,0, 1)
. _Jy=0 . _]x=0 . _Jx=0
EJeOX_{Z:0 EJeOY_{Z:O EJeOZ_{ -0
Xy z Xy z Xy z
Planoxy: [1 0 0[=0 - z=0 Planoxz: |1 0 0[=0 - y=0 Planoyz: [0 1 0|=0 - x=0
010 0 0 1 0 0 1
14 | Hallar los valores de a para que sean paralelas las rectas:
X =-t
r=X=2 1.y .z S=qy =2 -2t
a 2a 1 S
SOLUCION:
Vector director de r: u = (a, 2a, 1) Vector director de s: v = (-1, -2, -a)

Para que las rectas r y s sean paralelas deben ser paralelos sus vectores de direccion, o sea,
proporcionales:

a 2a 1 {—2a=—2a
=—= —a==*1

_____ a’=1

Para ninguin valor de a las rectas son coincidentes ya que la recta r no pasa por el punto B(0, -2, 0) de la
recta s, ya que al sustituir en las ecuaciones de r obtenemos:

15 | Estudiar si las rectas r y s son coplanarias. En caso afirmativo, hallar la ecuacion del plano
gue las contiene.
Xx-2 _y+2 z-1 X+3 _y-2 z

r=
1 -2 -1 2 -1 1

SOLUCION:
Vector director de r: u = (1, -2, -1) Punto de r: A(2, -2, 1)
Vector director de s: v=(-2, -1, 1) Punto de s: B(-3, 2, 0)

Las rectas son coplanarias si el det (G,\?,K@) =0

1 -2 -
2 -1 1|=-3+6-3=0 - Por tanto, son coplanarias.
_5 4 —

La ecuacién del plano viene determinada por el punto A (6 B) y los vectores de direccibn de ry s:
1 -2 -1
2 -1 1(=0 -5 -3x-2)-3(y+2)+3(z+1)=0-x+y-z-1=0

X—-2 y+2 z+




16 | Hallar las ecuaciones de una recta paralela al vector u =(1, 2, 3) y que corte a las rectas:

Xx-1_y+2 _z _|x=2z+1
y=-z+2

,
11
I
I
|

Sugerencia: Estudiar previamente la posicion relativa entrery s.

SOLUCION:
rEXT_lzyTJrZ =§ - Vector director: uT =(2,3,1) Punto de r: A(1, -2, 0)
x=27+1 X =1+2t -
= {y : 40 " s=qy=2-t - Vector director: u,=(2, -1, 1) Punto: B(1, 2, 0)
- z=t

Las dos rectas son coplanarias si el det (E@A—B) =0

2 31
2 -1 1)=0 - Portanto, son coplanarias - ry s son secantes.
0 40

Calculamos el punto de corte, para ello sustituimos las coordenadas de cualquier punto de s en la ecuacion
de larectar:

1+42t-1_2-t+2 _
2 3

i - t=%=t > 3t=4-t-t=1-Puntorns:P(3,1,1)

Ecuacion de la recta dada por el punto Py el vector u:

Xx-3_y-1 z-1
1 2 3

r=

17 | Determinar si los puntos A(1, 0, 4), B(3, 0, 1), C(2, 0, 0), D(0, 4, 0) son o no coplanarios.

SOLUCION:

Los puntos A, B, C, D y E son coplanarios si rango (Ké AC, KB) =2

AB =(2,0,-3) 2 0 -3

AC = (l O,—4) - Determinamos rang| 1 0 -4 |=3ya que el determinante es igual a 4 -(-8+3) =- 20
AD =(-1,4,-4) 14 -4

Por tanto no son coplanarios.

18 | Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(-1, -3, 0) y es paralela a la recta:

X=Z+2
y=z-3

S

SOLUCION:

Vector director de s: u_ = (1, 0, -1) x (0, 1, -1) = (1, 1, 1)

La recta esta determinada por el punto A y el vector LTS :




| 19 | Hallar la ecuacion del plano paralelo a —x — 2y + 3z — 7 = 0 que pasa por el punto A(1, 2, -2).

SOLUCION:

El plano tiene como vector normal n = (-1, -2, 3)

Ecuacion del plano: -(x—1) - 2(x-2) +3(z+2)=0 - x+2y—-3z-11=0

20 | Hallar la ecuacion del plano que pasa por el origen y es paralelo al plano determinado por el
punto (1, -1, 0) y la recta que pasa por el punto (2, 2, 2) y tiene como vector director u =(1,2,3).

SOLUCION

Sea el plano definido por el punto A(L. -1, 0) y la recta dada por el punto B(2,2,2) y el vector u = (1,2,3):

1 3 2
AB =(1,32) - m=| 1 2 3=0-5x-1)-(y+1)-z=0- m=5x—-y-z-6=0
x-1y+1l z

El plano buscado es paralelo a 11, por tanto, sus vectores normales son proporcionales.

La ecuacion del plano es 5x —z -z = 0.

21 | Dadas las rectas r y s averiguar si son coplanarias y si lo son hallar el punto de interseccion:
r={x=22+1 {x=z+4

y =3z +2 “ly=2z+7

SOLUCION
Consideramos el sistema formado por las cuatro ecuaciones, estudiamos la solucién del sistema.
Sea M la matriz de los coeficientes y M" la matriz ampliada

Estudiamos el rango de M’:

10 -2 -1 10 -2 -1 10 -2 -1
. 01 -3 -2 01 -3 -2 01 -3 - .
M = oB00R- O HHS - rangoM=3,rangoM =4
10 -1 -4 Ezm*g 00 1 3 00 1 - g 9
01 -2 -7 00 1 -5 00 0 -2

Ambas rectas se cruzan.

22 | Dadas las rectas r y s averiguar si son coplanarias y si lo son hallar el punto de interseccion:
x=z-1 s= X+y+z+1=0
y=-z X-y-z-1=0

r

SOLUCION
Consideramos el sistema formado por las cuatro ecuaciones, estudiamos la solucién del sistema.
Sea M la matriz de los coeficientes y M" la matriz ampliada

Estudiamos el rango de M’:

10 -11 10 -1 1 10 -1 1
. 01 1 0 - 01 1 0 _ 01 1 0 .
M = ogEh- [ ~ rangoM =3 ,rango M =4
11 1 1 - 01 2 O 00 1 O
1-1-1-1 0 -10 -2 010 -2

Ambas rectas se cruzan.




23 | Determinar la posicién relativa de las rectas:
a)r=x=y =z S =2X +1=2y =27 +2
z-3 x-1 z-3
b) r=ex-1=y-2="2=  s="——=y-2="_"—
) y 3 3 Y 5
SOLUCION

a) Vector director de r : uT =(1,1,1) Puntoder: A0, 0, 0)

2x-2y+1=0

y-z-1=0 Vector director: u, = (2, -2, 0) x (0, 1, -1) = (2, 2, 2)

S=E2x+1=2y=2z+2 - SE{

Ambas direcciones son proporcionales - ry s son paralelas o coincidentes.

1=0
-1=

La recta s no pasa por el punto A(0, 0, 0) ya que al sustituir en su ecuacién obtenemos: { 0

Por tanto, ambas rectas son paralelas

b) Vector director de r: u = (1,1,3) Puntoder: A(1, 2, 3)

r

Vector director de s: u_ = (3, 1, 2) Punto de r: B(1, 2, 3)

S

Ambas rectas tienen distintas direcciones por ser sus vectores direccionales no proporcionales, ademas se
cortan en el punto (1, 2, 3).

24 | Sean las rectas:

) {52=0((x—3)+10 x-1_y _z-1

Sy =X +2 -5 a 2

a) Demostrar que se cruzan para todo valorde  a.

b) Hallar para qué valor de o larecta s es paralela al plano 2x+3y—-z+1=0

SOLUCION
Z_gx+10—3a X =5t
[5z=ax-3)+10  _]°75 5 L or=ly=t+2 L0 = (510) A 0,2 10-3a
Sy =x+2 _Xx,2 5 ' 5" 5
Y=57% _ . 10-3a
z=at+

Vector director de s:u, = (-5,a,2) Punto: B(1, 0, 1)

Para que se crucen hay que imponer que det(u—r,i,ﬁ),to siendo E:(L_§’3G5—5j =

AB = (5,-2,30 -5)

5 1 « 5 1 a

-5 «a 2 =|0 a+l 2+a =5-(20(2—30(—5+6+30()=5-(2c12+1)¢0 — 'y s secruzan

5 -2 3a-5 0 -3 2a-5

Para que la recta s sea paralela al plano se debe imponer que E On:

(-5,0,2) - (2,3,-1)=0 - -10+3 -10+3a-2=0 - a =4




25 Para cada numero real k se considera el plano T
nm=2k+1)x+(1-Ky+(1+3k)z+2k-1=0

Demostrar que todos los planos anteriores pasan por una recta r y calcular las ecuaciones
paramétricas de dicha recta.

SOLUCION
Pk+1)x+(1-Ky+(1+3k)z+2k—-1=0 > (x+y+z-1)+k(2x—-y+3z+2)=0

Hemos obtenido la ecuacién del haz de planos de arista la recta

[ = X+y+z-1=0
T 12x-y+3z+2=0

Obtenemos las ecuaciones paramétricas, resolviendo el sistema:

X+y=1-z -1-4z 1+4z 4+z
_|x+y+z-1=0 {2 _ - X= »y=——+1-z=
= o |2x-y=-2-3z
r {2x—y+32+2=0 exTy=memsz 3 3 3
3x=-1-4z
Por tanto, las ecuaciones son:
_ -1-4t 4+t
r=x= y=——:;2=
3 3
26 | Determinar la posicion relativa de la recta:
x=3t-1
r=qy =t +2
z=2t
y el plano determinado por los punto A(1, 3, 2), B(2, 0, 1), C(1, 4, 3)

SOLUCION

Ecuacion del plano: AB = (1, -3,-1) AC=(0, 1, 1)

x-1y-3 z-2
1 -3 -1(=0-5-2x-1)-(y-3)+(z-2)=0 - 2x+y-z-3=0
0 1 1

Vector director de r: u—r =(1,1,1) Punto de r: A0, 0, 0)

Vector normal del plano: n= (2, 1, -1).
Los vectores no son proporcionales - la recta y el plano son secantes.

Para determinar el punto de corte sustituimos las coordenadas de r en la ecuacién del plano:

2(3t—1)+t+2—2t—3:0_,5t—3:0_,t:§ - Punto: iEQ
5 5 55




27 | Dadas las rectas:

: {x=22+p SE{x=—z+1

y=-z+3 y=2z+(

a) Hallar la condicién que deben cumplir p y q para que las rectas estén contenidas en un
plano.

b) Determinar p, q para que el plano pase por el punto P(1,1,1)

SOLUCION

a) Pasamos las rectas a forma paramétricas:

X=2z+ X =2t+p —
r=qo_ T y=-t+3 - u, =(2,-1,1) Punto de r: A(p, 3, 0)
y=-z+3 X =t

Xf_2+1 L s=dy=2t+q - u, =(-1,2,1) Punto de s: B(1, g, 0)
y=2z+9 z=t

{ X=-t+1

Para que estén contenidas en un plano hay que imponer que det(uﬁ,ui,ﬁ) =0, siendo AB = (1-p,q — 3,0):

1-p q-3 0
2 -1 1=0 --31-p)—3(—-3)=0-q9g-p=2
-1 2 1
X-p y-3 z
b)y| 2 -1 1{=0 - -3(x-p)—-3(y-3)+3z=0 - x+y—-z—-p—-3=0
-1 2 1

Como pasa por el puntoP(1,1,1) - 1+1-1-p—-3=0 - p=-2.
Comog-p=2,parap=-2 - q=0.

28 | Dadas las rectas:

r={x -2y +z +1=0

X-y+z =-8
2x+y -2z +2 =0

2x+3y -z =-8

Hallar la ecuacién de la recta que se apoya en ambas y pasa por el punto A(8, 5, 4).

SOLUCION

Consideramos el haz de planos de arista r:

TM=x-2y+z+1+k(2x+y-2z+2)=0.

Calculamos el plano que contiene al punto A: 8- 10+ 4 + 1+ k(16 +5-8+2)=0 - 3+15k=0 - k=-1/5
5x—2y+z+1)—-(2x+y—-2z+2)=0 - 3x—-11ly+7z2+3=0

Consideramos el haz de planos de arista s:

TL=EX-Yy+z+8+m(2x+3y-z+8)=0

Calculamos el plano que contiene al punto A:8-5+4+8+m(16+15-4+8)=0 - 3+7m=0 -
m=-3/7 - 7x—-y+z+ 8)—-32x+3y—-2z+8)=0 - x—-16y+10z2+32=0

La recta buscada es:
3x-11ly+7z+3=0
x-16y+10z+32=0




29 | Dadas las rectas:
r=x—l_ - s= y=2x-1
=, YT " 1z=3
Hallar la ecuacion de la recta que se apoya en ambas y tiene como vector director u =(-1, 3, -1).
SOLUCION
Vector director de r: u—r =(2,1,1) Punto de r: A(1, 0, 0)

=ox-1  |*7¢ -

s E{)z/:'& - {y=2t-1 - u, =(1,2,0) Puntodes:B(0, -1, 3)
- z=3

Plano determinado por A, U, y U:

x-1y z
2 1 1(=0 5 -4x-1)+y+72z=0 - 4x-y—-72-4=0
-1 3 -1

Plano determinado por B, u_y u:

X y+1 z-3
1 2 0 [=0 - -2x+y+1+5(z-3)=0 - 2x—-y-52+14=0
-1 3 -1
Ax-y-7z-4=0 x=t Xx-9 _y-32_z
La recta buscada es: {2x—y—52+14=0 - 3Z/i3—t _>T:__3_I
30 | Dadas las rectas:
oy =y = _[x=2 _ [x+y =0
r=x =y =z S_{yzl t_{x—z=0
Hallar la ecuacién de la recta que se apoyaen ry sy es paralelaat.
SOLUCION
Vector director de r: uT =(4,1,1) Punto de r: A(O, 0, 0)
Vector director de s:ﬂ? =(0,0,1) Punto de s: B(2, 1, 0)
x+y=0 y =-X y =-X x=t —
tE{X—Z:O _)tE{Z:X —»tE{Z:X —»tE y:_taut:(l,'l,l)

z=t
Determinamos el plano paralelo a t y que contiene a r:

Xy z
1 1 1|=0 - 2x-2z=0-5x-2z=0
1 -11

Determinamos el plano paralelo a t y que contiene a s:

Xx-2 y-11z
0 0 1|=0 - x-2+y-1=0-5x+y-3=0
1 -11
X =
La recta buscada es: {X_Z:O_ - y=3-t _)lzy__3:E
x+y-3=0 -1 1




31 | Determinar ay b para que los planos:

M=2x -y +z =3
=X -y +z =2
mM'=3x-y-az =b

se corten en una recta. Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta r y pasa por el
punto A(2, 1, 3)

SOLUCION:
Estudiar las posiciones relativas de los tres planos equivale a discutir el sistema.

Consideramos la matriz de los coeficientes y la ampliada:

2 -1 1 2 -1 1 3
M=|1 -1 1 M=1-1 1 2
3 -1 -a 3 -1-ab
2 -1 1 3 2 -1 1 3 2 -1 1 3
1-11 2 D@j@:@a -1 0 0 -1 |[0TEHE-|-1 0 0 -1
3 -1-ahb 1 0 -1-a b-3 0 0 -1-a b-4

_ {rang(M*)=2 sib=4
RangoM=2sia=-1. - . )
rang(M )=3 sibz4

Por tanto se cortan en unarectasia=-1y b =4.
La ecuacion de la recta es:

2x-y+z=3

r=

X-y+z=2

El haz de planos de arista r es:
(2x-y+z-3)+k(x-y+z-2)=0

El plano pasa por A(2,1,3) - 4—-1+3-3)+k(2-1+3-2)=0 - k=-3/2.
Elplanoes: 2(2x—-y+z2-3)-3(x—-y+z2-2)=0 - x+y-2z=0

32 | Hallar el valor de k para que los planos:
TI=EX+y+z =2

Tt=2x +3y +z =3

t'=kx +10y +4z =11

tengan una recta comun y hallar las ecuaciones paramétricas de dicha recta

SOLUCION:

Consideramos la matriz de los coeficientes y la ampliada:

111 1112
M=2 3 1 M=12 3 1 3
k 10 4 k 10 4 11

IM[=14 -2k=0 - k=7
Para k = 7, rango M=2= rango M ya que F3 = 3F2 + F1

Resolvemos el sistema formado por las dos primeras ecuaciones:

X+y+z=2 X+y=2-2 y=-1+z x=3-2z
— — — y=—1+t
X=3-2z z=t

2x+3y+z=3 2x+3y=3-z




33 | Estudiar la posicion relativa de los planos:
m=mx +y -z =1

TT=2x -y +mz =3m
TT'=x-2y +(m +1)z =3m -1

segun los distintos valores de m.

SOLUCION:

Consideramos la matriz de los coeficientes y la ampliada:

m 1 -1 m 1 -1 1
M={2 -1 m M*=12 -1 m 3m
1 -2 m+1 1 -2 m+1 3m-1

IM[=m(-m—-1+2m)-2(m+1-2)+m—-1=m°-2m+1=0 - m=1.

Param = 1:
11 -11 11 -11
2 -1 1 3|0F[M-|0 -3 3 1| - rangoM =2 =rango M - Se cortan en una recta
1 -2 2 2 0 -3 31

Para m#1:

rango M =3= rango M - Se cortan en un punto.






