INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION

El examen consta de dos opciones, Ay B.
El alumno deberd elegir UNA Y SOLO UNA de ellas y resolver los cuatro ejercicios de que consta.
No se permite el uso de calculadoras con capacidad de representacion grdfica.

PUNTUACION: La calificacién mdxima de cada ejercicio se indica en el encabezamiento del mismo.

Tiempo: 90 minutos.

OPCION A
Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 2 puntos
Halla a y b para que se pueda aplicar el teorema de Bolzano a la funcién f y halla el punto
cO(-mm al que hace mencién el teorema:

cosx si -msx<O0
f(x)={a+x* si O<x<l1
b

— si lsx<sm
X

Ejercicio 2.- Calificacion maxima: 3 puntos

a) (2 puntos). Deriva y =(x +senx)& .

b) (1 punto). Halla un punto de la gréfica de y =x*+x+5 en el cual la recta tangente sea
paralela a larecta y =3x-8.

Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 3 puntos

Sea la funcién f(x) =x* +ax® +bx* +cx+7.

a) (0,5 puntos). Calcula ¢ sabiendo que su recta tangente en el punto de abscisa x =0es
horizontal.

b) (1 punto). Para el valor de c encontrado en el apartado anterior, halla ay b sabiendo que esta
funcién tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x =-2 y que cortaal eje X en x =1.

c) (1,5 puntos). Para los valores obtenidos en los otros apartados, calcula los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la funcion, sus extremos relativos y haz una representacién
grdfica aproximada.

Ejercicio 4.-. Calificacion mdaxima: 2 puntos

Calcula los siguientes limites:

1-cos(x-1)
(Inx)?

a) (1 punto). Ifrrl\

X+2 2x+1
x-3

b) (1 punto). lim (




OPCION B

Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 2 puntos
Calcula los siguientes limites:

/ - _t
a) (1 punto). Ifrrz\ % b) (1 punto). lim (1 +2cosx)c°Sx

X0
2

Ejercicio 2- Calificacion maxima: 2 puntos
Dada la funcién f:IR - IR definida por f(x)=x—tl, determina la ecuacién de la recta
e

tangente a la grdfica de f en su punto de inflexidn.

Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 3 puntos
Se considera la funcién:
2 .
X +nx si x<-2
f(x) ={ s .o
x> +mx® si x=-2
a) (2 puntos). Determina my n para que se cumplan las hipétesis del teorema del valor medio
en el intervalo [—4,2].

b) (1 punto). Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza dicho teorema.

Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 3 puntos

Se quiere construir una piscina en forma de paralelepipedo recto de base cuadrada.
Disponemos de 192 m? de baldosas para recubrir las paredes y el fondo de la piscina. Halla las
dimensiones de la piscina de manera que su capacidad sea mdxima y determina dicha capacidad.




SOLUCIONES
OPCION A,
Ejercicio A. 1

Halla ay b para que se pueda aplicar el teorema de Bolzano a la funcion f y halla el punto
cO(-mm al que hace mencién el teorema:

cosx si -msx<0
f(x)=<a+x* si O<x<l1

Para que se verifique el Teorema de Bolzano es necesario que se cumplan dos hipétesis:

Hipétesis 1.- La funcién f es continua en [~ 1]. Los tnicos problemas de discontinuidad se

pueden presentar en los “puntos de ruptura”, es decir, en la interseccion de los tramos de
funcién. Obligamos a que sea continua:

= Enx=0:
lim f(x) =lim cosx =1
X:O x;Z — G=1 ()
lim f(x):|mg(a+x2):a
x 0" X
= Enx=1:

lim f(x) =lim(a+x*) =a+1
x-1" x -1

B)
b =a+l=b=b=2
lim f(x) :lfn} < =b
x-1" X

Hipdtesis 2: El signo de f es distinto en los extremos del intervalo:
f(-m)=cos(-m=-1<0

£ = % -0 = signo f(-T) # signo f(m)

Bajo esta hipotesis se cumple que T O(-m )/ f(c) = 0. Pues vamos a calcularlo:

(M
cosc=0 con -m<c<0=>

f(c)=0=71+c*=0 con O<c<1(imposible)
2

Y =0 con 1<c<m(imposible)

(m
= c=—]—2-[ O(-mm.

Ejercicio A.2

a) (2 puntos). Deriva y =(x +senx)& .
b) (1 punto). Halla un punto de la gréfica de y = x* +x +5 en el cual la recta tangente sea
paralelaa la recta y =3x-8.

a) Al ser una funcidn potencia en la que tanto la base como el exponente son funciones
dependientes de x, es preciso aplicar el proceso de derivacién logaritmica:



y :(x+senx)& =Iny =In (x +senx)& =Iny =/x n (x +senx) =

/
:y—ziln(x+senx)+\/;9m:>
y 2Jx X +senx
=y = Lln(x+senx)+x/;9m [{x +senx)’™ .
24/x X +senx

b) Tenemos la funcién y =x* +x+5 =y’ =2x+1.
Nos dicen que

nily=3x-8=m =3y =3=2x+1=3=x=1.

Calculamos su segunda coordenada:
y()=1?+1+5=7
y ya tenemos el punto donde la recta tangente es paralela a la recta dada: P(1,7).

Suecuacidnes r,=y-7=3[x-1) 6 rn=y=3k+4

Ejercicio A.3

Sea la funcién f(x) = x* +ax® +bx? +cx+7.

a) (0,5 puntos). Calcula ¢ sabiendo que su recta tangente en el punto de abscisa x =0es
horizontal.

b) (1 punto). Para el valor de ¢ encontrado en el apartado anterior, halla a y b sabiendo
que esta funcién tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x =-2 y que corta al
ejeXen x=1.

¢) (1,5 puntos). Para los valores obtenidos en los otros apartados, calcula los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la funcién, sus extremos relativos y haz una
representacién grdfica aproximada.

a) f(x)=x*+ax®+bx® +cx+7 = f'(x) = 4x3 +3ax® +2bx +c¢

Si la recta tangente es horizontal, no tiene inclinacion y por lo tanto su pendiente ha de
ser cero:

m=f(x)=0=4M0°*+3a0*+2bM+c=0=¢=0.
b) f(x)=x*+ax®+bx?+7 = f/(x) = 4x> +3ax’? +2bx .
Imponemos las dos condiciones para sacar el valor de los pardmetros:

f/(-2)=0=4-2)°+3a(-2)°* +2b[(-2) =0 = -32+12a+4b=0=3a-b=8 @
f1)=0=>1"+a@*+b1*+7=0=a+b+8=0=a+b=-8 @

@)
1)+(2) - 4a=0=/a=0=b=-8 = f(x) =x* -8x2 +7.

¢) Calculamos la derivada de la funcién y la igualamos a cero:
F(x)=4x*-16x; f/(x)=0=4x>-16x=0=4x[(x*-4)=0=>x=0;x =+2.



Estudiamos el signo de la derivada a ambos lados de los valores que la anulan:

Minimo Maximo Minimo
f/ - + - +
relativo relativo relativo
f | DECRECIENTE | -2 | CRECIENTE | O | DECRECIENTE | 2 | CRECIENTE
f/(-10)<0: f/(1)>0; f'(1)<0: f/(10)>0.
Por lo tanto:

* La funcién f es decreciente Ox O(-%,-2)U(0,2).
* La funcién f es creciente Ox O(-2,0)U(2, +).
* La funcién f tiene minimos relativos en los puntos (-2,-9) y (2,9).

* La funcién f tiene un mdximo relativo en el punto (0,7).

Su representacion grdfica queda determinada por los puntos criticos y por los puntos de
corte:

¥ AU
15
10
5
4 3 1 2 3 ‘
5
-10 © )=t - B2 + T
15
Ejercicio A.4
Calcula los siguientes limites:
. 1-cos(x-1) L [(x+2 P
b) (1 punto). im————= b) (1 punto). lim | ——
) punto). lin 1005 ) @purto). fim (X2
o 5
, l-cos(x-1) ' , sen(x-1) ., sen(x-1) ,, xBZen(x-1) \°
a lim———->— = lim =lim =lim =
x-1 (InX) L'H:Spi’ral x-1 Zmlnx)d x-1 ZD]HX x-1 Inx L'Hépiml
X X

. sen(x —1)+x [tos(x -1) _ lim X [Sen(x -1) +x* [Zos(x -1) _ 11
L'Hilipimlxa1 2 E& x-1 2 2
X




2x+1 (g . [x+2 . (x+2 _x-3 P 5 , X+
by Iim (x+2] ‘;)eJLTw[E“j‘ZX*” _ eJi’L[ﬁ‘E](?*”) _ ex'it“m[ﬁj‘zx*” - eJLTw% — e
x-wo | X =3
SOLUCIONES
OPCION B,

Ejercicio B.1

Calcula los siguientes limites:

, Nx+2-2 . -
a) (1 punto). lim === b) (1 punito). lim (1+2cosx)sx

a) Estos limites con radicales se calculan fdcilmente multiplicando por la expresion
conjugada, aunque, a veces, también puede resultar sencillo aplicar la regla de L Hdpital:

\/x—2—.2(%j

. o, JIx+2-2 \x+2+2 _, x+2-4 ,
lim =lim B =lim =
x-2 2x-4 2 2x=4  x+2+2 *2(2x-4)[{Wx+2+2)
i e ! R

|~

m =
-2

an21z(fx,-/z)’[q\/x+2+2) “22rx+2+2) 20

b) En este caso, utilizamos la propiedad de los limites del nimero e:

o . 1 . 2¢eSX
1 (1) fim (1+2cosx-1)—— )!ng/wv% .

Ifm(1+2cosx)¢°sx =e': e e
T

x 0
2

Ejercicio B.2

Dada la funcién f:IR - IR definida por f(x):x—tl, determina la ecuacién de la recta
e

tangente a la grdfica de f en su punto de inflexién.

En primer lugar tenemos que localizar su punto de inflexion y esa informacion nos la aporta
su segunda derivada. Asi que, manos a la obra:

e -(x+1) " eX-xe*-e* -xe* -x

S

Vamos a por la segunda:

e* —(-x) &~ _ et txe’ (1-x)e* _1-x
(&) GO G

f/(x)=0=>1-x=0=x=1.

f/(x) =

f/(x) =—

Comprobamos que, efectivamente, se trata de un punto de inflexion:

+

¢/ Pto. de
Inflexion
f | CONVExXA | 1 | cONcava




f7(0)<0: f/(2)>0

Por lo tanto, la funcién tiene un punto de inflexion en (1, 2/e). Ya podemos calcular la
ecuacién de la recta tangente a la grdfica de la funcién es ese punto:

2 _,.2_1 . o_o_ 1_ 3
y-o =FOUx-D=>rsy-—=-"lx-1) 0 sy=——G+=.

n

Ejercicio B.3

Se considera la funcién:
2 .
X“+nx si x<-2
=9y
x> +mx° si x=2-2
a) (2 puntos). Determina m y n para que se cumplan las hipétesis del teorema del valor
medio en el intervalo [—4,2].

b) (1 punto). Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza dicho teorema.

a) Hipétesis 1: f es continua en el intervalo [—4,2]

lim f(x) = lin_12 (X* +nx)=4-2n

X =2

8+4m=4-2n=>4m+2n=12=2m+n=6
lim f(x) = lim (¢ +mx?) = -8+ 4m }3 ~4 -
x--2" X ==

Hipétesis 2: f es derivable en el intervalo (-4,2).

2x+n si x<-2 |[f/(-27)=-4+n
f/(x)= ; -4+n=12-4m=4m+n=16 @
() {3x2+2mx si x=-2 {1‘/(—2*)=12—4m:> -

&

()-(1): 2m=10=m=5 =n=-4.
La funcién queda:

_ 2x -4 si x<-2

fa = { 32 +10x si x=-2

x*-4x si x<-2

X) =
x* +5x%  si xz—Z:f C) {
b) Bajo estas hipdtesis, el Teorema del Valor Medio garantiza que
f(2)-f(-4) _28-32 _ _4_ 2

&D(—4,2)/f/(C)= 2_(_4) 6 _gz_g.

Vamos a ver en qué puntos del intervalo [—4,2] se verifica:

2c-4=-2/3 i x<—2:>%(—4,—2)
fllc)=2= ©
3¢2+10c=-2/3 si x>-2=9c¢%+30c+2=0=

% ~ ~0,068056 [1(-2,2)

O o= ~30£4/900-72 _-30+828

18 18

=-3,265277 0(-2,2)

Grdficamente, esta es la situacidn:



40

P(-4,32)

R gz

Recta tangente en x=c
®

Ejercicio B.4

Se quiere construir una piscina en forma de paralelepipedo recto de base cuadrada.
Disponemos de 192 m? de baldosas para recubrir las paredes y el fondo de la piscina. Halla
las dimensiones de la piscina de manera que su capacidad sea mdxima y determina dicha
capacidad.

Variables de decision.

x =Longitud del lado de la base cuadrada de la piscina (m)
y =Profundidad de la piscina (m) X

Relacion entre las variables. (Superficie a recubrir) X

192 - x?
4x

X*+4xy =192 >y =

Funcion objetivo. (Maximizar su capacidad)
fxy)=x*1y

Planteamiento y resolucion.

= 192 -x*  sustrrucon 92-x2 192x -3 x3
VST 5 fo=xd s - 4gx-%
fx.y) =x*ly
Calculamos su derivada para localizar el mdximo de la funcién:
2 2 2
f/(x)=48—3%; f/(x):o:48—3%=o:48=3%:x2 =$:64:x=8

Comprobamos que, efectivamente, se trata de un mdximo:
7 (x) :%; f/(8) =-12 <0 = f alcanza el valor mdximo en x = 8.

Calculamos la profundidad de la piscina y el volumen:
_ 192 - x° _192-64
A 32

Toma de decision.

=4; {(8,4)=8"#=256

La base cuadrada de la piscina debe tener 8 metros de lado y su profundidad ha de ser de
4 metros. De esta forma conseguiremos una capacidad mdxima de 256 m* 6 256.000 litros.





