INSTRUCCIONES GENERALES Y VALORACION
El examen consta de dos opciones, A y B.
El alumno deberd elegir UNA Y SOLO UNA de ellas y resolver los cuatro ejercicios de que consta.
No se permite el uso de calculadoras con capacidad de representacion grdfica.
PUNTUACION: La calificacién mdxima de cada ejercicio se indica en el encabezamiento del mismo.
Tiempo: 90 minutos.

OPCION A

Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 2 puntos.
Un cajero automdtico contiene 95 billetes de 10, 20 y 50 euros y un total almacenado de 2000
euros. Si el nimero total de billetes de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20,
averiguar cudntos billetes de cada tipo hay.

Ejercicio 2.- Calificacion maxima: 2 puntos.
Estudiar el rango de la matriz:
m m-1 m(m-1)
A=m 1 m
m 1 m-1

segln los valores del pardmetro m.

Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 3 puntos.
Dadas las matrices:

520 a b O
A=12 5 0 B=|c ¢ O
0 01 0 01
se pide:
a) (1,5 puntos). Encontrar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que se verifique
AB=BIA.

b) (1,5 puntos). Para a=b=c=1, calcular B .

Ejercicio 4.-. Calificacion mdaxima: 3 puntos.

1
a) (1,5 puntos). Calcula la matriz inversade A=|0
:
1
b) (1,5 puntos). Resuelve la ecuacién matricial | O

1




OPCION B

Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 2 puntos.

Sean las matrices:
A= 2 0
0 -1

Hallar una matriz X tal que X[AX™" =B.

B[g ‘79].

Ejercicio 2- Calificacion maxima: 2 puntos.
Dada la matriz C = (; ﬂ halla dos matrices X e Y que verifican:
X+Yyt=¢C

X-yt=¢
siendo C' la matriz traspuesta de C.

Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 3 puntos.
Dado el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro a:

X + 2y + z = a
X + y - az = a
2x + 3y + z = a

se pide:
a) (1,5 puntos). Discusién del mismo en funcién del valor del pardmetro a.
b) (1,5 puntos). Resolucién en el caso a # 0.

Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 3 puntos.

1 7 0 0O 0 2
Sean las matrices A={2|,B=| 2 |,C=(0 1 0|,D=|2|yE=|5]|.
3 -2 0 01 2 3

a) (1 punto). Hallar la matriz AB" donde B' indica la matriz traspuesta de B.
b) (0,5 puntos). Hallar el rango de la matriz A'D.

X
c) (1,5 puntos). Calcular M =|y | que verifique (AB" +C)[IM =E .

z




SOLUCIONES
OPCION A,
Ejercicio A.1
Un cajero automdtico contiene 95 billetes de 10, 20 y 50 euros y un total almacenado de

2000 euros. Si el nimero total de billetes de 10 euros es el doble que el nimero de billetes
de 20, averiguar cudntos billetes de cada tipo hay.

Variables.

x = ndmero de billetes de 10 euros.
y = ndmero de billetes de 20 euros.

Zz = nimero de billetes de 50 euros.

Planteamiento.
X + y + z = B p|x + y + z= 95
10x + 20y + 50z = 2000 ={x + 2y + 5z = 200
X = 2y X - 2y = 0
Resolucion.
1 11955751119545—511195(1)
A|B:1 25200F5F014105~014105(2)
1 -2 0] 0/J°°(0 4 5[200 0 0 11(220)(3)
A A A
(3):1122220:22@:20

11
(2) =y +4[20 =105 = y =105 -80 = 25
D=>x+25+20=95=x=95-45=50
Solucion.

En el cajero automdtico hay 50 billetes de 10 euros; 25 billetes de 20 euros, y 20 billetes
de 50 euros.

Ejercicio A.2

Estudiar el rango de la matriz:
m m-1 m(m-1)
A=lm 1 m
m 1 m-1

segln los valores del pardmetro m.

Aplicamos el método de Gauss para averiguar cudntas filas pueden ser linealmente
independientes (diferentes de la fila cero:

m m-1 m(m-1) L m-1 m(m-1)
A=lm 1 m ~|10 m-2 m?-2m

m 1 m-1) 70 O 1
- La fercera fila es siempre distinta de la fila cero.
- La segunda fila serd cero cuando m =2 ; en caso contrario, también serd distinta de cero.
- No hay ningtn valor de m que haga cero la primera fila.



Luego,
e Sim=2=ran(A)=2
e Simz2=ran(A)=3

Ejercicio A.3

Dadas las matrices:

5 2 0 ab O
A=12 5 0 B=|c ¢ O
0 01 0 01

se pide:

a) (1,5 puntos). Encontrar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que se verifique
AB=BIA.

b) (1,5 puntos). Para a=b=c=1, calcular B .

a) Calculamos los dos productos:

5 2 0)(a b O 5a+2c Bb+2c O
AB=[2 5 0|Jc ¢ O0|=|2a+bc 2b+bc O
0 01)l0 01 0 0 1
a b 0)(b 2 0 5a+2b 2a+5b O
BA=|c ¢ 0|2 5 0|=| 7c 7c 0
0 01)l0 01 0 0 1

y obligamos a que sean iguales:
5a+2c 5b+2c O 5a+2b 2a+5b O
AB=BA=|2a+5c 2b+B5c O |=| 7c 7¢c 0O|=
0 0 1 0 0 1

5a+2c=5a+2b

Bb+2c =2a+5b c=b

= = =a=b=c.
2a+b5c=7c c=
2b+5c=7c

La condicion que se debe cumplires a=b=c.

b) Para a=b =c =1, tenemos:

1 10)(1 10 2 20
B =1 1 0|01 1 0|=|2 2 O}
0 01)l0 01 0 01
2 2 0)(1 10 4 40 22 22 0
B°=|2 2 0|1 1 O|=|4 4 0|=|2® 2° O
0 01/)(0 01 0 01 0O 01
2 2 0)(2 20 8 8 0 2> 22 0 2° 2° 0
B*=l2 2 0|02 2 0|=8 8 0(=|2° 2° 0,..,B°=2° 2° 0].
001001 0 01 0O 0 1 0O 0 1




Ejercicio A.4

1
a) (1,5 puntos). Calcula la matriz inversade A=|0
L

1

0

1

a) Aplicamos el método de Gauss-Jordan para calcular la matriz inversa de A:
11 1 1 0/1 0O) (1 101 00O

01100}, F-F 2F, -F,
(A|1)=|0 1 1]0 1 0|0 1 1|0 1 ol~o 1 1|0 1 0O|%
101/001] (0 -11/-101] |00 2[-111

w1 1 O[1 00, (2001 -1 1),
Yo 201 1 -1-f0 201 1 -1]-

00 2/-11 1 00 2/-1 1 1
. (1 0 0] 1/2 -1/2 1/2 (Ve -z 12
o1 ol1/z2 12 -1/2]=q|ah= AT =] 1/2 1/2 -1/2).

00 1|-1/2 1/2 1/2 -1/2 1/2 1/2

b) Resolvemos la ecuacién matricial:
AX=B=>ATAX=ATB=IX=ATB=X=ATB
y sustituimos:

1/2 -1/2 1/2 1 3
X=|1/2 1/2 -1/2|0-2|=|-2| >x=3, y=-2, z=0
-1/2 1/2 1/2 3 0

OPCION B,
Ejercicio B. 1
Sean las matrices:
A= 2 0
0 -1
Hallar una matriz X tal que X[AX™" =B.

Resolvemos la ecuacién matricial:
XMAX'=B=>XMAX'X=BX=XMAI=BX=XMA=BIX.
Como no podemos despejar la matriz incégnita X, definimos:

a b
X =
o
y sustituimos:

a b})(2 O 8 -9)(a b 2a -b 8a-9c 8b-9d
m:B = =
X m:(c d]EEo —1} [6 —7JEEC d]:{zC —d] [6a—7a 6b—7dJ:>



2a=8a-9c 9c =6a 3c=2a
-b=8b-9d 9d=9% d=b 2a=3c

= = = .
2c=6a-7c 9c =6a 3c=2a b=d
-d=6b-7c 6d =6b d=b

Por lo tanto, las matrices X que verifican la igualdad son de la forma:

a b )\1 )\2
X= 6 X=

2a | 6X=|2n

3 3

Dando valores a los pardmetrosay b (6 A, y A,) se pueden conseguir algunas de las infinitas
soluciones de esta ecuacion matricial.

Ejercicio B.2

Dada la matriz € = [; 1], halla dos matrices X e Y que verifican:

1
X+y*'=C
X-y'=C
siendo C' la matriz traspuesta de C.

Sumando las dos ecuaciones obtenemos:

1 1) (12 2 3 1 3/2
20X =C+C = 21X = 20X = - .
X=CrC =2 [2 1]{1 1]:’ X [3 ZJ:X [3/2 1}

Sustituyendo en la primera ecuacion, se obtiene:

g (1 1) (1 3/2) (0 -1/2
Xeym=e=y '(2 1] (3/2 1 )17z o )

Calculamos Y, que ha de ser la matriz inversa de Y™

a0 -1/2[1 0)if(1/2 0 [0 1)%%(1 0l0 2)_
v |I)'(1/2 0 |0 1 0 -1/2|1 0)2&(0 1|-2 0 =@y,
Por lo tanto, ¥ = 0 2 .
-2 0

Ejercicio B.3

Dado el sistema de ecuaciones dependiente del pardmetro a:

X + 2y + z = a
X + y - az = a
2x + 3y + z = a

se pide:
a) (1,5 puntos). Discusién del mismo en funcién del valor del pardmetro a.
b) (1,5 puntos). Resolucién en el caso a# 0.

a) Consideramos la matriz asociada al sistema de ecuaciones y aplicamos el método de
Gauss:



12105_512105_512 1 a
11 -ala|l - |01 14a|0| |0 1 1+a| O
2R -Fy
2 3 1 01 1 |a 00 a|-a
« Si a=0, lamatriz del sistema queda:

1 2 1|a

011|0

0 0 0|0

De la segunda fila se deduce la ecuacién y +z =0 que tiene dos incégnitas, por lo
tanto se trata de un SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO. (Infinitas
soluciones).

« Sia#0,obtenemos un sistema COMPATIBLE DETERMINADO. (Solucién tnica).

b) Para a # 0, tenemos

12 1 |a)()
0 1 1+a| 0 |(2
0 0 a |-a/(3)
+ De (3) se deduce la ecuacién:
alz=-a=z="2=-1
a

* Sustituyendo en (2), se obtiene:
y+(1+a){-1)=0=y=1+a

¢ Considerdndolo en la fila (1), queda:
x+2[(1+a)+(-1)=a=x+2+2a-1=a=>x=-1-a

SOLUCION: (x,y,z)=(-1-a,1+a,-1)

Ejercicio B.4

1 7 00O 0 2
Sean las matrices A={2|,B={ 2 |,C=|0 1 O|,D=|2|yE=|5]|.
3 -2 0 01 2 3

a) (1 punto). Hallar la matriz AB" donde B' indica la matriz traspuesta de B.
b) (0,5 puntos). Hallar el rango de la matriz A'D.

X
c) (1,5 puntos). Calcular M =|y | que verifique (AB" +C)[M =E .
z
1 7 2 -2
a) AB"=(2|7 2 -2)=(14 4 -4|
3 21 6 -6

0
by At =( 2 3)02|=(10).
2



Como se trata de una matriz con una fila distinta de cero, ran(A" D) =1.
c) Resolvemos la ecuacién matricial:
(ABT +C)IM=E = (AB" +C) ' {ABT +C)MM = (ABT +C) ' E= I M = (ABT +C) ' (E =
= M=(AB" +C)' [E.
Calculamos la matriz AB' +C:
7 2 -2 0 0O 7 2 -2
AB"+C=|14 4 -4|+|0 1 0|=|14 5 -4]|.
21 6 -6) |0 0 1 21 6 -5

Calculamos su inversa (con paciencia, ya aprenderemos con determinantes):
72—210025_572—210 02F3_Fl
AB" +c|1)=|14 5 -4|0 1 0| “70 -1 0|2 -1 0|
21 6 -5/0 0 1) %0 0 -1|3 0 -1
2F3—F1_7 -2 0|5 0 -2 2F2_f__17 0 0j-1 -2 2
6 -1t 0j2-10|-0-1012 -1 0} -
0 o0 -1{3 0 -1 0 0 -113 0 -1
1
0

. 0 0|-1/7 -2/7 2/7 -1/7 -2/7 2/7
e 1 0| -2 1 0 |=>((ABT+0)1=| -2 1 0
00 1| -3 0 1 -3 0 1
Finalmente calculamos M:
-1/7 -2/7 2/7)(2\ (-6/7
M=(ABT +C) T E=| -2 1 0 |O5|=| 1
-3 0 1 3 -3



